Matematicas especiales
para Fisicoquimicos

ﬁ}‘:zll
fﬁgﬁ UNIVERSIDAD
g %} NACIONAL

“i@i’& DE LA PLATA




MATEMATICAS ESPECIALES
PARA FISICOQUIMICOS

José Luis Vicente
Matias Rafti
Alberto Gustavo Albesa

Facultad de Ciencias Exactas

{@\

UNIVERSIDAD
NACIONAL
DE LA PLATA

£
Ry
l\‘lﬁull"

........



Agradecimientos

Agradecemos en primer lugar a nuestros familiares, que nos acompafiaron durante toda la
tarea de escritura; a nuestros profesores, que nos pusieron en contacto con los temas
desarrollados; a las autoridades, colegas y personal del Instituto de Investigaciones
Fisicoquimicas Tedricas y Aplicadas (INIFTA), donde desarrollamos gran parte de la labor aqui
presentada; a las autoridades, colegas y personal de la Facultad de Ciencias Exactas de la
Universidad Nacional de La Plata (UNLP), que colaboraron de distintas formas en la escritura

del libro; y a las autoridades de la UNLP, que permiten la cristalizacién de esta obra.



indice

Introduccioén

José Luis Vicente

PRIMERA PARTE

Variable compleja

Capitulo 1

Numeros complejos
Alberto Gustavo Albesa

Capitulo 2

15

Funciones de variable compleja
Alberto Gustavo Albesa

Capitulo 3

29

Curvas e integracion en el plano complejo
Matias Rafti

Capitulo 4

45

Series
Matias Rafti

SEGUNDA PARTE

Ecuaciones diferenciales

Capitulo 5

59

Ecuaciones diferenciales ordinarias

José Luis Vicente

78

Capitulo 6
Ecuaciones diferenciales lineales

José Luis Vicente

Capitulo 7

92

Soluciones en el campo complejo
Alberto Gustavo Albesa

Capitulo 8

Notas sobre espacios euclideos
Alberto Gustavo Albesa

110



Capitulo 9

Problemas de valores de frontera
Matias Rafti

Capitulo 10

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
Matias Rafti

Capitulo 11

Soluciones de algunas EDP

José Luis Vicente

Capitulo 12

EDP en mas de dos variables

José Luis Vicente

Los autores

123

134

147

166

182



Introduccion

Uno de los principales motivos que nos llevé a la redaccion del presente libro de catedra se
ha debido en parte a los distintos cambios en los planes de estudio y las modificaciones en los
contenidos de las cursos correlativos, dado que esto ha hecho practicamente imposible
encontrar en la literatura, a pesar de la gran variedad disponible, algun texto que pudiera cubrir
el programa de la asignatura Matematicas Especiales para Quimicos, y cumplir con sus
objetivos e insercion en la carrera de Licenciatura en Quimica. En lineas generales, el curso
comprende una introduccién al estudio de la variable compleja, y un desarrollo de las
ecuaciones diferenciales lineales, ordinarias y en derivadas parciales. Los sucesivos cambios
de planes de estudio han llevado a que las asignaturas previas de matematicas, dictadas en los
dos primeros cuatrimestres, quedaran muy distanciadas en el tiempo respecto al presente
curso que corresponde al octavo cuatrimestre. Es decir que tropezamos con la dificultad debida
a la poca asiduidad con que pueden haberse empleado las herramientas matematicas
adquiridas durante el primer afio, y que en este curso deben usarse en forma corriente. Por
otro parte, durante ese lapso de tiempo, los estudiantes asisten a cursos de fisica y quimica
donde emplean resultados matematicos, con muy escasa o ninguna explicacién, de manera
que otro de nuestros propdsitos fue que esos mismos resultados cobraran un nuevo valor al

poder insertarse en forma coherente a través de una nueva presentacion.



CAPITULO 1

Numeros complejos
Alberto Gustavo Albesa

Barrio plateado por la luna,
Rumores de milonga

Es toda tu fortuna.

Hay un fuelle que rezonga
En la cortada mistonga.
Mientras que una pebeta
Linda como una flor,
espera coqueta

bajo la quieta luz de un farol.

C. Gardel, A. Le Pera, M. Battistella; MELODIA DE ARRABAL.

Los numeros complejos se introducen en conexion con la resolucion de ciertas ecuaciones
algebraicas. La imposibilidad de resolver la ecuacién x’ + I = 0 en el campo de los nimeros
reales, condujo a la introduccién de un “ndmero” convencional i definido por la ecuacion i° = —1,
llamado unidad imaginaria.
Los numeros de la forma z = x + i y, donde x e y son nuUmeros reales, se denominan numeros
complejos.

x € y son respectivamente la parte real e imaginaria del nimero complejo z, y se escribe x =
Re{z}, y=Im{z}

Si x = 0 se dice que el numero z es imaginario puro, y si y =0 es real.

Dos numeros complejos z; =x; + i y;, z; =x; + i y, son iguales si y solo si son iguales sus partes

reales e imaginarias, es decir x, =x; e y,=y,.



1.1 Propiedades algebraicas

Siz;=x; +iy; z,=x, + iy, entonces

zit = (xit x2) Fi(yrxy:),
se suman y multiplican como binomios reales utilizando el hecho que i’ =—1, o sea

Zp = (X X=y;y) Fi(x;y: +x2y1).
Siz; =x; queda, X1 Z=X1 X+ 0 X2
Definiendo la divisién como la operacién inversa de la multiplicaciéon, queda univocamente
determinada, con la condicién que el denominador sea distinto de cero. Vemos que i ' =—i.
Ademas los numeros complejos obedecen las propiedades asociativas y conmutativas usuales
para la suma y el producto, asi como la ley distributiva

zp-(z2%z3) =22+ 21 23

1.2 Representacion geométrica

Todo numero complejo z =x + i y, se puede representar en un plano coordenado mediante un
punto de coordenadas (x, y), o por un vector dirigido desde el origen al punto (x, y).

Esto conduce a un nuevo punto de vista respecto a los numeros complejos: son pares de
numeros reales (x, y) que se suman y restan siguiendo las mismas leyes de las cantidades
vectoriales encontradas en Fisica: fuerzas, velocidades, aceleraciones, etc. Esto hace pensar
que los numeros complejos no son meras generalizaciones, sino que pueden ser utilizados

para representar magnitudes aplicadas al mundo real. Ver Polya (1991).

Plano complejo

eje imaginario
>

-8 T T T T T T

eje real
Figura 1.1 Cada nimero complejo se puede identificar con un punto o un vector

Sin embargo, los primeros éxitos en el uso de los numeros complejos fueron en algebra donde
se demostré que toda ecuacion algebraica de la forma z" + a; 1+ . +a,,z+a,=0,cona,
nuameros complejos conocidos, tiene exactamente n soluciones (raices) complejas, resultado

gue se conoce como teorema fundamental del algebra.



Volviendo a la representacion geométrica, al eje horizontal se lo llama eje real y al vertical eje
imaginario, y al plano, plano complejo.

La transformacion que sustituye x +iy por x-—iy se llama conjugacién compleja,yaz*=x—i
y se lo llama conjugado de z = x + i y. Un numero complejo es real si y solo si es igual a su
conjugado.

Plano complejo

¥ (eje imaginario)
o

X (eje real)

Figura 1.2 Cada nimero complejo se representar forma cartesiana o polar

La conjugacion es una operacion involutiva, es decir z** = z. z* es simétrico a z respecto al eje

real. Ademas

x=%(z+z%), y="Yi(z—z%= " (z%¥-2)

(zi£z)*=z/%% 2% (z,-23)%=z/* z*
Como z - z*=x’+ y’ > 0, su raiz cuadrada positiva se la llama médulo de z, se denota
lzl= V(X+3y) = V(z-z%

representa la longitud del vector z, como z, —z; = (x,—x; ) +i (y, —y;), resulta que !zz —21! es
la distancia de z; a z,, |z¢| = |z|. Si z, # 0, el cociente se puede escribir como z; / z, = z; z,* /
|z,]2, o sea

zil 2= [(xp 32+ Y12 )J/ (X5 +y) i [(x231— x192)]/ (x5 + )
Recordando que de los numeros reales que |x|= +V(x), ~|xl< x < +|x|, resulta entonces —

‘z’S Re{z} < ’z

,y—!z!s Im{z} < ‘z’
Ademas

|Zli22|§|21|+|22|, |Zli22|2 ||Z1|—|Zz||

1.3 Forma trigonométrica

Cada punto (x, y) #(0, 0) se puede expresar en coordenadas polares (r, ¢ como
X=rcos ¢

y=rseng



de manera que cada numero complejo z se puede escribir en forma trigonométrica como
z=x+iy=r(cos ¢ +isen @
r es la longitud del vector z es decir r = || es el modulo de z.
Sir =0 resulta
cos g =x/r
{sen o=y/r
se puede obtener ¢, y si x #0 se puede usar 1g ¢ = y/x

Recordando que

sen(¢, ¢, )=send, cosp, tcosp, seng,
{cos(¢1 *¢,)=cosd, cosg, ¥ send, seng,
Sevequesiz;=r;(cos ¢, +isen ¢)Y z,=r;(cos ¢+ i sen ¢, resulta
z;- Zp=r;ry[cos (¢;+ @) +isen (¢, + ¢5)]
ysiz,;#0
zilzo=z12% | 2312 = (1) 1) [cos ($; — ¢2) + i sen (¢ — $5)]
Definicién de argumento de z = 0. Si ¢ es un nimero real se define ¢ = cos ¢ + i sen ¢, entonces
se cumple que:
1) |€? | =1, por lo tanto ¢ = 0
2) ¢ =1 ..

cosp=1

{sen¢:0 Log=k2m,k=0+1,%2,...
3) W) = g i

W12 — bl ) i
Porlotantosi ¢# =e? .« &%/ =9 =1 . ¢,= ¢, +k2m k=0, 4, £, ...
Se define el argumento de z # 0 a cualquier solucién de ¢ =z / |21, y se escribe ¢=arg(z)
Se puede ver que arg(z; z;) = arg(z) + arg(z;) + k2x

arg(z)/z;) = arg(z)) —arg(z;) + k2x

Para cualquier intervalo de longitud 27 existe exactamente un valor de arg(z)
Se llama valor principal de arg(z) a aquel que cae entre —z y 7, y se lo denota como Arg(z), es
decir —z<Arg(z) <«
Cuando z atraviesa el eje real negativo, de abajo hacia arriba, Arg(z) salta de -z a =.
Ver por ejemplo: Churchill (1992), Markushevich (1970), y Zill (2011).

Un niimero complejo z # 0 se puede escribir como z = r ¢ donde = F1 y ¢=arg(z)

1.4 Potencias y raices

A partirde z=r (cos ¢ + i sen ¢) resulta

w=Z"= ¢ (cos ng +isenng),
9



para r= [ queda la relacion (cos p+isen @) =cosng~+isenng.

Si se escribe en forma exponencial z=re’yasuvezw=pe'?, resulta pe'? =" " .-

p:rn
O=n¢+k2rx

cualquier valor de k da el mismo nimero complejo, por lo tanto se puede tomar k£ =0

p=r"
O=n¢

Raices n-ésimas de un numero complejo z=r (cos ¢ +isen ) =re? =0, w=pé'? tal que w'=z
Yo

n I/n
p =r p=r
{¢:n¢9+k2ﬂ {0=¢/n +(kin)2x, k=0,1,...,n-1
Hay n raices distintas sobre la circunferencia con centro en 0 y radio »'”

Paraz =1, setiener =1, ¢ = 0y entonces

p=1
{ O=(kin)2r, k=0,1,...n-1
Las raices de la unidad son por lo tanto:

o= cosk2mn+isenk2mn= (cos 2mn +isen 27r/n)k conk=0,1, ... n-1I

0sea a,= ¢*con ¢=cos 27/n + i sen 27n
Ejemplo: Calcular las raices sextas de la unidad y representarlas geométricamente en el plano
complejo.
Corresponde a n = 6, y queda entonces a; = cos k /3 + i sen k 7/3 = (cos /3 + i sen 7/3)", con k=
0 1, .., 5, esdecir:
@y=cos 0 +isen0=1,w;=cos /3 +isen w/3="+iN3, @;=cos2n/3+isen2n/3=-Ys+i\/,
@;=cos T+ isen t=—1, w,= cos 47/3+ i sen 47/3= s — iN’l,, @s = cos 57/3 + i sen 57/3=+Y% — i/,
Constituyen los vértices de un hexagono, uno de los cuales obviamente es la unidad w;.
Ver Spiegel (1991).

1.5 Regiones y curvas elementales en el plano complejo

Dado un numero complejo z, y un numero real positivo r,, el conjunto de puntos z tales que |z
Zo ! = r,, podemos identificarlos a puntos cuya distancia a z, es r), es decir forman una

circunferencia con centro z, y radio r,, ya que siz=x + iy, z, = x, + i y, entonces |z - z,|’=r,’

equivale a la expresion (x—x, )> + (y— v, )> = r, .

El conjunto de puntos z tal que !z—zo \ <r, son los puntos interiores a dicha circunferencia, y se
llaman entorno con centro z, y radio r,, y se escribe Az,,r,) = {z : |z -z, | <r,}

Dada una region Q del plano complejo, un punto z, es interior a Q si y solo si (sii) existe r, tal

que A(z,,r,) N Q= A(z,r,), €s decir Az, r,) c Q, y es exterior sii A(z,r,) N Q=. Los puntos que

10



no son ni interiores ni exteriores se denominan puntos de la frontera de Q, a veces los

denotaremos como

Una region Q es abierta si todos sus puntos son interiores.

oQ.

La union de regiones abiertas es siempre abierta, pero la interseccion de infinitos abiertos

puede no ser abierta. Ejemplo Q, = {z: |z |<1m }

Una regién Q se llama conexa si no existen dos conjuntos abiertos QQ;y Q, no vacios tales que

QcQULAND T, ANLETYQ, N Q= .

Se llama dominio a todo conjunto abierto y conexo. Ver Ahlfors (1953).

¢, Cémo pasar de la representacion de curvas elementales en R’ al plano complejo?

Ver Polya (1991), Spiegel (1991).

a) La recta:
En R’ En el plano complejo

Bx+ Cy+ D=0, B, C, D numeros reales \z—zj\ =\z—z2\

x=Y(z¥+z), y="h(z*¥-z)

% (B—iC)z+ "% (B+iC)z*+D=10

az+ta*z*+D=0

|Z—21|2: |Z—22|2
(z—z1) ¥z, =(z2—22) (2% 2%)
|12+ |z 12— zp*z—zp 2% = | 2|2 + | 2y Pz 2 2y 2%

(Z2—21)*z+ (z2—27) 2+ | z|? = | z,| % = 0

b) La circunferencia:

En R’ En el plano complejo

A=0, recta
z=x+1iy, zZ,=X,Ti),

AC+y’) +Bx + Cy + D=0, {

A=#0, circunferencia

X+ (B/A)x +y + (C/A)y + D/A=0,
(x—BR2A) + (y—C/24)° = (B’ + C?)]/44’ - D/A

Z_Zo:(x_xo) +i(y_ya)

=%, + =y, ) =1’ 2=z, = =x,)" + 5 -3,)°
|Z_Zo|: Vo
Recta Circunferencia
6 Plh\\ 6
N~
. \ - )
RN N
\ ~ -
2 } \ f 2
- - / -
I/
-2 1 \\ \\ / / 2
N I/
44 AN [/ 4
N/
N, s

X

Figura 1.3 Los puntos de una recta se pueden Figura 1.4 Los puntos de una circunferencia
caracterizar como aquellos que equidistan de se pueden caracterizar como aquellos que se

dos puntos fijos P; y P,

encuentran a una misma distancia (radio) de un
punto fijo Py (centro).

11



c) La elipse
|z—z,|+ |z—z;|:2a, |zz—zl|:20<2a, zZj=—¢, Z)=¢, z=x+iy
Vx+ ¢+ +V[(x—c)f +)°]=2a
VI + 0 +y]=2a-N[(x=¢) +)7]
(x+c)f+3¥=4a’+ (x—c)’ +3 —4a [(x— )’ +)7]
aVix—cf +y1=d’ +cx
- +dy =d+xXrd+2d ex

(azfcz)x2+a2y2 =a4fazcz=a2(azfcz), b2=(a2702)
2

2.2, 22 _ 242

b"x +ay =ab’, —a2+

Elipse

Figura 1.5 Los puntos de una elipse son aquellos en que la suma de
sus distancias a dos puntos fijos F1 y F; (focos) es una constante que
ademas debe ser mayor a la distancia entre F;1 y Fo.

d) La hipérbola
|zfz1|f’2722’=2a, ’ngz1|=20>2a, zj=—-c¢, z=¢ z=x+iy
VI + e+ V- +y]=2a
VI +¢) +31=2a +V[(x—¢) +)]
(x+ef +3 =4+ (x—c) +3¥ +4aN [(x— ) +)7]
cx—d =aVN[(x—cf +)]
a+xX —2dex=d (x—c)’ +d’

(CZ_GZ)xZ _ a2y2 :0202_04:(12(02_02), bZZ(CZ_aZ)

2

x
2. 2 22 _ 2,2 _
b"x —ay a b, —a2

12



Hiperbola

Fy F2

Figura 1.6 Los puntos de una rama de una hipérbola son aquellos en que la
resta de sus distancias a dos puntos fijos F1 y F» (focos) es una constante
que ademas debe ser menor a la distancia entre F1 y Fo.

13
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CAPITULO 2

Funciones de variable compleja
Alberto Gustavo Albesa

Un pedazo de barrio, alla en Pompeya,
durmiéndose al costado del terraplén

Un farol balanceando en la barrera.

y el misterio de adiés que siembra el tren
Un ladrido de perros a la luna.

El amor escondido en un portén

Y los sapos redoblando en la lagunay a los

lejos la voz del bandoneén.

A. Troilo, H.Manzi, BARRIO DE TANGO

Utilizaremos como notacién para las variables reales las letras x, y, u, v, y para las variables
complejas z, w, ¢ w.
Se pueden tener distintos tipo de funciones de acuerdo al dominio y la imagen de las mismas,
por ejemplo
u=f{x) =x’ es una funcion real de variable real
u=fz)=|z|=|x +iy|=" (¥*+7) es una funcion real de variable compleja
w=f{x) = €'* es una funcion compleja de variable real
w=f{z) =z = (x + i y)* s una funcién compleja de variable compleja.
¢, Coémo interpretar y representar graficamente una funcién compleja de variable compleja?
w=fz)
fz:x-i-iy [u:u(x,y)
lw=u+iv w=fz)=fx+iy)=u+iv=uxy) +ivy) Lv:v(x,y)
Dar una funcién compleja de variable compleja, w = f{z), es equivalente a dar dos funciones
reales de dos variables reales, u = u(x,y), v =v(x,y).
Ejemplo: w=flz)=2" w=@x+iyY=x"—y"+i2xy .. utiv=x"—)y'+i2xy
ufx,y)=x> ~y’
{V(x, ¥)=2xy
Se puede representar dibujando dos planos complejos, el Z y el W, de manera que a cada
punto z, de Z le corresponde un punto w, = f{z,) de W, y a cada curva y de Z le corresponde una

curval de .
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Frecuentemente, para poder notar como la funcién f “traslada” cada punto en el plano
complejo, se representan tanto los puntos z, como w, =f{z,), en el mismo plano W.
Ver Churchill (1992).

Plano Z Plano W
6 6
Y
41 . 4 w,
| c‘
2 Yo b . Zy 2 |
| |
=~ 0 | >~ 9 |
] 'XU u”
2 -2
I
4 -
61 -
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
X u

Figura 2.1 Las funciones de variable compleja w = f(z), se pueden representar dibujando dos planos
complejos. Uno representa los puntos del dominio y el otro los de la imagen, de manera que para cada
punto z de un plano se le puede asociar un w del otro, y analogamente a cada curva (], la correspondiente

curva 1.
Funciones simples
w=z+z U=x+x
1) 0. 0
Z,=Xy)+1y, v=y+Jy
Plano w
o
4 Vo .
z/}
2 y P L |
| |
-0 —
L
-]
4 2 0 4 s

Figura 2.2 [ a suma de una constante representa una traslacion en el plano complejo

Es una traslacion sin deformacion en la direccion del “vector” z,
¢,Coémo se transforman las rectas y circunferencias?

2Q)w=z;z

16



z=re
i$ : : p=rr
zy=re !l pell=rre¥tY {
i0 O=¢+9¢,
w=pe
Plano W
5
w
’
4 rr, //
y
//
? //fiig//.
L7 \b
~ 0
2
41
,6 1
-6 — -2 0 2 4 6

Figura 2.3 El producto por una constante representa una dilatacion mas una rotacion

Es una dilatacion (o contraccion) r; en mas una rotacion en ¢,
¢,Coémo se transforman las rectas y circunferencias?

3)w=z*

u=Xx
v=—y
Es una reflexioén respecto al eje real.

w=1/z z=0

|W|:]AZ|JM:Z%42P

z=re'? {p:]ﬁ
w=z*:pem 0=-¢
¢,Coémo se transforman las rectas y circunferencias?
AR +Y)+Bx+Cy+D=0 .o Alz|>+%B-iCQz+%B+iC)z*+D=0
A/ wlP+ BB —iC) Iw+ BB +iC) Iw*+D=0
A/lwlr+nB-ic)w¥w|l>+ BB +ic)wlwl>*+D=0
Dlwl>+%B+iCQw+%B-iCw +4=0 .- D@ +vV)+Bu —-Cv+4=0
Transforma rectas y circunferencias en rectas y circunferencias.
¢,Coémo se transforman las rectas y circunferencias que pasan por el origen?
5Yw=az+b, a0 Transformacion lineal
w=a(z+bla) .. z—=>z+bla—>w=al(z+ bla)
Es una traslacion seguida de una dilatacién y rotacion. Por lo tanto transforma rectas en rectas
y circunferencias en circunferencias.
¢,Coémo encontrar una trasformacion lineal que envie z; en w; y z, en w,? ;Cuanto deben valer a
y b?

w=az+b

17



w=az;+b b w—w; = a(z—2z))
wy=az,+b wy—w;=a(z;—z) & (w—w)/(w:—wp)=(z-z)(z2—z))
w =w; + [(wo—w) /(z2—2))] (z—2z))
6)w=(az+b)/(cz+d), A=ad-bc= 0 Transformacion bilineal
a)c=0, w=(a/d) z + (b/d) se reduce a una transformacion lineal
b) ¢ #0, w=[a(z + d/c) + (b—a d/c))/[c (z + dla)| =a/c + [(bc—ad) ] V/(z + d/a)
z—z+da— INz+da) - [(be—ad)! V(i +dla)y - w
Por lo tanto transforma rectas y circunferencias en rectas y circunferencias.
¢ Como encontrar una trasformacion bilineal que envie z; en w;, z, en w, y z; en w;? Cuanto
deben valera, b, cy d?
w=(az+b)(cz+d),w =@z +b)(cz; +d),w,=(az,+b)(cz, +d), ws=(az;+ b)(cz; t+d),
w-w;=[(@az+b)cz;td)—(az; +b)(cz+d)][(cz+d)cz +d)]=
=lad(z-z)-ad(z- z)Vl(cz +d)cz; +d)]=A(z-z)/[(cz+d)cz +d)]
wy—w;=[(az; +b)(cz; +d)—(az; +b)cz, +d) V[(cz; +d)cz; +d)]=
=lad(@z—z))—ad(@z— z))/[(cz; +d)cz; + d)]=A(z;—2z)) /[(c z; + d)(c z; + d)]
w—w)w2—wp) =[(z-z)(cz+ dV[(z2—z))(cz + d)]
(w=w3)/(w2—w3) = [(z—2z35)(c 22 + d))/[(z2— z3)(c z + d)]
R=[(w=wp) (w2 =wy)V[ (w2—w)) (w=w3)]=[(z—21) (22— 2))/[ (22— 1) (z — 23)]

entonces:
z—=z;, . R0 . wow,
z—=z, .. R—>1 . wow,
z—>z; . R—>wo . wow;

Ver Ahlfors (1953), Churchill (1992).

Limites

Siz=x+iyw=fz)=u+iv,z,=x,+iy, w,=u,+iv,, entonces

lim ulx,y) =u,
(x3)=>(x,.9,)

lim v(x,y) =v,

lim  f{z) =w,  equivalea
Z—)ZO
x3)=>(x,.5,)

¢, Coémo se resolvian?
Ver Feyel (1980).

1°) lim lim u(x,y) =1L, Si L,# L; no existe
Y>> Yo XX,

lim lim u@xy =1, SiL,= L;=L no se sabe, hay que seguir investigando
X —> .Xo y 4 yO

2°) Buscar una funcion ¢(x,y) tal que: lim Xy =0
(x.3)=>(x,.5,)
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yademas 0<|u@xy) —L |< ¢(x,y) en un entorno reducido de (x,, y,),
entonces existe el limitey es L

Otra forma de verlo es tomando
. i¢
x=x,+rcos¢ esdecir z=z,+re
y=y,+rseng

yversi lim f(z,+re'?) existey depende de ¢, porque entonces no existe el limite.

r—0
Ejemplos:
22 2
¥ - -
P . wu="TL o limou =" =g Iim u=-1
2 _ 2 2, 2 2
z X" -y +i2xy XX +y x>0 y =0 x>0
N fe-—m=—F 57 2y 2
|Z| Ay v=2—yz' lim u=—=1 im u=1
X" +y y—0 X x—0 y—0
z,=10
L,# L; no existe el limite
z* x4+2x2y2+y4+i(2x3y—2xy3)
2) fo)-—7= 2. 22
|z| (x"+y7)
z,=0
4
lim u:y—4=] Sodim ou =1
0 ’ 200 No se puede asegurar nada, pero...
X
lim w=—=1 . Iim u=I
y—0 X x=0 y—0

poniendo z=re'? tenemos |z|=r y /= ¢'*? entonces

fz) - flre') e ? =cos 44+ i sen 4¢
Como depende de ¢, no existe el limite. Por ejemplo tomando ¢= 0, da / y tomando ¢= % = da
—1.

Propiedades

lim [, f0] = tim 1,00 £ lim £y,

tin @120 = lim £, - tin £,

lim 1)1 £20] = lim f,6) / lim f,() sempreque  lim f,(z) #0

o

Continuidad

Decir que f{z) es continua en z, equivale a decir:

1) existe lim f(z), 2) existe fiz,), y 3) lim fiz) = fz, )
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Propiedades
Si fi(z) y f>(z) son continuas entonces son continuas f;(z) £ f>(z) , fi(z)- >(z) .Y fi(z) / f>(z), Si
Sozo) #0

Derivada

Dada una funcién £ definida en un entorno de z, se llama derivada f* de f en z al limite

fg)- 1) _ lim Jz+42)- f(z)
é’—z Az—0 Az

f'(z) =lim

§—z

Nota: Escribiendo A4z =Ax +i Ay vemos que A4z — 0 si y solo si (4x,4y)— (0,0) la derivada
es un limite doble pues:

e = Iim fz+Ax+idy)- f(z)

(Ax, Ay )—(0,0) Ax+idy

Propiedades
La suma, resta, producto y cociente (siempre que no se anule el denominador) de funciones
derivables es siempre derivable y vale:
[f2)£8@]'= [+,
[/2)-8(2)] = f(2)-8() +fz)-8'(2). ¥
[/2)/ @) =) 2(2) ~f(2)- &' (D1 1g(2)T . sigl) #0

Si f(z) = ¢, entonces f’(z) = 0; si f{z) = 2", entonces f’(z) =n 7.
Si f'es derivable en z y g es derivable en f{z) entonces A(z) = g[f(z)] es derivable en z y vale 4’(z)

=g'[f2)] /'(z)
Ejemplo:

fe+Az)- fz) :(Z+Az)2 - z? _2zAz+4 (Az)?

7) =7, =2z+A4z, ‘(z)=2z=2x+1i2
1) e . e /) y
0 0
u(x,y):xz —y2 6_u =2x, 6_u =2y
w=f(z)=zz=x27y2+i2xy=u(x,y)+iv(x,y) ﬁx g
vx,y) =2xy ‘.—v:2y,—v:2x
ox oy
u_ov
- ou v v 0
Vemos pues que O O y ademas f'(z)= 22 A
ou _ ov ox ox Oy oy
oy Ox
Estas relaciones ¢ valen siempre?
A —
Dada f(z) = fix+iy) = u(x,y) +iv(x, y), siexiste f'(z) = lim feram)—fe) resulta
Az—0

Az
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JC+A4z)= fz) ux+Ay+Ay)+ivix+Ax,y+ Ay) —u(x, y)-iv(x, y)
Az Ax+idy

fz+A4z)- f(z) _ [u(x+ Ax, y + Ay) —u(x, y)]+ i [v(x+ Ax, y + Ay) —v(x, y)] como es un limite doble

Az Ax+idy
o fetA—f) o uer Ay —ue )il Ay v w] ou ey
f'(z)= lim lim —————= lim =—4i—
Ax—0 Ay—0 Az Ax—0 Ax ox ox
o et A —f) ey + ) —vap)]-ilumy + ) -um )] v o
f'(z)= lim lim ——————= [lim =—4+i—
Ay—0 Ax—0 Az Ay—>0 Ay oy oy
u_ v
y quedan las relaciones sx 6ya llamadas condiciones de Cauchy-Riemann.
u A%
o ox
entonces u y v son derivables, satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann
y o=ttt

ox oOx oy 0Oy
Ver Churchill (1992), Ahlfors (1953), Makushevich (1980).

De este resultado se deduce una condicién muy util que nos dice que si u(x, y) y v(x, y) son
dos funciones derivables pero que no cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann entonces

f(z) = u(x, y) +iv(x, y) no es derivable.

Ejemplos:
u(x,y):xz +y2 Z—u =2x, ou =2y
CICEE S N
ov ov
vx,y) =0 — =0 —=0
Ox oy

Siz # 0 no cumple las condiciones de Cauchy-Riemann, por lo tanto no es derivable.

Si z = 0 no sabemos, porque que cumpla las condiciones de Cauchy-Riemann no implica que
sea derivable.

2

z* )
2) ) ={ . Si2#0° oseribiendo Az = r e, entonces (Az)*=re ¢ y entonces

0 siz=0

queda

fl0+42)-f(0) _ rle il rel?

= e depende de ¢, no existe el limite, no es

Az rel?
derivable.
x3—3xy2
=
z %3 (x3—3xy2)+i(y3—3x2y) x? +y? .
3) fl)="F= AL , I siz#0Y f(0) = 0.
¥ o LR
x? +y?
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u(0+4x0)~u(0.0) _, u(0.0+4y)-u(0,0)

Ax ' Ay =0 Cumple Cauchy Riemann en z =0.
v(0+ 4 x,0)—v(0,0) ~0 v(0,0+ 4 y)—v(0,0) _;
Ax ’ Ay

Que una funcion cumpla las condiciones de Cauchy Riemann no implica que sea derivable.
Teorema: Dada una funcién w = f{z) = u(x, y) + i v(x, y), si existen las derivadas parciales de u y
v en un entorno de z, son continuas, y cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann, entonces f
es derivable en z.

¢ Qué ocurre si para w = f(z) = u(x, y) + i v(x, y), derivable en z, existen ademas las derivadas
segundas de u y v?

Si derivamos las condiciones de Cauchy-Riemann, una con respecto a x y la otra con respecto

ay, o al revés, obtenemos:

o%u 3 o%v o%u 3 o2y
Pl T2
6)26 axayz afax % , Sumando las primeras o restando las segundas queda
ou 0% o‘u 0%
oy’ Oyox oxdy  ox’
o%u 07 o’y o’
6—?+6—Z= 0. “5+-5=0,
X Y

tanto u como v satisfacen la misma ecuacion diferencial, llamada ecuacion de Laplace en dos
dimensiones.

Las funciones que satisfacen la ecuacion diferencial de Laplace se llaman armonicas, si se
tienen dos funciones armoénicas, u(x, y) y v(x, y), que ademas entre ellas satisfacen las
relaciones de Cauchy-Riemann, se dice que v es arménica conjugada de u, y desde luego w =
f(z) =u(x, y) +iv(x, y) sera una funcién derivable.

Ejemplo: Comprobar que u(x, y) = ¢" cos y es armoénica y encontrar una armoénica conjugada.

ou o’u X ou X o’u X o°u  °u 0
—=e" cosy, =e cosy —=—¢e seny, =—e cosy, J.—+—F=
ox ox’ oy oy’ o’ oy’
ou X ov
6_ =e cosy = 6_ ov
x Y L v=et sen y+h(x) .. =" seny+h'(x) .. y=e” seny+c
ou X ov ox
— =—¢ seny=——
Oy Ox

Entonces tomando ¢ = 0, podemos decir que v(x, y) = ¢" sen y €s una armonica conjugada de

x+ iy z

V=" V=¢

ulx, y)=¢" cosy, y que la funcion fiz) =e* cos y +ie* seny =¢" (cosy +iseny) =¢" ¢

es derivable, donde hemos usado que ¢’ =cosy + i sen y

Funcién exponencial

Sedefine w=fz)=e’=¢" '=¢"V=¢"cosy+ie seny. Vemosquesiz=x+i0, real, fix+i0)

= ¢" coincide sobre el eje real con la funcion vista en los cursos de analisis real.
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Siw=e’=¢" ¢ entonces |wl=|e?|=¢'|e”|=¢ >0, ademas arg(w) es una solucion de e ' =

w/lwl=e &V/¢ =¢é”, es decir que arg(w) =y.

Propiedades:

1) le?l=¢" >0, resulta e” 0, paratodozye’=1.

2) Comoy= argle?) , e”"?" =" V"1 = ¢ ¢V = ¢, periddica de periodo 2ri.
3) o7 ¢ =l ¢V 7 ¢ = oM (1Y _ gl g2 y ]2 = g2

e e,

4=

Funciones trigonométricas

Recordar las funciones hiperbdlicas: chy =% (& +¢e?), shy =% (" —¢?)
ch0=1,sh0=0.
ch(-y)=chy, sh(-y)=-shy
(chy)'=shy, (shy)'=chy
chy >0 .. shy creciente
ch’y— siy=Y% (@ +e’) -V @ —-e’) =1

(o -e)

e’ = cosp+isend sen¢ = 2 .
Como "y resulta is . _ig) Haciéndola valer paratodo ¢, se

e " =cosg—iseng (e +e )

cos¢p =———=
2

define

eiz _e-iz e[z +e-iz
senz=—( ),cosz :—( )

2i 2
Coinciden sobre el eje real con las funciones vistas en los cursos de analisis real, ademas

. o \2 . o \2
(elZ +e ZZ) (elZ —e IZ) iz iz

2 2
cos” z +sen” z = y - =e e =1

sen(z; + z;) =sen z; cos z, +cos z; Sen z,
cos(z; £ z3) = cos z; cos z, V'sen z; sen z,

e'fer —e'fe? e V(cosx+isenx)—e” cosx—isenx) (e +e”) (e’ -e?)
senz = : = . =senx———+icosx——
2i 2i 2
senz=senxchy+icosxshy

e'e? re'e? e V(cosx+isenx)+ e’ cosx—isenx) (e +e?) . (e -e’)
cosz = = = cosx— —isenx——

2 2

cosz=cosxchy—isenxshy
Se puede ver que las partes reales e imaginarias cumplen las condiciones de Cauchy

Riemann, con derivadas continuas, por lo tanto son derivables y vale:

ou . Ov
(senz)’=8—+ia—:cosxchy—isenxshyzcosz, (cosz)'=—senxchy—icosxshy=—senz
X X
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Hallar los ceros de sen z y de cos z. Como sobre el eje real coinciden ya tenemos algunos.
¢ Dénde estan los otros?

senxchy =0, como chy>0 debeser senx=0 .. x=kzxn, k=017%2, ..
senz=
cos x shy= 0, como COSkﬂ':(—I)k #0, debesershy =0 .. y=0, z=knm, k=0t 112, ...

Los reales son los Unicos ceros.

cosxchy =0, como chy>0 debe ser cos x=0 S x=Ck+ D2, k=0+17%2,..
cosE= { senxshy= 0, como sen(2k + 1)7:/2:(-1)k #0, debesershy =0 .. y=0, z=2k+ )2, k=0,£ 1,£2,...
Los reales son los unicos ceros.
Ver Churchill (1992), Markushevich (1980), Zill (2011).

Funcién logaritmo

Escribiremos el logaritmo neperiano de un numero real x, visto en los cursos de andlisis real,
como /n x.
¢, Coémo definir una funcién w = log z? Debera cumplir que z = ¢" pero e" # 0 .. log z no estara

definida paraz= 0.

utiv

logz=uxy) +ivixy) ..z=e = |zl=¢" argz=v, es decir u=1In | z] yv=argz.
Al escribir log z=In | z| + i arg z, la funcién no queda definida en forma univoca.
Si se toma Arg z, recordando que — 7 < Arg z <, se tiene la funcién Logz=1In | z| + i Arg z, que
es discontinua sobre el semieje real no positivo.
Ver Feyel (1980), Zill (2011).
Si la restringimos a los valores no nulos tales que — 7 < Arg z < x, ¢, sera derivable? En caso
afirmativo, ¢cuanto vale dicha derivada?
ou X ou y
ox x?+y? 5=)c2+y2
ov — i’ -y ov 1/x X
ox 1+’ B

Logzz%ln(xz +y2)+iArg(l),
X

x2+y2’6x_ ]+(y/x)2 x2+y2
Las derivadas parciales cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann, y son continuas en el
dominio donde Log z es derivable, por lo tanto es derivable, y vale

0 0 —i * ]
(Logz)r:_”+i_v:uzz_:_
0x O0x x*+y |z

Transformacion de regiones

Nw=1z .. z=1w
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u2+v2
-V
y:
u2+v2
x:C1>1/2

W = (l/e)u .= (u— 1/2L.1)2 +v2 = Y,

= ¢,

W+ = —(l/cx))u .. (u+ 1/262)2 +v7 = Yy

y=d;>%

WAV = (1) v ol ) = Yd)
=—d

WAV = (d)v i =) = Ydy

Plano Z Plano
3 \ 3
‘ \
|
| |
21 ‘ | 21
\
| !
1 i t 1 et
| | N
‘ \ / . )//." N
~ 0 f ES] S
| | { // N
[ R Ry A AN ST
-1 ‘ \ 1 S~ !
| . /
\ \ N /
24 | } Y ~_L_-
‘ \
. : —| | : . : : : :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -/ 0 1 2 3
X u
Figura 2.4 La inversa trasforma rectas verticales y horizontales en circunferencias,
centradas sobre el gje real e imaginario, respectivamente, que pasan por el origen
2Q)w=e’ .. w=e'e"
[w[=e®,
Arg(w) =y

25



Plano Z

3 : |
: |
: I
V2 : |
——_————— e ]
! y, : I
=L —
: |
~ 0 §x1 }xz
: I
1
-7/ 1 }
I
I
-2 |
1
: I
-3 : : ' |
-3 -2 -1 0 1 2 3
X u

Figura 2.5 La funcién exponencial trasforma las rectas verticales en circunferencias
centradas en el origen, y las rectas horizontales en rectas que pasan por el origen.

u=senx chy,
3)w=senz
v =cosx shy

u=senc; chy,
x=c¢, —Yhrsc <Vnx
v =cosc, shy

i<y sy
—shy, < shy <shy,
1< chy<chy,

Plano Z Plano W

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
x u

Figura 2.6 La funcién seno trasforma rectas verticales en partes de la rama de
una hipérbola centra en el origen, con focos en—1y 1.

=0,

c;=0 ! —shy, < v< shy,
v=shy
u=-chy,

co=%rx v—0y I < u<chy,
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5 5 a’ =sen’c,
u %

0<c =hrx ———— =1, hiperbola b’ = coszc]
sen“c; cos‘c 2 2 .2
! ! ¢ =a" +b” =1

focos (+1, 1), asintotas y=#(a/b) x=~£(tgc)) x

para —% n< c¢; < 0U dala otrarama

u=senx chc,,
y=c;>0
v =cosx shc,

como c¢; >0, shec;>0,Yche,> 1

5 5 a’ =ch’c,
u v

=1, elipse b’ = Sh202

h’ i W’
C C S C
2 2 62=027b2=1

focos (+1, —1).

Plano Z Plano w

X

Figura 2.7 La funcion seno trasforma rectas horizontales en partes de una
elipse centrada en el origen, con focos en—1y 1.

Ver Feyel (1980), Spiegel (1991).

Funciones analiticas

Diremos que una funcién de variable compleja w = f{z), definida en un dominio Q es analitica en
z, € Q si existe un entorno de z, en Q donde f'es derivable.

Esta claro entonces que no basta con que f* sea derivable en z, para que f sea analitica en z,,.
Del mismo modo diremos que f'es analitica en Q cuando f'es derivable en todo Q. Mientras que
si f'es derivable en todo el plano complejo diremos que f'es entera.

Ver Ahlfors (1953), Cartan (1968), Makushevich (1970).
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CAPITULO 3

Curvas e integracion en el plano complejo
Matias Rafti

Claro caminito criollo florido y soleado
con pafiuelo bordeado vos me viste pasar
Mientras los pastos amigos

que saben mi anhelo.

Como dulce consuelo

su verde saludo

me hacian llegar.

C.Gardel, A.Le Pera, CAMINITO SOLEADO.

3.1 Curvas en el plano complejo

Una curva y en el plano complejo puede estar dada en forma paramétrica si existen dos
numeros reales ¢, < t,, y es una funcion vy : [¢;, t,] > C. Se emplea la notacion

p :{Z=Z(t)=X(t)+iy(t) r=r)=(x@1,y)

t, St<t,

Equivalente ala de los cursos de analisisreal y :
t, <t<t,

Vamos a suponer que x(?) e y(z) son continuas en ¢; <t <t,. En este caso la curva se denomina
arco. Siy es un arco que ademas cumple que para todo ¢ty t’, si ¢’ #t entonces z(t’) #z(t), se
llamara arco simple (no se cruza con el mismo).

Ejemplo:

Jz=z()=(1-t)z;+ tz,
re 0<t<lI

Es el segmento de recta que une z; con z,.

Se puede definir la curva inversa —y , usando la misma funcion z(t)

=Z(1)=z(t _
., :{z Z(W)=z(t, +1,-1)

t, <t<t,
En el ejemplo seria

., _{z:z(z-z)zz z, 4 (1-1)z,

0<t<]

Si y es un arco simple excepto que z(t;) = z(t;) se llamara arco simple cerrado o curva de

Jordan.
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Ejempilo:

Jz=z()=z,+ 1, e Si z,=x,+iy, X(t)=xy+ rycost

’ { 0<t<2rm recordando 7, e =71, cost+ir, sent {y(t)—y0+ 7y sent
Es una circunferencia de centro z, y radio r,, recorrida en sentido anti horario.
Si y es un arco simple y existen x’(¢) e y’(¢), se define z’(¢ )= x’(t ) + i y’(¢), y si ademas x'(¢) e
y’(t) son continuas y z’(z) # 0 se lo denomina arco suave. Todo arco suave a trozos se llama
contorno, o sea es la union de un numero finito de arcos suaves conectados por sus extremos.
Analogamente se puede definir un contorno simple cerrado.

¢,Cual es la longitud L de un arco suave?

L= Wval +lvol a= | |20 a

Recordar que en los cursos de analisis real se tomaba r’(z )= (x’(t), y’(t) )y se calculaba L

como

t; t,
L= f|re| a= Wvol +lrol a
t t
Asimismo se define el parametro longitud de arco s como
s(t) = j{ l'(c)| @r  demanera que % = ||r’(t)|| es decir que % = 1/||r'(¢)||

Ademas el vector tangente unitario t,(t) a una curva y en el punto r(z), se definia como

_ra
YOl

De esta forma si A(x,y) era una funcioén definida sobre la curva vy, la derivada de ja lo largo de y

estaba dada por

di|  eidxdt oadydt (o4 04 di r(t
= ———x—+——y—=(—x'(t)+—y'(t)j—=V/I O _y;.¢

ds| ~oxdids oydids \ox oy” as e
se puede escribir en forma indistinta aal _da
dsl, ds t,

Entonces si y es un arco suave, definimos el vector tangente unitario en el punto z(#) al numero

complejo

P VRS )
#0l Jleof +[vof

De manera que la inclinacién de la curva, es decir el angulo que forma la tangente a la curva en

z(t) con el eje real positivo es ¢(t) = arg (T(¥) = arg (z’(1)).
Vemos pues como se puede emplear el médulo y el argumento de z’(z) para determinar la

longitud de la curva y su inclinacién respectivamente.
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3.2 Transformacion conforme

Consideremos un dominio 22 < C, una curva y c £, y una funcién f definida sobre Q. Entonces
la imagen por f de y sera una curva "= f{» en C que si f es analitica sobre y , sera

diferenciable.

Ejemplo:
. [ 2
Jz=z,()=t+iNt"-3; Jz=z,()=t+i—
VR \/— << Vo ¢ to
3st<10 Vi<i<io
Plano Z Plano W

r

6 1

'y

0 2 4 6 0 2 4 6

X u

Figura 3.1 Las curvas (1 y [ son las imagenes de (1 y [, mediante w = z
se muestran sus tangentes en el punto de interseccion zp = 2 + .

Ambas curvas se cortan en el punto z, = 2 + i. Si ahora consideramos la funcién w = fz) = 2, el
punto z, ir4, por dicha transformacion al punto w, = f(z,) =3 + 4i, y las curvas y; y y, a las
curvas I,y I,dadas por
=0 J3<t<10

Definicion: Dado un dominio 22 < C, una funcion Q2 — C, y z, un punto en el interior de Q. Si
para todo par de curvas suaves y; y 7 en £, que pasan por z, el anglo que forman sus
tangentes es igual al que forman sus respectivas imagenes en w, = f(z,), diremos que la funcion
fes conforme en z,.
w(t) = f(z(t))  sifes diferenciable entonces w’'(®) =f'(z(t)) z’(t} enz,queda w'(t,)=["(z,)
z'(t,)
Si f'(z,) #0 entonces para cualquier z(z) diferenciable arg(w’(t,)) = arg(f’(z,)) + arg(z’(t,))
En particular para y;y y, se tiene

arg(w; (1)) = arg(f’(z,)) + arg(z;'(t,))

arg(wy (1)) = arg(f’(z,)) + arg(z'(t,))
Llamando ¢, y ¢. a las pendientes en z, de y, y y,, respectivamente, y 6, y &, a las de sus
imagenes en w, =f{z,), 0 sea ¢, =arg(z,’(t,)) Y ¢.=arg(z;’(t,)), mientras que 0, =arg(w,’(t,)) Y
6, = arg(w,’(t,)), resulta

0= arg(f'(z)) + ¢2

0, = arg(f'(z,)) + ¢
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De manera que el angulo que forman cada uno se obtiene restando y queda: ;- 6,= ¢,— ¢,

Teorema: Dado un dominio £2 < C, una funcién f:£2 — C, y z, un punto en el interior de £2.

Si f'es analitica en z, y ademas f’(z,) #(0 entonces f es conforme en z,,.

3.3 Transformacion de funciones armonicas

Observacion: En lo que sigue vamos a suponer que las funciones analiticas tienen derivada

de todo orden. Esta suposicidon sera demostrada mas adelante.

3.3.1 PROBLEMA 1. Transformacion de regiones
Se desea encontrar una funcién armonica A(x,y) en un dominio ,, en general no muy simple.
Para resolver este problema nos vamos a valer de una funcién w = f{z) = u(x,y) + i v(x,y),
analitica en Q,, que transforma el dominio Q, en otro Q, mucho mas sencillo, donde si es
simple encontrar una funcién arménica A(u,v).
Entonces, sera posible encontrar otra funcion p(u,v), armonica conjugada de A(u,v) en Q,, de
manera que la funcién g(w) = A(u,v) + i M(u,v) es analitica en Q,,.
La funciéon composicion i(z) = g(f(z)) es analitica en Q,, y puede escribirse como

h(z) = Au(xy),v(x.p) + i M(u(x,p),v@p) = Mxy) + i p(x,y)
De manera que por ejemplo su parte real A(x,y) sera armoénica en Q,, que es lo que queriamos
encontrar.
Ademas p(x,y), por ser la arménica conjugada de A(x,y), tendra la caracteristica que sus curvas
de nivel seran ortogonales a las curvas de nivel de pu(x,y), 0 sea que si las curvas A(x,y) = Ag
representan isotermas, las curvas p(x,y) = y representaran las lineas de flujo térmico, y si las
curvas A(x,y) = Ay representan equipotenciales, las curvas u(x,y) = u, representaran las lineas

del campo eléctrico.

Plano 7 Plano 7

Figura 3.2 Las regién Q, representa la imagen, en el plano W, de la regién . del plano Z mediante w =

1@
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3.3.2 Teorema: Si w = f{z) = u(x,y) + i v(x,y) es analitica en un dominio Q,, y transforma Q, en
otro dominio Q,, y ademas A(u,v) es armonica en Q,, entonces A(x,y) = Auix,y).v(x,y)) es

armonica en Q,.

3.3.3 Ejemplo: Encontrar una funciéon arménica en Q, = {(x,y) /x > 0, y > 0}, cuando se tiene
que A(u,v) = e’ sen u, que es arménica en Q,, = {(u,v) /v > 0}. Ya hemos visto que w = f{z) = 2°
es analitica y transforma Q, en Q,, por lo tanto A(x,y) = A(u(x,y),v(x,y)) serd armonica en Q,.

Como w = f{z) =z° = u(x,y) + i v(x,y) = x'— y'+ i 2xy, resulta que A(x,y) = e > sen(x’— y°)

3.3.4 PROBLEMA 2. Transformacion de las condiciones de frontera

Se desea encontrar una funcién armonica A(x,y) en un dominio simplemente conexo Q,, cuando
se dan condiciones sobre A(x,y) a lo largo de la frontera de Q,.

Si se conoce el valor de A(x,y) a lo largo de la frontera de Q,, se dice que es un problema de
Dirichlet.

Si se conoce el valor de la derivada normal de A(x,y) a la frontera de Q,, se dice que es un
problema de Newman.

Suponemos que conocemos una funcién w = f(z) = u(x,y) + i v(x,y), analitica en Q,, que
transforma el dominio Q, en otro Q,,, y la frontera y de Q, en la frontera I de Q,,, y se cumple
f(z) #0.

Podemos ver que

1) Si se cumple la condicion de Dirichlet que A(u,v) = ¢, sobre I', entonces se debera cumplir la
condicion de Dirichlet A(x,y) = A(u(x,y),v(x,y)) = ¢, sobre y.

Pues si la curva T es la frontera de Q,,, imagen por w = f{z) = u(x,y) + i v(x,y) de la curva vy, y se
cumple que si (4,v) e T entones A(u,v) = ¢, ; y si ahora tomamos cualquier (x, y) € y como
(u(x,y),v(x,y)) e T se tendra que verificar que A(u(x,y),v(x,y)) = Ax,y) = c.

2) Si se cumple la condicidn de Newman que la derivada normal de A(u,v) es cero sobre T,
entonces la misma condicion se verifica con A(x,y) = A(u(x,y),v(x,y)) sobre y, es decir la derivada
normal de A(x,y) es cero sobre y.

Para verlo supongamos que dA/ds ! nr = VA nr = 0 sobre T', y tomemos un punto (x,, y,) sobre y
entonces tenemos (u,, v,) = (u(x,, ,),v(x, ¥,)) € I', si ahora llamamos I'; a la curva de nivel A, v)
= A(u,v,) = c,, que obviamente pasa por (u,, v,), Sabemos de los cursos de analisis que VA tr. =
0, donde tr. es el vector tangente a T'; en (u,, v,). (El gradiente de la funcién es perpendicular a
la curva de nivel que pasa por dicho punto). De manera que los vectores nr y tr. son paralelos,
o dicho en otras palabras las curvas I" y T’ son perpendiculares. Pero por otra parte las curvas
I' y T, son las imagenes por w = f(z) = u(x,y) + i v(x,y) de las curvas y y y., respectivamente.
Donde v, es la curva de nivel A(x,y) = A(x0yo) = A u,v,) = cp COmo f(z) = 0 la transformacion es
conforme, es decir las curvas y y y. también son perpendiculares. De manera que los vectores

n, y t,. son paralelos, y finalmente llegamos a que d\/ds | n,=VAin,=0 sobre y.
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3.3.5 Teorema: Si w=f{z) = u(x,y) + i v(x,y) es analitica y conforme, transformando una curva y
en una curva I', y A(u,v) es diferenciable sobre I'. Entonces si A(u,v) satisface que A|r =¢) 0
dA/ds|nr = VA nr =0 a lo largo de T entonces A(x,y) = A(u(x,y),v(x,y)) satisface las mismas

condiciones sobre y.

3.3.6 Ejemplo. Un forma de calcular el potencial electrostatico

Se desea encontrar el potencial electrostatico A(x,y,z) en el interior de un cilindro, si la mitad de
su borde estda a un potencial A =2, y la otra mitad a potencial A =0. Se debe resolver la
ecuacién diferencial V?A(x,y,z) = 0 , si suponemos que el eje del cilindro coincide con el eje que
pasa por el origen y es vertical al plano (x,y), entonces A no depende de z, en otras palabras
buscamos una funcién armoénica A(x,y), con la condicién, para x’+y’ = I (asumiendo el cilindro
de radio 1) A=A, paray > 0,y A =0, para y < (. Asimismo podemos tomar A, =1 (pues basta
con multiplicar por el &, real al resultado obtenido con A, = 1). Teniendo en cuenta que la
transformacion w = i(I- z)/(1+z) envia la region x’+)” < 1, del plano (x,y), a la regién w > 0, del
plano (1,v), y a su vez el arco x’+y’ =1,y > ( va a la semi recta w = 0, u > 0, mientras que el
arco x’+y’ =1,y < 0 va a la semi recta w = 0, u < 0. El problema se reduce a encontrar una
funciéon arménica A(u,v) en la region v > 0, tal que si w =0, entonces A=1,parau > 0,y A=0,
para u < (. Como la funcion Arg(w) = atan(u/v) es armoénica en v > ( (por ser la parte imaginaria
de Log(w)), y parav=_0vale 0siu > 0,y n siu < 0, la respuesta para este caso puede ser A(u,v)
= [ — I/n atan(u/v), y ademas w = i(I— z)/(1+z) ={2y+ i[1 — (C+H) 1 [(x+1)° + V'] = u(x,y)+i v(x,p),
da u(x,y) =2y /[(x+1) + ], y vixy) = [1 — *+7)]/ [(x+1)’ + y*]. Por lo visto al principio de esta
seccion, la respuesta final del problema planteado queda entonces dada por A(xy) =
Ay vxy)) =1 — 1/n atan(u(x,y) Mxy)) =1 — 1/m atan( 2y /[1 — (x*+7)])

Otra forma de expresar este resultado a partir de la expresion atan(u/v) = Arg(w) =Im {Log(w)}, y
w=i(l-z)/(1+z), es a través de

) 1-z ) 1+z
Log(w)=Logi+ Log = in/2 - Log .

1+z 11—z

1+z
entonces atan(u/v) = Im {Log(w)} = /2 — Im { Log( j },

—Zz
De manera que finalmente se tiene:

Mooy) = 1—(1/7) aran[mj — 12+ (]/ﬁ)]m{Log(JJr

v(x, )

j V=12 + (]/ﬁ)]m{Log(j+Zj }

z
1-z -z

3.4 Integrales definidas

Si F(t)=U(t) +i V(r), donde Uy V son acotadas y continuas a trozos en ¢; <t < t,, se define
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jF(r) dt = jU(t) di + ij U@d es decir

1] 1] 1

Re{tf F) dt} - j Re{F (1)} dt

]

]

Im{th(t) dt} _ j Im{F@)} dt

Ejemplo:

2

2 2
[—2t+i(2—t2)]dt =_([—2tdl+i.(|;(2—t2)dt =—t2]§+i(z—ét3ﬂo =—4—§i

S —_—pty

Propiedades:
t, t,
1) Si ¢ es un niumero complejo entonces IcF(t) dt =c IF(Z) dt
7 7
12}

2) I [Fo)+ G | de = j F(1)dt iJZ-G(t) dt

{4 1 1]

3] 3] )
3) Si J-F(t)dz;t(), J.F(t)dtzro ¢ tenemos

] ]

]2 F)dt

1]

oo I A IR
=, = je”% Ft)dt = jRe{e"%F(t)}dt sj
t {

17

5}
o F(t)‘dt = “F(t)|dt
]

3.5 Integrales de linea

=z(t)=x(t)+1i y(t
Si y :{Z j()< :27 ( suaveyvadez, =z(t, )az, =z(t, ) Yy flz)=u(x, y)+iv(x, y) continua sobre v, se define
1 = = "2

J:{ flz)dz = .[tz fz) z' (v) dt ZJ.:Z [u(x, V) +iv(x, y)] [x’(t) +i y’(t)] dt ZJ:{ (udx—vdy) + i.[{ (vdx+udy)

Observacion:

Otra forma de parametrizar —y es la siguiente:

_{Z=E(‘r)=z(—‘t)
-y

-t ST -

entonces j_y flz)dz = j_',’_j flz(-1)) 2" (1) dr = L’; flz(t) 2" (1) dt = —jy fz) dz
3.5.1 Propiedades:
1) Si ¢ es un numero complejo entonces .[ cflz)dz=c I fz)dz
¥ ¥
2 + dz= dz * d.
) [ et eelde= | reaz [ eea:

3) [ red={" ez wa=["rew = wn-dn=-[" few = wd =[ s a:
v -1, 123 t Y
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4)Siy,vadez;az,yy,dez,az;, sedefiney=y, Uy, yse

cumple L fd: = '[/1 f2) d +J'y2 f2) d

)
5) Si |f(z)|§Msobre Y, LY = j |z'(t)| dt longitud de la curva, entonces

7]

t
‘ [ 27| ar|< ML
; Y
3.5.2 Ejemplos:
1)
.{z:z(t):(]—t)()+t(]+2i):(]+2i)t =222 ()=(-3+20)
i 0<t<1I Fe®)=(1+ 2% 12 =(-3+ 4i) 1
1 1 11 2
J.zz dz =I -3+ 41> (1+ 20 dt =(-11-2i)j Pdt =———2
Y 0 0 3 3
2)
[ z=t =1 (z=(-p+ti+20=1+2i1  z@=2i
72 osi<i fewy=12 7 0<t<1 ) =(1-41") + 4it

1 1
J‘zde:J‘ 2 dt =—
72 0 3

2 ! 5 . . 3 2
J-z dz = 2i L [1-40% )+ 4itlar =—1+2i0-430° )= —4 - =i
13 3

s I 21 2
j z'dz =——4——i=———i
Y1YYo 3 3 3 3

3.5.3 Observacion:

Si se considera ahora la curva cerrada y=y, Uy; U (-y, ) , resulta j; 2 dz=0
Y

¢, Siempre ocurre esto con las curvas cerradas?

3.5.4 Ejemplo:
, {Fzm:rne” =12 )=in "
o

0<t<2z fe() =1/ &t

1 2n
§ —dZ:I idt =27xi = 0
Y 0

4 Z
Recordatorio de cursos de analisis real en dos variables

3.5.5 Definicion: Un dominio 2 se denomina simplemente conexo sii toda curva simple cerrada
y interior a Q encierra solo puntos de Q. (Es decir los dominios simplemente conexos no tienen

agujeros).
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3.5.6 Teorema de Green: Si P(x,y) y Q(x,y) son dos funciones derivables, con derivadas
continuas en todo punto de un dominio simplemente conexo Q, y y €s una curva simple cerrada
interior a Q) , entonces:

0 oP
§ Pavaromyay= [ (—Q——jdxdy
v ox Oy

Interior y

3.5.7 Nota: Si fiz) = u(x,y) + i v(x,y) es analitica en Q, y ademas f’(z) es continua en Q, entonces

para toda curva simple cerrada y se cumple:

ﬁ f(z)dz=§y ua’x—vdy+i§y vdx+udy = J.I (—?—j—ujdx dy+i J-J. (z—u—ﬁjdx dy =0
X y X

Int.y Int.y oy
Debido a las condiciones de Cauchy-Riemann. Ver Cartan (1968).
En particular, para f(z) = 1, f’(z) = 0 es continua y entonces [ dz =0, y si f(z) =z f'(z) = 1 es
continua y entonces | z dz = 0, y muchas mas.

¢, Qué pasa si tenemos una funcion analitica cualquiera?

3.5.8 Teorema de Cauchy — Goursat: Si f(z) es analitica en un dominio simplemente conexo
Q, entonces para toda curva simple cerrada v interior a Q , se cumple | J2)dz=10

Basta probar que Hyf(z) dz | <, para cualquier numero real positivo .

La curva y , por ser cerrada (acotada) es posible encerrarla en un cuadrado, digamos que de
lado (b — a).

Ver Ahlfors (1953), Dettman (1965), Fuster (1995), Lang (1985).

Dicho cuadrado se puede a su vez subdividir en »’ cuadraditos méas pequefios de lado (b — a)/n.

Figura 3.3 La regién £, limitada por la curva y, puede subdividirse en no mas de n’ cuadrados,
de lado (b — a)/n, recorriéndose cada uno de ellos en sentido anti horario.

Llamemos y;a las curvas cerradas formadas por los bordes de cada cuadradito interior a y.

Entonces, mas alla de la deformacion de algunos pequefios cuadrados adyacentes a vy, se

tiene:

. 2
j<n”

fﬁ fedz=y 3£y~ fz) d=
J
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pues se cancelan todas las integrales del interior.
Por ser f(z) derivable, siempre es posible encontrar dentro de cada curva y; un punto z donde

M <d dentroysobrey _, puestoque f’(zj) = lim M
J z—>

z-z; z z-z;

- 1)

para todo z en el interior o sobre y; , con tomar n es suficientemente grande.
Ahora si definimos sobre cada y; y su interior la funcion
Je)—-fiz;)
—j—f’(zi) si z# 2z, . .
?; (z) = z-z; ’ /" cumple que \(p,—(z) !< d, sobre y; y su interior.
0 i z=2z,
Entonces como sobre v; se verifica f(z) =f(z) + f'(z) (z—z) + ¢;(z) (z—z) tanto si z # z; 0 si z =z,

resulta pues:

ﬁjf(z)dz:ﬁjf(zj )dz+§yjf’(z_,)(z-z_/)dz+£j 0,() (z-2,)d

ﬁjf(z)dZZf(zj )§yjdz+f'(zj)£j (z-zj)dz+£j 0,0 (z-zj)dz=§yj 0,() (z-2,)d

pues [dz= 0,y [z dz = 0. De manera que podemos buscar una cota de las integrales ya que

§ ©;(2)(z-z;)dz|<M L, ,donde M esunacotade‘(p,(z) (z-z,)‘ sobreyij eslalongituddey
iz j : : y

ﬁj f2) d=

2
<542 (b- j) y finalmente
n

y como L, < 4 (b —a)ln, y M< 82 (b - a)/n, se tiene

ﬁj 1) d=

resulta

2

<84\20-a)°

D)

j£n2

<Y 54420

n

‘ﬁ 1) d= ﬂ’ 12) d=
J

i<n

Por lo que tomando &= ¢ /[4 V2 (b—a)’ ] quedaria probada la hipétesis.

3.5.9 Observaciones
1) Independencia de caminos: Si f es una funcion analitica en un dominio simplemente
conexo Q, z; y z, dos puntos cualesquiera de Q, y v, y y, dos curvas simples que unen ambos

puntos, entonces tomando la curva simple cerrada I' =y, U (-y,) , resulta
§r fz)dz = Ll f2) dz + j_yz fiz)dz = J-Yl fz)dz — ‘[72 f)dz=0 - Ll flz)dz = J'Yz f2) dz

Vemos ademas que este resultado es valido aun cuando las curvas vy, y y, se cruzan.

2) Principio de deformacion de caminos: A partir del Teorema de Cauchy-Goursat vemos
que si y; Y 72 son dos curvas simples cerradas concéntricas (una adentro de la otra), y. y v son
dos segmentos que entran y salen de y; a y,, y f'€s una funcion analitica sobre vy, y, y la regién
entre ambas, entonces podemos considerar el camino I'=y, Uy, U (=y2) U7, Y aplicando el

teorema resulta:

§r f2)dz = Ll f2)d= + L f2) d= + L f2) d= + J'_yz f2)dz = Ll f2)dz — J'Yz f2)d==0
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Por lo tanto ﬁ f2)dz = iﬁ f2) dz
1 2

Un ejemplo muy sencillo en que se utiliza este resultado es para calcular la integral de f{z) =
1/z, a lo largo de cualquier curva simple cerrada y, que encierre el punto z = 0, pus como se
sabe que la integral para cualquier circunferencia con centro en el origen vale 2 &t i, y siempre
es posible encontrar una vy, interior a y;, y entonces:

1
§ —dz =2mi
y

12

S
-

N

Figura 3.4 La integral de f{z) sobre la curva simple cerrada y, es igual a la integral sobre la curva simple
cerrada y,, interior a y,, siempre que f(z) sea analitica en la region encerrada entre ambas
curvas.

Ver Feyel (1980), Makushevich (1970), Rivet (1998).

3.6 Una aplicacién en magnetismo, la ley de Ampere

La ley de Ampere nos dice que la circulacion del campo magnético B alrededor de una
curva simple cerrada plana y, que encierra un conjunto de corrientes 1;, I,, ... 1,, que generan
dicho campo, es igual al producto de la permeabilidad magnética , p, si es en el vacio, por la
suma de dichas corrientes (tomando en cuenta los signos + 0 — segun que apunten hacia una

u otra direccién del mencionado plano). Es decir:
§Beryar=u,(1,+1,+.1,)
Y

Podemos mostrar este resultado a partir de la Ley de Biot — Savart, aplicada a una sola
corriente, que supondremos que circula por un cable infinito, perpendicular al plano que

contiene a y.
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Figura 3.5 El elemento de corriente I u; di genera el elemento de campo dB.

A partir de la figura, recordamos que la ley de Biot — Savart dice que cada elemento de
corriente ubicado entre [ y [+dl, que circula con una intensidad / en la direccion del vector

unitario u; (aqui la direccion positiva del eje z) es

dB:p—OIdlulqu :uol U Xup
41 R’ 47 R’

Donde R es la distancia del punto de coordenada / en el cable al punto r donde se calcula
dB, y up es un vector unitario apuntando en la direccioén entre dicho puntos. Si ahora llamamos
el angulo a entre el segmento antes mencionado y el segmento, perpendicular al cable, que va
del cable a r, es decir que esta en el plano de la curva, y r a la longitud de este segmento,
tenemos:

u;x ug=sen 0 uy
rl=tga=—1g 06 I=—rctg®, dl=(r/sen’0)do
/R = sen o = sen 0

Donde 6 es el complementario de a. (6 =7 — a), ¥ u, un vector unitario tangente a la curva y

en r. Entonces

1 1
aB = 20 ", — e 92 r2 do = 10 u, sen do
47 r°/sen“® sen”9 4y
. _ _ Bol
E integrando desde 6 =0 a 6 =, queda B = u,
2nr

Ahora consideramos el plano, que contiene y, en un sistema de ejes coordenados
ortogonales (x,y), con centro en el punto donde el plano es atravesado por el cable, y entonces
para cada punto r = (x,y) sobre la curva, los vectores radial u, y tangente u,, donde obviamente

u,, coincide con el u, antes mencionado. De manera que se tiene
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Figura 3.6 En un punto sobre y, se muestran los vectores radial u, y perpendicular u,

u.= (cos, send)=(xr, yr)
uy=(—sen ¢, cos §) = (—y/r, x/r )

Mol y X :
B-—2" (_r—zr—zj y ademas dr:(dx, dy)

1
§ B(r)dr Zuo—i(—%dx+%dyj
Y 2w Y r

r

Recordemos que si f{z) = u(x,y) + i v(x,y) entonces | fiz) dz=] (wdx—vdy) +il vdx+udy)y
podemos tomar | (v dx + u dy)=1Im {[ f{z) dz }, en este caso es

2
r r z

y x x y T
§ - dx+—dy :§(vdx+udy) donde ahora u=—,v=-— osea f{z)=— Yy finalmente
¥ r Y r

1
§(—%dx+%dy}=[m{§ —dz }Zlm{Zm'}ZZR, es decir que iEB(r)dr:pOI
Y v Y

r r z

De manera que si existen ahora corrientes I, I,, ... I,, por el principio de superposicién se

obtiene la formula de la ley de Ampere.

3.7 Primitivas

Una primitiva de una funcion f, definida en un dominio Q, es una funcién F tal que F'(z) = f{z)
para todo z en Q.
Si f“(z) = 0 para todo z en un dominio €, entonces /' es constante en Q (Completarlo como

ejercicio).

3.7.1 Teorema: Si f'es una funcién continua en un dominio simplemente conexo Q, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) ftiene una primitiva en Q
b) las integrales de fa lo largo de cualquier curva simple cerrada interior a Q valen cero
c) las integrales de f'a lo largo de cualquier curva simple que una a dos puntos fijos de Q valen
siempre lo mismo (propiedad de independencia de caminos).
a) > b)
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Sea

I il ( (t)) dt =F(z(1,)) = F(z(t,)) =0

v ;{ z=2z(1) z(t,) = z(t,) entonces §f(z)dz _J. Fz(t) 2 (1) dt

t, <t<t,
b) - c)
Si vy, Y v, son dos curvas simples cerradas que unen z; con z,. Entonces y =7, (- y,) es una
curva cerrada, y

§f(z) dz =§ fz)dz +§ flz)dz = § flz)dz —§ f(z)dz = 0 es decir § flz)dz = § flz)dz
v " 12 " ) 1) i

c)— a)

Si tomamos z, en Q y definimos

Siz, estaenQ ysetoma F(z)= r f(©)dC Estabien definida pues es independiente del camino.
(ES F'(z) = f(z)?

z+Az z Zy z+Az z+Az z+Az
Fevsg-Fe) = [ r@de- [ r@dc=["r@ac+ [ rodc= [ rodcy [ o= a

Fz+Az)-F(z) B

: L

- [ - LC = [ ro- o]

Por ser fcontinua en z, dado € > 0, existira 5 > 0 tal que si | Az | <5 entonces |fiz+Az) —fz)| <

Si ahora tomamos como camino, entre z y z+Az, el segmento que une ambos puntos, todos los

¢ cumplen la condicion |f(Q) —1(z) l<e y ademas L =

Fz+Az)- F(z)
Az

- f(o)|< | Az|=¢ . Ver Churchill (1992).

€
|az]

3.8 Féormula de la integral de Cauchy

Si f'es una funcion analitica en el interior y sobre todos los puntos de un arco simple cerrado
Y, Y zp €S un punto interior a y, entonces

fz)

zZ—2Zy

1
)= 5ud ooy

Consideramos una curva simple cerrado y, que consiste en una circunferencia con centro z,

y radio r, suficientemente pequefio como para quedar incluido en y. Es decir

es analiticaentreyy vy,

{Z =z()=z,+ 1, e’ fz)
Yo ! -

0<t<2x z—1z
por la propiedad de deformacion de caminos queda

RCA dz_:i; IO = e §> =) dzzsz(zo)+§ DI,
Yo zZ—2Zy Yo zZ—2Zy Yo zZ—Zy Yo zZ—Zy

Por ser f'continua en z,, con tomar r, suficientemente pequefio, se cumple que ’f(z) —f(zo) |<e

Y zZ—2Zy

Si !z—z,) ! < 8, de manera que tomando r, < 3, el médulo del integrando cumple

| [f(z) = fz))] /(2 — zp) |<M=¢/r, y como la longitud de la curva es L., = 2 1t ry, resulta que
V!
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< 2ne,es decir que iﬁ S dz =2mif(z,)
Y

0 Z_ZO

§ e - fzg) )
Yo

zZ—=ZzZy

3.9 Derivada de funciones analiticas

Si fes una funcién analitica en el interior y sobre todos los puntos de un arco simple cerrado v,

y z €s un punto interior a y, entonces

f()_ It fid) dc
v -z
De manera que podemos calcular las derivadas y queda entonces
co 1 <) v 2 NE) ) n! Y
Se=5008, (¢-2)? e 1re=508 (¢-2)° 6o I (0= 2m§ (¢-2)"™

Una funcion analitica admite derivadas de todo orden.

3.9.1 Teorema de Morera

Si fes continua en un dominio simplemente conexo Q, y la integral sobre toda curva simple
cerrada interior a Q vale cero, entonces f'es analitica en Q.

Por el resultado previo existe F en Q tal que F’(z) = f{z) en Q, es decir F es analitica en Q,
pero entonces existen las derivadas de todo orden de F en Q, en particular existe F”(z) = f’(z)

en Q es decir fes analitica en Q.
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CAPITULO 4

Series

José Luis Vicente

jChe mozo! Sirva un trago mas de cafia,
yo tomo sin motivo y sin razén;

no lo hago por amor que es vieja mana,
tampoco pa’engafiar al corazoén.

No tengo un mal recuerdo que me aturda,
no tengo que olvidar una traicion,

yo tomo porque si ... jde puro curda!

Pa’mi es siempre buena la ocasion.

C.Olmedo, A.Aznar, DE PURO CURDA.

4.1 Series

n-1

Sila serie de potencias S, (z) = kZO a zFconvergeen z,

entonces converge absolutamente parara todo z tal que | z | < | z; |
k

k
9 k z k
Como lim a, z =0,E|M>O/|akzk|<MrVk."|ak2k|: asz[z] :|ak2§€|_ <Mr
ol

k—x zZ;

z . n=1 n—1
—| < 1,como la serie >, M r* converge entonces a, -
k=0 k=0

donde r = converge y

2
n—1
> a;, z* también converge
k=0
¢, Cual es el z; mas alejado del origen para el cual S,(z;) todavia converge?
Al mayor circulo alrededor del origen para el cual la serie de potencias S,(z) = > a, z" converge
en cada punto de su interior, se lo llama circulo de convergencia de la serie, y a su radio R,
radio de convergencia. Es decir que si R es el radio de convergencia de la serie, entonces
R >0,y sirestal que 0 <r <R, entonces la serie converge para |z|<r.
¢ Qué tipo de convergencia es?
Las series de potencias S,(z) = X a, Z" convergen uniformemente para todos los z dentro y sobre
cualquier circunferencia interior al circulo de convergencia, pues si z, es tal que |20| <R,yel
circulo |z— Zp | < r es interior al circulo de convergencia, entonces |z0 | + r < R. De manera que
se puede tomar un z; tal que |z,)|+ r < !zl ! < R, entonces si z es tal que \z— z(,!< r resulta
|z|= |Zo+ Z—Zo|§ |20|+|Z—Zo|< |Zo|+i’<|21|,
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Figura 4.1 Dentro del disco de convergencia, para cualquier disco centrado en zy y radio r, siempre
es posible encontrar un punto z; cuyo modulo sea mayor al modulo de zo mas r.

y como la serie converge absolutamente para z;, es decir 2 \ak z/‘\ converge, el resto tiende a

cero, o sea
o0
Ve>03I N=N(g)/ n=N = a f| <&, perosi |z| < |zj| resulta |ak zk| < |ak z§‘| entonces
k=n
© n—1 n—1
> a | <&, paratodoz osea > s« zX| converge, entonces Zak ¥ converge.
k=n k=0 k=0

La serie de potencias S(z) = jjm S,(z) = Zak - es continua para todos los puntos dentro y
n—»o k=0

sobre cualquier circunferencia interior al circulo de convergencia.

Pues si z, cumple |z0|< R, y r; es tal que el circulo ’z— zo|< r; queda dentro del circulo de
convergencia (es decir que r; <R — !zo\ ), por lo que se acaba de probar podemos afirmar que
para todo &> 0, existe N = N(g), tal que si n >N entonces |S(z) - S,,(z)| < &, para todo z tal que
\z— z(,!< r;. Por otra parte S,(z) es un polinomio, por lo tanto es continuo en todo el plano, en
particular en z,, de manera que para todo &> 0,existe r, > 0, tal que si |- z0|< r, entonces
|S,,(z) - S,,(zo)| < ¢ asi si se toma r = min (r;, r;) podemos escribir ahora que si | z— z,,|< r

entonces | Sz) — S(zy) | = | (Sz) = Su(2)) + (Su(z) — Su(z0)) + (Su(zs) — S(z0)) | < 3. Ver Knopp (1990).

4.2 Integracion y diferenciacion

Si y es una curva interior al circulo de convergencia de
0
Sz) = Zak - y g es una funcion continua sobre 7,
k=0

entonces Y. a, g(z) z* es integrable sobre y y vale j g(z) S(z) dz = ). a f g(z)zkdz
k=0 Y k=0 Y
pues como S(z) y S,(z) son continuas sobre v, g(z) R,(z) = g(z) S(z) — g(z) S.(z) es integrable sobre
Y, pues v esta dentro del circulo de convergencia, y para todo &> 0, existe N = N(g), tal que si
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n >N entonces |R,,(z) |< & Si, por otra parte |g(z) |< M sobre v (por ser continua), y ademas es

), resulta que

jy g(z) Ry(z) dz| < M L, ¢ que puede hacerse tan pequefio como se quiera.

4.2.1 Nota: Si se toma g(z) = 1, y como vy pude ser cualquier curva simple cerrada interior al

circulo de convergencia, se tiene § Siz) dz =Y. a j; dz =0, y por el teorema de Morera,

f=
¥ Oy

S(z) es analitica en el circulo de convergencia.

4.2.2 Ejemplo:
Para |z| <, vale ,S'(z) =
4 e T~
ycomo S'(z)= Z kz*', tenemos Y. k ! 5
k=1 k=1 (1—2)

Si en el teorema anterior, en cada z se toma una curva simple cerrada vy interior al circulo de

convergencia, que contenga a z en su interior, entonces como la funcién g(¢)= %mﬁ
—Z
1, S $ ¢t 2
es continua sobre y, se cumple — § ———d( = kg > Sdg =Y ka2
2’”'Y(C—Z) k: y( —z) k=1

En otras palabras S'(z) = Y. kaq, 2!
k=1

¢ Qué pasa con la situacion inversa?
. . . . . X
Es decir si f'es analitica en z, ¢ Puede escribirse f(z) = > a, z¢ en algin entorno de z,
k=0

En caso afirmativo ¢ Cuanto valen los ,? ; Como se relacionan con f'? Ver Makushevich (1970)

4.3 Series de Taylor

Recordamos que la formula de Cauchy decia f(”) (z,)=

n! § N &

2nid (z-z, )"

4.3.1 Teorema: Si f es analitica en todo punto dentro de una circunferencia vy, de centro z, y
radio r,, entonces en cada punto z dentro de y, se cumple

fk(zo)
k!

1) = i a, (z—zy)* donde a, =
k=0

Es decir la serie de potencias converge a f{z) cuando | 2= zol <,

Sea z interior a y,, entonces |z— Zp | =r<ry.
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Figura 4.2 E| punto z es interior a la curva [, de radio r1, Que a su vez es interior a la curva [, de radio
ro.

Si r; es tal que r <r; <ryy y, la circunferencia con centro z, y radio r;,, de acuerdo a la formula

de Cauchy, tenemos

1 <) 1 1 1 1
- d = = , recordando que
J@ 2midy -z <y C—z (§-z9)—(z—2) (5—20)[1_2—20} q
g-2zy
;:]+a+a2+...+a"'1+ o’ si a#lcomo |—=2| =L <7 resulta entonces que
1-« -a ~Zp| h
_ _ 2 _ n—1 _ n
I __ 1 |, ,27% G 20)2+...+ (= 20) - |+ (z=2) y queda
-z (€-z) S-zo (C-zp C—zp)"" | (€—2)"(€~2)
_ _ n-1
1§ HD y L S ) f(C)2 1Y, § M) 4o 1k ()
2nidn -z 2nivn -z, 2ni M (€ -z,) 2ni n -z, )"

-2)" f¢)
2mi I @z (5-2)

J@) =fz)) +(20) 2= 20) + [ (20) (2= 20)° + ..+ [ Vz0) (220" + Ru(2)

Para acotar R,(z) debemos considerar que | -z | = | C—z9g —(z—2z9) | > | ¢ - z0|—|z— zo|: -,

donde R, (z) = d¢ de manera que finalmente queda

ademas sabemos que | (<) |< M sobre 11, quedando entonces que

|Rn(z)|s " M2y My (r

-— = — | — 0 cuando n— o, por lo tanto converge.
2nr(n=r) (n-r)\n

4.3.2 Ejemplos:

flz) =&, comofiz)=¢ esfM0)=1 . ¢ = i I
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4.4 Series de Laurent

Si v, ¥ v, son dos circunferencias concéntricas con centro en z, y radios r; y r, respectivamente
(r, < r;) y fes analitica sobre y;, sobre vy, y toda la corona entre y; y y,, entonces en cada punto z

dentro de la corona (dominio) f'esta representada por

o0

fz) = kio a, (z— zo)k + Lk donde

k=1(z—zy)

_ 1 S(S) B 1 fE) ~
_2ni§vl o A K002y by = iz o 46 kel

ay

2mi

Figura 4.3 El punto z es interior a la curva [, de radio ri, que se recorre en sentido anti horario,
y es exterior a la curva [, de radio r;, que se recorre en sentido horario.

La férmula de la integral de Cauchy para dominios multiplemente conexos queda:

M) o 1§ SE

2mi " g—Z 2mi %) 4’—20

f2) = d¢

La primera es

f(é/): Jte) + f(g)2(z—zo)+...+ﬂ(z—z())n4+L(Z—Z())n

c-z (C-z) (£-z,) € -z,)" € -z)"(¢ —z)
y la segunda
1 _ 1 _ 1 1
{-z (z-20)-(-72) (z—z())[l_:—zo}
z-z,
Narali ey (;{(2))-1 Pttt _f(j))? A TS

Es decir la serie de potencias converge a f{z) cuando |z Zy |< o
Sea z interior a y,, entonces |z— Zp | =r<r,.
Si r; es tal que r <r; <ryy y, la circunferencia con centro z, y radio r;,, de acuerdo a la formula

de Cauchy, tenemos
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1 <) 1 1 1 1

- d = = ,resulta asi que
M= = Y T ) (r;—z())[]_z—zo} |
-z
2 n-1 b] b2 bn—]
f(z):a()+a1 (z-zp)+a,(z-zy)" +..+a, ; (z-zy)  +R,(2)+ + Tt — +0,0)
z=20) (z-z,) (z-z,)
donde Q, (z)= ! ! fe)e=2) dc

2mi (z—zp)" 2 (&—z)

| 2 —cf|: |(z—zo)—(cj—zo)|2 |z—zo|—|§—zo|:r—r2, ademéscomo|f(C)!ﬁMzsobreyz,

n
M, 2 M
queda |Qn(z)| <12 2 °0h 2 ( 4

n
= —= | — 0 cuando n— «, por lo tanto converge.
2n " (r-r) (r-n){r

4.5 Ceros de las funciones analiticas. Puntos singulares

Si f'es analitica en z, entonces existe un disco alrededor de z, donde

IALED

o SifE) =) = = /") = 0, pero f"(zy) # 0,

f)=Y a c-z) con a
k=0

diremos que z, es un cero de orden m de f. Ver Churchill (1992).

m+1

Entonces fz) = a, (z- Zo)m +a,. zZ-2zy) +.=(z- Zo)m § Apik (z — zo)k = (z - zo)mg(z)
k=0

donde g(z) es analitica en zy y g(zy) = a,, = ™ (zy)/m! = 0.

Por ser g continua en z,, debe existir un disco alrededor de z,, |z—z, ! <rdonde g(z) # 0, pues

g |= gtz - Leco) — g |2 | ez |- | gz — &) |= lanl-lg) ~ gz |, tomando r =% |a,|
queda ’g(z)| > ’a,,,|—’/z |am|: % |am|>0.

Si fes analitica en z,y f(zy) = 0, entonces existe un entorno reducido alrededor de z, donde f'no
se anula, a menos que sea la funcion idénticamente nula sobre todo el dominio Q.

¢ Qué pasa cuando f'deja de ser analitica en z,?

4.5.1 Puntos singulares

Para z, = 0, consideramos las funciones:

zsi|
i

1
1)f(2)={ || o 2) fio)=Log=, 3) fto)=

z*5|

z(z-1)

Ninguna es analitica en z,, pero tienen caracteristicas distintas: el caso (1) no es analitica en
todo un entorno alrededor de z,, este tipo de casos no nos interesaran, porque no guardan
ninguna relacién con las funciones analiticas. en los caos (2) y (3) vemos que todo entorno de
zy sSiempre contiene puntos donde f es analitica, es decir nos podemos acercar a z, tanto como
queramos a través de puntos donde la funcion es analitica. A este tipo de puntos se los
denomina puntos singulares de la funcion f. La diferencia es que en el caso (2) todo entorno de

zy, aparte de z,, también existen puntos donde f'no es analitica (todo el semieje real negativo).
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En cambio en el caso (3) existen al menos algun entorno donde z, es el Unico punto donde f/ no
es analitica, o en otras palabras podemos encontrar un entorno reducido de z, (o disco
perforado con centro en z;), que podria ser el conjunto de z tales que 0 < |z - Zy |< r, donde f

es analitica. A este tipo de puntos se los denomina puntos singulares aislados de f.

4.5.2 Singularidades evitables, polos y singularidades esenciales. Ver Cartan (1968).
¢,Coémo se comporta una funcién fen las proximidades de un punto singular aislado?
Si zpes un puno singular aislado de f, debe existir un niumero real » > 0, tal que si 0 < E= Zy |<r
entonces

0 k 0 bk

=2 a (z-z2) + 2 - 5

k=0 k=1(z=2zy)

¢, Como sera f cerca de z,? ; Qué casos se pueden dar? ;Como son los b; en cada caso?

En realidad se pueden dar tres casos, que podemos visualizar a través de distintos ejemplos:

sen z ®© )k 3 5
1) flz)=——.,z, =0, vimos que senz= zizy‘“:z_z_ z
z =0(2k + 1)! 31 5/
senz z2 z? sen z _ . N
por tanto =1/-—+—+..,entonces lim =1 es decir que existe lim f{z) y es finito
V4 3!/ 5! z—0 z z=>zg

fz) s 0<|Z—20|<r

lim f(z si z=z
7z, fe) 0

Se puede definir en todo el disco | z—z,|<r, fz)=

o0
/(z) es analitica en |z - z,,| <resdecir flz)= Y a, (z-z, )X,y coincide con f'para 0< !z— Zy ! <r
k=0

En otras palabras f(z) = Y. a; (z—z,)* para 0< | - Zy |<r es decir que b, = 0 para todo £.
k=0

En este caso se dice que z, es una singularidad evitable de f.

cos z

2) fz)=

cos z . L
.z, =0, enestecaso lim = oo. Existe el limite y es

22 z—0 22

2

Estudiandolainversa g(z) =— =

fz) - cos z

veamos que pasacercade z, =0, lim g(z) =0
z—0

Como f es analitica para 0< |z— z(,| <r existeun r, >0 talque f(z) # 0 para 0< |z - z,,| <r

Se puede definir en todo el disco |- zpl <7, giz)=

{]/f(z) si 0<|z—z()|<r[
0

si z=2z
g(z)es analitica en |z - zO| <r;,noesnulaosea z, escerodeordenm,g(z)=(z-z, )" h(z),

N
-2))"h)  (=z,)"

h(z)# 0 si |z—z()| <r, ypara 0 <|z—zo| <r, secumple f(z) =

con ¢(z) analitica en todo el disco y ¢(z, ) # 0.Escribiendo ¢(z) = ¢, + ¢, (z-z, )+, (z- z, )2 + ...
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(I)O d)l (I)m

quedaf(z):(z_zo)m +(z-zo)’"'1+m -z +, O, Z-29 )+, (- Zo) +.
fiz)= z¢m+k(z zp )F +(Z¢ . (Zd)r;oz) +,,,+(Z_(I:;)m con ¢, =d(z,) =0

b] bZ m
+ Tt ———
(z-29) (z-zy) (z-zp)

0

con f(z)= Zak(z-zo)k + con b, #0
k=0

Existe un numero finito de b, =0, pues b,, =0y b, =0 si k > m.

En este caso se dice que z, es un polo de orden m de f.

1

— ] i .
3) flz)=e?,z, =0,altomar z, = Py se tiene nlin;zﬂ =0 pero fz, )=e'"" =(-1)"

Noexiste lim f{z) ¢Cdbmo sonlos b,? Deben ser infinitos, sino seria un polo.

Z*)ZO

En el ejemplo f(z)=e" — — =1+ — — =1 — con b, #—
) e /Zb k! Z* ké k! z¥ kg] P k
1
. 2 1 1 1 ® 1 1
nonecesariamente todoslosb, # 0,en fiz)=e® =1+ —+— —+..=1+ > — —
z 2! z =1 k! z

Existe infinitos b, = 0. En estos casos se dice que z, es una singularidad esencial de f.

4.5.3 Un caso particular

fz(Z)

f(z=———donde f,(z)y f,(z)analiticas en z, por tanto z, debe ser cero del denominador f,(z)

/2@
eventualmete pude ser cero del numerador f;(z),0sea f,(z) = (z - z, )M 2,02y f,@)=(z-z, )" g,(z)

donde g,(z)y g,(z)no se anulan enun disco alrededor de z, entonces

{ si m,>m, esuna singularidad evitable

si m,<m, esunpolodeorden m =m, -

Si zyes una singularidad aislada de f, existe un numero » > 0, tal que si 0 < |- Zp | < » entonces

b
1) = Zak oz s 3 —
k=1 z—zo)
1 f¢) 1
donde b, =577 3 W dg ,k=1,23, . parak=1queda b, :Z—T”i;y f{¢)de, ab; se

lo llama residuo de f'en z,.  Como se puede calcular el residuo?
1) Si zy es una singularidad evitable, entonces b, = 0 para todo %, entonces b, = 0.

2) Si z, es un polo de orden m tenemos que
0 . ¥
dz)=(z-z,) f(z)zkgoak(z—zo)m+ +b,(z-2,))" +by(z-2,)  +..+b,

. . 0"
de manera que derivando queda finalmente b, = lim ———
z>zy (m—1)!
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3) Si z, es una singularidad esencial tenemos que obtener el valor de b; a partir del desarrollo
de Laurent alrededor de dicho punto.
iz
4.5.4 Ejemplo: Obtener los residuos de todas las singularidades aisladas de f{z) = W
zZ(z" +
A /1 B
2@+ 02— e+

1) Buscar los ceros del denominadorzy=0, z; =i, z,=—i

Se tiene f(z) = es un cociente de funciones analiticas

2) Analizar cada caso

a)zy=0

Es un cero de orden / del denominador (m, = 1), ;,es cero del numerador? f;(0) = ¢’ = I= 0 0 sea
(m;=0),

Por lo tanto es un polo de orden 7, y entonces ¢(z) = (z —zy) f{z) =z f{z) = e "*(z’+1), es entonces
b, "= ¢0)=1.

b)z, =i

Es un cero de orden 2 del denominador (m, = 2), ;es cero del numerador? f;(i) = ¢' # 0 entonces
(m;=0).

Por lo tanto es un polo de orden 2, y entonces &(z) = (z—z)’ flz) = (z— i)’ flz) = * z' (z+i)7, 0
sea ¢‘(z)=(i—z ' —2(z+i) ') d(z) porlotanto ¢‘(i)=(i—i ' —2(i+i) ") &) = 3i (i),

y como ¢(i) =—e ' (4i)”" finalmente queda b,"’=— % e . Ver Feyel (1980), Spiegel (1991).

4.5.5 Teorema de los residuos:

Si y es una curva simple cerrada dentro de la cual f es analitica excepto un ndmero finito de
puntos singulares aislados z;, z,, ... z, interiores a y , b,”, b,%, ... b," son los respectivos
residuos de f'en dichas singularidades, entonces

I, f@dz=2mi[b," + b7+ ... +b,™]

Figura 4.4 Figura 4.4 Es posible encontrar curvas y, de radios r,, que encierren una sola
singularidad aislada z;, sean disjuntas a su vez interiores a y.

Esto se puede probar tomando » circunferencias y, , v, ,... y. , centradas en z, z, ... z,
respectivamente de manera que sean interiores a yy a su vez disjuntas entre ellas. Por ser
puntos singulares aislados sabemos que vale la relacion [, f(z) dz =2 i b paraj=1 2...n

con tomar las circunferencia suficientemente pequefias.
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Resulta entonces que si ahora consideramos la curva T'=y U (- 7)) U(— y)uU...u(-7,), vemos

que es el borde de una region donde 1 es analitica, por lo tanto tenemos que: [r f{z) dz=0, y

por lo tanto:
Ir fdz =], fe)dz—2mi[b," + b7+ .. +b,"1=0
4.5.6 Ejemplo:
iz
Calcular § — ¢ 4 donde y es la circunferencia con centro en i y radio 3/2, recorrida en
Y 2 2
z(z" +1)

sentido anti horario

iz iz
e e

z(z2 +])2 - Z(Z—l)z(z-l-l)z

Vimos que las singularidades aisladas de la funcién f{z) = son

zg= 0, z; =i, z, = — i, de las cuales solo z, y z; estan dentro de la curva vy, y los respectivos

residuos son respectivamente b, =1y b,V'=—% ¢ .

Figura 4.5 La figura muestra la curva y, y las tres singularidades aisladas de f{z).

Por lo tanto:
iz

2

3
dz=2mi(b” + bj(’)):zm(z-j
4e

2022+ 1)?

4.6 Aplicaciones al calculo de integrales en el campo real

4.6.1 Calculo de integrales que contienen senty cost,con 0 < t < 2n

2n
Se considera una integral de la forma 7= IF(Sen t,cost)dt,
0

en donde F(% (z*+z), '/, (z* — z)), no tiene puntos singulares sobre la circunferencia || = 1.

Solucién: Haciendo z=e' = cos t + i sent ,es decirsent="/,(z ' —z),cosz=" (z ' +2), dz=izdt

54



Entonces I:,L F(/ " =2, %" +2) ld—i = Lf(z) dz ,donde yes lacurva |z| = 1.

Basta calcular los residuos de f(z)= F(%(z_l -2).Y (z_l +2)) liz para todos los polos dentro

de la circunferencia |z| = 1.
4.6.2 Calculo de integrales impropias con - < x < +w

4.6.2.1 Observacion 1:

+o0 b
La integral impropia I, = J‘f(x) dx =( lim '[f(x) dx , es un limite doble.
)

a,b)—(—0,+

+R
Mientras que 7, = /lim jf(x) dx , es un limite simple, que no tiene porqué coincidir con ;.
R—x
-R

+00

A I, se lo llama valor principal de la integral impropia y se escribe 1, = VP If(x) dx .

—00
Obviamente puede existir el valor principal, sin que exista la integral impropia. Pero si existe la
integral impropia, la misma debe coincidir con el valor principal. A partir de ahora solo vamos a

considerar el valor principal de las integrales.

4.6.2.2 Observacion 2:

Z:Relt
0<t<aq

Dadas f(z) tal que [lim z f(z)=0 yla curva y, :{ , ¥ el maximo de |f| sobre y;, esta
Z >0

en z. Entonces S| /(zR)|R a=|j(zR)|| zR| o} =| Zp j(zR)| o, de manera que

_[YR fz) d=

lim flz)dz =0
R— dYp

_ it
Dadas f{z) tal que lim z ffz)=0 ylacurva y, :1 °~"¢ ,yel maximo de || sobre y,, esta en
20 0<t<La

o= | z, f(zr)| o, de manera que

<| fie, )| a =] fiz, )| 2,

z,. Entonces

j'y f2) dz

lim fze)dz =0
r—0 Y’,

4.6.3 Integrales de f{x) entre —o0 < x < +o, cuando f(z) no tiene puntos singulares sobre el
eje real
Si f es una funcion analitica para Re(z) > 0 excepto un ndmero finito de puntos singulares

aislados z,, z,, ... z, tal que Re(z) > 0, 1 < j <n,y b,”, donde 5,7, ... b,”” son los respectivos

residuos de f'en dichas singularidades, y lim z f(z)=0, entonces
Z —>0
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+o
[ rgax=2mi b+t ]

—00
Demostracion:

Considerando las curvas

zZ=X z :R eit .
: , : I' =y, U vg, tomando R suficientemente grande, como para

que incluya todos los puntos singulares de f{z) en su interior, por una parte tenemos que
+R
j fz) d= :j fz) d= +I fe)dz = j f0) dx + I fi)d= ademas lim | fzydz =0,
r Y. Yr e Yr R>» Y p

y por otra parte de acuerdo al teorema de los residuos L_ fz) dz :Znil:b](“+b1(2)+...+bl(”):| , con

tomar R suficientemente grande, con lo que queda demostrada la afirmacion previa.

¢ Qué ocurre si ahora f{z) tiene singularidades sobre el eje real? Ver Rivet (1998).

4.6.4 Integrales de f(x) entre —» < x < +o, si f{z) tiene puntos singulares sobre el eje real
Consideremos una funcién f(z) con las mismas condiciones que en el caso anterior, pero
ademas tiene, por ejemplo, un polo simple en z, = 0.

Es decir que ahora en un entorno de z, = 0 se cumple f{z) = b,”/z + h(z), donde h(z) es analitica.

Entonces consideramos las curvas

Y. : Z=x v z=rell v z=x Y Ve z=Re'!
* —RSxS—r' ! Vadet:nat:OI o +}"£XS+R' . 0<t<m

Vemos que si r es suficientemente pequefio, resulta:

J:{ f(z) dz :J.y

Siahora tomamos I' =y, U v, U 7%zU v,_, tenemos

b(U)
i +'[ h(z)dz = —Ttibl(o) +'[ h(z)dz con lim J. h(z)dz =0
z Yy Yy r—0 9y,

I

-r R
J' fd: = J' feo)dx + I f2) d= +J' foo)dx + j flz)d= ,tomando R — 0 y r —0 queda
r -R r r R

] ,
Irf(z)dz zzn{—zb,@ bV 4 p? +A..+b,”}

+0
4.6.5 Calculo de integrales impropias de la forma I &z) de Si0< x< +w,0<0a<1,y
X
0

2(z) es una funcidn analitica, sin polos sobre el semieje x > 0 que cumple lim g(x)=0

X—>+00

Tomando 0 <argz <2zylacurval dadaporl' =y, Uyz Uy, UY,,donde
z=x+ig s=Rell z=x-1ig s—pell
Yx+ : VR : ’yx— : e : ’
+r<x<+R d<t<2n-3§ dex =+Rax=+r det=2m-8at=35
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g(x)

y entonces llamando f{z)==—,ytomando lim y lim , queda
x* e—>0 30

jr 1) d= :LR 1) d= +J'Yr 1) d= +( [—e 2T )T'gﬁ)dx:zm[bf“+bf’+...+b§”)]

Por otra parte se cumple lim fz)dz = lim I f(z)dz =0, es decir que finalmente
r—0JY, Rowo JYp

+00
. -1
j—g(:) dx=2ni[b1(1)+b1(2)+...+b](”)] ( [—e?™ )
X
0
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CAPITULO 5

Ecuaciones diferenciales ordinarias

José Luis Vicente

Tus ojos son oscuros como el olvido

tus labios apretados como el rencor

tus manos dos palomas que sienten frio,
tus venas tienen sangre de bandonedn.
Tus tangos son criaturas abandonadas
que cruzan sobre el barro del callejon,
cuando todas las puertas estan cerradas

y ladran los fantasmas de la cancion

L.Demare, H.Manzi, MALENA.

5.1 Ecuacion diferencial

Una ecuacion diferencial (ED) es una expresion algebraica que vincula la(s) derivada(s) de
una funcién incégnita con dicha funcioén y, eventualmente con la(s) variable(s) de la(s) que
dicha funciéon depende. Las ecuaciones diferenciales juegan un papel muy importante en
ingenieria, fisica, economia y otras disciplinas.

Las ED aparecen en muchos campos cientificos y tecnolégicos, siempre que se postulen o
se conozcan relaciones cuantitativas entre cierta magnitud (modelada mediante una funcién)
que varia en forma continua y sus cambios instantaneos (expresados como derivadas). Esto
se encuentra bien ejemplificado en la mecanica clasica, donde le movimiento de una particula
es descripto por la posicion y velocidad en funcion del tiempo. Las leyes de Newton permiten
relacionar posicién, velocidad y aceleraciéon y las fuerzas actuantes sobre la particula y
establecer dicha relacion como una ED para la posicion como funcion desconocida del tiempo.
En muchos casos esta ED puede resolverse en forma explicita, dando la ley de movimiento.

En matematica se estudian las ED desde distintos punto de vista, la mayoria trata sobre sus
soluciones, es decir funciones suficientemente derivables que reemplazadas en la ecuacion la
verifican. Solo las ED mas simples admiten soluciones dada en forma explicita. Muchas
propiedades de las soluciones de una ED pueden determinarse sin necesidad de encontrar su
forma exacta. Si no se dispone de una formula explicita para la solucion, la misma puede
aproximarse numéricamente empleando computadoras. La teoria de sistemas dinamicos pone
el acento en el analisis cuantitativo de los sistemas descriptos mediante ED, mientras que los

métodos numéricos han permitido determinar soluciones con cierto grado de exactitud.
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El estudio de las ED abarca campos de las matematicas puras, aplicadas, fisica e
ingenieria. Todas estas disciplinas tratan sobre las propiedades de distintos tipos de ED. La
matematica pura se centra en la existencia y unicidad de las soluciones, mientras que la
matematica aplicada enfatiza la justificacion rigurosa de los métodos para aproximar
soluciones. Las ED juegan un papel importante en el modelado de practicamente todos los
procesos fisicos, técnicos, o biologicos, desde el movimiento de los cuerpos celestes o el
disefio de un puente, hasta las interacciones entre neuronas. Las ED que se emplean para
resolver problemas de la vida real pueden no necesariamente ser directamente resolubles, es
decir, pueden no tener soluciones en forma cerrada. En su lugar, se pueden aproximar las
soluciones empleando métodos numeéricos.

Los matematicos también estudian soluciones débiles (relacionadas con la derivacion débil),
que son soluciones no diferenciables en todo punto. Esta extensién a menudo son necesarias
cuando no existen soluciones, y también proveen soluciones con propiedades fisicamente
razonables, tales como son la presencia de saltos en ecuaciones de tipo hiperbdlico.

Es estudio de la estabilidad de las soluciones de las ED se conoce como teoria de
estabilidad.

5.1.1 Tipos de ecuaciones diferenciales
¢ Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ED en que la funcion incognita depende de
una sola variable.
¢ Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) es una ED en que la funcién incognita depende
de mas de una variable y de sus derivadas parciales.
e Una ecuacion diferencial algebraica (EDA) es una ED que comprende términos diferenciales
y algebraicos, dados en forma implicita.
Cada una de estas categorias a su vez se divide en subcategorias lineales y no lineales. Una
ED es lineal si la variable dependiente y todas sus derivadas aparecen a la potencia uno y no
existen productos de funciones de la variable dependiente. El resto son EDs no lineales.
De manera que si y* denota la k -ésima derivada de la funcién y, entonces la ecuacion

@)y +a®y +... + o)y + fx)=0
es lineal, mientras que la ecuacion

y=xy + @)
es no lineal. Las soluciones de una ecuaciéon lineal en que aparecen solo la funcién
desconocida y sus derivadas ( fx) = 0 ) se llaman ecuaciones lineales homogéneas y pueden
sumarse o multiplicarse por constantes arbitrarias para obtener soluciones adicionales de la
misma ecuacién, pero no existe algo similar para las soluciones de las ecuaciones no lineales,
excepto cuando las mismas presentan simetrias. Frecuentemente se aproximan ecuaciones no
lineales mediante ecuaciones lineales, pero dichas aproximaciones son validas bajo
condiciones muy estrictas.
Otra caracteristica importante de una ecuacion diferencial es su orden, que es el orden de la

mayor derivada (de la variable dependiente) que aparece en la ecuacion. Por ejemplo una ED
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de primer orden solo contiene derivadas primeras, como es el caso del ultimo ejemplo,

mientras que el anterior era de orden n (si ay(x) =0 ).

5.1.2 Algunas ecuaciones diferenciales muy conocidas
e Ecuaciones de Cauchy-Riemann del analisis complejo

¢ Ley de enfriamiento de Newton

¢ Decaimiento radiactivo de la fisica nuclear

e Segunda ley de Newton de la dinamica

¢ Ecuacion de las ondas

e Ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo

e Ecuacion de Laplace para definir funciones arménicas

e Ecuacion de Poisson

e Ecuacion del calor en termodinamica

e Ecuacion de Schroedinger de la mecanica cuantica

5.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

5.2.1 Un ejemplo simple es la segunda ley de Newton que da la EDO
m d’y/df = F(y(1))

para el movimiento de una particula de masa m. En general la fuerza F depende de la posicion
y(t) y del tiempo ¢, de manera que la funcidon desconocida y(#) aparece en los dos lados de la
ED, lo que se especifica poniendo F(y(2)).

Se han realizado muchos estudios referidos a la solucién de EDO. En el caso que la ecuacion
es lineal, la misma puede resolverse por métodos analiticos. Desafortunadamente una gran
cantidad de ED interesantes no son lineales y, salvo muy pocas excepciones, no pueden
resolverse en forma exacta. Las soluciones aproximadas se obtienen usando métodos

computacionales.

5.2.2 Definiciones
Si llamamos y(x) a la funcion incognita, a valores reales, definida sobre algun subconjunto de
los numeros reales, y si y* es la k — ésima derivada de y, entonces la expresién

gy, vy, ..., y")=0 (forma general o implicita)

YW=t vy, ..., y") (forma candnica, normal o explicita)

Se la llama ecuacién diferencial (ED) ordinaria de orden n. Mientras que un sistema

’ -1 ’ -1 s -1

" =fi vy o " v v v v v YY)
’ -1 ’ -1 s -1

v =500 o v v e Y Y o V)
— s -1 5 -1 » -1

Y =110 v Vi oV v v Y Y Ve o Y™ )

se lo denomina sistema de m ecuaciones diferenciales de orden #.
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Se llama auténoma a la ecuacioén diferencial que no depende de x, es decir de la forma
W=y v, .y

Una ED se llama lineal si f puede escribirse como una combinacion lineal de y, y sus derivadas
YW =ao®) y +ai)y .+ @) Y+ b(x)

cuando los a;x) y b(x) son funciones continuas de x. La funcién b(x) se denomina término

fuente; si b(x) = 0 la ED lineal se llama homogénea, sino se llama no homogénea o

inhomomgénea.

5.3 Soluciones

5.3.1 Dada la EDO

gy, y, ..., ")=0
una funcion ¢ (x), a valores reales definida en algun subconjunto de los numeros reales se
llama solucién o curva integral de la EDO anterior, si ¢ es n veces diferenciable, y

g g, 4, 9")=0
Dadas dos soluciones ¢x) definida en un conjunto 2, de nimeros reales y y(x) definida en otro
sub conjunto ), si Q; < Q,, Y ¥wx) = ¢Xx) en Q; diremos que  es una extension de 4. Una

solucién que no admite mas extensiones se llama solucion global.

5.3.2 Ejemplo: Sea y(?) la posicion de una particula de masa m que cae sujeta a la fuerza de la
gravedad (a una distancia del piso, y = 0, tal que puede suponerse que dicha fuerza es
constante).

Por la segunda ley de Newton resulta: m d’y/df’ =—m g, por lo tanto &’y/df =—g , EDO de 2°
orden

Llamando v=dy/dt la EDO de 2°orden se puede descomponer en dos EDO de /* érden:

dy/dt=v
dvidt=—g
Resulta pues que Idv=—fgdt , v=E—gtte =yt ¢y

Idy=fvdt, y=71/zgt2+01t+cz=y(t,c1,cz)
Otros ejemplos se pueden ver en Kiseliov (1979), Sokolnicoff (1947) y Spiegel (1986).

5.3.3 Observacion: Puede existir una familia de soluciones y = ¢(x, ¢;, . . ., ¢,) definida a partir
de “parametros” (c,, . . ., ¢,) que variaran en ciertos subconjuntos de numeros reales; inclusive
sus relaciones podrian estar dadas en forma implicita como o(x, y, ¢, . . ., ¢,) = 0.

Reciprocamente dada una familia de funciones (suficientemente derivables) definida a través

de (c;, ..., ¢, ) es posible encontrar una EDO de orden n de la que son solucion.

5.3.4 Ejemplo: Dada la familiay = ¢; x— ¢/ resulta dy/dx=y’=¢; .. ¢;=y’
Reemplazando en la expresién de y para eliminar el parametro ¢; queda (y')’ —xy’+y =0

Vemos que hay un solo parametro (/“ orden) y aparece al cuadrado (2° grado).
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5.3.5 Problema: Cuando la familia de soluciones esta dada en forma explicita y =fx, c;, . . ., ¢,)
por sucesivas derivaciones, los parametros se pueden ir eliminando y asi obtener la
correspondiente EDO. Si la familia estuviera dada en forma implicita como ¢(x, y, ¢, . . ., ¢,) =0,
¢ de qué manera deberian eliminarse dichos parametros?.

Una solucién general de una ecuacion de orden » es una solucidén que contiene n variables
arbitrarias, que corresponden a n constantes de integracion. Una solucién particular se obtiene
de la solucion general dandole valores particulares a las constantes, a menudo se eligen de

manera que cumplan las “condiciones iniciales o de contorno”.

5.3.6 Observacion: Si se conoce la solucidon general y se impone un numero de restricciones
(a lo sumo igual al orden de la EDO) indirectamente se esta fijando el valor de los parametros
de tal solucién. Es decir se esta pasando de la solucién general a una particular.

¢ Todas las soluciones de una EDO surgen de la solucién general?

5.3.7 Ejemplo: (') —xy’+y=0 escribiendo esta expresion como ( /2 x—y')* =% x’—y queda

y=dx, c;)=c,x—c;. familia de soluciones

perovemos que % x’—y >0 y %x’ —y=0 también es solucién

En otras palabras y = y(x) = % x° es solucion pero no pertenece a la familia.
Toda solucién que no pueden obtenerse de la solucion general (no constituye parte de la
familia) se denomina solucién singular. Resulta interesante estudiar las propiedades de las

soluciones singulares. Ver Martin (1957). Otro caso interesante para analizar y’ = y.

o

Figura 5.1 La solucién singular [1(x) tienen la misma derivada que cada miembro
de la familia, dada por la solucién general [1(x,c1) en cada punto de [1(x).

5.4 Curvas integrales y campo de direcciones

Si a cada punto de una regién del plano se le asocia un vector que pasa por dicho punto, se
dice que dichos vectores definen un campo vectorial (0 campo de direcciones) en la region. Un
campo de direcciones es continuo (suave) si los vectores que definen dicho campo varian en

forma continua (suave) con los puntos que las definen. Ver Marsden (1991).
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Una curva vy, que podemos pensarla parametrizada como y : r=r(t) = (x(2),y(1), t; <t <t;, que en
cada uno de sus puntos es tangente a un campo de direcciones (campo vectorial) se llama
curva integral de dicho campo. El nombre de curva integral proviene del hecho que en ciertos
casos tales curvas pueden obtenerse empleando operaciones de integracion.
Si v(r) = (vi(r), vo(r)), se tienen las siguientes relaciones: r’ (1) = v(r(t)) 0 sea x(t) = vi(x,y), y(t) =
vo(x,y), Yy asumiendo que v, = 0, la curva y se puede parametrizar con x, y por la regla de la
cadena y 1) = yx) x (), es decir y{x) = v, (x,y) / vi(x.,y), si se lo asocio a la EDO y{x) = f{x,y), el
campo queda v(r) = v;(x,y) (I, f(x,y)), 0 sea v es paralelo a (I, f{x,y)), en otras palabras las
soluciones de y1x) = f(x,y) son curvas integrales del campo (I, f(x,y)). La parte lineal del
incremento dr = (dx, dy) = r{t) dt, da dx =v; dt, dy = v, dt, 0 sea v,(x,y) dx —v; (x,y)dy = 0, es otra
forma de escribir la EDO para la curva integral. En otras palabras la expresion

px.y) dx +q(xy) dy =0,
es la ecuacion de una curva integral del campo v(r)= (q(xy), —p(x,y)), que a su vez es
perpendicular al campo vectorial n(r) = (p(x,y), q(x.,y))-
La ventaja de la expresion p(x,y) dx + q(x,y) dy = 0, respecto a y’= f(x,y) = — q(x,y) /p(x,y), €S que
en el primer caso no hay que suponer que ¢(x,y) =-v,;(x,y) #0 (prohibicién de lineas verticales).

De manera que es indistinto escribir y’= f{x,y) a escribir f{x,y) dx — dy = 0. Ver Arnold (1992).

5.5 Ecuaciones diferenciales exactas

5.5.1 Si en la ecuacion diferencial p(x,y) dx + g(x,y) dy = 0, existe una funcién s(x,y) tal que se
cumple Jds /dx = p, ds /0y = q, diremos que dicha EDO es exacta. Entonces p dx + g dy=ds = 0,
lo cual significa que s(x,y) = ¢, es solucion general.
¢ Qué condiciones deben cumplir p y ¢ para que exista s? ; Tiene importancia la regién Q c R’
donde debe existir s? ; Cémo encontrar s?
Si p y ¢ son diferenciables en un abierto, simplemente conexoy dq /dx = dp /0y en Q,
entonces tomando un punto (x,,y,) € Q ¥y

sy =] (pdxrqay)

(x9.9)

se puede ver que s esta bien definida (independiente del camino) y resulta p = ds/dx, g = Js/3y,

de manera que s(x,y) = c¢; es solucién general. Ver Marsden (1991).

5.5.2 Observacién: A veces p y ¢ son derivables pero no se cumple Jdq /dx = Jp /0y, entonces
no se podra asegurar que exista s. Supongamos que existen las curvas integrales y una funcion
s(x,y) tal que sobre estas curvas se cumpla la relacion ds = Js/dx dx + Js/Fy dy = 0, es decir Vs
sera perpendicular a la curva integral en cada punto, pero sabemos que la curva integral es
perpendicular al campo n = (p, ¢), entonces Vs es perpendicular a la curva integral en cada
punto. Por lo tanto V5 es paralelo a n, es decir que existira una funcion p(x,y) tal que Vs = pu n.

Si se multiplica la funcién p por la ecuacion p dx + g dy = 0 se obtiene una relaciéon equivalente:
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Os/x dx + ds/dy dy =ds = 0 que ahora si es exacta. A dicha funcion p(x,y) se la denomina
factor integrante de la ED.

¢, Coémo se puede obtener el factor integrante?

Dado que la condiciéon paraque updx +ugdy=0 sea exactaes que J(uq)/dx=7I(up)dy
esto conduce a la expresion g quw/dx +w dq/éx=p q/dy + n dp/dy, resolver esta ultima
constituye en general un problema mas complejo que el inicial. Sin embargo existen algunas
circunstancias en que el problema puede reducirse a uno sencillo. Por ejemplo si

a) u = pu(x) el problema se reduce a = exp| [ g(x) dx ] donde g(x) = (p/8y — Aq/dx) Iq

b) = p(y) el problema se reduce a p = exp| | h(y) dv ] donde h(x) = (8q/6x — Ep/dy) Ip

Entonces si (dp/dy — Jq/Fx)/q es solo funcidn de x o si (q/dx — dp/Fy)/p es solo funcién de y

obtener u es directo.

5.5.3 Un ejemplo sencillo: Consideremos la ecuacion diferencial lineal y’ = a(x) y + b(x), donde
suponemos que a(x) # (0. Sabemos que el caso homogéneo y,’ = a(x) y,, tiene como solucién
general y,(x) = ¢; exp[ A a(t) dt ]. Pero para el caso inhomogéneo, escribiendo la ecuacioén
diferencial como [a(x) y + b(x)] dx —dy = 0. Escritacomopdx + gdy=0,esp=ay + b,y q=-1.
Por un lado &¢/dx = 0, mientras que Jdp/dy = a # 0. Vemos que (Op/dy — 3q/0x) Iq = — a( x)
entonces se puede proponer como factor integrante la solucion de la ecuacion p’ = — a(x) u que
determina p(x) = exp[—fx a(t) dt ]. De manera que la ecuacién diferencial multiplicada por p
queda ds =[pnay+ub]dx—pdy=0. Integrando Js/Jy respecto a y nos da s(x,y) =—py + h(x),
que a su vez derivada respectoaxes— W y+h’'=pay+h’ =pay+ub. De manera que
entonces h(x) = exp[—/" w() " q() dt]. O sea que la solucién general podra describirse en forma
implicita como s(x,y) = —py + exp[—/x w() ' g dt ] = c. Podemos escribirla en forma explicita
como y(x) = ¢; ux)”’ + u®) exp[f/x w® ™’ q@) dt ], lamando ¢, = —. Para cada valor de c,
tendremos una solucion particular, por ejemplo si ¢; = 0, vemos que el segundo termino es pues
una solucion particular de la ecuacion inhomogénea. Por otra parte, recordando la expresion de
la solucion general del caso homogéneo y su relacién con p(x)”, podemos expresar la solucion
de la ecuacién inhomogénea como y(x) = yu(x) + u(x) exp[=/* w@ ™ q() dt .

Es decir que la solucion general de la ecuacién inhomogénea, y(x), es la suma de la solucién
general de la ecuacion homogénea, y,(x), mas una solucion particular de la ecuacion

inhomogénea, y,,(x), y podemos escribirla como y(x) = y(x) + y,i(x).

5.5.4 Observacion: Si bien esta idea se puede generalizar en la busqueda de una curva

integral en R" para n > 2 a partir de la ecuacion X;(x;, . .., x,)dx; +... + X,(x;, ..., x,) dx, =0,
aqui ya no podemos asegurar la existencia de un factor integrante p(x,, . . ., X,), @ menos que
agreguemos mas condiciones a las funciones X, . . ., X,. Esto es parte de la teoria de

Caratheodory, una de cuyas aplicaciones expresa las leyes de la termodinamica en forma
distinta de la formulacién candnica que debe apelar al uso de maquinas térmicas, considerando

que (x,, . . ., x,) son las variables independientes que definen el sistema.

65



5.6 La termodinamica desde el enfoque de Caratheodory

A la expresion  dF = p(x,y) dx + q(x,y) dy se la denomina forma diferencial en dos variables y a
la ecuacion dF = p(x,y) dx + q(x,y) dv = 0, ecuacion diferencial en dos variables, cuyas
soluciones se pueden visualizar como curvas en R’. De la misma forma la expresion

AF = X;(x1, x5, ..., X)) dx; + Xo(x1,%, ..o, X,) dz + oot X(x X0 ..., X)) dx,
es una forma diferencial en n variables y analogamente dF = 0, es una ecuacion diferencial en
n variables, cuyas soluciones se pueden visualizar como curvas en R". Ver Sneddon (1957).
Se vio que para el caso de dos variables siempre existen dos funciones p y s tal que u dF = ds,

oseaup=20s/0x y pnq=0as/dy, es decir:

5.6.1 Teorema: Una ecuacién diferencial dF = 0 en dos variables, con p y ¢ diferenciables,
siempre tiene factor integrante.
Observacion: En R, con n > 2, no alcanza con el hecho que F, ..., F, sean diferenciables para

que exista un factor integrante de dF = 0.

5.6.2 Teorema (Caratheodory): Una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion
diferencial ¢F = 0 sea integrable (tenga un factor integrante) en un entorno de un punto P, es
que para todo entorno de P, existan siempre otros puntos que no puedan ser alcanzados por

curvas de ecuacion dF = 0.

5.6.3 Termodinamica

Cada uno de los estados (de equilibrio) de un sistema estan caracterizados por sus
coordenadas (x;, x, ..., x,) que constituyen el espacio fase (por €j. p, V, n, etc.).

Los procesos adiabaticos son aquellos que tienen lugar en un “recinto” (cerrado) en que el
estado interno del sistema solo se puede modificar por desplazamientos de un area finita de

sus paredes (por ej. piston).

5.6.4 Primera ley: Para que un sistema termodinamico pase de un estado (x,’, x,’, ..., x,’) a otro

’ ..., x,’) adiabaticamente, es necesario realizar un trabajo mecanico W,, que es

estado (x/, x;
independiente de la forma que se realice, y solo depende de los estados final e inicial, es decir
W, =W, (x;, x;',... x,"; x/°, x2°, ..., x,7) es decir:

0 0 0. 2 2 2N 0 0 0. 1 1 1 1 1 1. 2 2 2
Wt X2 oo, X 3 X1 X205 X0 ) = Wa (X1, X0 sy X0 5 X1, Xy, X ) T W (07, Xo's o, X5 X075, X270, X))
1 1 1. 2 2 2N 2 2 2 1 1 1
de manera que W, (x;', X2, ..., X, 3 X155 X550, X, ) = U (15, X5°, 0, 7)) = U (X, X270, X))

donde Ul x! o x=mw, ) x’ ., x x, o, xb)

es la energia interna del sistema respecto al estado (x,, x.’..., x,”). Se puede abreviar
escribiendo W, = AU.

Si ahora el sistema pasa del estado (x,/, x.',..., x,/) al estado (x>, x,° ..., x,°) realizando un
trabajo W pero no en un recinto adiabatico, también se puede calcular AU haciendo el trabajo

adiabatico (que no tiene porqué ser igual a W). Entonces a la diferencia Q = AU — W se la define
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como la cantidad de calor absorbida por el sistema en dicho proceso. En forma diferencial esto
se escribe dQ = dU — dW =dU — p dV, que es de la forma X, dx; + X, dx,. De manera que aqui Q

no tiene otro sentido que este que le da la primera ley.

5.6.5 Segunda Ley: Ahora queremos que todos los sistemas termodinamicos que puedan
existir en la naturaleza, debe cumplirse que para dQ = 0 siempre existan dos funciones p y S de
manera que u dQ = dS, a S se la denomina entropia del sistema y pu ' temperatura absoluta. En

dos variables sabemos que siempre existe, pero ;Qué pasa en mas variables?

5.6.6 Caratheodory: Los puntos del espacio fase se pueden dividir en dos clases:

(i) aquellos en que todo entorno del punto siempre contiene otros que no pueden alcanzarse
adiabaticamente (por curvas solucion de la ecuacién d¢Q = 0).

(a) aquellos para los que existe algun entorno en que todos los puntos son accesibles

adiabaticamente.

5.6.7 Axioma de Caratheodory: todos los sistemas termodinamicos que existen en la

naturaleza corresponden a puntos (i) del espacio fase.

5.6.8 Axioma de Kelvin: En la naturaleza no existe un sistema que pueda convertir una
cantidad de calor Q absorbida en trabajo mecanico en un proceso ciclico sin producir al mismo
tiempo otros cambios.

Son equivalentes, pues si en la naturaleza existiera un punto P, tipo (a) en el espacio fase, se
tendria un entorno del mismo en que todos los puntos pueden alcanzarse por una curva dQ = 0.
Simplificando a variables U y V, entonces consideremos un punto P en dicho entorno tal que
V(P) = V(Py, y UP) < U(P,, y ahora tomamos el ciclo en que pasamos de P— P, con V fijo, 0
sea W= 0. Entonces Q=AU = U(Py — U(P) > 0, siendo Q el calor absorbido por el sistema.
Ahora como P, es un punto (a), es posible pasar de P, — P por una curva tal que dQ = 0, en
este caso el trabajo mecanico W que se hace sobre el sistema es igual al cambio de energia
interna U(P) — U(P,) — W= 0, es decir que el trabajo hecho por el sistema para completar el ciclo
es—-W=U(Py)—-UP)=Q.

Por lo tanto en el ciclo completo P— P, — P se cumple — W = Q, el calor absorbido por el

sistema ha sido transformado completamente en trabajo realizado por el mismo.

5.7 El problema de valores iniciales

Un problema de valores iniciales (o de Cauchy) consiste en determinar una (o varias) funciones
que satisfagan una ecuacion diferencial (o un sistema de ecuaciones diferenciales) ordinaria de

primer orden suponiendo que se conoce su valor en un punto fijo.
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Dado el problema de valores iniciales de tipo explicito y’= f(x,y) , y(xy) = yo ¢Siempre tendra
solucién en una region Q que contenga al punto (x,,y,)? En caso de existir una solucion, ¢ sera
unica? ¢Qué condiciones debera cumplir la region Q? ;Qué condiciones debera cumplir la

funcion /7

Consideremos Q como un rectangulo centrado en (x,.y,), Q= { (x») - | x —x,| <a, [y -y, [ <b}

para ciertos numeros a > 0, b > 0.

5.7.1 Ejemplo: Dado el problema y’=3y %, y0)=0en Q= { (xy) : | x| <1, |y <},

- ¢ Existe solucion en Q7

Por integracién obtenemos y = d(x,c;) = (x + ¢;)’ que con la condicién inicial da y = ¢(x) = x°

Sin embargo la misma no es solucién en Q, ya que si : | x| > % resulta | gx) | > /. Inclusive

podria no existir f{x,y) fuera de Q.

04

= 00

024

-04

T T T T
-1,0 -0,5 0,0 05 L0

X

Figura 5.2 No existe solucion y(x) para todos los x en el rectangulo (.

¢, Se puede buscar una region Q' mas pequefia de manera que ¢(x) si exista en Q' ?

Si agregamos a f{x,y) la condicién que sea continua en Q, entonces existe M = max | f{x,y) | para
(x,y) € Q, vamos a suponer que M = 0, pues el caso M = 0 es frivial (¢Por qué?). Se tiene la
desigualdad — M <f{x,y) <M, que equivale a decir - M <y’ <M, ahora vemos que las dos rectas
y=y,+ M (x —x,) son cotas para toda soluciéon que pase por (x;)y). Si tomamos su interseccion
con la frontera de O obtenemos los puntos x; =x, = (b/M ), y podemos al menos asegurar que
si existe solucion, la misma sera para |x — x,| < h = min(a, b/M). Por lo tanto habra que
y—y,| <h } siendo h = min(a, b/M),

considerar ahora una nueva region Q' = { (xy) :|x—x,| <a,

para no tener problemas respecto a la existencia de solucién en Q'.
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Figura 5.3 Considerando las rectas que pasan por (Xo,Yo) que tienen pendiente 4\, es posible
encontrar un rectangulo que si contenga la solucién para todos los valores de x.

- ¢La solucién es unica?
En este ejemplo, y = y(x) = 0, también es solucion del problema de valores iniciales, pues
satisface la ED y y(0) = 0. Entonces no basta con que f{x,y) sea continua y restringir la regién a
) para garantizar unicidad de solucion.
Consideremos el problema definido por las condiciones iniciales ¢;(0) = 0y ¢0) = ¢’, lel< e
Las soluciones son ¢,(x) =x’ y ¢,(x) = (x + ¢)’, respectivamente. Las pendientes estan dadas por
#'x)=3x"y ¢'(x)=3 (x +c) y la diferencia en el origen resulta: #'(0) — ¢, (0) = 3 ¢’ que
tiende a cero cuando ¢ — 0, pero no con suficiente rapidez respecto de ¢,(0) — ¢,(0) = ¢’ (es
decir tienden a 0 pero con distinto orden de magnitud), es decir el cociente
|80~ ¢/ O /] 20) — $,(0)|= 31|77,

o sea

|70, :(0)) — 1(0.61(0)) | /] ¢2(0) — 4;(0)| queda indeterminado cuando ¢ — 0.
En general no necesariamente se cumple la condicidon de que para todo par (x,y;), (x,y2) en Q,
con y, #y,, existe N> 0 tal que | fix.y,) — fixy) |/ yo =y, [ < N.
Si existe N > 0 tal que | fx,y») — fixy) | /1 v, — y; | < N, diremos que f{x,») cumple la condicién de
Lipschitz en la variable y. La no verificacién de la condicion de Lipschitz explica la no unicidad

de la solucién del problema anterior.

5.7.2 Observacioén: Hay una condicion mas fuerte, pero muchas veces mas facil de comprobar
que la de Lipschitz y es que exista Jf /0y y sea continua en Q. El teorema del valor medio
permite establecer la conexidén entre ambas condiciones.

De todas maneras si bien hemos planteado condiciones sobre f{x,y) y Q para resguardarnos
que exista solucién y sea unica para el problema de valores iniciales de tipo explicito y "= f{x,y) ,
y(x,) =¥.,, todavia no sabemos

1) como se podria demostrar que estas condiciones son suficientes, ni

2) como encontrar la solucion.

Vamos a tratar de responder estas dos preguntas en sentido inverso.
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El problema de valores iniciales de tipo explicito y’=f{x,y), y(x,) =y, también se puede escribir

a través de la ecuacion integral

y=yo+ [ fuywrd

donde la funcion incognita aparece dentro de la integral y, a diferencia del problema original, la
condicion inicial no esta dada por separado.

Lo interesante de la ecuacion integral equivalente al problema de valores iniciales original, es
decir y’ = fix,y), y(x,) = ¥,» €S que permite construir una sucesion de funciones {¢,(x)} que
pueden llegar a aproximar la solucién mediante el siguiente esquema, llamado esquema de

Picard:
bo(X) = Yo, Ou(x) = yo + J‘:O ft, b,i(1) dt m=1,2,...)

Pero ¢ converge dicha sucesion? y ¢ qué quiere decir que una sucesion de funciones converge?

5.7.3 Veamos un ejemplo sencillo: y’=x + y, y(0) = I entonces:

Go(x) =y, =1

o) = 1 + IO bo(t) dt =1 + IO (1+0dt =1+x+x72
box)= 1+ J'O i) dt =1+ IO (1+2t+F72) dt = 1 +x+x"+x/3!
bs(x)= 1+ IO bo(t)dt =1+ jo (1 +2t+7+0/6 ) dt = 1 +x+x"+x/3 +x/4!

bae) = 1+ J'O o) dt =1+ IO (1421 +E+E3 +041) dt = 1+x+ X+ X3 + X34+ x5!

bu(x) = 1+ x +2 (20 + X3 +x*/41 . )+ xX""/(n+1)! Serapues lim ¢,(x)=I+x+2(e" — I-x)
n —oo

Efectivamente podemos comprobar que ¢(x) = 2¢* —1 — x es solucion del problema planteado.
Observacion: Si bien en este caso la solucion se podia obtener por métodos mas simples, si
este esquema de Picard realmente funciona deberia servir para obtener, en forma aproximada,
la solucion del problema de valores iniciales. Esto nos retrotrae a la pregunta inicial ¢qué
quiere decir que una sucesion de funciones converge?
Si Y)=A{yi(x), ..., yu(x) }

Jxy) = f1xp), - fulxy) §
es una funcién vectorial definida y continua, respectivamente, en un intervalo cerrado
I={x:lx-xy| <a} yundominiocerrado R={(x,y):|x—xo|<a ||y—yo || < b}, donde | ||
indica una norma en el espacio de dimension finita R". Con esta notacion, el problema de
valores iniciales se puede escribir como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden. Eligiendo las nuevas funciones de manera adecuada, el problema se puede
reducir a la forma:

Y @) =fxy),  y(x)=yo xp€ ICR ye Qc K (1)
El problema (1) tiene solucion si la funcion f(x,y) es continua en R. Una condicidon suficiente

para que la solucién sea unica es la llamada condicién de Lipschitz:
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I fxz) —fxy)l < Nlz-yl (2)
El nimero N se llama constante de Lipschitz. Si cada componente de f(x,y) es continuamente
diferenciable con respecto a cada y;, un posible valor para la constante de Lipschitz es
N=max|ﬂf,-/ﬂyj| para xel,yeQ. (3)

Otro enfoque se ve en Elsgoltz (1977), y mas completo en Hurewicz (1966) e Ince (1956).

5.8 Puntos singulares y curvas singulares

Una ecuacion diferencial de primer orden puede estar escrita de la forma:

Y =fxy) (1).
o de la forma:
pxy) dx +q(xy) dy =0 2)

y en algun punto del plano x, y, tener mas de una curva integral que pasa a través del mismo, o
no tener ninguna de tales curvas. A los puntos de esta naturaleza se los llama puntos
singulares de la ecuacién en cuestion. Pueden ser puntos aislados o pueden constituir toda una
curva singular.
Veamos un ejemplo simple de la ecuacion (1), como es

y'=y" (a>0) (3)
Consideremos que y(x) es no negativa (y > 0). Para y >0, la ecuacion (3) se puede integrar
facilmente:

Ay =dx, y' Nl —a)=x—c sia=ly lny=x—c sia=1 4).
Escribimos —c en lugar de ¢ por conveniencia para lo que sigue. El signo adelante de ¢ no
importa, ya que ¢ puede tener cualquier signo. Podemos distinguir los siguientes dos casos:
1. a> 1. En este caso la solucion de (4) pude re escribirse como

y=1a-1)"*""1/(c—x)"""=const c —x)" " (5)
ahora x varia de — wa ¢, cuando y aumenta de cero a infinito. El grafico se desplaza a lo largo
del eje x al variar ¢. El mismo eje x es una curva integral. Se pude obtener tomando el limite
para ¢ — . Vemos que en este caso, para cada punto en el semi plano superior, hay una (y
solo una) curva integral que pasa por dicho punto. También vemos que la solucién y(x) puede
no estar definida en todo el eje x aunque exista en una parte de dicho eje, en el ejemplo la
solucién y(x) solo existe en el intervalo — o< x <c.
En el caso a= 1 también tenemos unicidad (verificarlo).
2.0 < a< 1. La solucion (4) puede escribirse

y=U—-a)"?x—-c)""Y=const x—c)" ¥ (6)
cuando x varia de ¢ a o, la variable y aumenta de cero a infinito. El eje x también es una curva
integral, lo que es evidente en la ecuacion (3), pero ahora no se puede obtener a partir de la
ecuacion (6) para ningun valor de c. En este caso, para cada punto del eje x, existen dos
curvas integrales distintas que pasan a través de el, a saber, el mismo eje x y la

correspondiente curva dada por la ecuacién (6). Recordemos que el problema de construir una
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curva integral que pase por un punto del plano, se llama problema de valor inicial. En este
caso, se viola la unicidad de solucién del problema de Cauchy.
Vemos que en este segundo caso los puntos que pertenecen al eje x son puntos singulares.
Para encontrar la causa de este fendmeno se puede calcular, en estos puntos (y = 0), la
derivada con respecto a y del termino de la derecha de la ecuacion (3).

[0y /0yl = (@y* '),  para a>1

[Py /Oy =1 para a=1 'y [(y)/Fy],- = para a<lI
Por lo tanto, en el caso 0 < a < I, a medida que el punto (x,y) se acerca al eje x, la direccién
del campo cambia tan rapidamente que cuando cada curva integral se aproxima al eje lo hace
a un valor finito pero no a infinito.
Si investigamos la ecuacion (2). Por motivos de simplicidad, supongamos que las funciones p y
g son continuas, no se anulan simultdneamente y sus derivadas primeras son finitas. La
ecuacion (2) puede re escribirse como

dy/dx =—p(x,y)/q(x,y), 0 bien dx/dy=—q(xy)/p(x.y) (7)
Entonces podemos aplicar el mencionado teorema respecto a la ecuacion y’ = f(x,y). De manera
que, si q(x,,y,) #0, 0 p(x,,y,) #0 en el punto (x,,y,), entonces existe una unica curva integral que
pasa por el punto (x,,,). (Para aplicar el teorema es suficiente con que alguno de los términos
de la derecha de (7) para f{x,y) tenga denominador no nulo). Pero si

P(x,yo) = 0, q(X0,ys) = 0 (8)
ahora la ecuacion (2) ya no define una relacion entre dx y dy en el punto (x,,y,), ¥ por lo tanto la
direccion del campo deja de estar determinada en el punto. De aqui que los puntos singulares
de la ecuacion (2) estan definidos por la relacion (8). A continuacion se presentan ecuaciones
diferenciales con puntos singulares en el origen.
(a) Nodo: ydx—xdy=0, y=Cx
(b) Nodo: 2y dx—xdy=0, y=Cx’
(c) Puntosilla: ydx +xdy=0, xy=C
(d) Centro: xdx +ydy=0, X’ +)y’=C
(e) Foco: (x +y) dx— (x—y) dy=0, r=C e’ (en coordenadas polares)
En los ejemplos (a), (b), y (e) existe una infinidad de curves integrales que pasan por el punto
singular, en el ejemplo (c) hay dos de tales curves, mientras que no hay curves integrales que
pasen por el punto en el ejemplo (d). Debe observarse que los ejes coordenados son a su vez
curvas integrales en los ejemplos (a), (b), y (c). Para integrar la ecuacién (e) es conveniente

transformarla a coordenadas polares.

5.9 Reduccion a un sistema de primer orden

Toda ecuacion diferencial de orden n puede ser escrita como un sistema de »n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Dada la ecuacioén diferencial de orden » en forma explicita,
m) _ s -1
W=foe vy )
B )]

definimos una nueva familia de funciones desconocidas y;=y, y,=y’, ..., Y=Yy
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Entonces la ecuacion diferencial original se puede re escribir como un sistema de n ecuaciones
diferenciales de primer orden

Yi'=y2

Vo' =S Y1 Vi)
que puede escribirse en forma mas compacta con notacién vectorial

Yy =fxy)

y](x)
donde yx)= vz

5.10 Notas sobre problemas de estabilidad

5.10.1 Dentro de los sistemas de » ecuaciones diferenciales de primer orden, muchas veces
interesa estudiar aquellos llamados auténomos, que se pueden escribir como:

' =YL Y2 - V)

Y2 =YL Y2 - Yn)

Yu =SV Yoo V)
En un sistema auténomo se puede usar una de las componentes de (y;, y,, . . ., y. ), por ejemplo
y;, COMO una nueva variable independiente. Para lo que se requiere que f;(yv;, ¥2 . . ., ¥,) # 0.
Usando la regla de la cadena ahora se tiene el siguiente sistema de (n—1) ecuaciones
diferenciales:

dy/dy1 = Y2 - V) L1V Y2 - Yn)

Ays/dy1 = fs(1, Y2, - - Yu) /J1iVL Y2, - - V)

/Ay = fuV Y2 - - Yo ) L J1L Y2 - - Ya)
Las soluciones de este sistema en el “espacio fase” (y;, y» . . ., ¥,), se llaman érbitas. Si se
aplica el teorema de existencia y unicidad al sistema inicial, también se aplica a este, por lo
tanto las drbitas en el espacio fase no se cortan.
Por supuesto se deben excluir aquellos puntos singulares que son ceros de f;. Si f; no se
anulara en dichos ceros, entonces conviene tomar y, como variable independiente, e
intercambiar los papeles de ambas. Si los ceros de f; y f; coinciden, entonces tomar y; como
variable independiente, etc. Para este razonamiento, seria un verdadero problema si
aparecieran puntos (y;g, vz, ..., Vao) tales que

1010, Y20, s Vo) = Jo(V10 Y20, s Yut) = oo = JaVi0, Y20, s Vi)
A dichos puntos las llamaremos puntos criticos, y a veces puntos de equilibrio.
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Cuando se puede eliminar la variable x, muchas veces es posible integrar el sistema de
ecuaciones diferenciales resultante, que determina una relacion entre las componentes del
vector solucién (y,, y,, . . ., ».), se obtiene asi una primera integral.
Especificamente, dada una funcion diferenciable F: R” — R, y una funcién vectorial y: R — R". La
derivada de F a lo largo de la funcién vectorial y, parametrizada por x, es:

L. F=0F/oy; y/ +0F/Oy, yy’+...+0F/oy, y,’
donde obviamente y = (y;, ys, . . ., Y-

5.10.2 Definicién
En el sistema de ecuaciones

' =YL Y2 - V)

Y2'=fo Y Y2 - Vn)

Yu =SV Yoo V)
donde (y;, vy, . . ., y) € Q c R", la funcién F(y;, y, . . ., y,).se llama primer integral de dicho
sistema sii L, F=0en Q.
Vemos entonces que la primera integral F(y,, v, . . ., y,) es constante a lo largo de las
soluciones. Por esto también se las llama constantes del movimiento. De manera que la regién
definida por F(y,, y,, . . ., y») = 0, debe contener las érbitas del sistema.
Como muchas, mas que soluciones globales, interesan conocer las soluciones locales, sobre
todo cerca de estos puntos criticos (v, v, ..., Vuo)-
Existen distintos enfoques para analizar las soluciones alrededor de puntos criticos, algunos de
ellos consisten en reemplazar cada una de las funciones £, por aproximaciones lineales.
La primer observacion que podemos hacer es que en un punto critico se tiene y;’(x) = 0, para
todo i, por lo tanto las soluciones son constantes y;(x) = y,y, entonces ¢ Cual seria el problema?.
Si por ejemplo las y; estan asociadas a magnitudes experimentales, al “sintonizar” (querer
llevar) al sistema cerca de dichos puntos que cumplen f(y;4.720,....v.0) = 0, probablemente no
caigamos exactamente en los mismos, sino muy cerca de ellos, y en ese caso ;Qué sucede?
Al menos podrian darse tres situaciones, 1) que el sistema termine cayendo en el punto critico
en cuestion (estable), 2) que por el contrario se aleje del mismo (inestable), y 3) que
permanezca aproximadamente a la misma distancia (indiferente), es decir mas o menos cerca
del punto critico. Algunas de estas situaciones se discutieron al estudiar puntos y curvas
singulares. Se puede plantear un ejemplo donde aparece esta situacion, en el mismo la
variable x estara asociada al tiempo, por lo cual usaremos ¢ en lugar de x. Para mas detalles
ver Hahn (1967) y Roxin (1976).

5.10.3 Ejemplo:
Suponemos que se desea analizar la cinética de la siguiente reaccioén (Lotka):
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ky
a+y, — 2y,
ky

yit+y, — 2y,

ks

y,+b — e+b

La concentracion de las sustancias a y b se mantienen constantes y uniformes dentro del
reactor. El sistema es abierto. Debido a los dos pasos auto cataliticos, las velocidades de
reaccion son cuadraticas en y, e y,. La ecuacion del balance de masas es:
yi'=kjayi—k;yiy:
y2' =k yiy,—ksb y;
Para simplificar las ecuaciones llamaremos o = k; a, B =k, y y = k; b, de manera que el sistema
queda:
yi'=oy=Byiy
y2'=Byi1y:=vy2
Sujetoay,;> 0,y,> 0,y a, B, y constantes positivas. Matematicamente, si y,(0) = 0, de manera
que y,’ =—vy, Yy entonces y(t) = y,(0) exp(—y t), y2(t) = 0 cuando t —wo.
Los estados de equilibrio corresponden a los puntos criticos (0,0) (no hay sustancias presentes,
trivial), y (y/B, a/B).
La linealizacién del sistema cerca del punto (0,0) transforma el sistema en:
yi'=oy;
y2'= =y ¥
Cuyas soluciones son y;(?) = y;(0) exp( o £), y2(t) = y2(0) exp(=7 1).
Mientras que la linealizacién cerca de (y/B, o/pB) queda:
y'==y[y:—(/p)]
y2'=aly-@Pp)]
Cuyas soluciones son combinacion lineal de cos(a. y 1) y sen( o v £).
La ecuacion de las érbitas en el espacio fase en este caso es
dy_z _ M & -By,
dy, v, By -v
Integrando esta ecuacion por separacion de variables, resulta para y; > 0, y, > 0, que
By, —y my;+By;—a Iny,=C
donde la constante C estara determinada por las condiciones iniciales. De manera que
Fyry)=Byi—y Iny;+By—a Iny;
Es una primera integral de la cinética de reaccion planteada.
Acababamos de ver que en la linealizacion del sistema alrededor del punto critico (y/B, o/p)
teniamos orbitas cerradas. Usando esta primera integral F(y,, y;), vemos que también el mismo

resultado es valido para las ecuaciones no lineales. Pues desarrollando F alrededor del punto
(v/B, o/B) queda

p * o ’
o

F(y],y2)=F(y/B,a/B)+—[y1—lj +—[y2——j +
2y B 20
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En los puntos criticos se siguen viendo érbitas cerradas.
De manera que una perturbacion finita en la proximidad de (y/B, o/B) = (ks/k» b, ki/k; a) también
es periédica. Mas detalles en Arnold (1992) y Hahn (1967).
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CAPITULO 6

Ecuaciones diferenciales lineales

José Luis Vicente

jTodo fue tan simple!
jClaro como el cielo!
jBueno como el cuento
que en las dulces siestas

nos conté el abuelo!

S.Piana, C.Castillo; CASERON DE TEJAS

6.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

6.1.1 Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales se puede escribir como

yi'() =2 pi(x) yi+ qix), i=1,...,n
o en forma vectorial como

Y(x)=1Ix) y(x) + q(x)

con
y;(x) q,x) Py ppMx
)= y,(x)  al)= q,(x) - Py Py
Y (X) 9, (%) Put(® P

P ()
Py x)

P (X)

Se denominan homogéneos a los sistema de ecuaciones que verifican ¢;(x) = 0, mientras que el

resto son los inhomogéneos.

A partir de ahora asumimos que todas las funciones p;(x) y ¢i(x) son continuas, de manera que

se cumplen las condiciones del teorema de existencia y unicidad. En otras palabras cualquier

problema de valores iniciales asociado a estos sistemas debera tener una unica solucion.

6.1.2 Observacion 1: Se puede comprobar que la suma de una solucién y,(x) del sistema

homogéneo mas otra y;(x) del inhomogéneo, es a su vez solucion del sistema inhomogéneo.

A partir del problema de valores iniciales del sistema
Y (x)=1ykx) +q)

Y(xo) = yo
donde la condicion inicial estd dada por el vector
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Yo

podemos decir que si para cada valor de y, conocemos la correspondiente solucién, entonces
conocemos la solucién general, que como sabemos depende de n parametros, en este caso
O Y20 ---» Yao)- En otras palabras, si para cada vector y, se puede calcular la correspondiente

solucién entonces se conoce la solucién general de dicho sistema.

6.1.3 Observacién 2: Si se conoce una solucion y,(x) particular un sistema de ecuaciones
diferenciales inhomogéneo y la solucion general del mismo sistema homogéneo, entonces es
posible conocer la solucién general del sistema inhomogéneo. Pues si suponemos que y,(x) es
la solucion conocida del sistema in homogéneo, es posible encontrar la solucion y,(x) del
sistema homogéneo para el problema de valores iniciales con la condicion yu(xy) = yo — ypi(xe),
entonces la funcion y(x) = yu(x) + y,:(x) es solucion del sistema inhomogéneo, de acuerdo a la
observacion 1, y ademas cumple la condicion inicial y(x,;) = y,, en otras palabras, como el vector

»o €s arbitrario, y(x) es solucién general del sistema inhomogéneo.

6.2 Sistemas de ecuaciones homogéneas

Si consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de la forma

Yi'(x) =11 (x) yy (x)
vemos que las soluciones tienen la propiedad que y;(x) e y,(x) son dos de ellas, entonces
cualquier combinacion lineal de la forma ¢; y;(x) + ¢, y»(x) también solucién, porque tanto la
operacion de derivar, como la de multiplicar por una matriz, son lineales. Ademas la funcién
nula también es solucion, y si una funcion es solucion, también lo es su inversa, de manera que
podemos afirmar que las soluciones de este sistema forman un espacio vectorial, dentro del
espacio de las funciones derivables de algun subconjunto de los reales R en R".
¢ Qué significara en dicho espacio que un conjunto de funciones {y;(x), y2(x), ..., yu(x)}, definidas
en un intervalo x; < x < x,, es linealmente independiente?
Utilizando la definicion de los espacios vectoriales ya vistos, podemos decir que cuando la
expresion o y;(x) + oy yo(x) +...+ o, yau(x) = 0, admite como Unica solucion o; =a, = ... = oy, = 0.
De la misma forma podemos definir un conjunto de funciones linealmente dependiente. De esta
forma identificariamos todas las soluciones si podemos encontrar una base de dicho espacio,
es decir, un conjunto de funciones linealmente independientes que ademas puedan generar
todo el espacio. Podemos buscar dicha base, a partir de alguna base conocida de R" como es
la base canodnica {e,, e, ..., e,}. Por el teorema de existencia y unicidad, sabemos que existen
funciones {y;(x), y2(x), ..., y.(x)}, que son soluciones de los problemas de valores iniciales:

Y =11(x) y; (x)

Yilxo) = ¢ j=12 ..,n
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Ahora bien, ¢ son estas soluciones una base?

En primer lugar veamos si son linealmente independientes, para esto debemos ver las
soluciones de la ecuacion o, y;(x) + o, y2(x) +...+ o, y(x) = 0, como la misma debe valer en todo
un intervalo alrededor de x,, también vale en x,, queda pues o, ¢; + a, e, +...+ a, e, = 0, cuya
Unica solucioén es obviamente o, = a, = ... = o, = 0.

Para ver que generan todo el espacio, tomemos una solucion cualquiera y,(x) del mismo, y
veamos si se puede escribir como combinacion lineal de {y;(x), y,(x), ..., ¥.(x)}. Tendremos:

') =11(x) yy (x)

Yio
Y20
Y (xo )=

Yo

Ahora consideramos la funcion y(x) = y,0y:(x) + y20 ¥2(x) +...% y.0 yu(x), que es solucion, por ser
combinacion lineal de soluciones, y ademas en x, vale y(xg) =ype; + vy er+...+ y,9e,=yy. Porlo
tanto tenemos dos soluciones y,(x) € y(x) que satisfacen el mismo problema de valores iniciales,
y el teorema de existencia y unicidad nos dice que dichas soluciones deben ser iguales, es
decir que yu(x) = y0¥:1(x) + y20 ¥2(x) +...7 v ¥a(x). Con lo cual es una base del espacio.
Podemos observar ademas que si definimos la funcién matricial de nxn

D(x) = [ Yi(X), y2(%),. . ., ya(x) ]
la solucién de cualquier problema de valores iniciales de la forma

»'C) = II(x) yy ()

Yu(x0) =yo
tiene como solucion el producto de la matriz @(x) por el vector y,, es decir

W(xo) = D(x) yo
La derivada de esta funcion matricial resulta

D (x)=r'®). ¥’ %) .. Yu' )= LX) 1(x), y2(5).. . ., ya(x)] = 11 (x) D(x)
mientras que su valor en x, es

D(xo) = i(x0), ¥2(x0).. . ., yulx))] = ey, €. .., €] =1
la matriz identidad. Por lo tanto a esta funcion matricial se la llama matriz solucién fundamental.

6.3 Sistemas de ecuaciones no homogéneas

Dado un subconjunto de » funciones reales {y;(x), y.(x), ..., y.(x)} definidas en algun subconjunto
de los numeros reales R en R", se llama wronskiano W(y,, y,, ..., y,)(x) de dichas funciones al
determinante:

W1, y2 oo ¥)®) = D10, y200,. .. 9]
donde las barras | | indican el determinante de la matriz encerrada entre las mismas.
Un resultado muy importante es que si se tienen un conjunto de funciones {y;(x), y2(x),. . ., ¥.(x)}

que son soluciones, en un intervalo x, -4 < x < x, + h, de un mismo sistema de ecuaciones
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diferenciales ordinarias de primer orden lineales y homogéneo, si el wronskiano de las mismas
se anula en x,, entonces tales funciones son linealmente dependientes en tal intervalo, y el
wronskiano se elimina en todo el intervalo.

Para ver esto se puede emplear un resultado de las asignaturas de algebra, referido a los
sistemas de n ecuaciones algebraicas lineales homogéneas con n incognitas, que establece
una equivalencia entre el hecho de que exista una solucién no nula {a,’, o..’, ..., a,’} y que el
determinante de dicho sistema sea nulo.

Por un lado sabemos que el determinante | [y;(xy), y:(xg).. . . . ya(x0)]l = 0 , ya que es el
wronskiano evaluado en x,, el resultado mencionado existen {a,’, a.’, ..., a,’} no todos nulos,
tales que o, y;(xy) + o’ yo(xg) +...+ &’ yu(xy) = 0. Por otro lado, ahora consideremos la funcién
vectorial definida por yx) = o, yi(x) + o’ y2(x) +...+ o, yu(x), vemos que es solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales (por ser combinacion lineal de soluciones), y ademas cumple la
condicién inicial que y(x;) = 0. Pero la funcién vectorial z(x) = 0, que es idénticamente nula en
todo el intervalo, también es solucién y satisface la misma condicion inicial. Entonces, de
acuerdo al teorema de existencia y unicidad debe cumplirse y(x) = z(x) = 0, en todo el intervalo.
En otras palabras tenemos o,’y;(x) + o’ y>(x) +..+ o, y.(x) = 0, con los {o,’, &’ ..., a,’} no
todos nulos, o sea que las funciones {y;(x), y:(x), ..., ¥,(x)} son linealmente dependientes en el
intervalo xp—h <x<x, + h,

Ademas si ahora tomamos un punto cualquiera x; en dicho intervalo, se cumple que el conjunto
de nimeros {a,’, o’, ..., a,’} no todos nulos, satisface o.,” y;(x;) + o’ y>(x;) +...+ &’ yu(x;) = 0, de
manera que si usamos la inversa de la equivalencia del resultado de algebra mencionado al
principio, debera ser el determinante de dicho sistema (wronskiano en x;) nulo, que escribimos
como | Witxr), ya(xi),. - -, yalx1)] | = W(y;, ¥2 ..., ¥)(x;) = 0. Como x; es arbitrario, la igualdad vale
para cualquier x del intervalo.

Observacion: Esta resultado a su vez nos dice que es equivalente decir que un conjunto de
funciones {y;(x), y:(x),. . ., y.(x)} que son soluciones, en un intervalo x, -4 < x < x, + h, de un
mismo sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden lineales y homogéneo,
si el wronskiano de las mismas no se anula en x,, entonces tales funciones son linealmente
independientes en tal intervalo, y el wronskiano no se elimina en todo el intervalo.

Por dicho, al comenzar con los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

orden lineales, sabemos que la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales lineal

inhomogéneo
Y (x)=11(x) y(x) + q(x)
Y(xo) =yo

puede construirse a partir de una solucion particular de este sistema sumada a la solucion
general del sistema homogéneo. Podemos buscar una solucion particular de este sistema, que
ademas tenga como condicion inicial el vector nulo, de esta forma la condiciéon requerida para

la solucidon de la homogénea coincidird con la del problema inicial. Entonces buscamos una

solucion de
Ypi () = 11 (x) ypi(x) + q(x)
Yoi(Xg) = 0
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Vamos a proponer como solucion

Ypi(x) = D(x) c(x)
donde ¢(x) es una funcion vectorial a determinar. ¢ Por qué?
En primer lugar vemos que ocurre con esta propuesta en x;:

YpilXe) = D(xo) ¢(xg) = L e(xy) = ¢(xp) = 0
Ahora si derivamos la solucion propuesta queda:

Yil%) =@ (x) c(x) + Dx) ¢'(x) = 11 (x) D(x) c¢(x) + D(x) ¢’(x) = 11(x) yp(x) + Dx) ¢’(x)
y si comparamos esta expresion con la ecuacion inicial, y cancelamos 77 (x) y,;(x) resulta:

D(x) ¢'(x) = q(x)
Queremos determinar la funcion vectorial ¢(x), a partir de esta ecuacion. Ahora bien, dado que
en la matriz @x) = [y;(x), y2(x),. . ., y.(x)], las funciones {y;(x), y»(x),. . . , y.(x)} son soluciones
linealmente independientes, de acuerdo a la ultima observacién, su determinante, es decir el
wronskiano, no se anula en un entorno de x,, por lo tanto existira la inversa @ '(x) de la matriz
@(x). De manera que si multiplicamos ambos miembros por dicha inversa, obtenemos:

@)= (x) qx)

Finalmente integrando y recordando que ¢(xy) = 0, se llega a

cw=[ @' qwd

Xg

De manera que la solucion particular del sistema inhomogéneo buscada es

) = o) [ @70 q) de

Quedando la solucién del problema de valores iniciales
Y ) =1x)yx) +q(x)
Y(xo) = yo

COMO  y(x) = y1l) + ) = D) yo+ D) | 70 a i

Vemos pues que encontrar las n soluciones {y;(x), y2(x),. . ., y.(x)} €s fundamental para resolver
el problema. Si bien esta tarea no es trivial, existen algunos casos en que se puede simplificar
bastante. Ver también Arnold (1992), Esgoltz (1977), Hildebrand (1973) y Kreyszig (1991).

6.4 Sistemas a coeficientes constantes

Para un sistema de ecuaciones diferenciales lineal homogéneo con coeficientes constantes, es
decir cuando la funcién matricial 77(x), se reduce a una matriz /7, no es necesario considerar la
condicién inicial en un punto x,, pues la solucién es invariante mediante translaciones. Es decir
si se tiene el problema de valores iniciales:

V' (x) =11 yu(x)

Yiu(xo) = Yo
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mediante el cambio de variables v(z) = y(t + xy) = y(x), como las derivadas tanto con respecto a x
como con respecto a ¢ = x — x,, coinciden, el problema de valores iniciales para v es ahora:

v'(1) =11 v(1)

v(0) =y,
Una vez resuelto este problema, con la relaciéon y(x) = v(x — x,), se obtiene la solucién del
problema original. Por lo tanto a partir de ahora solo resolveremos este ultimo problema,
usando x como variable independiente, y si la condicién no es en el origen, simplemente al
final se debera reemplazar x por x — x.
Entonces para resolver el problema

Yi'(x) =11 yy(x)

() = yo
veamos primero que una solucion fundamental se puede construir explicitamente. El sistema
puede escribirse como una ecuacion diferencial matricial

D, =11,
cuya solucion, en analogia con el caso en que la matriz fuera de orden 1x1 (un ndmero) la
podemos escribir en forma de matriz exponencial

Dx) yo=e™ y
donde @(x) es una matriz fundamental de la ecuacién diferencial original.
Formalmente podriamos expresar @) como un desarrollo en serie de potencias de matrices
(admitiendo que dicho desarrollo converja) de la forma:

Dx) =e"=T +xIT+ (12)) X’ IT* + (1/3) X’ IT°+ . ..
Para explicitar el calculo de esta expresion primero transformamos /7 en su forma normal de
Jordan. Se tiene el resultado algebraico que dice que para cualquier matriz cuadrada 77, que no
posee filas o columnas nulas, siempre es posible encontrar una matriz 7, con inversa, de
manera que /7= TJ T, donde J es una matriz de Jordan que puede escribirse como una

matriz diagonal en bloques igual a

J, O .. O ﬂ’i 1
o J, ... O .

J = y Ji matriz elemental de Jordan,J ; = 1 =N 1+ Ny
0 0 e J e e cee /ll

m

siendo 2; las raices del polinomio caracteristico det(A 7— I7) = (A — ;)" (A — Ao ... — Ay)™ = 0.
Donde 7,; son las matrices identidad de n; x n; , y N ,; se llaman matrices nihilpotentes, cada
potencia da matrices nulas excepto una diagonal sobre la diagonal principal, son unos, que se
desplaza a la derecha, a medida que aumentan las potencias, hasta llegar a la potencia »; que
da la matriz nula. En este caso queda
—] _
exH: exTJT _ TexJT1
Finalmente la expresion ¢' ’se puede escribir como una matriz diagonal en bloques de matrices

de la forma
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i on o X 9l -]
0 1 x X", =31 X" i, - 2!
gesi_gux| 001 X -9 X -y
0 0 0 1 x
Lo 0 0 0 1 |

Se propone como ejercicio demostrar esta igualdad a partirde J,= A; 7,; + N .
Ejemplo (caso en que todas las raices del polinomio caracteristico son simples)
Si las raices de det(M 1— IT) = 0 son simples, las matrices elementales de Jordan son de Ix]/,

entonces J es una matriz diagonal de la forma:

A, 0 0
0 %, 0
J=D =
0 0 8

En este caso la matriz exponencial también es diagonal

A
S 0
A
xJ_ _xD 0 0
e*l=e=
Aox
Lo 0 e

Como 71T = TD, vemos que los A; son los autovalores de la matriz /7 , mientras que las

columnas de T son los autovectores de /7. Veamos un caso particular:

{yf = ay, - By,

donde a y B son dos nimeros reales cualesquiera. Entonces
1
yy'=ay,+By,

1 1
yentonces T =| e
1 —1

A, =a —if

o -
7= g los autovalores dan
B a A, =a+if

1 —i —ipx
' =! ycomoe /=P = %" ¢ 0
] i 0 e+l[3x

luego de simplificar la matriz solucién fundamenta queda
—senfx
cos B x
Observacion 1: Las soluciones de la EDO deben ser funciones reales, sin embargo la matriz
exD

cos B x
e '=Te P T ="
sen 3 x

esta formada por funciones complejas.Esto puede ser asi porque la matriz (de autovalores)
T es compleja, asi como 7 . Finalmente la matriz solucién fundamental e *// queda real.

Obviamente si por ejemplo B = 0, los autovalores hubieran sido reales y todas las matrices

deberan ser reales. Mas alla del hecho, que ya no tendriamos dos raices distintas (complejas

84



conjugadas) sino una sola raiz multiple (A, =2, = o) y deberiamos hace una descomposicion de
Jordan para obtener J, en lugar de una matriz diagonal D.

Observacion 2: Un caso particular del anterior sistema de EDO de primer orden, se obtiene al
tratar de resolver la EDO de segundo orden y” = — y, pues dicha ecuaciéon se reduce, como
sefialamos anteriormente, a un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, igual
al ejemplo con a. = 0y B = /. Admitiendo como soluciones la primera fila de la matriz solucion
fundamental, es decir {cos x , sen x}. Obviamente la solucién para la ecuacién y” = — ®” y, se
obtiene la misma ecuacion si se emplea como variable r = ® x, de manera que las dos

soluciones linealmente independientes en este caso quedan {cos wx , sen wx}.

6.5 Transformada de Laplace

6.5.1 Se dice que una funcién y(x) es de orden exponencial si y(x) es una funcion real definida
en R," y existen tres constantes positivas M, N, y, tales que si x > N entonces |y(x) | <M ™.
Si y(x) es seccionalmente continua en un intervalo 0 <x <N, y de orden exponencial para x > N,

se define la transformada de Laplace, Y(s), como:

V)= L@y = || e i d

6.5.2 Observacion: La integral esta bien definida si s > s,, para algun s,eR.

6.5.3 Propiedades
Propiedad 1: Si y;(x) e y,(x) son de orden exponencial, ¢; y ¢, dos constantes, entonces

Licyix) +cayax)} =c; L{y(x)} +ci L{yax)}, L es un operador lineal.
Propiedad 2: Siy(x)=e”*", Y(s)=L{e" "} = (s-1) .
En particular si A= 0, es decir si y(x) =1, resulta Y(s)= L {1} =s .
Propiedad 3: Si y(x) = ¢”*, L {cos fx + i sen fx} = L {cos Bx} + i L {sen Bx}, por P1, ademas
por P2:

L{ePy=(—ip '=p/(+B°) +is/(s+ B, esdecir que:

L {sen fxt=s/(s>+ ), L {cos Bx}=Lp/("+ B7).
Propiedad 4: Si f(x) =e¢ " y(x) y ademas Y(s) = L {y(x)}, entonces L { e* y(x) } = Y(5s — o).
Propiedad 5: Integrando por partes resulta:

Ly} ==y0) +s L{yx)}

LYW= —y(0)+sLy®}=-y(0) -y0)s+5 L{yx)}

LYy = —y"00) —y"20) s + .+ 5" L)
Propiedad 6: y(x)=x, y(x)=1, porlo tanto: £ {I} =s L {x} =5, es decir £ {x} =57

y(x) =x% y{x)=2x, porlo tanto: £ {2x} =s L {x?} =252 es decir L {x?} =257
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En general: £ {x"} =n/s 7.

6.5.4 Ejemplo: Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden lineales a
coeficientes constantes, caso homogéneo.

yi=4yi=2y: ,yi(0) =y sYi=yi=4Y,-2Y, (s—=4) Y +2Y,=ypy
y2=yity 2 12(0) = y20 sYo=y=Y,+7; —Yit (=1 Y=y
Resolvemos el sistema, llamando 4 al determinante, A=(s—4)(s—1) + 2=(s—2)(s - 3)
Yi(s)=[yio(s—1)=2y2]/ A=[yios—(yio + 2y:0)]/ A=A/ (s—2) + B/ (s — 3), usamos la P2.
Queda A =2 y,—y19, B=2(y10—y2). Entonces y;(x)=A4 e’ + Be’* . Andlogamente para y,(x).
Emplear la transformada de Laplace para resolver el problema de valores iniciales homogéneo

es equivalente a realizar los mismos calculos que antes (calculando los autovalores), dado que

a partir de:
'x) =1y, »(0) =yo
llamando Y,(s) a la tansformada de Laplace de y,(x), resulta:
sYils)=yo=IIYy(s) .. (sI- I Yys)=y, .. I-s'IDYys)=s"p

De las relaciones:

I(I+A+A +.. )=T+A+ A" +. .

A(J+A+A +.. )=A+A+A+.
surestada (/-A)([+A+A° +... )=1 esdecirqueentonces (/-A) ' =T+ A+ A" +...
Si A=s"'IT laecuacion (/—s ' IT) Yu(s)=s ' y,equivale a ¥,(s) = (Is '+ Hs’ + IT’s” +. . )y,
De la propiedad 6 L{x"} = n/ s, resulta s™” = L{x"/ n!}, y por lo tanto se obtiene
nuevamente:

) =T+ Ix/1/ +IT*x* /21 + .. Yyy=[I+(Hx)/ 1!+ (Hx)* /2! + ... 1y, =exp[IIx] y,

6.5.5 Aplicacion al movimiento oscilatorio: Para estirar un resorte una pequefa distancia,
sin aceleracion, se necesita una fuerza proporcional a la distancia estirada: F =k y. El resorte
al ser extendido, reacciona con una fuerza igual y opuesta. Este es el principio del resorte, o
dinamémetro, comunmente usado para medir fuerzas. De manera que la fuerza de atraccion
(hacia la posicion inicial de equilibrio y = 0) es F = — k y. Un objeto de masa m cumplira la
ecuacion del movimiento F=m y”, y su dinamica esta descripta por m y” = —k y, que se puede
escribir como

y”+ o’y =0, donde o’ = k/m, a w se la llama frecuencia angular (luego veremos porque)

tomando la transformada de Laplace, queda: (s> + ®%) Y(s) =y ’(0) + y(0) s

Q)
Que puede escribirse como Y(s)=a, — i 5 +a, 5> ,donde a; =y(0) y a, =y (0)/o.
sT+o sT+o

La solucion es:
V() = a; cos ot + a; sen t,
pero esta no es la forma que se acostumbra expresarla, porque llamando 4 = v (a> + a,%), y

definiendo el angulo ¢, mediante las expresiones sen ¢y = a,/4, cos ¢y = a,/A (donde 4 > 0, ya que
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si a; = a; = 0, se tiene la solucién nula, que corresponde a condiciones iniciales y(0) = y’(0) = 0),
la solucién finalmente se reescribe:

(1) = 4 sen(ot + ¢o)
que describe un movimiento oscilatorio, es decir un movimiento periédico que se repite cuando
t aumenta una cantidad 2n/w, 4 es la amplitud de dicho movimiento, ¢ = wz + ¢, se lo llama fase,
y do la fase inicial.
Si ahora consideramos ademas de la fuerza del resorte, el hecho que el objeto se mueve a
través de un fluido, debemos tener en cuenta las fuerzas de friccion. Estas fuerzas se puede
aproximar suponiendo que son proporcionales a la velocidad y opuestas a ella, en nuestro caso
Fr=-ny’, donde el coeficiente n depende de la forma del objeto y de la friccion interna del
fluido (fuerzas de friccion entre las distintas capas del fluido que se mueven a distintas
velocidades). De manera que la ecuacién de movimiento ahora es

y'tny to’y=0
De manera que la transformada de Laplace, queda: (s> + 1 s + ©°) Y(s) = y'(0) + 1 »(0) + ¥(0) s,

es decir

c,s+c¢
Y(s)= 1 2 = donde ¢, = y(0), ¢;=y’(0)+n y(0), y lamando a = % n, entonces

sTHNsS+ o
como s* +2 a s + o> = (s + a)’ + B>, donde llamamos p> = o’ — a?, y ahora se reescribe

Y(s)=a, (s +0) +a P

ra) +p> (st +p

T donde a; =c¢, Y a; = (¢, — a ¢1)/B. La solucién queda:

y(t)y=aye “ cos Bt +aye * sen P,
o también
y(t)=Ae * sen (Pt + ¢y),
De manera que la amplitud es 4 e ™, es decir que, debido a las fuerzas de friccion, decrece con

el tiempo, y también modifican la frecuencia angular, pues ahora es p = [ ®* - o’].

6.5.6 Observacion: Cualquier funcion de orden exponencial y(x), aunque solo se encuentre
definida para x > 0, se la puede extender para todo R, con considerar y(x) = 0 si x < 0. De

manera que la transformada de Lapalce se puede escribir como una integral sobre todo R.

6.5.7 Observacion: Si y,(x) e y,(x) son de orden exponencial se define la convolucién con la

notacion (y;*y,) (x)=yi(x)*y(x) como
0ty = [ vt oy di = [ i 0.0 di
—o0 0

Si y; e y; son dos sefiales j,cdmo puede interpretarse esto?

Propiedad 7: Si y;(x) € y,(x) son de orden exponencial, y ademas Y,(s) = L{y;(x)} € Yx(s) =

L{y:(x)}, entonces L{(y;*v:)(x)} = Yi(s) Yi(s). Pues:

LAiyi*y)x)} = j e’ j Vi(x—1) yot) dt dx =

—o0 -0
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+00

]

+00
Iy pd—) | ey di= Vi Yals)
6.5.8 Ejemplo: Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden lineales a
coeficientes constantes, caso inhomogéneo. Partiendo del problema de valores iniciales:
y) =1y, + q(x) Y(0) =y,
Llamamos Y(s) y Q(s) a las transformadas de Laplace de y(x), y ¢q(x) respectivamente. Entonces:
sY(s)—yo=ITY(s) + O(s) .. (s I-IT) Y(s) =y, + O(s) .. (I- s IT) ¥(s)=5"yy+5'0(s)
(I- s II) Y(s)=s"y,+s'0(s) equivale a
Ys)=(Is'+HOs’+ I’ s +.. )yo+ (Is'+ Os” + s> +...)0(s)

De las propiedades 6 y 7 resulta que:

Y(x) = exp[IIx] y + exp[ITx] * q(x) = exp[ZTx] yy + I expl T (x = )] q(1) dt = pu(x) + yp(x)
0

En concordancia con los resultados previos. Ver otros ejemplos en Spiegel (1992).

6.6 Operadores diferenciales lineales

La busqueda de soluciones de una EDO de orden n lineal a coeficientes constantes puede
encararse o bien usando la transformada de Laplace, o bien el método de las matrices
(transformando la EDO en un sistema de EDO de primer orden). Puede probarse que ambos
métodos son equivalentes, y también que existe otra forma de abordar el problema.

La EDO de primer orden lineal la podemos escribir

Y=y py" T A A D Y ey + )
. dn dn—] dn—Z d .
o usando el operador L = ——P, 7Py 55—+~ Pn;—— P, COMO L[y(x)]= qx)
dx dx™ dx dx

6.6.1 Caso homogéneo

Se trata de buscar soluciones, y,(x), de la ecuacion ]:[yh (x)] =0

Dichas funciones formas el nucleo del operador, es decir entendemos por nucleo del operador
al conjunto N(L)= {r,x) / i[yh(x)] =0} . Si comparamos el polinomio caracteristico, P(}), del
sistema de EDO de primer orden equivalente, vemos que

PO =N —=p, N —p, "7 — . =p.i =D,

. d . . . . ,
entonces L = P(d—j, y si descomponemos dicho polinomio en sus » raices, Ay, A, ... A,, queda
X

PO)=(h=%;)(A=2As) ... (L—2,), Y el operador es ahora L = i—kl i—kz i—xn
dx dx dx
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; _ Aa A A d
Es decir que se puede escribir el operador como L=L,L,..L,, donde L, = (d——kk], en
X

otras palabras la EDO se puede escribir como L[y, )]=L, L, L, [v,x)].

Se pueden dar distintas situaciones, de acuerdo a los valores que puedan tomar los distintos

M. A saber:

a) Las raices del polinomio son reales y distintas. En este caso tenemos dos puntos a

considerar, en primer lugar vemos que la solucién de la ecuacion

ik[yk(x)]zgg—"—xkyk(x)zo es yk(x):ek"x, ademas los nucleos de los operadoresik
X

tienen como interseccién {0}, y las yi(x) son linealmente independientes. Por lo tanto dichos

operadores conmutan.
Como L, [0]=0,resulta L[y, w]=L,L, L [vi@]=L,2, L, L., L]ye@]=0,
en otras palabras cada y,(x) es solucién, y como ademas son linealmente independientes, la

solucién general sera

Ayx A X

7\,1)( n
+C2€ +...+cne

y,(x)=c,e
b) Hay raices del polinomio que son complejas. Supongamos que A; =a +i B, y A, =a — i .
Entonces el polinomio debe ser de la forma

PO =[(A—a) +BT(A=2s) . (A=Ly)

) -
y el operador queda L = i—a +pB? i—k3 i—kn
dx dx dx

B 2
Ahora buscamos y.(x) tal que L, [y, @)] = (% - aj + BQ}[)}i ®)]=0

Tomando en cuenta la parte entre paréntesis, proponemos y.(x) = u(x) e **, entonces queda:

d Y e . y
——a [u(x)e“]zu”(x)e YL, u(x)e‘”]= [u”(x)+[32u(x)]e * =0 vy, la solucion general de

dx

u”(x) =B u(x) s u(x) = ¢, cos Px + ¢, sen Px, es decir que yi(x) = c; €** cos Px + ¢, e** sen Px, y la
solucién general es ahora

Aox Aox
ax ox
yy(x)=c,e”" " cosBx+c,e “senBx+c,e 3 +.+c, e’

c¢) Las raices del polinomio que son multiples, por ejemplo el polinomio es
POY=(A=2 )" (A=) (=D )™

n2

A A ~ nl ~ A nm A d . o
el operador L queda L =1, ]LZ ..L, ,donde L, = (d——xkj, pero obviamente ahora si
X

. ~A ~ nk . A . 0
bien cada L, conmutacon,  para;#k, los L,, para un mismo k no conmutan entre si. Es

2
- d
decir que debemos buscar y;(x) tal que L, k[yk (x)] = (——xkj [yk (x)] =0, como en el caso
d

Y

anterior proponemos yy(x) = u(x) e ** *, entonces queda la ecuacién »"”(x) = 0, cuya solucién es
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nk—1 ] e x

ux) =c;+crx +c; X ..+ e P Y x) =[c; + c;x + c¢3 X+ A+ ey x e y la solucién

general es

1 A x 1 A, x
yh(x)z[c] +eyx+c;x’ 4. 4+c, xM l]e ! +...+[h1 +hyx+h;x? +. +h, x™ 1]6 "

6.6.2 Caso inhomogéneo

Se trata de buscar una solucion particular, y,;(x), de la ecuacion ﬁ[ypi (x)] =q(x) .
Una forma de resolver este problema es buscar un operador iq, lo mas sencillo posible, tal

que [:k[q(x) ] =0 . Aplicamos dicho operador a la expresién anterior queda iq ﬁ[ypi (x)]: 0, en
otras palabras ahora debemos resolver una ecuacion homogénea con un nuevo operador que

A A

resulta de la composicion L, L. En caso que ambos operadores conmuten o sea L, L =L L,,

como L[ 0 ]= 0, el problema se reduce a resolver iq [ypi (x)] =0, mas simple que iq i[ypi (x)] =0.

Para mas detalles y ejemplos ver Ayres (1991), Kiseliov (1979) y Spiegel (1986).
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CAPITULO 7

Soluciones en el campo complejo
Alberto Gustavo Albesa

En tus rutas que cruzan los mares
florece una estela azul de cantares
y al conjuro de nuevos paisajes
suena intensamente tu claro cordaje
Con tu dulce sembrar de armonias
Tierras lejanas te vieron pasar

otras lunas siguieron tus huellas,

tu solo destino es siempre volar

C.Gardel, A.LePera, GOLONDRINAS.
7.1 Funciones analiticas

El problema de valores iniciales para una EDO de primer orden se puede extender al campo
complejo, es decir si, siguiendo la notacion candnica, reemplazamos las funciones y(x) por w(z)
y y{x) por wfz), es decir que entonces la pregunta es sobre la existencia y unicidad del
problema:

wiz) = [z, w), W(Zo) = W,
En algun entorno Q c C de z,, cuando f es analitica alrededor de (z,, w,). Existe un teorema

analogo al de Picard que asegura la existencia y unicidad de solucion.

7.1.1 Teorema

Dado el problema de valores iniciales w1z) = f(z, w), w(z,) = w,; si f es analitica tanto como
funcién de z, y como funcién de wen |z-z, | <a y |w—w,| <b, entonces existe una tnica
funcién w = ¢(z) que es solucion del problema y es analitica para |z —z,| <h, con h > 0 donde

se puede ver que & = a [I — exp(~ b/ 2Ma)], con M = max | f|> 0. Ver Ince (1956).

7.1.2 Observacion
La EDO implica que existe w1z) en | z—z,| <a, por lo tanto w(z) debera ser analitica al menos en
|z —z,| < a. Es decir las soluciones son funciones analiticas en un entorno de z,.
¢ Qué ocurre si la EDO es lineal de orden n homogénea?. Con la notacién w®(z) = d*w/dZ*
resulta:

m) _ (n-1) + + ry (k) — k: 0 .y
w" =piz) w e D@ W P2 W, w¥(z,) = Woi, ..., n—1.

Siendo cada p;(z) analitica en Q; con z,e €, y se busca la solucionen Qc Q, ", N ... N Q, .
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Figura 7.1 Se busca una solucién en el dominio [1, comun a todos los (.

Por ser la solucién analitica el desarrollo de Taylor da, en un entorno de z;:
0
_ k _ (k) /
w(z) = ar (z—2z,),, ar= w"(z,)/kl
k=0

Los primeros valores de a; (k= 0, 1, . . ., n—I) resultan de las condiciones iniciales, los restantes
de reemplazar en la EDO, es decir para k = n resulta:

ay= w"(z0) /n! = [pi(z0) Wops + ... + P ui(zo) Wo1 + Pulze) wo 1/ 1, €tC.
Si se toman como condiciones iniciales w,f’"(zo) =0k, j=1,...,m k=0,1,...,n-1,c0ndy=
Osii#k 6;=1, se pueden obtener n soluciones candénicas w;(z), . . ., w,(z), linealmente
independientes.
Un enfoque muy detallado se puede ver en Ince (1956)
Antes de proseguir es bueno recordar que el producto de dos funciones analiticas en un mismo
punto, es una funcién analitica en dicho punto, y como ambas admiten desarrollos en series de
potencia alrededor de dicho punto, su producto también. Pero ;Como se pueden obtener los
coeficientes de dicho producto a partir de los de cada uno de las otras funciones? Es decir, por

ejemplo, para simplificar tomemos alrededor del origen, y sabemos que

o0

ftx) =Zakxk .y ek) =Zbkxk , entonces si h(x) =f{x) g(x) = chxk
k=0

k=0 k=0
La pregunta es jcomo dependen los ¢; de a, y b;?
Comenzando con las potencias mas bajas vemos que:
co=apby
c;=apb;ta; by
c;=apbs;ta;b,+a,by

Ahora vamos a considerar el caso de la EDO de segundo orden lineal y adoptamos la notacion

de valores reales:

y'"(x) + p>x)y'(x) + q(x) y(x) =0 con p(x)y q(x) analiticas en x,, es decir:

PE =Y pilx—x)t | x—xol < 7y
k=0
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M

qr (x —x,)", | x—x,| <7

qx) =

k

Il
=}

A este tipo de puntos los llamaremos puntos ordinarios de la ecuacion diferencial, y entonces:

M

a (xfx(,)k, | X=X, | <r= min(ry, ry).

yx) =

k

Il
=}

Pero ¢ cual es el valor de los a; ?

Y=Y kap@-x) =Dt D ag (x-x,)
k=1 k=0

Y=Y k- Da-x)7 =Y e+ 2) (k+ 1) apr (x-x),

k=2 k=0
Reemplazados en la EDO obtenemos

o]

Dkt U+ Dac-x) [ D pa-x) 1LY, e+ Daws -x) ]+
k=0 k=0

k=0

o0

[ aa-x) 1Y, a-x)]=0
k=0

k=0

Ahora se pueden efectuar los productos de la forma antes observada, y queda:

© k
S {2kt D +[Y s G+ Dapr + a1} G-x =0
k=0

Jj=0

Como todos los coeficientes (términos entre llaves, deben ser cero, obtenemos la relacion

k
k+2k+Dar == pey G+Daps + g ja L k=01 ..
Jj=0

que vincula linealmente al coeficiente a,.,, con todos los anteriores, es decir ay, a,, ..., a;:;.
Como k=0, 1, ..., todos los coeficientes a partir del a, seran cierta combinacion lineal de los dos
primeros, o sea ay Y a;.
La soluciéon general queda:

Y(x)=a,yi(x) +a; ya(x)
Como ay = y(xy), a; = y’(xy), yi(x) , y2(x), son soluciones que cumplen las condiciones iniciales
vi(x,) =1, yi'(x,) = 0, yalx,) = 0, ¥5'(x,) = 1. Ademds su wronskiano en x, es el determinante de la
matriz identidad, es decir es distinto de cero, por lo tanto dichas soluciones son linealmente

independientes y constituiran una base en el espacio de las soluciones.

7.1.3 Ejemplo:
1) La ecuacion diferencial de Legendre.
) 2x . a(o+1)
y'(x) - > V() + ———= yx)=0 con x,=0
1-x 1—x
2x a(a+1) . .
px)= — ~ . q(x)= ——= admiten desarrollos en serie para | x| < 1.
1-x 1—x

Reescribiendo
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(1-x) y"(x)— 2xy'() + o (a+1)y(x) = 0
Y reemplazando los desarrollos de y"(x), y'(x) € y(x), se obtiene:
a={-a(a+l)/2!} ay a;={-[a(a+))—12]/3!} a;, ax.z= {~[a(a+]) -k (k+ DV[(k+2)(k+1)]}ax
Es decir que podemos continuar reemplazando recursivamente:
a, = {a(a+)ala+1) =2 31/ 41} ay, as= {[a(a+1)—12][a(a+1)-3 4V 3!} a,.
Entonces la solucién general queda:

o0

y(x)=ay Z D7 afarD)— 2m—2)2m—1)] . .. [a(a+1))/ (2m)! x4+

m=1

ta; Y. (D[ a@t)-2m—DEm)). .. [a(@+)- 12V 2m+1)! ™

m=1

pues

asm=CD"[ afa+1)— 2m—2)2m—1)] .. . [a(e+1)V (2m)! ay

azme1=CED" [ a(a+l)— 2m—1)2m)] . .. [afa+1)- 12)/ 2Cm+1)! a,
Si a = n, entero positivo, el término a,., se anula y también se anulan todos los términos a,. ,
por lo que ese desarrollo (de potencias pares o impares, segun que n sea par o impar) se
reduce a un polinomio de orden n. Estos polinomios quedan univocamente determinados a
menos de una constante, a, 0 a; segun el caso. Si se la elige de manera que el polinomio valga
I para x =1, se tienen los llamados polinomios de Legendre P,(x).
Reemplazando se puede comprobar que:

Pox)=1, Pyx)=x, Px)=% (3x'—1), Psx)="%(5x—3x) yengeneral:

Px)=[2"n!17d7dx"[ (- 1)"] Férmula de Rodrigues.

Polinomios de Legendre P (x)
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Figura 7.2 La figura muestra los cuatro primeros polinomios de Legendre Pi(x) alrededor de x = 0.

7.1.4 Observacion: A diferencia de las series, los polinomios estan definidos en -1 <x <1y,

excepto el primero, cada uno de ellos tiene ceros en dicha region.

7.1.5 Observacion: Vimos que si x, es un punto ordinario de la ED y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) =
0, es decir es un punto de analiticidad de p(x) y ¢(x), entonces es posible encontrar dos

soluciones linealmente independientes y;(x) e y,(x) que son analiticas en x,.
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7.1.6 La ecuacion diferencial de Hermite

vy - 2xyx)+2aykx)=0, x,=0.Reemplazando los desarrollos queda:

D kDD ageox* — D 2kaex® + ) 2aat =0,
k=0 k=1 k=0

[2a;+2aagx"+ ) (k2] agz + 2 (@ =K @ ]2 =0

k=1
a;=—oa.a, iy = — 2 (o —k) / [(k+2)(k+1)] ax, k=123 ... Esdecir:
ay = (12X a(a-2) . . (a.—2k)/ (2k)! a,, asr = (1) 25 (a=1) .. (02 k+1) (2k+1)! a;

Si a = n, entero positivo, ese desarrollo (par o impar) se reduce a un polinomio de orden n.
Estos polinomios quedan univocamente determinados a menos de una constante, a, 0 a; segun
el caso. Si se elige de manera que el término de orden n sea 2" se tienen los llamados
polinomios de Hermite H,(x).
Reemplazando se puede comprobar que:
Hyx)=1, H)(x)=2x, Hyx)=4x’-2, Hyx)=8x’—12x yen general:
Hyx)=(-1)"exp(x’) d"/ dx" [ exp(~x’ ) ].

Polinomios de Hermite H (x)

Figura 7.3 La figura muestra los cuatro primeros polinomios de Hermite H,(x) alrededor de x = 0.

7.2 Soluciones alrededor de singularidades

Hasta este momento analizamos soluciones de la ED y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0 alrededor
de un punto x, donde p(x) y g(x) eran analiticas. Son los denomina puntos ordinarios de dicha
ecuacion diferencial. Pero 4 Qué ocurre si x, es una singularidad de p(x) o de ¢(x) o de ambas?
Los puntos x, en que ocurra esto se denominaran puntos singulares de la ecuacion diferencial.
Sl se desean buscar soluciones préximas a x,, un requisito minimo debera ser que x, sea un
punto singular aislado de p(x) o de g(x) o de ambas.

Un primer abordaje al problema de buscar soluciones y(x) en las proximidades de una

singularidad aislada puede ser proponer que la misma como y(x) = (x — x,)" ¢(x), de manera que
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el factor (x — x,)" pueda resolver las eventuales singularidades de p(x) y ¢(x) en x,, mientras que

¢(x) es analitica en x, y no se anula en x,. En otras palabras la idea es proponer

o0

YO = @ x0) 0@ = (x—x0)" Yy (x-x,)" =D ay (6 x,)" b =ap# 0
k=0

k=0

De la misma forma se pueden calcular sus derivadas, quedando

Y@ =D 0+ k) ap (x—x, )"

k=0

o0
2 A+k=2
Y=Y ARk = ay (r—xy)"
k=0
Para obtener, como en el caso de analiticidad, alguna relacién de recurrencia entre los
coeficientes a,, podemos reemplazar las derivadas en la ecuacioén diferencial y multiplicarla por

Atk

(x —x,)*, para que queden desarrollos en términos de (x —x,)"*, entonces se obtiene

DAk =Day @-x))" +@-x)p) D (A +k) ay (x-x,)"
k=0 k=0

+or-x0)t q®) Dy (x—x,)" =0

k=0

Para poder continuar con esta suposicién tanto (x — x,) p(x) como (x — x,)%,q(x) deberian admitir
desarrollos en serie de potencias alrededor de x,, es decir deberian ser analiticas en x,, para
que esto suceda, si x, es un punto singular, debera a lo sumo ser un polo de orden uno de p(x)
y a lo sumo un polo de orden dos de ¢g(x).
En el caso que p(x) tenga en x, a lo sumo polo de orden no mayor a uno y ¢(x) tenga en x, a lo
sumo un polo de orden no mayor a dos, el punto x, se denominara puntos singular regular.
Alrededor de un punto singular regular la ecuacion diferencial y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0,
puede escribirse:

(x=x)° ") + P(x) (x = x,) Y'(x) + Q) y(x) =0
con P(x) = (x — xp) p(x) Y O(x) = (x — x,)*,q(x) analiticas en x,.

7.2.1 Teorema (Fuchs)
Si x, es un punto singular regular de la ecuacion diferencial y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0,
entonces al menos una soluciéon admite un desarrollo alrededor de x, de la forma:

o0

y(x) = (x—xo)x zak (X—xo)k ,=Zak (x—xo)Mk ,ap#0
k=0

k=0
Se plantea ahora encontrar alguna forma para obtener los valores de 1y de a, y como

depende g, con A, es decir a,= ax)).

7.2.2 Método de Frobenius
Existe un método, analogo al caso de los puntos ordinarios, para determinar la dependencia de
ax=ag\), una vez que se puedan obtener los valores de .

De acuerdo a lo antes mencionado, la ecuacion diferencial se puede escribir como:
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(x=x) ") + P(x) (x = x;) Y'(x) + Q) y(x) =10
donde:
P =Y pilx—x)" 00 = qulx—x)" y
k=0 k=0
Reemplazados en la EDO obtenemos

i (Ovtk) vtk —1) @y (x —x,)*™* + [ i pee—x) ][ i (k) a (x —x,)"™* ] +
k=0 k=0

k=0

+ [Z qk(x_xo)k][z ak(x_xa)l%]zo
k=0 k=0

El primer término de cada desarrollo en serie, cuando & = 0, es decir el coeficiente de (x —x,)* es
[ A(A—1) + py A + qp lay, €l término entre corchetes es un polinomio de segundo grado en A, que
escribiremos como F(L) = MA-I) + py A + g9 = A* — (1-py)) A+ ¢, entonces el desarrollo,
separando los términos en py y qy:

F(O) ag (x—x,)" +

k-1

Y. Lok -T) ay +po () T qil e+ [ D (g Ok i)+ g ) a]} (x—x)"* =0

k=1 j=

~

Usando la definicion de la funcion F se reduce a
0 k-1
FO) a-x)'+ Y. {F0R a+[ D iy 0D+ @) a ]} -x)™ =0
k=1 j=I
Como todos los coeficientes deben anularse resulta
k-1
FO)ag=0,  FOAR a+[D. ey OFN+ g ) a]=0, k=12, ..
j=1
como a, # 0 resulta F(L) = A — (1-py) A+ go = (A= Ay) (A—Ay) = 0, de manera que existiran solo
dos valores posibles para A, a saber A=\, y A =X,. Ademas la relacién entre coeficientes y
raices indica que A; + A, =— (1-py), ¥ A1 A2 = qo-
La segunda igualdad permite determinar a; en funcién de ay, a;, ..., a; ;, siempre que F(A+k) no

se anule para ningun valor de k. Desarrollos similares a Bak (1969), Balanzat (1994), Courant
(1953) y Kreyszig (1991).

7.2.3 Soluciones linealmente independientes

Como ya se menciond, para que se anule el primer coeficiente F(L) a, = 0, dado que a, = 0,
resulta F(A) = 0 que tiene dos raices A, y A,, para que F(A,+k) no se anule debe ser A, = \,+ £,
para todo £, es decir si existe un entero m tal que A, — A, = m, resulta F(A,+m) = F(A;) =0, y no se
puede calcular a,, para A = X,. Podemos dividir la situacioén en tres casos:

1) A y A, distintos y no difieren en un entero, es decir A, X, y i, —A; nO es entero

2) A1 Y A, iguales, es decir A, =2, que cumple A; — A, = 0 es entero

3) A ¥y A, distintos y difieren en un entero, es decir A, #A; y A, — A, =m €s entero no nulo.

Queremos ver de qué forma es posible hallar dos soluciones linealmente independientes.
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Con L =2, tenemos, por el teorema de Fuchs, una solucion y,(x) de la forma:

o0
i) = G—x)* D, ax(x—x)* cona, =0
k=0
en este caso los coeficientes se pueden calcular a partir de
k-1
a, =~ [VFOAR LY. iy Cth )+ g e ) k=1,2, ..
j=I
Recordemos que también la podemos escribir como y,(x) = (x — x,)*’ ¢(x), con ¢ analitica en x, y
d)(X()) Z O
Veamos coOmo encontrar y,(x) linealmente independiente de y,;(x) en cada caso.
1) Si A; — X, no es entero, no hay inconvenientes en emplear el método de Frobenius con vy

obtener los coeficientes, digamos b,, o sea una solucién linealmente independiente de y,(x)
sera:
0
v = (x—x0)” Y be(x—x)" con b, =0
k=0
Donde los b, se obtienen a partir de
k-1
b =—[FOA LY. iy Gtk + @) by ) k=1, 2, ..
j=1

Para los otros casos, 4; — A, es entero, veamos que si y;(x) es una solucién, otra solucién y;,(x),
que sea linealmente independiente con y;(x), no puede ser una constante por y,(x). Por lo tanto
escribimos y,(x) = v(x) y;(x), ademas sabemos que y,(x) es solucion de la ecuacion diferencial
y"(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0, ahora queremos que y,(x), también sea solucion, entonces
¢cuanto debe valer v(x)?. Supondremos que v(x) es dos veces derivable, de manera que

y2(x) = v(x) yi(x)

y2(6) =v(x) y1 (x) +v{x) yi(x)

Y2' 