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Figura de la caratula

Atomos de hierro adsorbidos sobre una superficie (111) de cobre formando un simil a
un corral de 14,3 nm de diametro. La temperatura de trabajo es de 4 K.

La imagen muestra el contorno de la densidad local de estados electronicos y no
figuras de atomos.

La imagen superior muestra atomo por atomo la construccion del corral sobre la
superficie.

Fuente: STM Gallery, from the IBM Almaden Research Center Visualization Lab
Home Page: http://www.almaden.ibm.com/vis/stm/gallery.html.

Fisicoquimica Basica, Alberto L. Capparelli. La Plata, Argentina, 2013
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"Those of us who teach physical chemistry must be well versed in its mathematical
superstructure, at least in its broader aspects, even if we are not familiar with every
detail..."

"At the same time it has to be recognized that competent and even outstanding
research in physical chemistry can sometimes be done by people who are
somewhat deficient in mathematical skills, ..... Michael Faraday is the obvious
example; more recently Norrish was able to win a Noble Prize in this way,... Such
people, however, are rather exceptional, and one cannot escape the conclusion
that a sound education in physical chemistry, and indeed all branches of chemistry,

must have a strong mathematical basis."

Keith J. Laidler, "The world of the physical chemistry", Oxford University Press
(1995)

Aquellos que ensefan fisicoquimica deben estar bien interiorizados en su superestructura
matematica, al menos con sus aspectos mas amplios, aun cuando no estén familiarizados con

cada detalle.

Al mismo tiempo, es un hecho reconocido que la investigacion en fisicoquimica puede, en algunos
casos, ser realizada por personas con habilidades matematicas deficientes,. ...Michael Faraday es
el ejemplo mas evidente; en fecha mas reciente, (Ronald G.W.) Norrish obtuvo el Premio Nobel (de
Quimica, 1967). Sin embargo, este tipo de personas son mas bien excepcionales, y uno no debe
pasar por alto que una buena formacién en fisicoquimica, e indudablemente en todas las ramas de

la quimica, debe apoyarse en una sélida formacién matematica.

Keith J. Laidler, "EI mundo de la fisicoquimica", Oxford University Press (1995) -Traduccion del

autor.
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PREFACIO

El presente texto cubre los aspectos fundamentales de un curso basico de
Fisicoquimica General para estudiantes de Ciencias Exactas (Quimica,

Bioquimica, Biotecnologia y Farmacia), Ingenieria Quimica y ciencias afines.

Si bien existen textos de caracter general, el que se propone aqui esta basado en
mas de 30 afos de actividad docente desarrollada por el autor en el ambito de la
la UNLP en este campo de la quimica. El libro, como tal, cubre aspectos basicos y
aplicados de la fisicoquimica general, tratando de orientar al estudiante en
aquellos temas que presentan mayores dificultades en la comprensién de los
conceptos que se ensefian como parte de un curso basico e introductorio de
fisicoquimica. En este aspecto, este libro no cubre los capitulos de estructura
molecular, espectroscopia, termodinamica estadistica y fisicoquimica de

superficies.

Por lo tanto, el texto se sustenta sobre tres aspectos centrales: la descripcion
macroscopica de los fendmenos, el establecimiento de correlaciones entre los
fendbmenos observados asi como la formulacion de hipétesis, modelos y teorias
para explicar los hechos experimentales. Se busca mostrar las limitaciones
implicitas en los modelos, con el fin de establecer una dinamica entre lo que se

observa y lo que se pretende describir en términos de los mismos.

En el desarrollo de los temas, la ejercitacién y la resolucion de problemas esta
incluida explicitamente en el texto, enfatizando los aspectos en los cuales el
estudiante presenta sistematicamente mayores dificultades de comprensién de las

ideas centrales.

Aquellos temas que se fundamentan en herramientas mas elaboradas, se
presentan en forma de Anexos para no entorpecer el desarrollo de los aspectos

mas basicos.



A diferencia de los textos recomendados en cursos tradicionales de Fisicoquimica,
el que aqui se propone es mas detallado que aquéllos. En efecto, en el presente
libro se incluyen las deducciones completas y se explican conceptos que se

mencionan en la mayoria de los textos tradicionales sin discusion detallada.

En el desarrollo de los capitulos en que se agrupan los temas, bajo la forma de
ejercicios, ejemplos y problemas, se ilustran las ideas que se describen
previamente. El nimero de ejercitaciones y problemas resueltos incluyen graficos

y figuras con las explicaciones correspondientes.

Los distintos temas que se tratan en el texto se sustentan en los conceptos

introductorios de Quimica, de Fisica General, Matematica y Estadistica basica.

La fisicoquimica como disciplina tiene una dinamica de crecimiento y esta
presente en otros campos de las ciencias, como la biologia, bioquimica, las

ingenierias, las biomedicinas para mencionar algunas de ellas.

En el texto se ha tratado de introducir algunas notas historicas para que el
estudiante ubique en el tiempo las contribuciones de los cientificos mas

representativos en el desarrollo del conocimiento de la fisicoquimica.

Se ha buscado mantener un sistema combinado de unidades recomendadas por

el sistema internacional y el empleado en forma cotidiana en el lenguaje técnico.
El texto se plantea en capitulos que cubren los siguientes aspectos:

En los capitulos 1 a 4 se abarcan las nociones basicas sobre equilibrio, en
particular los equilibrios de fase. En el capitulo 1, se desarrollan los aspectos
macroscopicos asociados con distintos topicos para integrar e interrelacionar las
nociones basicas aprendidas en cursos de Quimica General y Fisica con los
objetivos de la fisicoquimica. En el capitulo 2, se analizan las propiedades de los
sistemas gaseosos a bajas presiones, y se introduce al estudiante en la

metodologia que conduce al modelo de gas ideal a partir del analisis del



comportamiento experimental. En el capitulo 3, se desarrollan los aspectos
basicos de la teoria cinética de los gases y la ley de distribucion de velocidades de
Maxwell, la ley de distribucion de energia de Maxwell-Boltzmann, el principio de
equiparticién y las consecuencias de sus limitaciones. En el capitulo 4 se tratan los
aspectos fenomenoldgicos de los gases reales como funcion de la presion,
volumen y temperatura. Se describen los tipos de representaciones graficas en
dos dimensiones del comportamiento experimental, asi como las leyes empiricas
para sistematizar su estudio y las representaciones matematicas que se emplean
para describir en términos de los desarrollos del virial. Finalmente a través del
modelo de gas de van der Waals, se analizan las ventajas y limitaciones propias

en la formulacién de hipotesis para describir los comportamientos experimentales.

La termodinamica es una de las centrales en el campo de la fisica, de la quimica,
de las ciencias biolégicas y de la ingenieria. El estudio termodinamico de los
sistemas materiales es uno de los aspectos fundamentales para el tratamiento de
los sistemas materiales en el campo de la fisicoquimica. Los primeros dos
principios de la termodinamica se desarrollan en los capitulos 5 a 9. En los
capitulos 5y 6 se introduce al estudiante en el primer principio y sus aplicaciones
a procesos fisicos y quimicos, en particular los aspectos relacionados con
termoquimica. En los capitulos 7 y 8 se discute el segundo principio de la
termodinamica, se introduce la funcion entropia y sus aplicaciones, y las funciones
energias libres de Gibbs y de Helmholtz. En el capitulo 9 se discutira el
tratamiento de la energia libre en sistemas reales y las condiciones generales del

equilibrio termodinamica.

Con los fundamentos previos, en el capitulo 10 se encarara el tema de sistemas
de multicomponentes introduciendo la composicion como una variable. Se definen
las propiedades molares parciales y en particular volumenes molares parciales y el

potencial quimico. En el capitulo 11 se trataran mezclas ideales de gases, la ley



de Raoult asociada con las propiedades coligativas y se define solucion ideal. Se
reserva para el capitulo 12 el tratamiento termodinamico de las soluciones ideales
y reales, asi como la introduccion del concepto de actividad y de factor de
actividad en soluciones de no electrolitos y su medida a partir de la informacion
termodindmica. En este capitulo, se discute el modelo de van Laar para soluciones

reales.

En el capitulo 13 se trata el tema del equilibrio quimico homogéneo y heterogéneo.
Se introduce la constante de equilibrio termodinamica y se analizan los factores
gue la afectan. Si bien el tercer principio de la termodindmica puede tratarse en

forma separada, se lo incluye como un punto asociado a de este capitulo.

La termodindmica de las soluciones de electrolitos se discute en el capitulo 14 y
se desarrolla la teoria de Debye-Huckel. Electrodos y pilas, como parte de la

electroquimica del equilibrio, se tratan en el capitulo 15.

La dindmica de las colisiones moleculares y los conceptos de camino libre medio,
frecuencia de colision, numero de colisiones por unidad de volumen y de tiempo,

colisiones con restriccion en la energia se reservan para el capitulo 16.

En el capitulo 17 se encaran los fendbmenos de transporte en gases, liquidos y
soluciones de macromoléculas donde se presentan los aspectos basicos, tratados
desde el punto de vista fenomenolégico y microscopico. En la seccion destinada a
los fenomenos de transporte en gases se analiza el concepto del equilibrio local
aplicable a su descripcion para luego discutir los modelos basados en la teoria
cinética de la viscosidad, conductividad térmica y difusién. Para la discusion de los
fendmenos de transporte en fase liquida (viscosidad y difusion) se considera el
movimiento browniano y se deduce la ecuacion de Stokes-Einstein. Como parte de
los fendbmenos de transporte en soluciones de macromoléculas se discuten las



medidas de viscosidad y la evaluacion del peso molecular de estos sistemas

moleculares.

Se deja para el capitulo 18 el anadlisis de los fenbmenos de transporte de
soluciones de electrolitos y las leyes que los describen, se estudian las
movilidades idnicas, los factores que las afectan y se desarrolla el modelo
simplificado de Debye-Huckel-Onsager y sus limitaciones en el analisis de este

tipo de soluciones.

El capitulo 19 se cubren los temas de cinética quimica formal y los elementos de
la teoria del complejo activado, mientras que los capitulos 20 y 21 estan

destinados a presentar los elementos de estructura de sdlidos y de liquidos.

Finalmente un comentario sobre el sistema de unidades. En el texto se han
empleado basicamente las recomendadas por el sistema internacional (Sl),
combinando también aquéllas que son de uso frecuente en el lenguaje técnico. En
estos casos, se indican las equivalencias correspondientes con las recomendadas

por el Sl.
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Capitulo 1
Introduccion. Concepto de equilibrio

1.1 Objetivos de la Fisicoquimica
La fisicoquimica es uno de los capitulos centrales de la quimica. Sus objetivos
principales en términos generales son:

v’ estudiar los principios que gobiernan las propiedades vy el
comportamiento a nivel macroscopico y microscopico  de los sistemas
de interés en el campo de las ciencias quimicas y bioldgicas;

v’ estudiar procesos a nivel mesoscépico , esto es, aquellos sistemas que
se encuentra en la interfase comprendida entre los niveles macroscopico
y microscopico, por su interés basico y aplicado.

v' desarrollar e interpretar las modernas técnicas empleadas para
determinar la estructura y propiedades de la materia;

v' fundamentar y establecer las bases de los desarrollos analiticos y

tecnoldégicos.

La ensefanza de la fisicoquimica en un curso basico se sustenta en tres
grandes temas:

v' el estado de equilibrio de los sistemas materiales y el andlisis de las
variables macroscopicas y los factores termodinamicos que lo afectan;

v el comportamiento de los sistemas cuando se los aparta del equilibrio.
Esto genera una serie de transformaciones que se agrupan en los
fendmenos de transporte por un lado y en la cinética quimica por el otro;

v el conocimiento de la estructura de la materia para describir la forma en
gque atomos y moléculas, a través de sus propiedades moleculares,
determinan el comportamiento del estado de equilibrio, los fenémenos
de transporte y la cinética quimica.

La construccidon de la fisicoquimica requiere de una serie de herramientas
propias de la fisica, matematica y sin lugar a dudas de la quimica, razén de ser

de la disciplina.



La estructura basica de la fisicoquimica puede resumirse en la Fig. 1.1, que fue
adaptada de la Sociedad de Fisicoquimica Alemana (Bunsengeselschaft fur

physikalische Chemie):
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Fig. 1.1: Estructura basica de la Fisicoquimica.

Los conocimientos que provienen de la fisico-matematica y de la quimica,
conforman las bases de la termodinamica quimica, la quimica cuantica, las
espectroscopias y espectrometrias moleculares, la electroquimica, la cinética
quimica, los fendmenos de superficies y de transporte. Productos de los
principios basicos de estos capitulos se proyectan hacia otras areas, en
particular nanociencias y nanotecnologia, ciencia de los materiales, energia,
quimica analitica, quimica organica, quimica inorganica, quimica de

macromoléculas, etc.



1.2 Estructura del texto

Para su desarrollo, se ha elegido un esquema de presentacion basado en la
combinacién de herramientas macroscopicas para la presentacion de los
distintos capitulos, y para luego desarrollar los modelos y teorias que permitan
una interpretacion basada en leyes y principios de la fisica microscopica.

Los capitulos centrales en los que se desarrollara este curso cubren:

1.2.1 Propiedades de la materia. Gases

Se analizaran las propiedades de la fase gaseosa, el comportamiento
experimental de los gases diluidos (en el limite de bajas presiones) para
elaborar el modelo mas simple que describa su comportamiento (gas ideal).

En un segundo nivel se elaboraran las bases de la teoria cinética del gas ideal
y se cimentaran las bases experimentales para la teoria cinética de los gases.
De particular interés sera el analisis de la distribucion de energias moleculares
y del principio de equiparticion de la energia.

Luego se avanzara en la descripcion las sustancias reales en un amplio
intervalo de temperatura y de presiones, para avanzar en el impacto de las

fuerzas intermoleculares sobre estos sistemas.

Del estudio de los gases reales se obtendran algunas conclusiones empiricas
para sistematizar el comportamiento observado y finalmente se desarrollaran
distintos tipos de modelos, con particular énfasis en el lamado modelo de Van

der Waals.

1.1.2 Termodinamica del equilibrio
v' Principios de la termodinamica macroscépica. En este nivel se
estudiaran las leyes de conservacion de la energia (Primer Principio de
la Termodinamica) y de las condiciones que permitan evaluar la
espontaneidad de los procesos fisicos y quimicos (Segundo Principio de
la Termodinamica).
v' Transformaciones fisicas de las sustancias, puras. Termodinamica de

mezclas. Potencial quimico. Con las bases de los dos principios de la
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termodinamica se estudiaran sistemas de uno y varios componentes. Se
introducira el concepto de potencial quimico y las condiciones de
equilibrio para sistemas de varias fases en equilibrio.

Soluciones ideales. Propiedades coligativas. Soluciones reales.
Concepto de actividad. Se estudiaran las propiedades de las soluciones,
de los modelos de soluciones ideales y reales. Se discutira el modelo
mas sencillo para describir las soluciones reales.

Transformaciones de fase.

Termodinamica de las reacciones quimicas.

Equilibrio quimico.

Electroquimica.

Fendmenos de transporte y cinética quimica

Nociones basicas de los fendmenos de transferencia en gases, liquidos
y soluciones de electrolitos.

Cinética quimica formal. Concepto de velocidad, ley de velocidad, orden
de reaccion, molecularidad y mecanismo. Cinética de reacciones
complejas. Efecto de la temperatura. Ecuacion de Arrhenius. Nociones
de la teoria del complejo activado.

Elementos de estructura de sélidos y de liquidos

Sélidos cristalinos. Red cristalina. Tipos de redes. Redes de Bravais.
Difraccion de rayos X. Ley de Bragg. Indexado de un cristal.

Liquidos. Nociones de la estructura de liquidos. Funcién de distribucion

radial. Nimero de solvatacion.

En el desarrollo del texto se buscara establecer correlaciones entre magnitudes

fisicoquimicas con el fin de sistematizar la descripcion de los comportamientos

experimentales. Esto nos llevara a enunciar reglas, leyes, principios y teorias,

las que resulta conveniente diferenciar para entender que muchas de ellas no

son enunciados generales aplicables en forma indiscriminada, o se formularan

hipoétesis, muchas de ellas con el fin de simplificar el problema tratado,



limitando el alcance de validez de las conclusiones resultantes de su

aplicacion.

Por este motivo, trataremos de establecer algunas diferencias entre reglas,

leyes, hipotesis y teorias.

1.2 Reglas, leyes, hipotesis y teorias.

1.2.1 Reglas

Las mismas enuncian relaciones no siempre generales. Ejemplos:

* Regla de Trouton, que establece que en sustancias puras que no se
asocien en fase liquida y/o gaseosa, la entalpia de vaporizacién molar AyH" a
la temperatura de ebullicion normal (p~ = 1 bar, aunque en el texto se utilizara
con frecuencia la unidad de 1 atm) es directamente proporcional a la
temperatura de ebullicién normal Te. El cociente Ap,H"/Te = 10,5 R, siendo R la
constante general de los gases. Esta regla es de utilidad para estimar la
entalpia de vaporizacion de sustancias puras conociendo la temperatura de
ebullicion normal o bien estimar la temperatura de ebullicidon de una sustancia
que se descompone por calentamiento a partir del conocimiento de la entalpia
de vaporizaciéon evaluada a partir de medidas de la dependencia con la
temperatura de la presion de vapor en la regidn de temperaturas inferiores a la
que comienza el proceso de descomposicion.

* Regla de Pauling de los radios cristalinos en solidos ionicos. Esta establece
una correlacion geomeétrica sencilla entre el cociente de los radios ionicos de
cationes y aniones, que permite inferir como es la mejor manera disposicion
espacial de estos iones en un reticulo cristalino.

* Regla de Hund, planteada para el estudio de estados electronicos de
moléculas, que establece que aquellos estados electronicos que presenten el

mayor numero de electrones desapareados son energéticamente mas estables.

Sin embargo, estas reglas sirven de orientacion y las excepciones suelen ser
muy numerosas. El no cumplimiento de la regla es también una orientacion de

los factores no considerados al establecer la correlacién entre las magnitudes



fisicoquimicas involucradas en la misma. Por ejemplo, en el caso de agua, la
regla de Trouton no se cumple. La busqueda de una explicacion por la cual no
se cumple la regla estd en la existencia de enlaces hidrogeno entre las
moléculas de agua, tanto en la fase liquida como gaseosa.

En el caso de las excepciones a la regla de Pauling, por ejemplo, pueden
indicar el caracter parcialmente covalente de las interacciones entre los iones.
Aun reglas muy bien aceptadas como la de Hund presentan excepciones

importantes.

1.2.2 Leyes

Estas enuncian resultados generales resultantes de la observacion
experimental dentro de los limites en el que se han efectuado dichas
observaciones. Entre ejemplos posibles, podemos incluir las leyes de Newton,
entre otras.

Sin embargo, muchas leyes aceptadas como buenas herramientas de estudio,
pueden presentar fallas internas muy importantes. Por ejemplo, la dependencia
de la masa inercial con la velocidad de la particula es importante a altas
velocidades —cercanas a la de la luz-. Un marco de referencia de una ley
puede ser incorrecto y debe ser reemplazado por un nuevo paradigma que
incluya al anterior como caso de referencia. Por ejemplo, la mecanica de

Newton es un caso particular de bajas velocidades de la mecanica relativista.

1.2.3 Hipétesis

En general estas constituyen una formulacion de conjeturas razonables para
explicar los fendmenos observables en términos de conceptos fisicos y
quimicos fundamentales para dar sustento a una ley.

Muchas de éstas conducen a modelos, como lo son el caso del modelo de gas
ideal, modelo de gases reales tal como lo es el formulado por Van der Waals, el
modelo del atomo de Bohr para explicar la estructura de los espectros
electronicos del atomo de hidrégeno, o el uso de construcciones electronicas
para describir los enlaces moleculares tipo sigma o pi entre nucleos en una

molécula.



La construccién de modelos es de mucha utilidad para sistematizar los analisis,
pero son siempre simplificaciones y no deben ser considerados como
situaciones fisicas consolidadas.

Por ejemplo, a la luz de la mecanica cuantica, el modelo que describe el
comportamiento de los electrones a partir de su movimiento en trayectorias
bien definidas es insostenible. Ademas, algunos resultados de estudios de la
estructura electrénica permiten la construccion de las funciones orbitales py, py,
p; que son nociones muy empleadas por los quimicos. Sin embargo, su
utilizacidn sin comprender el proceso que condujeron al modelo aplicado es un
problema muy serio en la ensefianza de la quimica, que determina la creacion
de ideas que se mantienen en el tiempo y limitan la incorporacién de otras
nuevas que superen a las anteriores.

Charles A. Coulson, uno de los quimicos tedricos que en la primera mitad del
siglo XX contribuyd de manera importante al desarrollo de la estructura
molecular aplicada a problemas de la quimica en general, refiriéndose a sus
propias contribuciones sobre enlaces moleculares, comenté que estas
imagines le parecian tan reales y de utilidad incuestionable por su potencial,
que hasta él mismo creia en ellas. Sin embargo, Coulson era consciente de
que los enlaces quimicos como tales no constituian algo real, y que su
representacion provenia de su propia imaginacion. En sus propias palabras:
"sometimes it seems to me that a bond between two atoms has become

so real, so tangible, and so friendly, that | can almost see it. Then | awake

with a little shock, for a chemical bond is not a real thing. It does not exist.

No one has ever seen one. No one ever can. It is a figment of our own
imagination”. (Fuente: Stephen K. Ritter, “The Chemical Bond”, Chemical &
Engineering News, 85(5), January 29, 2007). Un analisis mas actualizado
puede consultarse en el trabajo de Philip Ball, “Beyond the bond”, Nature,
enero, 469, 26-28 (2011).

Un aspecto a tener en cuenta es que los modelos suelen ser ideas que
potencian nuevos descubrimientos, pero es importante no cristalizarlos como

verdades incuestionables.



Toda hipotesis debe ser sujeta a verificaciones experimentales. Una hipotesis
imposible de ser contrastada experimentalmente limita o anula los alcances del
modelo en desarrollo. Existen hipétesis que simplifican considerablemente el
tratamiento de un determinado tipo de problema, pero que conducen a
resultados contrastables experimentalmente. Este es el caso del modelo
desarrollado por Peter Debye y Erich Hiuckel para describir el comportamiento

de las soluciones de electrolitos.

La verificacion de las hipotesis asi como la determinacion del alcance y
capacidad predictiva de las mismas, puede conducir a nuevos avances en el

campo del conocimiento.

El abuso en el uso de modelos suele ser un factor contraproducente en la
enseflanza de las ciencias quimicas en general. No se debe cristalizar en
forma dogmatica una buena idea o modelo para describir hechos

observados en la naturaleza

1.2.4 Teorias

Las teorias son el resultado de hipotesis y modelos exitosos que explican en un
sentido muy amplio distintos tipos de fenémenos fisicos, quimicos y/o
bioldgicos.

Sin embargo, las teorias aceptadas como tales en una época pueden ser
descartadas en otra. Es justamente esta dinamica la base del progreso en el

conocimiento cientifico y el desarrollo de las nuevas tecnologias.

1.3 Concepto de equilibrio
Antes de avanzar en este capitulo, conviene introducir algunas definiciones que

forman parte de la nomenclatura empleada en distintas partes del texto.
1.3.1 Sistema

Se entendera asi a una region determinada del universo que se separa de las

restantes (entorno) por paredes que pueden ser permeables o impermeables a
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la transferencia de energia y de materia.

Se dira que un sistema es cerrado cuando esté separado del conjunto por
paredes impermeables a la transferencia de materia. Esta condicidén no impide
la transferencia de energia. En contraposicidén, un sistema abierto es aquel

que permite también la transferencia de materia con su entorno.

Un sistema aislado se caracteriza porque frente a transformaciones que
ocurran en su seno, no tiene posibilidades de que existan flujos de ninguna
forma de energia y de materia hacia o con otras regiones con las que puede
potencialmente entrar en contacto. Un sistema aislado constituye un universo

por si mismo.

1.3.2 Equilibrio estable y metaestabilidad

Los sistemas pueden experimentar cambios en sus propiedades
macroscopicas. Este cambio o transformacion puede ser de naturaleza fisica
(por ejemplo, la mezcla de dos liquidos) o quimica (por ejemplo, la corrosion de
un metal por la accion de un acido). Estos cambios se pueden seguir si se
evalua alguna magnitud macroscopica como la presion, el estado térmico, la
concentracion de alguna especie quimica, etc. en funcion del tiempo. Se
alcanza una situacion donde esta transformacion se detiene y las variables
macroscopicas no experimentan cambios posteriores. A esta situacion se la
denomina el estado de equilibrio del sistema. Por ejemplo, si en un recipiente
cerrado se incorpora un liquido, una fraccion del mismo se evaporara hasta que
la cantidad de moléculas por unidad de volumen en ambas fases se mantenga
constante. El estado que se alcanza es un estado de equilibrio, y nos
interesaran los estados de equilibrio termodinamico por sus implicancias en el
desarrollo de numerosas ideas en el campo de la fisicoquimica.

El estado de equilibrio se asocia con un numero muy elevado de particulas
distribuidas aleatoriamente, como el que puede observarse en una masa de
gas confinada en un recipiente o una botella de agua. Mientras no se
modifiquen externamente las variables macroscopicas que puedan caracterizar

estos estados, sea por calentamiento o incorporacion de gases o liquidos en
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esos recipientes, no se observaran cambios en el tiempo.

Sin embargo, existen situaciones muy interesantes que deben considerarse. El

elemento carbono sélido se presenta a temperatura y presion ambientes en dos

formas cristalinas naturales, descriptas por la distribuciéon de los atomos de
carbono en el reticulo cristalino. Estas son las variedades alotrépicas
reconocidas como diamante y grafito. Una situacién interesante se presenta al
calentar ambas formas en un horno en el que se ha practicado vacio o se ha

incorporado un gas inerte como He, hasta que se alcanzan las temperaturas a

las que estas formas se transforman en liquido. La presencia de un gas inerte

evita que el carbono pueda reaccionar quimicamente con los componentes en
el gas.

Las temperaturas de fusion de estas variedades no son iguales, el grafito funde

a 3800 K y el diamante a 3823 K. Si se siguen calentando ambos liquidos

hasta alcanzar la ebullicién, se mide una temperatura de ebullicion de 5100 K

en ambos liquidos.

La observacion macroscopica de ambos sistemas no permite diferenciar tanto

los vapores como los liquidos entre si.

Si ahora se enfria lentamente hasta solidificacién, se observara que recién

comienza a separarse solido a 3800 K, y el solido que se separa en ambos

casos es carbono como grafito. Lo mismo ocurrira si los vapores se inyectan en
una camara enfriada a temperatura ambiente.

Estos experimentos ponen en evidencia los siguientes hechos:

v’ a temperatura ambiente o hasta temperaturas cercanas a la de fusion,
ambas formas cristalinas pueden almacenarse sin que las variables
macroscopicas que describen el estado de equilibrio del grafito y del
diamante cambien en el tiempo;

v en ambos casos, se podria afirmar que se encuentran en estado de
equilibrio;

v' sin embargo esto no es asi, ya que el calentamiento descripto previamente
muestra que si se enfria los liquidos o se condensan los vapores de

carbono, en condiciones quimicamente inertes, se forma grafito.
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Como puede apreciarse, existen condiciones de equilibrio que son mas
estables que otras. Esta consideracion nos lleva distinguir entre dos tipos muy
importantes de equilibrios: estable y metaestable. En el caso del carbono
grafito, a temperatura y presion ambiente, es la forma estable, ya que se
pueden realizar sobre él una serie de cambios fisicos sin que evolucione hacia
otra forma mas estable de equilibrio. En el caso del diamante, todos los
cambios no son posibles, uno de ellos es el que hemos descripto previamente.
Sin embargo, si se confinan diamante y grafito, las variables macroscépicas
que pueden emplearse para definir el estado de equilibrio no experimentan
cambios en el tiempo.

Otro ejemplo de estas caracteristicas es el azufre solido, que en condiciones
ambientes se presenta en las formas cristalinas ortorrombica y monoclinica. El
azufre rémbico, monoclinico y su vapor pueden interconvertirse
reversiblemente a su temperatura de ftransicion, t=94,5°C. El azufre
monoclinico es estable por encima de esta temperatura.

Consideremos un recipiente formado por dos compartimientos en contacto
térmico que contiene el mismo gas separados por un tubo dotado de una llave
de paso. Si la densidad del gas en ambos compartimientos es la misma y se
abre la llave, no se observan cambios en la densidad del gas en el tiempo a
menos que se modifique el estado térmico -temperatura- del conjunto. Luego,
este sistema se halla en estado de equilibrio.

Sin embargo, si en las mismas condiciones térmicas la densidad en uno de los
compartimientos es mayor que en el otro, cada parte por separado se halla
también en equilibrio. Pero si se abre la llave de paso, se observara que hay
una transferencia de materia (flujo) desde la region donde la densidad de
moléculas es mayor hacia el recipiente donde esta densidad es menor. El
sistema no se halla en equilibrio. Pero cuando, en las condiciones térmicas que
suponemos no se modifican, el sistema evoluciona hasta el equilibrio, donde se
observara que el flujo neto de moléculas se anula. En estas condiciones, el
conjunto alcanza un estado de equilibrio que es consistente con las
condiciones uniformes de temperatura, presiéon y densidad. En equilibrio,

ninguna de estas variables experimenta cambios en forma espontanea.
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Como se discutira mas adelante, el concepto de equilibrio vinculado con el
estudio termodinamico de los sistemas materiales juega un papel relevante.

La existencia de gradientes en alguna propiedad termodinamica o variable de
estado, aleja a los sistemas de las condiciones del equilibrio. Un gradiente
implica que las magnitudes que pueden caracterizar el estado de equilibrio
varian a lo largo de al menos una de las direcciones del espacio.

En un sistema la existencia de un gradiente en el estado térmico, en la
concentracion de moléculas, o en funciones potenciales como campos
eléctricos, gravitatorios, magnéticos, etc., determina la aparicion de flujos.

Los flujos son las respuestas naturales que se generan dentro del sistema que
tiende a restaurarle a las condiciones de equilibrio. Si se eliminan los causales
de estos gradientes, el sistema tiende a alcanzar alguna condicién de equilibrio.
La ausencia de flujos dentro de un sistema es consistente con las condiciones
de equilibrio, en particular, el equilibrio termodinamico.

En un sistema en equilibrio deben darse una serie de condiciones internas que
tienen su correlato con otros sistemas que puedan estar en contacto reciproco
con el que es objeto de estudio.

Asi, deben cumplirse, que al menos, el sistema se halle en:

. equilibrio térmico

. equilibrio mecanico
. equilibrio de fases
. equilibrio quimico

Si alguna de estas condiciones no se cumple, tampoco se satisfacen las otras.
Otras condiciones que deben considerarse estan relacionadas con la accion de
campos magnético, eléctrico, gravitatorio.

Volveremos sobre estos puntos a medida que se requiera.

1.4 Variables y propiedades extensivas e intensivas
Para caracterizar el estado de un sistema material se hace necesario
especificar una serie de magnitudes o variables fisicas, quimicas vy

fisicoquimicas. Estas variables se agrupan en dos grandes conjuntos. La
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modificacion de éstas puede generar cambios en el estado de equilibrio del

sistema.

* Intensivas , que no dependen de la masa o del numero de moles de cada
constituyente del sistema. Entre éstas se cuenta la densidad, la presion, la
temperatura, el indice de refraccién, la tension superficial, la concentracion
(en sus distintas expresiones), etc.

* Extensivas , que dependen de la masa o del numero de moles de cada
constituyente del sistema. A una determinada temperatura y presion, el
volumen del sistema depende de su masa. Lo mismo pasa con las distintas
magnitudes de interés termodinamico, entre las que se cuenta la energia
interna, la entalpia, la entropia, la energia libre, la energia libre, etc.

Pero el cociente entre una propiedad extensiva y la masa o el numero de moles
se convierte en una propiedad intensiva. Por ejemplo, a 1 atm y 25°C, el
volumen molar de una sustancia pura, definido como el cociente de su volumen
total al numero de moles presentes, es un ejemplo sencillo de este tipo de
propiedades.
La capacidad calorifica, esto es la cantidad de energia que debe entregarse a
una sustancia para incrementar su temperatura en la unidad, es una propiedad
extensiva. Por ejemplo, para incrementar la temperatura de 1000 g de una
sustancia pura cualquiera desde t a t+1 (At= 1°C=1 K), a 1 atm de presion. Si
en su lugar se desea realizar el mismo experimento entre los mismos limites
pero sobre 500 g de la misma sustancia, se requiere suministrar la mitad de
energia que en el caso previo. El calor especifico, definido como la energia
suministrada a 1 g de sustancia para incrementar la temperatura en la unidad
es una propiedad intensiva. Pero muchas veces conviene expresar estas
magnitudes asociadas a 1 mol de sustancia, esto es, aquel que consta de
6.023x10? particulas, también conocido como niimero de Avogradro (No).

1.4.1 Presion
La presion es la fuerza que se ejerce perpendicularmente sobre la unidad de
area. El pascal (Pa) es la unidad recomendada por el Sistema Internacional de

Medidas (International System of Measurements, Sl,) y reconocida por la
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Union Internacional de Quimica Pura y Aplicada (International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC)). El pascal se define como la fuerza de 1
Newton aplicada sobre 1 m? de superficie. En términos de las unidades
basicas:

1Pa=1N.m?= 1kg.m'.s?

Como tal, esta unidad fue adoptada internacionalmente en 1971.

Existen otras unidades de presion que si bien no estdan recomendadas por el
S|, continuan siendo reconocidas por el International Bureau of Weights and
Measures (BIPM, ediciéon 2006) por su uso continuo en la vida diaria y su

empleo frecuente en distintos campos,

Tabla 1.1: Unidades de presién y su equivalencia.

Nombre Simbolo Definicion Equivalencia en Pa
atmosfera atm 1 atm es una medida de la presion a 1,01325x10°
nivel del mar.
bar bar 1 bar es igual a la fuerza de 10° dina 10°
aplicada a 1 cm? de superficie
Torr Torr 1 Torr = 1/760 atm = 101.325/760 Pa 133,322
psi psi 14,7 psi (pound per square inch) 6,894757
corresponde a 760,18 Torr

Las abreviaturas de aquellas unidades que se emplean en reconocimiento a
cientificos o en nombres propios (caso de Blas Pascal y Evangelista Torricelli)
se escriben con la primera letra en mayusculas (Pa, Torr). El Torr como unidad
se acepta en medida de presiones sanguineas y la generada por distintos
fluidos corporales (1 Torr = 1 mm de Hg, a veces escrito como 1 mm Hg,
Council Directive 80/181/EEC, 1979).

Para detalles adicionales del sistema internacional de unidades, se recomienda
consultar el sitio oficial de la Oficina Internacional de Pesos y Medidas

(International Bureau of Weights and Measures, BIPM: www.bimp.org).

1.4.2 Energiay temperatura

La energia es uno de los conceptos primordiales en el estudio de los sistemas
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materiales de interés fisicoquimico. La idea de energia, calor y trabajo son
relevantes en el estudio de los procesos quimicos en general.

Por si misma, la energia es una propiedad inherente de la materia y ésta puede
definirse como la capacidad de un sistema para realizar trabajo.

Si se le permite, un sistema cerrado, en el cual la masa total se mantenga
constante, puede experimentar durante algun proceso transferencia de energia
mecanica con su entorno. Este tipo de transferencia estda normalmente
asociada con la idea trabajo mecanico.

Cuando se ponen en contacto dos cuerpos cuyos estados térmicos son
diferentes, se establece un flujo de energia desde el cuerpo cuyo estado
térmico es mayor hacia el de menor estado térmico. Esta transferencia de
energia esta asociada con el concepto de calor.

La experiencia muestra que la energia no se crea ni se destruye, pero puede
transformarse en distintas formas de energias.

En un sistema aislado la energia es constante independientemente de las
transformaciones que ocurran en él.

En el estudio de los sistemas de interés, la energia esta acotada a la energia
cinética y la energia potencial. Estas formas de energias contribuyen a la
energia total de un sistema.

Sin embargo, un sistema material puede estar en movimiento como un todo y
sometido a campos externos, como por ejemplo, los campos gravitatorio,
eléctrico y magnético. En la busqueda de una descripcion termodinamica de los
sistemas, se busca prescindir de las energias cinéticas como un todo y de los
efectos de estos campos externos.

Con este fin, la energia que interesara en nuestros estudios es la energia

propia del sistema en estudio, esto es su energia interna .

1.4.3 Energia Interna U

La energia interna es resultante de los movimientos moleculares y de las
interacciones entre las particulas, a saber:

» Energia cinética molecular (traslacion, rotacion, vibracion). Este tipo de

contribucion es la que esta asociada al estado térmico de los sistemas y por
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esto con la idea de temperatura.
» Energia potencial intermolecular (interacciones intermoleculares: atraccion y
repulsion).

Estas formas de energia son intercambiables entre si dentro del sistema.

1.4.4 Temperatura

La temperatura mide el estado térmico de los cuerpos macroscépicos.

Como se indicara previamente, cuando dos o mas cuerpos presenten
diferencias en sus estados térmicos (o temperaturas) podra existir transferencia
de energia bajo la forma de calor desde el cuerpo de mayor temperatura al de
menor temperatura.

Las paredes que separan estos cuerpos o partes del sistema y permiten el
flujo de energia (pero no de materia), se dicen diatermas . Todos los sistemas
en contacto térmico reciproco, separados por paredes diatermas (al menos de
a pares), se hallaran en equilibrio térmico cuando la temperatura es la misma
en todas sus partes. (Ley cero de la termodinamica).

Las paredes que no permiten el flujo de materia ni de energia bajo la forma de
calor se dicen adiabéticas . Esto no impide que a través de estas paredes se
intercambie energia bajo la forma de trabajo. Por lo tanto, no debe confundirse
un sistema aislado con uno separado de su entorno por paredes adiabaticas.
Uno de los grandes logros en la fisica del siglo XIX fue incorporar en el
lenguaje de las ciencias la idea de que los sistemas materiales estan
constituidos por atomos y moléculas. Este trabajo, que reconoce sus
antecedentes en las ideas de Demdcrito y otros pensadores griegos y romanos,
en particular Lucrecio, recién se retoma en los trabajos preliminares de J.
Bernouilli (1654-1705) en Suiza, M. Lomonésov (1711-1765) en Rusia y de J.
Dalton (1766-1844) en Inglaterra con su descripcion de la materia sobre la base
de atomos y la forma en que estos se combinan para dar moléculas. Sin
embargo, gracias a la tarea colosal de J. C. Maxwell (1831-1879) en Inglaterra
y de L. Boltzmann (1844-1906) en Alemania, comienza a comprenderse el
papel del movimiento molecular en la descripcion de las propiedades

observables de los sistemas materiales.

18



1.4.5 Nociones sobre el principio de equiparticion

En condiciones de equilibrio, en un sistema constituido por un numero
significativamente elevado de moléculas dotadas de movimiento constante de
naturaleza aleatoria, es posible asociar la energia promedio de movimiento
molecular con su estado térmico.

Este enorme trabajo intelectual dio origen a uno de los principios clasicos de la
fisica del siglo XIX, que se conoce como Principio de Equiparticion de la
Energia, cuyo desarrollo en mayores detalles se tratara en otro capitulo.

En este capitulo, se destacara la implicancia que asocia el movimiento
molecular promedio, que es una propiedad microscopica, con la temperatura

que es una propiedad macroscopica.

Las moléculas poseen movimientos que se asocian al desplazamiento del
centro de masas de las mismas (energia de traslacion) y los movimientos
internos respecto de este centro de masas (rotacion y vibracion). No se tiene
en cuenta en este tratamiento clasico el movimiento de los electrones dentro de
cada atomo o molécula, y se considera que no existe ninguna forma de
restriccion en la que estas formas de energia pueden intercambiarse. Se dice
gue la energia asociada a estos movimientos puede tomar cualquier valor

de un espectro continuo de energias posibles

El Principio de equiparticion en relacion a los movimientos de traslacion,
rotacidon y vibracion (cuando estos movimientos internos existen en la
particula), establece que “a una dada temperatura (T/K), cada término
cuadratico en velocidad y/o posicion con que se expresa la energia de
algun tipo de movimiento de una atomo o molécula, contribuye con un

valor promedio de ¥2k.T a la energia media del sistema”.
En este enunciado, k, conocida como la constante de Boltzmann es una

magnitud fundamental a nivel molecular. Se calcula a partir del conocimiento de

la constante general de los gases (R) y del numero de Avogadro (Na).
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1.4.6 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1:

Calcular la constante de Boltzmann a partir de la siguiente informacion.
R = 8,31447 J/K'mol™, Na= 6,023x10%° mol ™.

Por la definicion previa:
k = 8,31447 JIK'mol™"/ 6,023x10%° mol™ = 1.3805x10% J.K

Ejemplo2:
Calcular la energia promedio de traslaciéon <e¢> de una molécula de masa m
cuya energia cinética esta dada por

&= Ya M.V, C+HVa movy2+ s muv,2,
En esta ecuacion, vy, vy y.v; son las componentes del vector velocidad. Estas
componentes estan distribuidas aleatoriamente en el sistema, por lo que las
velocidades moleculares estan también distribuidas al azar y sin ninguna
direccion privilegiada dentro del sistema. Esto caracterizara el sistema en
equilibrio.
Aplicando el principio de equiparticion de la energia, al existir tres términos
cuadraticos en velocidad, a cada uno de estos sumandos se le debe asignar en
promedio 2 KT, por lo que resulta el siguiente valor para la energia de
traslaciéon promedio:

<g>=3/2k.T

Ejemplo 3:

Considere una molécula (no lineal) que realiza movimientos de rotacién
respecto de su centro de masas con una velocidad angular w (oo2=w,(2+ u)y2+
wzz) y caracterizada por un momento de inercia | (con componentes principales
Ixly,Iz). Calcular la energia promedio de rotacion <g> de asociada a esta
contribucion a la energia del sistema.

De los cursos de fisica basica se conoce que

Erot= Valx. 03)(2+1/2|y. 0.)),2+1/z|z. (.012
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La aplicacion del principio clasico (sin ninguna restriccion sobre los posibles
valores de energia de rotacidn), conduce, en el caso de una molécula no lineal,
a una contribucion promedio de

<€rot> = 3/2 KT

Ejemplo 4:
Calcule la energia promedio de vibracién <g,,> de una particula de masa p y

constante de Hooke, ky, cuya energia esta dada por

Evib = Vel (dx/dt)? + Vakp.x2.

En este caso, el movimiento de vibracién posee dos términos cuadraticos.
Dadas las caracteristicas de este tipo de movimiento, estos términos estan
siempre presentes, de manera que cuando la energia de movimiento de
desplazamiento de la particula de masa Y4 es maxima, la energia potencial de
recuperacion de Hooke es minima, y viceversa.

Admitiendo que no existe restriccion en el espectro de energias posibles
asociadas al movimiento de vibracion, el valor promedio que le corresponde por
aplicacién del principio de equiparticion de la energia vale

<&€ib> = kT

Limitaciones del principio de equiparticion: El principio de equiparticiéon de la
energia, admite que existe un espectro continuo de valores de energias
posibles para cada uno de los movimientos, y en consecuencia, no predice ni
describe correctamente el comportamiento de propiedades sencillas de los
sistemas materiales, como la capacidad calorifica de gases y solidos, asi como
tampoco el comportamiento de emision de energia térmica que caracteriza al
cuerpo negro, un problema termodinamico clasico cuya descripcion correcta
debe realizarse con un cambio en los paradigmas de la fisica clasica con
implicancias profundas en los sistemas materiales.

El fracaso de este principio en el sentido mas amplio, dio paso al surgimiento

de la mecanica cuantica.
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1.5 Tipos de potenciales de interaccién. Concepto de fuerzas de

interaccion. Potencial de Lennard-Jones

Las moléculas experimentan interacciones a distancia. Las fuerzas que dan

lugar a estas interacciones pueden agruparse en dos grandes tipos, resultantes

de las fuerzas atractivas y repulsivas.

La energia potencial puede entenderse de una manera adecuada trabajando

sobre pares de moléculas. El potencial que describe estas interacciones entre

particulas sin carga, que se emplea con frecuencia en problemas de interés
fisicoquimico, es el propuesto por Lennard-Jones (1894-1954) fisico britanico
quien realizara contribuciones importantes al campo de la estructura molecular.

Existen distintas formas en las que pares de moléculas pueden acoplarse por

interacciones a distancia.

Estos potenciales dependen de la distancia r entre los centros de masas de las

moléculas y de sus orientaciones relativas. Entre los tipos de potenciales

mencionaremos

v" Potencial de Coulomb, que resulta de las interacciones entre pares de iones
y depende de la inversa de la distancia de separacion entre las particulas.

v' Potencial entre particulas cargadas y dipolos permanentes. Este tipo de
interaccidon puede presentarse tanto en fase gaseosa como en fase
condensada. Un ejemplo de interés en el estudio de soluciones acuosas es
la interaccién entre iones y moléculas de agua. Este tipo de interaccion
depende de la inversa al cuadrado de la distancia de separacion y de la
orientacion relativa del dipolo y del ion.

v" Potencial de interaccion entre dipolos. Este tipo de interaccion se puede
presentar en todas las fases. Ejemplo de este tipo de interaccién se
presenta en moléculas, que como las de agua, amoniaco, dioxido de azufre
entre otras, presentan momento dipolar permanente. Depende de la inversa
de la distancia al cubo.

v" Potencial de interaccion “multipolar”. Este tipo de interaccién ocurre cuando
es posible una polarizacion de las distribuciones de carga dentro de cada
molécula, y resulta de interés en el estudio de soluciones ionicas altamente

concentradas.
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v Potencial de interaccion entre moléculas resultantes de la generaciéon de
dipolos inducidos. Este tipo de interaccion es el que interesa en muchos de
los sistemas moleculares. EI mismo esta asociado con las fuerzas de van
der Waals y, en su contribuciéon atractiva, depende de la inversa de la
distancia a la sexta potencia. Este tipo de interaccion esta presente en el
potencial de Lennard-Jones.

Todas estas fuerzas atractivas se caracterizan por operar a distancias que

pueden variar desde algunos diametros moleculares hasta varias decenas de

diametros moleculares. Las fuerzas de Coulomb se extienden a varios cientos
de diametros moleculares, mientras que en el otro extremo, las fuerzas de van
der Waals se vuelven relevantes a distancias de pocos diametros moleculares.

El potencial de atraccion atractivo en el potencial de Lennard-Jones esta

estrechamente relacionado con las hipotesis realizadas por Van der Waals en

sus contribuciones de la segunda mitad del siglo XIX.

Por el contrario, las fuerzas repulsivas, actuan y son relevantes a distancias del

orden del tamafio molecular. Esta distancia es del orden de 100-500 107'? m =

100-500 pm =1 —5 A para muchas sustancias representativas.

Las condiciones de movimiento cadtico, tal como pueden operar en un sistema

gaseoso en equilibrio estan estrechamente relacionadas con la existencia de

choques entre las particulas.

Las fuerzas de atraccion son funciones inversas de la distancia de separacion

(r) entre las particulas. Para particulas no cargadas y sin momentos dipolares

permanentes, el potencial (¢) de Lennard-Jones representa muy bien el

comportamiento de estas interacciones (Ec. 1.1):
B .
¢=——+r— conn=9612 1.1

La constante A depende fuertemente de la facilidad de polarizar la distribucion
de carga de una molécula o atomo en un campo externo (en este caso el
creado por una segunda molécula). EI comportamiento grafico de este tipo de
potencial se representa en la Fig. 1.2.
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B/
(=9 6 12)

Fig. 1.2: Comportamiento del potencial de interaccion intermolecular atractivo (-A/re), repulsivo
(B/r™ y el de Lennard-Jones (@)

Actualmente se cuenta con técnicas de estudio que permiten medir fuerzas del
orden de las que operan entre pares de particulas. Estos métodos tienen
aplicaciones en el campo de las ciencias de los materiales y biologicas.

Asi por ejemplo, se ha desarrollado un microscopio de fuerza atomica (AFM)
que mide las fuerzas de van der Waals (del orden de los 107"? Newtons = 1
piconewton) a distancias del nandmetro que es adecuado para el estudio de
imagenes de ADN y para caracterizar, por ejemplo, interacciones especificas
proteina/DNA. En la figura siguiente se muestra una molécula de DNA
conformada por 50.000 pares de bases unidas a seis moléculas de la enzima

de restriccion EcoRI obtenidas con esta herramienta (Fig. 1.3).

Fig. 1.3: Imagen de AFM que muestra la interaccién proteina/DNA.
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Estas fuerzas pueden medirse y emplearse para el estudio de superficies (Fig.

1.4) con resolucién nanométrica:

1 2345086789
Tip-surfacs distance (&)

Fig. 1.4: Representacion esquematica de un microscopio de fuerza atomica (AFM) en
operacion (a) La generacién de un “enlace quimico entre el atomo del puntero y atomos sobre
la superficie, da lugar a contrastes atémicos (b) El puntero experimenta fuerzas de van der
Waals y de caracter electrostéatico resultantes de la interaccion (c) Las curvas se obtienen de la
expresion analitica de las fuerzas de van der Waals y las fuerzas de corto alcance. (d)-(e) Las
imagenes topograficas muestran hileras de Sn (d) y de Pb (e) en desarrollo sobre una
superficie de Si(111) Dimensiones: (4.3x4.3) nm?®; Referencia: Yoshiaki Sugimoto, Pablo Pou,
Masayuki Abe, Pavel Jelinek, Rubén Pérez, Seizo Morital & Oscar Custance, Nature, 446
(2007) 64-67.

1.6 Estados de agregacion. Concepto de fase y de ecuaciones de estado

de fases

Las nociones centrales a ser discutidas cubren los siguientes aspectos:

v/ Caracteristicas generales de los estados de agregacion. Concepto de fases

v' Ecuaciones de estado, F(p, t, V, m) =0,

v Diagrama de fases. Tipos de diagramas: Superficies de estado.
Proyecciones en planos. Ventajas.

v Interacciones intermoleculares. Su importancia en la descripcién de las

propiedades de los sistemas materiales desde el punto de vista
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fisicoquimico.

v Movimiento molecular

Es un hecho de nuestra experiencia diaria, que una sustancia se puede
presentar en estado solido, liquido o gaseoso. Estos constituyen posibles
estados de agregacion. Sin embargo, una misma sustancia puede presentar en
el solido distribuciones de atomos o moléculas diferentes y reconocibles por
sus propiedades externas o frente a cambios fisicos.

Por ejemplo, carbono grafito y carbono diamante, corresponden a dos
variedades cristalinas diferentes de la misma sustancia. Se puede apreciar que
la sola especificacién de carbono sdlido a una cierta temperatura y presién es
insuficiente.

Esto nos lleva a introducir una nomenclatura mas adecuada para describir
situaciones como estas.

La idea de estado de agregacioén es insuficiente para indicar las propiedades de
una sustancia. Por este motivo, es conveniente hablar de fases.

Se entendera por fase de un sistema a aquella regidn de un sistema que se
halla separada de otras por superficies limites definidos. En cada fase, las
propiedades intensivas, como presion, temperatura, densidad, etc., son las
mismas en todas las direcciones del espacio y algunas de estas propiedades
experimentan un cambio abrupto al ingresar a otra fase. Algunas de estas
propiedades no pueden cambiar al pasar de una fase a otra. Tal es el caso de
la temperatura.

El grafito es una fase estable del carbono en condiciones ambientes pero el
diamante es una fase metaestable.

En general convertir una fase metaestable en otra estable tiene asociados
cambios energéticos que gobiernan la cinética del proceso de cambio de fase.
Ademas, existen condiciones experimentales en las cuales una fase puede
coexistir en equilibrio con otra u otras fases posibles dependiendo de cuantos
sean los constituyentes de un sistema.

Sin embargo, para caracterizar un sistema de fases en equilibrio, esté o no

constituido por una sustancia pura o mas de una sustancia, siempre es
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necesario indicar algun conjunto de variables intensivas como la presion,
densidad, temperatura, concentracion o relacionadas con ellas. Si el enunciado
de estas variables es insuficiente no sera posible definir el estado de equilibrio
del sistema.

Por ejemplo, indicar que se tiene una muestra de agua a 25°C es insuficiente.
Esto se debe a que existen condiciones experimentales donde esta sustancia a
esa temperatura puede hallarse como vapor puro, como liquido puro o en
equilibrio liquido-vapor. Es necesario por este motivo especificar la presiéon a la
que se halla el sistema.

Se denomina presion de vapor aquella presidén a la que un liquido y un vapor
coexisten en equilibrio de fases. Esta condicién de equilibrio no depende de los
volumenes relativos de las fases. Si la presion del sistema es mayor que la
presion de vapor, el sistema se halla solamente en fase liquida, si es menor
que esta presion, se encuentra en fase vapor o gaseosa.

De manera similar, si se trabaja a -10°C, por ejemplo, se observan
comportamientos similares, pero el agua puede hallarse como sélido, vapor o
en equilibrio solido-vapor. La presion a la que se observa este equilibrio se
denomina presion de sublimacién, y por sublimacion se entendera el pasaje de
un solido a la fase gaseosa. A presiones mayores que la de sublimacion, el
agua se halla en alguna de las posibles fases solidas que presenta esta
sustancia en estado solido, o bien, a una presion menor que la de sublimacion,

se hallara como vapor.

1.7 Diagramas de fases para una sustancia pura

Los diagramas de fase representan los posibles estados de equilibrio de un
sistema.

El equilibrio entre dos fases puede estudiarse en un amplio intervalo de
temperaturas. Un hecho importante es que los valores correspondientes a las
presiones de equilibrio entre fases de una misma sustancia se pueden
representar mediante curvas continuas en ciertos intervalos de temperatura y
describir mediante ecuaciones relativamente sencillas para su estudio.

Estas curvas pueden intersecarse entre si, y esto define situaciones de
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equilibrio, que en el caso de una sustancia pura, determinan la existencia de
tres fases distintas en equilibrio. La situacion de presion y temperatura en la
que coexisten tres fases en equilibrio para una sustancia pura, se denomina
punto triple.

Una sustancia pura puede presentar mas de un punto triple, ya que en estado
sélido por ejemplo, una sustancia puede presentar varias fases solidas y
condiciones de equilibrio entre estas fases sdlidas.

Ejemplos muy citados de estas situaciones en la literatura corresponden al
azufre, el diéxido carbono, el agua, entre otros.

La descripcion de los equilibrios de fases en forma grafica en dos y/o tres
dimensiones se denomina diagramas de fases.

En cada uno de estos diagramas esta contenida toda la informacion relevante
sobre las fases puras y sus posibles equilibrios entre fases.

Los estados de equilibrio que se indican en estas representaciones permiten
construir superficies de estado para una masa definida de sustancia.

Para una sustancia pura las variables elegidas son normalmente Ila
temperatura, la presion y el volumen. En la Fig. 1.5 se muestra el diagrama de
fases en tres dimensiones, empleando las variables sefialadas, y se muestran
las proyecciones sobre los planos p-temperatura, p-V.

En un espacio de tres dimensiones, pueden observarse las distintas superficies
de estado que permiten describir los estados de equilibrio de la sustancia en
las distintas regiones.

Debido a las importantes diferencias que pueden existir entre los volumenes de
las fases condensadas (solidas y liquidas) frente al vapor, conviene representar
el volumen en una escala logaritmica, tal como se muestra en las Fig. 1.6 a 1.8

para la sustancia éter etilico.

Las proyecciones en los distintos planos son el resultado de la interseccion de
estas superficies con un plano de temperatura constante (como por ejemplo en
las proyecciones sobre el plano p-V), o con plano de volumen constante, como

es el caso de la proyeccion sobre el eje p-temperatura.
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Fig. 1.5: Diagrama de fases tridimensional. Las regiones que pueden identificarse son las que
corresponden a las fases solida, liquida y gaseosa (llamado técnicamente vapor a temperaturas
inferiores a la critica), y las regiones que corresponden a los distintos equilibrios entre las fases.
Las proyecciones definen diagramas en dos dimensiones, de manejo mas simple. Las
isotermas correspondientes a la temperatura critica y la del punto triple se indican en el

diagrama.

Las regiones correspondientes al equilibrio liquido-vapor se ejemplifican en las

Fig. 6 a 8 para el éter etilico.

# Faze Iqvia |
@ Faze uzpor |

Fig. 1.6: Para esta representacion se emplearon densidades de las fases liquidas y vapor en
equilibrio para éter etilico. Fuente: J. Timmermans, Physicochemical Constants of Pure Organic

Compounds, Elsevier, 341, (1959).
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Fig. 1.7: Vistas rotadas de la representacion en la Fig. 6, para observar cémo cambian los
voliumenes de las fases en equilibrio con la temperatura. La proyeccion permite construir la
curva de equilibrio liquido-vapor, la que se extiende entre las temperaturas del punto triple (no
se muestra) y la critica, donde convergen las dos curvas de volimenes molares de las fases en
equilibrio. Las lineas verticales a los planos temperatura-volumen se corresponden con las
presiones de vapor de la sustancia.
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Fig. 1.8: Proyeccién de las curvas de volimenes molares de liquido y vapor en un diagrama
presion temperatura. La envolvente (que se ve insinuada en la Fig. 6 en el plano p-V) define la
regiéon de equilibrio entre las dos fases. Se observa que los volumenes molares de la fase
liquida y fase vapor convergen en el punto critico.
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1.8 Ecuaciones de estado para una sustancia pura en una fase

Para cada sustancia pura es posible hallar una ecuacion de estado F (p,
V,t,w)=0 que describa todos los posibles estados de equilibrio asociados con
esta superficie para cada temperatura, presion, volumen y masa, w de
sustancia. La representacion de esta ecuacion de estado requiere trabajar en
un espacio de cuatro dimensiones, pero es posible fijar una de las variables y
restringir el analisis en un espacio tridimensional. La variable que se fija de

antemano es la masa de sistema.

En la Fig. 1.9 se esquematiza una superficie de estado. Luego, la ecuacion de

estado adopta la forma F(p, V,t,)=0 para cada masa w.

—

. Pl

LEOGora
L
L]

i=ubara

FiP V. tm) =

Fig. 1.9: Un punto matematico sobre la superficie corresponde fisicamente a un estado de
equilibrio de la sustancia, la que puede estar en alguna fase sélida, liquida o gaseosa. En la
misma figura se esquematizan los tipos de proyecciones que conducen a la construccién de
isotermas, isocoras e isobaras. Se puede apreciar que por cada superficie de estado deben
existir familias de isotermas, isocoras e isobaras.

La Fig.1.10 muestra los comportamientos de las proyecciones en intervalos
acotados de presion, temperatura y volumen. Las mismas permiten construir
graficos y ecuaciones mas sencillas.
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Fig. 1.10: (a) isotermas, (b) isocoras (c) isobaras resultantes de la interseccion de planos a
temperatura volumen y presién constantes. La masa w es constante en cada caso. En los
casos (b) y (c) las flechas sefialan las direcciones de aumento de V y de p.

1.8.1 Isotermas
La ecuacion de estado adopta la forma F(p,V) =0 aty w constantes
En gases, la experiencia muestra que la presion se puede escribir como una
funcién de la inversa del volumen y viceversa.

p O 1/V atyw constantes
En liquidos y sdlidos (fases condensadas en general), conviene recurrir al
empleado del coeficiente de compresibilidad isotérmico (Ec. 1.2)

1{ oV
=== 1.2
p V(Gpl

Asi definido, 3 es una magnitud intensiva.
La experiencia muestra que el volumen molar de una fase condensada

experimenta cambios medibles si la presidon se modifica considerablemente.
La Ec. 1.2 puede integrarse con bajo la consideracién de V no cambia
apreciablemente con la presion, con lo que se obtiene la Ec. 1.3

V=C-4IV,[p 1.3
En esta expresion, C es una constante de integracién cuyo valor se determina
a partir del conocimiento del volumen de la sustancia a una determinada
presidon y Vg es el volumen de la sustancia a una presion definida, por ejemplo,
1 atm. La Ec. 1.2 muestra que el volumen disminuye como una funcion
aproximadamente lineal de la presion. Este comportamiento de las fases
condensadas difiere del correspondiente a los gases indicado previamente.
Esta diferencia se refleja en la Fig. 1.11.

La Ec. 1.3 se puede reescribir de la siguiente manera
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V{dp ) op )
Los gases se comprimen con mayor facilidad en condiciones de p ambiente en
comparacién con los liquidos y los sélidos. Asi, aproximadamente,
B 1/p en gases

BO5x10° atm™ en liquidos
BO5x10® atm™ en sdlidos

liquido
soélido

v

o) ¥

Fig. 1.11: Representacidon esquematica de isotermas para una sustancia en fase gaseosa,
liquida y sdlida.

1.8.2 Isocoras
Una isocora muestra la dependencia de la presion con la temperatura en
condiciones de volumen y masa constantes (esto es, a densidad constante del
sistema): F(p,t) = 0.
En el caso de gases, es posible representar la dependencia de la presién con
la temperatura mediante una expresion del tipo

p=po.(1 + ay.t) parawy V constantes 1.4
En la Ec. 1.4, po representa la presion que ejerce a 0°C esta masa de gas
ocupando el volumen V. EIl coeficiente ay describe la tasa de cambio de la
presion por cada grado de aumento de la temperatura del sistema. Este

coeficiente depende en forma mas o menos compleja de la presidn po.

33



1.8.3 Isobaras
Una isobara muestra la dependencia del volumen con la temperatura en
condiciones de presién y masa constantes: F(V,t) = 0.
En el caso de gases, es posible representar la dependencia del volumen con la
temperatura mediante una expresién del tipo

V=Vo[(1 + aplf) para wy p constantes 15
En la Ec. 1.5, Vj represente el volumen que ocupa la masa del gas a 0°C a la
presion de trabajo. El coeficiente o, describe la tasa de cambio del volumen por
cada grado de aumento de la temperatura del sistema. Este coeficiente
depende de la presion p de trabajo.
En el caso de liquidos y sdlidos es mas conveniente emplear el coeficiente de

_1(0Vj _(alnvj
a= NV = 1.6
viat ), U at ),

El coeficiente de expansion mide la velocidad de cambio del volumen por cada

dilatacién cubico

grado de aumento de la temperatura y por unidad de volumen. Se trata de una
magnitud intensiva.

La experiencia muestra que los gases se expanden con mayor facilidad que los
liquidos y los sdlidos, hecho que se muestra en los valores mas o menos
aproximados del coeficiente de dilatacion para las distintas fases. Este

comportamiento se muestra en forma esquematica en la Fig. 1.12.

v
p cte y gas
V(t) al ‘ e
N o ?
: . ~  liguido
— | sblide
t tr°c

Fig. 1.12: Comportamiento del volumen con la temperatura. Los coeficientes de expansién en
gases, liquidos y sélidos tienen valores del orden:
a03x10° °C™ en gases; ad1x10™ °C™ en liquidos; a01x10° °C™" en solidos
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1.9 Equilibrio entre fases. Puntos triples

Para una sustancia pura, existen regiones donde es posible observar las
condiciones de equilibrio entre fases. Las proyecciones arrojan
comportamientos cualitativos como los que se muestran en la Fig.1.13 para el
caso general y la situacion particular de un numero muy reducido de
compuestos (H20, bismuto, entre otros). Las curvas que se muestran en estos
diagramas de fases corresponden a las condiciones de equilibrio entre dos
fases, mientras que las intersecciones de dos de ellas, al menos definen las

condiciones de equilibrio para tres fases.

A& Prezién, p platm $

Punto Funta
ctitico | 2422 critico

ligquida

liguida

|

|
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|
Punto I 1
triple | 0.006]
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!
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e
i
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Fig. 1.13: Ejemplos de diagramas de fases sencillos.

En estos ejemplos se muestra un unico punto triple. En el caso del H,O, la
experiencia muestra que en el equilibrio solido-liquido, el aumento de presién
va acompanado con una disminucién del volumen del sistema (Ver la
justificacion en el texto).

Los ejes en la Fig. 1.13 no estan en escala. Los cambios de volumen frente a la

presion se esquematizan en la Fig. 1.14.
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Fig.1.14: Comportamiento de una isoterma al pasar de vapor en el estado a al liquido puro en

el estado c.

Este cambio esta representado en el diagrama p-V de la Fig. 1.14. Se puede

observar que la region en la que el vapor y el liquido coexisten en equilibrio

cubre un amplio intervalo de volumenes sin que se modifique la presion de

vapor, que corresponde a la condicion b.

Nota bibliogréafica

‘;l-.-w- bipads I’l—;mu—a‘;

‘Jl-u | Jﬂ B [T W

Thomas Andrews (1813-1885) alcanzd notoriedad
por sus contribuciones cientificas en los procesos de
cambio de  fases, que  conforman las
representaciones clasicas en los procesos de
compresion de vapores 0 gases a temperatura
constante. Introdujo la notacion de estado critico y
propuso la ley de la continuidad de los estados, que
establece que es posible una transiciébn continua
desde la fase liquida a la gaseosa o viceversa sin
pérdida de la homogeneidad o la aparicion de una
interfase entre ambas fases. Las medidas
experimentales las realiz6 sobre CO, y fueron
publicadas en la reconocida Philosophical
Transactions of the Royal Society of London, vol.
159 (1869), pp. 575-590.

36




Los diagramas de fase pueden presentar una complejidad importante. En el
caso del H,0, el comportamiento de la pendiente del equilibrio liquido-sdlido
indicado en la Fig. 1.13, esta estrechamente asociado a la capacidad de este
tipo de moléculas de formar enlaces de hidrégeno entre ellas. Sin embargo,
esta no es la situacion general, aun en el caso del H,O, donde existen varias
fases solidas (llamadas hielo Ih, I, Ill, V, VI). En la mayoria de esas fases, el
aumento de presion va acompafado con un aumento de temperatura. Las
excepciones son las correspondientes a las fases del hielo lh-liquido y | de
hielo ll-hielo V (Fig. 1.15).

@ Puntos triples

P/MPa T

120

1:____ VI /
ool R 1'/
ok V|

H.Oliquida

40 20 0 0
t/°C

Fig. 1.15: Diagrama de fases del agua donde se describe el comportamiento experimental para
esta sustancia en el intervalo de temperatura -60 °a 20 T y presiones entre 1 atm y 10000 atm.

En este diagrama, se mantiene la nomenclatura tradicional para las fases
solidas. La fase |V, propuesta inicialmente, no se ha detectado en estudios con
técnicas modernas. La fase |, presente en condiciones atmosféricas. Estudios
detallados de las fases de H;O se describen en el sitio web:

http://www.lsbu.ac.uk/water/phase.html#bb.
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Tabla 1.2: Puntos triples del agua.

Fases en equilibrio Presién/ | t/C |Propiedades de las fases solidas
atm

Agua liquida-hielo | ,-vapor de Hielo 1,: cristales hexagonales,

agua 0.006 0.01 densidad 0,917 g/cm3  presenta

enlaces hidrégenos distribuidos
aleatoriamente.

Agua liquida-hielo I-hielo 111 Hielo Ill: cristales tetragonales, con
2,1x10° -22 | estructura ordenada, densidad 1,16
g.cm’ a 345x10° atm.

Agua liquida-hielo llI- hielo V 3,5x10° - 17 | Hielo V: cristales monoclinicos

Agua liquida-hielo V- hielo VI 6,2x10° 0,16 | Hielo VI: cristales tetragonales.

Hielo I,-hielo 1l-hielo [lI Hielo II: Cristales romboédricos con

3
2,1x10 -35 estructura altamente ordenada.
Hielo ll-hielo Ill-hielo V 3,4x10° -24 | El hielo IV es una forma metaestable
Hielo Il-hielo V-hielo VI 6.2x10° | -70 | (romboedrica).

Sobre las propiedades del agua y sus fases puede consultarse la siguiente
bibliografia:

T. Hear-Gordon and G. Hura, Chem. Rev., 2002, 102 (8), pp 2651-2670

M. Choukrouna and O. Grasset, Thermodynamic model for water and high-
pressure ices up to 2.2 GPa and down to the metastable domain, J. Chem.
Phys. 127 (2007) 124506.

M. Somayazulu, J. Shu, C. Zha, A. F. Goncharov, O. Tschauner, H. Mao and R.
J. Hemley, In situ high-pressure x-ray diffraction study of H,O ice VII, J. Chem.L
Phys. 128 (2008) 064510; M. Somayazulu, J. Shu, C. Zha, A. F. Goncharov, O.
Tschauner, H. Mao and R. J. Hemley, Erratum: “In situ high-pressure x-ray
diffraction study of H20 ice VII” [J. Chem. Phys. 128, 064510 (2008)], J. Chem.
Phys. 128 (2008) 149903.

1.10 Estado critico y fluidos supercriticos

La experiencia muestra que las sustancias puras presentan condiciones donde
la isoterma de Andrews presenta un punto de inflexion en el estado critico. De
los estudios originales de Andrews se establecieron una serie de criterios y
correlaciones empiricas que continuan teniendo validez.

Los resultados originales de Andrews recopilados en la referencia previa se
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muestran en la Fig. 1.16:
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Fig. 1.16: Datos experimentales de Andrews correspondientes al CO, (T. Andrews,
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, vol. 159 (1869), pp. 575-590). El
volumen se expresa en unidades arbitrarias.

1.10.1 El estado critico

Es posible observar una temperatura por encima de la cual no se observan

fases condensadas. Esta es la temperatura critica. Los sistemas en general

presentan una unica temperatura critica, aunque en la literatura se discute si

ésta es la situacion para el agua.

Por encima de la temperatura critica, la sustancia no puede experimentar

cambios de fase. Se suele distinguir entre estado gaseoso, que se asigna a

una sustancia pura por encima de su temperatura critica, mientras que se

reserva el término vapor para una sustancia en fase gaseosa por debajo de

dicha temperatura. En general, vapor es un término técnico que describe un

gas que por compresion puede condensar dando lugar a cualquiera de las

fases condensadas en las que pueda existir en equilibrio.

La isoterma critica se caracteriza por presentar un punto de inflexion. El estado

donde se observa este comportamiento se denomina estado critico, vy

hablaremos de presién y volumen critico.

La experiencia muestra que:

v la densidad de las fases liquida y sdlida es la misma, por lo que una
caracteristica interfase entre ambas desaparece,

v' se anula en ese estado la energia requerida para pasar de la fase liquida a

39



m v

la gaseosa. La entalpia de vaporizacion molar (aAaHj =0
EC

v' se anula la energia libre superficial (o tensién superficial, analizada como
fuerza por unidad de longitud) requerida para incrementar en la unidad de
area la interfase entre la fase liquida y la fase vapor. En general se anula
unos pocos grados antes del estado critico.

v' la isoterma que describe la dependencia de la presiéon en funcion del
volumen no solo presenta un punto de inflexidbn con lo que en el estado

critico (EC), sino que también la derivada primera se anula (Ec. 1.7). Esto

0°p apj
=0 — =0 1.7
(avZJEC y (av -

Estas son condiciones observables en el estado critico y seran discutidas con

es

mas detalle en otros capitulos.

1.10.2 Fluidos supercriticos. Aplicaciones.

A temperatura y presiones superiores a critica y densidades comparables a la
critica (el volumen critico es de unos 50-150 cm®.mol™), se extiende una regién
donde la sustancia presenta densidades comparables a la de un liquido y con
ventajas que han sido aprovechadas con fines tecnoldgicos en la ciencia de los
alimentos, tecnologias de oxidacion avanzadas para la mineralizacion de
contaminantes refractarios a tratamientos estandares, etc.

En general, un fluido supercritico es un gas que se debe mantener a presiones
y temperaturas superiores a las del estado critico, y en estas condiciones, sus
propiedades reunen las caracteristicas de las fases gaseosa y liquida, algunas
de las cuales se indican a continuacion.

v Viscosidades mas bajas que los liquidos,

v Para procesos de extraccion, una(s) sustancia(s) disuelta en esta fase
difunde mas facilmente.

v En procesos de extraccion, empleando fluidos como el CO, (cuya
temperatura critica es cercana a la ambiente, 32°C) se puede trabajar a

temperaturas relativamente mas bajas, con lo que se facilita la obtencion de
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sustancias susceptibles a la descomposicion térmica y con buenos porcentajes
de extraccion del principio activo sin alteraciones, y con tiempos mas bajos de
tratamiento. Por ejemplo, la extraccibn de cafeina en el proceso de
descafeinado del café.

v En el caso de sustancias polares como el agua, en condiciones
supercriticas es capaz de disolver compuestos organicos insolubles en la fase
liquida. Este comportamiento permite estudiar procesos que en fase liquida no
serian posibles por los limites propios de la solubilidad de la gran mayoria de
los compuestos organicos de baja polaridad.

v Permiten ampliar el espectro de estudios basicos y aplicados.

v En el caso del agua (T;=647 K, P.=22.1 MPa = 221 atm), que es capaz
de disolver especies polares e idnicas como liquido, al acercarse a las
condiciones criticas, las sustancias no polares se disuelven facilmente, y esta
capacidad se ha empleado para limpieza de suelos, remocidn de metales,
hidrocarburos aromaticos polinucleares, etc. La extraccién con agua a altas
temperaturas seguido de la oxidacion en condiciones supercriticas es un
procedimiento que aprovecha los cambios de las propiedades fisicoquimicas de
la sustancia, haciendo que esta técnica se aproveche para el tratamiento de
residuos sélidos y desechos liquidos.

v El momento dipolar del agua liquida a temperatura ambiente disminuye
hasta presentar valores cercanos a los de liquidos organicos, como la acetona.
Por otro lado, en esas condiciones, el agua se convierte en un medio mas
acido (el valor del pH disminuye de 7 a temperatura ambiente a un valor
cercano a 4), lo que permite desarrollar estudios de reacciones catalizadas por
acidos. Asimismo, la reactividad del agua se incrementa, ya sea en presencia o
ausencia de catalizadores (G. Brunner, J. Supercritical Fluids, 47 (2009) 373—
381). Asimismo, la viscosidad de esta sustancia se acerca a la esperable para
un gas en condiciones normales (1x10° N.s2m™), y el coeficiente de difusion
se incrementa un orden de magnitud, mientras que gases como O;, NH3, CO,,
N, etc. se vuelven completamente miscibles en condiciones supercriticas. Por
otro, lado, la baja polaridad de la sustancia determina que especies ionicas

disminuyan la solubilidad y se incremente la formacion de pares idnicos.
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v La legislacidn internacional aconseja reemplazar en procesos de
extraccion (tratamiento de materias primas, productos alimenticios, ingredientes
de estos productos, etc.) los solventes clasicos, que suelen ser agresivos al
medio ambiente, por fluidos supercriticos. Entre otros se incluyen al CO,,
propano, acetato de butilo, etanol, acetona. Ejemplos de sistemas en los que
se ha introducido este tipo de fluidos son los siguientes:

CO,/H,0: cafeina de granos de café

COgy: nicotina de tabaco, colesterol de yema de huevo, lipidos de material
bioldgico, pesticidas de suelos, etc.
En 117 (@ y b)

comportamientos en las distintas regiones de un diagrama de fases. La

las Fig. pueden observarse cualitativamente los
diferencia entre las densidad de moléculas en el equilibrio liquido-vapor se
hace cada vez menor al aumentar la temperatura y la presion de equilibrio. La
semisuma de las densidades del vapor y del liquido en equilibrio presenta una
dependencia lineal con la temperatura, que puede servir de base para evaluar
la densidad critica conociendo la temperatura critica. Se esquematiza la region

supercritica que se observa a p > Peritica Y t > teritica-

i} r

Region tf*c
supercritica
Eictittes Loimied
"'. &
)

PAselsa

Yersis [ densidad (6]

t°C

Fig 1.17a: En un diagrama p vs t se Fig. 1.17b: Representacion cualitativa de la

representan los cambios cualitativos de las
densidades moleculares en las fases
gaseosa y liquida y en la region supercritica.
Al aumentar la presion y la temperatura, el
volumen molar del vapor disminuye
incrementandose la densidad molecular,
volviéndose comparable a la de un liquido en
la region supercritica.

densidad de las fases gaseosa y liquida como
funcién de la temperatura. En el estado critico,
las densidades de las fases se igualan. La
semisuma de las densidades de las fases en
equilibrio muestra en general una buena
dependencia lineal con la temperatura. A esta
dependencia se le conoce en la literatura como
ley de Cailletet-Mathias (ver el Capitulo 4).
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CAPITULO 2

Comportamiento de gases reales a bajas presiones. Bases

experimentales para el modelo de gas ideal

El estudio sistematico del comportamiento experimental de los gases reales en
condiciones presiones moderadas a bajas presiones, conduce a las leyes de

Boyle-Mariotte y Charles- Gay Lussac.

2.1 Ley de Boyle-Mariotte
Las evidencias experimentales muestran que todos los sistemas en fase
gaseosa de un componente presentan, a temperatura constante y masa

constante w, una dependencia general entre el volumen y la presion del tipo

p 1V w Yy t constantes
En el caso de gases reales a bajas presiones, se observa
lim p.V = constante w Yy t constantes
p—~>0

En 1661, Robert Boyle (Irlanda. 1627, Londres, 1691) y, en forma
independiente en 1676, Edme Mariotte (Paris, 1620-1684) demostraron,
dentro del error experimental de sus medidas , que la constante sélo era
funcién de la temperatura y de la masa del gas. Esta observacién conduce a
ley de Boyle
pV = A(w,t) 2.1
Esta ecuacion describe adecuadamente, dentro del error experimental, el
comportamiento de los gases diluidos en condiciones de temperatura constante
y para una masa dada de gas
A(w,t) = constante 2.2
Es interesante sefalar que Boyle propuso que el aire, sustancia que fue objeto
de sus estudios, estaba compuesto por particulas pequehas separadas por

espacio vacio en movimiento constante.

2.2 Leyes de Charles-Gay Lussac
Louis Joseph Gay-Lussac (Francia, 1778-1850) public6 en 1802 la ley que
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describe la expansion de los gases como funcion de la temperatura a presion
constante. En este trabajo, Gay-Lussac hace referencia a un trabajo realizado
alrededor de 1787 por Jacques Charles (1746-1823), y que no fuera publicado.
Esta ley se conoce con frecuencia como Ley de Charles.

Los hechos experimentales muestran que, si se calienta una cierta masa de
gas a presion constante, el volumen se incrementa con la temperatura. Una
forma simplificada de expresar este cambio se indica en la Ec. 2.3,

V=V, (l+at) 2.3

Vj es el volumen del sistema a la presion de trabajo cuando la temperatura t se
toma como cero en la escala centigrada.
El mismo estudio puede realizarse calentando una cierta masa de gas a
volumen constante. Se observa que la presion se incrementa de manera
proporcional a la temperatura. De manera similar a la Ec. 2.3, puede
proponerse una expresion simplificada para indicar este comportamiento,
p=p,1+a,t) 2.4
En esta ecuacion, pg es la presion del sistema en el volumen de trabajo cuando
el sistema se halla en contacto con un bafo térmico a la temperatura del punto
triple del agua. Esta se puede tomar momentaneamente como el cero de una
escala centigrada.
La Ec. 2.4 ha servido de base para desarrollar termdmetros de gases,
construidos considerando dos puntos fijos, uno para determinar po y el otro
para conocer ay. Sin embargo, desde 1960, se remontd esta situacion
asignando un valor numérico a un punto fijo, como veremos mas adelante.
La experiencia muestra que los coeficientes ap y ay son funciones explicitas o
implicitas de la presién, y que si bien son de érdenes de magnitud similares,

difieren entre si con la presion y con la naturaleza de la sustancia considerada.
En la Tabla 2.1 se muestra la dependencia del coeficiente de expansion

isobarico como funcion de la presién a la temperatura del punto triple del agua,

que se toma como cero en la escala centigrada.
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Tabla 2.1: Fuente: F. Henning and W. Heuse, Z. Physik, 5 (1921), 285

He H, N,
Pltorr 10°ay/C* Pltorr 10°a,/T* Pltorr 10°a,/C*
504,8 3658,9 508,2 3660,2 511,4 3667,9
520,5 3660,3 1095,3 3659,0 1105,3 3674,2
760,1 3659,1
1102,9 3658,2
1116,5 3658,1

En la Fig. 2.1 se representan graficamente el comportamiento experimental de
esta propiedad para las distintas sustancias.
En la Tabla 2.2 se presentan valores de op y ay para distintos gases medidos a

la temperatura del punto triple del agua y 1 atm de presion.

Tabla 2.2: Valores de ap y ay de gases simples medidos a 0C y 1 atm

sustancia aire H, CO, (6{0) N,O SO,
1060(\,/‘0 . 3670 3661 3710 3669 3719 3903
1060(p/‘C i 3665 3667 3688 3667 3676 3845

Es posible expresar estos coeficientes como serie de potencias de la presion
(medidos a 0TC). Algunos de estos desarrollos se mu estran en la Tabla 2.3,

Tabla 2.3: Comportamiento de como ap y ay funcion de la presion, F. Henning and W. Heuse,
Z. Elektrochemie, 5 (2001), 285.

Nitrogeno

10" ay/T '=36604 + 0,117 p 10" ap/T '=36604 - 0.134 p

Hidrégeno

10"ay/T = 36604 — 0,012 p 10" ap/T '=36604 + 0.017 p

Helio

10" ay/T = 36604 — 0.019 p 10" ap/T '=36604 — 0.004 p

Este analisis experimental de estos coeficientes de las leyes de Charles y de
Gay-Lussac muestra que

Op #0y
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Sin embargo en el limite para p > 0, estos coeficientes tienden a un unico
valor, tal como se observa del analisis de las Tablas 2.2 y 2.3, y que se
representan en la Fig. 2.1.

limp,o0 0p = limy o av = 3.6609x10° T "= 1/273,16C "'

3V

JAES /_&3’///‘0'
e

f

: 103u.,urxnc'1 N,

- 103%;”::'1 Nz

1f60 PEm===CT T

.__““‘“—“—“-Cl

10%m 00
A5 \\ '1|:|3l:l.'.p.l'l:'|:-1 H2
H,. F.Henning =t al,
\t T Physik, 5 (1921, 285
3650 M., F.Henning &t al,
\'\\ Z Phoysik, 5 (1921), 285

3645 \.._|

1] 00 400 Go0 ann 1000 1200

10%, ;107 (T

|
@GDP??
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Fig. 2.1: Comportamiento de los coeficientes experimentales ay y a, para N, e H, medidos a la
temperatura del punto triple del agua.

Debe observarse que la extrapolacion a p=0 conduce a un Unico valor para ambos
coeficientes. El valor extrapolado en las condiciones experimentales indicadas muestra que
al T=1/273,16

2.3 Escala de temperatura.
Si se admite que existe una sustancia para la cual se cumplen

simultdneamente las siguientes ecuaciones,

1
V:\/0(1+a'p(t/°C):Voa[a +t) a P y w constantes 25

p=p(l+a,(t/°C)= poa(oll +tj a V y w constantes 2.6

Estas expresiones contienen un factor que permite introducir una escala de
temperatura (T) basada en el modelo del gas ideal. La unidad de temperatura
en esta nueva escala es el Kelvin (K).

T/K :l+t=273,16+t 2.7
a

Con esta definicién, la dependencia del volumen y de la presion para esta

sustancia toma las siguientes formas sencillas:
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V = Voldl Yy p = pold[T

Debe prestarse atencion al hecho que la escala centigrada y la de los gases
: S ot
ideales corresponde a una transformacion lineal, de manera que aT =1. Esta

condicion implica que la constante A(w,t) de la ley de Boyle pueda escribirse
también como A(w,T).
Sin embargo, por razones que discutiremos mas adelante, la escala centigrada
no es estrictamente igual a la escala Celsius, aunque es aproximadamente
igual. La escala Celsius se basa en el empleo de hielo fundente y no del punto
triple. Por lo tanto, existe una diferencia sistematica la que ha sido subsanada
mediante convenciones internacionales, tomando como temperatura de
referencia Tp=273,15. La conversién de una escala a la otra se muestra en la
Ec. 2.8.

VCO=T/K-T,=T/K=27315 2.8
Por lo tanto, la temperatura del punto triple del agua en la escala Celsius
t,+=0,01°C.
En general y sobre la base de la escala del gas ideal, si X es una propiedad
que se emplea para construir una escala termométrica, y el valor de esta
propiedad es Xp7316 €n contacto con agua en su punto triple, entonces la
temperatura en esta escala basada en el conocimiento de la propiedad sera

Xysa6 _ 273,16
X T

La propiedad X debe variar con el estado térmico del cuerpo con el que se

2.9

pone en contacto. Esta propiedad puede ser el volumen de un liquido como Hg,

la resistencia de un determinado material, etc.

2.4 Combinacién de las leyes de Boyle y de Charles-Gay-Lussac.
Ecuacion de estado del gas ideal

Sobre la base de las consideraciones previas, la constante A(w,T) a presion y
temperatura constante solo cambiara si se modifica la masa w del gas, ya que
el volumen es una funcidn monaétona creciente de la masa de la sustancia

(general). Entonces,
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A(w,T) =C(T).w
Combinando las leyes de Boyle y de Charles-Gay Lussac, y recordando la
expresion previa se debe cumplir la relacion
pV =C(T).w 2.10
Si se considera el volumen especifico 9 =V/w que es la inversa de la densidad
del gas, se observa que esta relacion solo cambia si se modifican la presién y/o
la temperatura. Como V=V,[d[T, entonces pVolaT =C(T)M

Reordenando,

pda=—- 2.11

T
Como p y T se pueden modificar en forma independiente si se fija p, la relacidon
C(T)/T se vuelve constante, ya que 39, es el volumen especifico del gas a

273,16 K, a=1/273,16. Entonces, si se llama & = p@old se debe cumplir

C(M=¢&.T 2.12
¢ puede calcularse para cada gas como
Vp
= 2.13
¢ wT

La constante ¢ cambia de gas a otro tal como lo hace la densidad o su volumen
especifico (3).
Luego, si para dos gases diferentes se conocen sus volumenes especificos en
las mismas condicionesde p y T,

£=92 y £=9,7
Admitamos que existen masas M1 y M, para las cuales se cumple que

Mi. &1 = Ma. &=M. § 2.14
Para comprender el significado de esta relacion, si aproximadamente se pesan
32 gramos de oxigeno, cuyo volumen especifico sea oz a 1 atm y 273,15 K, se
deben pesar 28 gramos de Ny, 6 2 gramos de H, 6 44 gramos de CO, para que
se cumpla la relacién previa.

Mco2. &coz2 = Mo2. §o02 =MH2. &2 = Mn2. Enz

Estos numeros son llamados masas molares M y este procedimiento

constituye la base de la construccién de una escala de pesos moleculares de
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las sustancias puras. Se denomina mol a la cantidad de gas cuya masa es M.
Esta condicidn se puede generalizar para cualquier gas si las propiedades del
gas se evaluan en el limite de bajas presiones (Ec. 2.10). El producto de cada
masa molar y el volumen especifico en las mismas condiciones de presion y
temperatura define una constante que resulta ser independiente de la
naturaleza del gas. Llamando R a esta nueva constante, se debe satisfacer
R=M. & 2.15
Esta es la constante general de los gases, cuyo valor en distintas unidades es
R=0,08205 L.atm.K “.mol ™ = 8,31 J.K™.mol*
Recordando que 1 cal = 4,184 J, se cumple R = 1,987 cal.K™".mol™". Debe
observarse que R tiene unidades de energia por kelvin y por mol.
Reemplazando & en la ecuacion 2.13, se obtiene la ecuacién de estado del gas

ideal
pV ::/lv RT=nRT 2.16

La relacion n=w/M es el nimero de moles contenidos en la masa m.

2.5 Ley de Avogadro

Una consecuencia de este analisis previo, muestra que si se reescribe

En las mismas condiciones de presion y temperatura, la relacion p/T es ahora
constante, y por lo tanto, el volumen ocupado por las masas molares, que
llamaremos el volumen molar V= M.0 de cada gas resulta ser el mismo e
independiente de la naturaleza del gas, es decir Vin,=Von =.....= V

Esta es la llamada ley de Avogadro.
2.6 Aplicaciones de la ecuacion del gas ideal
2.6.1 Determinacion de la temperatura de un cuerpo en la escala del gas

ideal. Termémetro de gases

En la Fig. 2.2 se esquematiza un termdometro de gas, que consta de un
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recipiente de volumen V donde se introduce un gas real (cuya masa w se

puede regular) y que esta conectado a un mandémetro para medir la presion.

Fig. 2.2: Esquema basico de un termémetro de gas

El recipiente se coloca en contacto con un bafo térmico cuya temperatura
quiere evaluarse tomando como base la escala del gas ideal. El valor que debe
resultar del andlisis debe ser independiente de la naturaleza del gas con el que
se carga el recipiente de volumen V. En este equipo el volumen del sistema es
constante y se regula a través del liquido manométrico empleado. La presion
se mide a partir del conocimiento de la altura h de la columna del liquido
manomeétrico.

Como hemos visto, la ecuacién del gas ideal resulta del analisis del
comportamiento de los gases en el limite de p—>0. Sin embargo, para una
sustancia gaseosa cualquiera, el conocimiento de la presion y el volumen no es
suficiente para evaluar la temperatura del cuerpo T sobre la base de esta
ecuacion.

Sin embargo, como la medida de la presion y la densidad de un gas no tienen
demasiada complejidad, se puede forzar la aplicacion de la Ec. 2.16 para
obtener un numero que tiene unidades de temperatura. El resultado obtenido
no es la temperatura T en la escala del gas ideal . Por este motivo,
denominaremos temperatura aparente T,, al numero que se obtiene de este

proceso,

Tap:LV:M con 5="= 2.16-a
R R \

M
Vm



Tap sera funcion de la masa de gas presente en el sistema (consecuentemente
la densidad), de su naturaleza y de la presion de trabajo.

Del analisis de este numero para distintas condiciones de presion y densidad,
se puede establecer una escala general para expresar la temperatura de un
sistema en la escala del gas ideal.

La ventaja de este procedimiento radica simplemente en que esta nueva escala
es independiente de la sustancia de trabajo.

Sin embargo, si se construyen distintos termdmetros con gases diferentes, los
que se colocan en contacto con el mismo bafo térmico y se aplica la Ec. 2.17,
la T4 calculada variara con la naturaleza del gas empleado. De esta manera,
para dos gases 1y 2 se observara que Tap1 Z Tap2 Z T.

Si ahora se repite el experimento con un gas dado pero trabajando siempre con
el mismo termdmetro, aunque retirando o incorporando gas con el fin de variar
su densidad y se aplica la Ec. 2.16-a, el valor de la T4, variara de manera
regular con la presion que se mida. Lo mismo se observara en los otros
termometros que contengan distintos gases en contacto con el mismo bafo

térmico.

Cuando se analiza la dependencia de T4, como funcion de la presion de trabajo
y se construye un grafico, como el que se indica en la Fig. 2.3.

%A
= Gas 1
(as 2
T—>
Gas 3
-

=

Fig. 2.3: Comportamiento esquematico de la dependencia de la temperatura aparente con la
presion.
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Si todos los termdmetros estan en contacto con el mismo bafo térmico, se
verifica experimentalmente que la extrapolacién a p—>0 conduce al mismo valor
que identificaremos con la temperatura en la escala del gas ideal,

T = lim
p-0

ap

2.6.2 Ejercicio de aplicacion
(@) A una cierta temperatura T, el volumen molar ocupado por argén a distintas

presiones se da en la siguiente tabla:

p/atm 8,99 | 17,65 | 26,01 | 34,1 | 41,92 | 49,5 | 58,86 | 64,02
V/dm® mol” 2,00 | 1,00 | 0,667 | 05 0,40 | 0,333 | 0,276 | 0,25

Con la informacién de esta tabla, evaluar la temperatura de la sustancia en la
escala del gas ideal.
La temperatura aparente T, calculada como Ta,=pVn/R se presenta en la

siguiente tabla para esta sustancia

p/atm 8,99 17,65 26,01 34,1 41,92 49,5 58,86 64,02

Tap/K 2191 215,2 211,5 207,8 204.4 200.9 198,0 195,1

En la Fig. 2.4 se muestra el comportamiento de la Tap como funcion de la
presion. La extrapolacion a p—>0, permite obtener la temperatura del gas en la

escala del gas ideal.

223

22

215 4

210 A

205

2 -

» TaF,.I'K empleando informacién expearimental
— T R=Z2F5.0432 pfatm r=08EEE

T T T T T T
il 10 o kil o 1l 1] 70
pfatm

Fig. 2.4: Comportamiento de la temperatura aparente como funcién de la presion
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La aplicacion de la ley de los gases ideales a un gas real muestra que hay
desviaciones sistematicas entre la prediccion y la experiencia. El uso de
herramientas estadisticas, en este caso, de una regresién lineal permite
obtener el valor de la temperatura en la escala del gas ideal. El analisis de

regresion conduce al valor de T=222,75 K.

Si en lugar de Ar se emplease otro gas en contacto con el mismo bafio térmico,
la ordenada al origen deberia ser la misma. Este procedimiento es general y
sirve de base para calibrar termoémetros contrastandolos contra un termémetro

de gas "ideal".

2.6.3 Escala de temperatura

La definicion de la unidad de temperatura ha sido motivo de reuniones
internacionales desde hace un siglo.

La unidad Kelvin se define estrictamente como 1/273,16 de la temperatura del
punto triple del agua (condicidén en la que existen agua sdlida, agua liquida y
agua vapor en equilibrio).

La temperatura T en la escala Kelvin se define sobre la base de los

termometros de gases, en los que se debe cumplir

Ilrm P273.16 - 273,16 217
p-o  Pr T

Si se construyen termometros diferentes al de gas (a volumen constante)
recurriendo al empleo de una propiedad termométrica X, entonces, se puede
definir la temperatura 6(X) tomando como referencia el valor de la propiedad a
273,16 K (X273.16), tal como se indica en la Ec. 2.17-a,

X273,16 — 273,16

X a0x) 2.17-a

La escala Celsius esta definida mediante la Ec. 2.8. Esta ecuacion expresa una
relacion lineal entre la escala Celsius y la Kelvin, de manera que se cumple que

AT/K = At/°C. Por ejemplo, si se registra un AT=3 éste es igual a un At= 3°C K.
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La temperatura del hielo fundente, definida a la presibn normal de una
atmosfera estandar (1atm = 101325 Pa) y la del agua en su punto triple, estado
en el cual el vapor ejerce la presion de 0,006037 atm (611,657 Pa) no son
iguales. EI punto de fusién del agua a 1 atm (hielo fundente) se ubica a
273,15 K. En consecuencia, la temperatura del punto triple en la escala Celsius
es 0,01°C.

2.6.4 TermOmetros

Un termoémetro es un instrumento que responde a los cambios térmicos de un
sistema con el que se encuentra en equilibrio térmico reciproco.

Esta respuesta implica que debe existir alguna propiedad “termométrica” que
puede medirse de manera sencilla y sobre la base de la cual puede construirse
una escala de temperatura.

En la siguiente tabla se listan tipos de termometros y las propiedades
termométricas que son base para la medida y construccion de alguna escala de

temperatura.

Tabla 2.3: Tipos de termdmetros y propiedades termométricas

Tipo de termémetro Propiedad termomeétrica
Termdmetro de gas (a V constante) presion
Resistencia (diferencia de potencial constante) Q
Par termoeléctrico Fuerza electromotriz (FEM) térmica
Sal paramagnética Susceptibilidad magnética ()
Radiacion del cuerpo negro Emisividad

De esta forma, se puede hallar una escala propia en la propiedad (que no es
lineal en la escala del gas ideal) como puede apreciarse en la siguiente Tabla
2.4, y contrastando los valores de 06(X) entre distintos termometros, los
nameros que se asignan como temperatura no son iguales. El unico valor

comun es el correspondiente al agua en su punto triple.
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Tabla 2.4: Comparacion de termémetros (Referencia: M. Zemansky, Calor y Termodinamica,
4™ Ed. Aguilar, 1973)

Par termoeléctrico Resistencia Termémetro de hidrégeno (V cte).
. (cobre-constantan) de Pt La masa de gas en el termémetro
Punto fijo varia

e(FEM)mV | 6(e) | RIQ | 8(Q) J 9(p+) P2 8(p2)

N, (PEN) 0,73 31,85 1,96 54,47 1,82 73,10 0,29 79,22
O, (PEN) 0,95 41,45 | 2,50 69,47 213 85,56 0,33 90,14
CO, (PSN) 3,52 153,60 | 6,65 | 184,79 4,80 192,81 0,72 196,66
H.O (PT) 6,26 273,16 | 9,83 | 273,16 6,80 273,16 1,00 273,16
Sn (PFN) 17,50 763,63 | 18,56 | 515,75 | 12,76 | 512,56 1,85 505,35

Como puede observarse en la Tabla 2.4, las medidas de la presién de H;
conducen a la temperatura de ebulliciéon, fusién o sublimacion de las sustancias
indicadas en la tabla, cuando se evaluan en el limite para p—>0. Todos los
termometros deben calibrarse contra alguna referencia como, por ejemplo, la
del gas ideal. Por esta razon los termdmetros que se proveen o construyen
sobre la base de las medidas de resistencia, diferencias de potencial, etc. estan

provistos de la correspondiente curva de calibracién.

2.6.5 Determinacion del peso molecular de una sustancia gaseosa.
Método de densidades limites
La masa molar de un gas ideal se puede evaluar a partir del conocimiento de
su densidad (6 = w/V), la temperatura y su presion.

M = RT.o/p
Pero en gases reales, aun a presiones bajas o moderadas,

M # RT.d/p.
En el limite p > 0 la ordenada al origen debe satisfacer la ley de Boyle, y en

esas condiciones;
lim (p/d) =RT/M 2.18

p—>0

El valor de M sin unidades es el peso molecular de esta sustancia.
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Ejercicio de aplicacion
Evaluar la temperatura de una sustancia gaseosa y su masa molar a partir de

las medidas de densidad a distintas presiones.

p/atm 0,750000 0,500000 0,250000
Vin/L mol™ 29,8649 44,8090 89,6384
/gL’ 1,07144 0,714110 0,356975

La temperatura del gas se puede obtener analizando el producto pV, como
funcién de la presion. En las Fig. 2.5a y 2.5b se muestran los comportamientos
esperados como funcion de la presion. El limite para p—>0, el gas debe cumplir
con la ley de Boyle. En la Fig. 2.5a se grafica la relacion p/d versus p, y
considerando la Ec. 2.18, de la ordenada al origen se debe obtener la relacién
RT/M, y de aqui el peso molecular en la escala del gas ideal.

El analisis de regresion (ver Fig. 2.4 b) conduce a la siguiente dependencia en

el producto p.Vp:
p.Vm/L.atm.mol™ = 22,4152 — 0,02185xp r 2=0,9985

El diagrama inserto (b) de la Fig. 2.5, se muestra pVy, vs p de donde se obtiene
la ordenada al origen, y de este valor se calcula la temperatura del gas, ya que
lim

se cumple 0 pV, = RT. En este caso, t=0°C.

p-

De la representacion p/d (en unidades de atm.cm®.g™”) se evalta la ordenada
RT/M)

p/d=0,7005 — 6,73x10™.p r2=0,9985
Luego, se puede obtener el valor del limp_ o (p/3)=0,7005 L.atm.g”

A partir de este valor se obtiene el peso molecular, esto es,

M = 0,08205x273,2/0,7005 = 32,00 g.mol”
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Fig. 2.5: Evaluacion del peso molecular a partir de medidas de la densidad de gases a una
temperatura determinada.

2.7 Mezcla de gases

2.7.1 Ley de Dalton

Considere un sistema constituido por n4, ny, ..., nj moles de gases cuyo
comportamiento individual satisface la ley del gas ideal.

Esta mezcla puede tratarse como un “Unico” gas en el que hay presentes n
moles de “sustancia”;

nN=ni+n+...+n=2n =pV/RT

En esta expresion, p es la presion que ejercen los n moles cuando a la
temperatura T ocupan un volumen total V. Reordenando
p=nlﬂ+n2ﬂ+....+nkE=anE
\Y} v v
Cada término en la ecuacion precedente tiene unidades de presion. Se define
la presion parcial px del k-ésimo componente a
RT

=n —
Pe=Ny,
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La presion total de la mezcla estara dado por
pP= p1+p2ta.... +pi=Zpi
La relacion p; /p = n;j /n define la fraccidbn molar xi de la especie i-ésima en la

mezcla gaseosa. Esta relacidon se conoce se conoce como ley de Dalton ,

Pi = Xi.p 2.19
2.7.2 Peso molecular medio <M> de una mezcla gaseosa
Si se trabaja con w gramos de una mezcla gaseosa, de los cuales wg es la

masa del componente k-ésimo, entonces, el nimero de moles del componente

presentes en el sistema sera

Luego, w

I
g
=
I
g
XD
<

Definiendo el peso molecular medio <M> asociado a esta muestra como
n
n<M>=> nM,=> <M>=> EM=> x.M, 2.20
k x N k
En consecuencia, es posible obtener el peso molecular promedio sobre la base

de la Ec. 2.20 o bien combinandola con la ecuacioén

pv _ _ _ 1 _ W p_ RT
FPY —nh= = M =—— o L= 2.21
RT Zk:nk <M>Zk: WMe= s o0 <M >

Las medidas de densidades y de pesos moleculares promedios en mezclas
reactivas constituyen uno de los procedimientos sencillos para estudiar el

equilibrio quimico en fase gaseosa.

2.7.3 Aplicacion de la ley de Dalton a mezclas de gases en equilibrio
quimico

La ley de Dalton puede aplicarse al estudio de mezclas de gases en equilibrio
quimico, si se admite el comportamiento ideal de las especies. Consideraremos
el equilibrio quimico entre un dimero (Az) y su monémero (A). Sea np es el
numero de moles de dimero incorporado al reactor donde se establece el

equilibrio, cuando se ha disociado una fraccion a del numero inicial en ciertas
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condiciones de presion y temperatura. EI numero de moles disociados de la
especie A, sera a.ng. Del analisis estequiométrico se puede evaluar el numero
de moles de cada especie en equilibrio, sus respectivas fracciones molares,

presiones parciales y el peso molecular promedio de la mezcla:

Axg) === 2A(9)
Inicialmente No —

Equilibrio (1-a).ng 20d.ng

Si el numero de moles totales n = (1 + a).no, verificar:

<M> es el peso molecular medio o promedio de esta mezcla de gases en
equilibrio debe cumplir en este caso con

w w
<M > M

n=n,.(I+a)= n=

De esta relacion se obtiene

MAz
<M >= 2.22
1+a

Una ventaja de este tipo de relacion es la posibilidad de evaluar grados de
disociacion de gases en mezclas reactivas a partir de medidas de densidad. En
este ejemplo,

p_ RT _pM,
= :af_ L —
d <M> O.RT

1 2.23

2.7.4 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1

En una muestra de aire, despreciando otros gases minoritarios, la presion
parcial del oxigeno es 0,20 atm y la de nitrogeno es 0,80 atm. En todo este
analisis supondremos comportamiento ideal de la mezcla (a) Evaluar el peso
molecular medio <M> de la muestra de gas. (b) Evaluar la densidad de una
muestra de aire a 25T

Considerando las definiciones previas (Ec. 2.20), el peso molecular promedio
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del aire sera
< M>=>" % M, =0.20 332 +0.80 X28 = 28,8 gmol ™

k
A partir del conocimiento de este valor y aplicando la Ec. 2.21,

£:£:>5:w:1’1789[|_‘1
o0 <M> RT

Ejemplo 2

En fase vapor el acido acético se halla como dimero en una gran extension,
debido a la importancia en el doble puente hidrégeno que se establece entre
dos unidades monoméricas,

Para esta sustancia se conoce que en su punto de ebullicién normal (118,5T,
1 atm), la densidad del vapor es 3,15 g/dm®. Evaluar la fraccion de dimero
disociado (a), las presiones parciales del dimero (que indicaremos como Ay)

pa2 Y del monomero (A), pa y el peso molecular promedio de la mezcla.

Aplicando la Ec. 2.23

latm _ 0.08205 LatmK™.mol"'x(273,16 +118,5)K = 1x120 1
315g.L" 120 gmol™ 3,15%0.08205x(273,16 +118,5)
l+a

De aqui, o= 0,185. Luego

=170 o688 x, =29 =0312
l+a l+a

Xp,

Las presiones parciales seran Py = X, -P=0,688 atm p, = X,.p=0,312 atm

Finalmente, <M>=101,3 g.mol ™.

Ejemplo 3
Se ha determinado el peso molecular promedio <M> de una muestra de acido
acético a distintas temperaturas y 1 atm de presion. Los resultados se indican en

la siguiente tabla:

t/C

124,8

134,8

144,8

154,6

164,8

<M>

90,35

87,00

81,99

77,73

74,14

62



El comportamiento de este sistema indica que el acido acético debe estar
asociado en fase gaseosa, ya que el peso molecular disminuye con el aumento
de la temperatura. La asociacion es muy estable y tiene lugar a través doble
enlace hidrogeno entre moléculas de mondémeros:
(CH3COOH), & 2 CH3;COOH

(a) Evaluar las fracciones molares y las presiones parciales de cada constituyente
(b) recordando las definiciones basicas de constante de equilibrio en términos de
las presiones parciales (Kp) y las fracciones molares (Ky), calcular sus valores a
124,8°C y a 164,8°C (c) la densidad de la mezcla a 144,8°C.

M
Aplicando la Ec. 30, a = - MA2> -1, se obtienen los siguientes valores,

t/C 124,8 134,8 144,8 154,6 164,8
a 0,32 0,37 0,46 0,54 0.62
dimero 0,515 0,46 0,37 0,299 0,235
Monsmero 0,485 0,54 0,63 0,701 0,765

Con esta informacion pueden evaluarse las fracciones molares, las que se
listan en la tabla.
Para esta reaccion, las constantes de equilibrio, sin referirla a la condicion
estandar cdmo se vera mas adelante, estaran dadas por las siguientes
expresiones.

2

—_ M —

=K, =" =K.p

Po

Esto permite calcular las constantes de equilibrio a todas las temperaturas de la

K =

X

%

tabla precedente. A la presion de 1 atm y a las temperaturas de 124,8 y 164,8,
los valores de K y Ky valen respectivamente 0,457 y 2,490.

Finalmente, la densidad se calcula como se indicara previamente para un
sistema de un componente, pero ahora empleando el peso molecular promedio
<M> en las condiciones de interés.

5= P-< M > 1 atm74,14 gmol™
RT 0.08205Latrr.K ™' .mol ™' x438K

=2,063 gL
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2.7.5 Leyde Amagat
Nuevamente, considere un sistema constituido por n4, ny, ..., ny moles de gases
ideales. Como antes, esta mezcla puede tratarse como un “Unico” gas en el
que hay presentes n moles de “sustancia”;

nN=nq+ny+... +n=2n =pVIRT
Aqui, p es la presion que ejercen estos n moles cuando a la temperatura T
ocupan un volumen total V.

Es posible escribir una expresion para el volumen de acuerdo con

V=nlg+nzﬂ+n3g....=2nkE
p p p K p
Cada término en la suma precedente tiene unidades de volumen. Se define
RT

como volumen parcial Vi del k-ésimo componente a V, =n,——. El volumen
P

total de la mezcla se expresa como
V= Vi+Vot ... +Vi=2V,
La relacion entre el volumen parcial al volumen total es la fraccidén molar de ese
constituyente.
Vi _ N
V o n

La relacién indicada precedentemente (Ec. 2.24) se conoce como ley de

= X 2.24

Amagat. Esta ley, que describe la aditividad de los volumenes de cada
constituyente en la mezcla en las mismas condiciones de presion vy
temperatura, fue introducida por Emile H. Amagat (Francia, 1841-1915). Es
muy util desde el punto de vista practico para expresar la composicion de

mezclas de gases en volumen porcentual en cada componente o constituyente.

Ejemplo de aplicacion

Una mezcla gaseosa contiene la siguiente composicion en peso por cada cien
gramos de muestra (% p/p): Hidrogeno (6%), CO (68%), nitrégeno (11%), didxido
de carbono (14%) y metano. (a) Expresar la composicion de esta mezcla en
volumen por ciento (volumen de sustancia cada 100 ml de mezcla) y su fraccion
molar (b) calcular el peso molecular medio de la mezcla.

El analisis de estos datos se resume en la siguiente tabla, considerando que la
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masa total es de 100 g. Las fracciones molares que se

independientes de la masa total de la muestra gaseosa.

calculen seran

sustancia g/100 g de gas | Nro. de moles X V%
H2(9) 6 3 0,484 484
CO(g) 68 2,429 0,392 39,2
Na(g) 11 0,393 0,063 6,3
CO4(g) 14 0,318 0,051 5,1
CHa(g) 1 0.063 0,010 1,0

Total 100 g 6,193 1 100 cm®

El peso molecular promedio es directamente el cociente de la masa de la

mezcla y el numero total de moles presentes en ella: <M> = 100/6,193 = 16,15

g.mol™.
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CAPITULO 3

TEORIA CINETICA DEL GAS IDEAL

PRESION DEL GAS IDEAL

ENERGIA CINETICA PROMEDIO Y TEMPERATURA







Capitulo 3
Teoria cinética del gas ideal. Ley de distribucion de velocidades
de Maxwell y de energia de Maxwell-Boltzmann. Principio de

equiparticion. Capacidades calorificas de gases y solidos

3.1 Introduccidn

El gas ideal, en condiciones de equilibrio , puede imaginarse como una coleccion

de moléculas en continuo movimiento, donde no existen direcciones en su

movimiento (movimiento caético ) ni flujos moleculares (ausencia de gradientes

de temperatura, concentracion , etc.),

Para desarrollar un modelo sencillo, hay que considerar los siguientes hechos

intuitivos asociados con la naturaleza de los gases:

Una idea de cual es la situacién de un sistema gaseoso en equilibrio a una cierta

temperatura y presion se resume a continuacion:

v El gas consta de moléculas de masa m que se encuentran moviéndose al azar,

chocando entre si y experimentando interacciones intermoleculares entre ellas
(atractivas y repulsivas)

Como consecuencia del movimiento al azar, no existen direcciones
preferenciales del movimiento molecular . El caracter cadtico podra
analizarse trabajando con distribuciones estadisticas basadas en la teoria de
las probabilidades. Al ser la velocidad una magnitud vectorial, podra describirse
en términos de sus componentes v= V,i+V,j+v K, donde i, j y k son los versores
de un triedro elemental que permitira la descripcién de la distribucion de
velocidades y de sus componentes. Admitiremos que las probabilidades
asociadas con las componentes de los vectores velocidad son
independientes (véase mas adelante la distribucion de Maxwell- Boltzmann).
El tamafio de las moléculas es despreciable frente a la distancia recorrida entre

choque y choque.
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v' Los choques, en una primera aproximacioén, pueden suponerse elasticos.

v" El nUmero de moléculas por unidad de volumen es muy grande (a temperatura
y presidn ambiente, N/V = 2,45x10"® moléculas.cm™ =2,45x10%2 moléculas.L™" =
2,45x10® moléculas.m™. Este nUmero es suficientemente grande para

considerar funciones de distribucion continuas.

3.2 Importancia del “tamafio y la forma” de las moléculas

En principio, en un gas diluido, afirmamos que el tamafio de las moléculas es
despreciable comparado con las distancias recorridas en el gas entre colisiones
sucesivas (ver el Capitulo 16). Sin embargo, al disminuir el volumen total del
sistema el tamano de las moléculas se pone en evidencia.

La idea de la existencia de una region del espacio que pueda asignarsele en forma
‘exclusiva” a una molécula dentro del cual las chances de ser ocupadas por otra
es la base para considerar el volumen molecular.

Desde el punto de vista microscopico, las fuerzas de repulsion se vuelven
importantes cuando las moléculas se acercan a distancias de “contacto intimo”
entre ellas. Las energias de movimiento asociadas a cada una de ellas hace muy
dificil que se interpenetren en forma considerable aun a altas temperaturas y
presiones.

La existencia de esta region es una consecuencia de las restricciones que
impone la mecanica cuantica y no tiene una explicacion clasica

Como las fuerzas de interaccion intermolecular, sean de atraccién o de repulsion
dependen tanto de la separacion entre las moléculas como su orientacion relativa,
es de esperar que para una molécula su forma o su “geometria® molecular juegue
un papel relevante.

Consideremos los siguientes casos generales de moléculas:

Moléculas monoatémicas : Debido a la distribucién de carga electrénica, la
simetria de la molécula puede ser asimilada a una esfera. Este es el tipico caso de
los gases nobles.

Moléculas polinucleares : La mayoria de las sustancias estan constituidas por
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moléculas polinucleares, como H,, CO,, H,0, CH2CH», CgHs, cuyas geometrias se
alejan de una distribucion de carga esférica. Estas moléculas pueden ser
homonucleares, cuando provienen de la combinacion de un solo tipo de atomos o
heteronucleares.

Existe un problema adicional que debe considerarse. No existe un limite asociado
con la distribuciéon de carga que permita definir un volumen caracteristico de la
molécula. Mas aun, para una misma sustancia, el resultado numérico asociado a
la propiedad que denominaremos “volumen” molecular depende de la técnica

empleada para su determinacion.

Por simplicidad, las moléculas se consideraran particulas esféricas de radio r. Esta
suposicion determina que el potencial de interaccion intermolecular entre pares de
moléculas dependa solamente de la distancia entre las particulas y sea
independiente de la orientacion relativa entre ellas.

Una de las primeras aproximaciones sera considerarlas como esferas duras
(impenetrables) con o sin atraccién intermolecular. Para que la molécula pueda
comportarse como un cuerpo impenetrable, el potencial de repulsion debe ser
infinito a distancias menores del radio que se le asigne a la esfera. De esta forma,
el volumen de la molécula y el potencial de repulsion estaran estrechamente

asociados.

3.3 Estimacion del volumen molecular a partir de la densidad de un liquido

En la fase liquida, las moléculas se hallan a distancias muy préximas,
practicamente en contacto intimo, aunque en dicha fase puedan existir huecos con
un empaquetamiento que no es equivalente al observado en la fase sélida. El
volumen molecular puede estimarse a partir del conocimiento de la estructura
cristalina de una sustancia y su densidad.

Supongamos una sustancia liquida cuya densidad & = 0,879 gil™" con una masa

molar es 78 g.mol'. Imaginando a las particulas como esferas duras, el volumen
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. 4 . . .
de cada una de ellas sera v =§lzr3. Al considerar 1 mol a distancias del orden de

la suma de los radios de estas esferas, el volumen molar sera
4 M 4
V,=N,-7r'= V_ =-—_=N,_mr’
3 o 3
Reemplazando por los valores del enunciado,

_ 78
" 0,879

= g\lgﬂ. = w110 077 ch= =298 0 cnE2,98 A=2,98 07 m=298pm

Este resultado cualitativo muestra que en fase gaseosa a temperatura y presion
ambiente, el volumen de una molécula es mucho menor que el volumen total de
dicha fase. Por otro lado, el estudio de las propiedades fisicas de las moléculas
muestra que la polarizabilidad molecular, propiedad asociada con la redistribucién
de la densidad de carga en campos eléctricos externos, es del orden del volumen

molecular.

3.4 Formas de energias que contribuyen a la energia interna del sistema

La energia interna U de las moléculas es la que proviene tanto de los movimientos
moleculares como de la existencia de interacciones intermoleculares entre ellas.
Las energias asociadas al movimiento molecular de una molécula se pueden
agrupar en aquellas que corresponden al movimiento del centro de masas de cada
una de ellas respecto de un sistema de coordenadas de laboratorio y las que
provienen de los movimientos relativos internos respecto del centro de masas. Asi,
la energia cinética de movimiento molecular asociada con la traslacion se puede
tratar como una particula de masa m concentrada en el centro de masas, mientras
que las correspondientes a los movimientos internos, referidos al centro de masas
incluyen a las energias de rotacion y de vibracion.

A éstas debe sumarsele la energia electréonica correspondiente y la energia
contenida en los nucleos, que en este nivel del texto no se consideraran

apreciables para describir las propiedades de las particulas.
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En las moléculas, ademas de la energia asociadas con los movimientos de interés
en esta etapa del estudio (cinética de traslacidén, rotacion y vibracion), debe
sumarsele la energia potencial resultante de las interacciones intermoleculares.

Todas estas formas de energia contribuyen a la energia interna del sistema.

Por este motivo, cuando un sistema modifica su energia interna puede deberse a
un cambio en sus energias de movimiento molecular y/o en su energia potencial.
El peso relativo de contribucion a la energia interna asociada con la energia
potencial (atractiva y repulsiva) dependera de la densidad del sistema.

Todas estas formas de energia son interconvertibles entre si.

3.5 Consideraciones minimas para el desarrollo del modelo de gas ideal

Para plantear un modelo para el gas ideal que a su vez sea consistente con las
observaciones de las propiedades de los gases reales a bajas presiones (p—>0),
conviene repensar alguno de los hechos previos, introduciendo algunas
simplificaciones que determinaran los alcances a validez de las conclusiones que
se obtengan del modelo a desarrollar.

En este nivel de analisis, por simplicidad, no se consideraran las interacciones
intermoleculares a distancia (atraccion y repulsion). Solo se consideraran las
interacciones resultantes de los choques contra las paredes del recipiente (todas
elasticas). La ausencia de atracciones y repulsiones, implica que el estado
energético de una molécula es independiente de la energia que posean las otras.
Esta consideracion es consistente con la observacion experimental a bajas
presiones, donde la densidad del gas es muy baja (6>0) y en consecuencia la
distancia entre moléculas se hace mucho mayor que el tamafio relativo entre ellas.
En ese limite, la energia potencial entre pares de particulas tiende a cero (ver la
seccion 1.5 y la Fig. 1.2 en el Capitulo 1).

Las moléculas del gas ideal se consideraran como puntos de masa m. Como
“particulas puntuales”, éstas careceran de una estructura interna. La masa m se

halla localizada en el centro de masas de cada molécula, y sélo se consideraran
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los movimientos del centro de masas (puntual) en el espacio.

Por otro lado, como el gas se halla en equilibrio, se pensara que las moléculas
realizan sus movimientos sin que existan direcciones preferenciales (caotico).

El movimiento cadtico es una condicion a priori en este analisis. Sin embargo, L.
Boltzmann demostré que las colisiones moleculares es la causa de la existencia

de una distribucion aleatoria de movimientos moleculares (ver el Capitulo 16).

En un mol de un sistema gaseoso real, las moléculas interaccionan entre si y la
intensidad de estas interacciones (atractivas y repulsivas) seran distintas entre los
gases. En el proceso de extrapolacion en el limite de p—>0, estos efectos dejan de
ser apreciables. En este proceso de extrapolacién permanece solo una condicidon
que es comun para todas las sustancias a la misma temperatura: la energia de
movimiento cinético molecular, manteniendo la distribucién aleatoria de las
velocidades que existe en el gas a cualquier presion.

Por lo tanto, la existencia de este tipo de contribucion a la energia interna del
sistema es la Unica que se considerara presente en el gas ideal y a su vez para

justificar la naturaleza cadtica del movimiento molecular.

3.6 La presion del gas ideal. Su origen en términos del modelo

La presion es la fuerza aplicada perpendicularmente a la unidad de superficie. Por
otro lado, la fuerza es la variacion del impulso por unidad de tiempo. Para explicar
el origen de la presion del gas ideal en términos del modelo deben analizarse los
choques contra las paredes y evaluar el intercambio de cantidad de movimiento
gue experimentan las moléculas cuando colisionan cadticamente contra las
paredes perpendicularmente a un elemento de area de superficie en la unidad de

tiempo.
El objetivo de este capitulo es analizar este proceso y expresar la presion del gas

(propiedad macroscopica) en términos de magnitudes microscépicas propias de

las moléculas del gas considerado.
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3.6.1 Suposiciones

Como consecuencia del movimiento al azar, no hay una direccion preferencial
del movimiento . Esta consideraciéon nos lleva a proponer un tratamiento
estadistico para describir la distribucion de velocidades moleculares (v) y de las
componentes (vx, Vy Y V;) asociadas con v. Las funciones de distribucion
estadisticas que estén asociadas las componentes del vector velocidad seran
independientes entre si y se admitira que existen las funciones de distribucion
f(vx), f(vy) y f(v,) asociadas a estas componentes. Las hipotesis previas tienen las
siguientes implicancias desde el punto de vista fisico:

v' La probabilidad de hallar moléculas con componentes de velocidad en el

entorno de +vyx debe ser la misma que la de hallar moléculas con componentes en
el entorno de -vx. Lo mismo vale para las otras dos componentes. Luego,

f(vx)=f(-vy). Esta condicion indica que la funcién de distribucion de cada una de las
componentes de velocidad debe ser par.

v' Si a la probabilidad de hallar moléculas con componentes en el entorno de vy,
vy Y V; se la define como f(vy,vy,v;) entonces por la condicion de independencia en

estas probabilidades requiere que f(vy,vy,vz)= f(vy)Evy)H(v,).

Debe recordarse que en el modelo de gas ideal,

a.- Las moléculas carecen de estructura interna: la unica forma de energia que
poseen es energia cinética de traslacion.

b.- Las moléculas no interactuan entre si, por lo que el estado energético de cada
molécula es independiente de la energia que posean las otras. Ademas, al no
existir fuerzas intermoleculares repulsivas estrechamente asociadas con el
‘volumen molecular”, las particulas de un gas ideal se describiran como “puntos”
de masa m en movimiento cadtico.

c.- Los choques elasticos contra la pared estan caracterizados por la conservacion
del momento cinético y de la energia cinética. Notese que la energia total del

sistema se conserva.
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3.6.2 Velocidad cuadréatica media
La velocidad molecular puede representarse como un vector v cuyas
componentes son vy, Xy, V. Asi, trabajando sobre los versores i, j, k, la velocidad

Como un vector se expresa como 4

V= Vy.i+Vy.j+Vz.K Ve

El producto escalar de v por si mismo, conduce a Vy

VEvltv? vt Vs

\ 4

Si se conoce la funcion de distribucion f(vy,vy,v;), entonces la condicion de
independencia de las probabilidades nos permite escribir

f(vx:Vy,V2)= f(vy)Hvy)Ev2)
Ahora se puede evaluar el promedio de v? como:

<v? >z T ]O ]O( Y+ ¥+ 9)0 €y dy Of(v,) dv,0f(v,)dv, 3.1

Teniendo en cuenta las propiedades de las integrales y ademas que las funciones

de distribucion estan normalizadas
< 2\/>:J' MOy dy+ J' yo €y dy+ J' VOf(y)dy =<V >+<v2>+<v2> 3.2

Cada uno de los sumandos permite introducir el valor promedio del cuadrado de la
componente de cada componente. Este resultado es consistente con las
propiedades del teorema de la independencia de los eventos aleatorios.

<\ >= j' ¢ Of(v)dv, ; <\ >= J' v, Of(v)dv, 5 < v = [V Of(v,)dy, 3.3

—00

Formalmente estas tres integrales son iguales, por lo que se debe cumplir
<v; > =<v; >=<v; . Por lo tanto, <v* >=3[kxv; > =3[ v, >=3kv;[>. De esta
manera,

<v?>

3.4

<y? >=

Se define como velocidad cuadratica media a la magnitud
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<V >

La importancia del conocimiento de <v?> se vera rapidamente al estudiar el
mecanismo que explica la presidn del gas ideal y la relacién estrecha con la

energia cinética molecular.

3.6.3 Origen de la presion del gas ideal: Choques de las moléculas contra

las paredes e intercambio de cantidad de movimiento

Consideremos una molécula que dirige su trayectoria hacia una superficie y que
experimenta una colision elastica, tal como se esquematiza en la Fig. 3.1. Durante
un cierto tiempo 1, la molécula experimentara en contacto con la pared una
interaccion que dara origen a la aparicion de una fuerza f(t), cuyo valor medio
podra asociarse a un cambio en la cantidad de movimiento de la particula.
Analizaremos la transferencia de cantidad de movimiento perpendicular a una
pared. El vector velocidad v se puede descomponer en dos componentes, una
perpendicular a la pared segun el eje x (vx) y otra paralela a la pared (vy).
Llamemos v, a la componente perpendicular y v a la que es paralela a dicha

superficie.

/. A..» Elemerfode

area <

Fig. 3.1: Representacion esquematica del proceso de colision. Observar el cambio en la direccién
de la componente v,. Este proceso es el mecanismo basico que da origen a la presion que ejerce
el gas.

Sea dN(vx)/N la fraccién de moléculas con componentes de velocidad entre v y

vitdvy. Esta fraccion corresponde a la funcion de distribucién f(vy)dvy. Luego, el
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numero de moléculas en ese intervalo sera dN(vy)=N.f(vx)dvx. Consideremos los
siguientes aspectos. Durante el choque contra la pared el cambio en la cantidad
de movimiento que experimenta la componente perpendicular de la molécula
esta dado

m Vx- (- M Vy) = 2m vy. 35
En el intervalo de tiempo dt chocan contra la pared la cantidad de moléculas
dN(vx) cuyas componentes de velocidad se hallan entre vy y (vx +dvy). Estas
moléculas se hallaran comprendidas en un elemento de volumen prismatico de
base A y longitud v,.dt, tal como se esquematiza en la Fig. 3.2. En este esquema,
el grupo de moléculas que se dirigen a la pared izquierda (digamos de D-> )

colisionaran en el intervalo de tiempo dt. Un analisis similar se obtiene

considerando que las moléculas se mueven de 1->D.

V,.dt

@ -

Fig. 3.2: Representacion esquematica del grupo de moléculas que tienen componente de
velocidad entre vy y vi+dv, que alcanzan la pared izquierda del recipiente.

El nimero de moléculas con componente en la direccion |->D (idem de D->1) que
alcanzan el elemento de superficie A en el intervalo de tiempo dt, recorriendo la

distancia vy.dt sera
dNy).=[ A (ydy]  Avdt 3.6

Donde [ﬁDf(vX)dvx]_D es el numero de particulas que tienen velocidades en el

intervalo vxy (vx +dvy) y que se mueven de izquierda a derecha y i=N/V.
Al no existir direcciones preferenciales consecuencia de la paridad de la
funcidén de distribucion de trabajo, esto es, f(-vy)=f(vx),

[ACf(v)dvy,], |, =[AOf(v,)dv,] 3.7

1 -D

El cambio total de la cantidad de movimiento de este grupo de moléculas esta
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dado por el producto del cambio de cantidad de movimiento de cada una de ellas
por el numero de moléculas N(vy). Luego:

2m.vy .dN(vy) 3.8
Entonces, el numero de choques contra un elemento de area A en la direccidén x

de la pared en el intervalo de tiempo dt estara dado por
[ A1y ydy] Adt 3.9

A partir de aqui, se puede evaluar el cambio total del momento en el intervalo de
tiempo dt resultante de las colisiones de este conjunto de moléculas N(vy) (Ec.
3.10):

(Cambio total del momento asociado a este conjunto) =
[ Aty vab 2 mvAde[ ity dy] 2myAdt 3.10

La fuerza asociada con este proceso de colisiones moleculares contra la pared se
puede expresar como el intercambio de cantidad de movimiento en la unidad de
tiempo que experimentan las moléculas con componentes perpendiculares a la
superficie (Ec. 3.11)

(Cambio total del momento de este conjunto por unidad de tiempo dt) =
[Afy dy]laD.Zm\ZA 3.11

Como no todas las moléculas tienen la misma velocidad segun la direccién x,
promediando sobre todas las componentes de velocidad, se obtendra el cambio
total de cantidad de movimiento.

Para evaluar la tasa de cambio total por unidad de area, debera sumarse sobre
todas las moléculas con componentes de velocidad que se hallan entre vy y (v

+dvy). Debido al caracter continuo de la distribucién, debemos escribir
2. {mjﬁ v (f,y q% =2, Ev %j Y€y dy} = fim [ ¢ f(vx)dvx} 3.12
0 -0 —00
Recordando la definicion de valor medio

im {y.ydy=im<y; >:\'>lm<v§> 3.13

—00
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1
Finalmente por la Ec. 3.4, <V, >:§ <V >

\’;'m\,g >:;\'>'mn]<v2 > 3.14
Esta ecuacion expresa el cambio de cantidad de movimiento perpendicular a la
superficie por unidad de area y unidad de tiempo. La fuerza F se define, en
general, como F = d(m.v)/dt = m.dv/dt = m.a, donde a es la aceleracion. La fuerza
que actua perpendicularmente a la unidad de superficie es la presion.

Luego, la presién p sera:

p:;cmn&\}>zi[ﬁmn3v2> 3.15

Esta relacion vincula una propiedad macroscopica (presion) con magnitudes
microscopicas como son la masa de las moléculas y su velocidad cuadratica

promedio.

3.7 Velocidades moleculares, energia cinética promedio y temperatura

Si se reordena la Ec. 3.15

pV:; NOhix Vv > 3.16
La energia cinética de traslacién € de una particula esta dada por

£ :; Ok v > 3.17

Pero no todas las moléculas tienen la misma velocidad y por lo tanto la misma
energia cinética. La manifestacion macroscopica debe estar asociada con el valor
medio de estas magnitudes. Por lo tanto el promedio sobre todas las velocidades
moleculares, conduce a que la energia cinética de traslacion promedio <¢> cumpla
con la siguiente relacion

<g>:;m<v2> 3.18
Obsérvese que Ec. 3.18 vincula la energia cinética promedio de las moléculas con

la media del cuadrado de las velocidades moleculares.

80



1
Luego, pv=2 Nm<v’ > 3.19

Si se considera la ecuacion de estado del gas ideal p.V = n.R.T

pV:g NLm<v >=2N.<e>=nRT 3.20
3 2 3 :
con n = N/Ng
De la Ec. 3.20 se obtiene <& >:3|5T=§kT 3.21
0

Esta ultima expresion constituye una relacion fundamental entre la energia cinética
de traslacion promedio (propiedad microscépica) con la temperatura del gas
(propiedad macroscopica).
En la Ec. 3.21, la relacion R/Ny define una magnitud fundamental (microscépica)
que se denomina constante de Boltzmann (k)
k =R/Ng 3.22

El valor de la constante de Boltzmann calculado a partir de la Ec. 3.22 es
1,381x10% J.K™. Por lo tanto, la energia interna de un gas, cuando la Unica forma
de energia es la proveniente del movimiento ca6tico molecular, se incrementa con
la temperatura, porque aumenta la energia cinética promedio <e>.
Si U es la energia interna del gas, y no se incluyen las interacciones
intermoleculares como es el caso del gas ideal, entonces para un sistema de N
particulas,

U= Uy + NEe> = Up + nNgRe> = Ug + nNgKT = Ug + nRO 3.23
Donde Uy, se puede interpretar como el valor de la energia interna del sistema a T
= 0.
El cambio de la energia interna por cada grado de aumento de la temperatura,
evaluada a volumen constante, se conoce como capacidad calorifica a V
constante Cy = (0U/dT)y

Luego Cv:(aUJ :N.(a<£>J _3 Nk:EnR 3.24
aT ), oT ), 2 2
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Las expresiones para U y para Cy muestran que estas magnitudes son
propiedades extensivas.
Finalmente, es posible hallar una expresién para la velocidad cuadratica del gas

en funciéon de la naturaleza del gas y su temperatura, pues

; Nm< V* >= N.KT

3.25
Luego, despejando, se obtiene la velocidad cuadratica media./<V; >
<\? >= 3.kT o Jevis = 3.kT oMo k :B: <Vi>= 3.RT 3.26

m m m M M

La Ec. 3.26 es util para calcular velocidades cuadraticas medias.

Ejemplo
Evaluar la velocidad cuadratica media para H; (2g/mol), O, (32 g/mol), CO, (44
g/mol) Kr (84) y Hg (200 g/mol) a 300 K. Consideremos como ejemplo el caso del

Hz(9),

=1933 ms™

> [3%,31J K'mol"x300K
<V >=
0,002 kgmol™

Los valores de la velocidad cuadratica media para los otros gases se listan a

continuacion,

Gas H2 02 COZ Kr Hg

< \z >/ms’ 1933 483,3 412,1 298,3 193,3

3.8 Distribucion velocidades de Maxwell y distribucion de energia de
Maxwell- Boltzmann

La teoria cinética de los gases es una herramienta de mucho interés para el
estudio de los sistemas a nivel microscépico.

Estamos ahora en condiciones de hallar una expresion para f(v). El tratamiento a

seqguir es el desarrollado por J. C. Maxwell. La estructura final de la teoria se debe
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al trabajo de M. Boltzmann.

La idea central es hallar una expresion que describa la manera en que la energia
de un sistema se distribuye entre las moléculas de un sistema en equilibrio
termodinamico.

La distribucion de energia esta descripta por la ecuacion de Boltzmann. Esta ley
de distribucion es general, y por lo tanto aplicable a los distintos tipos de
energia mencionados mas arriba (traslacional, vibracional, rotacional, etc.,
incluyendo la potencial)

En el presente nivel de aproximacion al tema, consideraremos como caso
particular el problema del gas ideal, aunque algunos de los resultados previos se
pueden extrapolar a otras situaciones donde existan movimientos distintos del de
traslacion y las moléculas interactuen entre si.

Una consecuencia importante de la teoria es el Principio de Equiparticion, que
trataremos mas adelante. Con su apoyo, y en el marco de la mecanica clasica,
generalizaremos los resultados a distintos tipos de movimientos como los que

veremos en las siguientes secciones.

3.8.1 Ley de distribucion de velocidades de Maxwell

En una seccion previa se analiz6 como las propiedades macroscopicas de los
sistemas estan estrechamente relacionadas con las propiedades microscopicas
promedios.

En ese analisis se introdujeron las funciones f(vy), f(vy) y f(v;) cuyo sentido fisico
esta estrechamente relacionado con la fraccion de moléculas, que en un sistema
en equilibrio, deben poseer componentes del vector velocidad comprendidas entre
ciertos intervalos, por ejemplo, entre vy y vi+dvy en el caso de f(vy).

Si existen funciones de distribucion asociadas a las componentes, debe existir
también una funcion que describa como se distribuyen las velocidades
moleculares en modulo. Llamemos a esta funcidén de distribucion f(v)idv, que dara
la fraccion del numero total de particulas con velocidades moleculares

comprendidas entre v y v+dv.
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Estamos ahora en condiciones de hallar una expresion para todas las funciones
de distribucién. El tratamiento fue desarrollado por J. C. Maxwell (1831-1879) y
dado a conocer entre los afios 1860 y 1867.

Las hipotesis requeridas para desarrollar la teoria son basicamente las mismas

que consideramos en el tratamiento de Bernouilli (1700-1782).

Nota histérica : Un tratamiento original del problema fue previamente desarrollado por
John J. Waterston (1811-1883), un ingeniero civil con interés en este problema. En 1846,
Waterston realizé un enfoque correcto y muy amplio de la teoria cinética de los gases,
pero lamentablemente el 6rgano oficial de la Royal Society en Inglaterra, el prestigioso
Proceedings of the Royal Society rechazé el manuscrito basado en consideraciones hoy
insostenibles, objetando que, por ejemplo, la presién de los gases se asocia con el
permanente bombardeo molecular sobre las paredes. Las consideraciones del modelo
planteado por Waterston, para el criterio cientifico de la época, eran “dificiles de admitir

y sin sustento matematico” y un conjunto de proposiciones “sin sentido” . Recién
en 1892, Lord Rayleigh (1842-1919) como Editor del Philosophical Transactions publicé
este material por su interés historico y en desagravio a la incomprension de la comunidad
cientifica a su contribucion. Este es uno de los tantos ejemplos en el campo de la ciencia
donde el prejuicio y la incomprensiéon de los contemporaneos han afectado o demorado el
desarrollo del conocimiento.

La contribucion posterior de Maxwell, quien no conoci6 este trabajo previo, fue aceptada,
probablemente por el peso académico de su autor antes que por la “razonabilidad de sus
consideraciones moleculares”. La hipétesis de la existencia de moléculas era resistida por
el grueso de la comunidad cientifica de su época, hasta principios del siglo XX.

3.8.2 Evidencias experimentales de la existencia de distribuciones de
velocidad y energia
En la teoria cinética de los gases soOlo consideraremos la energia cinética de

traslacion de las moléculas. Entonces:

£:;n'(vzx+v§+v§) 3.27

La energia cinética de traslacion (clasica) de una molécula puede tomar valores

comprendidos en un amplio intervalo, para el analisis general, entre 0 <€ < oo,
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Existen evidencias experimentales que apoyan la hipotesis sobre la existencia de
una funcion de distribucién de velocidades moleculares. Entre ellos, pueden
mencionarse la presion de vapor de un liquido, la dependencia con la

temperatura de las velocidades de cualquier reaccion quimica, etc.

Todas estas propiedades se caracterizan porque no todas las moléculas estan en
condiciones de participar en cada proceso, sino un conjunto dado cuya energia
supera un valor critico & o0 un valor minimo. Si todas las moléculas del sistema
tuviesen la misma energia, o bien ninguna de ellas esta en condiciones de superar
esta energia &, 0 bien todas participan, pues su energia € > &. En todo caso,
dependera de la temperatura, pero no existiria una dependencia regular de dichas

propiedades con T.

En general, muchas de estas propiedades (P) presentan una dependencia con la

dln(P) _ &,
oT kT’

independiente de T, la integracion conducira a una expresion del tipo

temperatura que posee la forma (muy importante) y Si & es

F3 . , e ,
ln(P):C—ﬁ, donde C es una constante de integracion. Esta ecuacion sugiere

comportamientos exponenciales del tipo PDexp(—eo/kT) para este tipo de

propiedades P.

La ley de distribucién de energias explicara estos comportamientos que describen

muchos fendmenos en quimica, biologia y ciencia de los materiales en general.

3.8.3 Deduccion de la ley de distribucion de velocidades moleculares (ley

de distribucion de Maxwell) y de energias (ley de Maxwell-Boltzmann)
Enfocaremos el problema desde dos perspectivas. La primera se basa en
comparar las hipotesis existentes para deducir la distribucién de velocidades con

las que son conocidas para la ley de distribucion de Gauss, que se emplea en
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teoria de errores. A este lo llamaremos el tratamiento alternativo.

El segundo tratamiento requiere elementos de la termodinamica estadistica para
deducir la ley de distribucion de Boltzmann. Este tratamiento se presenta en el
Anexo I.

Para hallar la ley de distribucion deberemos recordar que:

v El sistema esta constituido por un nimero muy grande de particulas (N) de
volumen despreciable frente al volumen total del sistema (V). Estas particulas se
hallan en movimiento constante y su dinamica obedece en todo momento las leyes
del movimiento de Newton;

v El sistema se encuentra en equilibrio, de manera que la densidad de particulas
A = N/V es uniforme, y en cualquier elemento de volumen dV siempre debera
encontrarse un numero dN de particulas suficientemente importante como para
que cualquier analisis tenga significado estadistico;

v' Las particulas estan sometidas a un movimiento caético de manera que no
existan en el sistema direcciones preferenciales asociadas con este movimiento.
Desde el punto de vista historico, la teoria se desarrollé sin que fuese necesario el
conocimiento de cuantas moléculas pueden estar presentes en un mol de sistema
ni de las dimensiones moleculares.

El tratamiento del problema no requiere la resolucion de ecuaciones de
movimiento a partir de condiciones iniciales conocidas para este sistema. La
magnitud de la tarea que significa resolver un sistema de ecuaciones diferenciales
para un sistema dinamico como el de los gases, hace imposible el tratamiento
exacto.

Por este motivo, se adoptara una aproximacion basada en la aplicacién de
nociones basicas de la estadistica matematica, de forma tal que los resultados que
se obtengan representaran comportamiento promedios asociados con estas
particulas antes que una descripcién basada en el movimiento individual de cada

una de ellas.
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3.8.4 Tratamiento alternativo para la deduccién de la ley de distribucion de

Maxwell

Se basara en la comparacion de los postulados de la teoria de errores de Gauss y

los correspondientes a la ley de distribucién de Maxwell. Las hipotesis basicas son

comparables y por lo tanto debe esperarse que las ecuaciones que describan la

funcion de distribucién de Gauss y la funcidon de distribucion de Maxwell sean

similares. Este enfoque resalta la naturaleza aleatoria de la distribucion de

velocidades moleculares en un sistema en equilibrio.

DISTRIBUCION DE GAUSS

DISTRIBUCION DE VELOCIDADES DE
MAXWELL

Consideraciones/hipotesis

Consideraciones/hipotesis

v'  Los errores son eventos aleatorios

v' La probabilidad de cometer un error en el
intervalo entre x y x+dx se puede calcular si
existe una funcion continua f(x), tal que f(x).dx
es su medida.

v' Las moléculas se mueven al azar
v" Las componentes del vector velocidad
pueden tomar cualquier valor entre « e -

v Existe una funcién f(v,) que permite calcular
la probabilidad de observar el valor de una
componente entre vy y v, +dvy

v' Esta probabilidad es f(v,).dv,

v" En una serie de medidas experimentales no
existen errores mas probables que otros

v La probabilidad de cometer errores por
exceso es la mima que la de cometer otros por
defecto.

Luego, f(x)=f(-x) (debe ser una funcion par)

v' La probabilidad de cometer errores muy
grandes es muy baja, cumpliéndose que

lim f(% = lim f(x)=0

v" En un sistema en equilibrio no existen
direcciones preferenciales

v La probabilidad de observar el valor de
componentes entre v, y v+ dvy Y -V, Y -Vt dvy
es la misma

Luego, f(vx)=f(-vx) (debe ser una funcion par)

v" La probabilidad de observar moléculas con
velocidades muy altas es muy baja,
cumpliéndose que

lim f(x) =

Vxﬁoo

lim f(x)=0

v' Las probabilidades de cometer un error x,
cuando en una medida previa se ha cometido
un error X1 son independientes

Entonces, si f(xq,x2) es esta probabilidad se
debe cumplir: f(x4,x5) = f(x4).f(Xo)

v'  La probabilidad de observar moléculas con
componentes de velocidad entre vy y v, +dvy es
independiente de los valores de las otras
componentes. Entonces

f(Vi Vi Vz) = (vy).f(vy). f(vz)
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A igualdad de consideraciones deben esperarse que las funciones tengan la misma forma
matematica.

v Para la distribucién de Gauss se conoce

1 X’
exp(——5)
NV o
Con ¢® = varianza, con esperanza matematica
E(x) =

que f(x) =

v" Por analogia, propondremos la siguiente
expresion para f(vy)

f(v,) = Aexp(—-A.v})
La funcién es par, con A y A parametros a
determinar para este problema fisico.

v" Ademas para la distribucién de Gauss,

f(x

—

v' Calculo de A

Si f(v,)= Aexp(-A.V))

es una funcion de distribucién, entonces la
probabilidad de observar moléculas con algun

valor en esta componente en todo el intervalo
de definicion de la variable debe ser unitaria.

j f(\)dy, —Aj exp(=A.\2)dv, =1

X —00
Por otro lado, [f(x).dx =1 (la integral se extiende
entre - e
v"Integral de Poisson v" De la expresion previa, llamando
© u=A” .Vy, Se obtiene u = NG Vy
@ dx Luego, esta integral puede reescribirse
[ f(xdx= T j exp(—) =1

—00

Llamando u = x/c
1 < 2
—— | exp(-u)du=1
il

Reordenando y recordando propiedades de
integrales se tendra:

“ x> dx
I exp(—?); =/m

—00

Otra forma de esta integral es la siguiente

K X dx_/m
[ expi- %)@=l
) o o 2
Esta integral se conoce como “Integral de

Poisson”.

A 2
— | exp(-u’)du=1
al
Esta integral, es comparable a simple vista con
la analizada bajo el epigrafe de integral de

Poisson. Luego, A\/)I;

De donde se obtiene,

1

Finalmente

f(v,) =

Expresiones S|m|Iares existen para f(v,) y f(v)

f(v,) =

- 3.28

—exp( -AV))

-~ exp(—/\ Y )

f(v,)= —exp( -AV))
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La representacion grafica de la funcién indicada en la Ec. 28 se muestra en la Fig.
3.3 para dos valores de A. Esta ecuacion cumple con la condicion de ser par, y su

forma es la caracteristica campana de Gauss estudiada en teoria de errores.

i)

Fig. 3.3: Comportamiento gaussiano de la ley de distribucion de componentes de velocidades

3.8.5 Calculo del parametro A enla Ec. 3.28
Admitiremos que existe una funcion f(v) que permite calcular la probabilidad de
hallar moléculas con velocidades en modulo (independiente de los valores de las
componentes) comprendidas entre v y v+dv. La fraccion de estas moléculas que
cumplen con esta condicion se asocia con f(v). Asi dN(v)/N = f(v).dv.
Sabemos que f(vx,Vx,Vz). dvk.dvx dv,, es la probabilidad de hallar moléculas con
componentes del vector velocidad comprendidas entre (vy y vit+dvy), (vy y vy+dvy) y
(vz y vz+dv;) simultaneamente . Esta expresion puede reescribirse sobre la base
del postulado de la independencia. Esto es:

f(Vx,Vy,Vz). dvy.dvy dv, = f(vy).f(vy).f(V2). dvyk.dvydv, 3.29
Obsérvese que

(v, . v) = f(v). f(v) f(v,) 3.30

Es importante resaltar que esta probabilidad s6lo depende del mddulo del

vector velocidad y no de sus componentes . En efecto,
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3

3
4 ) = f(vx>.f(vy>f<vz>=(ij2.exp[ —A.<vi+vi+v§>]=(f7jz.exp[ AW J=pv) 331
El término p(v?) muestra que esta funcién de distribucion debe depender del
cuadrado de la velocidad. La Ec. 3.31 es la base para hallar la funciéon buscada.

Si se tienen dos vectores de la misma norma pero distintas componentes, la
probabilidad de hallar moléculas en el entorno de estas componentes debe ser la
misma, y no debe ser funcién de los valores de estas componentes, debiendo

solamente cambiar con la velocidad molecular.
(Y, V,V,) = (V). f(v) F(v,) = p(v?) 3.32

Sin embargo es posible hallar la funcion f(v), realizando algunos arreglos
matematicos sencillos, como veremos a continuacion.

Geomeétricamente, se puede construir un espacio auxiliar cuyos ejes coordenados
son las componentes del vector velocidad y el cual se pueden representar
elementos de volumen en tanto en coordenadas cartesianas como esféricas, tal
como se esquematiza en las Fig. 3.4 y Fig. 3.5. A este espacio auxiliar se le suele

denominar "espacio de velocidades".

Wy

s

o,

W

Fig. 3.4: Representacion de un elemento de volumen en el espacio de velocidades moleculares
con dV=dv,dv,dv,
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En un elemento de volumen en el sistema de coordenadas cartesianos que se
esquematiza en la Fig. 3.4 deberiamos encontrar el numero de moléculas cuya
fraccion representa

f(Vx,Vy,Vz). dvy.dvy dv,
Estas moléculas poseen simultdneamente velocidades en el entorno de las
componentes vy, Vx Y V. Este numero, en un sistema en equilibrio, no depende de
las coordenadas espaciales instantaneas de las moléculas.
En coordenadas polares, un elemento de un casquete esférico, generado por dos
esferas de diametros v la primera y (v+dv) la segunda, posee un volumen dV=
4.1V dv.
En este elemento de volumen, podran contarse todas moléculas cuya fraccion
esta representada por la funcion de distribucion

f(v). dv

independientemente de cuadles sean las componentes de sus velocidades

moleculares.

Ve A

v+ dv

Ty
Wi

Fig. 3.5: Representacién de elementos de volumen en coordenadas cartesianas y coordenadas
polares (esféricas).

Para calcular f(v)dv a partir de f(vy,Vv«,Vz) dvk.dvy dv,, debemos convertir el elemento

de volumen expresado en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas.

Este es wun problema general en matematica basica. Como repaso,

consideraremos los esquemas indicados en la Fig. 3.6a y Fig. 3.7b,
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Fig. 3.6a: Elemento de volumen en Fig. 3.7b: Elemento de volumen en
coordenadas cartesianas dV = dx.dy.dz coordenadas esféricas dV = ds;.ds,.dv. Las

aberturas angulares son d@dy d¢

Luego, debe verificarse que dx.dy.dz = dsq.ds,.dv=J.dr.d8.dg, siendo J el
Jacobiano de la transformacion de coordenadas de cartesianas a polares.
Un analisis sencillo, permite mostrar que ds; = r.senf.dg, mientras que ds; = r.d6.
El elemento de volumen en coordenadas esféricas sera entonces, dss.ds,.dr =
r’.sen6.dr.do.d@, y para mantener la medida, dx.dy.dz = J.dr.d6.dg, siendo J el
Jacobiano de la transformacion de coordenadas. El Jacobiano de esta
transformacion resulta, J = r’.senf. Este analisis puede aplicarse al espacio de
velocidades. Por lo tanto, volviendo al planteo inicial, el pasaje de coordenadas
cartesianas dvy.dvx dv, a coordenadas esféricas, donde el vector velocidad se
caracteriza por su modulo, y las variables angulares 8y @, es
dvy.dvy dv, = v2.sen6.dr.do.dg

Esta sustitucion conduce a,

f(Vx,Vy,Vz). dVi.dvy dv, = p(v). v2.senB.dv.de.dg 3.33

Recordemos que la funcién de distribucién que se desea hallar, f(v).dv, es
independiente de los valores de las componentes . A partir de esta ultima
expresion podemos hallar la expresion para f(v), si se integran las variables

angulares del segundo término (0 < 6< 1, 0< @< 2m). Este proceso, directamente
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m2m

conduce a la funcidn buscada, a saber, II vV se@ & dpdv=4/m/dv. Esta
00

expresion corresponde al volumen del casquete esférico de radio v.
Con estas consideraciones, ahora se obtienen la Ec. 3.34 y 3.35, que describen

las probabilidades y las funciones buscadas.

3
f(v)dv = (jrjz'eXp[ — AV |4 ¥ dv= 4V p(V)dv 3.34
3
Por lo tanto f(v) = (ijz.exp[ AV |4V = 4mvip(v?) 3.35
VZ 7
dv; 1
dv
v /Sdv,
p(v?)
» Vy
TN |
Vi
av', \
dv
av,

En este diagrama se esquematiza la condicién implicita en la Ec. 3.32,
vy v, ) = 1), F(V) (V) = p(v?)

La Ec. 3.35 requiere un analisis adicional. Si se tienen dos vectores de la misma
norma v pero distintas componentes, como se esquematiza en el diagrama previo,
en condiciones de equilibrio interno en el gas, la probabilidad de hallar moléculas
en el entorno de estas componentes debe ser la misma en los elementos de
volumen dv,dvydv, y dv'dv',dv';, y pero no de los valores de estas componentes,

debiendo solamente cambiar con la velocidad molecular.
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Como v7=v +vy“+v, =V S+ S+ S, se debe cumplir que (v, . \) = f(v,Vv,,V,).

3.8.6 Velocidad més probable

El comportamiento de f(v) como funcion del modulo del vector velocidad depende
del producto de dos factores, que se resumen en el nucleo de la funcién f(v), a
saber, v2.exp[-A.v2]. En la Fig. 3.7 se representa el comportamiento de p(v?) y del
elemento de volumen de un casquete esférico de espesor unitario (dv=1m.s™, si la

velocidad se expresa en m.s™". El parametro A=0,005 s.m™".

pOve), dame

1.4 4

— iy

It 5'1

Fig. 3.7: Comportamiento de p(v), 47&* y de su producto (A/s.m™=1/200)

La representacion esquematica que se muestra en la Fig. 3.7 permite observar
que el comportamiento de la funcién f(v), a bajas velocidades (v<A™"), esta
gobernada por el crecimiento del volumen del casquete esférico, mientras que
para v>\" la exponencial negativa es dominante. El producto de las dos,
determina que la funcidn deba exhibir un maximo. Este comportamiento es

general.

La funcion f(v) debe presentar un maximo, tal como se muestra en la Fig. 3.8.

94



v

] I:* 7

Fig. 3.8: Representacion esquematica de f(v) en funciéon de la velocidad.

La velocidad para la cual la funcion f(v) presenta un maximo se la denomina
velocidad mas probable c*. Se puede encontrar la relaciéon entre el parametro A y

la velocidad c*, derivando la funcién f(v) e igualando a cero, a saber

(af(v)) =0. Luego
GV v=c*
e 3.36
A
A partir de la Ec. 3.36, el parametro A puede reescribirse en términos de c*. Luego
1
A=— 3.37
e
La funcion de distribucion, en términos de c* toma la forma que se indica en la Ec.
3.38. 2
fwv= 1V —(V]
I c# p o 3.38

El conocimiento de f(v) permite evaluar la velocidad media <v> y <v®> o el valor

medio de cualquier otra magnitud que dependa de v.
3.8.7 Velocidad media

La velocidad media se evalua con la ayuda de la funcion de distribucion de

velocidades moleculares, entonces

95



< V>:T \ f(\/) dv—i]g szexp|:_(vj2:|dv 3.39
. 3
g Jmy e

Escribamos u=v/c*, entonces dv=c*du. Luego

N

Esta integral se resuelve por partes. Llamando dw= -% u.exp(-u?)du

2 L% 2 T4 % 4 % 2
<v>=-—— cf| vdw=-—"— d.\+/ +—— ¢*| wudu=—— c*| uexp(-U0)du=——c*
2l N A O] uepciidu= O

< V>=47T C*I Lfexp[— uz]du

La expresién de la velocidad media es

<v>= 2k 3.40

N

3.8.8 Velocidad cuadratica media

De manera similar a la explicada previamente,

<vs=] v f(v).dv:j%]g vz.g’;exp{—(;j }dv 3.41

0

Esta integral se resuelve por partes. Definiendo la variable u=v/c*, entonces

dv=c*du, y empleando la nomenclatura dw= -% u.exp(-u?)du, la integral de la Ec.

3.41se escribeI udw= U\ﬁ—f wdu. Luego,
0 0

2 .7 22 06 L 6 o7
25e 2 o [ Gdws- LS O @[ ¢ exp(-tt)du=
<V > ﬁcguﬁdw ﬁrﬁkwﬁrcflw&du:ﬁc*! exp(-u’)du
3,0 3 L% 3 e
ﬁ 62£ El.exp(— 6) du:_ﬁ C*zz‘)‘ UdW—ﬁC 2{']‘ eXp(_uz)du

La ultima integral es la de Poisson, cuyo valor ya conocemos. Reemplazando
<V >=;c*2 3.42

Como el valor de <v*> lo conocemos del analisis previo al discutir el origen de la

presion de un gas,
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;c*zzzkr: = c*=ﬁ 3.43
Obsérvese que en término de c*, podemos escribir
<v>=1,128.c*  <v®>"=1,225c*

Es posible construir un diagrama de velocidades generalizado, escribiendo x=v/c*.
Este diagrama puede ser empleado para evaluar f(v) empleando unidades
adimensionales de velocidades. Un diagrama de esta naturaleza se muestra en la
Fig. 3.9. Sobre este grafico se indican las posiciones relativas de las distintas
velocidades medias calculadas previamente.

Obsérvese que en unidades adimensionales, <v>/c* =1,128, lo que indica que este

numero es independiente de la sustancia gaseosa considerada o de la

temperatura de trabajo. Lo mismo ocurre con ~/<V* >/c*=1225. La funcion de

distribucién en unidades adimensionales de velocidad se expresa de la siguiente
manera y se representa en la Fig. 3.9.

—ii — l ’ i —x2 :i -2
f(v)dv_ﬁrc*3 exp{ (c*j} dv=  (f)x dxﬁr X & dx con f(X W7Tx2.e

1.0

L 1,128
~.1,225

) wersus X

05 A
= 1,225

0.4

0.z

ryY yY
T T

o0 02 04 05 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

|
|
|
|
I
|
I
|
|
|
T

ul]

K="

Fig. 3.9: Funcién de distribucion de velocidades moleculares en unidades adimensionales de
velocidad. Se indican las velocidades medias y cuadratica media en unidades de c*.

97



El diagrama que se muestra en la Fig. 3.9 es universal, y si nos interesa conocer
cual es el valor de la funcién densidad de probabilidad, se ubica el valor de x y se
lee la ordenada correspondiente. Por ejemplo, para x=1,6 el valor que se lee sobre
el eje de ordenadas es 0,46. Distintos gases, a la misma temperatura o diferentes

temperaturas, tendran el mismo valor de f(v) = 0,46 para velocidades v=1,6C".

3.8.9 Comportamiento de las funciones de distribuci on de velocidades
moleculares

Resumiendo, hemos hallado una expresion para la funcidn de distribucion
asociada con las componentes del vector velocidad, que permite calcular la
fraccion del numero total de moléculas que tienen velocidades

ANV) _ oy= Loy S S O 11\
Ndv, T e F T2kt ST kT 3.44

Expresiones equivalentes se encuentran para f(vy) y f(v;).
La probabilidad de hallar moléculas con velocidades comprendidas entre vy y vy +
dvy ; vy y vy + dvy ¥ vz ¥y Vv, + dv, cumple con la condicion de eventos
independientes

f(Vx, Vy, Vz) = T (Vi)f(vy).f(vz)
Multiplicando las expresiones de las funciones de distribucién asociadas a cada

componente, se obtiene

3 ViV, 3 )

dl\(vxa \ avz) 1 7 c*? m 2 mv
R f(vx,vy,VZ)Z ——— | exp =l | exp| ———
N dydv,dv, NE 27TKT 2kT

Obsérvese que f(vy,Vy,V;) es independiente de las componentes y s6lo depende de
la velocidad molecular.
La fraccion de moléculas dN(v,vy,Vvz)/N con velocidades comprendidas entre vy y

Vy +dvy; vy y vy +dvyy v,y v, +dv,es

dN(v,,v,,V,)

3
X ¥ t \). dydv,dv _m ¥ mv dydv,dv

— . = X — i
N Y S 27TKT P 2KT WY,
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En coordenadas esféricas, dvydvyldv, = 47 v’ dviSenedBldg, donde 41 v* es el
Jacobiano de la transformacion de coordenadas de cartesianas a esféricas como
se discutiera previamente. Luego, la funcion de distribucion que se desea hallar
f(v) = [dN(v)/N]/dv, expresa la fraccion de moléculas con velocidades entre v y

v+dv por unidad de intervalo (dv),

3
dN() _ _dnv(mYe [ omv) 4 v (VY
N f(w.dv= I (2kT) exp( T 'dv_ﬁc“ exp o 3.45

Esta es la ley de distribucién de velocidades de Maxwell.

El comportamiento de las funciones de distribucién f(v) para el gas O, se muestra
a distintas temperaturas (Fig. 3.10a) y la correspondiente a distintos gases a la

misma temperatura (Fig 3.10b).

OO+
) —— He
MHe
oom —_—
— Hr
ooz 4
oo 4
o 2:In -ulu mlu a:ln lulm lzlm oo oom A T T T
o =0 jlun s} = am
wms1 wim =71
Fig. 3.10a: Representacion de la f(v) para Fig. 3.10b: Representacién de la f(v) para
0,(g) a distintas temperaturas. Observar que distintos gases nobles. Observar que al
al aumentar la temperatura, la velocidad mas disminuir la masa de la molécula, la velocidad
probable se incrementa, y la funcién densidad mas probable se incrementa, y la funcion
de probabilidad f(v) se ensancha. El area bajo densidad de probabilidad f(v) se ensancha. El
la curva vale siempre 1, ya que la funcién area bajo la curva vale siempre 1, ya que la
esti normalizada. funcién est& normalizada.

3.8.10 Calculo de la fraccion de moléculas con velocidades comprendidas
entre distintos intervalos. Funcion error erf(x)
A partir del conocimiento de las funciones de distribucion f(vyx) y f(v) estamos en

condiciones de calcular las fracciones de moléculas con velocidades
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comprendidas entre determinados intervalos de interés.
Asi, si interesa calcular la fraccion de moléculas AN/N con componentes de

velocidad comprendida entre vy y vy, se debe resolver la integral

e dN(v,) _ ANV, <V <v,) % 1 A
V_[ N N —VJ‘I 1:(Vx)de—\/lfrc*vj1 expl[ oF 1dv,

Caso 1: intervalos pequefios

Estos casos se presentan para tener una idea aproximada del orden de magnitud
asociada con estas probabilidades o fracciones del numero total de moléculas con
velocidades en intervalos pequenos.

Consideremos el intervalo Av,= vyo-vxi. Cuando Av,/c* < 1, la integral previa se

puede aproximar como

Vo

NET >l<J‘exp (—) ]dv, = j]fTexp[—Z* 2

El valor de v, en esta exponencial puede tomarse como valor medio en dicho
intervalo, vy=vy1+Av,/2.
Caso 2: Tratamiento exacto. Funcion error

Consideremos nuevamente la integral jexp[ (—X) ]dv, . Esta integral se
e

puede reescribir de la siguiente manera

ANO<v, <v,) AN(O<v <v,) % b
X xzZ — x A2 = dy - | f(v)dy,
N N j () dy j (y)dv,

Cada una de estas integrales tiene la forma que se identifica con la “funcién error”
erf(x), que se emplea en calculos estadisticos que obedecen a la distribucion
normal y cuyos valores estan en tablas matematicas e incluidas en distintos

modelos de calculadoras modernas.
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Vx
\Y
X

1 5 _i"x B _
WI exp[ (?) ]dV—ﬁ_([ exp[— X Jdx= erf(x)

-V

3.46

En la siguiente Tabla 3.1 se presentan valores de esta funcion en un amplio

intervalo de valores de x.

Tabla 3.1: Funcién error

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
erf(x) 0 0,1125 0,227 0,3286 0,4284 0,5205
X 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,2
erf(x) 0,6039 0,6778 0,7421 0,7969 0,8427 0,9103
X 1,4 1,6 1,8 2,0 -- -

erf(x) 0,9523 0,9763 0,9890 0,9953 -- -

La funcién error es mondétona creciente, tal como se muestra en la Fig. 3.11.

erfi¥) 1.0
0. 5
o Pl

0.7 P

i)

Fig. 3.11: Funcién error.

La funcion error presenta un punto de inflexion que no puede observarse en este
diagrama. Para una abscisa determinada, por ejemplo Xxp=1, la ordenada

representa el valor de la integral,
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erf(l) = j exp[- X Jdx= 0,84

2
Jm
El valor exacto se lee en la Tabla 3.1.
Geométricamente representa el area bajo la curva de Gauss en el intervalo
-1<x<1.

La erf(xo) representa la probabilidad de que la variable aleatoria tome valores en el

intervalo comprendido entre (-Xo, Xo).

3.8.11 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1

Calcular el numero de moléculas en 1 mol de gas cuyas componentes vy se hallan
comprendidas entre c* y 1,01[¢*.

El intervalo 0,01[6* cumple la condicion para emplear la aproximacion previamente

indicada.

AN(v,) e 1 V2 | -3

——* = | f(y)dy =f(v,)Av, = —(-*)"1.0,01[cF=——e " [0,01 =2,12X10
N _[ (\4() X ( x) X \/Ec*exp[ (C*) ] > \/7_[_ ) )

c*

Luego, el numero de moléculas que cumple con esta condicion en este intervalo

de velocidades es
AN(v,)B,023 x10% 2,12x10 = 1,3 x10?" moléculas

Ejemplo 2 :

Calcular el numero de moléculas en 1 mol de gas cuyas componentes vy, vy y Vv,
se hallan simultdneamente comprendidas cada una entre c*y 1,01 c*

La fraccion de moléculas componentes del vector velocidad entre (vy y vit+dvy), (vy
y vy+dvy) vy (vz y Vz+dvz) simultaneamente, debe cumplir con el postulado de la
independencia:

dl\(an Vysvz) _

dN(v,, v,,
N N

t v v v dydydyv, = ve) =[ tv d\d[ f(v) dvy].[ f(v,)dv,|
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Como el intervalo para cada componente es 0,01c*, es posible escribir la ecuacion
previa en forma aproximada (tomando como vy = vy = v, [Jc¥)

AN(VKIVV’VZ) =[ (wav]] fvav|[ fv,)av,]

AN(V,, V,,V,) { 1
N |nm

3
e‘l.0,0l} =93x107 = ANV, V,V,)=N,93x10” =5,58x10" moléculas
N

Obsérvese que al incrementar la restriccion la probabilidad disminuye.

Ejemplo 3:

Calcular el numero de moléculas en 1 mol de gas cuyas velocidades moleculares
v se hallan comprendidas entre c* y 1,01[¢*

La fraccion de moléculas componentes del vector velocidad entre v y v+Av esta

dada por:

Vi +AV

AN(V1<V<V2)_V2 _ 4 2 V.
N _le f(v)dv—iﬁ(c*)} j V2 exp[ (C*) ].dv

Vi

Si Av/c*<1, la integral se puede aproximar como

AN(v <v<v,) _ 4 LV
N ey PG
, AN(v=v +Av, /2) 4 ) V.,
Si v = v4+Av/2, entonces ! ! = V- exp[—(—) ] Av
1 N \/7T(C*)3 p[ (C*) ]

Aplicando esta aproximacion
AN(v=1,005c*) _ 4
N I

Luegd\N(v=1,005¢c*) = 2x10** moléculas

1,005> x exp[—(1,005)°]% 0,005 = 8.5x 10~

Ejemplo 4 :
Calcular la fraccion de moléculas que poseen componentes de velocidad vy entre

—Cc*ycC*.
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En este caso, xp=vi«/c* = 1. De la lectura de la Tabla 3.1, erf(1)= 0.8427.
Consecuentemente

< dN(v,) _ AN(-c¥<v, <c¥)

j N N :cj f(v)dv, —f [— X ]dx=erf (1) = 0,8427

o'—,»—-

Ejemplo 5:

Calcular la fraccion de moléculas que poseen componentes de velocidad vy entre
0y oo.

Como en un sistema en equilibrio no existen direcciones preferenciales, entonces
la fraccion de moléculas que poseen velocidades en este intervalo debe cumplir

con la siguiente relacion

]3 dN(v,) _ AN(0 <v, < co)

100
=—| f(v)dv, =0,5000
N N 2I (%) dv,

00

Ejemplo 6:
Calcular la fraccion de moléculas que poseen componentes de velocidad vy entre
Oyc”.

c* N AN < < sk c* 1

[ dN(v,) _ ANO <V, C):j f(v,)dv, —ij X ]dx= L erf (1) = 0.4214

. N N . ey 2

Ejemplo 7 :

Calcular la fraccién de moléculas que poseen componentes de velocidad vy > c*.

J’ dNI\(IVX) — AN(C* I<\IVX < 00) :I f( \é)dV_J. f(VX)dVX =0,5-0,4214 = 0,0786

c* : 0 0

Ejemplo 8 :

*

Calcular la fraccion de moléculas que poseen componentes de velocidad vy < -c*.
Por el caracter simétrico de la funcién de distribucion, se debe cumplir

T dN(v,) _F dN(v,)
J NV _J N\./

—0 . c*

=0,0786

104



En todos los ejemplos previos, al quedar los limites de las integrales en multiplos
de c*, las probabilidades calculadas, son independiente de la naturaleza de las
moléculas y de la temperatura.

La situacion es diferente si se fijja una velocidad vy, cuyo valor no es multiplo
constante de c* y se desea calcular la probabilidad de hallar moléculas con
componentes entre intervalos de interés a definir. Por ejemplo, si v,=800 m.s™, la
fraccion de moléculas con velocidades entre 0<v,<800 m.s™' no sera la misma si

se modifica la naturaleza del gas o para el mismo gas, se modifica la temperatura.

Ejemplo 9 :

Calcular la fraccion de moléculas que poseen componentes de velocidad vy entre
0y 800 m.s'para el gas oxigeno a 200, 300 y 400 K.

Para resolver este problema, debemos calcular las velocidades mas probables a
cada temperatura, el valor de x=800/c* en cada caso y luego entrar en la Tabla 3.1
de la funcién error o del grafico en la Fig. 3.11 y calcular el valor de erf(800/c*) que
le corresponde a las temperaturas dadas.

Los resultados se muestran en la Tabla 3.2 para este sistema

Tabla 3.2: Fraccién de moléculas con v, > 800 m.s™ a distintas temperaturas

TIK 200 300 600

c*/m.s™ 364 445 629

x=800/c* 2.2 1,8 1,27
Yserf(x) =0,5 0.4945 0,465

ANO< yv <800ms™
NO< v . ) 100% =50 49,5 46,5
A >800ms’!

NCY ) 100% ~0 0.5 3,5

Estos resultados muestran que los cambios de temperatura producen un

incremento importante en la fraccion de moléculas que superan un valor
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determinado de velocidades, en este caso 800 m.s™.

Para realizar este calculo debe resolverse la integral definida

j- dl\lil(V):]‘ f(v)dV:\/‘;TI (:i;exp{—(;J }dv

0

Llamando x = v/c*, se obtiene

A S o 4 vk

Esta integral, como hemos visto en otra seccion, es de la forma Ju.dw = u.w - Jw.du
y debe resolverse por partes.

Llamando a dw = -¥ x.exp(-x?)dx, e identificando a u=x, tendremos
I X exp[— )(2]dx— - I xdw= ——— X.exp(-X*) +—— I exp(-X)dx=
i i =

erf(x) - 2 X exp(—x*)

Jm

Ejemplo 10 :
Calcular la fraccién de moléculas con velocidades comprendidas entre 0 < v < c[],
y la fraccion de estas con velocidades mayores que 2c*.

Por inspeccion de la Tabla 3.1,
erf (1)=0.8427 y erf(2) = 0.9928

Por lo tanto:

%k
ANO=V<CY) _ ot ()= 2 exp(-17) = 04273

N m

Mientras que

ANO<v<2eH _ ot (2)

N A

— 2 ) exp(=27) = 09928 — 22 exp(~27) = 0.9514

N
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Luego, la fraccion de moléculas que superan estos valores son 57,27% y el 4,85%
de las moléculas. Estos valores al ser multiplos de c*, no dependen de la
naturaleza del gas ni de la temperatura.

Ejemplo 11 :

En numerosos ejemplos de interés en fisicoquimica, biologia, fisica, etc. la fraccion
de moléculas que participa en algun proceso se caracteriza porque las
velocidades de las particulas son varias veces mayor que un cierto valor critico vo.
Supongamos que estas moléculas son de O, y que vp = 1000 m/s. Calcular que
fraccién de moléculas que superan ese valor de velocidad a 200, 300, 400 y 500
K. Discuta cualitativamente como se afectara el proceso por el cambio en la
temperatura.

De manera similar a la realizada previamente, conviene construir la Tabla 3.3,

Tabla 3.3: Fraccion de moléculas con velocidades v, > 1000 m.s™

TIK 200 300 400 500
c*/m.s™ 322 395 455 510
Xo = 1000/c* 3,10 2,53 2,19 1,96

AN(0 <v<1000ms™) _

2 -X 0,9997 0,9953 0,9796 0,9425
= erf(x)-—x.e X , ) ) ,
N * N %

0.0003 | 0.0047 | 0.0204 | 0.0575

AN(v>1000ms™) —1- erf(x)+ 2

N I

% e

Como puede apreciarse, si erf(xg) = 1, como es la situacién de los valores previos,
es posible aproximar el resultado de la integral de la siguiente manera

AN(X>X,)
N

_Xg} =~ i )%e_x(%

2
— X .6
Jm % Jm 3.47

Como puede apreciarse en la Tabla 3.3, al aumentar la temperatura se produce un

=1-{erf(x,) -

cambio importante en la fraccion de moléculas en condiciones de superar el valor
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critico de velocidad vo. Al incrementarse esta fraccion, debemos esperar que
también aumente la contribucién de estas moléculas al un determinado proceso.
Supongamos que esta es la poblacion de moléculas que participa en un cierto
proceso con energia superior a un cierto valor critico €.

-0.8

-1.0 o
-1.2 o :
#® Fracciones calculadas

E -1.4 o InCa M > e WN =0.1597- S84.858/T(K)
o - r=p.9993
E 7
2 a4
=]
R
P
g’ -2.2
E’ -2.4 o

-26 o

-2.8

-3.0 T T T T

o.oo1 p.00z 0.00% o.oo04 0.005 0.006

1Tk
Fig. 3.12: Dependencia logaritmica de la poblaciéon de moléculas de O, que superan la velocidad
de 1000 m.s™ como funcién de la inversa de la temperatura.

En la Fig. 3.12 se observa que la dependencia logaritmica de esta fraccion de
moléculas debe incrementarse con la inversa de la temperatura. La pendiente de
esta relaciéon muestra que si existe una propiedad F(T) que depende del numero

de moléculas que tengan velocidades superiores a vy, esto es,

2 2 2 2
1-{erf(x)-——x.e°}=—x.e™
AN(X>X;) 2

=In
T

Reemplazando por la relacién v/c* y c* por su valor

F(T) O AN(X>X,) _

InF(T)0UIn +In %, - X;

AN(V>V,) :lni+

o kT KT
m

InF(T)Oln
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Si se identifica el término % m.vq? con la energia critica &, y se tiene presente que
la dependencia del logaritmo de la temperatura no varia significativamente, la
expresion previa se puede escribir

InF(T)UIn — 3.48

AN(V>v,) ~C- &,
N kT
De manera equivalente

AnFM)] _ & _E,
oT kT2 RT

3.49

En general, este tipo de proceso puede estar caracterizado por una variable
macroscopica F(T) y si a esta propiedad contribuyen aquellas moléculas que
superen un cierto valor de energia Ep por mol, mientras que las otras no son con E
< Ep no son efectivas, deberia verificarse que el In[F(T)] deba ser funcién de 1/T.
Este tipo de comportamiento se observa en fendmenos tales como la dependencia
de la presion de vapor con la temperatura, la velocidad de las reacciones

quimicas, etc.

Una mejor respuesta a este tipo de fenomenos requiere del conocimiento de como
la energia se distribuye entre las moléculas del sistema. Volveremos a considerar

esta situacion en este capitulo luego de analizar el principio de equiparticion.

3.9 Calculo del numero de colisiones por unidad de area y de tiempo
Como se viera previamente, la Ec. 3.6 permite calcular el numero de moléculas
con componentes de velocidad entre vy y v,+dvy que en el intervalo de tiempo dt

alcanzan el elemento de superficie A,

dNy).=[ A (g dy] Avdt

Esta ecuacion permite evaluar cuantas moléculas colisionan contra la unidad de

superficie y la unidad de tiempo. Integrando para los valores de velocidad entre

109



O<vy<oo,

ﬁJ‘: v, f(v,) = f _[: \Qe{\;) dv,

Jme>

Llamando u=v,/c*, esta integral toma la forma

ﬁ.[: vxf(vx)=\/% c'<j0°° ue du

Esta integral vale 1/2, de manera que

- _ A
n.[o v f(v,)=—=c*

2/

Como ya conocemos la expresion de c* en términos de la velocidad media

[ _n
njo fo(vx)_Z<V>

Obsérvese que se obtiene el mismo resultado si se consideran las moléculas que
se mueven de D->I, ya que debe resolverse la integral (con las componentes

negativas del vector velocidad)

L

ﬁfw (-v,) f(v) = N C"j_ow ue“du

En este caso, la integral vale -1/2.

3.9.1 Ejemplos de aplicaciéon

Ejemplo 1:

Calcular cuantas moléculas de nitrégeno chocan contra 1 cm? de superficie cada
segundo a 300 Ky 1 atm.

Se conoce que i 02,5x10" moléculas.cm™, y que la velocidad media del gas a

8KT
mm

esta temperatura se calcula empleando la ecuacion <v >=
Para Ny, esta velocidad toma el valor de 476 m.s™". Luego, el nimero de choques
contra esa superficie y en ese intervalo de tiempo es

2,5%10" moléculagm™
4

x4,7x10*cms™ =2.98x10* colisionescm?®.s™
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Obsérvese que en condiciones de p y T ambientes, cada segundo contra una
superficie de 1 cm?, colisionan tantas moléculas como las que practicamente estan

presentes en la mitad del numero de Avogadro.

Ejemplo 2 :

La expresion Va2 A.<v> puede aplicarse al equilibrio liquido vapor. Multiplicando
esta expresion por 1 m?> 6 1 cm? se puede calcular la velocidad con la que
escapan moléculas desde la fase liquida.

En equilibrio, el flujo neto de moléculas es cero, de manera que se obtiene el valor
de cuantas moléculas condensan en esas condiciones. Bajo estas
consideraciones, evaluar la velocidad de evaporacién de moléculas de agua desde
la fase liquida a la gaseosa a 25°C. La presion de vapor del agua en estas

condiciones es de 23,8 Torr. Comparela con el valor que deberia evaluarse a

100°C.
AN _ 1 o s lomt may>z [SX831X298 _ oo 108
dt 4 77%0,018

238 x6,023x10%

confi = /60 =5,83x10"moléculasm’
0,08205%x298

La velocidad de evaporacion, que es igual a la de condensacion, en estas

condiciones vale 8,6x10%° moléculas.s™,

3.10 Efusion

Imagine un gas confinado en un recipiente de volumen V a la temperatura T.
Considere que las paredes de este recipiente son delgadas y que ademas en el
exterior se ha practicado vacio. El numero de moléculas dN que colisionan sobre

un elemento de superficie A en el intervalo de tiempo dt, esta dado por:
I
dN=- fi<v>_ Adt
4
Si en el recipiente, en forma artificial o accidental se produce una abertura de area

A, entonces las moléculas contenidas en el comienzan a escapar hacia el exterior,
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donde se admitira que existe vacio.

El fendmeno de flujo molecular desde el interior del recipiente hacia el exterior
sin que se perturbe el equilibrio interno se denomina efusién .

El proceso puede interpretarse de la siguiente manera. Las moléculas que
debieron haber impactado en el elemento de superficie A ahora encuentran dicha
abertura y pasan a través de ella. Al existir vacio en el exterior, estas moléculas no
retornan al sistema y en consecuencia el numero total de particulas en el
recipiente disminuye en forma regular. Al ser las paredes del recipiente delgadas,
se evita considerar eventuales colisiones en el "canal" y por lo tanto simplificamos

el analisis.

v

. . )
@ @ T > lflujo | =% <v=

M

Las moléculas que alcancen el orificio de area A escaparan hacia el exterior. Si las
dimensiones son tales que las moléculas escapan sin que se perturbe el equilibrio
interno, el flujo coincidira con la cantidad de particulas que colisionan contra la
unidad de area de la pared en la unidad de tiempo.

El numero de moléculas en el interior del recipiente disminuye, ya que éstas
escapan hacia el exterior (-dN) a través de esta abertura de area A en el intervalo

de tiempo dt. Este numero de moléculas se expresa como
|
—dN:Zn<v>.Adt fi = N/V

En condiciones de efusion, la disminucion del niumero de moléculas en el interior
del recipiente tiene lugar sin que se altere la distribucion de equilibrio. La

integracion de esta ecuacidon conduce a la siguiente expresion,

112



A <v> A t

dt = NH=N@O)e *

V>
V

z
m»—

<V>A
Luego, en términos de la presion, [{(t) = p(0) e 4V

1]

En estas relaciones N(0) y p(0) representan los valores del numero de moléculas y

de la presion iniciales, esto es, antes de producirse la abertura en la pared.

3.9.1 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1:

Se tienen dos recipientes de igual volumen, uno conteniendo Hy(g) y otro Oy(g),
ambos a la presion inicial de 1 atm a 300 K. El volumen del recipiente es de 1 L.
Calcule el tiempo requerido para que el numero de moléculas en cada recipiente
se reduzca a la mitad de la inicial por el mecanismo de efusidon sin que las
moléculas que salen puedan retornar a su interior. El area de la abertura en cada

recipiente es de 0,01 cm?.

_<v>A
AV

El ejercicio se resuelve recurriendo a la ecuacion N(t) = N(0).e . El tiempo

para el cual N(t)=1/2 N(0), se calcula directamente:

<v> A _4V.In2

In2 = I=t=
<v> A

Reemplazando en esta expresién los valores indicados en el enunciado, y

teniendo en cuenta las unidades,

4V.In2 4.v.1n2m LMN:C.N

\/8 kT 8.KT . |8RT
V4 VA

La constante C contiene todos los factores propios del disefio del experimento.

Un resultado simple que surge de este analisis es que si se comparan los tiempos

requeridos para el Hy y para el O,, se obtiene
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fo, - [32
t,, |2

t,,=C-2 t,=C.32 = =4

En consecuencia, en el recipiente que contiene H, gaseoso el flujo molecular
(cuantas moléculas escapan al exterior por unidad de area y de tiempo) es cuatro

veces mayor.

Ejemplo 2 :

Se tiene un recipiente que contiene una mezcla de Hx(g) y de Oy(g) en la relacién
estequiométrica para dar agua. La presién inicial de la mezcla es de 1 atm a
300 K. El volumen del recipiente es de 1 L. Calcule la relacion de moléculas de H;
a O, que pueden escapar por efusion sin retornar al sistema al momento de
generarse una abertura de 0,01 cm?.

El planteo es similar al previo, con la diferencia que ahora el flujo de moléculas ®
que escapan a través del orificio se expresa como

CD:—(de :lﬁ<v>
Adt = 4

Si se comparan los flujos de ambos tipos de moléculas

_ (dN, 1 ' _ [ dNg 1.
cDO,Hz - _(Adtzjtzo _ZnHz' Vi, > c])0,02 - _(Adtzjtzo _Zn02'<voz >

Como la relacion de moles de H, a moles de O, iniciales es 2 a 1, tal como se
indica en el enunciado del ejercicio, y la relacion de las velocidades medias es
inversa con la raiz cuadrada de la masa molecular, se obtiene

<1>o,,42:r142.<v,42>:2 32
@ by <Vo, > 12

0,02

En consecuencia, escapan 8 veces mas moléculas de H; que de O, al momento
de producirse la abertura, siempre que la relacién entre estos gases sea 2. En

general sera

0,H2 — nH2'

(DO’OZ nOz'
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3.10.2 Medida de la presién de vapor por efusion

Una de las aplicaciones del fendmeno de efusidn consiste en determinar la presion
de vapor de sustancias que son liquidas a temperaturas elevadas. Este es el caso
de metales.

En un liquido en equilibrio con su vapor, la velocidad de evaporacion es igual a la
de condensacion.

Imagine un recipiente (horno) donde un liquido se halla en equilibrio con su vapor
ejerciendo una presién de vapor p* a la temperatura T. Al tiempo inicial t=0, en una
de las paredes del recipiente se abre una abertura A que permite el escape de las
moléculas en condiciones de efusién. Las moléculas que escapan hacia el exterior
se recogen por depdsito en un segundo recipiente a temperatura suficientemente
evitando su retorno al interior del horno. Las condiciones de efusién deben
garantizar el equilibrio interno en el horno, de forma tal que por cada molécula de
vapor que escape, es inmediatamente reemplazada por una de la fase liquida.
Este proceso no debe modificar la presion de vapor p*.

Entonces, si se estudia el proceso un tiempo t, el nimero de moléculas N que se

recogen en el exterior del horno debe coincidir con

N= 1 n<v>.At,
4

Es importante tener presente que i=p*.No/RT no se modifica en el experimento,
pues se mantiene el equilibrio liquido-vapor.
Si el segundo recipiente se pesa antes y después de la experiencia, el incremento
de masa w que se registre sera proporcional a N, esto es, w=N.m, donde m es la
masa molecular (m=M/Np).
Luego,

oy 1PN s At w=1PM s At p*:ﬂ

M 4 RT 4 RT <v>M.At

Reordenando esta ultima expresion
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0% = 4wWRT —_ w [27ZRT 350
8RT AT M '
pryRllS

La Ec. 3.50 no tiene en cuenta que la pared tiene un espesor y las moléculas
pueden experimentar colisiones en ese espacio y eventualmente retornar al
interior o alterar las condiciones de flujo ideal cuando dicho espesor es un plano
matematico. Entonces hay un factor de disefio que debe considerarse cuando se
aplique este tipo de tratamiento para la medida experimental de la presion de

vapor o de sublimacién.

3.10.3 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 1: Como se indicara previamente, el fendmeno de efusion puede
emplearse para medir la presion de vapor de sdlidos o de liquidos de alta
temperatura de fusioén. La presion de vapor del Be sdlido se ha determinado por este
método. El orificio de efusion fue de 0,318 cm de diametro y se encontrd una pérdida
de peso de 9,54 mg en 60,1 minutos de tiempo a 1457 K. El peso atomico de este
elemento es 9,013. Calcular la presion de vapor.

Para su evaluacion se aplica la Ec. 3.50

p* = =0,967 Pa

0318x10%m)" | 9013107 kgmol"

9,54x10™kg 278,31 J.K™.mol™ x1457K
2
2 J

60.1x60.sx ITX(

Ejemplo 2:

Se ha medido la velocidad de efusion (dw/dt=w/t) de colesterol a distintas
temperaturas (V. Oja et al, J. Chem. Eng. Data 2009, 54, 730-734). La abertura a
través de la cual estas moléculas escapan del sistema en equilibrio sélido-vapor
(sublimacién) tiene un diametro de 0,65 mm. Los valores obtenidos a distintas
temperaturas se muestran en la Tabla 3.4 y el peso molecular del compuesto es
386,65.
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Tabla 3.4: Velocidad de efusién de colesterol como funcién de la temperatura

T/K 386,6 392,0 397,3 403,1 408,2 413,8
dw/dt (g.s”) | 4,302x10° | 7,724x10® | 1,420x107 | 2,548x107 | 4,439x107 | 7,564x10”

Con esta informacién es posible evaluar la presién de vapor y la entalpia de
sublimacion (valor de literatura 142,5 kJ.mol") recurriendo a la ecuacién de
Clausius-Clapeyron.

Como ejemplo, evaluaremos la presién de sublimacién a 397,3 K. En estas
condiciones de temperatura, la velocidad media de las moléculas en la fase

gaseosa es 147,45 m.s™'y el area A=3,32x10 cm?.
v AWRT _w [2TRT
p e
BRT mar tAT M
™M

t <v>.M.A
4x831 J. K mol"x3973K

"1,4745 10> ms™ x0,38665kg.md ' x3,32 %107 m’

1,42x107" kgs™ =0,0395

La ecuacién asi aplicada no tiene en cuenta problemas de disefio experimental
que deben ser incluidas en el célculo. A los efectos del calculo de la entalpia de
sublimacion, este factor no debe influir si no se modifican las condiciones de
trabajo o se cambia el dispositivo con el que se realizan los experimentos.

En la siguiente tabla se muestran las presiones de vapor calculadas y los valores
experimentales existentes en la literatura, asi como la relacién entre ellos a las

temperaturas de trabajo.

T/K 386,6 392,0 397,3 403,1 408,2 413,8
p*/Pa 0.0296 0,0535 0,0990 0,179 0,314 0,538
Pexp/Pa 0,0118 0,0213 0,0395 0,0714 0,1251 0,2146
Pexp/P* 0,398 0,398 0,3989 0,398 0,398 0,398

A los efectos de contar con un método relativamente sencillo para medidas de
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propiedades fisicoquimicas de compuestos que presenten temperaturas de fusion
o de ebullicion mayor a las de las condiciones estandares en los laboratorios, el
meétodo de efusion se constituye en una alternativa viable para este fin.

La ecuacion empleada requiere que las moléculas no choquen dentro de la
abertura. En la literatura se han propuesto distintas correcciones para considerar
factores geométricos asociados con el disefio del experimento y de la celda o

recipiente de medida. Este factor de correccion que tiene en cuenta estos factores

pr=c W [27LRT 3.51
tAl M

Pieter Clausing introdujo un factor que lleva su nombre y que describe la relacion

modifica la ecuacion en la forma:

de la transmisién de una abertura real comparada con una ideal, donde se toma
C=1 (Ec. 3.50). Detalles de este factor pueden consultarse en J. Drowart et al,
Pure Appl. Chem., Vol. 77, No. 4, pp. 683-737, 2005 y P. Clausing. J. Vac. Sci.
Technol. 8, 636-646 (1971) que es una traduccion del publicado originalmente (P.
Clausing, Ann. Physik 12, 961 (1932)).

3.11 Ley de distribucion de energia

Si bien la ley de distribucion de la energia se derivara a partir de las hipotesis
empleadas para el gas ideal, el resultado que se obtenga es suficientemente
general como para ampliar y aplicarla a moléculas con grados de libertad internos
(rotacién y vibracion principalmente desde el punto de vista de la mecanica
clasica) y en distintas fases. Estas consideraciones se incluyen en el principio de
equiparticion de la energia, que constituydé una de las herramientas mas

importantes de la fisica clasica de fines del siglo XIX.

A partir del conocimiento de la funcién de distribucion de velocidades es posible
obtener la funcion de distribucion de velocidades de Maxwell.
Recordando que c* es la velocidad mas probable [c* = (2.k.T/m)"?] y que la

fraccion de moléculas con velocidades entre v y v+dv cumple la relacion ya
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analizada (Ec. 3.44)

4 5
f(V)dV:W \/2.e° dv

Es posible trabajar los factores en la ley de distribucién de la siguiente forma

1mv2
VAR £

c*? KT KT

En esta expresion, e= % mv?. Para construir la funcién de distribucién de energia

f(e)de a partir de f(v).dv se puede proceder de la siguiente manera:

de = mvdv _~2me dv = dv= kT de
KT KT A2me
Sustituyendo en la expresion para f(v)dv,
f(ydv= f(&)de = 3 ~ee ¥ de
T (KT)?
Finalmente
f(e)de = INE) } ﬁ} e Kde
7 (kT)

La Fig. 31 muestra el comportamiento de esta funcion de distribucion f(g).

P
dN(¢) _ _ 2& _£
Nde T@© 7&(1@)% exp[~ 7] 3.52

Fe) &

=

Fig. 3.13: Comportamiento de f(&) como funcién de la energia, segun surge de la Ec. 3.52.
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Cuando ¢ < kT el crecimiento de la funcidn esta controlado por Ve mientras que si
€ > kT, la funcion decrece pues el factor exponencial se vuelve el término
dominante. En consecuencia, la funcién de distribucién debe presentar un
maximo. Es sencillo verificar que el maximo ocurre para &max = Y2 KT.

La dependencia de la funcion de distribucion de la energia se muestra en la Fig.
3.14. De manera similar a la descripta para calcular la fraccion de moléculas que
superan el valor vy, es posible hallar la equivalente para conocer qué fraccion del
conjunto de moléculas superan el valor g por ser de interés para calculos
fisicoquimicos.

En primer lugar, la fraccion de moléculas con energias inferiores a €, se calcula

mediante la siguiente expresion:

&

I fe) & = erﬂ%)—ﬁ K.e™ = x, :If'ol'

La fraccion de moléculas que superan este valor de energia se esquematiza

cualitativamente en la Fig. 3.14,

f(z) |\
\
N\
I\ Tf(ajciaz —erf(x) 4= xle ™ =g = 50
| II| II'. I:'N;"-x_ ) »\E kT
( ||I;, M, HH\-.
| Y \H\"\-\.
|." ) /& ey l
/o N T
| f -.\Tlﬂ S —
|:I.l'.l 9 \H.-..m\ \“‘-\-H_\___\_\____ S e
0 £

Fig. 3.14: Comportamiento de f(¢) a distintas temperaturas T,<T,<Ts;. A medida que se incrementa
la temperatura, aumenta la fraccion de moléculas que superan el valor critico. Este valor esta
sefialado por el area bajo la curva.
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Con el conocimiento de f(¢) puede evaluarse la energia media < € > resolviendo la

integral

3
2 dNGe) ¢ Y &3
<£>—.('; £ N _6[ E.f(E)—.([ ﬁexl)[ ﬁ]‘EkT 3.53

Esta integral puede resolverse recordando que < € > = %2 m.<v?®>
Como V* = v,2 + v, + v, resullta sencillo demostrar que

Yam <v>=Ym<v,®> =%%m. <v,”> = kT

Esta igualdad muestra que cada uno de los términos cuadraticos en
componentes de velocidades contribuye al valor medio de la energia en
KT .

Luego <e>=Ym < v,2> + Yam <v,®> + Yom. <v,>> = 3. (4 kT)

Este resultado sienta las bases para enunciar el principio de equiparticion de

la energia de manera mas amplia.

En un sistema en estado de equilibrio, donde no existen movimientos preferenciales,
las posiciones de las particulas en movimiento pueden ser definidas
geométricamente y estas coordenadas son independientes. A estas coordenadas
se les denomina grados de libertad del sistema molecular. En el caso de la
energia cinética de traslacion, al no existir grados de libertad que las moléculas

prefieran sobre otro, entonces a cada uno de ellos debe asociarseles 72 kT.

3.12 Principio de equiparticion de la energia

Las moléculas son estructuras complejas en comparacion con las hipétesis
implicitas en el modelo de gas ideal (formado por particulas carentes de estructura
interna). En consecuencia, en una molécula polinuclear es posible considerar

movimientos interno tales como la rotacion de la molécula y las oscilaciones o
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vibraciones de atomos en la molécula. Estos movimientos moleculares deben
observarse desde su centro de masas, ya que de esta manera se simplifica la
expresion de las energias respectivas y pueden contribuir, ademas de la energia

asociada a la traslacion, a la energia interna del sistema.

A las coordenadas asociadas a estos movimientos en los cuales una molécula

puede almacenar energia se las denominara en general “grados de libertad”.

Existe otro tipo de movimiento que contribuye a la energia de la molécula. Este es
el caso de los electrones en atomos y/o moléculas. Sin embargo, su contribucion a
la energia interna del sistema es solo importante cuando las energias de las
particulas son muy elevadas —situacién que podria observarse a temperaturas
muy elevadas-. En este analisis, la energia de los electrones se considerara

constante e independiente de la temperatura.

El principio de equiparticion justamente permite evaluar las contribuciones que en
promedio deben realizar los distintos tipos de movimientos (traslacion, rotacién y
vibracion desde un punto de vista clasico) a la energia interna macroscoépica U.

En general, visto desde el centro de masas, la energia de rotacion de una
particula esta dada por

2 |_2 2
£ :i 7y+i 3.54
21, 21, 2,

y
En esta ecuacion, Ly, Ly y L, son las componentes del vector momento angular L,
(L*= L2 + L,® + L,®) mientras que l, I, e I, son los valores de los momentos de
inercias principales respecto de un sistema de ejes coordenados centrado en el
centro de masas (De acuerdo con el teorema de Steiner, la descripcion del
movimiento de rotacion es mas sencillo cuando sobre el centro de masas se ubica
el origen de un sistema de coordenadas o sistema de coordenadas interno).

De esta forma, la expresion para la energia rotacional es suma de términos

cuadraticos sencillos.
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La vibracién de los atomos en la molécula puede asimilarse a un movimiento
oscilatorio similar al que experimentaria una particula de masa equivalente m que
vibra en torno a su posicion de equilibrio (el centro de masas). La energia de
oscilacion posee dos contribuciones que no pueden desacoplarse, una energia
cinética y una energia potencial, interconvertibles una en la otra.
Admitamos que x es desplazamiento de la particula de masa equivalente m de su
posicion de equilibrio o de su centro de masas. La energia cinética asociada con la
vibracion esta dada por
Y5 m.(dx/dt)?
mientras que la energia potencial puede describirse con la denominada ley de
Hooke para el movimiento oscilatorio
Yo kH.X2

donde ky es la constante de recuperacion elastica de Hooke. La energia total ],
de este “resorte” es expresable como

& = Vam.(dx/dty’ + Y%ky.x? 3.55

Estas energias se interconvierten entre si en forma constante durante la
oscilacién. Si la energia ¢, tiene un valor determinado , las contribuciones de la
energia cinética de vibracion y la energia potencial tienen valores limites que no
pueden superar el valor €,, sea en forma individual o en su suma.
0 < Yam.(dx/dt)* <&, y 0<%kyx® <g

Cuando x=0 (el sistema pasa por la posicion de equilibrio), la energia potencial es
minima y la energia cinética maxima, % m.(dx/dt)’max = &. La maxima elongacion
que experimenta el resorte esta dada por ¥ ky.X°max = €. Cuando la elongacion
es maxima, la fuerza de recuperacién del resorte también lo es y la particula se ve
forzada a retornar a su posicién de equilibrio. Sin embargo, cuando alcanza esta
posicién, la velocidad del oscilador es maxima y por inercia continia su
desplazamiento hasta que toda la energia cinética se ha convertido totalmente en

energia potencial, para reiniciar el ciclo de movimientos oscilatorios.
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La interaccidn con otras particulas —normalmente por colisiones entre ellas- puede
determinar que la energia de vibracion se modifique y con ello los valores
maximos posibles de ambas contribuciones. Esta posibilidad implica que entre las
particulas puede existir transferencia de energia sin violar el principio de

conservacion de la energia.

La oscilacion se dira armoénica cuando la energia de vibracion puede expresarse
como

& = Yam.(dx/dt)? + Vsku.x?
La energia de vibracion, sobre cada una de las coordenadas que se emplearan
para describir este tipo de movimiento, queda expresada como suma de dos
términos cuadraticos para cada uno de los movimientos de oscilacion presentes

en la molécula.

El principio de equiparticion —como puede demostrarse con herramientas mas
soélidas que las desarrolladas hasta ahora- puede inferirse de las consideraciones
realizadas para el movimiento de traslacion. Este principio establece que cada
término cuadratico en posicion o velocidad (0 momento) que aparece en la

expresion de la energia contribuye a la energia media de la particula en %2 kT.

Sin embargo, su aplicacion en una molécula polinuclear requiere de un analisis
adicional. Dependiendo de la geometria de la molécula, los momentos de inercia

principales pueden ser satisfacer las siguientes condiciones:

Caso 1: dos momentos de inercia principales son distintos de cero y el tercero
nulo. Este es el caso de las moléculas polinucleares lineales, donde los nucleos se
ubican sobre una linea (eje internuclear). Ejemplos de este tipo de moléculas son

todas las diatomicas (homo o heteronucleares), triatdbmicas como el CO,, etc.

Caso 2: los tres momentos de inercia principales son distintos de cero. Este es el
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caso de moléculas no lineales. A este grupo pertenecen moléculas tales como
H,0, SO,, CH4, NH3, etc.

3.12.1 Calculo del numero de grados de libertad

Una molécula "monoatémica" esta constituida por solamente un solo tipo de
atomo, como es el caso de los gases nobles, los atomos de metales alcalinos en
fase gaseosa (Na(g), Ca(g), etc.).

El numero de coordenadas requeridas para ubicar a estas particulas en el espacio
es simplemente 3. Como el centro de masas coincide con la posicion del atomo,
estas tres coordenadas se requieren para describir el movimiento del centro de
masas. Como la unica energia que debemos considerar es la traslacion, entonces
la energia promedio sera (3/2) kT.

En el caso de una molécula diatbmica, se deben especificar 6 coordenadas
X1,Y1,Z1, X2, Y2, Z2 las que son necesarias para describir los tres movimientos:
traslacion, rotacion y vibracion.

Es posible aplicar un procedimiento sencillo que permite separar los movimientos

en dos sistemas de coordenadas (fig. 3.15).

L J

.-F . :

Fig. 3.15: Representacion esquematica de las coordenadas de las particulas en una molécula
mono y diatémica vistas desde el sistema de coordenadas de laboratorio.

El primero de estos sistemas de coordenadas permitira describir el movimiento del
centro de masas del sistema (esta descripcion es independiente de que se
considere una molécula monoatomica o polinuclear) y éste permite describir el

movimiento de la molécula como una unica particula masa igual a la suma de las
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masas de todos los nucleos que la constituyen. En el caso de una molécula
diatbmica, esta masa es m = my + my. Las coordenadas que deben definirse son
las del centro de masas.

El segundo sistema de coordenadas se construye sobre la posicion del centro de
masas y permite describir los movimientos internos (rotacion y vibracion). Para
una molécula con dos tipos de particulas (diatdmica), la masa que debe

considerarse es llamada masa reducida & La masa reducida se define como:

U= mm,
m+m,
El momento de inercia | = p.r?, donde r es la distancia entre los ndcleos que

constituyen la molécula.

Frente a esta transformacién el numero de coordenadas totales se mantiene, pero
3 de ellas xcm, Yem, Zom describen ahora la posicidon del centro de masas, y las tres
restantes deben asignarse a los movimientos internos.

Con L designamos al vector momento angular. Respecto del sistema de
coordenadas interno, este tiene tres componentes, Ly, Ly y L..

Estas tres componentes son al vector momento angular L lo que vy, vy y v, son al

vector velocidad v.

Sistema de coordenadas laboratorio

/ '
7
~CM Ve >

S »

+ '
‘/C' ' Sistema de  coordenadas

internas

Fig. 3.16: Separacién de movimientos en los sistema de coordenadas de laboratorio e interna. El
primero describe el movimiento del centro de masas de una particula de masa (m;+my) y el
segundo los movimientos de rotacién y vibracion de una particula de masa igual a la masa
reducida u.
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Al elegir el sistema de coordenadas centrado en el centro de masas, la descripcion
de la rotacion se simplifica pues se describe como una suma de tres

contribuciones sencillas.

Fig. 3.16: Representacidon esquematica del vector momento angular L y sus componentes vistas
desde el centro de masas del sistema.

Sin embargo, en el caso de una molécula lineal, la descripcion se simplifica si el

eje internuclear se hace coincidente con una de las direcciones, digamos z.

I,

v
e
<

I ®

Fig. 3.17: Distribucién de las particulas en una molécula lineal (diatdbmica en este caso). El eje
internuclear se hace coincidir con la direccién z del sistema de coordenadas localizado en el centro
de masa del sistema.

Los términos Iy, ly e I son los momentos de inercia principales.
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Si my y m2 son las masas de estas particulas, entonces las coordenadas seran
Particula 1: x1=y41=0, z1=ry;

Particula 2: x1=y1=0, z1=-r;

CON r=rq-ry

Los momentos de inercia principales son:

Ix= m1.(y12+z12) + mz(y22+222) = (my r12_,_m2 r22)

ly= ma.(x%+24%) + My(xx*+25°) = (My 1y*+my %) = |y

|, = m1.(x12+y12) + m2(x22+y22) =0

Consecuentemente, el momento angular L se expresa como L = L..i+ Ly. j, y la

energia de rotacion se escribe de la siguiente manera,

2 L
g=—*+r1 3.56

21, 21,
En esta ecuacion sélo deben considerarse dos términos cuadraticos. El resultado
es general para cualquier molécula lineal. Por lo tanto, de los 3 grados de libertad
internos, 2 son requeridos para la rotacion. Luego la contribucién de estos

términos al valor promedio de energia rotacional debe ser igual a
<e >= Lkt lkT=KT 3.57
2 2
El grado de libertad restante se asignara al movimiento de vibracion. Como en
éste existen dos términos cuadraticos, en promedio,
2
g, = Lmd ) Vo /L og) = Liere Lier =kt 3584
2 dt 2 2 2

El valor promedio <¢,> = kT debe asignarse por cada grado de libertad vibracional.

Para una molécula no lineal, los tres momentos de inercia principales son no
2 |_2 2

. . L
nulos. Consecuentemente se debe analizar la ecuacién &, =f+ﬁ + 2|Z
y

, 'y en

X z

consecuencia, la contribucién de estos términos al valor promedio de energia
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rotacional debe ser igual a
g, =L kL Ler=2kT 3.58 b
2 2 2 2

En general, si una molécula esta constituida por N nucleos, se requeriran 3.N
coordenadas o grados de libertad para ubicar cada particula respecto de un
sistema de coordenadas de laboratorio. Cada uno de estos grados de libertad
corresponde a las diferentes maneras en los cuales la molécula puede almacenar
energia.

Del total de los 3N grados de libertad , se requeriran solamente 3 para la
traslacion. Los grados de libertad restantes 3N — 3 son necesarios para describir
los movimientos internos. Dependiendo de la geometria molecular, tenemos dos

Casos generales:

v" moléculas lineales :
Para describir la rotacibn seran necesarios 2 grados de libertad y en
consecuencia, 3.N — 5 son todos los grados de libertad necesarios para la
vibracion.
La energia promedio sera
<e>=3 Yo kT +2 %2 kT + (3.N = 5).kT

Si N=2, entonces

<e>=7/2KT o0 Np.<e>=7/2RT pormol

Si N=3 y la molécula es lineal (ejemplo CO3), entonces
<e>=3 % KkT +2 KT +(3.3-5)kT =13/2kT 0o Np<e>=13/2 RT por mol
v" moléculas no lineales :
Para describir la rotacion seran necesarios 3 grados de libertad y en

consecuencia, 3.N — 6 son todos los grados de libertad necesarios para la

vibracion.
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Por lo tanto, la energia promedio sera

<e> = 3 kT +3 % kT + (3.N — 6).kT

Si N=3 y la molécula es no lineal (ejemplo SO,), entonces
<e>=3 2KT + 3 2KT + (3.3-6)kT = 6 kKT
La contribucién por mol
No<e>=6 RT

3.13 Energia interna U y capacidad calorifica
En general, la energia interna U de un sistema debe considerarse el resultado de

dos contribuciones importantes:

v la energia asociada con los movimientos (energia térmica)

v la energia resultante de las interacciones intermoleculares (o0 energia
potencial)

v

La energia interna no puede medirse en forma absoluta, de manera que existe una
contribucion Ug que nos resulta desconocida. Para un sistema de N particulas

U= UO + NO-<£movimientos> + <Epotencial>

Con <€movimientos™ Proporcional a la temperatura del sistema. El valor Uy es un valor
caracteristico para tipo de sustancia.

La energia potencial dependera de las posiciones relativas de las particulas ya
que ésta depende de la distancia intermolecular. Los cambios en esta energia
seran importantes en el caso de cambios en el volumen del sistema ocupado por
las Np moléculas.

Si el volumen total del sistema no se modifica, entonces los cambios en U deben
estar asociados con variaciones en la temperatura y, a nivel microscopico con

CambIOS en |a <8mov|m|entos>
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La velocidad de cambio de U frente a la temperatura a volumen constante se

denomina capacidad calorifica Cy o0 Cym (C,, ) en caso de expresarse por mol.

C :[aumj - No[a<gmovimients >j 3 59 a
v _ .
aT ), T y
Como
(a<£movimientos >j — a<£t > +(a<£r>j +(a<£v >j 359 b
aT v or )Y or )Y or )Y
CV :CV,traslacional V,rotacional V,vibracional 3.59¢

Por otro lado, este principio predice que la capacidad calorifica debe ser

independiente de la temperatura.

3.13.1 Capacidad calorifica de gases
En la Tabla 3.5 se resumen los valores correspondientes a distintos tipos de
moléculas y se les compara con los observados a temperatura ambiente para

algunas moléculas tipicas.

Tabla 3.5: Capacidades calorificas de sustancias simples.

Tipo de molécula | monoatomica | diatébmica | Triatdmica lineal | Triatdmica no lineal
' Cumiesria 32 R 712 R 1312 R 6 R

molécula

He, .. Kr 32R | e | e

Hz, Oz etc. | e 52R |  eee— | e

Co, | e | e 35R | e

H,O | e e | e 4R

El andlisis de esta tabla nos revela que el principio de equiparticion no predice
correctamente los valores de Cyn, a excepcion de las moléculas monoatémicas.

La situacion es realmente mas compleja que la indicada hasta ahora, y Cyyn no
solo depende de la naturaleza de la sustancia, sino que también es funcion de la

temperatura. En la Fig. 3.18 se muestra el comportamiento de Cym para H2 como
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Fig. 3.18: Comportamiento de la C,,, con la temperatura observada en Hx(g).

La dependencia observada con la temperatura muestra la discrepancia entre la
prediccion basada en el principio de equiparticion y la experiencia.

El comportamiento observado muestra que a bajas temperaturas, Cym, [0 3/2 R.
Alrededor de la temperatura ambiente, Cyy, [15/2 R en un importante intervalo de
temperatura y crece lentamente a T>500 K. El valor limite al que tiende es el
predicho por el principio de equiparticién.

En la tabla siguiente se listan valores de Cym de moléculas di-, tri- y polinucleares

sencillas medidas a 25C y 1 atm.

Tabla 3.6: Capacidades calorificas experimentales de sustancias simples a 298 K.

molécula H, N, 0O, CO, NH; CH,

Cym/ J.mol 'K’ 20,53 21,06 20,81 28,81 27,32 27,33

Como puede apreciarse, para una molécula como CH4, no lineal, deberia
esperarse que
Cy=Cy+Cy + Cy =3/2R + 3/2R + (3x5-6)R= 12.R

El valor observado se halla entre 3R < Cy < 3,3 R. Este resultado sugiere
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nuevamente que la contribucion vibracional no es importante.

No existe una explicacion clasica de este comportamiento que se muestra en la
Fig. 3.18, pero pareciera indicar que a bajas temperaturas, solamente es
significativa la contribucion traslacional a Cy, a temperatura ambiente son
importantes