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ist. Im anderen Falle wiren die Stellungen der Atome regellos
vertellt und eine Polarisation nicht feststellbar. Wenn nun z. B.
fiir alle Atome e¢in bestimmtes ¢, die gleiche Richtung hat, so
entspricht diesem eine linear polarisierte Lichtwelle mit der
aus der klassischen Theorie bekannten Verteilung der Intensitiit
iber die Raumrichtungen.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Anwendung der Quanten-
bedingungen und des Korrespondenzprinzips ist der Fall, daB
die Hamrrronsche Funktion sich bei einer starren Drehung
eines atomaren Systems um eine feste Raumrichtung nicht andert.
Fihren wir dann das Azimut ¢ =: ¢, eines der Systempunkte,
die Differenzen der Azimute der anderen Punkte gegen ¢ und
andere nur von der relativen Lage der Systempunkte gegen
die feste Raumrichtung abhiingige Grofien als Koordinaten ein.
so 1st @ zyklische Variable, und der ihr konjugierte Impuls p,

ist nach § 6 die in die feste Raumrichtung fallende Drehimpuls-
| ¢S

komponente des Systems. Wegen der Konstanz von (\ - hat die
«Q

Funktion §. die die ¢, und ihre Impulse p, in Winkel- und
Wirkungsvariable aberfithrt, die Form

1 , \
8= - F(J,Jy...J) g Sy @a Qpgsdys Iy )

2

Daraus folgt

1 ¢F ¢S
w, = - P
1 2 T 8‘0]1 p I (JJ1
1 ¢F oS
w, = g {2
= s (?-'J(_, ( JQ
1 ¢F | ¢S

w, =— R - .
r anmel )

Hilt man nun ¢, ¢, - q;—; fest und liBt @ um 27 wachsen (d. h.
| dreht man das ganze System um 2z), so missen die w, sich
- um ganze Zahlen dndern (denn die ¢, sind periodisch in den
- w, mit der Periode 1); dann sind aber die Ableitungen von
~ F ganze Zahlen und F hat die Form

Fo=gJ 4 nd,+e.

ror
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Sind dic Anderungen 7, der Quantenzahlen klein gegen diese
Zahlen selbst, so sind die Ausdriicke (3) und (2) wenig von-
einander verschieden.

Wie im Falle eines Freihcitsgrades lifit sich das Korre-
spondenzprinzip zur gendherten Bestimmung der Intensitaten
und Polarisationsverhiltnisse benutzen.

Wenn die Anderungen 7, der Quantenzahlen klein sind gegen
dieso Zahlen selbst, sind die Fovrier-Koeffizienten €, fiir Anfangs-
und Endzustand relativ wenig voneinander verschieden. Auf
(irand des Korrespondenzprinzips miissen wir nun fordern: Bei
giofien. Werten und  kleinen Inderungen der Quantenzahlen ist die
dem Quantensprung T, - - -7, entsprechende Licliwelle naherungsweise
dieselbe, wic sie ein klassischer Resonator mit dem Moment

(S:r e?zi(z 1y

aussenden wiirde. Hierdurch sind Intensitdt und Polarisations-
zustand der Welle naherungswelse bestimmt.

Dieselben GréBen ¢, bestimmen auch die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zwischen den stationiren Zustinden. Nach der
ncueren BoHRrRschen Theorie (vgl. § 1) sind sie direkt die Am-
plituden der (virtuellen) Resonatoren, die den Quantenspriingen
zugeordnet sind.

Wenn die Anderungen der Quantenzahlen von derselben
GroBenordnung sind wie ihre Werte selbst, so liegt es nahe,
zur Bestimmung der Amplituden nach einem Mittelwert der
¢. zwischen Anfangs- und Endzustand zu suchen. Wie dieser
Mittelwert zu bestimmen ist, ist eine noch offene Frage. Nur
wenn gewisse Komponenten der klassischen €, identisch null
sind. 1aBt sie sich beantworten: man wird annehmen diirfen,
daB die entsprechende Schwingung auch quantentheoretisch
nicht vorkommt.

Man kann diese Uberlegungen zur Bestimmung der Polari-
sation nur dann praktisch anwenden, wenn bei dem Vorgang
mindestens eine feste Raumrichtung durch duflere Bedingungen,
z. B. ein auleres Feld, fiir alle Atome gleichmédBig festgelegt
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wiahrend w, die absolute Lage des Systems festlegt. Nach (6)
kann man 27w, als den Mittelwert des Azimuts ¢ des heraus-
gegriffencn, beliebigen Systempunktes iiber die Bewegungen der
wrelativen® Winkelvariabeln w,, ..., | ansehen. Die Bewegung
kann also aufgefallt werden als eine mehrfach periodische rela-
tive Bewegung, die von einer gleichférmigen Prézession um die
raumfeste Achse iiberlagert wird. Wenn H, als Funktion der
J. gedacht, von J, nicht abhingt, ist diese Prizcssion null;
dann liegt Entartung vor.

Wir betrachten zunichst den Fall, dal das mechanische
Svstem seinen inneren Kriften iiberlassen 1st. Dann 1st jede
raumfeste Gorade als Achse cines zyklischen Azimuts anzusehen.
Die Energie hingt von den Komponenten des gesamten Dreh-
impulses nicht einzeln ab, sondern nur von ihrer Quadratsumme,
d. h. von dem Betrage des Drehimpulses. Wihlt man die Rich-
tung des Drehimpulses als Achse, so ist das zugehorige Azimut v
zyklisch und w, nicht entartet. Der gesamie Drehimpuls p 1t
also durch eine Quantenbedingung der Form

(8) 2ap=1J, - jh
festgelegt. |

FaBt man nun eine zweite, beliebige raumfeste Achse 1ns
Auge, so gibt es zwar ein zyklisches Azimut ¢ um diese, die
zugehorige Wirkungsvariable J, = 2ap, kommt aber in der
Energiefunktion neben J,, nicht vor, weil die Energle des Systems
nicht von einer Impulskomponente in beliebiger Richtung ab-
hingen kann. Die zu J, konjuglerte Winkelvariable w,, 1st also
entartet, und J,, darf nicht gequantelt werden. Die Bedeutung
von w,, erkennt man aus der allgemein fur eine zyklische Winkel-
variable geltenden Angabe, dafl diese gleich dem Mittelwert des
Azimuts eines beliebigen Systempunkts iiber die Bewegungen
relativ zur Achse ist. w, ist also ein konstanter Winkel, der
gleich dem Azimut der Achse des gesamten Drehimpulses gegen
eine, durch die raumfeste ¢ -Achse gelegte Ebene gewiihlt werden

kann.

Wir betrachten jetzt den Fall, dal das mechanische System
elnem homogenen duperen (elektrischen oder magnetischen) Felde
ausgesetzt ist. Dann 1st das Azimut ¢ eines Systempunktes um
eine zum [I'clde parallele Achse zyklische Variable; im allge-
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Durch cine gecignete ganzzahlige Transformation mit der Deter-
minante + 1 lafit es sich stets in die Form bringen:

FoJ, -i-c,
<0 (lal3

oy 1 g \
61:__ i Cj(/ (7) _{_ ""“‘C‘(IZ./) _I_ }S (\(11-‘.(1/‘__1,,]1‘--11. ,J(\)

27 27
wird,  Daraus folgt

w, =D g, - Yooy d, (=1 f—1)
R 1

wy - cwp=s g Doigeeg S )

-1
2 /=1
und durch Auflosen nach den ¢,

" q, = '[/,5(?(*1.‘-21*/1__1,&]1---J/.___I.J,I) ﬁh;lf——ﬂ

® g 2aw, - -II['(“'l"'Z"’/--le"'J* J

/ s

<0 dal} wir auch

S= i, ci-f

2

t .\ \ l / 7 . . N
(J’/ —l— () - 1 (ul e u,'/.'_] ’ e]l B !]/ 15J(/,')
schreithen konnen. Da 8§ — w,, J,,,. periodisch in w, sein mub,

tolgt ¢ = 0 und
1
7 S - 5 T-J,, @ --Slyg, - Jp—y J, - Jf_l, J, ).
Der Drehimpuls in der Richtung unserer raumfesten Achse ist
demnach

S_ 1y,

o 27

p(/; ==

g o
Wenn keine Entartung vorliegt, ist

J, = mh

U
ZUu setzen.

In jedem System, dessen potenticlle Knergie invariant ist gegen
etne  Drehung am  eine raumfeste  Achse, ist das 2xa-fache der
Komponente des Drehimpulses um die Achse Wirkungsvariable.
Falls die Energie tberhaupt von thr abhdngt, ist diese Gréfie zu
quanteln.

Da die Funktionen ®_ in (5) nur von den relativen Lagen
der Systempunkte gegeneinander und gegen die raumfeste Achse

abhingen, so bestimmen auch w,, ... W,y diese relativen Lagen,
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Einleitung. Physikalische Grundlagen.

Fiir die theoretische Behandlung der Wechselwirkung zwischen
Straklung und Materie ist es nach dem KircamoFFschen Satze
erlaubt, die wirklichen Atome der Substanzen durch einfache
Modelle zu ersetzen, wenn diese nur mit keinem der bekannten
Naturgesetze im Widerspruch stehen. Als einfachstes Modell eines
Licht emittierenden und absorbierenden Atoms hat man den
harmonischen Oszillator benutzt; dabei wurde das bewegte Teil-
chen als ein Elektron vorgestellt, das durch die interatomaren,
quasi-elastisch wirkenden Krifte an eine Gleichgewichtslage
gebunden ist, in der sich eine gleich grofie positive Ladung
befindet. Es ist dies ein Dipol von zeitlich verinderlichem
Moment (Ladung >< Ausschlag). H. Herrz hat bei Gelegenheit
seiner Untersuchungen iiber die Ausbreitung der elektrischen
Wellen gezeigt, wie man die Ausstrahlung eines solchen schwin-
genden Dipols auf Grund der MaxweLLschen Gleichungen be-
rechnen kann.§Noch einfacher ist die Berechnung der Anregung
eines solchen Resonators durch eine duBlere elektromagnetische
Welle, die in der klassischen Dispersionstheorie zur Erklirung
der Brechung und Absorption der Korper benutzt wird. Auf
Grund dieser beiden Betrachtungen laBt sich die Wechselwirkung
zwischen solchen Resonatoren und einem Strahlungsfeld be-
stimmen. M. Praxck hat die statistische Berechnung dieser
Wechselwirkung durchgefiihrt. Er fand, daBl die mittlere Energie

W eines Systems von Resonatoren von der ¥requenz y pro-
portional der mittleren Strahlungsdichte g, ist, wobei der Pro-

portionalititsfaktor wohl von », nicht aber von der Tempe-

ratur 7 abhingt:

8 R
) 0, — 92 W.

Die vollstindige Bestimmung von g (7)) ist damit zuriickgefiihrt
auf die der mittleren Resonatorenenergie, und diese kann nach
den Gesetzen der gewohnlichen Statistik gefunden werden.

Sei g der Ausschlag eines linearen Oszillators, dann ist
p =m¢g der Impuls und

m % 1
W= —g° 2 __ 2
g9 T 3T =t

2

»
29

die Energie. Die quasi-elastische Kraft x héingt mit der Kreis-
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Entsprechend den Verhiilltnissen bei oinem Freiheitsgrad
korrespondiert nun dic quantentheoretische Frequenz, die zu
einem Ubergang gehort. bei dem sich die Quantenzahlen um
1,--7, dndern, mit der Oberschwingung der Frequenz

I ‘ \ — - - - l
(Ty) = 1,9, |- =Ty,

Der Zusammenhang zwischen dieser klassischen Frequenz und
der quantentheoretischen Frequenz ist auch hjer der zwischen
einem Differentialquotienten und einem Differenzenquotienten.

In dem J,-Raum betrachten wir einen festen Punkt J.0 und
alle von diesem Punkt ausgehenden Geraden

c],,_ - e]ao - T!L /1,

deren Richtungen man sich veranschaulichen kann als Ver-
bindungslinien von J, mit den Eckpunkten eines diesen Punkt
umgebenden kubischen Gitters (beliebiger Maschengréfle).  Die
klassische Frequenz liBt sich dann in der Form schreiben:!)

. Y ycW d.J, dW
2) Vi ;_\_ Ta Ve = —/Z‘ o, di T di

£ [#3

Die quantentheoretische Frequenz 1iBt sich in der Form

- AW
(3) lpqu - h )

schreiben. Um den Zusammenhang von (2) und (3) zu be-
schreiben, denken wir uns das oben definierte Gitter so gewahlt,
daB die Wiirfelkante gleich % ist, dann ist v, die Abnahme der
Energie beim Ubergang vom Gitterpunkt J,° zum Gitterpunkt
b J. — 7. im Verhiltnis zur MaschengréBe . Die klassische
- Frequenz erhiilt man, wenn man die MaschengroBle ~ unendlich
klein werden 1if3t.

Die quantentheoretische Frequenz kann auch als Mittelwert
der klassischen Frequenz zwischen den Gitterpunkten J,° und
Jo — 7,k bei endlichem % aufgefaBt werden, d. h. als ein
gewisser Mittelwert zwischen Anfangs- und Endbahn des Quanten-
ibergangs, der der Frequenz entspricht. Es ist niamlich?)

Y Die Vorzeichen sind so gewihlt, dal Emission vorliegt, wenn alle
1, positiv sind.

| ) Vgl. H. A. Kramers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden).
| Kopenhagen 1919.

8*
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konfiguration nicht idndert. LiBt man diese Voraussetzun

\ g
falen und nimmt man an, daf A_ von AJ_“) nach A %' {iber-
geht, xo erhiilt man fiir 4m == + 1 die Frequenzen

p = Py - h (m + 17 - h— -
Y = VElektr, ~| Q 2 Ax(l) e 4 8 2 Alr(?) me,
(19) ye—athm-em?,
WO
. h
@ Vst oy o
: /i
(20) b =- o ‘4.1}1\‘

h [ 1 1 )
C fom— -
S n'-’ \Aﬁu' A (2)

ist. Die Frequenzen (19) bilden den ,positiven und negativen
Zwey" der Bande. Fir Am = 0 erhiilt man den .Nullzweig:

(21) 7 = Prpemee hplooo1 Vot =7 o em?
! — P Elektr, S 72 g Rty —— 7 Elektr, .
r X

Er fallt weg, wenn das elektrische Moment der Molekel senk-
recht zur Drehimpulsachsc steht.

Wir bekommen die Verteilung der Linien in den drei
Zweigen. wenn wir die drei Parabeln (19) (mit —- und —-
Zeichen) und (21) zeichnen und von den Punkten ganzzahliger
positiver m die Lote auf die »-Achse fillen?). Einer der beiden
Zweige 119 iiberdeckt einen Teil der »-Skala doppelt, an der
Unmkehrstelle, dem ,, Bandenkopf-, hiufen sich die Linien (mit
endlicher Dichte). Die Linie, in der der positive und negative
Zwelg zusammenstoBen (m — 0), heilit .. Nullinie®.

Um aus einer empirisch gegebenen Bande das Trigheits-
moment berechnen zu konnen, mufl man b kennen und dazu
muB man wissen, wo die Nullinie der Bande liegt. Wenn ein
Nullzweig vorhanden ist, kann man aus dessen Lage auf die
der Nullinie schlieBen. Fehlt der Nullzweig, so reichen die
hier angegebenen Eigenschaften der Bande nicht aus. Es zeigt
sich aber, dal} die Intensititen beiderseits der Nullinie symme-
trisch verteilt sind und die Nullinie selbst die Intensitit 0 hat;
wir werden auf diesen Punkt gleich zuriickkommen.

') Vgl A, SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, S.522. 1929,
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[ Wirklichkeit aber handelt os sich bei den zweratomigen
Molekeln um Systeme, bei denen auller den fast punktformigen
Kernen von grofler Masse cine Anzahl von Elektronen vorhanden
1:t. die sich um die Kerne herumbewegen und unter Umstinden
cinen Impuls um die Kernverbindungslinic haben kénnen. Man
kann dieses System in grober Niherung als einen Kreisel auf-
fassen, dessen Triigheitsmoment 4. um die Kernachse klein ist
cegen das Trigheitsmoment 4 um eine dazu senkrechte Gerade.
Bei anveridnderter Eloktronenkonfiguration ist »# und damit das
zwelte Glied in der Energie (16) eine Konstante. Fiir die Ab-
hiingigkeit der Energie vom Rotationszustand erhalten wir also

li*

(17 W- H'}«;l Kt e N m* .
U1t r. | 8 > -[1

Na

Bei einem Quanteniibergang dndert sich im allgemeinen » und
damit die ~Llektronenenergie® Weiektr., und auBerdem indert
sich-m um O oder =~ 1. Lassen wir die Abhingigkeit von
W eeker, von den Quantenzahlen dahingestellt, weil die Auffassung
der Elektronen als starrer Kreisel natiivlich sehr gewagt Ist,
o crhalten wir fiir die bei einem U'hergang gestrahlte Fro-

quenz (abgesehen von der .Im = 0 ecutsprechenden IFFrequenz

Yo PEektr,

-~ -~ ]z \; + 1) .)1
V == VElektr. " i~ oo \mo L) — e
¢ | H:T'Ar ( !
18 h '
-y : (+m -1
— Yijektr 4 =" A4 = T 5)-
v -~ r

Wik, und damit Py 18t wegen der Kleinheit von A 1n (16)
sehr grof gegen das von der Rotation herriihrende Glied. Da
nun das letztere fiir sich allein, wie wir frither gezeigt haben,
Linien im Ultrarot ergibt. so riickt das durch (18) dargestellte
Spektrum nach héheren Frequenzen, also etwa in das sichtbare
Grebiet oder Ultraviolett. Wir haben damit dic einfachste
Bandenformel, die in allergrébster Niherung die beobachteten
Banden darstellt. Aus dem beobachteten Linienabstand kann
man das Trigheitsmoment 4_ der Molekel bercchnen.

Bei dem Ubergang von der Energiegleichung (17) zur Fre-
quenzgleichung (18) ist die Voraussetzung gemacht, daB sich
das Trigheitsmoment 4_ bei der Anderung der Elektronen-
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Eine Behandlung der Banden wvon Molekeln mit beliebig ge-
richtetem Elektronenimpuls und eine Erklirung fiir das Ausfallen
der Nullinie versuchen KrRaMERS und PavLr zu erhalten, indem
sie das Modell des Kreisels mit eingebautem Schwungrad auf
die Molekeln anwenden.

Der Kreiselkorper vertritt dabei das (starr gedachte) System
der Kerne und das Schwungrad den Elektronenimpuls. Da in
der Molekel die AusmaBe der Elektronenbahnen von gleicher
GroBenordnung sind wie die Kernabstinde und die Elektronen-
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zu ersetzen. Die Summation dieser geometrischen Reihe liefert

i
1—¢ 7T
Hieraus folgt
P — W,
N —pw, Wn ; 7
W~—8~~10g(1 — € ) ‘1_77-?/{]'4;
also
o WO
(7) W=,
eikiT:__ 1

Dies stimmt mit dem PrLaNckschen Gesetz (5) iiberein, wenn
wir W, = v h setzen. Diese letzte Beziehung kann man mit Hilfe
des WiENschen Verschiebungsgesetzes der Wirmestrahlung be-
grinden, Dieses beruht auf einer Vereinigung von thermo-
dynamischen Betrachtungen mit dem DoppLERschen Prinzip und
besagt, daB die Strahlungsdichte in folgender Weise von Tem-
peratur und Frequenz abhingen muB:

. 4
o= 1(z)

daB die Resonatorenenergie also die Form hat :

W:wF(—%).

Der Vergleich mit (7) zeigt, da3 W, proportional » sein muB.

Eine wichtige Btiitze fiir die kiihne Hypothese Praxcks
von den Energiequanten fand EinsTeEIN in dem Verhalten der
spezifischen Warme fester Korper. Das grobste Modell eines
solchen aus N Atomen bestehenden Koérpers ist ein System von
3 N linearen Oszillatoren, deren jeder gewissermaBen die Schwin-
gung eines Atoms in einer der drei Richtungen des Raumes
vertritt. Berechnet man den Energieinhalt eines solchen Systems
unter Annahme stetiger Energieverteilung, so ergibt sich nach (2)

E=3NEkT.

Handelt es sich gerade um ein Mol, so ist Nk — R, der ab-
soluten Gaskonstanten, und wir haben das Gesetz von DuLong-
PEerrr in der Form
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vesamten Drehimpulses ist daher nur die Quantenzahl n = 0
zuliissig. Das bedeutet, dafl das flache Ellipsoid die Kugel be-
rithrt. LiBt man £ von O bis ~c wachsen, so tritt eine solche
Berihrung zweimal ein, gleichgiiltiz ob der Mittelpunkt des
[[llipsoids innerhalb oder auBerhalb der Kugel liegt. Von den
beiden entsprechenden Bewegungsformen ist nur die fiir kleineres
£ stabil, da nur hier bei einer kleinen VergroBerung von £
die aus der Kugel ausgeschnittene Kurve den Beriihrungspunkt
dicht umschlieft, d. h. die Bewegung in der Nihe der statio-
narven Bewegung bleibt.

Der Berithrungspunkt muBl in der durch den Mittelpunkt
des Ellipsoids und dic Kernachse gehenden Ebene liegen; dar-
aus tolgt P == 0. Aus der Beziehung

N S\
DD = '“5“';1: E.T_Z . ’é': a:Z

~ . R AJ. fl 3

die aussagt. dafl die Normale der Kugel im Berthrungspunkt
mit der des Ellipsoids ubereinstimmt. schlieBen wir. dal}

D. —a.”Z
&L
die Grroflenordnung v hat. Wir konnen daher in der Energie
122 das dritte Glied‘vernachléissigen und erhalten
1 )

An der Figur sieht man, dal
man hierfiir auch

Zm‘w[ schreiben kann. Fihrt man
| die Quantenzahl m und die
ez o Groflen & und ¢ durch

.. Eh Ch
Abb. 9. 7 a, = 5o 7 a, — S
ein, so folgt
(23 E= h Vm? — % — £)2,
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masse klein ist gegen die Kernmasse, ist 4 eine im Vergleich
za A, A, und A kleine (iroBs; dic Quantenbedingungen for-
dern \xelter daB der Elektronenimpuls Z die gleiche Griofien-
ordnung hat wie der Gesamtimpuls D.

Wir entwickeln nun 7 nach Potenzen von A4 und brechen

hinter dem zweiten Glied ab:

Z" 1 1 | 1
o — R o ] aQ L V2 o (’\ L 2
T 24 2 A T, - La,) - 1 'z, Z a,l

In diesem Ausdruck ist das erste Glied cine Konstante idie
Energic der Elektronenbewegung), das zweite Glied

171 e
(22' L= D L_4 _ (:Dr — Z aplm -

C

ist die Energie der Kreiselbeweyung der Molekel.
Die stationiren DBewegungen ecrhilt man, wenn man den

. mh , .
Gesamtdrehimpuls T gleich - setzt und die Werte von &
2

so wahlt, daB das durch (22) dargestellte Ellipsoid mit dem
Mittelpunkt Z a aus der Kugel ;| ®| = const eine Iliche heraus-

schneidet, die zur Halbkugel im Verhiltnis ;; steht. Auf die
 Bedeutung von Z und die Frage, ob diese Grolie einer Quanten-
E bedingung zu unterwerfen ist, werden wir spiter zuriickkommen.

Im Falle zweiatomiger Molekeln legen wir die z-Achse in
die Kernverbindungslinie und die z-Achse in die durch Elek-
tronenimpuls und Kernverbindung bestimmte Ebene, dann ist
o, = 0, 4. klein gegen A, und 4 (im Verhiilltnis von Elek-
tronenmaSbe Al hernmasse) und mut der gleichen Anniherung)
A4 ,= A, Das durch (22) dargestellte Ellipsoid artet i eine
ﬂache hrelsbchelbe parallel zur (z, y)-Ebene aus mit den Mittel-
punktskoordinaten Za . 0, Za,.

Die Schnittkurve des Ellipsoids mit der Kugel umschlieBt

eine Fliche, deren Ausdehnung in der z-Richtung sich zum

’ -—

Kugelradius verhilt wie ]/ A Fiir nicht zu grofle Werte des
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metrischen Intervall, dessen Grenzen durch die Nullstellen des
ladikanden im Ausdruck fiir Pa, also durch

, .
L:;:j:eosz

.

sin % -— —+

gegeben sind. Weiter hingt der Charakter der Bewegung ganz

wesentlich vom Verhalten des Radikanden im Ausdruck fiir D,

3]
<y~

Fir)= 24 [W — Ur)] -

e
ab.  Die dabei méglichen Fille wollen wir unter der Voraus.
setzung untersuchen, U(r) sei eine monotone Funktion von r
und so normiert, dal} es fiir r = ~o verschwindet.

L. Fall. In cinem abstofienden Zentralfeld ist U (r) positiv,
Damit itberhaupt positive Werte von F(r) vorkommen, mufl W
positiv scin, Dann wird F(r) positiv fiir groBe r und nimmt
mit abnehmendem r ebenfalls monoton ab, fir kleine r ist F(r)
sicher negativ; F(r) hat also genau eine Nullstelle. Die Be-
wegung verlduft zwischen einem kleinsten Wert von + und dem
Unendlichen.

2. Fall. In einem anziehenden Zentralfeld ist U(r) negativ,
und IV kann positiv, null oder negativ sein. Uber das Vor-
zeichen von F(r) fiir grofle r entscheidet W. Fiir positives W
ist #(r) dort positiv, und es gibt Bewegungen, die sich ins Un-
endliche erstrecken. Bei negativem W gibt cs solche Bahnen
nicht. Im Falle W -= 0 ist noch der Verlauf von I7 und unter
Umstinden die GréBe von e« mafgebend. Das Vorzeichen von
F(r) fir kleine r hiingt davon ab, wie rasch U (r)| unendlich
1_., '), so wird F(r)

re

wird. Nimmt es fir kleine » rascher zu als

1) Mathematisch gesprochen bedeutet das: Die GroBlenordnung von

U(r) st fiir kleine r gréBer als die von — . Die GroBBenordnung einer

DI

y2

Funktion f (x) (~ 0) ist fiir kleines . griBer als die GréBenordnung der
Funktion ¢ (2) (>~ 0), wenn

. g

Ilm 707 ==

z=0/l (¥)
ist. f(x) und g(z) haben gleiche GriBenordnung, wenn der Grenzwert
von 2 eine endliche Konstante ist.

/i)
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Von den drei Integrationskonstanten bedeutet " dic Energie:
¢, ==, = wrtsin? ¥ g
LoFE 1 y o ’ S /

ist der Drehimpuls um die Polarachse, und

« _ :P > P
(o = NPy T T e g T
| 3in=

=#;[”Jf

04

S 1 \r 92 - (rsind-q)

ist der Betrag des gesamten Drehimpulses. Da auch die Rich-
tung des Drehimpulses konstant ist (wie in jedem nur inneren
Kriften unterworfenen System), ist die Bahnkurve eben und
die Normale der Bahnebene parallel zum Drehimpulsvektor.
Die Neigung ¢ der Bahnebene zur (r, p) -Ebene bestimmt sich
also aus

¢, == &y COST .

Wir betrachten zunidchst den allgemeinen Charakter der Be-
wequng, bestimmen dann fiir den Fall periodischer Bewegung
die Energic als Funktion der Wirkungsvariabeln und betrachten
schlieBlich den Verlauf der Bewegung.

Die Koordinate ¢ ist zyklisch und fithrt eine Rotations.

bewegung (vgl. § 9) aus. Die Koordinate J macht eine Libra-

tions- oder Limitationsbewegung in einem zum Wert 5 sym-
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Die Ausrechnung [vgl (3) und (8 des Anhangs IT] liefert

Wir konnen jetzt «;, und «, durch die Wirkungsvariabeln
ausdrucken:

Jf} - JQ[
al() —_-_
} 2 o1
X
. J{]
«, = —.
27

Um noch die Energie als Funktion der J zu erhalten, hitte
man die Gleichung

\ =)

6 S 4}]/2!& W —=U(r] — e 2 dr

177>

nach W aufzulésen. Ohne néhere Bestimmung von U(r) ist
dies unmoglich: man sieht jedoch, dall die Auflosung W nur
von ./ und der Verbindung J,-l-J, abhingt. Die beiden
Frequenzen

7

sind daher gleich und das System ist entartet. Nach den
im § 15 entwickolten Grundsitzen fithren wir neue Variable
w, . w,, w, und J,,J,,J, ein, so dal w, konstant ist. Dabei
richten wir es gleich so ein, daBl in dem bei CouLoMBschem
Kraftfeld eintretenden Fall, wo » =, = »,, ist, auch die
Variable w, konstant wird. Wir setzen daher nach (8) § 7

Ty _ I P
W=, J=J +-Jyg+J,
"-.‘_J Wy =Wy — w, J-_! — Jo'} "j" Jf/
W, = w, — Wy J, =, .

Die Gleichung (6 enthilt dann auller W nur J, und J,, und

wir erhalten W in der Form
f.’\h’\.r W= W (Jl, J;

Fur die stationiren Bewegungen gelten in dem Falle, dafl keine

weitere Entartung vorliegt (z. B. kein CourLomBsches Feld),
zwel Quantenbedingungen:
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U1

dort positiv, und es gibt Bahnen, die dem Kraftzentrum be-
liebig nahe kommen: wenn U (r): langsamer unendlich wird

/

1 . .1

gibt es solche Bahnen nicht; wenn U(r) wie -, un-
. ’ r-

als -,

r
endlich wird, entscheidet die GroBe von «;. Es gibt weiter
Fille, wo auBler den ins Zentrum und ins Unendliche laufenden
Bahnen noch Bahnen existieren, die zwischen einem kleinsten
Wert r . von r und einem gréfiten Wert r_ . verlaufen, nimlich

min ’ o max

wenn r . und r . aufeinanderfolgende Nullstellen von [Fr:
sind, zwischen denen # positiv ist. Fir den Fall, dal = U (r::

: . 1 , .
langsamer uncndlich wird als ., gibt es sogar sicher Werte von
.

¥, fir die eine solche Libration eintritt; fiir negatives 1}" gibt
es in diesem Falle iiberhaupt keine anderen Bewegungen als
Librationen.

Far die Anwendungen 1 der Atomphysik kommen nur
solche Bewegungen in Betracht, die im endlichen Abstand vom
Zentrum bleiben und die periodisch sind. Wir betrachten daher
im folgenden nur den Ifall der Anzichung und setzen solche
Werte von W voraus, fur die ¥(r) zwischen zwei aufeinander-
folgenden Nullstellen r, und r_,  positiv ist.

In diesem Falle konnen wir unsere fiir periodische Be-
wegungen entwickelten Methoden anwenden. Wir erhalten die

Wirkungsintegrale

J = g}} 2ulW—U (7‘)] a);; dr

.,

(4) Jy = ]/ “;‘/2 — a(/ d )

sin? 9

Mit Hilfe der Substltutlon
coS ) == xsint = x V 1 — —[—/7-7”'_2-

erhilt das zweite Integral die Form

¢ — ¢, L 11—t de
e S

Uy
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9 J, = nl
’ !]‘_‘ o= A' /[ .

Man nennt » die Hauptquantenzahl und % die Nebenquanten-
zah] 1),

Die Wirkungsvariabeln haben folgende phyvsikalische Be-
1
21
puls, J, seine Komponente in der Richtung der Polarachse.

Dall J. nicht null sein kann, ist selbstverstindlich. Was
J, anlangt. so wiirde J, == 0 cine Bewegung auf einer Geraden
durch das Kraftzentrum bedeuten, eine .. PPendeibahn®. Bei
den physikalischen Anwendungen, wo das Kraftzentrum der
Atomkern ist, mull natiirlich dieser Fall ausgeschlossen werden.

Um die physikalische Bedeutung der Winkelvariabeln zu er-
kennen. rechnen wir sie mit Hilfe der Transformationsgleichungen

¢S
0w, =

IS /- . / )

deutung: J, ist bis auf den Faktor der gesamte Drehim-

aus. Kihren wir die J, in die Gleichungen (3) ein, so er-
halten wir

j o . J.?
po—c 20 W (\Jl J, i — (rﬂ — T
. - 4a-r
1 i -
: 2 3
])"} - ) ']ﬂ - . y ¢
D 7 - sin~ |
1
o J.
p'/ 2 ~ 3
und fir die Winkelvariabeln:
)
Y cp LY
Z('l L —7--[)" dr - | . "'—f—f __] e
r cd, o/ T
/ / b4 Y. 1
20 (W —U)— % |
‘ 4 =y

') Man nennt k£ auch azimutale Quantenzahl. Diese Bezeichnung
kommt daher, daBl sie sich auch in der Form

1
h f p/'/‘ (l Y’

darstellen 1iBt, wo v das Azimut des bewegten Punktes in der Bahn-
ebene ist.
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zahligen Anderung von n verbundenen Ubergang, einen ,,Quanten-
sprung*, erfolgen.
Es mull also ein ganz neuer Zusammenhang zwischen

Strahlung und Resonatorschwingung ersonnen werden. Hierzu
bieten sich zweir Wege dar: Entweder mull man annehmen, daf

- der Resonator wihrend der Schwingung iiberhaupt nicht strahlt

und nur bei einem Quantensprung auf eine uns vollig unerklir-
liche Weise Strahlung der Frequenz » abgibt, wobei die Energie,
die der Resonator verliert oder gewinnt, dem Ather mitgeteilt
oder entzogen wird. Der Energiesatz ist dann fiir den Ele-
mentarakt erfiillt. Oder der Resonator strahlt wihrend der
Schwingung, behilt aber trotzdem seine Energie bei. Dann
i1st der Energiesatz fiir den Einzelvorgang verletzt, er kann
nur dadurch im Mittel aufrechterhalten werden, daB die
Wahrscheinlichkeiten der Ubergiinge in andere Zustinde kon-
stanter Energie in geeigneter Weise mit der Strahlung ge-
koppelt werden.

Die erste Auffassung war lange Zeit die herrschende; erst
in neuester Zeit haben BomrR, KRrRaMERs und SraTer!) die
zwelte Auffassung vertreten. Die Ausfithrungen dieses Bandes
werden im allgemeinen von der Entscheidung fiir eine der
beiden Annahmen unabhingig sein. Beiden Auffassungen ge-
meinsam ist die Existenz von Bewegungen mit konstanter Energie,
die man nach BOHR stationdre Bewegungen nennt.

§ 2. Allgemeine Fassung der Quantentheorie.

Durch die Prawcksche Formel W, —hy wurde EINSTEIN
angeregt, ein ganz anderes Erscheinungsgebiet quantentheoretisch
zu deuten, wobei sich eine neue Auffassung dieser Gleichung

‘ergab, die sich in der Folge als sehr fruchtbar erwies. Es

handelt sich um den lichtelektrischen Effekt. Fallt Licht von
der Frequenz ¥ auf eine Metalloberfliche, so werden dabei
Elektronen freigemacht, und es zeigt sich, daB die Lichtinten-
sitit nur die Menge, nicht die Geschwindigkeit der austretenden
Elektronen beeinflult. Letztere hingt vielmehr ausschlieBlich
von der Frequenz des auffallenden Lichts ab. EINSTEIN machte

den Ansatz

') Zeitschr. f. Physik Bd. 24, S. 69, 1924.
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2aw, ist nach der zweiten der Gleichungen (10) der auf der
Bahnebene gemessene Abstand 3 vom Knoten vermehrt um
eine Funktion von »:

(11) 2w, ==y - Fy(r,J, J,).

Diese Funktion F, ist eindoutig. denn wihrend einer Libration

von r nimmt f p,dr um J, zu, die partielle Ableitung nach J,
nimmt also ihren alten Wert wieder an. 27w, ist mithin bis
auf eine additive Konstante der auf der Bahnebene gemesscne
Abstand eines Bahnpunktes mit vorgegebenem r vom Knoten.
also auch bis auf eine Konstante der Abstand des Perihels (-rm].n)
vom Knoten. 2w, endlich ist bis auf eine Konstante das, was
die Astronomen ,.mattlere Anomalie” nennen. nimlich der Winkel-
abstand eines gedachten Punktes vom Perihel, der gleichformig
umlinft und jedesmal gleichzeitig mit dem wirklichen bewegten
Punkt das Perihel passiert.

Da wir ein nur inneren Kratten unterworfenes System haben,
und die Bewegung in einer KEbene erfolgt, tritt (wie im § 17

[}

allgemein gezeigt wurde) in der Fourier-Darstellung des elek-

“trischen Moments die dem gesamten Drehimpuls zugeordnete

Winkelvariable w, nur mit dem Faktor =1 auf. Wir koénnen
das auch direkt an der IForm der Ausdriicke fir die Winkel-
variabeln sehen. KEs 1st:

w, fi(rs Iy )

1

w, = 5 Yy f_, ('Tj ']17 J.;)

w, = const.

oder wenn wir nach r, vy auflosen:
T Py (wys Jy5 Jy)
y === 2wy, o+ py(wy, Iy, ).
Transformieren wir auf die rechtwinkligen Koordinaten &, 5. <.

wo . auf der Bahnebene senkrecht stehen soll, so erhalten wir
Ausdriicke der Form:

. 2arw : 2ai w
p:ipy =e T N D, e

p- =0,
Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich also von den
durch (9) eingefithrten Quantenzahlen n» und k die Zahl k& nur
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Die beiden Integrale nach i) lassen sich ausrechnen. Es ist
namlich
M g, d V) ‘ TRy _Ccos
S _— , =-arestn - const
) 2 Ny e sin ¢
T S, /1 COS™ ¢
[0 — L L UL
. - sin= s1m-
und
k& S, d i ‘ cosidi)
;o J,? , - cos?
JysiFH o 3 sin® ) j/ 1 — ———
JoT / J 2 sin= i) sin- 4
= aresinictgictg ) - const.

Abb. 11.

Aus der Abbildung 11 ersieht
man, dali das erste Integral bis
auf eine willkiirliche Konstante
der auf der Bahnebene gemessene
Winkelabstand 4 des hewegten
Punktes vom Knoten ist und
das zweite Integral die Projek-
tion dieses Abstandes auf die
(1, ¢)- Ebene. Durch Subtraktion
dieser Projektion von ¢ erhalten
wir dic Linge des Knotens. Die

dritte unserer Gleichungen (10) besagt also, dafB} bis auf eine

willkiurliche additive

Konstante 27w, die Knotenlinge ist.
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Diese Annahme schlielit cin. daB3 dic Bewegung des iiuleren
Elektrons periodisch ist und beim Durchqueren des Rumpfes
keine Energie an dicsen abgibt oder von ihm erhilt. Be-
wegungen dieser Art sind nach der klassischen Mechanik ganz
singulare Fille; die Bewegungen der Rumpfelektronen miiliten
namlich so verlaufen, dal} ihre Energie nach jeder Periode des
aufleren Elektrons dieselbe ist — - eine Forderung, die wohl nur
bei streng periodischen Losungen des ganzen Mehrkorperproblems
erfillt ist. Da sich aber cine Reihe Erfahrungen durch solche
stationdare Bahnen des Leuchtelektrons in uberraschend ein-
facher Weise deuten lassen, so scheint es sich hier um einen
allgemelnen Vorgang zu handeln, der sich schwer durch solche
singulire Bewegungsformen erkliren lilit. Es handelt sich viel-
mehr um dasselbe Versagen der klassischen Mechanik, das wir
aus den IFranckschen Versuchen iiber Elektronenstofl kennen.
In beiden Fallen ist dor Energieaustausch zwischen Elektron
und Atom bzw. Atomrumpt in idhnlicher Weise beschrinkt, wie
wir es vom Austausch zwischen Atom und Strahlung ge-
wohnt sind.

Wir konnen zur Zeit dieses unmechanische Verhalten nicht in
Formeln fassen. Wir suchen uns daher ein Ersatzimodell des Atoms
zu machen, das dicsen Hauptzug, nimlich das Fehlen des Energie-
austausches zwischen Rumpf und Elektron, mit dem wirklichen
Atom gemeinsam hat und auf das die im zweiten Kapitel ent-
wickelten Prinzipien der Quantentheorie anwendbar sind. Die
einfachste Annahme ist die, dall der Rumpf auf das Leucht-
elektron so wirkt, wie ein zentralsymmetrisches Kraftfeld.

Aus diesom Grunde wollen wir jetzt die Beweyung eines
Massenpunktes in einem Zentralfeld behandeln. Die Bewegung
in einem CouvrLoMBschen Kraftfeld (wie wir sie beim Wasserstoft-
atom haben) wird sich daraus durch Spezialisierung ergeben.

Fir die Rechnungen ist es ganz gleichgiiltig, ob wir unsere
Aufgabe als Kinkorperproblem oder als Zweikorperproblem be-
trachten. Im ersten KFall haben wir ein festes Kraftzentrum,
und das Potential des Kraftfeldes ist eine Funktion U (r) des
Abstandes vom Zentrum. Im zweiten Fall haben wir zwei
Massen, deren gegenseitige Energie U (r) nur von ihrem Ab-
stand abhingt; sie bewegen sich um den gemeinsamen Schwer-
punkt. Wie wir im § 20 allgemein gezeigt haben, ist die
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der violetten (‘yanbanden'). Die Abh. 10) gibt die Lage der
Nullimien und ihre Wellenlingen. dic erste Zeile darunter die

Schwingungsquantenzahl im Anfangszustand, die zweite Zeile
die im Endzustand = .

Drittes Kapitel.
Svsteme mit einem Leuchtelektron.

§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld.

Dic  Anwendungen der im  zweiten Kapitel entwickelten
Prinzipien der Quantenmechanik sind vorliufig noch dadurch
schr beschrankt, daBl jene Prinzipien sich nur auf mehrfach
periodische Systeme beziehen. Das crste Beispiel, das Bomnr
behandelt hat. néamlich die Systeme, dic aus einem Kern und
einein  einzigen Elektron bestehen (das Wasserstoffatom und
dic ihm dhnlichen Ionen He, Li ' usw.), erfiillt die Periodi-
zibdtsvoraussctzung. Bei andern Atomen liegen bei der Unter-
suchung der Periodizititseigenschaften der Bewegung die
gleichen  Schwierigkeiten vor wie beim Mehrkorperproblem
der Astronomic. Hier kann also nur ein Anniherungsverfahren
weiterhelfen. BouHr hat erkannt, dafl eine groBe Reihe von
Eigenschaften der Atome, vor ailem die, die sich in den Serien-
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dall bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
standen ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leuchi-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922.
?) Nach A. Krarzer a. a. O.
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HamritoNsche Funktion in Polarkoordinaten fiir beide Fille
genau die gleiche, wenn man beim Einkérperproblem die Masse U
des hewegten Korpers und seinen Abstand r vom Zentrum ein-

fuhrt und wenn man beim Zweikorperproblem ;1 durch die
Gleichung (2) § 20

1 m, m,

definiert und unter r den gegenseitizen Abstand der beiden

Massenpunkte versteht. Unsere folgenden Gleichungen lassen
also immer beide Auslegungen zu.

Alx Koordinaten fiithren wir riumliche Polarkoordinaten r,

i.q ein. Unter Benutzung der kanonischen I‘lansfounamon(ld\

¥ 7. dic rechtwinklige Koordinaten in Polarkoordinaten iiber-

fuhrt, erhalten wir fiir die kinetischo Enerfrle
: 1 ) \ _ 7) ’_)'.3 | "..’.
7 oo ( p, T S '.) __. » 7)-(, o
20\ r- r- sin*

WO P pu.p, die zu 7. 9, ¢ konjugierten Impulse sind. Den
aleichen Ausdruck erhalten wir natirlich, wenn wir aus

v

T l) (7% - e 7 kin* 9 (;r‘z_/)

die Impulse berechnen:
P, = Wt
Py o= uri
2 eIn2 S
Py == pmrisin® g

und 7, ¥, ¢ durch sie ausdriicken. Der Bau der HAMILTON schen
Funktion

. l / y '/)f.-, . )-: \ v
) = \pzr Py Pro

zelgt nun, dafl r. o Separalionsvariable sind.  Setzt man
(2 "' MES ‘Sr (\T‘,) Y ( ()) S '/ ‘(f) )
so zerfallt die Hamirrox-JacoBische Difterentialgleichung
e S 1 /c8\* 1 (f‘S E L
S Y g — wi— o
\( r r= i) 7= s1n= 19 \¢ ) -

in drei gewohnliche Differentialgleichungen:
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tion. aufgefalt als Funktion von z, ¢ und den zugehorigen
Impulsen, nach Potenzen von .. TV_[aJn hat

U

D

X~ (/ —T-CI:)'(,Y‘] - Uir- )
Der zu ¢ gehorige Impuls

p=ulr--2x)g

ist konstant, weil ¢ zyklisch ist, und stimmt mit dem Dreh-
impuls iiberein; es ist also auch (fiir x = 0)

(5] =i, .
Zu x gehort der Impuls

Nunmehr wird

) He o 2 P v s,

Entwickeln wir nach Potenzen von x, so wird

N S R Sy p* 1=l
H= LU e e U L SE— >
{2/,”'2 S Jr 20 | wr 3_!_ |9, - 2! v

| p: 1 ',,,J A & 1 @,
S S (AT N L P Y S
[ 2 ur? 3! T \_02#7"’ b4 J ‘

(7) 10“‘_ 777

die Hamiuronsche Funktion hat also folgende Form:

2

‘ u 3] (3] |
8 Ho= Wy 20t famd et o
WO
P 5
Wo C 2urt v
| 1. p? e
9 =2ar)t= " 3L L pr]|
(> v ( ) wl wurt ]
a:~—4-_p--_ L ! v
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7/ 2 T 1/ |
| :1_ 'lo_ | J _% ln_ >__ |
27 T C8ata U)ot or BUT) !
| % _) ~ I_
""" ve - Py
auch « hat eine Entwicklune von der Form
()
! 2
¢ =ty -~ J

Wir haben dabei alle Glieder weggelassen, die von hoherer als
erster Ordnung in J? sind. Die Energie als Funktion der
Wirkungsvariabeln wird jetzt

: . A
(11 We=H=1U,

g )

wo 4 = nur,® das Tragheitsmoment im rotationslosen Zustand ist
und » und « die oben angegebene Bedeutung haben.

Vernachlissigen wir die Glieder mit J * und J_J?, also die
Anharmonizitit und die Abhingigkeit des » von J, so zerfillt
die Energie in einen Rotationsanteil und in einen Schwingungs-
anteil von den wohlbekannten Formen. Als nichste Niherung
ergibt sich eine Abhingigkeit der Schwingungsfrequenz von der
Rotationsquantenzahl und der anharmonische Charakter der
Schwingung. Unser Verfahren erlaubt natiirlich auch eine Be-
rechnung der hoheren Nidherungen der Energie, die von héheren
Potenzen von J und J_ abhingen.

Wir wollen die gewonnenen Ergebnisse auf das Spektrum
zweiatomiger Molekeln anwenden. Sie haben in den stationiren
Zustanden die Energie

h?m?>

) 1 — LT —_—

+hn(vy-—pm?)--hieyn? L.,
wo m die Rotations- und n die Schwingungsquantenzahl ist.
Einem Ubergang
n, — N,
m—+1-—m
entspricht die Frequenz

\ - h , o >
(13) p-—-Snl__,A[(mil)'—wm']+ﬂ[n1(m—1_—1)‘—n,3m“]
T ¥ (n1 o n-z) < h %o (nle o n22> :
Fur feste Werte von n, und n, liefert dies zundchst eine Bande
mit den Zweigen (zu denen ein Nullzweig treten kann):

Born, Atommechanik I 10
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ist. Damit ist das Problem auf das des unharmonischen Os-
zillators zuriickgefiithrt, den wir im § 12 behandelt haben.
Wollen wir jetzt Winkel- und Wirkungsvariable einfiihren.
so haben wir
J=2ap
zu setzen und statt r und p_ in der beim unharmonischen Os-

zillator angegebenen Weise w_ und J_einzufuhren. Wenn wir
in (8 die Glieder bis x? berucksmht]gen erhalten wir

(10 H= WyJdy=J viJ)y+J ().

wo zur Abkirzung
15a*)

- L, =
1(2ar)8

cosetzt ist.  Beriicksichtigen wir das Glied bxz* ebenfalls, so
erhalt H in gleicher Niherung dieselbe Form, nur hingt « auch
von 6 ab. Man findet die Funktionen W, (J:} und »(J), indem
man aus (7) 7 als Funktion von p oder J berechnet und in
19) einsetzt. Um sie wirklich auszurechnen, miifite man die
Funktion U(r) genau kennen. Wenn wir uns aber auf so kleine
Rotationsgeschwindigkeiten beschrinken, dall die durch die
Zentrifugalkraft erzeugte Abweichung » — r, = r,  klein gegen
r, ist. so kann man durch eine Entwicklung nach r, zum Ziel
kommen. Die Gleichung (7) schreibt sich dann wegen U, =0
in erster Niherung

J 2 — < d )
=3 77! 3 77/ S .3 TT .
-J:SZ".(-L 1 dT < ) r=rg 1°0 [
hieraus erhalten wir
J* 1
r, — o
{

Ferncr wird

J? J?
W= - - -Ur, +-r)= —-— .U
0 8 u(ry—ry)? 7o ) atury® 0o
pE = 1 ' J* 7 /7‘ - r \J
= : T - T
tatul dau(ry-fr)? Vo al
(' ¢ 2 f 7’
_ 1 _ ___3’J U - JU_O +]
et v b
4aul4 7 ryt 0 4aturU)
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14 P —a-+bm--cm?,

wo a, hund ¢ etwas andere Bedeutung haben als in (20) §19°
Un
m .
8% 4

- pn,

gegen die Nullinien dieser Banden verschoben, liegen die Os-
zillationsfrequenzen

N\

15, ¥y (1, —my) - hey (gt - 0,7,

Wir erhalten also ein Bandensystem, das entsprechend der
Mannigfaltigkeit der Werte von », und n, in einzelne Banden
cevfallt. Die lLage der einzelnen Banden im System wird durch
151 angegeben, wihrend (14) das Gesetz der Linien in den
cinzelnen Banden gibt.

Von dem hier beschrichenen Typus. aber ohne Nullzweige,
sind nun die wltraroten Spektren der Halogenwasserstoffe). Diese
Spektra bestehen aus einzelnen ..Doppelbanden®, d. h. nahezu
daquidistanten Linienfolgen, die symmetrisch zu einer Liicke
liegen. In dieser Liicke haben wir die in § 19 erwiihnte Null-
linie zu sehen. Ein Umbiegen des einen Zweiges ist hier nicht
wahrzunehmen. Die Rotationsfrequenzen liegen bel HCl an den
Stellen » = 2877 und v = 5657 (in ,, Wellenzahlen®, d.h. Anzahlen
der Wellen pro cm). Die entsprechenden Banden treten bei ge-
wohnlicher Temperatur in Absorption auf. Sie entsprechen also
einem Sprung der Schwingungsquantenzahl, bei welchem dem
Anfangszustand so geringe Energie zukommt, dafl er bei ge-
wohnlicher Temperatur in merklicher Haufigkeit vorkommt;
das ist aber nur der Schwingungszustand n, = 0. Wir deuten
daher die be'den beobachteten Banden als die zwei Uberginge

B —= () — 1
n =0 — 2.

Entsprechend der theoretischen Formel (15)

v =r.n, -ha,n
07 TGy

liegt die zweite Bande nicht genau bei der doppelten Schwin-
gungszahl der ersten.

I Messungen, besonders von E. S. Imes: Astrophys. Journ. Bd. 50,
N, 251, 1919, Die hier angegebene theoretische Deutung von A. KrRATZER:

Zeitsehr, f. Phvsik, Bd. 3, S. 289. 1920,
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. — dE
v aT
vor uns. Dieses gilt aber erfahrungsgemiB nur fiir hohere
Temperaturen, wihrend ¢, fiir tiefere gegen O abfillt. EINSTEIN
nahm statt des klassischen den PraNckschen Wert (5) der

mittleren Energie und erhielt fiir ein Mol

hy
posnr FT
ebl__ 1

= 3R =59 cal

Hierdurch wird der Abfall von ¢, fiir tiefe Temperaturen bei
einatomigen Stoffen (z. B. Diamant) einigermaBen richtig dar-
gestellt. Die weitere Entwicklung der Theorie, die die Kopp-
lung der Atome untereinander beriicksichtigt, hat die Grund-
annahme von EINSTEIN bestitigt.

Wihrend hierdurch Prancks Annahme der Energiequanten
bei Resonatoren recht gut gestiitzt ist, 145t sich gegen seine
Begriindung der Strahlungsformel der schwerwiegende Einwand
erheben, daB die Beziehung (1) zwischen Strahlungsdichte o
und mittlerer Resonatorenenergie W mit Hilfe der klassischen
Mechanik und Elektrodynamik abgeleitet ist, wihrend die sta-
tistische Berechnung von W sich auf das damit unvereinbare
Quantenprinzip stiitzt. PrLanck hat sich sehr bemiiht, diesen
Gegensatz durch Einfiilhrung gemilderter Quantenvorschriften
zu verséhnen; doch hat die weitere Entwicklung gezeigt, daB
die klassische Theorie prinzipiell zur Erklirung mannigfacher
Naturerscheinungen nicht ausreicht, sondern nur die Rolle eines
Grenzfalls (s. unten) spielt, wihrend die wahren Geseize der
atomaren Welt reine Quantengesetze sind.

Machen wir uns noch einmal klar, inwiefern diese Quanten-
gesetze mit der klassischen Theorie ganz unvereinbar sind:

Nach der klassischen Theorie strahlt der Resonator wihrend
seiner Schwingung eine elektromagnetische Welle aus, die
Energie mit sich fiihrt. Dadurch verliert die Schwingung dauernd
an Energie. Nach der Quantentheorie bleibt die Energie des Reso-
nators wihrend der Schwingung konstant gleich n-» h; ein Wechsel
der Resonatoremergie kann also nur durch einen mit einer ganz-

e Pt g e PR T i 870
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der violetten (‘yanbanden'). Die Abh. 10) gibt die Lage der
Nullimien und ihre Wellenlingen. dic erste Zeile darunter die

Schwingungsquantenzahl im Anfangszustand, die zweite Zeile
die im Endzustand = .

Drittes Kapitel.
Svsteme mit einem Leuchtelektron.

§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld.

Dic  Anwendungen der im  zweiten Kapitel entwickelten
Prinzipien der Quantenmechanik sind vorliufig noch dadurch
schr beschrankt, daBl jene Prinzipien sich nur auf mehrfach
periodische Systeme beziehen. Das crste Beispiel, das Bomnr
behandelt hat. néamlich die Systeme, dic aus einem Kern und
einein  einzigen Elektron bestehen (das Wasserstoffatom und
dic ihm dhnlichen Ionen He, Li ' usw.), erfiillt die Periodi-
zibdtsvoraussctzung. Bei andern Atomen liegen bei der Unter-
suchung der Periodizititseigenschaften der Bewegung die
gleichen  Schwierigkeiten vor wie beim Mehrkorperproblem
der Astronomic. Hier kann also nur ein Anniherungsverfahren
weiterhelfen. BouHr hat erkannt, dafl eine groBe Reihe von
Eigenschaften der Atome, vor ailem die, die sich in den Serien-
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dall bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
standen ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leuchi-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922.
?) Nach A. Krarzer a. a. O.





index-121_1.png
§ 20. Rotation und Schwingung bei zweiatomigen Molekeln. 1475

Zu der Anderung der Rotations- und Schwingungsquanten-
zahl kann noch eine Anderung der Elektronenkonfiguration der
Molekel kommen. Einem Ubergang zwischen zwei stationiiren
Zustinden mit den Energien

L
(1) . htm s i _
W= W“ o 3 2 :1— L h LNy Yy —L /, -’; )2 g, 7‘13 -
8a° A,
L (2) ) h*m,>
W= w, -}—% iy Aoy (v, = By my?) - R e, m,t
'a iy A Vs -

(16) y )’el o )'s':hu- o 71‘01' 3

wobel

(17) y ST} y o n. - ha. nt - hoa.n?
Nt selue 01 ""1 02 Y2 01 Y1 02 "9
(18) y —=a-+bm - cm? y =a -+ cm?
. K rot -— : 9 rot !

ist. Im ganzen erhalten wir ein Bandensvstem, dessen einzelne
Banden den 1m § 1Y beschriebenen Bau zeigen und nach dem
Gesetz (17) angeordnet sind. In etwas anderer Schreibung
lautet es

-~

\ : , .
schwe (n1 e e N Rl 2 (O TR N [ )

Da mm allgemeinen », und v, von gleicher GréBenordnung
sind und ihre Differenz klein gegen die Werte selbst ist, ist
das erste Glied das wesentliche. KEs definiert die Lage einer
,Bandengruppe* im Bandensystem; eine Gruppe enthilt also
alle Banden, bel denen n sich um den gleichen Betrag dndert.
Das nidchste Glied definiert die einzelnen Banden innerhaib
der Gruppen nach Malgabe ihrer Endquantenzahl.

Ein schones Beispiel fiir ein Bandensystem ist das System

4197
4787
Y768

4153

4276

=23456 72345 97234 g72
Abh. 10,
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het L £ Dadurch. daB Krarzer den Zustand m = 0

verbietet und § = setzt, bekommt er zwischen den beiden
Zweigen eine Liicke von der doppelten Breite des gewohnlichen
Linienabstandes.

KraMmeERs und Pauvrr zeigen. dall dies im wesentlichen

auch giiltig bletbt. wenn [ nicht verschwindet. Dann mul
1

™m

‘-

m = . sein und diec Entwicklung von £ nach

I\

B} 4 LN I
h= = S

3) . —) = -

K- im o £ - - e
8- A L - m ]

bleibt auch fiir kleine m (auller m . -~ 0) noch angenihert giiltig.
r .. . . ~ . '-s-‘:- . . .
Vernachlissigen wir das Glied . 80 erhalten wir die ¢leichen
m -
I'requenzen (24) und (25; wie oben. also auch im Falle &=
die richtige Groe der Liicke.
Der Wert & = kann so zustande kommen, daf} der Elek-

. . h . . .
tronenimpuls gleich 5— Ist und 1nit der Kernverbindung einen
2a

Winkel von 30" einschlieft. Allerdings fiithrt diese Annahme
ru Schwierigkeiten bei der Diskussion der Intensitiiten nach
dem Korrespondenzprinzip 1), Aus diesem Grunde kehren auch
KraMERS und Pavurt zur Annahme &= ! (==0 zuriick, also

/i einem Elektronenimpuls (mit . halber* Quantenzahl: senk-
recht zur Kernverbindung.

S 20, Koppelung von Rotation und Schwingung bei
zweiatomigen Molekeln.

Bisher wurden die Verbindungen zwischen den Atomen, die
zu einer Molekel vereinigt sind, als starr angenommen; dies
wird in Wirklichkeit nicht der Fall sein, viellmehr werden die
Atome kleine Schuingungen gegeneinander ausfiithren. Es handelt
sich jetzt darum, zu untersuchen, welchen Einflul diese Schwin-

') Andere Schwierigkeiten Lestehen darin, daB ein Elektronenimpuls,
der nicht parallel zur Kernverbindung liegt, nur méglich ist bei gewissen
Entartungen der Klektronenbewegung (M. Borx und W. HEISENBERG:
Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924). Herr W. Pavrr teilt uns mit. daB
die genaue Diskussion dieser Entartungen iiberhaupt nur auf parallele
und senkrechte Stellung des Elektronenimpulses fiihrt.
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Dies ist einc Verallgemecinerung der Formel fiir die Energie
eines einfachen Rotators: man erhiilt diese fiir
£ 02 ()
Fallt der Elektronenimpuls in die Richtung der Kernver-
bindung (& = 0), so wird
]ﬂ }LL_) . ) 5.0\)
== " (m- —- & ).
: 8:/—[— [4:13 B ’
Diese Formel stimmt mit der fiir den symmetrischen Kreisel (16}

o 1 , L1
uberein, wenn man dort das T proportionale Glied (als Elek-

tronenenergie) abspaltet und ¢ “gleioh n setzt.

Die allgemeine Formel (23) haben KraTzER ') und KrAMERS
und PAvTLI ?) auf verschiedene Weise benutzt, um die beobachtete
Tatsache zu erkliren, daf} im System der dquidistanten Banden-
inten eine Linie ausfillt. Man darf annehmen, daB an dieser
Stelle positiver und negativer Zweig der Bande aneinander-
stolen wegen der svmmetrischen Verteilung der Intensitit und
gewisser Storungen der RegelmiBigkeit beiderseits der Liicke.

KrarzER benutzt die Formel (23) fir den Fall, wo & ==
ist, d. h. der Elektronenimpuls auf der Kernverbindung senk-
recht steht. Er erhilt aus

B = h —(m — &)?
die beim Ubergang m -|- 1 —m (unter Beibehaltung der Elek-
tronenkonfiguration) gestrahlte Frequenz

h

(241 Y = VEjektr, — e AJJ (m — &+ 1)

und die beim Ubergang m-—m -~ 1 gestrahlte Frequenz
\ - h .

2 5) Y = Vglektr, — 4 2 AJ: (m — < _l_ %)'

Der positive und der negative Zweig bestehen also aus aqui-

distanten Linien, die im allgemeinen an verschiedenen Stellen
beginnen; der positive Zweig beginnt bei 5 — &, der negative
') A. KRATZER: Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Math.-phys. K1. 1922, S. 107. §3.
) H. A, KraMERS und W. PAvLI jr.: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13,

S 351 1923
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m,r

m, - m,

m.r
1
ry = ——t—

ll | l‘_’

Setzt man dies in H ein. so wird

1[ v W) "2 o . L4 4 Y s
1 H = ’2-17'3 -rE)T - ePsin? ) 1 U (),
WO
1
2 : — 1-
woom,. o om,

vesetzt 1st. Der Ausdruck (1) ist nun die HamirToxsche Funk-
tion der Bewegung eines Massenpunktes von der Masse u unter
dem KEinfluB} eines Kraftzentrums, von dem er den Abstand r hat.
Wir werden im folgenden Kapitel dieses Problem von einem
allgemeineren Gesichtspunkt aus untersuchen und hier nur den
bei Molekeln in Betracht kommenden Fall ins Auge fassen,
daf eine stabile Gleichgewichtslage existiert'). Dann gibt es eine
Entfernung g, fiir die U(r) ein Minimum hat, d. h. es ist

'3 U/ =0, U/ >0,

wo der Index O hier und im folgenden bedeutet, daf r — T, ist.

Ein moglicher Bewegungszustand des Systems ist der, daB
es um eine raumfeste, durch den Schwerpunkt O der Massen
gehende, auf der Verbindungslinie der Massen (Kernachse senk-

rechtc Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢, und
konstantem Kernabstand 7 rotiert. Dabei gilt:

(4) ur > = U’

b

wo das Uberstreichen hier und im folgenden bedeutet, daB
7 =17 1ist.

Diesen Bewegungszustand nehmen wir als Ausgang fir ein
Anndherungsverfahren zur Behandlung kleiner Schwingungen.
Wir denken uns den Abstand 7 um die kleine Entfernung x

vermehrt: r =7 + 2, und entwickeln die HamrrToNsche Funk-

') M. Bor~ und E. Htcxgr: Physikal, Zeitschr. Bd. 24, S. 1. 1923;
s. auch A. Krarzer: Zeitschr. f. Physik. Bd. 3, S. 289 u. 460. 1920
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gungen auf die Energie und damit auf die Frequenz des ge-
strahlten oder absorbierten Lichtes ausiiben.

Die wirkliche Natur der Krifte. die die Molekel zusammen-
halten, wird m &ullerst komplizierter Weise durch ihren Aufbau
aus Kernen und Elektronen bestimmt. Hier wollen wir die
denkbar einfachste Annahme machen, daf3 die Atome sich als
Kraftzentren auffassen lassen, die mit einer nur von der KEnt-
fernung abhingigen Kraft aufeinander wirken; man kann zeigen,
dall die so erhaltenen Resultate eine richtige Anndherung an
das wirkliche Verhalten darstellen?).

Was den KElektronenimpuls bei zweiatomigen Molekeln an-
langt, so haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, dal} er
die Rotationsbewegung der Kerne nicht beeinfluBt und zur
Energic nur ein additives Glied liefert, wenn er in die Rich-
tung der Kernverbindung fallt. Dasselbe mufl auch gelten,
wenn die Kerne in dieser Richtung gegeneinander schwingen;
wir wollen uns daher im folgenden auf diesen Fall beschrinken.

Wir betrachten also eine zweiatomige Molekel, bestehend
aus zwei Massenpunkten m, und m, in der Entfernung r von-
einander, zwischen denen eine potentielle Energie U (r) wirk-
sam 1st.

Man kann ganz allgemein zeigen, daf ein solches Zweikorper-
problem sich auf ein Ewnkorperproblem zuriickfihren ldfit. Wir
wiahlen den Schwerpunkt der beiden Massenpunkte als Koordi-
natenursprung O und bhestimmen die Richtung ihrer Verbin-
dungslinie von m, nach m, durch die Polarkoordinaten ¥, ¢.
Sind dann 7, und r, die Abstinde der Massenpunkte von O,
so sind ihre Polarkoordinaten r,, J, ¢ und r,, 7 — &, 7+ ;
ferner gilt », -+ r, =r. Die Hamiuroxsche Funktion wird:

-

m N

H-— -

' y » m .
1 /20 20 2.2 | B a2 g ' 22 R 2 22 i 2 g
;’ (\) 1 —]—rl ?() - 7'1 (p Sin l()) - > (7 5 —I—‘ 7‘2 l'} —‘— 7'_3 P sSin 1))

D

+ Utry==5(my > +m,7,?) L (myr 2 myr, ‘3)(19'3—|—(,b*sin‘3-ﬁ)+ Ulr).

Nach dem Schwerpunktsatz ist

myry = My7,
und daher

Y M. Bory u. W. HrrmsexBrerg, Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924,
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noch vom Verhiltnis von Elektronenmasse m zu Kernmasse M
ab. Der Grenzwert fir unendlich schwere Kerne ist

_, 2a*met
4) R, = B
Fiir andere Atome gilt
1
) R=R, - — .
(51 Lom
R
Hier ist der Korrektionsfaktor nahezu 1, da schon fiir Wasser-
. 1 .
stoff 7;; = 1830 ist; daher wird man in den meisten Fillen mit ge-

nugender Niherung R durch R, ersetzen koénnen.
Den Termen (1) entsprechen die Spektrallinien

(6. ;— i W) = R Z? <'15 — 1>
h n, n,*

Dabei kommen nach dem Korrespondenzprinzip simtliche Uber-
gange zwischen den stationiren Zustinden vor, da in den
im § 22 abgeleiteten Fourikr-Reihen (26) die Koeffizienten
samtlicher Oberschwingungen von 0 verschieden sind.

Fir Z =1 erhilt man aus Gleichung (6) das Spektrum des
Wasserstoffatoms, im besonderen fiir n, = 2 die schon lange be-
kannte BarLmERsche Serie:

~ 1 1
v:RH(QQ—;Z.E) (n, = 3,4...).
Die wesentlichste Stiitze der Bourschen Theorie besteht in der
Ubereinstimmung der aus den spektroskopischen Messungen
dieser Serie bestimmten Gréfle Ry mit der aus (4) und (5)
folgenden Darstellung durch atomare Konstanten (wobei iibri-
gens der Unterschied zwischen Ry und R, bei der MeBgenauig-
keit der Atomkonstanten nicht in Betracht kommt).

Nach Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen ist

> . e.-st. E.
S =177.107 &85
m g

nach MiLLIKANS Messung der absolut kleinsten Ladung an
Tropfchen ist

e=4.77-1071" e.st. K.,
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Setzen wir schlieflich die berechneten Werte der Koeffizienten
in die Entwicklungen (24) ein, so erhalten wir:

{z— =1+ ig_ e l: 11 (X,o1(re) — Jrorirg))cos 2w 1)
—
3 R I
(26) o= —5¢ L ,;{ . [(J-1(rel— 3, o1(re)] cos(2aw, 1)
«
Z =} 1 — & ’_\;1 [N, 01 (1e) + Jo1(re)]sin (2w, 7).

§ 23. Die wasserstoffihnlichen Spektren.

Die im § 22 angegebenen Rechnungen geben uns nun die
Grundlage zur Erklirung einiger Linienspekiren. Nach den in
der Einleitung dargelegten Vorstellungen iiber den Atombau
besteht das Wasserstoffatom im ungeladenen (neutralen) Zustand
aus einem Kern von der Ladung -+ ¢ und groBler Masse M und
einem Elektron von der Ladung —- e und kleiner Masse m.
Ebenso gebaut sind das emnfach ionisierte Heliumatom (He™)
und das z2weifach ionisicrie Lithiumatom (Li*"), nur dall die
Kernladung 2 e bzw. 3 e betrigt. Wir haben also bei all diesen
JAtomen einen Z-fach geladenen Kern und ein Elektron;
thre Mechanik fillt daher unter die im § 22 gegebene Theorie.

Die Energie in den stationdren Zustinden ist nach (4) § 22

. RhZ?
" w= - BZ,
WO
2atuct
@ R=*TAT

gesetzt ist. R wird die RypBERGsche Konstante genannt, weil
RypBERG zuerst erkannt hat, dall sie in den Darstellungen
zahlreicher Spektren auftritt, wie im folgenden deutlich werden
wird. R hingt wegen

m M 1

. = e = ——
(3) M= 1 Lom






index-147_1.png
1752

3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Dic Formel (6) enthilt auller der Barwmegr-Serie folgende
Wasserstoffserien:
1. die ultraviolette Ly»rra~N-Serie

- 1
v:RH<1—-> n, = 2,3 ...).

N 2
n,

Da der erste Term dieser Serie dem Normalzustand ent-
spricht, tritt sie beim ,unangeregten® Wasserstoff als Absorptions-
serie auf.

2. Die ultrarote PascHEN-Serie

- __ 1 1
)= ]{}] (‘_--0-—— . 0> (??;J :4, D ...

\3°  n" \
Fiir Z -— 2 erhalten wir das Spektrum des ionisierten Helium
(das . Funkenspektrum* des Helium). In diesem Spektrum
fallen die Linien, die geraden Quantenzahlen (n == 2 N)entsprechen:

IS 1

| | 1 1
b - 4 R e J p L T \D = R (h T a 3 0) s
) e (‘2 :\"1)‘; (2 i\"-3>'~ He j\'f i

in grolle Nihe der Wasserstofflinien

1 1
“; — R ( T-_()_ T . hg )) >
I) H ;\' - ‘i\-o.—

1 2

Diese Ahnlichkeit des Funkenspektrums des He mit dem Wasser-
stoftspektrum war schuld daran, daB man es frither in der Form

1
U 7, \*
<2> (2)

schrieb und die in gewissen Sternnebeln beobachteten und diesem
Gesetz folgenden Linien dem Wasserstoff zuschrieb. BoHR hat
den Sachverhalt geklirt und den Unterschied der beiden RyD-
BERG-Konstanten Ry und Ry, aus der Verschiedenheit der Kern-
masse M in (3) hergeleitet.

Das noch nicht beobachtete Spektrum des zweifach ionisierten
Lithium (Li*") erhalten wir mit Z = 3.

Aufler der zahlenmiBigen Ubereinstimmung der Spektren
sprechen fiir das Bonrsche Atommodell auch die GriBenverhiilt-
msse. Fur den Radius der als Kreis gedachten Grundbahn
des Wasserstoffatoms hat man nach (10) § 22 fir u = m
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nach Messungen iiber Wirmestrahlung und Bestimmungen der
Grenze des kontinuicrlichen Rontgenspektrums (s. spiter) ist

h = 6,54.1077" erg sek;
aus diesen Zahlwerten folgt nach (4)
R = 3,28-.101" sek™!.

Die Spektroskopiker pflegen Spektrallinien und somit auch
R nicht in Schwingungszahlen (Dimension sek '), sondern
in Wellenzahlen, d. h. Zahlen der Wellen pro cm oder reziproke
Wellenlingen (Dimension em™!) zu bestimmen. Die Umrech-
nung geschieht durch Division durch die Lichtgeschwindigkeif ¢.
Man pflegt dabei dieselben Bezeichnungen beizubehalten. In

diesem: Mafle wird

3,28.101%
R="""""-=1,09-10° em™;

C

der empirische Wert ist
Ryu= 109678 cm™ 1.

Die Uberstimmung der beiden Zahlen liegt im Bereich der
MeBgenauigkeit von e.

Die Abtrennungsarbeit des Elektrons in der einquantigen
Bahn betragt hiernach

W,= — Rh=215-10"" erg.

1

Man gibt diesen Wert auch in Kilo-Kalorien pro Mol an; man
bekommt diese Zahl durch Multiplikation mit der AvogaDpro-
schen Zahl N = 6,06-10%® und dem Wirmedquivalent des erg
2,39-10713. So erhilt man 312 kcal. Endlich beniitzt man
als EnergiemaB die Spannung V in Volt, die ein Elektron
durchlaufen muB, um die betrachtete Energie zu gewinnen;
es gilt

Fir die Energie des Wasserstoffelektrons erhélt man 13,53 Volt.

Aligemein lautet die Umrechnungsformel

. keal
Jolt = 23,0 -
(1Y 1Vo 23,0 Mol

Die Spannung V ist es, die bei der Methode des Elektronen-
stoBes direkt gemessen wird (s. Einl. § 3).

=1,59-10"erg = 8,11-10% cm™*.
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als Differenz zweier Terme schreiben 1al3t. Bel unserem einfachen
Atommodell hingen die Terme von zwei ganzen Zahlen n» und k
ab und konnen also durch das Symbol n, bezeichnet werden.
Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips fanden wir, daB
nur solche Terme miteinander kombinieren diirfen, deren k sich
um -+ 1 unterscheidet.

Mit diesem theoretisch zu erwartenden Spektrum verglei-
chen wir das wirklich beobachtete. Die empirischen Termfolgen
sind von den Spektroskopikern in Serien geordnet worden; der
einzelne Term wird gekennzeichnet durch seine Nummer in der
Termserie und durch die Angabe der Serie. Die uiblichen Be-
zeichnungen dieser Termserien entstammen den historisch ent-
standenen Bezeichnungen der entsprechenden Linienserien:
s ischarfe Nebenserie), p (Haupt- oder Prinzipalserie), d (diffuse
Nebenserie), 1 (Fundamentalserie, oft auch b. BEreMaNN-Serie
genannt), g (gelegentlich auch f oder f* genannt) usw. Man
hat also eine Serie von s-Termen, eine von p-, d-, f-, - - - Ter-
men; von diesen kann jede wieder mehrfach sein, wovon wir
jedoch zunachst absehen wollen!). Bei der spektroskopisch
tiblichen Numerierung der Terme in den Serien erhalten wir
das folgende Termschema:

1s 28 3s 4s J8 oS

2p 3p 4p Hp 6p
3d 4d 5d 6d

4 f 5f 6f
bg 6 g

In jeder dieser Serien nehmen die Terme mit wachsender
w»Laufzahl“ gegen O ab.

Um zu sehen, wie sich unsere Zahlen » und k diesen Zahlen
und Buchstaben zuordnen, ziehen wir folgende Erfahrung
uber die Kombination der Terme zu Rate. Unter normalen
Umstidnden (d. h. wenn die Atome ungestort durch duBere Ein-

') Die Vielfachheit der Terme laBt sich aus der Annahme des zen-
tralsymmetrischen Kraftfeldes nicht verstehen. Man fiihrt sie auf Rich-

tungsquantelung der Bahn des Leuchtelektrons gegen eine Achse im
Rumpf zuriick (vgl. S.177).
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k? 3 .
(8} y = . 5 =0,032-10"cm:
+ a7 me-
das fillt in dic GroBenordnung der aus der kinetischen Gas-
theorie und anderen Atomtheorien bekannten NSchitzungen.
Fir die groBen Halbachsen der angeregten Wasserstotiellipsen

erhalten wir nach (10) § 22
{9) a=dag-n’:

die Radien von He~” und Li"~ sind im Verhiltnis 1:2 bzw.
1:3 kleiner.

§24. Die Serienordnung der nicht wasserstoffihnlichen
Spektren.

Wir gehen jetzt zu den nicht wasserstoffihnlichen Spektren
iiber. Wic wir im § 21 bereits gesagt haben, deuten wir mit
Bour die Entstehung dieser Spektren durch die Uberginge
zwischen stationdren Zustinden, bei denen wesentlich cin
SLeuchtelektron® unter der Wirkung des Rumpfes in Bahnen
liuft, dic man niherungsweise durch eine Zentralkrajt beschrei-
ben kann. Diesec Vorstellung erklirt einige der wichtigsten
GesetzmdBigkeiten der Serienspektren, ndmlich die Existenz
mehrerer Serien, deren jede dem Typus der Wasserstoffserien
mehr oder weniger ihnlich ist, und die Moglichkeiten von
Kombinationen zwischen diesen.

In einem (nicht CovLoMBschen) Zentralfeld hingt nach
§ 21 die Bewegung auller von der Hauptquantenzahl » noch
von der Nebenquantenzahl £ ab. Die Energie ist eine Funktion
von # und k. k hat cine einfache mechanische Bedeutung. es

. .k
ist namlich der in der Einheit 5, gemessene gesamte Dreh-
7T

impuls des Elektrons.
Die Boursche Darstellung der Frequenzen durch Energie-

differenzen:

entspricht der allgemeinen Erfahrung, daf die Frequenz einer
Linie jedes Spektrums, das sich iiberhaupt hat ordnen lassen, sich
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wirkungen in direkter Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld
stehen) gelten folgende Regeln?):

1. Es kombinieren nie zwei Terme der gleichen Serie.

2. Es kombinieren nur s- mit p-Termen, p- mit s- und
d-Termen, d- mit p- und f-Termen usw.

Hieraus geht deutlich hervor, daf die einzelnen Serien sich
durch die Quantenzahl & unterscheiden und daf in der Reihen-
folge s. p,d, f... die Zahl ¥ jedesmal um 1 wiichst oder ab-
nimmt. Da s das Ende der Reihe von Kombinationen dar-
stellt, ist zu vermuten, daB in den s-, p-, d-, -, -- Serien
k=1, 2, 3, 4, - zu setzen ist.

Wir untersuchen jetzt, was wir lber die Gréfle der Terme
aussagen konnen. Das Kraftfeld des Rumpfs eines Atoms ist
in hinreichender Entfernung ein CouLomBsches Feld. Beim
neutralen Atom entspricht es der ,effektiven* Kernladung
Z =1, bei dem 1-, 2- - - - fach ionisierten Atom ist Z=2,3---,
Die in groBer Entfernung verlaufenden Bahnen des Leucht-
elektrons sind daher nahezu wasserstoffihnlich, sie unterscheiden
sich von KEPLER-Ellipsen nur dadurch, dall das Perihel eine
ganz langsame Umlaufsbewegung in der Bahnebene ausfiihrt.
Nach (9), (10) und (11) des § 22 sind Halbachsen und Para-
meter der Ellipsen

a*n"’aH
T Z

nkag

b= 5=
Z

kg(ll[

g ="

Der Perihelabstand ist:

a(l —g) = a(l VI 7]:’) = a,/wa3 (1 -Vl i;),

bei festem 4 liegt je nach dem Wert von % dieser Abstand

zwischen ¢ und f Je groBer k ist, um so mehr verlduft dem-

<

) Bei den einfacher gebauten Spektren, z. B. den der Alkalien und
von Cu und Ag, sind sie streng erfiillt. Auch fiir die {ibrigen Spektra
gelten sie weitgehend; die Ausnahmen deuten auf eine Unzuldnglichkeit
unseres Modells (sie beruhen auf Quantenspriingen der Rumpfelektronen).
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Sie 14Bt zwei Deutungen zu entsprechend den beiden oben
ausgesprochenen Auffassungen der Quantengesetze. Entweder
wird die Frequenz ¥ nur wihrend des Ubergangs gestrahlt und
'die Wellenstrahlung fiihrt genau die Energie #% mit sich (Licht-
quant). Oder das System ist in einem bestimmten Quanten-
zustand fahig, die Frequenz ¥ zu absorbieren oder zu emittieren,
solange bis ein Quantensprung erfolgt; dann miissen die Hiufig-
keiten der Quantenspriinge statistisch so verteilt sein, daf im
Mittel die gestrahlte oder absorbierte Energie gleich der mit
hv multiplizierten Anzahl der Elementarvorginge ist1).

Wenn man die Borrsche Frequenzbedingung (1) folgerichtig
auf den Resonator anwendet, wird man vor folgende Alternative
gestellt: Die beim Ubergang des Resonators vom Zustand mit

der Energie n, hv zu dem mit der Energie n, hv stattfindende
Energieinderung

(n, — N,) Ay

ist im allgemeinen ein Vielfaches des Energiequants hy des
Resonators. Nach Bour und EINSTEIN soll nun diese Energie-

~ énderung mit der Frequenz » der ausgesandten monochroma-
tischen Strahlung durch die Beziehung

hy = (n, — ngy) v

verlangt man, daB, wie in der klassischen Theorie, die gestrahlte
Frequenz mit der des Resonators ubereinstimmt; dann sind
nur Ubergéinge zwischen Nachbarzustinden

nl'—n‘u,:l

moglich. Oder man liBt zu, daB die ausgestrahlte Lichtfrequenz
von der des Resonators verschieden, nimlich ein Vielfaches
davon ist; dann ist die Ausstrahlung wegen der Moglichkeit
verschiedener Uberginge nicht monochromatisch. Die Ent-
scheidung zwischen diesen beiden Moglichkeiten ist erst im
Laufe der Weiterentwicklung der BomRrschen Atomtheorie ge-

') Man darf nicht annehmen, daB ein System in jedem Einzelfall
.80 lange absorbiert, bis die Energie %% aus der Strahlung aufgenommen
ist, denn man wei, daB der lichtelektrische Effekt einsetzen kann, ehe

iberhaupt ein volles ,Lichtquant“ A% das betreffende Metallteilchen ge-
troffen hat.
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ein p-Term: er ist also die mit # multiplizierte Schwingungs-
zahl der Grenze (n -~ ) der Hauptserie hzw. der gemoinsamen
Grenze der beiden Nchenserien. Bei sehr verwickelt gebauten
Spektren entsprechen auch d- und /-Terme dem Normalzustand.

Von unserem einfachen Atomnmodell, bei dem wir die unme-
chanische Bewegung des Leuchtelektrons durch eine mecha-
nische ersetzen, indem wir das Kraftfeld des Rumpfes als
kugelsymmetrisch annehmen, kénnen wir natiirlich nur verlangen,
dal es von den grobsten Eigenschaften der Linienspektren Rechen-
schaft gibt. In der Tat macht es uns die Serienordnung der Linien
und Terme begreiflich und die zunehmende Wasserstoffihnlich-
keit der hoheren Serien. Von den wiclitigsten unerkldrt bleiben-
den Tatsachen nennen wir zunichst noch einmal die Vielfach-
heit der Terme. Bei allen Alkalispektren sind die p-,d- - - -
Terme doppelt. bei den Erdalkalien gibt es auch dreifache P-,
d--.-Terme. Andere Elemente z. B. Sc, Ti, Va, Cr, Mn, Fe
zeigen noch héhere Vielfachheiten. Weiter erwihnen wir die
Tatsache, dal} viele Elemente mehrere Termsysteme von dem
hier beschriebenen Bau haben, z. B. die Erdalkalien ein System
von Einfachtermen und ein zweites System mit einfachen
s-Termen und 3-fachen p-, d-. .- Termen. SchlieBlich kommen
noch Ausnahmen vor von der oben erwihnten Regel fiir die
Anderung von & bei Quantenspriingen.

Die Vielfachheit 1ifit sich im Prinzip dadurch verstehen, dafB
man Abweichungen von der Zentralsymmetrio des Rumpfes
annimmt. Wenn diese klein sind, erzeugen sie eine sikulare Priizes-
sion der Drehinipulsvektoren von Leuchtelektron und Rumpf um
die Achse des Gesamtdrehimpulses des Systems. Es entsteht Rich-
tungsquantelung, wobei zu jeder Einstellung ein etwas verschiede-
ner Energiewert gehdrt. Allerdings fiihrt diese Uberlegung zu
Multiplizititen, die den beobachteten nicht genau entsprechen h.

) Die Diskussion dieser Widerspriiche zeigt, daB nicht nur die
Mangelhaftigkeit des Modells daran schuld ist, sondern tiefere quanten-
theoretische Schwierigkeiten vorliegen; diese hingen mit der Frage zu-
sammen, in welcher Weise die Quantenregeln auf nicht mehefach-perio-
dische Systeme anzuwenden sind.

Der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der Multiplizitit
und der Zeemaneffokte ist dargestellt bei E. Back und A. Laxpg, Zee-
maneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien. Berlin, Julius
Springer 1924. Bd. 1 dieser Sammlung.

Born. Atommechanik I. 12
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nach die Bahn im CovromMsschen Teil des Kraftfeldes: fir
grolle A sind also die Terme wasserstoffahnlich. Hierdurch
wird die Numerierung der Serien durch unscre Werte von k
hestatigt, denn erfahrungsgemill nihern sich die Terme um so
mehr denen des Wasserstoffs, je weiter wir in der Reihe s,
p.d. .. fortschreiten.

Aus den Termserien enthilt man die Linienserien, indem
man elneh Term festhilt und den andern eine Termserie durch-
laufen lallt.  Die bei weitem hidufigsten Serien, die auch den
Termen ihre Namen gegcben haben, sind folgende:

Hauptserie (H.-S.p . . . . .oLv=18 —mp
Irste (diffuse) Nebenserie (I N Sy =2p — md
Zweite (scharfo) Nebenserie (11, N. S,y — 2p — ms
I'undamentalserie (F.-S.) . . . . . »=3d - mf.

Auller dicsen kommen noch folgende Kombinationen vor:

sekundire H-S . . » =25 — mp

sekundire I. N.-S. . v = 3p -~ md
r=23d — mp
y=4f — md.

Nicht nur diese Termdifferenzen haben eine physikalische
Bedeutung, sondern auch die 7Terme selbst. Dank unserer Nor-
mierung der potenticllen Energie, von der wir festgesetzt haben,
dall sie im Unendlichen verschwindet, bedeutet der Betrag f W
der Energiekonstanten die Arbecit, die notwendig ist, ein Elek-
tron aus seiner stationidren Bahn ins Unendliche zu schaffen
und dort zur Ruhe (relativ gegen den Kern) zu bringen. Ist
die stationdire Bahn des Elektrons die des Normalzustandes, so
1st diese Arbeit die lonisierungsarbeit.

Da nun, wie wir gesehen haben, die Energien W mit wach-
sendem k (wegen kb < n) wie heim Wasserstoff gegen 0 konver-
gleren, da ferner die empirischen Terme ebenfalls gegen O gehen,
so stimmt die Normierung der theoretischen Energiewerte und
der ompirischen Terme iiberein; die mit A multiplizierten Term-
werte sind also ein Maf fiir die Ablosungsarbeiten. Der groBte vor-
kommende Term entspricht der Bahn des Elektrons im Normal-
zustand und gibt ein MabB fir die Ionisierungsspannung. Dieser
Term 1ist gewdchnlich ein s-Term, bei einigen Elementen auch
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cos [(1 -~ 1w — resinu)du

T

T JCOS (T — 1)u — rgsinu]du}

()

]
[ cos[it--1)u — resinu]du

J cos [(7 — 1)u — 7Tesin | (Zu}.

Die hier auftretenden Integrale sind BEssiLsche Funktionen,
definiert durch

T

| L
S, (%) = J COS (r U — xsinu)du.
i, |
0
Man hat also:
8 N
B, == - [Sec1(r8) — Jr-1(78)]
L1
(", = . R <f6f> — Jr+1(T F)]
D, = [37 1 (7 '9) + -1 (Te)]

Da diese Formeln fiir =0 versagen, miissen wir noch B,
C,, D, aus (25) berechnen. Wir erhalten:

b, T

N\

£ 2 ( ,
C, =4 r T dw., == ~J (cosu——f:)(\l——ecosu)du: — 3¢
n . /
0
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1 h3 n?

v, 172 ne Z°

Die Buhnkurve driicken wir wieder in den Koordinaten r, v
der Bahnebene aus. Wir erhalten nach (12) § 21 als Diffe-
rentialgleichung der Bahn:

dy o

dr 1/ B O
g

wo 4. B und C die Bedeutungen (2') haben. Die Integration
liefert

(' — By
iy -— Yy, = arc cos - — -

r V}f AC

undl. wenn wir nach r auflosen:

C
=
B
(6
AC ,
1 — sz— == &~

setzen, erhalten wir die bekannte Form der Gleichung einer
Ellipse, deren Brennpunkt in den Koordinatenanfangspunkt fallt:

9 .
1 4 ecos(y — vy,

{7‘. Y —

¢ ist die numerische Exzentrizitat und g der ,, Parameter®. Driicken
wir sie durch die Wirkungsvariabeln aus, so erhaltey wir

(8 R Jo”
J e~ =—1 — - -'_0__
Jl~

J,?

q — R, e
da*ue’Z

Durch diese beiden GroBen ist die Gestalt der Bahnellipse fest-
gelegt. Da man fiir gewdhnlich eine Ellipse durch grole Halb-
achse @ und Exzentrizitit ¢ oder durch beide Halbachsen a
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v.a (.
w, == ‘uii—— (1 — ¢ cosu)du
V 4
(15) 2w, = u -~ ESInU.

Um die geometrische Bedeutung von u zu erkennen, fiihren
wir mittels

E = recos(y — )
) 7 siny — )

rechtwinklige Variable ein in einem Koordinatensystem, dessen
£-Achse die groBe Achse der Bahn und dessen Ursprung das
Kraftzentrum ist. Wir erhalten dann aus (7) und (14)

q— a—q

(16 f=" - =acosu— — q (cos % — ¢€)
£ £
=t — ETP=a%(1 — %) (1 — cos*u)
(17] N —=—a V1-—¢&sinu.

In der Abbildung ist ON =a, ZQ = £ =a [cos (ZON) — ¢| und

QM =3n=V1—¢-QN=aV1—¢sin(ZON). Der Winkel
ZON ist also gerade die HilfsgroBe v. Wegen
dieser Bedeutung nennt man u die exzentr:-
sche Anomalie.

N
Da wir jetzt alle fiir die KEPLER-Be-
wegung wichtigen Groflen ausgedriickt haben,
g 7 wollen wir sie hier noch einmal zusammen-
stellen. Die Energie der Bewegung ist
2n% uetZ*
Abb. 13. (3) =TT
J
die Bewegung geschieht auf einer Ellipse mit den Halbachsen
| J.?
1 —_ I
(10) TS we*zZ’
J, J,
(11) b 172

4:1‘2‘u62Z’

dem Parameter

q B J,*
9) q_—ll.n“)/ue'zZ’

der Exzentrizitat
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und b bestimmt, seien noch a und b durch die Wirkungs-
variabeln ausgedriickt. Es ist

(10) q J?

10 _ _ S
( ) 2] 1 — F-_' 41,_. T (;"" 7
(11 h=—al} 1 — & == 12

477 pe’ Z )

Durch die Quantenbedingung ist von diesen Grofien nur a
festgelegt, « und damit ¢ und b konnen alle mit dem be-
treflenden « vertriglichen Werte annehmen. Den Zusammen-
hang zwischen « und den durch die Quantenbedingung eben-
falls festgelegten Grofen W und », kinnen wir auch folgender-
malen angeben:

; . et Z

(12) W=,

(13) S
’ 2aV u

Die (leichung (13 ist das dritte KErrersche Gesetz. Glei-
chung (12) sagt fiir den Fall der Kreisbahn aus, dali die Bahn-
energie gleich der halben potentiellen Energie ist. Wie wir
gleich sehen werden, ist sie im allgemeinen Fall gleich dem
halben zeitlichen Mittelwert der potentiellen Knergie.

Wir wollen jetzt den zeitlichen Verlauf der Bewegung be-
trachten. Fiir w, gilt nach (10)§ 21

3
N wr dr
w, =yt -0, = o 1L
/ ‘ B C
—Ad-2-—
T 7

Wenn wir den Radikanden in seine Linearfaktoren zerlegen, er-

halten wir

J° wry dr )
VAV[e(l —e —rl[r a(l e)T

denn ail-—¢) und a(l —e¢) sind ja die Librationsgrenzen

von r. Nun fithrt die Substitution

w, =

(14) r=all — £COSU)
das Integral iiber in:

Born. Atommechanik I. 11
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. 1 1 E
A = - COS ¢

T

entnehmen. Wir erhalten so

1 1
2 ah
1 1
ys H?3
1 e / &N
o, TN SR
1 2 \ 2/
' =" - = 3 ——_— .
! atl 1l - g® b
1 1-- 3 @il — e
4 a’l 1 — g* b

Die Mittelwerte . r. r®-.. rechnen sich einfacher mit Hilfe
r

der exzentrischen Anomalie. Es wird mit Hilfe von (14) und (15)

—

R j‘,).u v, dt =a"- - | (1 —¢ecosu)du;
) e /

wir erhalten so

1 1
roa
‘o 5:'3
(2()) r o= (1 e \
Ty /
rt=a*(1 - e,

Mittelwerte der Form r# cog” i (m = 0) rechnen sich fiir n < — 2
am Dbesten mit der Ellipsengleichung (7). fiir n > m — 1 mit
der cxzentrischen Anomalie; wir erhalten mit Hilfe von (18)

1

rmeos™yp = - . | rmt2ceosmydy,
/ 2aab /

mit Hilfe von (14), (15) und (16)

e e 1 , .
r* cos™ ) == a” gy (1 — ecosu)n~"+! (cosu — &)™ du.
13 ‘:‘T ’
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L / J.2
8a) . 122
{ : V s

und der durch

CO8 i =

bestimmten Normalenrichtung. Der Ablauf der Bewegung ist
durch

(14) r=a(l — eccosu)
(16) S=a(cosu—e¢)
(17) n=all —¢sinu

bestimmt. Dabei ist « durch

(15a) 2av,t=u — esinu

definiert, wo

. 47 uet 2

(59) =t

und ¢ vom Zeitpunkt des Periheldurchgangs ab gerechnet ist.
Die Kenntnis des zeitlichen Ablaufes der Bewegung gestattet

uns die Mittelwerte gewisser (iréfen zu berechnen. Wir werden

1
spiter ofter die Mittelwerte gewisser Potenzen von Wr gebrauchen,

Wir wollen sie uns daher ausrechnen. Es ist
1 v, dt 1 v dt
T e = prEC R T

Nun ist die Flichengeschwindigkeit 72+ gleich dem 2 v, -fachen
der Ellipsenfliche, woraus folgt

(18) ndt _ dy
73 2mxab
und
2

1 1 dy
™ 2mab ) M2

0

Fir n > 2 kénnen wir auf diese Weise sehr rasch den gesuchten

1
Mittelwert finden, wenn wir o aus der Ellipsen-Gleichung (7)

11%*
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So wird
COSYyr == — g
(21) S=rcosy == —3e.q
3 E'z >
ricosy = — |2 L &) a
COs i —0
2
: cos y &
22} oSy E
- r 2 b3
cos® i 1
2

Mittelwerte der Form r#cos™yp sinl y verschwinden fiir un-
gerades /. Iiir gerades [ kann man sin?¢y durch 1 — cos?y
ersetzen und den Mittelwert auf Mittelwerte der eben be-
trachteten Form zuriickfiihren. Insbesondere wird

(23) sin? 1
’ FB T apsT
Wir konnen jetzt das Zeitmittel der potentiellen Energie
angeben. KEs wird
= 1 e*Z

U= —eZ. " - —
r a

=2W

also gleich der doppelten Bahnenergie. Die mittlere kinetische
Energie wird
T= — D
2

Dieser Satz, dafl die mittlere kinetische Energie gleich der
Hilfte des Betrages der mittleren potentiellen Energie ist,
gilt allgemein fiir ein Svstem eolektrischer Ladungen, die mit
Couromsschen Kriiften aufeinander wirken.

Weiter seien noch die Koordinaten des elekirischen Schwer-
punktes einer auf ciner KepLer-Ellipse umlaufenden elektrischen
Ladung angegeben. Ks sind dies die Zeitmittel der wirklichen
Koordinaten & und #, also
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der sich fiir hinreichend hohe Frequenzen bewihrt hat (Rontgen-
licht), wihrend fiir niedere Frequenzen noch eine additiv hin-
zutretende Austrittsarbeit zu beriicksichtigen ist.

Es handelt sich also um folgendes: Ein anfianglich im Metall
locker gebundenes Elektron wird durch auffallendes Licht von
der Frequenz » herausgeschleudert und erhédlt die kinetische
Energie h v; der atomare Vorgang unterscheidet sich also durch-
aus von dem beim Resonator und enthdlt nicht einmal eine
Frequenz. Das Wesentliche scheint also zu sein, daf3 die Energie-
anderung eines atomaren Systems und die Frequenz einer Lichi-
welle durch die Gleichung verkniipft sind:

(1) hy =W, — W,,

wobel es gleichgiiltig ist, ob das atomare System die gleiche
Frequenz » hat oder eine andere, oder ob es iiberhaupt eine
Frequenz hat.

Die Prancksche Gleichung

W=n-W,; Wy=hy

gibt eine Beziehung zwischen der Schwingungszahl » eines
Resonators und seiner Energie in den stationdren Zustdnden.
Die Emsrteinsche Gleichung (1) gibt eine Beziehung zwischen
der Energiednderung eines atomaren Systems beim Ubergang
von einem Zustand zu einem anderen und der Frequenz » des
exnfarbigen Lichtes, mit dessen Emission oder Absorption der
Ubergang verkniipft ist.

Wihrend EinsTEIN diese Beziehung nur fiir den Fall
der Loslosung von Elektronen durch auffallendes Licht und
den umgekehrten Prozefl, die Erzeugung von Licht (Rontgen-
strahlen) durch auftreffende Elektronen, angewandt hat, erkannte
Borr die allgemeine Bedeutung dieses Quantengesetzes fiir
alle Prozesse, bei denen stationire Zustinde unter Wechsel-
wirkung mit Strablung ineinander iibergehen. In der Tat ist
ja auch die Gleichung ihrem Sinne nach von allen speziellen
Vorstellungen iiber das atomare System unabhingig. Seitdem
Bonr ihre Fruchtbarkeit am Wasserstoffatom gezeigt hat, nennt
man die Gleichung (1) die BoHRsche Frequenzbedingung.

/





index-142_1.png
§ 22. Die Keplerbewegung. 167

2 IT
Br= — J sin(?nwlr)d('a'

T
0

2

1
2

¢ s all)
= sin (2 zw, 7)d\

0

1,
2

2 o
D, =+ — . | cos (2rw, 1)d (a}'1;§> .
0

Nun hat man nach (16) und (17):

r
o) s
(a —=e¢esinudu
E) )
d(;{ = —sinudu

, . .
d('**’ ;):cosudu.

albl—¢&

Filhren wir nun % als Integrationsvariable ein, so erhalten wir:

N\

14

2¢
B 28 o i d
. e sin[r(u — esinw)]sinu du
0

Ei1

2 . . .
C, = | &in [7(w — esinu)|sinudu
0

2 L
D, = 4fcos [z(w — esinu)] coswdu.
nT ’
0
Eine einfache trigonometrische Umformung fiihrt zu:
£

B, = —;—{jcos [T+ 1)u — resinu]du

T

0
T

- fcos [(r — 1)u—resinu]du}

0
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und aus Symmetriegriinden
n=20.

Der elektrische Schwerpunkt liegt also auf der groBlen Achse
in der Mitte zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem-
jenigen Brennpunkt, der nicht vom Kraftzentrum eingenommen
wird.

Im Falle der KErLER-Bewegungen lassen sich die FOURIER-
Rewhen der rechtwinkligen Koordinaten &, n und des Abstandes r

[

verhaltnismiBig leicht bilden. Beachtet man, dafi " und —é ge-

a
g
a
sind. so wird man ansetzen:

’
- } cosdnw z)
a

rade. eine ungerade Funktion von w, also auch von w,

5
) §' (2
(24) . 0 , €0S (2 7t w, 7)
Ui o1 oo
a:] ~|L§- 0 T S,D,sm(?rzwlr)]

Fir die Koeffizienten erhalt man die Integrale:

1
.2

B, = 4f ’ cos (2w, 1)dw,
a

0
(25) C,=4 f,g, cos (2 mw, T)dw,
a
0
.
D, = 4J Wil sin (2 ww, 7) dw, .
0

Durch partielle Integration bekommt man hieraus :
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[

o (J,') ey ) _ (])
2 27

\

ist. Man sieht, dal der Radikand nur dann zwei Nullstellen
zwischen 7 = 0 und r — oc haben kann, die ein positives Ge-
biet einschlielen, wenn W negativ ist. Die GroBlen 4, B und ¢
sind also positive Zahlen. Mit Hilfe komplexer Integration
erhalten wir (vgl. (5) Anhang I1}:

} B

J - 2al-ye -

’ 7( Ve VA>

J.=2x VIGQZ
V -2 W

Jetzt konnen wir die Ewnergie W durch die Wirkungsvariabeln
ausdriicken und erhalten:

s —, .

3) W 2atpet 27 2%t 27
T A R J?

Die Bewegung ist also doppelt entartet, da die Energie auch
von J, (dem Drehimpuls) unabhingig ist. Nicht nur die Knoten-
linge, sondern auch der Abstand des Perihels vom Knoten
bleibt unverindert. Wir haben nur eine Quantenbedingung

g, =k

driicken wir die Energie durch sie aus, so wird

~

2auet 231
é.

4 W= —
@ r? n

Die Bewegung hat nur eine von null verschiedene Frequenz;
wir erhalten sie aus (3) zu

‘W datuet 27 A

(5) ry = ('?J; = J B ) = B3 3

die Umlaufszeit ist also
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am 1 dndern, wihrend » im allgemeinen beliebige Ver-
anderungen erleiden kann,

Die Bahnkurve driicken wir am besten in den Koordinaten
round y aus.  Aus der ersten Gleichung (10 erhalten wir

¥4

e ! .
ny ' J 2
/2 o W —10, - f .
; _1. :_T_ )4_
Hieraus und aus dem [lichensatz
) '].)
- o= T d
: 2

climinieren wir dt und erhalten die Differentialgleichung der
2 .
dahn:

J,
- an . 2
o dr T K
PPl 2ul W — U -- 2
]/ i L o] 4 :T._» r-_i

Da die Bewegung 1in einer
Libration von r, verbunden mit
einem gleichformigen Umlauf
des Perihels, besteht. ist die
(restalt der Bahn die einer
Rosette.

§ 22. Die Keplerbewegung.

Die einfachste Anwendung der Betrachtungen des § 21 ist
die auf Atome. die aus eimem (Z-fach geladenen) Kern wund nur
cinem Elektron bestehen. Dabei handelt es sich um die Be-
wegung zweler Kdorper unter dem KEinflull einer gegenseitigen
Anziehung mit der potentiellen Energie

. e* 7
1 oir=— 7
T

Diese Bewegung wollen wir jetzt betrachter.
Das Wirkungsintegral J_ (6) § 21 erhilt die Form
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fast allen Serien von Termen finden: sehr geringe Abhangigkeit
der RyvBeRG-Korrektion n* — »n von der Laufzahl. Die d-Serie des
Aluminium und einige wenige andcre bekannte Secrien machen
eine Ausnahme, indem der Grenzwert der Korrektion erst bei
verhiltnismillig hoher Laufzahl erreicht wird.

Die 6-Werte konnen wir, da wir die Quantenzahl n vor-
laufig nicht kennen, nur bis auf eine ganze Zahl bestimmen.
Wihlen wir sie hier so, dafl die Betrige von 0 mit zunehmen-
dem L abnehmen und dabei mdglichst klein sind, so erhalten
wir als Grenzwertce fur grolle n:

8 P d f
Na | —-1385 —026 —0,01 0,00
Al ~177 —128 =093 --0,04

An diesen Beispielen und an allen iibrigen in Serien ge-
ordneten Spektren sieht man, dafl |6 bei Anniherung der

. 1 1
Bahn an den Kern viel stirker zunimmt als o oder v oder
pae Wie es der Gleichung (10) § 25 entspriiche. Uberdies zeigen

uns die groBen Werte von ¢, daBl wir sie nicht mehr als
kleine Korrektionen von n betrachten konnen.

Die grofien Abweichungen der Termwerte von den Wasserstofi-
termen erkliren sich daraus, dafl die Bahnen des Leuchtelek-
trons auch in den angeregten Zustinden keineswegs immer
aullerhalb des Rumpfes verlaufen. Fine solche eindringende
Bahn. ,,Tauchbahn*, stcht in ihren innersten Teilen viel stirker
unter dem Einfluf} des Kernes; sie verlauft also in einem Kraft-
feld, das einem CouLomBschen mit héherer Kernladung dhnlich
ist. Einem solchen Verhalten wird der Ansatz (1) § 25 der
potentiellen Energie nicht gerecht.

Da beim Na zwischen den d- und den p-Termen eine auf-
fallende UnregelméBigkeit im Verlaufe der &-Werte auftritt,
liegt die Annahme nahe, dafl die d-Bahnen auBerhalb des
Rumpfes verlaufen und dall die s- und die p-Bahnen in den
Rumpf eindringen.
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1 1 n*3
4 = s = R
) y o VT apz T
wird. Die Gleichungen (2), (3) und (4) liefern:
- 1 1 ¢ (h RhZ'3> - 2RZ* dn*
_J_Lf; ( 25RZ"’)  hon n*? w3 dn
2RZE N " qn*?

Wir bekommen also folgende Differentialgleichung zwischen
n und n*:

dn - 2bRZ*
dn* ! n¥*3
sie hat die Ldsung
0
g ¥ \ 2
e e

wo o, eine Integrationskonstante und

()_2 = bR Z*
ist. Driickt man in dem Korrektionsglied . durch » aus,
n, *2
so erhilt man wieder die Rirzsche Formel (1).
Um uns einen Uberblick iiber die Giiltigkeit dieser Formel
2u verschaffen, geben wir die Terme zweier typischer Spektren,
des Na und Al., an, und zwar durch ihre effektiven Quanten-

zahlen n*:

Na

s 163 2,64 3,65 4,65

P 2,12 3,13 414

d 2,99 3,99 4,99

f 4,00 5,00

Al

8 2,19 3,22 4,23 5,23

p 1,51 2,67 3,70 471 5,72 6,23

d 2,63 3,42 4,26 5,16 6,11 7,08 8,07
f 3,97 4,96 5,96

Die Betrachtung des Na-Spektrums und der s-, p- und
f-Serie des Al-Spektrums zeigen das Verhalten, das wir bei
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Die folgende Tabelle gibt nun die aus den Spektren be-
stimmten Werte der RYDBERG- und Rirz-Korrektion. sowie ihr
Verhdltnis fiir die besonders einfach gebauten Spektren der
Alkalimetalle wieder.

, Li Na K Rb Cs
—_—m—m—— -
_ s 0,049
Iz 5, - 0,031 T T T T
— 4, d, 0,63
— — 0,015 0,25 0,35
4, — 0,036 0,50 0,99 T
0,0, — 2,4 3,2 2,8
B 0,0020 0,009 0,36 0,032
Y _ 0,0064 0,035 0.35 0,16
-0, 0, — 3,2 3,9 9,8 9,0

Das Zeichen T in der Tabelle bedeutet, daBl die RypBERG-
Korrektion schon so grofl ist, dal cine Entwicklung des Po.

1

tentials nach Potenzen von - nicht mehr zulissig erscheint.
r

[35]

Der grofle Wert von — * zeigt, dall die hoheren Potenzen

0,
von - - im Potential merklich vorhanden sind. Fir die Glieder
.
C. ¢ ) i i
mit j und —* erhalten wir theoretisch die Werte
T T’
—4(52;'51
k fiir fiip <4
| T re
p 2 : 1,33 2,4
f 4 5,33 9,6
. . O .
Danach sieht es so aus, als sei das Gied mit ri, das wesentliche
Zusatzglied.

Nun ist in der Tat ein solches Zusatzglied in der poten-
tiellen Energie theoretisch verstandlich., Wenn man namlich
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y 27. Die Rvdberg-Korrektionen der éiuleren Bahnen und
die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes.

Wir wollen jetzt die physikalischen Einflusse niaher be-
trachten, die eine Abwecichung des Kraftfeldes aulBerhallh des

‘Rumpfes vom C(ouromBschen Feld hervorrufen?). Zunichst
: .. a
konnen wir ungefiihr feststellen, welche Potenz von - im
,

Potential bhesonders wesentlich 1st. Wir schreiben die Bahn-
energie in der Korm

W T

P\') Z (lII

Ein Zusatzglied — -¢, — In der potentiellen Energie liefert

r r
nach (10} § 25 eine RybpBERG-Korrektion*

und eine . RiTz-Korrektion*
3, = 0,

. _ e*Z  ag® ..
Ein Zusatzglied — . C, Ii liefert
ro oy

_ 727 e,
()1:——1". o, — 0O
k-i ’ 2

€2Z (I}B

ein Zusatzglied — - --¢ I;— liefert

roo 2
9 73 3 )
N, = — 32z s S, = 27 ¢ O __ _ K
! 2k - 2k3 7 Jd, 3
. : *Z  ay
und ein Zusatzglied — - 04—H{ liefert
r r
~ _1, ¢ 74 «
5*_02 c, : 32, _(52_“___3/{3
( 1~ - ” I C a T . 5 ’ X - ‘
2 k' - 2 k> 0, 5

Y M. Borx u. W. HrEisSENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 23, S. 388.
1924; dieser Arbeit sind auch die Zahlenwerte der folgenden Tabellen
entnommen,
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Aus den empirischen o, -Werten der Alkalien folgt

Li- Na K- Rb+ Cs+

¢ 102 - 0.514 0,405 1,68 — 6,48

Dabei sind die f-Terme benuzt mit Ausnahme des Li, dessen
p-Term zur Rechnung diente; Rb wurde weggelassen wegen
seiner etwas herausfallenden RypBERG- und Ritz-Korrektion.
Die Polarisierbarkeit « der Edelgase hingt nun mit der Di-
elektrizititskonstante ¢ oder mit dem Brechungsindex n fir
unendlich Tange Wellen durch die LorENTZ-LorENZsche Formel

zusammen, wo N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit
ist. Extrapoliert man die optisch gemessenen Brechungsindizes
auf unendlich lange Wellen, so findet man

He Ne A Kr ). ¢
108 0,20 089 1,63 246 4,00

Dic «-Werte der Alkaliionen miissen etwas kleiner sein, da
das Volumen der Ionen wegen der hoheren Kernladung kleiner
ist als das der voraufgehenden KEdelgasatome.

Wir tinden also, daBl zwar die aus dem Spektrum berech-
ncten «- Werte die richtige GroBlenordnung haben, dall sie aber
durchweg etwas zu grol} sind. Man konnte daran denken, die
Verschiedenheit so zu erklaren, dafl ncben dem induzierten Mo-
ment noch cine andere Abweichung vom CouLoms-Feld wirk-

sam ist, die auch einem Zusatzglied von der ungefihren Form

:i entspricht. Wir konnen an dieser Stelle die Zulidssigkeit
einer solchen Annahme noch nicht priifen. Es sei aber er-
wihnt, dafl unsere Kenntnis vom Bau der edelgasihnlichen
Tonen eine solche Moglichkeit kaum zuliBt.

Hilt man an der hier gegebenen Erklirung der RYDBERG-
Korrektion durch die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes fest,

so bleibt ein Widerspruch bestehen, der sich vom Standpunkt
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den Rumpt des Atoms nicht als absolut starr, sondern als
deformierbar ansieht, so erhilt er in dem Felde des Leucht-
elektrons ein elektrisches Moment. Ist das Elcktron hinreichend
weit vom Rumpf entfernt, so kann man das von ihm erregte

Feld |[G' = :,_, im Bereich des Rumpfes als homogen betrachten,
Diesem Feld ist das induzierte Moment des Rumpfes propor-
tional: p = c;f Ein =olches Dipolmoment hat in seiner Um-
gebung ein elektrisches Feld; stellt man sich vor, dal3 es durch

Zusammenricken zweier Ladungen . im Abstand ! entstanden

!
ist, so sieht man, dall in der Richtung seiner Verlingerung
die Kraft

. pe. 1 1 d 1\ 2pe 2q¢
llm p | N | . =P 0 - — (__ '_)\J — 13) SR
o Lot (== 1R dr \ 1%/ r 5
auf das Leuchtelektron ausgeiibt wird. Thr Potential ist — :—pi
27

Vernachldssigt man die iibrigen Abweichungen vom Cotroms
schen Feld, so hat man

et 7 C ao>
Ulr) = — _ (1 o~ TH )
o - 27 ag® 1
und
. 3 47« | VARY
(51 _ —— 3 7.5 60 _— —— - —3 ‘.;. .
4 ag”®k’ - 4 ag®k

Man kann nun unsere Annahme, dall die Abweichungen des
Kraftfeldes vom CovLomB-Feld im wesentlichen durch das indu-
zierte Dipolmoment des Rumpfes bedingt sind, dadurch priifen,

dal man aus den empirischen Werten von 6, und J, die

nPolarisierbarkeit“ « ausrechnet. Von den Riimpfen der Al-
kalien Li, Na, K, Rb, Cs mufl man namlich annehmen, daB
sie dhnlich gebaut sind wie die (die gleiche Zahl Elektronen
enthaltenden) neutralen Edelgasatome He, Ne, A, Kr, X (niheres
siehe § 29). Die «-Werte dieser Atome lassen sich aus der
Dielektrizititskonstante bestimmen, zwischen ihnen und den
¢-Werten der Alkalirlimpfe mull ein einfacher Zusammenhang
bestehen.
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§ 28. Die Tauchbahnen.

Dic grolien Werte der RypBERG-Korrektionen haben wir im
§ 26 so gedeutet, dafl das Leuchtelektron tief in den Atomrumpf
eindringt und so in Gebicte erhohter Wirkung des Kernes kommt.

Kine Abschatzung der Grolenordnungen, die wir fir die
O - Werte bei solchen . Tauchbahnon* zu erwarten haben. gibt
ein Verfahren von E. ScaropiNcger?'). Er denkt sich den Atom-
rumpt  ersetzt durch cme g]elvllmztﬂlg mit negativer Ladung
hedeckte Kugelschale. in deren Auflerem dann ein ('0ULOMB-
sches [Feld herrseht. das der Kernladung Z@ 1 heim neu-
tralen. 2 beim  einfach ionisierten Atom) entspricht. und
deren Innerem auch c¢in C‘ovromBsches Feld, aber mit hoherer
Kernladung Z‘% besteht.  Sobald der Perihelabstand einer als
Kllipse im  Kraftfeld mit der Kernladung Z'% hercchneten
Quantenbahn kleiner st als der Radius jener Kugelschale,
dringt die Bahn in das Innere emn: ste besteht dann aus zwei
Ellipsenbogen. die sich auf der
Kugelschale ohne Knick an-
cinanderschliefen ¢ Abb.14). Bei
gegebenen  Quantenzahlen n
und A. Schalenradius und La-
dungen von Schale und Kern
1aflt sich dann  die effektive

Abb. 14, Quantenzahl n* oder die Kor-
rektion o berechnen.

Wir wollen die ScHrRODINGERschen Rechnungen hier nicht
wiedergeben. sondern nur zeigen. dall man bei einem solchen
Atommodell. das sogar aus mehreren konzentrischen Schalen mit
Flichenladung bestchen dart, den Zusammmenhang zwischen Quan-
tenzahlen und Energie durch elementare Funktionen darstellen
kann?). Die Schalenradien seien o,. o

o

.. nach abnehmender

(r6Be geordnet, ihre Ladungen — z,e. —z,¢..... Die poten-
tielle Energie im Zwischenraum dex i\chalen o, und 0. Ist
9
. ., e
L irv  —Z - ¢,
8 By ) 8-

1) E. ScHRODINGER: Zeitechr. f. Physik. Bd. 4, S. 347, 1921.
3 Vgl auch G. WusTzeL: Zeitschr, f. Physik, Bd. 19. X003, 1923,
e« K. 55,
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unserer Quantenregeln nicht beheben 14B8t. Wir haben aber
bereits oben darauf hingewiesen, dal} die Erklirung der feineren
Einzelheiten der Spektren (der Multipletts und der damit eng
verkniipften anomalen ZEEman-Effekte, vgl. § 24 Ende) iiber-
haupt nicht im Rahmen einer Quantentheorie mehrfach perio-
discher Systeme moglich zu sein scheint. Man ist bei der
Theorie dieser Erscheinungen auf den formalen Ausweg gefiihrt
worden, die Quantenzahl k ,halbzahlig® zu rechnen, d. h. ihr die
Werte |, ;, 2, ... zu geben. KEs ist zu erwarten, daB bei der
weiteren Entwicklung der Theorie die eigentlichen Quanten-
grolen wie bisher ganzzahlig bleiben werden und dal} die in
unserer Niaherungstheorie vorkommende Grofle £ nicht selbst
eine solche Quantengrofe ist, sondern sich indirekt aus ihnen
aufbaut. Wir wollen im vorliegenden Band auf diese Fragen
nicht eingehen, sondern nur untersuchen, was fiir die «-Werte
herauskommt, wenn wir in unseren Formeln k£ halbzahlig wihlen.
Wir erhalten dann aus den spektroskopischen Werten von o,

folgende «-Werte:

Li- Na~ K+ Rb+ Cs™

10 = | 0,075 0.21 0,87 — 3.36

Diese Zahlen schlieBen sich den «-Werten der Edelgase im
richtigen Sinne an. Man kann diesen Zusammenhang noch
weiter verfolgen, indem man die «-Werte anderer (mehr-
wertiger) edelgasdhnlicher Ionen betrachtet, die sich teils aus
den RypBERG-Korrektionen von Spektren der ionisierten Ele-
mente (Funkenspektren), teils aus den Brechungsindizes fester
Salze (Ionengitter) bestimmen lassen. Man bekommt dadurch
weitere Stitzen der Auffassung, daBl die RypBERG-Korrektion
der Terme duBlerer Bahnen bei den betrachteten Spektren auf
der Polarisierbarkeit des Atomrumpfes beruht und dal} die
Quantenzahl % halbzahlig zu nehmen ist.

Die in diesem Bande durchgefiihrten Uberlegungen sind
iibrigens von der Entscheidung fiir ganz- oder halbzahlige k
im wesentlichen unabhingig.

Born, Atommechanik I. 13
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WO ’ ’
YA 7 a

0

N

Z — Z na ___l__ \ K -

N v

=1
ist und ¢ dnrch die Bedingung bestimmt wird. dal} sich das
Potential an den Schalen stetig iindert. Aus ihr folet

&
\" e

~ygye

¢ ==

r‘J'—’I Q“

| Da wir jotzt die potentielle Energie als Funktion von » kennen,
l konnen wir den Perihelabstand r_,  berechnen und angeben.
| innerhalb welcher Nchalen o,. 0,...., o er liegt. Das radiale

Wirkungsintegral hat nach (4) § 21 dann die Form

Y

B, C q/ B,
2 ’ ' A, 270 dr 2 ' ' oy em 27

) re ) / re
22
’_'P
| B ("
T R S e,
) y 2
'm'm
WO
A= —2mW — ¢
L, -me'Z
k* h?
("
41

18t. Alle Integrale lassen sich durch elementare Funktionen
ausdriicken: wir erhalten so J und damit n -- £ als Funktion
von W und L. schliellich also W als Funktion von n und k.

Die SCRRODINGERSche Vorstellung von der geladenen Schale
wollen wir nach vax Urk', dazu benutzen, um die 6-Werte
von Tauchbahnen abzuschidtzen. Man kann zunichst sehen,
daB bei gegebener iduBlerer Ellipse das radiale Wirkungsintegral
um so groBer ist, je groBeren Radius die Kugelschale hat;

N AL Th vax Urk: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 13, S, 2621922,
13*
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Ein auf dieser Grundlage aufgestellter Satz ist das schon oben
erwahnte Bomrsche Korrespondenzprinzip, bei dem die Uber-
gange zwischen stationiren Zustinden hoher Quantenzahl (z. B.
grofes n beim Resonator) mit den entsprechenden klassischen
Prozessen verglichen werden. Die genauere Formulierung dieses
Prinzips kann erst im spiteren Verlauf unserer Uberlegungen
gegeben werden.

Eine andere Anwendung dieses Gedankens kommt in einer
neuen Ableitung der PLANCEKschen Strahlungsformel vor, durch
die EINSTEIN die quantentheoretische Auffassung und insbeson-
dere die Bomrsche Frequenzbedingung wirksam gestiitzt hat.

Dabei wird iiber das strahlende System keine weitere An-
nahme gemacht, als daB es verschiedene stationire Zustinde
konstanter Energie besitzt. Von diesen greifen wir zwei mit
den Energien W, und W, (W, > W,) heraus, sie mégen im
statistischen Gleichgewicht in den Anzahlen N, und N, vor-
kommen. Dann ist nach dem BorrzmaNwschen Prinzip

W,
kT Wi-W,
Ny e *T o kT
N W, ’
L Tkr
€

also unter Benutzung der Frequenzbedingung

hF
N“’—_—e’ﬁ?.
N

1
In der klassischen Theorie setzt sich die Wechselwirkung eines

atomaren Systems mit der Strahlung aus dreierlei Prozessen
zusammen :

1. Wenn das System sich in einem Zustand héherer Energie
befindet, strahlt es spontan Energie aus.

2. Das Strahlungsfeld wirkt je nach Phase und Amplitude
der Wellen, aus denen es sich zusammensetzt, energiezufiihrend

oder -abfiihrend auf das System ein. Wir nennen diese Prozesse

a) positive Einstrahlung, wenn das System Energie absor-
biert,

b) negative Einstrahlung, wenn es Energie abgibt.

In den beiden letzten Fillen ist der Beitrag der Prozesse zur .
Energieéinderung der Energiedichte der Strahlung proportional.

In Analogie hiermit nehmen wir auch fm; die quantenhafte
Wechselwirkung zwischen atomarem System und Strahlung die
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Die mehrfachen Termsysteme rihren vermutlich daher, da@l der
Rumpf in verschiedenen Zustinden auftreten. vor allem ver-
schiedene Werte des Drehimpulses haben kann: endlich liefert
die Annahme von Quantenspriingen der Rumpfelektronen die
Moglichkeit, Abweichungen von der k-Auswahlregel zu erkléiren,

$ 25. Abschiitzung der Energiewerte iullerer Bahnen
bei nicht wasserstoffihnlichen Spektren.

Wir fanden, dall die Bahn des Leuchtelektrons fiir grofle k
nahezu wasserstoffihnlich 1st, da sle in einem angenihert
(‘ovroMBschen Kraftfeld verliuft. Fur kleineres k nahert sich
die Balin dem Gebiet der Rumpfelektronen. Solange sie in
dieses nicht eindringt, wird es in erster grober Naherung erlaubt
sein, fur einc Termberechnung die potentielle Energie des
Zentralkraftfeldes nach fallenden Potenzen des Radius zu ent-
wickeln!). Wir schreiben

s e* 7 a\ , [a\? kl
(1) l/(r/)-—(l‘{‘«‘l(.j—c-: >+)

r Y/ r

;
/

wo a eine Linge bedeutet, die man bequem gleich ay setzt,
Dann lautet das radiale Wirkungsintegral nach (4) § 21:

J’:gD /—A—}— 25——-C:+ 1i-+---(lr,
7 r r
WO
A-—=—2mW,
B—=me*Z,
(' = i:“’ —2me*Zage,,
D = L 2771,6‘3Za1‘§,c‘3

. . .. . a :
gesetzt ist. Wir nehmen nun zunichst das in — quadratische
,

Glied als klein gegen das lineare Glied an und berechnen als

erste Naherung den EinfluB des Zusatzgliedes c, 2 in der

’
potentiellen Energie auf den Termwert. Diese Rechnung 1aft

1) Siehe A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl., S.721.
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Die Bahnkurve ist wie bei jeder periodischen Zentralbewegung
eine Roselte. Ks 1st hier leicht, ihre Gleichung anzugeben. Dazu
fithren wir wieder die Koordinaten r, v in der Bahnebene ein.
Nach 1121 § 21 erhalten wir dann als Differentialgleichung

der Bahn:
J )
d 27
iy 5" i . 2uetZ J,: o, 1
20l — | = 2uetZ C,ay | —
: r 4 - Jore
oder
o i 1 } O
i) T )
* or A Y ] :
T/ 2B
4077
r r-

Die Gleichung hat fast dieselbe Form wie bei der KerLEr-
Bewegung; A4 und B haben dieselbe Bedeutung wie dort:

A=2u(—W). B=pue*Z;

(' 1st etwas verandert:

. 0 ].32 ‘_ ) ,]2'3 W27
= - Z‘.U, 6‘Z(ZH Ci=" o T o 61’
4 n* 47 27

und » hat die Bedeutung
. YA
(\\ ol }} == —ll'/ 1 - .._..'_];-;__ (‘1 .

Die Integration der Gleichung (4) geschieht genau wie bei der
KEePLER-Bewegung, und wir erhalten (vgl. § 22)

C

yo—_ o L
B+ B>~ ACcosy(y — )

Wenn wir auch hier die Abkiirzungen [vgl. (6) § 22]

¢
B0
AC )
—_ _B‘z_ —— E~
einfihren, so wird
4

( > d L-—ecosy(y — 1/’0)






index-154_1.png
$ 25. Abschitzung der Energiewerte duBerer Bahnen. 179

sich streng fiir jede Grofle von ¢, ausfuhren. Das Phasen-
integral hat dieselbe Form wie in § 22 und wir erhalten durch
komplexe Integration [vgl. (5) Anhang 1I]:

J}‘:(n—k)h--_Qn(-— PO - ]i
| A
und daraus

47 B‘
[(n — k) /z - Zn‘l-'C']g .

Ersetzen wir B und € durch ihre Werte und fihren nach
(21§ 23 die RypBERG-Konstante R ein, so erhalten wir

A= 2mW —

RhZ?
2) W — — "o
2 (n ;- 6)*°
worin
.8 27
h:—hTVW _7$e¢mc:_kﬁwk“a/

ist [unter Benutzung von (R) § 23]. Ist die Abweichung vom
CouvrLomMB-Feld nur gering, so kénnen wir dafiir

3) PR
VT k

schreiben. Der Einflul} des beriicksichtigten Zusatzgliedes in der
potenticllen Energie auf den Termwert liBt sich also folgender-
mallen ausdriicken: Schreibt man die Energie in der Form

— —++ > S0 weicht die ,effektive Quantenzahl“ n* von der

ganzen Zahl n, der sie beim Wasserstoff gleich ist, um einen
kleinen Betrag ¢ ab. Die Abweichung hingt von n nicht ab,
und ihr Betrag wird um so kleiner, je grofer k ist. Die Ab-
weichung vom CouromB-Feld, die die Rumpfelektronen be-
“wirken, wird im wesentlichen in einer rascheren Anderung des
Potentials mit r bestehen, da mit abnehmendem r die anziehende
Wirkung des hochgeladenen Kernes immer weniger durch die
Rumpfelektronen geschwicht wird. Vorausgesetzt, daBl das erste
Glied der Entwicklung maBgebend ist, bedeutet dies, daB in
unserer Entwick]ung (1) ¢, positiv ist. Dann ist § negativ,
go daBl die GroBe n*, die eﬁ’ektwe Quantenzahl, kleiner als n
zu erwarten 1ist.

12*
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Wir wollen dioc Berechnung jedoch nicht in dieser Weise
austuhren, sondern den Kinflull der Zusatzglieder in der poten-
tiellen Energie mit Hilfe der Theorie der sdkularen Stérungen
(¥ 18) noch einmal berechnen. Das Ergebnis wird nur insofern

weniger allgemein sein, als wir auch ¢, als klein voraussetzen
miissen. Wir schreiben

H=H, -+ H

0O 1°
wo H, die HasmrrLroxsche Funktion der KepLER-Bewegung,
mithin

] RhZ?
]‘[‘) oo [/140 - — . . 3
n=
1<t und wo wir
2z () Ao\ ]
N O BT g e
roo T - r/ J

als Storungsfunktion ansehen. Das ungestorte Problem ist
doppelt entartet. Die Storung macht es zu einem einfach ent-
arteten; die sikulare Bewegung der jetzt nicht mehr entarteten
Winkelvariabeln und den Einflull der Stérung auf die Energie
erhalten wir durch Mittelung von H, iiber die ungestorte Be-
wegung. Wir bekommen so

W, = —eZ [cl Ay ---Tl._) - C,a ;71 - ¢, aj, lrl* + ¢, a-fz—:ﬁ— —— . ]
Die Mittelwerte sind nach (19) § 22:

11 A

r Tl T ik

t 1 Z

BB gk

T I

r! Y LR 2 ayn®k? -

Ce(e0) (e B)p

I
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Die Bahngleichung unterscheidet sich von der Gleichung
einer Ellipse mit dem Parameter ¢ und der Exzentrizitit e
durch den Faktor y. Wilrend r eine Libration ausfiihrt, wichst

2
. X 2a . N .
die wahre Anomalic ¢ um . Die Bahnkurve nihert sich um

7
so mehr einer Ellipse, je kleiner der Koeffizient ¢, des Zusatz-
gliedes im Potential ist, und geht fir ¢, = ¢ in eine Ellipse
iber. Iir kleine ¢, konnen wir die Bahnkurve auffassen
als eine Kllipso, deren Perihel sich langsam mit der Winkel-
geschwindigkeit
Lo \ oz
(:)1< ) M, 777—( R (PN
k-

herumdreht; dabei ist o, dle mittlere Bewegung des Punktes
auf der Ellipse.

Wir beriicksichtigen jetzt das Glied ¢, <fa—>d in (1), aber nur

A\r

fir den Fall, dal es von geringem EinfluB ist. Durch kom-

plexe Integration [vgl. (10) Anhang II] erhalten wir dann:

J, = (n—kih--2 ( 1O - Bm;f BD )
A 200 C/,
und daraus
; “‘ZB‘I
A= 2mW— A It
(n—kjh -~27|C-n~:r
cyc
und
RIhZ* RhZ?
2 W — . S P
? T T e
worin diesmal
. - A
(7) dm=—k + Vk* — 2Ze, e
be* — 2Z¢,
o Zc, Zrc?  Z'c, |
TR Taw T om C
ist.

3
Die Beriicksichtigung des nun folgenden Gliedes Cq <a>
r

lieBe sich in #dhnlicher Weise ausfithren und wiirde eine Ab-
hiingigkeit der Gréfle ¢ von n ergeben in der Form
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RyvBErc?!) hat diese Form (mit von # unabhidngigem i zuerst
angegeben und an den Messungen zahlreicher Spektren weit-
gehend bestitigt. Wir wollen daher die Grofle o als RYDBERG-
Korrcktion bezeichnen. Die noch vorhandenen Abweichungen hat
dann Rirz?) dargestellt, indem er fiir den Unterschied der
(ir6Be n* von der ganzen Zahl eine Reihenentwicklung

1
{12’ (5 i (31 + (s*) ---‘) —%—- N
- /'L_

schrieb. Rirrz benutzt auch die implizite Form
. R Z?

(13) Yy — - R - -

\ (-0, + O, »)’

§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel.

Die RynsrrG-RiTzsche Formel hat sich empirisch nicht nur
fiir die Terme duBlerer Bahnen bewiihrt, sondern auch fiir solche,
die in den Rumpf eindringen und die wir ,, Tauchbahnen nennen
wollen. In der Tat 1Bt sie sich fiir sehr allgemeine Fille theo-
retisch herleiten.

Wir zeigen zuniichst, dal} bei einem beliebigen Zentralfeld
die Formel

1) Y —

\ /

R Z*

n -0, - 0,»)?

einer verniinftigen Reihenentwicklung entspricht?).
Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und dem
Term wird durch die Gleichung [vgl. (4) § 21]

, | ' B2 ]2
(n — k) h = é V ambr O] - LR
T

wiedergegeben. Wir vergleichen dies mit dem Ausdruck

') J. R. RynpBrre, K. Svenska Akad. Handl. Bd. »S. 1889 : eine

der RyDBERGschen Formel gleichwertige Entwicklung nach A haben

n?
unabhbingig davon H. Kayser und C. Ru~NGE angegeben (Berlin. Akad.
1889 bis 1592).
®) W. Rirz: Ann.d. Physik Bd. 12, S.264. 1903; Physikal. Zeitschr.
9, 8. 521. 1908; s. auch Ges. Werke, Paris 1911.

Bd.
) G. WENTZEL: Zeitschr. f. Physik Bd. 19, S. 53. 1923.
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Unter Einfuhrung der RYDBERG-Konstanten

R — e
2agh
wird also
73 ¢ k3
) r; 7o . 3 T o c;
8 o RhZ- - 27Zc, 272%¢c, n
) o n= Y n k3 nkd
k.’
LN
o ne !
nk’ B

Schreiben wir W in der Form
R
(9) e

so wird, wenn wir Produkte der c, vernachlissigen:

, Zc VAR: [ 3 1 )
° L . 2 3 :
(10) 2" =n — 0 =mn T - s Z7 ¢, \ 5T 57 )

oder
E 3 ' a_ﬂ '
(11 nt =N -0, oy T
wO
Ze, — Zc, 3Z%c, 5Z'c,
), = — - e —— — R S ) ,
1 IIL }Li Qk;) 2k
3
N VAR _3 Z*c{ N
2 Zk:i 2](") I
ist.

Diese theoretischen Formeln wollen wir jetzt mit der Kr-
fahrung vergleichen. Die aus den Beobachtungen entnommenen
Terme nicht wasserstoffihnlicher Spektren lassen sich in der

Tat in der Form
RZ?>

(n =+ O)

schreiben, wo o im allgemeinen sehr wenig von n abhingt.
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der bei gleichem » zu einem Covromsschen Kraftfeld gehort.
Fir diesen ist natiirlich »* keine ganze Zahl, sondern hat den

durch
RZ>
Yy — .
n**
definierten Wert. Die Differenz der beiden Integrale ist eine
Funktion von » und k& allein. Denken wir uns sie nach » ent-

wickelt und gleich
— hloy (k)4 o, (kyy - ]

gesetzt, so erhalten wir

und
R Z*

D4

s Y |
(n = ()1 _T()._)’V T )

Da fir gi6Bere Werte von n der Term » rasch gogen 0
geht, konnen wir aus dicser Uberlegung schlieBen, daB die
Korrektion ¢, +(§, v mit wachsendem n rasch gegen einen
festen Grenzwert konvergiert.

Viel tiefer dringt folgende, von Bour?'| stammende Schluf3-
weise zur Begriindung der RynBErG-Ritzschen Formel.

Der eigentliche Sinn der Einfithrung des Zentralfeldes war
der, dall durch ein einfaches mechanisches Modell die in Wirk-

' lichkeit sicherlich unmechanische, quantenhafte Wechselwirkung

zwischen Rumpf und Leuchtelektron beschrieben werden sollte,
bei der kein Austausch von Energie zwischen Rumpf und Elek-
tron stattfindet. Nun geniigt dicse Annahme von der Konstanz
der Enerqie des Leuchtelektrons allein, um ohne besondere An-
nahmen tber das Krafifeld zu der Serienformel zu gelangen;
diese Ableitung gilt also nicht nur fiir beliebige Atome, sondern
sogar fir Molekeln. Zwar senden diese nicht Linien- sondern
Bandenspektren aus; doch werden auch diese in der Hauptsache
durch Spriinge eines Leuchtelektrons erzeugt, denen sich die

") Wir verdanken die Kenntnis dieser Uberlegungen einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn N. Bougr.
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fallen, und zwar in dem Sinne, daf die Ausstrablung im
Prinzip durchaus monochromatisch mit der durch die Frequenz-
bedingung (1) angegebenen Schwingungszahl erfolgt, dall aber
die Ubereinstimmung zwischen Lichtfrequenz und Schwingungs-
zahl des Resonators (d. h. n, — n, = 1) durch ein Zusatzgesetz
erreicht wird, das die Haufigkeit der Uberginge zwischen den
Zustinden regelt und Korrespondenzprinzip genannt wird.

Ein grundlegender Unterschied zwischen der Quantentheorie
und der klassischen Theorie besteht darin, daB wir bei dem
heutigen Stand unserer Kenntnisse von den Elementarprozessen
dem einzelnen ,Quantensprung“ keine ,Ursache“ zuschreiben
kénnen. In der klassischen Theorie verliuft der Ubergang von
einem Zustand zu einem andern zwangsliufig (kausal) nach den
Differentialgleichungen der Mechanik oder Elektrodynamik.
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen haben dort nur Platz, soweit
es sich um Bestimmung von Anfangszustinden bel Systemen
von sehr vielen Freiheitsgraden (z. B. Verteilungsgesetze in der
kinetischen Gastheorie) handelt. In der Quantentheorie werden die
Differentialgleichungen fiir die Uberginge zwischen den statio-
niren Zustinden aufgegeben, und daher miissen hier besondere
Regeln gesucht werden. Diese Ubergéinge haben Ahnlichkeit
mit den Prozessen beim radioaktiven Zerfall. Die radioaktiven
Umwandlungsakte geschehen néamlich nach allen Erfahrungen
spontan und unbeeinfluBbar und gehorchen nur statistischen
Gesetzen. Wann ein radioaktives Atom zerfiallt, 148t sich nicht
angeben, wohl aber, welcher Prozentsatz unter einer groBen Menge
in gegebener Zeit zerfillt; oder was dasselbe ist, man kann fur
jeden radioaktiven Ubergang eifle Wahrscheinlichkeit angeben
'die man a priori nennt, weil sie beim heutigen Stand der
Kenntnisse auf nichts weiter zuriickfithrbar ist). Diesen Begriff
iibertragen wir auf die Zustinde eines atomaren Systems. Wir
schreiben jedem Ubergang zwischen zwei stationdren Zusiinden evne
Apriori-Wahrscheinlichkeit zu.

Die theoretische Bestimmung dieser Apriori-Wahrscheinlich-
keiten ist eine der tiefsten Aufgaben der Quantentheorie. Der
einzige Weg, der sich bisher dafiir darbietet, ist die Betrachtung
solcher Vorginge, bei denen die beim Elementarakt umgesetzte
Energie klein ist gegen die gesamte Energie, bei denen daher
die Quantengesetze in die klassischen Gesetze iibergehen miissen.
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Quantenubergiange der Rotationen und Kernschwingungen iiber-
lagern.

IFerner ist diese Ablecitung ganz unabhingig davon, ob ein
Impulsaustausch zwischen Rumpf und Elektron stattfindet oder
nicht, d. h. ob eine azimutale Quantenzahl k¥ in Analogie zur
Zentralbewegung definiert werden kann oder nicht.

Die einzige Annahme, die wir machen, ist die, dafl der
Rumpf ider bei einem Atom einen Keorn, bei einer Molekel
deren mehrere enthilt) klein ist gegen die Dimensionen der
Bahn des Leuchtelektrons. Dann wird das Feld im grofBten
Teil der Bahn auBerhalb des Rumpfes einem CourLomBschen
Felde ~ehr édhnlich sein; der Aphelabstand vom Mittelpunkt des
Rumpfes wird nur durch die potentielle Energie im Aphel be-
stimmt. ist also fiir alle Schlingen der Bahn gleich, unabhingig
davon. ob diese Schlingen einander &hnlich sind (wie beim
Zentralfeld) oder nicht. Demnach kann man eine effektive
Quantenzahl »n* so definieren. dall der im CovromBschen Feld
gilltige Zusammenhang zwischen n»™ und Aphelabstand bzw.
Knergie besteht:

] Rh Z>
(2 W= — TR
Wir nehmen wegen der Periodizitit der Klektronenbewegung
an, dal} fir sie eine Hauptquantenzahl n existiert; dann ist
W eine Funktion von J = hn, und es gilt fir die Frequenz

der Bewegung von Aphel zu Aphel

oW 1 W
3 . c W s

0J h en

Die Annahme, dafl der Rumpf klein ist, hat nun zur Folge,

daBl der Teil der Bahn, der im Rumpfe verlauft, in sehr kurzer

Zeit durchlaufen wird, verglichen mit der Laufzeit der dulleren

Bahnschlinge. Es wird daher die Frequenz der KErsatzellipse
. 1 W 2RZ*

P o= = .
h on ne

nahezu mit der Frequenz v ibereinstimmen. Der Unterschied

- ) 1 1
der Umlaufszeiten — der wahren Bahn und
P Y

ellipse wird nahezu unabhingig von der dufleren Bahnschlinge,
also von n»* sein; wir setzen ihn gleich b, so dall

der FKrsatz-

*
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sei hier die graphische Darstellung der Terme aus der Arbeit von

3oHR und C‘osTER ') wiedergegeben tAbb. 16, Wi finden darin
den K- und einen L-Term (n — 1.7n = 2jschon bei den lcichtesten
lementen: ein M-Term in = 3) erscheint etwa bei der Atom-
nummer 21, ein N-Term (n - 4) etwa bel 39 und ein O-Term
n =) etwa bei 51. Was die Zahl der Terme jeder Haupt-
quantonzahl anlangt, so schen wir zwar die erwihnte Aufspal-
tung in 3.5 und 7 Terme; aber sie geschieht nicht gleichmilig,
sondern zunichst finden wir zweil L-. drei J/- und vier N-Terme,
von denen alle auller jedesmal dem ersten wieder in zwel Terme
aufspalten. Sehen wir von dieser letzteren. erst bel hoherer Atom-
nummer eintretenden Aufspaltung ab, so haben wir genau so viel
Terme, als die Nebenquantenzahl Werte annehimen kann. Die
Regel. nach der die Terme kombinieren, entspricht auch genau
der Auswahlregel fir £ 1k - 4 11,

Exs sei noch auf die Abweichungen von dem linearen Verlauf
der Wurzeln aus den Termwerten hingewiesen. Sie werden an
der von Bour und CosTER angegebenen Abbildung deutlich
(Abb. 16).  Die allgemeine Krummung der Kurven (inshesondere
des K-Terms) fuhrt SoMMERFELD! auf die .. Relativitatskorrek-
tion* (§ 33. S. 236) zuriick. Die kleinen Knicke, z. B. bei
Z = 56 und Z -= 74 hingen nach Bour und (‘osTER mit dem
Ausbau innercr Klektronengruppen zusammen, worauf wir auch
noch kurz zuriickkommen werden & 32, S. 226).

§ 30. Atombau und chemische Eigenschaften,

Das Endziel einer Theorie des Atombaues miifite xein, das ganze
periodische System der Elemente aus Atommodellen zu konstruie-
ren. BoHR hat bhereits in seinen ersten Arbeiten dahingehende Ver-
suche gemacht. Krbeniitzte dabei ,,Ringmodelle=. bet denen die ein-
zelnen Elektronen in den Ecken konzentrischer, reguliver Polvgone
(den ,,Ringen~)liegen. Auf die Durchrechnung soleher Ringsysteme
ist von BoHr®*), SOMMERFELD '), DEBYE”, KROO"), SMEKAL") u. a,

Y N. Bour und D. Cosrer: Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, 8,342, 1923,

2) A, Sommrerrenp: Ann, d. Physik.  Bd. 51, S. 125, 191+,

3 N. Borr: Phil. Mag. Bd. 26. S. 476, 1912,

Y A. SoMMERFELD: Physikal. Zeitschr. Bd. 19. S, 247, 191¥,

") P. DEsYE: Ebd. Bd. 128 8. 276, 1917,

%y J. Kroo: Ebd. Bd. 19, S. 307. 191&.

Y A, Smexan: Zeitschr. f. Physik. Bd. 5, S. 91. 1921,





index-180_1.png
§ 29. Die Rontgenspektren. 205






index-183_1.png
20K 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

stabile Konfigurationen sein, dic infolge der hohen Symmetrie
nur von geringen Kraftfeldern umgeben sind und wegen der
hohen Stabilitit weder leicht Elektronen abgeben noch auf-
nehmen. Die den KEdelgasen vorangehenden Atome sind die
Halogene (¥, Cl, Br, J), die leicht als einwertige negative Ionen
auftreten: dies kommt nach KosstL daher, dall ihrem Elek-
tronensystem ein Elektron zur symmetrischen, stabilen Edel-
gaskonfiguration fehlt und es daher bestrebt ist, das fehlende
lllektron unter Energieabgabe (Elektronenaffinitit) an sich zu
reiBen. Umgekehrt treten die auf das Edelgas folgenden Atome,
die Alkalien (Li, Na, K, Rb, Cs) stets als einwertige positive
l[onen auf, geben also leicht ein Elektron ab; man wird daher
anzunehmen haben, dall bei ihnen ein leicht abtrennbares Elek-
tron aullerhalb eines stabilen Rumpfes von FEdelgascharakter
umlauft. In entsprechender Weise lalt sich die positive oder
negative Elektrovalenz der iibrigen Atome deuten: die erstere
beruht auf der Existenz leicht abtrennbarer Elektronen, nach
deren Entfernung ein edelgasartiger Rumpf {brigbleibt, die
letztere beruht auf dem Bestreben ,,unvollstindiger* Klektronen-
gebilde, durch Einfangen von Elektronen zur Kdelgaskonfigura-
tion sich zu erginzen.

(teht man nun an Hand dieses Prinzips das periodische
System durch, so gelangt man zu der Vorstellung vom Schalen-
haw der Atome (s. auch § 29, S.202). Die erste Periode, be-
stehend aus den Elementen H und He, stellt die Ausbildung
der innersten Schale dar. Das System von zwel Klektronen
des Edelgases He mul} also eine sehr stabile Anordnung sein,

Die zweite Periode beginnt mit Li. Dieses Element wird
einen Rumpf vom C(harakter des He-Atoms haben, an den
aullen ein drittes Elektron locker gebunden ist. Beim nichsten
Element Be tritt ein weiteres auBeres Elektron hinzu usf., bis
beim zehnten Element Ne die zweite Schale zu einer stabilen
Edelgaskonfiguration von 8 Elektronen geworden ist. Damit
ist die zweite Schale vollstindig.

Das erste Element der dritten Periode, Na, hat wieder das
locker gebundene duBlere Elektron, das den Anfang der dritten
Schale darstellt; diese schlieBt mit dem Edelgas A ab, und
da dieses die Atomnummer 18 hat, so besteht die vollstindige
dritte Schale wieder aus 8 Elektronen.
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viel Arbeit verwendet worden, besonders im Hinblick auf die Er-
klirung der Rontgenspektren: doch waren die Ergebnisse durchaus
unzureichend. Die wichtigste mechanische Erkenntnis, die dabei
heranssprang, war die Bemerkung von SOMMERFELD, dal} ein solches
Elektronenpolygon nicht blofl um den Kern rotieren, sondern cine
Bewegung ausfiithren kann, bei der die Elektronen in kongruenten
KeprLER-Ellipsen laufen (Ellipsenverein). SoMMERFELD hat auch
die gegenseitigen Storungen solcher Ringe behandelt, sowoh! fiir
den Fall, dall sie komplanar «ind, als auch fur den Fall. daB
sie In verschicdenen Ebenen licgen. Modelle dieser Art haben
zwar einc ., Raumerfiillung™, wic die wirklichen Atome, zeigen
aber nicht deren Symmetrieverhiiltnisse, die sich sowohl che-
misch (Kohlenstotf-Tetraeder) als auch kristallographisch dullern.
Daher hat LaxD:') versucht. Modelle mit ridumlichen Symme-
trieelementen anzugeben. die mit SoMMERFELDs Ellipsenverein
das gemein haben, dall die Elektronen kongruente Bahnen in
exakten Phasenbezichungen durchlaufen (z. B. gleichzoitiger
Durchgang durch das Perihel). Aber auch diese Modelle ver-
sagten stets bel quantitativen Untersuchungen.

Bour erkannte, dall auf dem Wege der Modcllkonstruktion
und der rein theoretischen Betrachtung das Ziel der Erklirung
des gesetzmiilligen Aufbaus der Atome (periodisches System der
Elemente) schwerlich erreichbar sein wiirde und wandte sich einem
Verfahren zu, bei dem in halb theoretischer, halb empirischer
Weise, unter Heranziehung aller von der Chemie und der Physik
gelieferten Hinweilse, besonders aber unter ausgiebiger Verwendung
der Serienspektren ein Bild des Atombaus entworfen wird.

Die Ergebmisse der Chemie, die fir eine solche Untersuchung
in Betracht kommen, hat KossgL”) auf eine iibersichtliche Form
gebracht. Kr geht davon aus. dall die Perioden des Systems
der Elemente jeweils nach einem Edelgas beginnen, dessen
Atome dadurch ausgezeichnet sind, daf} sie keinerlei Verbin-
dungen eingehen und dullerst schwer ionisierbar sind. Die
Atome der LKdclgase werden also besonders symmetrische und

Y A. Laxpg: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 21, 8. 2. 644,
653. 1919; Zeitschr. f. Physik. Bd. 2, S. 83, 320. 1920,

) W. KosseL: Ann. d. Physik Bd. 49, S. 229. 1916; <« auch
G.N. Lewis: Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1919 und J. Laxe-
MUIR: Ebd. Bd. 41, S. Q6R. 1919.
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einem Aufbau aus Li' mit 2 Elektronen und F = mit 10 Elek-
tronen '),

Aus dem kubischen Charakter der Kristalle wird man auf
die kubische Symmetric der Bausteine, der edelgasartigen
lonen, schlieBen. Weitere Anhaltspunkte fiir die kubische
Svmmetrie erhilt man, wenn man versucht, die AbstoBung
zwischen den Ionen des Gitters auf elektrische Krifte zuriick-
zufithren und die Anordnung der Ladungen so anzunehmen, dal}
man mit den gemessenen Kompressibilititen im Einklang ist?).

Man kann also mit einiger Sicherheit die kubische Symmetrie
der Kdelgaskonfiguration behaupten. Die Chemie liefert dazu
das Resultat, daB das Atom des Kohlenstoffs C die Symmetrie
eines Tetraeders hat.

Symmetrie- Ervgenschaften bestimmter Elektronengruppen spielen
bei dem Borrschen Aufbau des periodischen Systems eine grofe
Rolle: es wird néimlich angenommen, daf3 mehrere Elektronen-
bahnen gleicher Art (gleiche Quantenzahlen, gleiche Bahnform,
gleiche Energie) immer nur in einer Anzahl auftreten konnen,
die kleiner, hochstens gleich der Zahl ist, bei der die Konfigu-
ration ein solches Gebilde von hoher Symmetrie ( wie Tetraeder,
Wiirfel usw.) ist. Eine theoretische Ableitung dieses Symmetrie-
prinzips aus mechanischen und quantentheoretischen Grund-
sdatzon ist allerdings zur Zeit nicht moglich.

Der Weg, auf dem BoHR zum schrittweisen Aufbau der
Atome in der Reihenfolge ihrer Ordnungszahl gelangt, ist der
folgende.

Er betrachtet die Einfangung des am lockersten gebundenen
Elektrons durch den Atomrest. Dieser Prozel3 vollzieht sich
auf den stationdren Bahnen, von denen das Bogenspektrum des
Elements Kunde gibt. Wihrend dieses Prozesses zerfillt das
Atom in einen Rumpf und ein Leuchtelektron. Der Rumpf hat
die gleiche Elektronenzahl und eine um 1 hoéhere Kernladung
als das vorhergehende Atom. Die erste Frage ist nun, ob die
Elektronen im Rumpf dieselbe Anordnung haben, wie im vor-
hergehenden neutralen Atom; dariiber gibt in manchen Féllen

) Eine ahnliche Untersuchung iiber Periklas MgO haben W. GERLACH
und O. Pavir (Zeitschr. f. Physik. Bd. 7, S. 116. 1921) ausgefiihrt.

7y M. Borx: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 20, S.230. 1918;
E. MADELUNG: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 524. 1918.
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In dhnlicher Weise geht es weiter: nur werden dic Perioden
jetzt linger isic enthalten erst 18. nachher 32 Elemente). Da-
zwischen treten die Elemente Cu, Ag, Au auf, die cine gewlsse
Analogic zu den Alkalien haben; sie werden also ebenfalls durch
ein leicht abtrennbares Elektron und einen relativ stabilen
Rumpf gekennzeichnet scin.

Kosser hat durch diese qualitativen Uberlegungen einen
groen Teil der anorganischen Chemic physikalisch verstindlich
machen konnen: besonders erfolgreich war diese Theorie auf
dem Gebiete der sogenannten Komplexverbindungen. d. h. solcher
Verbindungen. bei denen Molekeln durch Aneinandorlagerung
von Atomkomplexen entstehen, die vom Standpunkte der ein-
fachen Valenztheorie vollstdndig gesiittigt sind.

Laxeymvir und LEwrs') haben (unabhiingig von KossgeL) die
Theorie durch die anschauliche Vorstellung belebt, dall die
stabile Kontiguration von 8 Elcktronen, die wir beim Ne, A
und den lIonen der benachbarten Elcmente antrafen. cin Wiirfel
ist [Oktett-Theoric), in dessen kEcken diese 8 LElektronen in
Gleichgewichtslagen sitzen. Es handelt sich also bei diesen
amerikanischen Forschern um statische Modelle, die in den
Rahmen unserer Atommechanik nicht hineinpassen und die
daher hier nicht weciter betrachtet werden sollen.

Man kann aus physikalischen Uberlegungen Griinde dafiir
angeben. dali die aus 8 Klektronen bestehende Edelgaskonfigu-
ration ungefihr die Symmetrie eines Wiirfels haben mufl. Die
Haloide der Alkalimetalle (vom Typus des Steinsalzes NaCl)
kristallisicren im reguliren System; man mull aber annehmen,
dall die Bausteine dieser Gitter, wie sie von der Rontgenstrahl-
Analyse geliefert werden, nicht die neutralen Atome, sondern
die Ionen (z. B. Na ' und C17) sind. Das folgt einmal aus der
Existenz ultraroter Kigenschwingungen des Gitters, die Stellen
selektiver Absorption und Reflexion bedingen (_R.eststrahlen) ;
sodann konnten DEBYE und ScHERRER?] durch quantitative
Messungen der Rontgendiagramme am LiF zeigen, dafl sich die
Elektronenzahlen der Bausteine verhalten wie 1:5, entsproechend

1 loe. cit. S. 207.
¥ P. DEBYE u. P. SCHERRER: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 474.
1918.

Born. Atommechanik I. 14
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Die Tabelle zeigt. dall bei fast allen Elementen die f- Terme
noch wasserstoffahnlich sind. Die Ryppurc-Korrektionen sind
hier. von denleichten Elementen abgeschen, am kleinsten bei Cu
und Ag: sio sind am groften bei den Erdalkalien und steigen
da in der Reihenfolge der Atomnummern an. Die d-Terme
sind nur bei den leichtesten Elementen (bis Na) wasserstoft-
ahnlich: bei den Alkalien ist die RypsErG-Korrektion noch
relativ gering und steigt deutlich mit der Atomnummer; bei
den Erdalkalien ist sie wesentlich gréBer. Weiter hat es den
Anschein. als lige die Korrektion bei (r, (‘'uw und Ag wieder
nahe bei 0 (nicht bei einer anderen ganzen Zahl). Die p- und
~- Terme endlich weichen stark von den Werten beim Wasser-
stoft ab.  Ks sieht also so aus, als verliefen die f-Bahnen
noch im allgemeinen auflerhalb des Rumpfes, als tauchten die
- Bahnen bei vielen Elcmenten ein, bei anderen noch nicht,
und als seien die p- und s-Bahnen, auBler bei den leichtesten
Elementen, stets Tauchbahnen.

Um diese Auffassung zu stiitzen, betrachten wir die Radien
der Atomrumpfe. Die Gréle der Riimpfe bei den Erdalkalien
oder. was dasselbe ist, die GroBe der Erdalkali-Tonen, kdénnen
wir aus dem IFunkenspektrum entnehmen. Diese lonen haben
namlich nur ein dulleres Elektron. das Aphel ceiner Bahn liegt
in cinem Gebiet, wo das Kraftfeld des Atoms angeniihert
CouvromBschen Charakter hat. und der Aphelabstand hingt in
gleicher Weise von der Energie und damit von »* ab wie beim
Wasserstofi:

a 1 b k2

(1 ) = *‘-’(1 R i et

Y ( | (‘) Z " | l/ n* .'))
Da die erste s-Bahn die Grundbahn der Erdalkali-Tonen ist,
entnehmen wir aus den Funkenspektren der Erdalkalien die
n*-Werte des ersten s-Terms und sehen den daraus berechneten
Aphelabstand als Rumpfradius fiir das Erdalkali an. In gleicher

Dreifachtermsystem; bei He bezieht sich die erste Zeile auf das System
der Einfachterme, die zweite auf das der Dubletterme. Von O ab sind
in der Spalte der RypBrRG-Korrektionen nur die Dezimalstellen von — ¢
angegeben. Dort wo die bekannten Terme keine Extrapolation auf
n = » erlauben, ist die RypBERG-Korrektion des letzten bekannten in
Klammmern angegeben.
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das Funkenspektrum Auskunft. Die zweite Frage ist die. in
welcher Endbahn das neu eingefangene Elektron liuft: ent-
weder ordnet es sich den im Rumpf vorhandenen iuBersten
Elektronen gleichwertig ein, oder es liuft auf einer im Rumpf
noch nicht vorkommenden Bahn. Im ersten Fall fiillt es eine
schon vorhandene Schale weiter auf, im letzteren Fall beginnt
es eine neue Schale. Zur Entscheidung dieser Fragen mull man
die Quantenzahlen der Bahnen im Atom kennen.

Den diesem Verfahren zugrunde liegenden Gedanken nennt
Borr das Aufbauprinzip.

§ 3. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme.

Unsere nichste Aufgabe wird die genauere Festlegung der
Besetzungszahlen der einzelnen Elektronenbahnen und der Werte
von n und k auf ihnen sein. Es bieten sich zur Losung zwei
Wege, die Untersuchung der optischen Spektren und die der
Rontgenspektren.

Geht man die Reihe der Elemente durch und betrachtet
man jedesmal das Schema der Spektralterme, so sieht man
zundchst die groBe Ahnlichkeit der Spektren homologer Elemente.
Jedes Alkalispektrum zeigt dieselben Ziige, ebenso jedes Spek-
trum eines Erdalkali. Wir deuten dies durch die jeweils gleiche
Zahl der dufleren Elektronen (vgl. Kosser, § 30).

Wir wollen jetzt die Termwerte selbst heranziehen. Dazu
denken wir sie uns in der Form

geschrieben. Das Spektrum eines Elements kann dann durch
das System der n*-Werte wiedergegeben werden. Um einen
Uberblick zu geben iiber die Abhéingigkeit des Spektrums von
der Atomnummer, seien hier (S. 213) fiir die bisher geordneten
Spektren die effektiven Quantenzahlen n* des tiefsten Terms jeder
Serie, sowie die Dezimalstellen des absoluten Betrages der
RYDBERG-Korrektion in der Grenze groBer n angegeben ).

') Die Zahlen meist nach PAscHEN-GOTZE (Seriengesetze der Linien-
spektren 1922) berechnet. Bei Dubletts oder Tripletts ist der Mittelwert
von n* angegeben; bei den Erdalkalien stehen in der ersten Zeile die
Werte fiir das Einfachtermsystem, in der zweiten Zeile die fiir das

14*
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Weise konnen wir auf die Rimpfe der erdalkaliliihnlichen
Elemente Zn und Cd schliefen. da wir auch von ihren Ionen
annchmen miussen, dal} sie nur ein iulleres Elektron haben.
Fir die Radien der Alkali-Tonen und der Ionen von Cu und
Ag erhalten wir eine obere Grenze aus ihren Abstinden in
den Kristallgittern ihrer Salze: der Abstand des Na™- und
Cl" -Tons im Steinsalzgitter muf} z. B. groler sein als die Summe
der Iononradien. Durch solche Uberlegungen erhilt man alle
Radien bis auf eine additive Konstante, die man niherungs-
welse 5o bestimmen kann. dafl man die der beiden dem A-Atom
ahnlichen [onen K° und (1 einander gleich setzt. Eine
zweite obere Grenze der Alkali-Ionenradien bilden die aus gas-
kinetischen Betrachtungen bekannten Radien der Atome der
vorausgehenden Edelgase: die Alkali-Tonen miissen wir als
dhnlich gebaut ansehen wie die Edelgase, ihre Ausmalfle miissen
aber der hoheren Kernladung wegen etwas kleiner sein.

Die so berechneten Ionenradien stellen wir in der folgenden
Tabelle zusammen. Sie sind in Einheiten des Wasserstoffradius
ag angegeben ).

Die Tabelle zeigt das Anwachsen der Rumpfradien homologer
Elemente mit der Atomnummer sowie die Tatsache, dafB die
Radien der Erdalkaliriimpfe relativ grofl, die von Cu und Ag
sehr klein sind.

Eine f-Bahn hat in einem streng CovrLomsschen Feld einen
Perihelabstand. der groBer ist als 8 ag (vgl. § 24). Durch die
Abweichungen vom Covroms-Feld in der Umgebung der Atom-
rumpfe wird er herabgedriickt. Wir wollen diese Rechnung
aber nicht durchfithren ?), da wir fiir unsere Zwecke (die Fest-

n* hat man den betr. Term von der Grenze des Systems ab zu zdhlen,
dem er angehort. Der angegebene p-Term ist der tiefste optisch be-
kannte. Durch ElektronenstoBmessungen (G. HERTZ : Zeitschr. f. Physik.
Bd. 1%, 5. 307. 1923) kennt man auch den Term des Grundzustandes,
der sehr wahrscheinlich ein p-Term ist. Fiir ihn ist n* = 0,79.

Y Es gibt noch andere Methoden, die Radien der Alkaliriimpfe zu
bestimmen, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Die Ergebnisse
stimmen zu der hier angegebenen oberen Grenze. Vgl. die Zusammen.
stellung von K. I. HErzFELD: Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik Bd. 19,
S. 259, 1922,

%) Die Rechnungen sind ausgefithrt von F. HuxD: Zeitschr. f. Physik,
Bd.22, S. 405. 1924, Sie ergeben mit den aus anderen Erscheinungsgebieten
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') Das Neonspektrum hat bekanntlich zwei Systeme von Termen,
die nach verschiedenen Grenzwerten konvergieren. Zur Berechnung von
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denn um so lingere Zeit steht das Elektron unter der Ein-
wirkung der vollen Kernladung. Man bekommt also beim
SCHRODINGERschen Modell, wenn man annimmt, dall eine Bahn
iiberhaupt Tauchbahn ist. eine untere Grenze fiir den Betrag
von &, wenn man den Radius der Schale gerade so wihlt, daf}
sie die duBere Ellipse beriihrt. Wollen wir den Wert erhalten,
dem sich & fiir groBe n nihert (die Abhingigkeit von n ist
beim ScurODINGERschen Modell duBerst gering), so konnen wir
.ls Perihelabstand der iuBeren Ellipse nahezu den der Parabel

1

annehmen. bei der s-Bahn also - awn: allpemeln wollen wir

-

7w OH schreiben. Da wir den Radius der Schale ebenso grol
wihlen. wird die gesamte Bahn des Leuchtelektrons mit
groBer Niherung durch die zwel vollstindigen Ellipsen wieder-
gegeben. Fiir das radiale Wirkungsintegral erhalt man

J — Ji@ L g
) r . ? *

Nun ist der spektroskopische Term die Ablosungsarbeit des
suBeren Elektrons und damit gleich der Energie der dufleren Ellipse
R W3 Zt@?
— (_\J,‘(m _{* --quic,
wo J,. das 2 7-fache des fur beide Ellipsen gemeinsamen Dreh-
impulses ist. Vergleichen wir dies mit der Form
R h 7 (@2

Tk

W ..

N

der Energie. so folgt fiir die efiektive Quantenzahl

1, \ 1
* ) JW - J — Jw = J,..\.
n ]) ( ) ; ,/) h ( » ’ i f)
Nun ist aber
J =, nh,
also
J (@ J @) \

wo J' die Summe der Wirkungsintegrale fiir die innere Ellipse ist.
J' hestimmt sich durch die groBe Halbachse a der inneren Ellipse:
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verlaufen, und wenn n® die Hauptquantenzahl der grofiten unter
thnen ist. so gilt

J @
n' - o= |
)
und
(3 d= — (Ve —k) 0< &< 1.

Diese Formel ist wesentlich unabhingig von dem ScHRO-
pixcErschen Modell der geladenen Kugelschale und beruht
nur darauf. dall der Aphelabstand der dufleren Bahn grol} gegen
den Radius des Rumpfes ist und dafl das in den Rumpf ein-
dringende Elektron bald in Gebiete hoher effektiver Kernladungen
kommt. Bour') hat sie vor v.URrk folgendermallen abgeleitet:

Das radiale Wirkungsintegral J = h(n — k) der Bahn setzt
sich aus dem des dulleren Bahnsticks und dem der inneren
Schleife zusammen:

J o= Jw - J o h(n- -k

J v ist nur wenig kleiner als das radiale Wirkungsintegral
hin* — k) der vollen duBeren Ellipse:

J @ —=h(n*—k — &),

und J ‘ unterscheidet sich wenig von dem radialen Wirkungsinte-
gral hin® — k) der groBiten ganz im Rumpf verlaufen den Bahn:

J O = h(n — k- ¢,.

)

Dabeil braucht n® nicht ganzzahlig zu sein, sondern es sei die
durch A dividierte Summe der Wirkungsvariabeln jener grol3ten
mechanisch (nicht quantentheoretisch) moglichen Bahn. Somit
erhalt man

(4) N =n* —n == — (¥ — k — & + &,

und kann das Ergebnis so formulieren:

Die Ry bpBERG-Korrektion ber Tauchbahnen unterscheidet sich
wentg von dem durch h dividierten radialen Wirkungsintegral der
groften ganz im Rumpf verlaufenden Bahn.

Die Frage, mit welcher Genauigkeit sich alle optischen (und
Rontgen-) Terme durch ein geeignet konstruiertes Zentralfeld

1) Borr, N.: Vortrige in Gottingen Juni 1922 (ungedruckt).
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Uf

a hingt wieder mit dem Radius der Schale zusammen:

LN

11 ey = "
a a T 7w H

h= k3
A R ey

1st.  Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen ¢ und «a. so

erhilt man
/'M T k= ) AL
(1 l/ 1 | AT

w0

N Ji (:J'm ,!h‘)-JI
‘](i) _ _
und daraus durch Auflosen nach } und Kinsetzen in (1):
(2
r )
-
Z(a)
(2} A - - — k

Die Gleichung (1) hat auch dann noch angeniherte Giiltig-
keit, wenn die duflere Ellipse nicht gerade die Schale beriihrt.
sofern nur der Schalenradius klein ist gegen die groBe Achse
der dulleren Kllipse (was sicher bei groBer Hauptquantenzahl
eintritt) und wenn Z wesentlich groBer als Z'@ ist. Der Fehler.
den man begeht, wenn man das Wirkungsintegral iiber den
iulleren Teil der Bahn durch das iiber die volle duBere Ellipse
ersetzt, ist dann gering; ebenso der Fehler, den man begeht,
wenn man den inneren Teil durch die volle innere Ellipse er-
setzt; das Aphel der inneren Ellipse liegt nimlich nur wenig
auflerhalb der Schale (wegen der raschen Abnahme der poten-
tiellen Energie im Feld mit der Kernladung Z). Die Summe J
der Wirkungsintegrale der inneren Ellipse hingt eindeutig von
der groflen Achse dieser Ellipse ab und ist daher von = fast
unabhingig,

In der durch KFormel (1 gegebenen Anniitherung ist & von
n nicht abhingig. Diese Anndherung ist um so besser, je
groBer die groBe Achse der #uBeren Ellipse ist; da das bei
wachsendem » sehr rasch eintritt, verstehen wir, daB & mit
wachsendem 7 sehr bald einen konstanten Wert annimmt.

Wenn es Quantenbahnen gibt. die ganz im Schaleninneren
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setz (§ 1) in Strahlung umsetzen; die hichste auftretende Fre-
quenz entspricht dann vollstindigem Verlust der kinetischen
Energie der auftreffenden Elektronen.

Das Limenspektrum ist fiir die strahlende Materie charakte-
ristisch und wird daher , Kigenstrahlung* genannt. Sie soll uns
letzt beschiftigen. Die wichtigste Tatsache iiber sie ist die,
dal} jedes Element die gleiche Anordnung der Limien zeigt und
dall die Linien mit wachsender Atomnummer nach kiirzeren
Wellenlingen wandern. Dieses Liniengpektrum enthiilt mehrere
Liniengruppen: Eine kurzwellige Gruppe (genannt K-Strahlung)
ist schon bei leichten Elementen (etwa vom Na ab) nachge-
wiesen. Wihrend sie bei schwereren Elementen immer kurz-
welliger wird, riickt ihr eine Gruppe lingerer Wellen nach
- L-Strahlung); hinter ihr komm¢t bei noch schwereren Elementen
eine noch langwelligere (M-Strahlung).

Sollen diese Spektrallinien mit den Bewegungen der FElek-
tronen im Atom nach den Gosetzen der Quantentheorie zu-

sammenhingen, so miissen sich die Réntgenfrequenzen nach
der Gleichung

}l ; — l/_.V(l) L 11,7(2)

durch die Energien zweier stationiirer Zustinde der Elektronen-
anordnung ausdriicken lassen. Die hohen Werte von % (rund

1000mal so grol3 als im sichtbaren Spektrum) sprechen dafiir,
dall es sich um Verdnderungen in den Bahnen der inneren

Elektronen handelt. wo wegen der hohen Kernladung bei der
Verlagerung eines Elektrons eine groBe Arbeit zu leisten ist.

Die Tatsache, dafl die Rontgenlinien sich in einfache Serien
ordnen und durch wenige ganze Zahlen kennzeichnen lassen,
st der Grund dafiir, dafl wir analog zur Optik annehmen
dirfen, es handele sich in der Hauptsache um die Bewegung
eines einzigen , Leuchtelektrons*. Obwohl wir gezwungen sind
anzunehmen, dafl sich dieses Elektron im Innern des Atoms
bewegt. werden wir aus denselben Griinden wie bei den sicht-
baren Spektren die Wirkung der iibrigen Elektronen und des
Kerns durch die eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes ersetzen.
Hierdurch bringen wir wiederum die Tatsache zum Ausdruck,
dall kein Energieaustausch zwischen Leuchtelektron und Atom-
rest stattfindet: die Existenz der Quantenzahlen des Leucht-
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einheitlich darstellen lassen. hat E. Fues!) untersucht; er ist beim
Bogenspektrum des Na und den analogen Funkenspektren von
Mg™ und Al"" zu recht giinstigen Ergebnissen gekommen.

$ 29. Die Rontgenspektren.

Die optischen Serienspektra der Elemente sind ein Haupt-
hilfsmittel, um iiber den Aufbau der Atome Auskunft zu er-
halten. Soweit sic sich mit unseren theoretischen Vorstellungen
erfassen lassen, kann man aus ihnen nur auf die Vorginge in
der auBeren Hiille der Atome schlieffen, wihrend die Vorgange
im Rumpfe noch dunkel bleiben. Das wichtigste Mittel zur
Erforschung des Atominneren ist das Studium der Rintgen-
spektren. Auch bei diesen 1Bt sich unsere Theorie der Be-
wegung eines Elektrons im Zentralfeld niherungsweise anwenden.
Man kann niamlich aus den Beobachtungen entnehmen, dal} es
sich auch hier um Quantenspriinge des Atoms handelt, bel
denen ein Elcktron (das dem Leuchtelektron der optischen
Spektren cntspricht) seinen Platz im Inneren des Atoms wechselt,
wihrend das iibrige Atom genidhert ein zentralsymmetrisches
Gebilde bleibt.

Ehe wir diese Vorstellungen im einzelnen verfolgen, wollen
wir einige Erfahrungen iiber Rontgenspektren zusammenstellen.
Zur Auflésung dieser Spektren dient seit v. LAUEs Entdeckung
das natiirliche Gitter von Kristallen. Jedes Rontgenspektrum
besteht aus einem kontinuierlichen Band und einer Folge von
Linien.

Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze.
deren Schwingungszahl »_  mit der kinetischen Knergie der
erregenden Kathodenstrahlen durch

_ m
hy — —— -

max 2
zusammenhingt. Man deutet diese Erscheinung als eine Art
Umkehrung des lichtelektrischen Effekts, indem man annimmt.
daB die auftreffenden Kathodenstrahlen in der Antikathode ge-

bremst werden und ihre Energie nach dem EiNsTEINschen Ge-

N E. Fuss, Zeitschr. f. Phy-ik. Bd. 11, S.364. Bd.12, S.1, 314
Bd. 13, S. 211, 1923, S. auch W. ThHomas, Zeitschr, t. Physik, Bd. 24,

S. 169, 1924.
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ein flektron von einer noch hoheren Quantenbahn fallen, bis
schlie3lich die letzte Liicke durch ein freies Elcktron ersetzt wird.

Die Emissionsspektren der Rontgenstrallen entstehen also ber der
Wiederherstellung des stabilen Atomzustandes mach einer Storung
durch Herauswerfen ewnes imneren Elektrons.

Wir kénnen diese Kosskrsche Deutung, die sich vollstindig
howiahrt hat, auch folgendermallen aussprechen: Ks gibt fir
jerles System von Quantenzahlen, die inneren Bahnen entsprechen,
cene Hochstzahl von Elektronen.  Im stabilen Zustand ist diese
erreicht. Kin Platzwechsel findet nur statt, wenn aus eoiner
inneren Bahn ein Elektron entfernt wird. Man falit alle Elek-
tronon, die zu den gleichen Quantenzahlen gehoren, zu einer
Scehalet zusammen: auf dieses Bild vom schalenformigen Auf-
hau der Atome werden wir nachher durch ganz andere, haupt-
siichlich dem Gebiet der Chemie entnommene Uberlegungen
sefuhrt werden (§ 30,

Wir werden jetzt versuchen. diese Betrachtungen quantitativ
zu fassen.

Unser Modeil, bei dem sich das betrachtete Elektron in
cinem Zentralfeld bewegt, orgibt als Elektronenbahn¢n Rosetten,
die durch zwei Quantenzahlen n und k& festgelegt sind. Im
Atominnern miissen tatsichlich Bahnen mit verschiedenen
Werten von n vorkommen. Das Verhalten der RyYDBERG-
Korrektionen zeigt nimlich, dafl bei fast allen Elementen die
p-Bahnen eintauchen: damit dies moglich ist, mull der Rumpf
mindostens Bahnen mit n —. 2 enthalten. Von den Bahnen im
Rumpf sind die mit n=1 (k= 1) dem Kern am nichsten,
dann folgen die mit n-— 2 (k =1, 2), weiterhin kommen viel-
loicht noch Bahnen mit n=3 (k=1, 2, 3).

Bei den Elementen mit hoher Atomnummer stehen die
innersten Bahnen im wesentlichen unter der anziehenden Wir-
kung des Kernes, wihrend der Einflull der iibrigen Klektronen
verhiltnismiBig klein ist. Die Energic der innersten Elektronen-
hahn erhilt man also nidherungswelse aus

fur n = 1; nach aullen hin nimmt die Energie rasch ab, em-
mal wegen der Zunahme von n, dann auch wegen der die
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elektrons spricht namlich dafiir, dafl dessen Bewegung perio-
disch ist, also nach jedem Umlauf wieder dieselbe Energie
besitzt.

Zwischen den optischen Spektren und den Roéntgenspektren
besteht jedoch ein tiefgreifender Unterschied. Wiahrend die Linien
der optischen Spektren auch in Absorption auftreten kénnen.
werden die Rontgenlinien niemals als Absorptionslinien be-
obachtet. Der Absorptions-
koeffizient fiir Rontgenstrah-
len zeigt iiberhaupt keine
linienartigen Maxima, er ver-
lauft vielmehr im allgemeinen
stetig und zeigt nur an einzel-
nen Stellen, den sogenannten

Absorptionskanten, plotzliche B 1
Zunahme in Richtung wach- Abb. 15.

sender Frequenzen (Abb. 15).

Die Deutung dieser Erscheinung ist von KosseL gegeben
worden'). Danach handelt es sich bei den Absorptionsspektren
um lonisierung des Atoms und zwar um das Hinauswerfen von
nneren Elektronen. Fiir diesen Vorgang liefert die Frequenz-
bedingung

Ry — -w e
2
wo v die Geschwindigkeit des Elektrons nach der Abtrennung
und -- W die Abtrennungsarbeit ist. Es werden also alle Fre-
quenzen absorbiert, die groBer sind als die Grenzfrequenz (Kante)

_ W

v, = A
Die Annahme verschieden gebundener Elektronen fihrt auf
den beobachteten Verlauf der Absorption.

Die Emissionslinien kommen nach KosseL dadurch zustande,
dal an die Stelle des herausgeworfenen Elektrons ein anderes
aus einer hoherquantigen Bahn fillt, wobei die Energie des
Atoms abnimmt. An die freiwerdende Stelle kann wiederum

) W. Kosskr: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 16, S. 899 u. 953.
1914 und Bd. 18, S.339. 1916.
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an: an der gleichen Stelle liegt eine der oben erwihnten Ab-
sorptionskanten.
Auch fiir die L-Linien gilt das Gesetz des linearen Anstiegs

von | #. Wir versuchen diese Linien durch Ubergiinge auf eine
zweiquantige Bahn (n =: 2) zu deuten und erhalten fur die kurz-
welligste L-Linie die angenidherte Frequenz

- 1
2) V—R/(

57

1 \\I.\l ':) - ry

_“_,)-"__")]{A'.
\ 3- .'g()
Diese Formel gilt nun nicht ganz so gut wie die fir die
K-Serie: es ist dies verstindlich. da wir hier schon weiter
vom Kern entfernt sind. Wir konnen diesem Umstand nach
SomMERFELDY) dadurch Rechnung tragen. daB wir
1
37

schreiben; die empirischen Werte sind dann mit einem Wert
von ¢ im Kinklang, der bei mittlerem Z ungefihr bei 6 oder 7
liegt. Auch hier fillt die Seriengrenze mit einer Absorptions-
kante zusammen. Die M-Linien schlicBlich entsprechen Uber-
gingen auf eine dreiquantige Bahn.

Eine tibersichtliche Darstellung der stationiren Bahnen der
Elektronen im Atom erhalten wir, wenn wir vom System der
Rontgenlinien zu dem der Rontgenterme libergehen. Den End-
term der K -Linien nennen wir K-Term, ihm kommen (in un-
serem Modell) die Quantenzahlen n» =1. £--1 zu. Fiir die
L-Linien mufl man, um ihre Mannigfaltigkeit zu erkliren, drei
Kindterme (L-Terme) annehmen, fir sie ist n =2 und k=1
oder 2. Ihre Dreizahl sagt, dall dic Quantenzahlen n und k
zu lhrer Bezeichnung nicht ausreichen; wir haben hier eine
ahnliche Erscheinung vor uns wie die Vielfachheit der optischen
Terme. Eine Theorie dieser Erscheinung kénnen wir mit un-
serem Modell nicht geben®,. Weiter ergibt die Untersuchung der
Rontgenlinien fiinf M-Terme mit n == 3 (k = 1, 2, 3) und sieben
N-Terme mit n ==4; es sind auch einige (-Terme festgestellt.

Zur Ubersicht iiber das Auftreten dieser verschiedenen Terme

. e
3 i riz- sel o

9 B
Y el

Y A. SommerreLDd: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916.
) Eine befriedigende modellmidflige Erklirung ist iiberhaupt noch
nicht gelungen.

PO PRI S Sy
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Kernladung abschirmenden Wirkung der tbrigen Elektronen.
Als Linie von groBBter Irequenz ist eine Linie zu erwarten.
fur die ungefihr

(1: T'-...—I{Z'J(-l — 1/\ _73_ R 72
2t) 7 4

ist. Die Formel fordert, dafl | » linear mit der Kernladung an-
steigt. MOSELEY'). der zuerst systematisch die Rontgenspektren

untersucht hat. fand. dall fir die K-Serie } » tatsachlich eine
nahezu lineare Funktion der Atommummer ist; dabei versteht
man unter Atomnummer dic Ordnungszahl eines Atoms in der
Reihenfolge des periodischen Systems (1 H. 2 He, 3Li---), also
im wesentlichen 1 der Reihenfolge des Atomgewichts: die von
der Chemic geforderten Liicken (z. B. das dem Mangan homologe
Element 43} sind dabei mitzuzihlen und die durch das che-
mische Verhalten geforderten Umstellungen [z. B. 18 A (Atom-
gewicht 39,88) und 19 KX (39,10)] sind zu beriicksichtigen.
Hierdurch ist das schon lange vermutete und von van DEN
Broex zuerst ausgesprochene Gesetz (vgl. § 3. S. 15): Atom-
nummer gleich Kernladungszahl aufs glinzendste bestiitigt worden,
Mar. ist dadurch in den Stand gesetzt, auch die Atomnummern
der Elemente mit sehr hohem Atomgewicht, bei denen lange
Reihen chemisch sehr wenig verschiedener Elemente (z. B. die
seltenen Erden) vorkommen, eindeutig festzulegen und vorhan-
dene Liicken genau anzugeben. |
Um zu zeigen, mit welcher Genauigkeit das Gesetz (1) gilt,

teilen wir die Werte von |/ — ) fiir einige Elemente mit. Man
J

findet 10,1 bei Na(Z = 11), 36,3 bei Rb(Z = 37) und 76,5
bei W (Z == 74). Wir lassen daher die kurzwelligste K-Linie
dem Ubergang eines Elektrons von einer zweiquantigen zu einer
einquantigen Bahn entsprechen. Es liegt nun nahe. die iibrigen
K-Linien durch Uberginge von héherquantigen Bahnen auf
eine einquantige zu erkliren. Die K-Linien schlielen sich in
der Tat der theoretisch geforderten Grenze

RZ*

i

1) HG.J.Moserey: Phil.Mag. Bd.26, 5.1024. 1913; Bd.27,8.703. 1914,
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drei entsprechenden Prozesse an. Zwischen den beiden Energie-
stufen W, und W, finden also folgende Uberginge statt:

1. Spontane Energieverminderung durch Ubergang von W,
nach W,. Die Haufigkeit dieses Vorgangs ist der Anzahl N,
der im hdoheren Niveau W, befindlichen Systeme proportional,
wird aber auch von dem Zustand niederer Energie W, mitbe-
stimmt sein. Wir setzen diese Haufigkeit gleich

AN,

2a. Energiezunahme infolge des Strahlungsfeldes (also Uber-
gang von W, nach W,). Wir setzen fiir ihre Haufigkeit in ent-

sprechender Weise
By, Ny,

2b. Energieabnahme infolge des Strahlungsfeldes (Ubergang
von W, nach W,) mit der Hiaufigkeit

B1-3 N1 9, -

Dabei lassen wir wieder offen, ob die Energie, die das ato-
mare System gewinnt oder verliert, in jedem Einzelvorgang
der Strahlung entzogen oder zugefiihrt wird oder ob das Energie-
gesetz nur statistisch aufrechterhalten wird.

Das statistische Gleichgewicht der Zustinde N, und N,
fordert nun

A, N, = (B, N, — B,N)o.

21 2 -7

Hieraus ergibt sich

(2) 0 _ﬁ_m - Al?...
v N o L
B, ‘3—~B2 B, e*T — B,
1N1 1 1 h ]

An dieser Stelle benutzt nun EINSTEIN die oben allgemein er-
wihnte Uberlegung, daf die Quantengesetze die klassischen als
Grenzfall enthalten miissen. Hier handelt es sich offenbar um
den Grenzfall hoher Temperaturen, wo h» klein ist gegen kT.
In diesem Fall mufl unser Gesetz (2) in das von der klassischen
Theorie geforderte (iibrigens fiir hohe Temperaturen durch die
Erfahrung bestitigte) RayLriGH-JEANSSche Gesetz (3) § 1

8.
0 =—.1’ng
v CS

iibergehen. Da unser o fiur grofle T
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cos [(1 -~ 1w — resinu)du

T

T JCOS (T — 1)u — rgsinu]du}

()

]
[ cos[it--1)u — resinu]du

J cos [(7 — 1)u — 7Tesin | (Zu}.

Die hier auftretenden Integrale sind BEssiLsche Funktionen,
definiert durch

T

| L
S, (%) = J COS (r U — xsinu)du.
i, |
0
Man hat also:
8 N
B, == - [Sec1(r8) — Jr-1(78)]
L1
(", = . R <f6f> — Jr+1(T F)]
D, = [37 1 (7 '9) + -1 (Te)]

Da diese Formeln fiir =0 versagen, miissen wir noch B,
C,, D, aus (25) berechnen. Wir erhalten:

b, T

N\

£ 2 ( ,
C, =4 r T dw., == ~J (cosu——f:)(\l——ecosu)du: — 3¢
n . /
0
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2 IT
Br= — J sin(?nwlr)d('a'

T
0

2

1
2

¢ s all)
= sin (2 zw, 7)d\

0

1,
2

2 o
D, =+ — . | cos (2rw, 1)d (a}'1;§> .
0

Nun hat man nach (16) und (17):

r
o) s
(a —=e¢esinudu
E) )
d(;{ = —sinudu

, . .
d('**’ ;):cosudu.

albl—¢&

Filhren wir nun % als Integrationsvariable ein, so erhalten wir:

N\

14

2¢
B 28 o i d
. e sin[r(u — esinw)]sinu du
0

Ei1

2 . . .
C, = | &in [7(w — esinu)|sinudu
0

2 L
D, = 4fcos [z(w — esinu)] coswdu.
nT ’
0
Eine einfache trigonometrische Umformung fiihrt zu:
£

B, = —;—{jcos [T+ 1)u — resinu]du

T

0
T

- fcos [(r — 1)u—resinu]du}

0
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Setzen wir schlieflich die berechneten Werte der Koeffizienten
in die Entwicklungen (24) ein, so erhalten wir:

{z— =1+ ig_ e l: 11 (X,o1(re) — Jrorirg))cos 2w 1)
—
3 R I
(26) o= —5¢ L ,;{ . [(J-1(rel— 3, o1(re)] cos(2aw, 1)
«
Z =} 1 — & ’_\;1 [N, 01 (1e) + Jo1(re)]sin (2w, 7).

§ 23. Die wasserstoffihnlichen Spektren.

Die im § 22 angegebenen Rechnungen geben uns nun die
Grundlage zur Erklirung einiger Linienspekiren. Nach den in
der Einleitung dargelegten Vorstellungen iiber den Atombau
besteht das Wasserstoffatom im ungeladenen (neutralen) Zustand
aus einem Kern von der Ladung -+ ¢ und groBler Masse M und
einem Elektron von der Ladung —- e und kleiner Masse m.
Ebenso gebaut sind das emnfach ionisierte Heliumatom (He™)
und das z2weifach ionisicrie Lithiumatom (Li*"), nur dall die
Kernladung 2 e bzw. 3 e betrigt. Wir haben also bei all diesen
JAtomen einen Z-fach geladenen Kern und ein Elektron;
thre Mechanik fillt daher unter die im § 22 gegebene Theorie.

Die Energie in den stationdren Zustinden ist nach (4) § 22

. RhZ?
" w= - BZ,
WO
2atuct
@ R=*TAT

gesetzt ist. R wird die RypBERGsche Konstante genannt, weil
RypBERG zuerst erkannt hat, dall sie in den Darstellungen
zahlreicher Spektren auftritt, wie im folgenden deutlich werden
wird. R hingt wegen

m M 1

. = e = ——
(3) M= 1 Lom
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. 1 1 E
A = - COS ¢

T

entnehmen. Wir erhalten so

1 1
2 ah
1 1
ys H?3
1 e / &N
o, TN SR
1 2 \ 2/
' =" - = 3 ——_— .
! atl 1l - g® b
1 1-- 3 @il — e
4 a’l 1 — g* b

Die Mittelwerte . r. r®-.. rechnen sich einfacher mit Hilfe
r

der exzentrischen Anomalie. Es wird mit Hilfe von (14) und (15)

—

R j‘,).u v, dt =a"- - | (1 —¢ecosu)du;
) e /

wir erhalten so

1 1
roa
‘o 5:'3
(2()) r o= (1 e \
Ty /
rt=a*(1 - e,

Mittelwerte der Form r# cog” i (m = 0) rechnen sich fiir n < — 2
am Dbesten mit der Ellipsengleichung (7). fiir n > m — 1 mit
der cxzentrischen Anomalie; wir erhalten mit Hilfe von (18)

1

rmeos™yp = - . | rmt2ceosmydy,
/ 2aab /

mit Hilfe von (14), (15) und (16)

e e 1 , .
r* cos™ ) == a” gy (1 — ecosu)n~"+! (cosu — &)™ du.
13 ‘:‘T ’





index-273_1.png
§ 22. Die Keplerbewegung. 163

L / J.2
8a) . 122
{ : V s

und der durch

CO8 i =

bestimmten Normalenrichtung. Der Ablauf der Bewegung ist
durch

(14) r=a(l — eccosu)
(16) S=a(cosu—e¢)
(17) n=all —¢sinu

bestimmt. Dabei ist « durch

(15a) 2av,t=u — esinu

definiert, wo

. 47 uet 2

(59) =t

und ¢ vom Zeitpunkt des Periheldurchgangs ab gerechnet ist.
Die Kenntnis des zeitlichen Ablaufes der Bewegung gestattet

uns die Mittelwerte gewisser (iréfen zu berechnen. Wir werden

1
spiter ofter die Mittelwerte gewisser Potenzen von Wr gebrauchen,

Wir wollen sie uns daher ausrechnen. Es ist
1 v, dt 1 v dt
T e = prEC R T

Nun ist die Flichengeschwindigkeit 72+ gleich dem 2 v, -fachen
der Ellipsenfliche, woraus folgt

(18) ndt _ dy
73 2mxab
und
2

1 1 dy
™ 2mab ) M2

0

Fir n > 2 kénnen wir auf diese Weise sehr rasch den gesuchten

1
Mittelwert finden, wenn wir o aus der Ellipsen-Gleichung (7)

11%*
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und aus Symmetriegriinden
n=20.

Der elektrische Schwerpunkt liegt also auf der groBlen Achse
in der Mitte zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem-
jenigen Brennpunkt, der nicht vom Kraftzentrum eingenommen
wird.

Im Falle der KErLER-Bewegungen lassen sich die FOURIER-
Rewhen der rechtwinkligen Koordinaten &, n und des Abstandes r

[

verhaltnismiBig leicht bilden. Beachtet man, dafi " und —é ge-

a
g
a
sind. so wird man ansetzen:

’
- } cosdnw z)
a

rade. eine ungerade Funktion von w, also auch von w,

5
) §' (2
(24) . 0 , €0S (2 7t w, 7)
Ui o1 oo
a:] ~|L§- 0 T S,D,sm(?rzwlr)]

Fir die Koeffizienten erhalt man die Integrale:

1
.2

B, = 4f ’ cos (2w, 1)dw,
a

0
(25) C,=4 f,g, cos (2 mw, T)dw,
a
0
.
D, = 4J Wil sin (2 ww, 7) dw, .
0

Durch partielle Integration bekommt man hieraus :
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So wird
COSYyr == — g
(21) S=rcosy == —3e.q
3 E'z >
ricosy = — |2 L &) a
COs i —0
2
: cos y &
22} oSy E
- r 2 b3
cos® i 1
2

Mittelwerte der Form r#cos™yp sinl y verschwinden fiir un-
gerades /. Iiir gerades [ kann man sin?¢y durch 1 — cos?y
ersetzen und den Mittelwert auf Mittelwerte der eben be-
trachteten Form zuriickfiihren. Insbesondere wird

(23) sin? 1
’ FB T apsT
Wir konnen jetzt das Zeitmittel der potentiellen Energie
angeben. KEs wird
= 1 e*Z

U= —eZ. " - —
r a

=2W

also gleich der doppelten Bahnenergie. Die mittlere kinetische
Energie wird
T= — D
2

Dieser Satz, dafl die mittlere kinetische Energie gleich der
Hilfte des Betrages der mittleren potentiellen Energie ist,
gilt allgemein fiir ein Svstem eolektrischer Ladungen, die mit
Couromsschen Kriiften aufeinander wirken.

Weiter seien noch die Koordinaten des elekirischen Schwer-
punktes einer auf ciner KepLer-Ellipse umlaufenden elektrischen
Ladung angegeben. Ks sind dies die Zeitmittel der wirklichen
Koordinaten & und #, also
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1 h3 n?

v, 172 ne Z°

Die Buhnkurve driicken wir wieder in den Koordinaten r, v
der Bahnebene aus. Wir erhalten nach (12) § 21 als Diffe-
rentialgleichung der Bahn:

dy o

dr 1/ B O
g

wo 4. B und C die Bedeutungen (2') haben. Die Integration
liefert

(' — By
iy -— Yy, = arc cos - — -

r V}f AC

undl. wenn wir nach r auflosen:

C
=
B
(6
AC ,
1 — sz— == &~

setzen, erhalten wir die bekannte Form der Gleichung einer
Ellipse, deren Brennpunkt in den Koordinatenanfangspunkt fallt:

9 .
1 4 ecos(y — vy,

{7‘. Y —

¢ ist die numerische Exzentrizitat und g der ,, Parameter®. Driicken
wir sie durch die Wirkungsvariabeln aus, so erhaltey wir

(8 R Jo”
J e~ =—1 — - -'_0__
Jl~

J,?

q — R, e
da*ue’Z

Durch diese beiden GroBen ist die Gestalt der Bahnellipse fest-
gelegt. Da man fiir gewdhnlich eine Ellipse durch grole Halb-
achse @ und Exzentrizitit ¢ oder durch beide Halbachsen a
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v.a (.
w, == ‘uii—— (1 — ¢ cosu)du
V 4
(15) 2w, = u -~ ESInU.

Um die geometrische Bedeutung von u zu erkennen, fiihren
wir mittels

E = recos(y — )
) 7 siny — )

rechtwinklige Variable ein in einem Koordinatensystem, dessen
£-Achse die groBe Achse der Bahn und dessen Ursprung das
Kraftzentrum ist. Wir erhalten dann aus (7) und (14)

q— a—q

(16 f=" - =acosu— — q (cos % — ¢€)
£ £
=t — ETP=a%(1 — %) (1 — cos*u)
(17] N —=—a V1-—¢&sinu.

In der Abbildung ist ON =a, ZQ = £ =a [cos (ZON) — ¢| und

QM =3n=V1—¢-QN=aV1—¢sin(ZON). Der Winkel
ZON ist also gerade die HilfsgroBe v. Wegen
dieser Bedeutung nennt man u die exzentr:-
sche Anomalie.

N
Da wir jetzt alle fiir die KEPLER-Be-
wegung wichtigen Groflen ausgedriickt haben,
g 7 wollen wir sie hier noch einmal zusammen-
stellen. Die Energie der Bewegung ist
2n% uetZ*
Abb. 13. (3) =TT
J
die Bewegung geschieht auf einer Ellipse mit den Halbachsen
| J.?
1 —_ I
(10) TS we*zZ’
J, J,
(11) b 172

4:1‘2‘u62Z’

dem Parameter

q B J,*
9) q_—ll.n“)/ue'zZ’

der Exzentrizitat






index-271_1.png
§ 22. Die Keplerbewegung. 161

und b bestimmt, seien noch a und b durch die Wirkungs-
variabeln ausgedriickt. Es ist

(10) q J?

10 _ _ S
( ) 2] 1 — F-_' 41,_. T (;"" 7
(11 h=—al} 1 — & == 12

477 pe’ Z )

Durch die Quantenbedingung ist von diesen Grofien nur a
festgelegt, « und damit ¢ und b konnen alle mit dem be-
treflenden « vertriglichen Werte annehmen. Den Zusammen-
hang zwischen « und den durch die Quantenbedingung eben-
falls festgelegten Grofen W und », kinnen wir auch folgender-
malen angeben:

; . et Z

(12) W=,

(13) S
’ 2aV u

Die (leichung (13 ist das dritte KErrersche Gesetz. Glei-
chung (12) sagt fiir den Fall der Kreisbahn aus, dali die Bahn-
energie gleich der halben potentiellen Energie ist. Wie wir
gleich sehen werden, ist sie im allgemeinen Fall gleich dem
halben zeitlichen Mittelwert der potentiellen Knergie.

Wir wollen jetzt den zeitlichen Verlauf der Bewegung be-
trachten. Fiir w, gilt nach (10)§ 21

3
N wr dr
w, =yt -0, = o 1L
/ ‘ B C
—Ad-2-—
T 7

Wenn wir den Radikanden in seine Linearfaktoren zerlegen, er-

halten wir

J° wry dr )
VAV[e(l —e —rl[r a(l e)T

denn ail-—¢) und a(l —e¢) sind ja die Librationsgrenzen

von r. Nun fithrt die Substitution

w, =

(14) r=all — £COSU)
das Integral iiber in:

Born. Atommechanik I. 11
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am 1 dndern, wihrend » im allgemeinen beliebige Ver-
anderungen erleiden kann,

Die Bahnkurve driicken wir am besten in den Koordinaten
round y aus.  Aus der ersten Gleichung (10 erhalten wir

¥4

e ! .
ny ' J 2
/2 o W —10, - f .
; _1. :_T_ )4_
Hieraus und aus dem [lichensatz
) '].)
- o= T d
: 2

climinieren wir dt und erhalten die Differentialgleichung der
2 .
dahn:

J,
- an . 2
o dr T K
PPl 2ul W — U -- 2
]/ i L o] 4 :T._» r-_i

Da die Bewegung 1in einer
Libration von r, verbunden mit
einem gleichformigen Umlauf
des Perihels, besteht. ist die
(restalt der Bahn die einer
Rosette.

§ 22. Die Keplerbewegung.

Die einfachste Anwendung der Betrachtungen des § 21 ist
die auf Atome. die aus eimem (Z-fach geladenen) Kern wund nur
cinem Elektron bestehen. Dabei handelt es sich um die Be-
wegung zweler Kdorper unter dem KEinflull einer gegenseitigen
Anziehung mit der potentiellen Energie

. e* 7
1 oir=— 7
T

Diese Bewegung wollen wir jetzt betrachter.
Das Wirkungsintegral J_ (6) § 21 erhilt die Form
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2aw, ist nach der zweiten der Gleichungen (10) der auf der
Bahnebene gemessene Abstand 3 vom Knoten vermehrt um
eine Funktion von »:

(11) 2w, ==y - Fy(r,J, J,).

Diese Funktion F, ist eindoutig. denn wihrend einer Libration

von r nimmt f p,dr um J, zu, die partielle Ableitung nach J,
nimmt also ihren alten Wert wieder an. 27w, ist mithin bis
auf eine additive Konstante der auf der Bahnebene gemesscne
Abstand eines Bahnpunktes mit vorgegebenem r vom Knoten.
also auch bis auf eine Konstante der Abstand des Perihels (-rm].n)
vom Knoten. 2w, endlich ist bis auf eine Konstante das, was
die Astronomen ,.mattlere Anomalie” nennen. nimlich der Winkel-
abstand eines gedachten Punktes vom Perihel, der gleichformig
umlinft und jedesmal gleichzeitig mit dem wirklichen bewegten
Punkt das Perihel passiert.

Da wir ein nur inneren Kratten unterworfenes System haben,
und die Bewegung in einer KEbene erfolgt, tritt (wie im § 17

[}

allgemein gezeigt wurde) in der Fourier-Darstellung des elek-

“trischen Moments die dem gesamten Drehimpuls zugeordnete

Winkelvariable w, nur mit dem Faktor =1 auf. Wir koénnen
das auch direkt an der IForm der Ausdriicke fir die Winkel-
variabeln sehen. KEs 1st:

w, fi(rs Iy )

1

w, = 5 Yy f_, ('Tj ']17 J.;)

w, = const.

oder wenn wir nach r, vy auflosen:
T Py (wys Jy5 Jy)
y === 2wy, o+ py(wy, Iy, ).
Transformieren wir auf die rechtwinkligen Koordinaten &, 5. <.

wo . auf der Bahnebene senkrecht stehen soll, so erhalten wir
Ausdriicke der Form:

. 2arw : 2ai w
p:ipy =e T N D, e

p- =0,
Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich also von den
durch (9) eingefithrten Quantenzahlen n» und k die Zahl k& nur
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Pie Finfithrung der Variabeln w0, J kann also auf folgende
Welse  geschehen. Wenn /1 als Funktion von irgendwelchen
kanonischen Variabeln ¢, p gegeben ist. bestimme man durch
[nteuration der Hamiptox-Jacosischen Gleichung die Wirkungs-
funktion

N s Lq (. ('.'\r
und berechne dax Integral
oS
J o - - g
cq

.

1 Funktion von ¢ oder 1. Dann fithre man J statt « tbzw. B
NEANONRE -

Durch die Transformation

P
. l/
9 St
- L {\f],o])
T
0

werdon ¢ und p periodische Funktionen von » mit der Periode 1
und /7 cine Funktion W vown J allein. Aus den kanonischen
Gleichungen folgt

J =- const
und

: d iy
N W = g7 ="
"

w=rt--f.

Da wir w so gewihlt haben, dafi es wihrend jeder Periode
der Bewegung um 1 zunimmt, ist » eine positive Zahl, und
zwar die Zahl der Perioden in der Zeiteinheit, die Frequenz
der Bewegung. Aus » —- 0 folgt ferner. dal W eine monoton
wachsende Funktion von .J ist.

Kennt man die zu « konjugierte Variable ¢ schon, so kann
man J aus der Gleichung

J=dFadp =+«

finden.  Die Transformationsgleichungen sind dann

J =+ du, w— + 1

w
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[

o (J,') ey ) _ (])
2 27

\

ist. Man sieht, dal der Radikand nur dann zwei Nullstellen
zwischen 7 = 0 und r — oc haben kann, die ein positives Ge-
biet einschlielen, wenn W negativ ist. Die GroBlen 4, B und ¢
sind also positive Zahlen. Mit Hilfe komplexer Integration
erhalten wir (vgl. (5) Anhang I1}:

} B

J - 2al-ye -

’ 7( Ve VA>

J.=2x VIGQZ
V -2 W

Jetzt konnen wir die Ewnergie W durch die Wirkungsvariabeln
ausdriicken und erhalten:

s —, .

3) W 2atpet 27 2%t 27
T A R J?

Die Bewegung ist also doppelt entartet, da die Energie auch
von J, (dem Drehimpuls) unabhingig ist. Nicht nur die Knoten-
linge, sondern auch der Abstand des Perihels vom Knoten
bleibt unverindert. Wir haben nur eine Quantenbedingung

g, =k

driicken wir die Energie durch sie aus, so wird

~

2auet 231
é.

4 W= —
@ r? n

Die Bewegung hat nur eine von null verschiedene Frequenz;
wir erhalten sie aus (3) zu

‘W datuet 27 A

(5) ry = ('?J; = J B ) = B3 3

die Umlaufszeit ist also
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Die Ausrechnung [vgl (3) und (8 des Anhangs IT] liefert

Wir konnen jetzt «;, und «, durch die Wirkungsvariabeln
ausdrucken:

Jf} - JQ[
al() —_-_
} 2 o1
X
. J{]
«, = —.
27

Um noch die Energie als Funktion der J zu erhalten, hitte
man die Gleichung

\ =)

6 S 4}]/2!& W —=U(r] — e 2 dr

177>

nach W aufzulésen. Ohne néhere Bestimmung von U(r) ist
dies unmoglich: man sieht jedoch, dall die Auflosung W nur
von ./ und der Verbindung J,-l-J, abhingt. Die beiden
Frequenzen

7

sind daher gleich und das System ist entartet. Nach den
im § 15 entwickolten Grundsitzen fithren wir neue Variable
w, . w,, w, und J,,J,,J, ein, so dal w, konstant ist. Dabei
richten wir es gleich so ein, daBl in dem bei CouLoMBschem
Kraftfeld eintretenden Fall, wo » =, = »,, ist, auch die
Variable w, konstant wird. Wir setzen daher nach (8) § 7

Ty _ I P
W=, J=J +-Jyg+J,
"-.‘_J Wy =Wy — w, J-_! — Jo'} "j" Jf/
W, = w, — Wy J, =, .

Die Gleichung (6 enthilt dann auller W nur J, und J,, und

wir erhalten W in der Form
f.’\h’\.r W= W (Jl, J;

Fur die stationiren Bewegungen gelten in dem Falle, dafl keine

weitere Entartung vorliegt (z. B. kein CourLomBsches Feld),
zwel Quantenbedingungen:
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U1

dort positiv, und es gibt Bahnen, die dem Kraftzentrum be-
liebig nahe kommen: wenn U (r): langsamer unendlich wird

/

1 . .1

gibt es solche Bahnen nicht; wenn U(r) wie -, un-
. ’ r-

als -,

r
endlich wird, entscheidet die GroBe von «;. Es gibt weiter
Fille, wo auBler den ins Zentrum und ins Unendliche laufenden
Bahnen noch Bahnen existieren, die zwischen einem kleinsten
Wert r . von r und einem gréfiten Wert r_ . verlaufen, nimlich

min ’ o max

wenn r . und r . aufeinanderfolgende Nullstellen von [Fr:
sind, zwischen denen # positiv ist. Fir den Fall, dal = U (r::

: . 1 , .
langsamer uncndlich wird als ., gibt es sogar sicher Werte von
.

¥, fir die eine solche Libration eintritt; fiir negatives 1}" gibt
es in diesem Falle iiberhaupt keine anderen Bewegungen als
Librationen.

Far die Anwendungen 1 der Atomphysik kommen nur
solche Bewegungen in Betracht, die im endlichen Abstand vom
Zentrum bleiben und die periodisch sind. Wir betrachten daher
im folgenden nur den Ifall der Anzichung und setzen solche
Werte von W voraus, fur die ¥(r) zwischen zwei aufeinander-
folgenden Nullstellen r, und r_,  positiv ist.

In diesem Falle konnen wir unsere fiir periodische Be-
wegungen entwickelten Methoden anwenden. Wir erhalten die

Wirkungsintegrale

J = g}} 2ulW—U (7‘)] a);; dr

.,

(4) Jy = ]/ “;‘/2 — a(/ d )

sin? 9

Mit Hilfe der Substltutlon
coS ) == xsint = x V 1 — —[—/7-7”'_2-

erhilt das zweite Integral die Form

¢ — ¢, L 11—t de
e S

Uy
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S -'/A‘])‘ e )y
w, - = Ty (i)
i 9 , '].-, [ (',_/2 I ,_'].-) {
()
] J ‘l.) ’
Ly, - S (
TR gy 1 g, d
— | ; dr o . ,
; - 27 / 2
700 A A A
e/ i/ i / 4 77 2 ¢ ]/ ) <in2 '()
¢S Y D,
iy = Py P
3 . '/:,i | (,'/:; » J - J:{ /
)
! J. d ‘
D - (/I R ) ¥
A § J 3

(&

Ny
J,sin= 9 ], 1 -- I b }

L2 ein® )

Die beiden Integrale nach i) lassen sich ausrechnen. Es ist
namlich
M g, d V) ‘ TRy _Ccos
S _— , =-arestn - const
) 2 Ny e sin ¢
T S, /1 COS™ ¢
[0 — L L UL
. - sin= s1m-
und
k& S, d i ‘ cosidi)
;o J,? , - cos?
JysiFH o 3 sin® ) j/ 1 — ———
JoT / J 2 sin= i) sin- 4
= aresinictgictg ) - const.

Abb. 11.

Aus der Abbildung 11 ersieht
man, dali das erste Integral bis
auf eine willkiirliche Konstante
der auf der Bahnebene gemessene
Winkelabstand 4 des hewegten
Punktes vom Knoten ist und
das zweite Integral die Projek-
tion dieses Abstandes auf die
(1, ¢)- Ebene. Durch Subtraktion
dieser Projektion von ¢ erhalten
wir dic Linge des Knotens. Die

dritte unserer Gleichungen (10) besagt also, dafB} bis auf eine

willkiurliche additive

Konstante 27w, die Knotenlinge ist.
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9 J, = nl
’ !]‘_‘ o= A' /[ .

Man nennt » die Hauptquantenzahl und % die Nebenquanten-
zah] 1),

Die Wirkungsvariabeln haben folgende phyvsikalische Be-
1
21
puls, J, seine Komponente in der Richtung der Polarachse.

Dall J. nicht null sein kann, ist selbstverstindlich. Was
J, anlangt. so wiirde J, == 0 cine Bewegung auf einer Geraden
durch das Kraftzentrum bedeuten, eine .. PPendeibahn®. Bei
den physikalischen Anwendungen, wo das Kraftzentrum der
Atomkern ist, mull natiirlich dieser Fall ausgeschlossen werden.

Um die physikalische Bedeutung der Winkelvariabeln zu er-
kennen. rechnen wir sie mit Hilfe der Transformationsgleichungen

¢S
0w, =

IS /- . / )

deutung: J, ist bis auf den Faktor der gesamte Drehim-

aus. Kihren wir die J, in die Gleichungen (3) ein, so er-
halten wir

j o . J.?
po—c 20 W (\Jl J, i — (rﬂ — T
. - 4a-r
1 i -
: 2 3
])"} - ) ']ﬂ - . y ¢
D 7 - sin~ |
1
o J.
p'/ 2 ~ 3
und fir die Winkelvariabeln:
)
Y cp LY
Z('l L —7--[)" dr - | . "'—f—f __] e
r cd, o/ T
/ / b4 Y. 1
20 (W —U)— % |
‘ 4 =y

') Man nennt k£ auch azimutale Quantenzahl. Diese Bezeichnung
kommt daher, daBl sie sich auch in der Form

1
h f p/'/‘ (l Y’

darstellen 1iBt, wo v das Azimut des bewegten Punktes in der Bahn-
ebene ist.
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metrischen Intervall, dessen Grenzen durch die Nullstellen des
ladikanden im Ausdruck fiir Pa, also durch

, .
L:;:j:eosz

.

sin % -— —+

gegeben sind. Weiter hingt der Charakter der Bewegung ganz

wesentlich vom Verhalten des Radikanden im Ausdruck fiir D,

3]
<y~

Fir)= 24 [W — Ur)] -

e
ab.  Die dabei méglichen Fille wollen wir unter der Voraus.
setzung untersuchen, U(r) sei eine monotone Funktion von r
und so normiert, dal} es fiir r = ~o verschwindet.

L. Fall. In cinem abstofienden Zentralfeld ist U (r) positiv,
Damit itberhaupt positive Werte von F(r) vorkommen, mufl W
positiv scin, Dann wird F(r) positiv fiir groBe r und nimmt
mit abnehmendem r ebenfalls monoton ab, fir kleine r ist F(r)
sicher negativ; F(r) hat also genau eine Nullstelle. Die Be-
wegung verlduft zwischen einem kleinsten Wert von + und dem
Unendlichen.

2. Fall. In einem anziehenden Zentralfeld ist U(r) negativ,
und IV kann positiv, null oder negativ sein. Uber das Vor-
zeichen von F(r) fiir grofle r entscheidet W. Fiir positives W
ist #(r) dort positiv, und es gibt Bewegungen, die sich ins Un-
endliche erstrecken. Bei negativem W gibt cs solche Bahnen
nicht. Im Falle W -= 0 ist noch der Verlauf von I7 und unter
Umstinden die GréBe von e« mafgebend. Das Vorzeichen von
F(r) fir kleine r hiingt davon ab, wie rasch U (r)| unendlich
1_., '), so wird F(r)

re

wird. Nimmt es fir kleine » rascher zu als

1) Mathematisch gesprochen bedeutet das: Die GroBlenordnung von

U(r) st fiir kleine r gréBer als die von — . Die GroBBenordnung einer

DI

y2

Funktion f (x) (~ 0) ist fiir kleines . griBer als die GréBenordnung der
Funktion ¢ (2) (>~ 0), wenn

. g

Ilm 707 ==

z=0/l (¥)
ist. f(x) und g(z) haben gleiche GriBenordnung, wenn der Grenzwert
von 2 eine endliche Konstante ist.

/i)
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a8,
7
d o ’

<(IIJS,')\2 . (, : .
B s
d ) ©osint Y '

d8 : I , sy

=y 2u WUy —

(o re
Q a8, 1 ¢, "
{3 ’ I I B \) '} — / ({[’/2 T . l.) .

d i} o sin®

({ S,,

- pu — ({1. .
o q / ’

Von den drei Integrationskonstanten bedeutet " dic Energie:
¢, ==, = wrtsin? ¥ g
LoFE 1 y o ’ S /

ist der Drehimpuls um die Polarachse, und

« _ :P > P
(o = NPy T T e g T
| 3in=

=#;[”Jf

04

S 1 \r 92 - (rsind-q)

ist der Betrag des gesamten Drehimpulses. Da auch die Rich-
tung des Drehimpulses konstant ist (wie in jedem nur inneren
Kriften unterworfenen System), ist die Bahnkurve eben und
die Normale der Bahnebene parallel zum Drehimpulsvektor.
Die Neigung ¢ der Bahnebene zur (r, p) -Ebene bestimmt sich
also aus

¢, == &y COST .

Wir betrachten zunidchst den allgemeinen Charakter der Be-
wequng, bestimmen dann fiir den Fall periodischer Bewegung
die Energic als Funktion der Wirkungsvariabeln und betrachten
schlieBlich den Verlauf der Bewegung.

Die Koordinate ¢ ist zyklisch und fithrt eine Rotations.

bewegung (vgl. § 9) aus. Die Koordinate J macht eine Libra-

tions- oder Limitationsbewegung in einem zum Wert 5 sym-
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der violetten (‘yanbanden'). Die Abh. 10) gibt die Lage der
Nullimien und ihre Wellenlingen. dic erste Zeile darunter die

Schwingungsquantenzahl im Anfangszustand, die zweite Zeile
die im Endzustand = .

Drittes Kapitel.
Svsteme mit einem Leuchtelektron.

§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld.

Dic  Anwendungen der im  zweiten Kapitel entwickelten
Prinzipien der Quantenmechanik sind vorliufig noch dadurch
schr beschrankt, daBl jene Prinzipien sich nur auf mehrfach
periodische Systeme beziehen. Das crste Beispiel, das Bomnr
behandelt hat. néamlich die Systeme, dic aus einem Kern und
einein  einzigen Elektron bestehen (das Wasserstoffatom und
dic ihm dhnlichen Ionen He, Li ' usw.), erfiillt die Periodi-
zibdtsvoraussctzung. Bei andern Atomen liegen bei der Unter-
suchung der Periodizititseigenschaften der Bewegung die
gleichen  Schwierigkeiten vor wie beim Mehrkorperproblem
der Astronomic. Hier kann also nur ein Anniherungsverfahren
weiterhelfen. BouHr hat erkannt, dafl eine groBe Reihe von
Eigenschaften der Atome, vor ailem die, die sich in den Serien-
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dall bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
standen ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leuchi-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922.
?) Nach A. Krarzer a. a. O.
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V7 Yo
; , b [ »
}{»]-) |; — _1 .
. L dyrdy {6, cosy - 5, co8 ¥)
N 4 T R
O 0
11 == 6, cos iy - G, COS 7) et T oSy =i, =i aysing

Krsetzt man in dieser Gleichung cos 1, cos z durch (el +-e~iv)
bzw. Li1etz -Le=i1), 5o sieht man, daB sich das Integral der
rechten Seite zerspalten lift in eine Summe von Produkten,

von donen jeder Faktor die Form

hat: dies stellt bekanntlich die BessgLsche Funktion') § (p) dar.

Auf diese Weise erhilt man aus (12), wenn man noch die Be-

9

ziehungen?)

R 0)— X (0)] = d S (0)==23"10)
2 \\n—l( \5)41—1 < o (ZQ \5;2 NGy \‘n <
und
~ N 2n
AN JY ’Q) ERREN, PR (‘-)J - () r\SnrOJ
benutzt:
Y
2 J?
o\ . f 4 N/ YOSy
(13) AT‘ r, = _T BICRIEARS o (T o,) — 0, OTE (T 01) S, (7 (7_,)} .

[Yir =z folgt hieraus schlieBlich:

3 | T |
{14) 2= _xd(J:—J - -xd>\] 70, % (1o)X (16.)
o o ¥ e =y s Z{g\srg( 1) 37, (70y)
_—

— 0,3 (76,) 3, (16,)) 00w A rwy)
1 \S - 1 S ) D
s

(Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dall 7; ==7, = 0 bei
der Summation auszuschlieBen ist.) Fir r =0 wird der Aus-
druck (13) unbestimmt. Aus ( 12) folgt aber direkt, daB die
entsprochenden 4, , , (T: -+ 7, = 0) verschwinden.

7

Um die FouvRIERr-Zerlegung fiir x -~1iy zu berechnen, ent-
nehmen wir aus (2) § 35

) E. JAHNKE u. F. EMDE: Funktiouentafeln, Leipzig 1909, S. 169.
") Ebenda S. 165,
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Die hier beschriebenen Gebiete werden liickenlos erfiills,
wenn die Bewegung nicht rein periodisch ist. In den beiden
Fallen I, 1a und b kommt dabei der bewegte Punkt den Kraft-
zentren beliebig nahe.

PauLri') und NIESSEN®) haben versucht, dieses Zweizentren-
problem anzuwenden zur Berechnung des positiven Wasserstofj-
molekel-Tons. Dieses besteht aus zwei Kernen mit den Ladungen

¢ (also Z = Z, == 1) und einem Elektron. Wegen der grollen
Masse der Kerne wird man in erster Niherung die Kernbe-
wegung vernachlissigen konnen. Man hat dann als ersten Schritt
der Rechnung die Klektronenbewegung bei bel'ebigem Kern-
abstand zu bercchnen; dann hat man den Kernabstand so zu be-
stimmen, dafl bei festgehaltenen Werten der Wirkungsvariabeln
der Elektronenbewegung die Kerne im stabilen Gleichgewicht
sind. Es hat sich dabei ergeben, dafl durch diese Bedingungen
eine Konfiguration kleinster Energic { Normalzustand) eindeutig
festgelegt ist (der I'vpus der Abb. 36, bei gleichgeladenen Ker-
nen ist das Bild symmetrisch). Man kann fiir diese nicht nur
den Energiewert, sondern auch die bei kleinen Stdrungen
eintretenden Schwingungen der Kerne gogeneinander berechnen.

Die FErfahrung hat aber gezeigt, dafl die so erhaltenen
Werte nicht mit den Messungen der Ionisierungs- und An-
regungsspannungen in Einklang zu bringen sind. Aus diesem
Grunde wollen wir darauf verzichten, niher auf dicses Modell
des H," einzugchen. Wo der Grund des Versagens der Theorie
zu suchen 1st, 1st vorliufig noch recht unklar. Wir werden im
folgenden sehen, dal die Behandlung der atomaren Probleme
mit Hiife der klassischen Mechanik zu falschen Ergebnissen
fiihrt, sobald mehrere Elektronen vorhanden sind, also ein Drei-
oder Mehrkorperproblem vorliegt. Vielleicht ist auch hier die
kiinstliche Verwandlung des Mehrkorperproblems in ein Ein-
korperproblem auf Grund des kleinen Verhiltnisses von Elek-
tronen- zu Kernmasse nicht zuléssig.

1y W. PavuLr, loe. cit.
2y K. F. N1EssEN, loe. cit.
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(7\ 2 T = (5 sin Yy oo siny -.L_ VAN |
)
2w, =6, 8iny - g,8In 7 - 7 + 7.

Die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit (\15;) § 22 zeigt deut-
lich die Analcgie zwischen 1, » und der exzentrischen
Anomalie.

Nunmehr kénnen wir auch die FOURIER- Zerlegung der Koor-
diaten z. x - iy ohne Schwierigkeiten vornehmen. Nach

3]
L - -
~ 7

(2) § 35 ist z = --. Da z nicht von ¢ abhingt, so hingt

et

es auch nicht von w, ab; wir machen daher den Ansatz:

(8) A H‘__T__ 77 e /\T’ A, . e?.‘li(r:_uk ——7}/w}j)
‘) Mttt = ”y B
wobel
1 1
] 52 _ 77.) '
(9> Ar“ ’l/ o ( [‘ i __:2_- e”_ ) '—[HIEN‘E N 77] wlj} du’:' du./‘)
| 5o
158,
Aus (7) folgt jetzt:
( f U,-’E w
c ('l/’, Z)
1

S (1 —- o, COSI/)-—-O cos,')dwdl
47

Da ferner nach (4) und (5)

b, cosy — b, cos y
9

-~ =)

—xd (Jy —J,) + 2J* (0, cos Yy — o, COS ¥)

i8t, so wird:

27 2
1 "4
(11) Aoo:4n J qur dy-|xJ (Jg —J,) -+ =xJ?(0,cos p— o, ,COS%)]
0 0

(140, cosy -o,co8y) =3 d (J: —J,).

Fir die iibrigen Werte A, "y fiir welche nicht beide z gleich

null sind, kann man das konstante Glied »J (J; — J,) in z
von Vornherem weglassen, da es nach (9) doch weggemittelt
wird. So erhilt man (r: -|- 7, = 1)
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Im ersten Fall sprechen wir von Libration, im zweiten von
Rolation.  Beispiele hicrfiir <ind das hin- und herschwingende
und das umschlagende Pendel (s, ).

In beiden Fillen wollen wir ¢ 1 ganz bestimmter Weise

wihlen und dann w nennen, namlich so, dafl es wihrend einer
Periode der Bewegung um 1 zunimmt. Die zugehorige konju-

gierte Variable mége J heifien. e nennen wir Winkelvariable,
J Wirkungsvariable, .

Wenn wir S als Funktion von g9 und .J auffassen, so jst
N\ (,f(/, J
( oj ’

also der Differentialquotient von lings der Bahn
o w ¢ (5‘8\\
dy A (—/;/ ‘
Die Forderung. daly die Periode in
deutet also

A

w gleich 1 sein soll, be-

. ( .;/'AS, ' ’
dw D ag— S dpdg— 1,
43 f ,.143;(,”’ P )

wobei das Zeichen § die Integration iber eine Periode be-
bedeutet, . h. im Falle der Libration uber cinen Hin- und

Herweg von ¢, im Falle der Rotation iiber einen Weg der
Linge 2 .

Diese Forderung kinnen wir offenbar so erfiillen, dafl wir

»
(1) JESBZJ/(/:SBM(J
-7

setzen, d. h. unter J die Zunahme von § wahrend einer Periode
verstehen 1),

) $pdyg=.J- const wiirde der Forderung auch geniigen. Die Trans-
formation

g, o) — (w, J),

die die genannte Periodizititsforderung erfiillt, enthilt in der Tat neben

~einer Phasenkonstanten fur e noch eine willkiirliche Konstante. Thre
Erzeugende ist nimlich

(G e]
| ":—-+cl g ¢, J.
o)
- Die oben angegebene Bestimmung von .J wird sich in der Quanten
theorie als fruchtbar erweisen.
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Pl
/ R = TN I 5 . N A1
[(\1 N, COS I == 0, COS 7
[ 4

) - ar \
/ 1/' . C v 1' / ‘ C g -
-K(;os i osind Jleos ST sin /--)
> | o T o, Sy
1

. (“.—i (Is = 2):/1-—-1:1!71 sinayp—g ‘T,/-*.—-~ )7-—7,7«11 SNy
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Genau. wie in Gl (12) konnen wir hier die GroBlen cos w,
" : . 11 :
cox y, cos- -, usw. in Exponential-Funktionen zerlegen und da-

durch B, als Summe von Produkten BEsstrscher Funktionen

=Ty

~-

darstellen. In derselben Weise. wie bei den GroBlen 4. er-

7y

hilt man schhieflich (7==1 +7: —7,)

b

200 B e WS- ddy —J, R 61)8177 \T Oy

7 V=, X, 17 YRV, 02)1 .
’ f
Fir 7 --— 0 konnen wir B, ’ einfach direkt aus (191 be-

rechnen. Man erhilt BTE"* = 0, far 7 — O mit Ausnahme der
Werte

=

21y By ,=3xdJ:(J, I, Bo_i=3xd W, (J.--J,

Als Fourier-Reihe fiir x — iy finden wir so endlich:

3 1T s .
122 Lo g'y::_—_-__Q_XJ‘B (J ]J;( -—J,// TL—ws - )
1 e
;__J']Jff(\J"“‘J> ! 71”7)>
' 1 [1 :

2 \!1 : l,] S, )], - J, e 16,13 (16

2avir,uw, - W, TW,.)
L] J?/xST 11 0y) S s1(T0,)p € g T Ty W TR,

)] ’

Nach der Berechnung der FoUrier-Koeffizienten konnen
wir nun direkt zur korrespondenzmialligen Abschétzung der In-
tensitdten schreiten. Wir nehmen an, dafl die einfache Ent-
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Diese Annahme schlielit cin. daB3 dic Bewegung des iiuleren
Elektrons periodisch ist und beim Durchqueren des Rumpfes
keine Energie an dicsen abgibt oder von ihm erhilt. Be-
wegungen dieser Art sind nach der klassischen Mechanik ganz
singulare Fille; die Bewegungen der Rumpfelektronen miiliten
namlich so verlaufen, dal} ihre Energie nach jeder Periode des
aufleren Elektrons dieselbe ist — - eine Forderung, die wohl nur
bei streng periodischen Losungen des ganzen Mehrkorperproblems
erfillt ist. Da sich aber cine Reihe Erfahrungen durch solche
stationdare Bahnen des Leuchtelektrons in uberraschend ein-
facher Weise deuten lassen, so scheint es sich hier um einen
allgemelnen Vorgang zu handeln, der sich schwer durch solche
singulire Bewegungsformen erkliren lilit. Es handelt sich viel-
mehr um dasselbe Versagen der klassischen Mechanik, das wir
aus den IFranckschen Versuchen iiber Elektronenstofl kennen.
In beiden Fallen ist dor Energieaustausch zwischen Elektron
und Atom bzw. Atomrumpt in idhnlicher Weise beschrinkt, wie
wir es vom Austausch zwischen Atom und Strahlung ge-
wohnt sind.

Wir konnen zur Zeit dieses unmechanische Verhalten nicht in
Formeln fassen. Wir suchen uns daher ein Ersatzimodell des Atoms
zu machen, das dicsen Hauptzug, nimlich das Fehlen des Energie-
austausches zwischen Rumpf und Elektron, mit dem wirklichen
Atom gemeinsam hat und auf das die im zweiten Kapitel ent-
wickelten Prinzipien der Quantentheorie anwendbar sind. Die
einfachste Annahme ist die, dall der Rumpf auf das Leucht-
elektron so wirkt, wie ein zentralsymmetrisches Kraftfeld.

Aus diesom Grunde wollen wir jetzt die Beweyung eines
Massenpunktes in einem Zentralfeld behandeln. Die Bewegung
in einem CouvrLoMBschen Kraftfeld (wie wir sie beim Wasserstoft-
atom haben) wird sich daraus durch Spezialisierung ergeben.

Fir die Rechnungen ist es ganz gleichgiiltig, ob wir unsere
Aufgabe als Kinkorperproblem oder als Zweikorperproblem be-
trachten. Im ersten KFall haben wir ein festes Kraftzentrum,
und das Potential des Kraftfeldes ist eine Funktion U (r) des
Abstandes vom Zentrum. Im zweiten Fall haben wir zwei
Massen, deren gegenseitige Energie U (r) nur von ihrem Ab-
stand abhingt; sie bewegen sich um den gemeinsamen Schwer-
punkt. Wie wir im § 20 allgemein gezeigt haben, ist die
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115 Xoqy s Syl

Aus 15jund (3. bzw, {G) konnen wir sofort schlielBen, dall
&ty eT?74% nur noch von w: und w, abhingt. Am zweck-
mifligsten ist es, wir entwickeln (x -- z'y) eZ i, ~ ) in  eine
Fourier-Reihe:

’ % i . 2' Y T b 72: i' - o1 «
(16} oo iy e T T = TR, e s b

& 4 ‘/f,
Um die (irofle der linken Seite von (1(3 ) als Funktion von

?)U
und 7 zu schreiben, entnehmen wir aus (6

f ' 7
) 2 YL L T T R ——
2w, w, | o Ty q
D/" ","
D e g, ! .
2 Ja, o bocosy Uy~ b, cos y
0 ()
Wenn man
o 2 2
( lal b * - —0," - xdJ, J

setzt. so oilt:

([ l/’ 2 2]
( . = —tlog 1 e
|« ), COS 4 (@, - byyta, = b, cos y)
- 0
(17
. 2
/ Ira,—%b,)cos “ . jcsin %
, - - . (9
‘ dy , 2 2
. - —dlogt . - _
‘I a, b, cos v (a,_, - b,,) (@, -+~ b, cos 7)
und damit wird
(18 - ?y] e::‘ri((l‘,}-—gl‘,/b
L v n v i : .
« ). ] COS - g >~ -
(-1’T/}l N 5 Lcsszl(\aQ - b,) cos —f—zcsm2

Daraus konnen wir die B,_, sofort berechnen 'wir setzen

jetat: 1 — 7. -7, == 17

Born. Atommechanik 1. 17
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24X
77 y
r- - 0'—’(4 AZ:“.
T 7,/
also in elliptischen Koordinaten:
e
4 M= - .- Zy - 2,05 U2 -7y,
) ) (4, = Z,) ISR/
Die kinetische Energie
7 m 2 1 '_)
f - 2 (i - r? g -0
crhiilt wegen der aus (3] folgende Beziehungen
Do g (E D] ‘)/)
s \
R}
P B )
) | 1 0"
die Form:
- m (32( - o / SL‘ )/" ) . to !
a T e N - G- (=1l yhe?.
2 R R Ry e

Daraus folgen die zu &, %, ¢ konjugierten Tmpulse:

T
])\: me- & o
s”—1
6 R T
), = WS g N
Py Ly

pp=mcp (8 — 1(1 — g%,
Driicken wir 7' durch Koordinaten und Impulse aus und fiigen
wir die potenticlle Energie hinzu, so erhalten wir die HaMirTox-

sche Funktion :

1 " N
T H - I i (:" 1ip7--il — UNY
1 o . ]
- 2o W42k (Z R =N
(\52 L S >1) e 12,2, “h '“ﬂj

Man sieht sofort, daB unsere Aufgabe durch Separation der
Variabeln 16sbar ist. Fiir die drei Impulse erhilt man:

ps = l2mc'3(~W)ﬂ”1| A—B &0 B8
P8 9 27 i 1 : i V2 8T Ty
py= 12me? (— H’»] b= A =By - Ot By —

—

p, = const,
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Quantenzahl einfithren. so erhiclte man bei den beiden Rechen
verfahren giinzlich verschiedene Bewegungen. Die entartete Wir-
kungsvariable hat also keine Bedeutung fir die Quantelung.

Noch etwas anderes zeigen unscre Betrachtungen: Die Be-
rechnung des Starkeffektes und die Festlegung von J, =n_h
kann nur Sinn haben, wenn der Einflufl der Relativititstheorie
cder einer Abwoichung des Atomkraftfeldes vom CoULOMB-
schen klein ist gegen den EinfluB des elektrischen Feldes.
Wiederum hat unsere frithcre Berechnung der relativistischen
Aufspaltung der Linien nur Sinn, wenn der EinfluB der ja
immer vorhandenen elektrischen Felder klein ist gegen die
rolativistische Storung?

§ 30. Die Intensitit der Linien im Starkeffekt des
Wasserstoffatoms?).

Das Korrespondenzprinzip, das seiner Natur nach nur eine
angeniherte Berechnung von Intensititen gestattet, liefert rela-
tiv genaue Resultate, wenn es sich um die Intensitiatsverhilt-
nisse der Linien innerhalb einer Feinstruktur, z. B. innerhalb
des Starkeffekts. handelt.

Wir werden im folgenden nach Kramers?) die FoURIER-
Entwicklung der Bahn eines Elektrons, das in einem #&uleren
I'elde & um einen Kern kreist, berechnen und werden die
klassischen Intensitéitsverhdltnisse mit den beobachteten ver-
gleichen. In den Fourier-Koeffizienten werden wir siamtliche
Glieder, die proportional mit £, E* usw. sind, streichen, da sie
nur unwesentliche Korrektionen bedeuten.

Fir die Wirkungsfunktion § erhilt man (§ 35):

7] B \ ) » -"-‘ ./ B 1
S == J ' fi (\’5,)d§ -+ [ ' fe“?)d’/ +- > JVJ’/ de .

2T

1) KrRAMERS ist es gelungen, den EinfluB der relativistischen Massen-
anderung und eines gleichzeitig wirkenden homogenen Feldes auch fiir
den Fall zu behandeln, dall die entsprechenden Energieinderungen
von gleicher Gréfenordnung sind (H. A. KrAMERS: Zeitschr. f. Physik, Bd.3,
S. 199, 1920).

*) In diesem Paragraphen haben wir die Rechnungen etwas kiirzer
gefaldt, als wir es sonst in diesem Buche tun.

>y H. A. KrawEers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden),

Kopenhagen 1919.
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Kraftzentrum ins Unendliche ricken ber gleichzeitiger geeig-
neter Vergréflerung der von ihm ausgehenden Kraft, so erhilt
man den [Fall des Srarketfekts: die elliptischen Koordinaten
gehen dabel in die parabolischen iiber.

Wenn 2c¢ der Abstand der festen Punkte /| und F, 1st,
so hingen die elliptischen Koordinaten &, » eines Punktes mit
seinen Abstinden r, und r, von jenen festen Punkten durch
die Gleichungen

~ I A -
SR ry = e1E -y

1)

zusammen. Man sieht an diesen Gleichungen, dal} stets

2 s>, 1<y L1

&

ist, ferner, dall die Flichen & == const Rotationsellipsoide sind
mit der grollen Halbachse ¢& und den Brennpunkten F, und
F,. und daB} die Fldchen # = const zweischalige Rotations-
hyvp-rboloide mit dem Scheitelabstand 2 ¢ 5 und denselben Brenn-
punkten sind. Zur eindeutigen Festlegung eines Punktes ist
noch eine dritte Koordinate notwendig, z B. das Azimut ¢
um die Gerade F F,.

Schreiben wir die Gleichungen der genannten Rotations-
flichen in Zylinderkoordinaten (7, @, z) auf, wo F,F, die
z-Achse ist und der Nullpunkt die Verbindungsstrecke F,F,
halbiert. so lauten sie:

-3

: re .
oL _ - (t—
-} )
s 5 1
) v)

z— I)'- [
- —- C"
. :

) 1 - 17"

Daraus folgen die Transformationsgleichungen

[} )] [34
-

T ==

(2] (3]

Ui
7.‘.‘ - (1‘.3 (\:‘3 . 1) ( 1 . 77'.’) )

<
S

13)

Wir zeigen, dall das obengenannte ,.Zweizentrenproblem®
in diesen Koordinaten separierbar ist. Die potentielle Energie
einer von zwei positiv geladenen Punkten angezogenen elek-

trischen Ladung -- ¢ ist:
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bar. Bei der Separation in Polarkoordinaten (§ 22) crhalten wir
die Wirkungsvariabeln J , J,. J, und die Quantenbedingung

J —Jy+J, =nh.
Dabei ist Jy -+~ J,, das 2z-fache des Drehimpulses, J, das 2 z-

(/,‘
fache seiner Komponente in der Richtung der Polarachse. Die
Bewegung bleibt in diesen Koordinaten separierbar, wenn das
Feld nicht mehr ein (CouLoMBsches, aber noch kugelsymmetrisch

1st; dann ist jedoch eine zweite Quantenbedingung
Jo+J, == kh

hinzuzufiigen. Wollte man auch J, als ganzzahliges Vielfaches
von h festlegen, so hdtte das gar keinen Sinn, da die Polar-
richtung ganzlich willkiirlich ist und bei einer Drehung des

} . . C L J .
Koordinatensystems die Ganzzahligkeit von - zerstort wiirde.
y

h
Dagegen wiirde die Festlegung J, -+ J, = kh bei der einfachen
KEerLER-Bewegung zunichst noch auf keine Unmoglichkeit fiihren.
Berechnen wir nun die KEPLER-Bewegung in parabolischen
Koordinaten, so brauchen wir in den Rechnungen dieses Para-
graphen nur K =0 zu setzen. Wir erhalten die Wirkungsvaria-
beln J:. J, und J, (letztere in derselben Bedeutung wie bei

Polarkoordinaten) und die Quantenbedingung

Je +-J,+J, =nh.
Die zweite Quantenbedingung
Jg — J,/ = ne h 5

die wir im elektrischen Feld hatten, muB hier wegfallen, da
diese Kombination in der Energie nicht mehr auftritt. Sie hat
nur Sinn, wenn ein (vielleicht schwaches) elektrisches Feld da ist.

Die stationiren Bewegungen im schwachen elektrischen Feld
sind nun wesentlich verschieden von denen im kugelsymmetri-
schen Feld, das wenig vom CouromBschen abweicht. Im letzteren
Separationsvariable sind die Polarkoordinaten)ist die Bahnkurve
eben: sie ist eine Ellipse mit langsamer Periheldrehung. Im
ersteren Fall (separierbar in parabolischen Koordinaten) ist sie
genahert auch eine Ellipse, aber diese Ellipse macht im allge-
meinen eine verwickelte Bewegung im Raume. Wollte man
also im Grenzfall des reinen CouLoms-Feldes k& oder n, als zweite
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2. Der Radikand von p: ist fiir & > 1 zu-
nichst negativ. und nimmt spater im Inter-
vall (& ., 5...) positive Werte an: & macht
dwn  eine Libration in diesem Intervall.
In diesem Fall muB der Radikand von /2
im ganzen Intervall (-— 1, 1) positiv sein.
Die Kurve verliuft zwischen den beiden

Ellipsen &- & . und &-- & (Abh. 35.)

. = .
min “max

Il. Bahnen, die nicht mit den Zentren in eciner fihene
liegen?).

Der Radikand von p;: ist héchstens positiv in einem Inter-
vall (& . & ). das nicht an &= 1 heranreicht; der Radikand
von p, ist ebenfalls fiir 2. -+ 1 negativ, er kann im Intervall
'— 1. -{- 1) zwel oder vier Nullstellen haben. p, endlich ist

Abb. 36.

von Null verschieden und ¢ liuft um die Verbindungslinie der
Zentren. In allen Fillen, wo iiberhaupt Bewegungen méglich
sind, verlaufen sie in dem Ring zwischen zwei Rotations-
Hyperboloiden und zwei Rotations-Ellipsoiden, deren Achse
durch die Zeutren geht. (Abb. 36 u. 37.) Im Falle von Doppel-
wurzeln kénnen die Ellipsoide oder die Hyperboloide zusammen-
fallen; es konnen auch Limitationsbewegungen auftreten.

') Ausfiihrliche Diskussion bei W. Pavrr jr., Ann. d. Physik, Bd. 68,
S. 177, 1922, I1, § 6, und K. F. NIESSEN: Zur Quantentheorie des Wasser
stofimolekiil-lons (Diss.), Utrecht 1922, Abschnitt 1.
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Da die Berechnung der w als Funktionen der & und 9 in
dieser Form offenbar sehr schwerfillig wiirde, erweist es sich

als’ zweckmillig — in Analogie zur Hinfithrung der mittleren
und der exzentrischen Anomalie in § 22 — die Variabeln-

quadrate £* und %7 die ja zwischen zwei festen Grenzen (vgl.
§ 35) hin- und herpendeln, in der Form

4) 2 =a, - b cosy, y® = a, -+ b, cos
\ 17 Yy / 5 2 b4

zu schreiben. Damit die neuen Variabeln y und y wihrend
einer Libration von & bzw. » um 2z wachsen, miissen wir

setzen:

a, - xJ (2J:+J,); b =2xJ VW (J;+J,)

(5 _ o
a, = =J (2J, +J,); by =2xJ VW, (J,LJ,).

So erhitlt man:

d 2ds-¢

’l}) —_ - - —_— e
b —3*J, 2T 4 z/(zJ 4 J, )J§ — &

dy - 2d77 N

f—%?J 2T 2?(2J,,TJ )-]-7_7_“’—'7]4
und fir wg, w,. w, ergibt swh.

1
2 7wy = Nl (b, siny — b, siny) -+ y -+ 7
D 5 2
1 . . ,
27w, == 5, T2 (b,siny 4 b,siny) +— y - =
w0 J?
(6) |
0, 1 ,
2aw, = 5, JF (b, siny —- b, siny) +- ! 2 £
oy y
¢, J ‘ dy d |
e I +f— - + g+
2 a, + b, cosy a, 4 b, cos y
.0 0 /

In diesen Ausdriicken haben wir die noch willkiirlichen Kon-
stanten so bestimmt, daBl das Endresultat eine mdglichst ein-

fache Form erhilt.
Mit den Abkﬁrzungen

z)1
e

erhalten wir
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wo € cine willkiirliche Konstante und

B

f [)., b

4 C =1 - S

‘ 2 m c? (-

| ez, -7,

0 B, o~ Tt
: 1 —cW

ez, — Z)

[>‘) . 1 2/
2 —cW

1st.

Wir untersuchen jetzt die mdglichen Bahntypen, wobei wir
von einzelnen Grenzfillen absehen und uns auf den Fall nega-
tiver W beschriinken wollen. Wir wollen auch nicht auf die
Kinzelheiten der Beweisfliihrung eingehen.

I Bahnen. die miit den Zentren in einer Ebene liegenl).

Hier ist p, — 0, also 4 — (" 1 =0 und =1
sind Nullstellen der Radi-
kanden in (8. Wir unter-
scheiden folgende Fiille:

1. Der Radikand von
pe ist fur & - 1 zuniichst

, ==l

positiv; dann macht & eine
Libration zwischen & =1
und einem Wert &- & .

ai Der Radikand von
P, 1st Hn ganzen Intervall
{ -1.,1) positiv. Die Bahn
verlauft innerhalb der El- Abb. 33. Abb. 34

lipse &= & . (Abb. 33.)

Smax

b Der Radikand von p, hat in (— 1, 1) eine weitere Null-
stelle. Die Bahn verliuft dann in einem Zweieck. das von der
Ellipse & ==& . und einer Hyperbel 1 = const begrenzt wird.

{(Abb. 34.) Der Tall, dall in (— 1, 1) zwei weitere Nullstellen
vorhanden sind, tritt nicht auf.

1y Kine ausfiithrliche Diskussion dieser Bahnen bei C. L. CHARLIER:
Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., Leipzig 1902, III, § 1 (S. 122).
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o

Entnimmt man aus (91§ 35 die Werte von «, und ¢, und aus

o
toly -

(10 2 35 den Wert von H', beides fiir /£ =10, so erhilt man:

| to S S N I R § 1
1 248 ‘ de g |f="r 220 e o D
' . ; A e] $” ol J"

[ ] ‘2 L) e
([ - QJ,L K 2 & e],/ r J,/ ]
g ]/ b )/ * 1 .| 5y o )] ) ]
) Y wodJ® = J"
; J(/ .(]).
Hierin ist zur Abkiirzung eingefiihrt:
| 1 . .
f2 s == v 5 , e] —= e]_f‘:— J,/'l—J,l.
17" Ze*m |

Fir die zu J:, J,.J, konjugierten Winkelvariabeln Wz, W

-

w, ergeben sich aus (1) die Gleichungen:

Ho

D= 2 A
) e
1 (*d & J(2J, 4 J, )7 -
_ zJ‘-’J Tl LI N Iy Yy AR =
L ("dy - xdi2d, 4 J,in? -t
Z']'zf 0 JPJE 20 (2, - J ) gt —
2w, =27 /i--‘--g-—
, T
1 (ds mrJ(2d: - J )8 &
S R i s e
1 (dy wd (2J:-1-J,0n% 4 n?
/J",f ny- /QJ_,,QL_]‘“) -%i__;x(.%._],, — ,,__)jne—— n?
2, = _)”r/;S
o/,
v fds =BT SR (T — T ))& B
- /»J-’f S h— T 22T T )T g
| J
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HamritoNsche Funktion in Polarkoordinaten fiir beide Fille
genau die gleiche, wenn man beim Einkérperproblem die Masse U
des hewegten Korpers und seinen Abstand r vom Zentrum ein-

fuhrt und wenn man beim Zweikorperproblem ;1 durch die
Gleichung (2) § 20

1 m, m,

definiert und unter r den gegenseitizen Abstand der beiden

Massenpunkte versteht. Unsere folgenden Gleichungen lassen
also immer beide Auslegungen zu.

Alx Koordinaten fiithren wir riumliche Polarkoordinaten r,

i.q ein. Unter Benutzung der kanonischen I‘lansfounamon(ld\

¥ 7. dic rechtwinklige Koordinaten in Polarkoordinaten iiber-

fuhrt, erhalten wir fiir die kinetischo Enerfrle
: 1 ) \ _ 7) ’_)'.3 | "..’.
7 oo ( p, T S '.) __. » 7)-(, o
20\ r- r- sin*

WO P pu.p, die zu 7. 9, ¢ konjugierten Impulse sind. Den
aleichen Ausdruck erhalten wir natirlich, wenn wir aus

v

T l) (7% - e 7 kin* 9 (;r‘z_/)

die Impulse berechnen:
P, = Wt
Py o= uri
2 eIn2 S
Py == pmrisin® g

und 7, ¥, ¢ durch sie ausdriicken. Der Bau der HAMILTON schen
Funktion

. l / y '/)f.-, . )-: \ v
) = \pzr Py Pro

zelgt nun, dafl r. o Separalionsvariable sind.  Setzt man
(2 "' MES ‘Sr (\T‘,) Y ( ()) S '/ ‘(f) )
so zerfallt die Hamirrox-JacoBische Difterentialgleichung
e S 1 /c8\* 1 (f‘S E L
S Y g — wi— o
\( r r= i) 7= s1n= 19 \¢ ) -

in drei gewohnliche Differentialgleichungen:
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it Kinklang mit fritheren Ergebnissen. Ganz analog hat man
hei bloflem Magnetfeld

unel

W o-p -J

! i m

Wenn wir nur ein schwaches Maonetfeld neben einem end-
lichen elcktrischen Feld haben, so haben die Drehungsachsen
der Vektoren v, und 1, fast entgegengesetzte Richtung. Da die
von diesen Vektoren beschriebenen Kegel im Falle verschwin-
denden Magnetteldes nicht zusammenfallen dinfen (das wire
3 - 0 beim Starkeffekt), so schneiden sie sich auch bei schwa-
chem Magnetfeld nicht. Lassen wir jedoch § adiabatisch an-
wachsen, so bleiben die Offnungswinkel erhalten und es kommt
<«chlieBlich der Punkt, wo die Kegel einander treffen. Ent-
sprechend ist es, wenn wir von einem schwachen elektrischen
Feld und einem endlichen Magnetfeld ausgehen. Dann haben
zunachst die Drehungsachsen fast gleiche Richtung und die
Kegel schneiden cinander nicht. Aber bei adiabatischem An-
wachsen von ¢ kommt auch hier der Punkt, wo sie sich treffen.

Wir konnen also Bahnen, die wir frither zulielen und die
auch empirisch bestitigt sind. tiberfithren in solche, bei denen
das Klektron dem Kern beliebig nahekommt. Eine Aufklirung
dieser Schwierigkeit 1iBt sich zur Zeit noch nicht geben. Man
kann an die Méglichkeit denken, dalB die .J bei den hier be-
trachteten adiabatischen Anderungen nicht streng invariant zu
sein brauchen, da man fortwihrend durch Zustinde hindurch
kommt. bei denen (nicht identische) Kommensurabilititen zwi-
schen den Frequenzen bestehen (../,ufa.lhge Entartungen®. s. § 15.
S 101 und $ 16, 8111

$ 39. Problem der zwei Zentren.

Die parabolischen Koordinaten, in denen die Bewegung, die
das Elektron im Wasserstoffatom unter dem Einflul eines elek-
trischen Feldes ausfiithrt, durch Separation gefunden wurde, sind
ein besonderer Fall der elliptischen Koordinaten. Diese sind
Separationsvariable fiir die allgemeinere Aufgabe, die Bewegung
eines Punktes zu finden. der won zwei festen Kraflzentren nach
dem CovvomBschen Gesetz angezogen wird. LaBt man das eine
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20 -75 -0 -5 o0 5 0 75 20
Abb. 23,

Fir die Linie H,(n = 3 —n =2 erhalten wir daraus die

Linien:
i |
01234 56 &8
Abb. 24,
Eir H;:
02 46 8EW12MH
] 1
Abb. 25.
Fir H,:

Die Berechnung des Starkeffekts mit parabolischen Koordi-
naten erlaubt uns, frither allgemein angestellte Betrachtun-
gen iiber die Beschrankung der Quantenbedingungen auf nichi-
entartete Wirkungsvariable an einem Beispiel zu erlautern.

Fir €|==0 geht die Bewegung des Starkeffekts in die
einfache KEPLER-Bewegung iiber. Diese ist also sowohl in Po-
larkoordinaten als auch in parabolischen Koordinaten separier-

0235 78 70727315 7718 2022

L

Abb. 26.
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Da w, und ¢ einander proportional sind und ¢ eine gleich-
férmige Rotation um die Feldrichtung ausfithrt, hat 7, tir die
Komponenten des elektrischen Momentes senkrecht zum Ield
nur die Werte + 1 und fiir die Komponente in der Feldrich-
tung nur den Wert 0. Die Koeffizienten 7: und 7, dagegen
scheinen nicht beschriinkt (s, § 36).

Gehen wir nun zu den Winkelvariabeln iiber, die den Wir-
kungsvariabeln .J, J,,J' entsprechen, so haben wir (nach § 7):

wWe == —aw,
w, =

14
w, = --w

zu setzen.  Die Fourigr-Darstellung wird

wobe]

st. w ist die Winkelvariable der feldfreien Bewegung und
entspricht dem Umlauf des Elektrons auf der Bahnellipse,
t kann daher jede ganze Zahl sein: auch 7, 18t mit 7: und 7,
unbeschrinkt. Dies bedeutet, daB sich » und n, beliebig dndern

kénnen und dal alle diesen Ubergiingen entsprechenden Fre-
quenzen gestrahlt werden.

Die Polarisation ergibt sich folgendermaflen: Wenn r L 7,
oder (was dasselbe ist) 27, 47, eine gerade Zahl ist, so kann
T, nur null sein. Ein solches FouRrIgr- Glied stellt also eine
Bewegung in der Feldrichtung dar; einem Ubergang, bei dem
dn+ An, gerade ist. entspricht also einc parallel zum Feld
schwingende Lichtwelle. Entsprechend ist 7, — 4+ 1, wenn
dn - 1n, ungerade ist; dem Ubergang entspricht eine Welle,
die senkrecht zum Feld schwingt.

Wir erliutern das Gesagte an der Aufspaltung der Wasser-
stofflinien H H; ---. Die Terme, die in diesen Linien kombi-

nieren, spalten folgendermaBen auf (die Zahlen beziehen sich

3 KEh?
auf die Einheit =~ ——~-):
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5. Nap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

A » e -
S r-- ¢ K EW D 1.
L J 2 m e L‘\D ]
Unsere Aufgabe ist gelost. wenn wir das Gleichungssystem
121, 18) I6sen kénnen. Es geschieht dies am besten, wenn man

statt der Unbekannten 9§ und r die neuen Vektoren

! QL
9, e

,=1— K%

einfahrt. Da v und K ! aufeinander senkrecht stehen, haben
beide Vektoren (9 den Betrag

(1()1 B S — J:—:: e 'l f‘) "'-‘_-K:: kl%'.f —_ -

mach (5). Ferner kann man aus v, und r, mittels der Glei-
chungen

11 __ L

stets wicder v und 3 zuriickgewinnen. (2) und (8) gehen jetzt
in das Gleichungssystem

: _ e
L o Ny
r, = €K[(§KIJ 7ncL911J
(12
S e
, = —eK[Cr]+  —[9Ht,]
- - 2mec -
iiber. Wenn wir zur Abkurzung
e KE =
(13 ¢
© g
_13 _— 1D
2mce m

schreiben. so lautet das Gleichungssystem

(141 r__l h (mﬂ LU {;J

o, 1,

Dies hat die anschauliche Bedeutung, dafl die Vektoren ¢, und
je eine gleichformige Drehung um die durch o H -+ KE und

2 m
1

2mec
keiten 'w -:-w,, und w — w | ausfiihren. In jedem Augen-
blick ist (nach (11)) der Abstand der Endpunkte der beiden Vek-

» — K E bestimmten Achsen mit den Winkelgeschwindig-
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27 met Z*
(e] —*"J‘J*J>2

3K
O SN AT 5)

8 2meZ

11 W= —

In unserer Anniherung hidngt die Energie also nur von
zwel linearen Kombinationen der Wirkungsvariabeln ab, d. h.
wir haben ecine einfache Entartuny vor uns. Sie wiirde weg-
fallen, wenn wir hohere Glieder der Energie berechneten. Im
Einklang mit unseren allgemeinen Betrachtungen (§ 15) fiihren
wir nun statt J;,J,.J, neue Wirkungsvariable ein, die aus
thnen durch eine ganzzahlige Transformation mit der Deter-
minante = 1 hervorgehen, und wiihlen diese so, daB3 die Energie
(11) nur von zweien der neuen Wirkungsvariabeln abhiingt und
da dic Energie (10) der ungestérten Bewegung (entsprechend
der doppelten Entartung) nur von einer der Wirkungsvariabeln
abhangt.

Wir setzen also

Je +J, +J, =J

|
{12) J’] _ JE - Je I
J,=J l

und erhalten:

2n*me*Z? 3 E
13 S L S J .
'13) W J? 8n2meZJ e
Die Bewegung hat zwei Frequenzen
J
14 v =7,
und
3 b
Yy —
* 8a'meZ

Wir haben zwei Quantenbedingungen:
J =nh
(15) J,=mn, h;
fiihren wir sie in die Energie (13) ein, so wird

RhZ®  3Eh
(16) - — S _.nn

o 9 7;

n? SameZ e’
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2mece

cinc Nonstante. Zweitens stehen ® und 1 aufeinander senk-
recht. es ist also

4 PTr =0,

und drittens hiingen ¥ und r noch einmal auf dem Wege iiher
die Exzentrizitit der Bahn zusammen. Es ist (%22, 8166

| 3
(X
R
und (8) § 22, 80160
»3 / DA J \I\Q
P = (1 — 3y [ —
\ 2:.[/

wo J die nichtentartete Wirkungsvariable der feldfreien Be-
wegung ist. Durch Elimination von ¢ folgt

- Y ) 3 }} ‘2
’KO’ 1‘ ) o K ) \15‘ i — <~) a’) >
wo zur Abkiirzung

5 A 2
27 /3 ,
o 2 )
\ J / \ =

gesetzt ist. Aus :3), (4) und 15) kann man nun mit Hilfe

von ‘21 eine dhnlich wie (2} gebaute Gleichung fiir ¥ ableiten.
Differenziert man nimlich (3), (4) und (5) nach der Zeit und
drickt man ¢ durch (2) aus, so folgt

() S © |G 1] G © ol
- €Y - NI =eQ | L
2mc < 2mece - gJ)
€ ¢ € \\
) = Wy R —:“(Y ------ vy

Dies bedeutet aber, dall die skalaren Produkte des Vektors

- e KPR E)] -
7) N T
mit €, P und tv verschwinden. Da im allgemeinen weder diese
drei Vektoren verschwinden, noch alle in einer Ebene liegen,
mufl der Vektor (7) selbst null sein. Es ist also





index-356_1.png
§ 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom. 245

ist.  Damit die Integrale (3) auch bei verschwindendem Feld
noch reell bletben. miissen «, und «, positiv sein. Wenn die
Feldstiirke gering ist. sind die D, und /), enthaltenden Glie-
der klein gegen dic iibrigen, und die Integrale lassen sich auf
komplexem Wege niitherungsweise ausrechnen. Man erhilt (vgl.
(111 im Anhang Il). wenn wir die Wurzeln in (8) so rechnen,

dafl die Integrale positiv werden:

Joo by Eme o amel yJ 0 Bl
) 2 : | —2mW 2] -- ’mW;\‘l"f QmW)_
19) | |
;L 1 ;o i amel /Jqf] - 3wy’ )
12 T 2m W 2 —2mWi \dat 2mW

Aus den drei Gleichungen (7) und (9) hat man ¢ und «, zu
eliminieren und ¥ auszurechnen. In (9) kann man in erster
Niherung das K proportionale Glied weglasson und nachher in
diesem Korrektionsglied die in erster Niherung berechneten
Werte von «, und ¢, einsetzen. Man erhilt so

¢ 20 me K .
o e B 6 6T, ),
- - 2ml 2 S a” I—-'—zmﬂ
2.0, . nell )
T S Y IR B SR
J—2ml 2 7 Rt 2m W

und mit Hilfe von (7

1 o
2me*Z = (J: S, - J ) —2mW

T.
T

ek
—— - J ), — J¢
- :_[ W(J +J'/ | /)k sJ
Hieraus folgt in orster Niherung (unter Weglassung des mit E

proportionalen Gliedes: die Energie fiir die Bewegung ohne
Feld

D2 met 22

Je+J,+J,)"

und wenn wir diesen Wert von W in das Korrektionsglied
einsetzen, als zweite Nidherung:

110 W= —
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Man sagt in diesem Falle, die Differentialgleichung (5) ist
durch Separation der Variabeln 16sbar, oder kurz separierbar.

Der oben behandelte Fall, wo alle Koordinaten bis auf eine
.q,) zyklisch sind, liBt sich als Spezialfall hiervon auffassen.

Man mache den Ansatz

8 == 8 gy, e '“ft-)
dann lautet die Differentialgleichung
S o8 ,
H@ﬂii . (_ﬁ) — H .(‘]-u Mt S ..({f> — W,

cqy Udg,

ey gy g

was gcenau mit (11) dibereinstimmt.

Zweites Kapitel

Periodische und mehrfach periodische
Bewegungen.

$ 9. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad.

Wir haben gesehen, dall bei Systemen von einem Freiheits-
orad statt der Variabeln ¢, p neue Variable ¢, « eingefiihrt
werden konnen, derart, daBl ¢ konstant und ¢ eine lineare
FFunktion der Zeit wird. Die Variabeln ¢ und ¢ sind dadurch
nicht eindeutig bestimmt; vielmehr konnen wir ¢ durch eine
beliebige Funktion von « ersetzer, wobei sich ¢ mit einem
von « abhingigen Faktor multipliziert.

Bei periodischen Bewegungen ist es vorteilhaft. eine ganz
bestimmte Wahl von ¢ und « zu treffen. Nun gibt es zwel
Arten von periodischem Verhalten. Entweder entsprechen ver-
schiedenen Werten von ¢ verschiedene Lagen des Systems, und ¢
und p sind periodische Funktionen der Zeit; dann sind sie es
auch von der linear damit verknilipften Variabeln ¢:

g(p -+ )= q(p).

Oder jedesmal nach einer bestimmten Zunahme von ¢, die wir
oleich 27z sctzen wollen, nimmt das System die gleiche Lage
ein. Dann erfolgt diese Zunahme von ¢ um 2z immer in der
oleichen Zeit und es 1st

(¢ + &) =q(p) - 2.





index-359_1.png
R BN 5. Bap. Systeme mit einem Leuchtelektron,

nicht durch den Kern; sie ist vielmehr nach der Richtung — ¢
verschoben.  wie man sicht, wenn man nach dem Gleich-
gewicht des positiven Kerns und der Bahn des negativen
Elektrons it dem Feld fragt oder die Doppelwurzeln berech-
net. lIst J: =0 und J, >0, so liegt die Bahn auf dem
Paraboloid & - Smin = Smax ZWischen seinen Schnittkreisen mit
den Paraboloiden #-=4_.  und N == - J1m allgemeinen
Fall schlieBlich, wo J. > () und J, = 0 st liegt sie in einem
riumlichen Ring.  Sehen wir von der Bewegung von ¢ ab, so
erfiillen die 1£. ))- Koordinaten das Parabelviereck im allge-
meinen luckenlos, da die zu J: und J,, gehorenden Frequenzen
verschieden sind und nur fiir ganz bestimmte Werte von X In
rationalem Verhiltnis stehen.

Gehen wir nun zum Fall J, == 0 lber, so bleibt ¢ fest
stehen, die Bewegung erfolgt in ciner Meridianebene durch
die [Feldrichtung. Das Gebiet, in dem fi (&) und f, 1y positiv
sind, enthiilt die Stellen & =0 und y=-0, d. h. die Bahn er-
fillt Tickenlos das Parabelzweieck, das durch & — Smax  und
N = Nmay Degrenzt wird. Die Bahnkurve kommt daher dem
Kern beliebig nahe.

Der Fall, bei dem ein Elektron dem Kern beliebig nahe
kommt, soll nun grundsitzlich ausgeschlossen werden, wie es
Ja schon bei der Zentralbewegung | § 21) geschehen ist. Damit
ist auch der Fall n — + n ausgeschlossen, denn dann wiire J;
oder J, gleich nh — J und J, = 0.

Der durch die eine Quantenzahl n gekennzeichnete  stationdre
Zustand der feldfreien Bewegung spaltet also im Feld in 2n — 1
Zustiande verschiedener Energie mitl den Quantenzahlen

;o o—m=2) s 1)

| /

n,= —(n - 1)
auf. |

Wir betrachten jetzt die Ausstrahlung eines solchen Atoms.
Die gestrahlten Frequenzen und die moglichen Anderungen

von » und n hingen von den Gliedern der Fourier-Entwicklung
des elektrischen Moments oder (was dasselbe ist) der Koordi-
naten des [Elektrons ab. Den Wirkungsvariabeln J., Sy Iy
entsprechen Winkelvariable wg, w,, w,. Mit ihnen liBt sich

die Fourier-Darstellung der Koordinaten in der Form schreiben
) 2.‘(@(1_w-+7.', Wy +r,w,)
10 2O T Iy Wy T Ty
\ (J,e B

.
et

1
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toren proportional dem Drehimpuls der Bewegung und ihre
balbe Summe ist der Ortsvektor des elektrischen Schwerpunktes.

Betrachten wir zunichst den Fall, wo nur ein elektrisches
Feld ¢ wirkt. Dann drehen sich r, und ¢, beide um die Feld-
achse mit gleicher Geschwindigkeit, aber in verschiedenem D reh-
sinn.  Wiahrend jeder der Vektoren einen Umlauf vollenilet,
kommen sie zweimal in eine solche Lage, dafi sie mit & in
oiner Kbene und beide auf der gleichen Seite von & liegen.
In dieser Lage ist ihre Differenz, also der Gesamtimpuls §§, ein
Minimum, die KExzentrizitit errcicht ihr Maximum und die
Bahnebene weicht am wenigsten von der Aquatorebene des
Feldes ab. Zwischen diesen beiden Lagen gibt es zwei andere,
wo t, r, und ¢ ebenfalls in einer Ebene liegen, aber r, und r,
aut verschiedcnen Seiten von . Dann hat B ein Maximum,
die Exzentrizitit ist am kleinsten, und die Bahncbene weicht
am stirksten von der Aquatorebene ab. Wihrend der Betrag
von P hei einem solchen Umlauf zweimal eine Libration aus-
fihrt, vollzieht die Richtung von {8 nur eine einzige Drehung.
d. h. der Knoten der Bahnebene Liuft cinmal herum.,

Fallt man die Bewegung des elektrischen Schwerpunktes
der Bahn allein ins Auge, so 1iBt sie sich aus den Gleichungen (2)
und {8) (fiir § === 0) direkt ableiten. Differenziert man (8) nach

der Zeit und setzt man | aus (2) ein, so erhilt man:
v e K2 G[ET]].

Das bedeutet, dafl r stets senkrecht gegen die Feldachse zeigt,
und daf3 r dem Abstand des elektrischen Schwerpunktes
[t €]
¢
punkt fiihrt also eine harmonische Schwingung um die Feld-
achse aus (vgl. § 37 S. 267).

Im Falle, daB allein ein magnetisches Feld wirkt, fiihren

und v, gleichsinnige Drehungen um die Feldachse mit der
gleichen Geschwindigkeit

von der Feldachse proportional ist. Der elektrische Schwer-

€
ome! P
aus, d. h. das ganze System vollzieht eine gleichférmige Prizession
(die LarMOR-Priizession) um die Feldachse.

Born. Atommechanik 1. R

W, -

i »nt .
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wo R wicder die RYDBERG-Konstante ist (vgl. (2) § 23). Eine
genauere Rechnung liefert hdhere Glieder, die auch von einer
dritten Quantenzahl »” abhidngen.

J, 1st mit der gleichbezeichneten Grofe der KErLER- Be-
wegung ohne Feld gleichbedeutend, sie kann nur Werte zwi-
schen 0 und J annehmen. Die Summe der positiven GroBen J;
und J, liegt nach {12) ebenfalls zwischen 0 und J und ihre
Differenz J, zwischen — J und -- J. Die Quantenzahl n  kann
also nur die Werte —n. —(n-—1,... 4+ n annehmen. Wie
eine Betrachtung der Bahnkurven zeigen wird, sind hiervon
noch die Werte + n auszuschlie3en.

7= max

! "_{ max

f'i{m/n
Abb, 22.

Die parabolischen Koordinaten & und # fithren Librationen
aus zwischen den Nullstellen von f, (&) und f,(n) in (6). Be-
trachten wir zunichst den Fall, dal J, und damit C nicht ver-
schwindet. Dann reicht das Gebiet, in dem f, (&) und f, (n)
positiv sind. nicht bis an die Stellen &= 0 und #» = 0 heran;
die Nullstellen £ . und %_. sind von O verschieden. Die dritte
Koordinate fiihrt, wenn J,, > 0 ist, eine Rotation aus. Die
Bahnkurve verlauft also innerhalb eines Ringes, der die Feld-
achse zur Symmetrieachse hat und dessen Querschnitt das von
den Parabeln & =¢& , ., &§=¢& , = Nmin Und n=mn_. be-
grenzte Viereck ist. Wird insbesondere J: = J, = 0, so riicken
Smin und &, sowie .. und 7, , zusammen und die Bahn-

kurve ist ein Kreis. Da &, <=7, ist, geht seine Ebene
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ellipze hat konstante Exzentrizitit, sic hat konstante Neigung
und st rclhitungsgequantelt. lhre grolle Achse steht anf der
Knotenlinie senkrecht und die Knotenlinie liuft gleichformig
um die Ifeldachse. Fir unsere Nidherung ist dies zwar kein
quantenmiiBlig ausgezeichneter Bewegungszustand, da ja J, nicht
durch eine Quantenbedingung festgelegt ist. Erst die Bereeh-
nung der kKnergie in niichster Naherung wiirde die Notwendig-
keit der Festlegung von J, ergeben.

Im anderen Grenzfall W, -~ 0 oder .J, == } (J, — J,), bei dem
dic Bildkurve in der (]_",w 0)_Tbene (1011 Rechted\umtang
durchliuft. ist die Bewcgung uemhch verwickelt. Der Knoten
liuft gleichférmig um. In einer bestimmten Phase der Bewe-
gung ist die Bahnkurve ein Kreis .J," = J)), dessen Lage durch
J, nnd J, festgelegt ist. Dieser Kreis wird nun allmihlich zu
einer Iilipse, deren Perihel in der Knotenlinie liegt; die Bahn-
ebene legt sich wihrend dieres Vorgangs senkrecht zum Feld.
In dieser Lage wird zwar die Knotenrichtung unbestimmt.
Wenn wir sie aber durch die Fortsetzung der gleichférmigen
Bewegung, die der Knoten vorher hatte. definieren, so bleibt
das Perihel hinter dem Knoten zuriick, bis der Abstand 7 ist.
Darauf richtet sich die Bahnebene wieder auf und die Bahn-
kurve wird nach und nach wieder zum Kreis. Beim Kreis ist
die Lage des Perihels unbestimmt. Wir konnen aber aus der
Bildkurve entnehmen, dall es wieder in der Knotenlinie liegt,
wonn dic Exzentrizitit wieder zunimmt und die Bahn sich
wieder neigt. Wahrend eines Knotenumlaufs wird die Kurve
zweimal zam Kreis

Den Wertebereich von .J, oder o, erhalten wir durch folgende
Uberlegung.  J,% = J, ist positiv und héchstens gleich J,.
J, kann nicht null werden, sonst wiirde, wio aus (4} zu er-
behen ist, J,% eine Libration zWJSChen J° und — J,* ausfiihren:
die Bahnellipse wiirde dabei den (xrenzfdll der (;era,den (Pendel-
bahn vgl. § 21 und § 35) durchlaufen miissen und wegen der
Inkommensurabilitit des Umlaufs auf der Ellipse mit jener Li-
bration dem Kern beliebig nahe kommen. Mit

<0y £,
und der aus der Abb. 32 ersichtlichen Beziehung
0<J, <10~ J
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Man bekommt also wie in der klassischen Theorie bei longi-
tudinaler Beobachtung ein Dublett zirkular polarisierter Spek-
trallinien svmmetrisch zu »,. Die Linie mit grol3erer Frequenz
entspricht dabei dem Ubergang m - 1 —m, sie ist also positiv
zirkular polarisiert. Bei transversaler Beobachtung erhdlt man
ein Triplett, dessen mittlere Linie bei », liegt und parallel zu

den Kraftlinien polarisiert
-i-

m ist, dessen dullere Linilen
von », um = v  entfernt
longitudinal (Feld- und senkrecht dazu pola—

| achse nach vorn) risiert, sind (Abb. 21).
Dies Ergebnis st das-
- selbe wie in der klassischen
‘ ’ fransversul Theorie von H. A. LORENTZ.
Die experimentelle Unter-
- suchung bestitigte es bei
Yo-Yin Y YtV L solchen Linien der anderen
Abb. 21, Elemente, die einfach (Sin-
guletts) sind. Zur FErkla-
rung der komplizierten ZEeman-Effekte, wie sie bei Multipletts
auftreten, reicht diese einfache Theorie (die der klassischen
Theorie von LorENTZ nachgebildet ist) nicht aus. Die Theorie
dieser ,anomalen ZEEmMaN-Effekte“ geht tiber den Rahmen dieses

Bandes hina.usl).

§ 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom.

Als nichsten Fall der Wirkung #duBerer Felder betrachten

wir den STarkeffekt beim Wasserstoffatom, d. h. den Einflufs eines
homogenen elekirischen Feldes € auf die Bewegung vm Wasserstoff-
atom (allgemeiner: einem Atom mit nur einem Elektron). Wir
wollen diese Aufgabe sehr ausfiihrlich behandeln, um die ver-

schiedenen Methoden daran zu erliutern.
Die erste Methode, die wir anwenden, ist die Einfithrung

von Separationsvariabeln®); nachher wollen wir auf zwel ver-

1) Vgl. E. Back und A. Lanpt: Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der
Spektrallinien. Bd. I dieser Sammlung.

?) Zuerst ausgefiihrt von P.S.EpsTEIN. Ann. d. Physik, Bd. 50, S.489,
1916: Bd. 58, S. 553, 1919, nnd K. Scawarzscnmp. Sitzungsber. d. Berl.
Akad. 1916, S. H48.
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Die sdkularen Bewegungen des Wasserstofiatoms im oloktr. Feld 967

LY = const

dann zume Maximum, wenn @ -y ist. w.® kehrt also dann um,
wenn

=)
13 S0 = S0

also ./," das gcometrische Mittel von J,” und J," ist.

Die sikularen Bewegungen der Bahn unter dem Rinflul}
des elektrischen Feldes sind jetzt folgende: Wiihrend die Knoten-
linie emmal amliuft, fahrt das Perihel der Bahnellipse zwei
Schwingungen um die auf der Knotenlinie senkrechte Meridian-
ehene aus. Bei einem  der beiden Durchgiinge durch diese

: : J.0
Meridianebene ist der Gesamtimpuls ,_ angroliten und damit
A |

die Exzentrizitit am kleinsten. Beim Durchgang in anderer
Richtung ist die Exzentrizitit am gr6Bten. Da die Komponente

J !

;. des Drehimpulses in der Feldvichtung konstant bleibt.
2.7

schwankt die Neigung der Bahnebene in gleicher I'requenz mit
der Exzentrizitit. Sie hat thren gréfiten und ihren kleinsten
Betrag. wenn das Perihel durch die Gleichgewichtslage geht
und nimmt ihren grolten und kleinsten Betrag wilhrend eincs
Knotenumlauts zweimal an. Bei dieser Schwingung von Bahn-
ebene und  Perihel bleibt die groBe Achse erhalten (da J"
konstant bleibt): die Exzentrizitit jindert sich so. dall der
elektrische Schwerpunkt stets in einer Ebene

1

1

e F

'

bleibt.  Er beschreibt in dieser Ebene eine Kurve um die Feld-
achse: da Neigung und Knotenumlauf das Frequenzverhiiltnis
2:1 haben, ist die Kurve geschlossen und wiihrend eines Um-
laufs erreicht der elektrische Schwerpunkt zweimal seinen grofiten
und zweimal seinen kleinsten Achsenabstand. Wir werden spiter
(§ 381 zcigen. dafy der elektrische Schwerpunkt cine harmonische
Schwingung um die Feldachse ausfiihrt.

Wit betrachten noch die beiden Grenzfille der Perihel-
bewegung. Wenn die Bildkurve in der (w,’, J,°)-Ebene sich

In das Librationszentrum zusammengezogen hat, ist J, = 0 und
JyJ, - J, ein ganzzahliges Vielfaches von 4. Die Bahn-

¢
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Zu denn Quantenbedingungen des ungestirten Svstems

J ey, /i
kommt jetzt noch cine neue Bedingung
(8) J, =mh:

‘I
sie besagt. dall der Drehimpuls des Elektronensystems in der
Richtung des Magunetfeldes nur bestimmte Werte annehmen
kann.  Wir haben hier bei schwachem Magnetfeld den Fall der
Eichtungsquantelung, den wir im § 17 allgemein behandelt haben.
Wenn zu dem Drehimpuls -

J Lo
, - » wobei J einc der GrolienJ J, - --
2T )

ist. die Quantenzahl j gehort,
oJ == j/) .

so gilt fur den Winkel « zwischen den Richtungen des Dreh-
impulses und des Magnetfeldes

| m
"9 cos¢ - -
]
Die Achse des Drehimpulses kann sich also nur in 27 -- 1 ver-
1 J T
schiedenen Richtungen (m =5, j . - 1... — )1 zur Feldachse ein-
stellen.

Die magnetische Zusatzenergie wird nach (6), (7) und (8)
(10’ W oty

jeder Term wird also in 24 - 1 iHquidistante Terme im Ab-
stand » —aufgespalten.

Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich die Quantenzahl m
um I, 0. ---1 dndern, wobei heim Ubergang m->m das aus-
gestrahlte Licht parallel zur Feldrichtung polarisiert ist und
beim Ubergang m = 1 > m zirkular um die Feldrichtung. Einer
Abnahme von m um 1 korrespondiert in der klassischen Theorie
eine LARMOR-Priizession im positiven Sinne, also auch positiv
zirkular polarisierte Strahlung, einer Zunahme von m entspricht
negativ zirkular polarisierte Strahlung.

Die beim Ubergang m -— m gestrahlte Frequenz ist dieselbe
wie die ohne Magnetfeld bei gleicher Anderung der iibrigen
Quantenzahlen gestrahlte Frequenz v,. Die beim Ubergang
m+ 1 »m gestrahlte Frequenz ist

= -m;
121 A

V=, v .

hamant Ht

Born. Atommechanik 1. 16
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¢ A

zeitliche Ableitung des Drehimpulses £. Aus der Bewegungs.
gleichung dex Elektrons
. s 1 . .
I mv . - Ze® grad s [ 1]
t ¢
folgt durch vektorielle Multiplikation mit 1 die zeitliche Ande-
rung des Drehimpulses:

|Sr] - : [v[oe)].

Ro=mirr] =¢
L

Den siikularen Anteil dieser Bewegung erhalten wir, wenn wir
den Mittelwert {iber die ungestérte Bewegung bilden: der elek-
trische Anteil wird so

el@r].
Den magnetischen Anteil kénnen wir entsprechend  einfach
schreiben. wenn wir mittels der bekannten Vektorformel

el = o)) o)
1

m

O] o]

den Drehimpuls 9 einfithren und ferner beachten, dafB

e d N
feloel] " [tiHel]-- p [vi91]]
im Zeitmittel gleich null ist. Wir erhalten so
2[r[01]] = PN O
und
: - e
53 () G & s
2) B=elCr] -, 9%

Wihrend das erste Gilied das Drehmoment des elektrischen
Feldes auf cin im Schwerpunkt der Bahn befindliches Flektron
angibt, entspricht das zweite Glied dem Lamrmorschen Saty
und bedeutet cine Zusatzdrehung des Vektors § um $ mit der
Winkelgeschwindigkeit ()) ¥ .
2me

Neben den in (2) zusammengefaliten drei Gleichungen stellen
wir drei weitere auf. Einmal ist der Mittelwert der Stoérungs-
energle, genommen iiber die ungestorte Bewegung
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. }[ 1 ;r_ ) 5 // 1 ' 1 > 2

() RN e S Y b
2m (&2 Pom e

N
—mek (S -t — 4 me? ZJ :

Set/t man dies gleich W und multipliziert die Gleichung mit

2m:s - 7). so liBt sie sich separieren. Man erhiilt zunichst:
‘S
p, — . == const
(,-"(/‘
und

J, = | p,dp =2a ’ v,

Da p,dp nie negativ ist. ist auch stets J, > 0. Weiter
tinden wir:

¢S o
'S
;S _
p, = = |y,
on
wobel
o ¢ b4 2 1 JIIQ 1(._1
fitér=2mWg& L 2¢ — — " — mekE
1 > 1 JSRY R
s- 4
6) )
( I r «) J 1 J(p- 1
fony=2mWn? 4+ 2¢, — -~ % -Lmeky
- - 7l
und
(7 o, — o, =2meZ

ist. Die Wirkungsintegrale J: und J, sind mithin:

Js—gg g>|/ A+2;._,1—----1 gds
| o ,,
‘F¢p'7d'}:¢VA+2 2 i Dyntendny,
/

A=2m(—- W),
B,=«, B,=u«,,
o dit

4 7°

D = —mek., D,=mek.

-
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C

~

folgt dann far J

¢

und
- L Em,<n -1,

Statt emnes einzigen durch n gekennzeichneten Quanten-
zustandes der feldfreien Keprnrr-Bewegung treten die im § 35
schon erwihnten 2n — 1 Zustinde auf,

§ 38. Die Bewegung des Wasserstoffatoms in
gekrenzten elektrischen und magnetischen Feldern.

Fir die Berechnung der sikularen Bewegungen des Wasser-
stoffatoms im elektrischen Feld hat Bour noch cinen anderen,
mehr anschaulichen Weg angegeben'). Mit der entsprechenden
Methode haben dann LENz und KueIiN®) den gleichzeitigen Ein-
flufp eines Magnetfeldes und evnes beliebiy dazu gerichteten elek-
trischen Feldes abgeleitet.

Wir geben die Rechnung gleich fir den Fall eines elek-
trischen Feldes € und eines magnetischen Feldes $ wiceder.
Die ungestorte Bewegung (¢ =- $ = 0] hat sechs unabhingige
Integrationskonstanten; wir wihlen als solche den Vektor
des Drehimpulses und den Ortsvektor v des elektrischen Schwer-
punktes der Bahn. Da 3 und r stets senkrecht aufeinander
stehen, sind das nur 5 unabhidngige Groflen: als sechste konnen
wir eine Grolle wihlen, die die Phase der Bewegung bestimmt;
sie ist fir uns aber unwoesentlich. Unter dem EinfluBl der
Felder ¢ und $ erfahren { und r Anderungen, und unser Ver-
fahren lauft darauf hinaus. fir 8 und v Differentialgleichungen
aufzustcllen.

Sowohl das elektrische, wie auch das magnetische Feld tiben
auf die Elektronenbahn ein Drehmoment aus, und dies gibt die

1) N. Bongr, Quantentheoric der Linienspektren. Braunschweig 1922,
8. 101,

%) Das Problem wurde zuerst von I’. KpstriN: Physical. Rev. Bd. 22,
S. 202, 1923 gelist; eine andere Loésung gab O. HALPERN: Zeitschr, f.
Physik, Bd.15, S.287. 1923, Die hier angegebene Methode stammt
von W. LE~Nz: Vortrag in Braunschwelg 1924 (in erweiterter Form:
Zeitschr. f. Physik, Bd. 24, S. 197. 1924) und von O. KLemx: Ebd. Bd. 22,
S. 109, 1924.
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schiedene Weisen die sdkularen Storungen berechnen. Das Er-
gebnis wird natiirlich in allen Fillen dasselbe sein und soll
bereits in diesem Paragraphen diskutiert werden.

Wenn wir die z-Richtung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems in die Feldrichtung legen. so ist die Energiefunktion

| mo. . ¢t 7 L
oH= T~ ems, E= 6

Man sieht leicht, daB die HamirTox-JAcoBIsche Differen-
tialgleichung weder in rechtwinkligen noch in Polarkoordi-
naten separierbar ist. Die Separation gelingt aber durch Ein-
fuhrung parabolischer Koordinaien. Man setze

x = £ cos ¢

(2 y = &y sin @
A —‘} {52 - 7}2) .

Die Flachen & =- const und 1) = const sind dann Rotationspara-

boloide um die z-Achse, sic schneiden die (x,2)- Ebene in den
Kurven

d. h. in Parabeln mit den Brennpunkten im Anfangspunkt und

den Parametern & und »?%; ¢ ist Azimut um die Feldrichtung,
In den neuen Koordinaten ist die kinetische Energie

m .. oy e o o o - on
3) T=y [+ 07 (& 4+ 0% + &7
hieraus erhilt man die zu &, 7n, @ konjugierten Impulse:

ps = m& (& L p?)
(4) P, = m i (£ + »?)
P, —m 99 £ 772 .
Fihren wir diese in 7 ein und fligen wir die potentielle

Energie
2e’Z

2

hinzu, so erhalten wir:

el (& —9?)

16*
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80 kann man die Energie auf die Form bringen

(18] W, =" J "],
WO
1 2. _ _
) v

J = 2_ ) K‘ : 151 ? Cus (rl w, — wm\'

]// . 1 A AR \.

’ o 2_ ’ K | To | COS (rﬂ’ W, — mm}
ist.  Wegen (6) und 110) konnen wir dafiir

, ] . | \
19 J = jJecos(r;,w, - |
L 7y _ .
J" = {Jcos(ry.w, — w )

schreiben.

Da »" und »” in Gleichung (18) konstant sind, folgt aus
der Form dieser Gleichung, daB J' und J'' die zu den Winkel-
variabeln

w =yt

! 4 : W4
W'

konjugierten Wirkungsvariabeln sind. Die Periodizititsvoraus-
setzungen des § 15 sind ndmlich alle erfiillt. Die GriBen J” und
J'" sind also durch Quantenbedingungen

/

J ="l
77

J = n"h

testzulegen. Dies bedeutet eine etwas abgeinderte Form der
Richtungsquantelung, indem nach ( 19):

/

COS(II’ o, — W, = = .,
n
144
CO8(T,. m, — 1w ) = 2 —
2 , )

ist.  Die Quantenzahlen n’ und n” sind also diesmal auf das

n o n
Intervall <—~ 5 9) beschrinkt,

Im Falle. daBl das Magnetfeld $ verschwindet, liegt eine
Entartung vor, denn es wird

' " ,
Yooy = p

Dann ist statt /" und J'’ die alte Wirkungsvariable J =J +J"
einzufithren und man erhilt

1%
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Nun miissen wir untersuchen, wie weit dies chen moglich
Ist. ohne mit den Prinzipion der Quantentheorie in Zwiespalt
zu kommen.  Nach dicsen kann die zu quantelnde Grofle sicl
nur um ganzzahlige Vielfache von £ dindern. Reicht also oine
aullere Einwirkung nicht aus, eine Anderung um A zu erzwingen,
so mull dic Quantengréfie vollig ungedndert bleibon.

Wovon wird es nun abhiingen, ob die dulere Einwirkung
zur Erzeugung einer Anderung (eines Quantensprunges) fihig
ist oder nicht! Man weill aus der Erfahrung, dall durch Licht
und durch molekulare Stofe Quantenspriinge erzwungen werden
konnen. Es handelt sich dabei um zeitlich sehr schnell wechselnde
Emwirkungen. FaBt man im Gegensatz hierzu sehr langsam ver-
anderliche Wirkungen ins Auge (langsam verglichen mit den
Bewegungsvorgiingen im atomaren System), z. B. das Einschalten
elektrischer oder magnetischer Felder, so lehrt die Krfahrung,
dali hierdurch Quantenspriinge nicht angeregt werden; man be-
obachtet weder Lichtemission noch anderc Vorgiinge, die mit
Quantenspriingen verbunden sein kiénnten.

Die Quantenspriinge verlaufen sicherlich ganzlich unmecha-
nisch. Die von EHRENFEST geforderte Aufrechterhaltung der
klassischen Mechanik bei duBeren Emwirkungen ist also iiber-
haupt nur in dem Falle denkbar, dafl durch die Einwirkungen
keine Quantenspriinge erzeugt werden, d. h. bei zeitlich aullerst
langsamen Vorgingen.

EHRENFEST nennt diese Forderung, daf im Grenzfall unend-
lich langsamer Verdinderungen die Gesetze der klassischen Mechanik
giltyy bleiben, die Adiabatenhypothese, in Analogie zum Sprach-
gebrauch der Thermodynamik '); BoHR spricht von dem Prinzip
der mechanischen Transformierbarkeit.

Dieses Postulat schrinkt nun die Willkiir bei der Wahl der
zu quantelnden GréBe aufs duBerste ein. Denn es sind jetzt
nur solche GréBen in Betracht zu ziehen, die nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik bei langsamen Verinderungen in-

variant bleiben; man nennt sie mit EHRENFEST wadiabatische
Invarianten*.

') Proc. Amsterdam Bd. 16, 8.591. 1914 und Ann., d.Physik Bd.51, S. 327.
1916. — EHRENFEST hat seine nAdiabatenhypothese“ auf ganz anderem

Wege gefunden, nidmlich durch eine Untersuchung der statistischen
Grundlagen der PranNckschen Strahlungsformel.
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Im Falle, daB beide Felder wirksam sind. geschehen die
Drehungen von t, und v, um verschiedene Achsen. Damit wird
die einfache Phasenbeziehung. die wir im bloflen elektrischen
Feld zwischen Knotenumlauf einerseits und Bahnneigung und
Exzentrizitit andererseits hatten, zerstort, und es kommt eine
viel verwickeltere Bewegung zustande. Besondere Schwierig-
keiten macht der Fall, wo die beiden Kegel, die die Vektoren
r, und t, beschreiben, einander schneiden. Dann kommt es
bei Inkommensurabilitit der Umlaufsfrequenzen vor, dall die
Vektoren 1, und r, einander beliebig nahe kommen und daher
der Drehimpuls b beliebig klein wird. Wenn nun auch die
Umlaufsfrequenz auf der Ellipse zu den beiden anderen Fre-
quenzen ein irrationales Verhiltnis hat, so kommt das Elektron
dem Kern beliebig nahe. Solche Bewcgungen hitten wir nach
unseren bisherigen Grundsitzen auszuschlieBen. Wir werden
aber nachher bei der Aufstellung der Quantenbedingungen sehen,
daB sich solche Bahnen adiabatisch tiberfithren lassen in Bahnen
des reinen STARK- oder ZgEEMANX - Effekts, die wir zulassen miissen.

Wir betrachten jetzt die Energie der gestorien Bewegung und
die Festlegung der stationdren Zustdinde.

Unter dem ZEinfluf der beiden Felder ¢ und © tritt zu
der Energie W, der ungestérten Bewegung noch eine Zusatz-
energie (3)

~ €
15) Wy=et€ oy e B

Driicken wir hierin ¥ und $ nach {11) durch r; und 7, aus,
so wird
e ; e

W, = (1 re.)@’félmckkrl

— T, N,

und wenn wir die Vektoren w, und w, nach (13; einfiihren

1 - : 1
(16) Wl = 2 K { i (mr ‘ mm) o r‘_’ (me - mm)} -

Definioren wir jetzt die Frequenzen »’ und »” durch
1

’

[ 2 4 | 0, _‘L W,

(17)
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kungsvariabeln w , w, - w,, J,;, J,---J, dor feldfreien Bewe-
gung ubergehen. so erhalt also (5) die Form?)
0y H—= W, iJ, J, 1% ?-53.! ~]’-
“ 2mce 2
Daraus konnen wir nun ohne weiteres den EinfluB des
Magnetfeldes % auf die Elektronenbewegung ablesen. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln der feldfreien Bewegung bleiben
auch im Magnetfeld Winkel- und Wirkungsvariable, da ja auch
die Gresamtenergie nur von den J, abhingt. Die Winkelvariable w,
ist aber nicht mehr konstant. sondern hat die Frequenz
Yy, -+ ) WO

/ - Tand
\7) R
" " :8J,r, 2 2mec

=4,70-107>/H  em™

ist. wahrend die Frequenzen aller anderen Winkelvariabeln sich in
der gleichen Weise durch die J, ausdriicken, wie ohne Feld.
Der Einflul des Magnetfeldes $ besteht also ausschlieBlich
darin, daB zu den Bewegungen, die die Elektronen ohne Feld
ausfiihren wirden, eine gleichformige Priizession des ganzen
Svstems mit der Frequenz », kommt (die LARMOR-Prdzession).

Die Bewegung eines Elektrons 1ifit sich also zerlegen in eine
Schwingung parallel zum Feld mit den feldfreien Frequenzen
\rt)=»7 +r,7, - und in Schwingungen senkrecht dazu
mit den Frequenzen (»1) 4-», und (r7) —»_. Die klassische
Theorie folgert daraus eine Strahlung mit den Frequenzen (z»),
die parallel zum Feld polarisiert ist, und eine Strahlung mit
den Frequenzen (v7) £ v, , die zirkular um die Feldrichtung
polarisiert ist.

Wir werden sehen, dall die Quantentheorie die gleiche Auf-
spaltung liefert.

Da die J, J, --- adiabatisch invariant sind (vgl. § 16), bleiben
sie ber langsamer Einschaltung des Magnetfeldes konstant. Die
Bewegung der Elektronen geht also bei Einschaltung des Feldes
gerade in eine solche iiber, die sich nur durch eine iiberge-
lagerte gleichformige Prizession mit der Frequenz v, von der
fritheren Bewegung unterscheidet.

') Das doppelte Vorzeichen rithrt daher, daB8 p, positiv und negativ
sein kann, wihrend .J;, nach Definition nur positiv ist.
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rum Verglereh mit Stakks Werten igt hier ein konstanter Faktor
~o hinzugefiigt, daB die Gesomtintensitit des theoretischen unil
des experimentellen Aufspaltungsbildes die gleiche ist.

An der Tabelle fallt uns auf, dal dic Summe der be-

rechneten Intensitiiten der i -Komponenten (1,95 stark von der
Summe  der Intensititen dor  -Komponenten (5,0) abweicht.

withrend bei «der Beobachtung sich die beiden Summen als
nahezw gleich ergeben (3,3 und 3.6).

Fiar /7, und die dibrigen von Stark untersuchten Wasser-
stofthinien ist der Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung
i den  Abb. 27 bis 30 wiedergegebent.  Fiir die  Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist der in § 35 ge-
lorderte Aussehlull des Falles J, = - », - 0 wesentlich.

Zusamuientassend kann man aus den Rechnungen dieses Ab-
~chnitts foigern. dall das Korrespondenzprinzip vereint mit dem
hicr angowandten Mittelungsverfahren iarithmetische Mittelung
der relativen Intensitivten zwischen Anfangs- und Endbahn, dem
quantentheoretischen Intensititsgescetz schon sehr nahe kommt.
Dali aber die hier durchgefithrte Intensitatsberechnung nicht
coakt die gquantentheoretischen Intensitiiten liefert, it sich unter
anderem  daraus schlieflern, dall nach den obigen Rechnungen
dic - Aufspaltungsbilder im ganzen cine Polarisation zeigen
mibten bei A, oben erwihnt) was aus theoretischen Griinden
und auf Grund der experimentellen I<rgebnisse wohl kaum
wahrscheinlich ist.

3¢ Die siikularen Bewegungen des Wasserstoffatoms
im elektrischen Feld.

Die bisher gebrauchte Methode zur Behandlung des Srark-
elfekts nitzt die Besonderheit aus. die man fast als zufillic
bezeichnen kann. dall es Separationskoordinaten von einfacher
geometrischer Bedeutung gibt. Wir wollen jetzt zeigen, wie
man ohne Benutzung dicses Umstandes durch systematische
Anwwrendung der Theorie der sdkularen Storungen zum Ziel kommen
kann. Dabei werden wir zwei verschiedene Verfahren ein-
schlagen, zunichst eines, das die sdkularen Bewegungen der-
Jenigen entarteten Winkel- und Wirkungsvariabeln untersucht,

' Nach H. A, Krxameps: loe. cit. Abb. | Dbis 4.
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Wasserstoffs, da die Aufspaltung des Laufterms (n = 3,4--)
<ehr klein wird.

Was die Bestitigung dieser Theorie durch die Erfahrung an-
langt, so haben die Messungen am Wasserstoff und am Helium
tatsichlich die erwarteten Komponenten ergeben. Uber den
Betrag der Aufspaltung jedoch gehen die Versuchsergebnisse
noch auseinander; so schwanken die Angaben iber die Auf-
spaltung von H,, H; - - -. die nach der Theorie 4rvy = 0,365 cm™"
sein miiBte, zwischen 0.29 und 0.39'). Bei He" 1aft sich die
Aufspaltung an den Serien

1R (fz ! ) und 1R (41_ —- ,;é')

2
o) ?2* 7

becobachten. PascHEN hat die Messungen sowohl im Gleichstrom
wie im Wechselstrom ausgefiihrt; dabei traten im letzteren
Falle viel mehr Linien auf, weil bel den hohen und rasch
wechselnden Feldstirken Storungen entstehen, durch die die
aus dem Korrespondenzprinzip folgende Auswahlregel durch-
brochen wird. Sowohl die Zahl der Komponenten wie die Auf-
spaltungsverhiltnisse stimmen mit der Theorie iiberein )
SoMMERFELD?) hat die Relativititskorrektion zur Erkldrung der
Vielfachheit der Rontgenterme und der Abweichungen vom MoOSE-
LEYschen Gesetz (1), (2) und (3) § 29 herangezogen. Die nume-
rische Ubereinstimmung ist durch das ganze periodische System
iiberraschend gut: aber die Grundlagen der Theorie sind noch zu
unsicher, als daf} ihre Darstellung in diesem Bande am Platze wire.

1) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. Lav in Physikal.
Zeitschr. Bd. 25, S. 60, 1924; Lavu halt den Wert 0,29 bis 0,30 fiir am wahr-
scheinlichsten. Die neuen Messungen von J. C. Mc LENNAN und G. M. SHRUM
(Proc. of the Royal Society London. Bd. 105, S.259, 1924) ergeben jedoch
wieder 0,33 bis 0,37. Fiir die Theorie sprechen auch Messungen von
(. Hansex (Diss. Jena, 1924).

*) In dem zitierten Bericht von Lav wird der Sachverhalt so dar-
gestellt, als wenn die PascHENschen Messungen auch bei He kleinere
Werte ergiben, als es die Theorie verlangt. Dies rithrt daher, da Lav
sich nur auf die Gleichstrommessungen PascHEN s stiitzt, wihrend PASCHEN
die Wechselstrombeobachtungen mit heranzieht.

) A. SommirreLd, Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. A. LANDE
(Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 46, 1924) hat gezeigt, daBl sogar gewisse
optische Dubletts bei nicht wasserstoffihnlichen Termen der geeignet
angewandten relativistischen Formel folgen — ein vorliufig ganz un-
verstindliches Ergebnis.
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fiir die zu den anderen O &, orthogonalen Teile der Begrenzung.
Damit ist aber gezeigt. dal die DurchstoBungspunkte der Bahn-
kurve die Grenzfliche ,lickenlos- fiillen, die Bahngerade also
jedem Punkt des Einheitskubus beliebig nahekommt.

Il. Elementare und komplexe Integration.
Bei unseren Problemen treten héufig Integrale von der Form
‘J. Ri{z,) - Ax*< 2Bz — Oldx

auf. in denen R eine rationale IFfunktion der angegebenen
Argumente bedeutet. Mit dem bestimmien, iiber eine Libration
von @ erstreckten Integral haben wir es zu tun bei der Be-
rechnung der Energie als Funktion der J, mit dem unbestimmten
7. B. bei der Berechnung der Winkelvariabeln.

Die unbestemmte Integration 1iBt sich elementar ausfiihren:
Bezeichnen wir die Nullstellen des Radikanden mit e, und

e, " e, 8o gibt die Substitution
fp ey e — e, .
i T 8siny
2 2
e, — ¢
.1 a .
de = - 5 cos ywdy

dem Radikanden die Form (bis auf den Faktor A)

»y
[ [ L
( IT)’ 3) {1 — sin?y.

N =

Das Integral wird damit zu

e e, e —e, . e, —e e, —e,
J=|R < oo n ot Pginy, 1% cos 1/)) -1 —= cos yrdy.
, 2 2 2 2

L& <

dem Integral einer rationalen Funktion von siny und cosy,

das sich in allen Fillen durch die Substitution » = tg %,, und

wenn der Integrand eine gerade Funktion seiner Argumente ist,
auch durch % —=tgy in das Integral einer rationalen Funktion
von u iberfithren 1aft.

Wir geben dazu folgende Beispiele:
1. f Ve — 2%da.
Die Substitution x = «-siny liefert:
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Je kleiner die Hauptquantenzahl ist, am gréfiten also bei der
1,-Bahn. Bei gleichem n ist sic um so groBer, je exzentrischer
die Bahn ist. Die Frequenz des Perihelumlaufs wird

W 1ocW, RZ* 77 «? Z*

je——— y 3

)' - ———e
D S

t0d, ok ok W R
wo », die Frequenz des Umlaufs des Elektrons in der Ellipse ist.
Die Terme des durch (8) dargestellten Spektrums (H, He,
Li" "1 bilden nicht eine einfach geordnete Folge wie bei nicht-
relativistischer Rechnung, sondern eine doppelt geordnete. Da
der Einflull von k auf die TermgroBe klein ist gegen den von
n, konnen wir die durch relativistische Rechnung bewirkte
Anderung auffassen als eine Aufspaltung der nichtrelativistischen
Terme. Das Termschema sieht (unter sehr starker VergroBerung
der relativistischen Aufspaltung) folgendermafen aus:

g -r

n-7
A-7 7 2
Abb. 20.

Bei Wegtall iuBlerer Storungen kombinieren nach dem
Korrespondenzprinzip (§ 17) von diesen Termen nur die. deren
Nebenquantenzahl k& sich um -1 unterscheidet. Die Linien-
serie, fiir deren Grenzterm 7 = I ist (bei H die Lymax-Serie).
besteht aus einfachen Linien; die Linienserie, fiir deren Grenz-
term » — 2 ist (bel1 H die BALMER-Serie) besteht aus Tripletts
die Linien der iibrigen Serien zeigen noch verwickelteren Charakter.

Als Maf} fiir relativistische Aufspaltungen pflegt man nach
SoMMERFELD die Aufspaltung des Grenzterms (n = 2) der

BAarMER-Serie des Wasserstoffes zu nehmen. Sie betrigt nach
der Theorie

R o
Avyg = 0= 0,365 ecm™ 1,
)
Die Aufspaltung des entsprechenden Terms fiir beliebiges Z ist
Z4 A Vi

also z. B. fir He” 16-4dvg. Die GroBe vy ist im wesent-
lichen die Aufspaltung aller Glieder der BALMER-Serie des
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Wenn wir darin die erste Zoile durch z, - 1 dividieren und
zar Grenze x,--»o0 iibergehen, so wird:

.. .. Y,
Hierin mull der Koeffizient von -
y

2 verschwinden. Wenn
;
wir in ihm die erste Zeile durch x, —1 dividieren und x,

gegen oo gehen lassen, sieht man, daB

vy [v,;] Vi {V/.l
v, v vy v,

Y v v, Y,
[IS _3:, N /'r‘; [—3_:| o [IS /; 1“’ B x.} [ fl‘jl I3 B

v Bl y 5l

f ! ! !

sein mull. Wir setzen dies Verfahren fort bis zur Beziehung:

v, v, .|
1 [fJ .
v v, _
3 »
[-1 r-1
x - — X -0 x —1
f—1 :l f—1 J’ :| f—1
| 5 5
YV,
Diese aber widerspricht der Irrationalitit von - * .
’)I
p

Wenn die Punkte der @-Folge nicht alle in einem durch
P, gehenden linearen (f — 2)-dimensionalen Raume liegen, so
kénnen wir f—1 der Vektoren P,Q,, herausgreifen, die ein
(f —1)-dimensionales (f — 1)-Kant bilden. Wenn wir an den
Endpunkt jedes dieser Vektoren wieder alle f— 1 Vektoren
ansetzen und in dieser Weise fortfahren, kénnen wir das ganze,
zu OE, orthogonale, (f— 1)-dimensionale Begrenzungsstiick
des Einheitswiirfels mit einem Netz von Zellen iiberziehen,
deren Kanten kleiner als ¢ sind. Das gleiche gilt natiirlich
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den Messungen der zugefiihrten Energie und der Strahlen-
frequenz nach der Frequenzbedingung die Konstante & be-
stimmen unabhéngig von benutztem Atom und Quanteniiber-
gang und In guter Ubereinstimmung mit dem aus Messung der
Wirmestrahlung gewonnenen Werte.

Nicht nur der Bau der Atome, sondern auch ihre Vereini-
gung zu Molekeln und ausgedehnten Korpern und die fiir diese
geltenden Bewegungsgesetze werden von denselben Quanten-
regeln beherrscht. Hierher gehort z. B. die genauere Ausfiihrung
der schon oben erwihnten Theorie der spezifischen Warme
fester Korper, ferner die Theorie der Bandenspektren der Mole-
keln, auf die wir in diesem Buche ausfiihrlich eingehen werden.

Wir wollen zum SchluB die Gedanken, die zur Bomrschen
Atomtheorie gefilhrt haben, auf eine kurze Formel bringen:
Es gibt zwei grundlegende Erfahrungen: erstens die Stabilitdt der
Atome, zweitens die Giiltigkeit der klassischen Mechantk wund
Elektrodynamik fiir die makroskopischen Vorginge. Die Anwendung
der klassischen Theorie auf atomare Vorginge fiihrt jedoch zu
Widerspriichen mit der Stabilitit. Daher entsteht die Aufgabe,
eine , Atommechanik“ zu schaffen, die diese Widerspriiche nicht
enthalt. Diese neue Mechanik ist dadurch gekennzeichnet, daB
an Stelle der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit von Zustinden
cine diskrete Mannigjaltigkeit tritt, die durch Quantenzahlen*

beschrieben wird.
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Nach § 4 haben wir dann eine Funktion .M zu bestimmen. so daB

(l (_‘l[ B ('J_[ @
dt o X o
wird. Die Funktion
% ¢
M = . Vb - " RUIRUESS 9[3, y -+ W, z)

hat diese Kigenschaft; 9 ist darin das Vektorpotential des
Magnetfeldes, definiert durch

-~

2 = rot J.
Ex 1st namlich:

d oM M d [ ) R SEL R S\
Lo . i _ - ( - ~r - — 1
dt x cx At \c !

oo (wr fQII> . (24, 391,)“
i e - - _— . =2 —_ 2 _f:._‘_‘_._ ol

)

Die Lacraxcesche Funktion ist nach (8) § 4:

= P — U O A, W),

(A

wobei die Summe uber alle Elektronen zu erstrecken ist. Hier-
aus berechnen wir die Impulse. Fiir ein Elektron werden sie:

L ey
p = —-—max — N,
P, cx ¢ 7
N (L e
{\ 3 ) p =TT = miYy — - - Q[ »
y (e c Y
oL ) e 9
p=——=mz— -9,.
2 Py c

Die HamirronNsche Funktion wird nach (3) §5

| 3

H - l“lll; p."_f _.L_ gpy -_'L_’ ép:,') T L

- 4)
| ~ N @ g U= T 4T
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Ist nur die Berechnung des hestimmien Integrals
J=fRw. V- Az? - 2Bx— O)dx

erforderlich. so fihrt das Verfahren der kompleren I[ntegration
in den meisten Féllen rascher zum Ziel.

Stellt man x in der komplexen Ebene dar, so entspricht
der Funktion R eine zweiblittrige Riemanwsche Fliche mit
Verzweigungen in den Nullstellen ¢, und e, (e, > ¢,) des Radi-
kanden. Der Integrationsweg umschlingt die Verbindungsstrecke
der beiden Nullstellen. Wenn er etwa von e, nach e, (dx > 0)
auf dem Blatt der Fliche verlauft, auf dem die Wurzel positiv
ist, so verliuft er von ¢, nach ¢, (dx < 0) auf dem Blatt mit
negativer Wurzel (vgl. z. B. Abb. 42),

Das Integral 140t sich amn einfachsten auswerten, wenn man
den Integrationsweg deformiert und in einzelne Wege aufldst,
deren jeder einen Pol der Funktion umschlingt. Bei dem in
Abb. 42 gewdhlten Umlaufssinn ist dann J gleich der negativen

Summe der Residuen des Integranden in diesen Polen (das Resi-
1

duum ist das 2 mi-fache des Koeffizienten von o in der
LavrexT-Entwicklung nm die Polstelle z,): o
J=— Y%ej[Riz,| — Az® - 2Ba — C)].
Wir betrachten einige Typen von Integralen.
1. Gruppe.

]:g);r"l At L 2Bx—CF 4x

. . B C°F
;g)xu-pl/ -Ad-=2 - dx.
x x

Die Konstanten A, 8 und ¢ seien positiv. Sind relle Null-
stellen der Wurzel vorhanden — wir wollen das hier voraus-
setzen —, so liegen diese auf der positiven reellen Achse. Die
einzigen Pole des Integranden kénnen sich in 2 = 0 und z = ¢
befinden. Wir erhalten somit

J=—Nefy [z} — A2? = 2Bz — O]
—ERC]—,_ [x ¥ — Ax* +2Bx CﬂJ.

(4)

Die Bilder des urspriinglichen und deformierten Integrations-
woges fiir diesen Fall sind ersichtlich aus der Abb. 42, in der
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/s

die hei der Behandlung der KEPLER-Bewegung mit Polarkoordi-
naten auftreten: das zweite Vertahren, das sich mehr den geo-
metrischen Yorgingen der Storung anpaffit. hat den Vorzug.
sich aut emnen allgemeineren Fall gekreuztes elektrisches und
magnetisches Ifeld! dibertragen zu lassen.

Wir schreiben die Haytrtoxsche Funktion in der Form

(1 H -1, - 7+H,.
Dabeil 1st .
2 H,—= Rjjof
1
dic Energie der feldfreien KErLER- Bewegung und
L H = ¢ [z

1
die Storungsfunktion. (Die Feldstirke £ kann etwa als Para-
meter . betrachtet werden.: Nach den Regeln des § 18 haben
wir den Mittelwert
3) i, =ckZ

durch die entarteten Winkel-
variabeln und die Wirkungs-
variabeln der ungestdrten Be-
wegung = § 227 auszudriicken,
die wir jetzt . o, und J*
J,"J.0 nennen.

Sind & und » die rechtwink-
ligen Koordinaten des Elek-
trons i der Balhnebene be-
zogen auf Kern als Nullpunkt
und grole Achse als S-Achse,
so 18t (Abb. 31)

z - osing (Ssin2aw,” + 1 cos 27w,

und

o= sin & sin 2 g, -

Die Mittelwerte & und » fanden wir in § 22 zu

g;:—-'-fa? ﬁ:();

Lo

sie sind die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes dex
bewegten Elektrons. Driicken wir sin ¢ und ¢ durch J,°J,°J,"
aus. S0 wird
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Do
Qo
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$ 34. Der Zeemaneffekt.

Wihrend wir bisher die Atome als isolierte Systemc be-
trachtet haben, wollen wir jetzt dazu tibergehen. die Kinunrkuny
konstanter duferer Hinfliisse zu untersuchen, und beginnen mit
der Wirkung eines konstanten duferen Magnetfeldes. dem ZEEMAN-
effekt.

Wir konnen dabei von einem sehr allgemeinen Atommodell
ausgehen, namlich einem ruhenden Kern mit beliebig vielen um-
laufenden Elcktronen. Wir nehmen an, dall die Energie des
ungestorten Svstems (ohne Magnetfeld: als Funktion gewisser
Wirkungsvariabeln J, , J, -

A
gegeboti sel.

Ist nun ein homogenes Magnetfeld vorhanden. so ist die
potentielle Energie des Systems invariant gegen eine Drehung
um die Richtung des Feldes. Nach dem in § 6 und § 17 be-
wiesenen ist daher das Azimut ¢ eines beliebigen Punktes des
Svstems zyklische Variable und der zugehorige konjugierte Im-
puls p, ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung.
Die Wirkungsfunktion

l/'

detiniert Winkelvariable w, w,---w, : w, ist das mittlere Azimut
um die Feldrichtung.

Ohne Magnetfeld kommt J, in der HamirToNschen Funktion
nicht vor, die Bewegung ist entartet und w, ist konstant.

Wenn wir nun den Einflufl des Magnetfeldes auf die Energie
untersuchen wollen, stoBen wir auf den im § 4 erwihnten Fall,
dall die Krifte, die auf die Punkte des Systems wirken, von
den Geschwindigkeiten abhiingen. Infolge des (vorlaufig beliebig
von x. ¥, z abhingigen; Magnetfeldes § wirkt auf ein Elektron

von der Ladung — e die sogenannte LoreNTZsche Krajftt').

(1) € — — —[o 9.

1y Siehe z. B. M. Abraham: Theorie der Elektrizitat. Bd. 2, 3. Aufl,
Leipzig 1914, § 4. S. 20.
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. R . 1 .
) . . « | : R .
et feostyrdy = | (1-1-cos 2 d 2y = o / - —sin 2y
R 4 X _2 4 4
==, ctaresin - oo - op?
o [24 4

Das bestimmte Integral iiber eine Libration von r wird:

2.7

12 $he 2 ? r{.::mt/-J cos*ywdy = ¢

i

rilf.z:-

Durch die Substitutionen x = sin 4 und wu == = tg v erhilt man:

" cos? 1 du
y = e LT
l—aqm 1/' J1-=w* (1 — a1 4g?
Fiir den Integranden gilt die Partialbruchzerlegung

11 1 1
al-~wu* g 1 C
e 1 A
1—a
Damit wird das unbestimmte Integral
[1 1
arctgu - r———alctg(—i—ull —a) fiir a <1,
b1 - x® ]a a
1 ax""dxtll la~1, t1+ula—1
- — ula —
arctg u —+ * log - ——n” fiira>1,
la a 11X ula -1 -
wo bei positivem 11 - z* fiir » der Wert - | ot zu
1 — a2

setzen ist.

Im FKalle @ << 1 ist das Integral iiber eine Libration von z:

11— a2 ’ cos 2 .
(3 ! : L dy = ~z(1 — 11 —a).

J 1 —aa? 1 — asin® Y





index-234_1.png
Ty

J0s 3. Kap., Systeme mit cinem Leuchtelektron,

Pl
/ R = TN I 5 . N A1
[(\1 N, COS I == 0, COS 7
[ 4

) - ar \
/ 1/' . C v 1' / ‘ C g -
-K(;os i osind Jleos ST sin /--)
> | o T o, Sy
1

. (“.—i (Is = 2):/1-—-1:1!71 sinayp—g ‘T,/-*.—-~ )7-—7,7«11 SNy

[ O\

(](/ (]/

Genau. wie in Gl (12) konnen wir hier die GroBlen cos w,
" : . 11 :
cox y, cos- -, usw. in Exponential-Funktionen zerlegen und da-

durch B, als Summe von Produkten BEsstrscher Funktionen

=Ty

~-

darstellen. In derselben Weise. wie bei den GroBlen 4. er-

7y

hilt man schhieflich (7==1 +7: —7,)

b

200 B e WS- ddy —J, R 61)8177 \T Oy

7 V=, X, 17 YRV, 02)1 .
’ f
Fir 7 --— 0 konnen wir B, ’ einfach direkt aus (191 be-

rechnen. Man erhilt BTE"* = 0, far 7 — O mit Ausnahme der
Werte

=

21y By ,=3xdJ:(J, I, Bo_i=3xd W, (J.--J,

Als Fourier-Reihe fiir x — iy finden wir so endlich:

3 1T s .
122 Lo g'y::_—_-__Q_XJ‘B (J ]J;( -—J,// TL—ws - )
1 e
;__J']Jff(\J"“‘J> ! 71”7)>
' 1 [1 :

2 \!1 : l,] S, )], - J, e 16,13 (16

2avir,uw, - W, TW,.)
L] J?/xST 11 0y) S s1(T0,)p € g T Ty W TR,

)] ’

Nach der Berechnung der FoUrier-Koeffizienten konnen
wir nun direkt zur korrespondenzmialligen Abschétzung der In-
tensitdten schreiten. Wir nehmen an, dafl die einfache Ent-
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! 'V] B SR
B R e Sy Pl e o Sl
1 - p? m,” ¢ Yy

}
Nach (2) ist also:

N T “ V/
/1 —- Ty 2 22 —
‘l i m()“_} (,'_3 (Z)l + py ! p; ) 1

Rechnen wir daraus die Quadratsumme der Impulse aus, so
folgt :

1) H-=m,c?

S, i op p— el
d / <) N s ) y . - = - ‘_ _/__ A __‘.'_‘ ')
=M r 2my ¢

Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden der
nichtrelativistischen KEPLER-Bewegung nur durch das Zusatzglied

2 Z 2
! (W Le ) |

‘j_ N .2 .

AL

2
w22

Da es von r allein abhingt, ist das Problem ebenfalls in Polar-
koordinaten separierbar.

Wir haben jetzt aber nur noch einfache Entartung. In
Ubereinstimmung mit den bei der Zentralbewegung § 21 ein-
gefiihrten Bezeichnungen schreiben wir

Jo=J +J, L+ Jy=nh
Jy = J,+Jy-=kh.

Die Wirkungsintegrale J, und J,; sind dieselben wie friher,
insbesondere ist wieder

J, - dy = 23 p

das 2 7-fache des Drehimpulses. J,. bekommt dieselbe Form (2)
§ 22 wie frither

& T W \?l
A==2m,(— W) — - = = m," C° 1*<1" 5) |
c L mO c~/
., WeZ W
B = mje* 7 - T = myetZ (1 T %nocz)
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1. Zwei zahlentheoretische Sitze.

a) Natz, Wenn 4 eimne Irrationalzahl ist, lassen sich zwet
ganze Zahlen v und ' so wiblen, dafp (v - v' %) beliebig klein wird.

Beweis. Auf der Einheitsstrecke OFE denken wir uns von
() aus die Strecken OP,, OP,... mit den Lingen i — [/].
24 - [24]... abgetragen ([2] bedeutet dabei die groBite ganze
Zahl. die «x nicht iibertrifft). Aus der Irrationalitiit von 4 folgt,
dall keine der Punkte O, P , I’,... zusammenfallen. Da sie
ferner alle auf der Einheitsstrecke liegen, miissen sie einen
Héaufungspunkt £ haben. In seiner Umgebung gibt es Punkte P,
und P;., unserer Folge, deren Abstand kleiner als eine vor-
gegebene Grofle o ist. Dieser Abstand hat aber den Wert

6h—|od] —(6--1)i+[l6-7)i],

und ist um 7’1 kleiner als eine ganze Zahl. Setzen wir die
ganze Zahl gleich — 7, so wird

T A<,

b) Die Bahnkurve im Raume der Winkelvariabeln w ist
eine Gerade. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen
wir den Nullpunkt in einen Punkt der Bahnkurve legen; man
sieht dann. daB die Richtungscosinus der Bahngeraden den
Frequenzen »,, »,---», proportional sind. Wir behaupten den

Satz: Wenn keine Entartung vorliegt, so kann man zu einem
beliebig vorgegebenen Punkte stets cinen dquivalenten Punkt angeben,
dem die Bahnkurve beliebig nahe kommi.

Beschriinken wir die Bahnkurve auf den Einheitskubus, in
dem wir jeden ihrer Punkte durch den dquivalenten Punkt des
Einheitskubus ersetzen, so kénnen wir den Satz in folgender Form
aussprechen :
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Wasserstoff erfordert jedoch oine Beriicksichtigung der Relativitdls-
theorie.

sine einfache Rechnung zeigt nimlich, dal die Geschwindig-
keit des Elektrons auf der einquantigen Kreisbahn des Wasser-
stoffatoms bereits einen Wert erreicht, der nicht mehr unter
allen Umstinden gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu vernach-
lissigen ist. Diese (ieschwindigkeit ist ndmlich

p h
') - —_ =

m

.
3

2 am (1111

setzt man hierin fiir «; seinen Wert 18, § 23
h*

(lﬂ - o N
4" me-

e¢in, ~o erhillt man das Verhaltnis

1. @ = = 7,29-107%,
" c he

Iiir alle Beobachtungen. deren MeBgenauigkeit diesen Betrag
erreicht. wird also die gewochnliche Mechanik nicht mehr aus-
reichen, sondern durch die relativistische zu ersetzen sein. Wir
miisson daher nach SoMMERFELD') untersuchen, wie die Be-
wegung eines Elektrons in cinem (‘ouromBschen Feld, das von
einem Z-fach geladenen Kern herrithrt, unter Beriicksichtigung
der Relativitdtstheorie verlauft.

Nach § 5 ist die Haminroxsche Funktion auch in diesem
[Falle mit der Gesamtenergie identisch. Man hat

(2) H=mc*|- _. —l)mi?_:VV,
[ N .
wo e j gesetzt ist. Nach (10) § 5 sind die Impulskomponenten
) 7
(3/} P, =— N ?)y = _H(_) Y N P. — _”_Z_Q__? .
ey 1 '

Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren

2 2 o mo"(‘-' : 2 L2 1 1
PSPy TP T g T S

und

1y A, Sommerrrin: Ann. d. Phvsik, Bd. 510 8,1, 1916,
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geben. Da p die Werte 1,0, — 1 haben kann, mubte es drei
Seriensysteme geben. IThre Ry pBERG-Korrektionen wiren(fiirZ = 2):

(1)
el e — e~
pote 0 32 k* k)

(24 p =0 o= —

Die folgende Tabelle gibt die Werte von & fiir k=2.3.41
an und darunter die empirischen oJ-Werte.

|

p- 1 — 0,063 ° —0,029
theoretisch 7 p 0 40,014 0,004 . + 0,002
l p=—1 220078 - 0,034 1 0,019

— 0,069 —0003 —0,001
£0,011 0,002 . —0,001

hJ Orthohelium
\ Parhelium

empirisc

Der Vergleich zeigt deutlich, dal} die theoretischen Werte nicht
mil den empirischen dibereinstimmen.

Wir kommen zu dem Schlull: Die konsequente Anwendung
der 1m zweiten Kapitel aufgestellten Prinzipien der Quantentheorie,
ndmlich die Berechnung der Bewegung nach den Gesetzen der
klassischen Mechanik und die Auswahl der stationiren Zustinde
aus diesen durch Bestimmung der Wirkungsvariabeln als ganz-
zahblige Vielfache der Praxckschen Konstanten, fihrt nur in den
Fallen zur Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wo es sich um die
Bewegung eines einzigen Llektrons handelt; sie versagt bereits bei
der Behandlung der Bewegung der beiden Elektronen im Heliumatom.

Dies ist nicht verwunderlich. Denn im Grunde sind die
benutzten Prinzipien keineswegs in sich konsequent. Wihrend
bei der Beschreibung der Wechselwirkung des Atoms mit der
Strahlung in der Bourschen Frequenzbedingung an die Stelle
des klassischen Differentialgesetzes ein Differenzengesetz tritt,
wird bei der Wechselwirkung mehrerer Elektronen bisher noch mit
den klassischen Differentialgesetzen operiert. Die systematische
Verwandlung der klassischen Mechanik in eine diskontinuierliche
Atommechanik ist das Ziel, dem die Quantentheorie zustrebt.
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wobel

D LR
1st.

Die Amplituden der z-Komponente entsprechen den parallel
zum Feld polarisierten Linien; die derw - /y-Komponente den

senkrecht zum Feld polarisierton Linien,

I1,6562.8 A

(Vh{‘rtfa-ng Al =, 1y 7. R - R beob. const.
© ) " ! * ’ Intens. | (R4 R.?)
[ 111 >011 [ 2] 1 N R 0 1.0 0,35
e soo 3l 0 o loee | o 1.1 0,43
- 201 » 101 | 4 | () 0 0.8 0,35 1.2 1.16
1 201 - 011 | X 2 -1 0 0 () : —
003 ~002 |0 0 0 1 [100] 100 o
[ 111 -» 002 () 1 —1 O 07 0 I * } 3:4
2 102->101 | 1 0 1 0,50 0,39 1,0 1,56
- 1109 011 | 5 1 1] o 0 - z
201 —» Q02 | 6 0 -1 | 0,00 0 - —

Dic Tabelle gibt den Vergleich zwischen Theorie und
Beobachtung fir H, on: -3 —>n - - 2)6562,8 A wieder. In der
ersten  Spalte  steht der Ubergang. charakterisiert durch
die Werte der Quantenzahlen mm Anfangs- und Endzustand

N S R O nf//\ In der zweiten Spalte steht die diesem
H / (I ~ {

Ubergang entsprechende Verschiebung .1 der Linie von ihrem
3K
gameZ’
berechnet nach (11) § 35. Die dritte Spalte enthilt die dem
Ubergang entsprechenden Werte von 7:, 7,.7,; in der vierten
und funften Spalte sind als Mal der relativen Intensititen die
GroBen R * bzw. R * fiir Anfangsbahn bzw. Endbahn eingetragen.
Die sechste NSpalte enthilt die von STARK beobachteten Intensi-
taten. Die siebente Spalte gibt die Werte von const (B _* - R ?);

Ort fir &~ -~ 0 in Vielfachen der kleinsten Aufspaltung

T
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Setzen wiar

1 ») ! 2 1 ) () Z

H -~ — p*+p*—p° ———-=W
U ¢ gAYy ! Yy : - 0
2m, r
H R p R =W
17 g B2 P _'_pl/- P 1?
sm,” C :

so ist H, die Hamirronsche Funktion der nichtrelativistischen
KEepPLER-Bewegung, die wir als ungestorte Bewegung ansehen,
und H, ist ecine Stérungsfunktion. Um den Einflufl dieser
Storung auf die KErrLer-Bewegung zu gewinnen, haben wir H,
iiber die ungestorte Bewegung zu mitteln. Wenn wir die Quadrat-
summe der Impulse in A, mit Hilfe der Gleichung fir W, aus-
driicken, erhalten wir
H&— = ”']fg Wz 2et ZW,- : et 2 71 = W,.

Dieses Zusatzglied zur Energie entspricht dem Zusatzglied in
51, nur ist hier W schon durch W, ersetzt, was unserem Grad

1

der Annaherung entspricht. Fiir die Mittelwerte von -— und
r

- be1 der KerLER-Bewegung erhielten wirfriiher (19)und (20)§22

BE:
1 B 1 1 o
ra’ v ab’
so dal
1 2e* 7 et7? a'
i/V1 i — Ty | [4/ - WYO + I _"—'-J
)m c- L ( a- b
wird. Beachten wir, dal3
¢t Z a n
— -= W,, =
2a b k
ist, so erhalten wir als relativistische Zusatzenergie:
1 n
W= — 5 Lowp(e s
2m,c* Y k

oder, wenn wir wieder ¢ und R einfithren:

RhZ® 7% <n 3 >

8 W, =

nw? n
in Ubereinstimmung mit ("“
Die . Relativitdtskorrektion® (8) der Energie ist um so groler.
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Wir zeigen zundchst, dal3 diese nicht alle in einem durch
£’, gehenden linearen (f' - 2)-dimensionalon Raume lisgen. Den
Bewsis fithren wir indirekt. d. h. nchmen einmal an. es sei
dies der Fall.

Der Punkt P, besitzt die Koordinaten

» L

u*,,rj —_ Ok k=1 —1)
S Ly, '
/ I

in dem betrachteten (' - 1)-dimensionalen Begrenzungsstiick.
Fiir // — 1 andere Punkte P, , P,,--- P, der @-Folge gilt dann:

-1
y o yr My,
ST R fmr e 1
ve oo rd v, -
) R - 5
v v Vi_q Vioq
4y ! 7'!11*1 £ ' "‘r'l / 1 0
. ¥ ’ ' i
rooo BT Yy L -
y - T Y - ye_q |t
R R IR O g ;c—_lf——ff—w- 1
=ty =ty iy ! r.
A : r- I - r
oder nach einer einfachen Umformung:
o B S T Yrer Vi ]
. N y, v
r, Ve / .
- : - " i
» y o Yoy CVi_y
N 7 xl/ Cxy & —1 =
» v, v Loy
! / [ -
» T ’ ye_y Treq
1 e -1l
A ol .l/',L*r’—: *If—ll’)f”i Trog—1
! )/- J 7 - e L ;-
Da keine ganzzahlige Beziehung
v 7, . V-1 .
PR A TR Troy ! 7, =0
" ’ = ’ V.
v, v ;

bestehen darf, auBer wenn alle 7 null sind, muf3 der Koeffi-
»

ziont von * verschwinden:
v
r Vv, v, ' Vi Yi_q
A A x, - f;rli—f—~J z, —1
| yo Py )y j vy
I S - ! - Y
A e ),
- bl - 1 - =
V| Ya V-1 e
.'EI’,_I i""! II’,I {*’7 If,l ) — xf"l i v,_, | Q?I’ 1 1
| . .
r o / r
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artung, dic n 115§ 85 fiie die Variaboln oo, J, noch be-
steht, verschwunden ist, entweder durch Mitnahme der in L
quadratischen  Glieder der Energie, oder durch Beriicksichti-
gung der Relativitiit.
Dann miissen wir nach den Grundpoxtulaten der Quanten -
theorie
J:=n-h: S,k S, =mn, h

¢
sotzen. Nach demn Kon'espondenzw'inzip erhalten wir angeniihert
die  Intensitit ciner Linie, die einem Sprung von H:ooum
Az von wy um I, von n, um |y, entspricht, wenn wir
i dem durch (14 bzw. (22) dargestellten klassischen Spektrum
die Intensitiit der Oberschwingung 7. — | n:, T

y - /ln,/, T, = _ln,l,
untersuchen. Hierbej bleibt unbestimmt, ol das  klassische

Npektrum  der Auvtangsbahn oder das der Kndbahn oder ein
Mittelwert zugrunde gelegt werden <oll.  Im tolgenden wollen
wir nur dic Intensitiitseeriilinsse innerhalb einer Feinstruktar

Y e . “ .e 4117: 'l/ _Br‘- 4
untersuchen. Wiy werden also dje GGroBen -3

)2 2
.relative Amplituden= einfithren wund dann das einfache arith-
metische Mittel der relativen Intensititen von Anfangs- und
kndbahn mit den beobachteten Intensititsverhaltnissen ver-
gleichen. Die Einfithrung der .relativen Amplituden® hat zur
Folge, daBl bei der Mittelbildung Anfangs- und Endbahn mit
gleschem Gewichte beziiglich der Intensititsverhiltnisse eingehen.
Man kann vermuten, daf} diege letztere Annahme einen wesent-
lichen Zug der quantentheoretischen Intensitéitsberechnung
wiedergibt; besagt sie doch z B. beim ZrEmax-Effekt, daf Jic
Intensititsverhiiltnisse der ZEEMAN- Feinstrukturen von der
Hauptyuantenzah] unabhingig sind, ein Ergebnis, das in Ana-
logie zur klassischen Theorie unbedingt erwartet werden muf
und das sich auch emplrisch stets bestitigt hat.
Als relative Amplituden erhalten wir aus (13) und (20) fiir

1

I

- als

die z-Komponente 7, -0, 7: - T, = 1)

L
. ‘_ ' _ o ! A /-\) /:\’ /
(28) k., g l n VI Uy ) NI (ra,) Jr, (za,)

b s

1 L |
Vel ) S a3, (o )}
tir die (a ;- ty)- Komponente (7, =1, 7: -+ 7, 1 =71

174
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Die Ausrechnung des Integrals crgibt wie frijher ivgl. (5) An-
hang II

B B
J, = n— kY h = 2:7(-— | )

14,
also:
W
o th(lJ,—m-—d,)
«® Z* ’
(n — k)h = - Ath — o - _ - - 0
T
1 — (1=
° V o m, c*
. . . W .
Lost man die Gleichung nach 1 -~ —— auf, so erhilt man
m, ¢
W 1
((5) 1 + T 0 —-= . - T : [ - LTI .
\ m, C” o« Z*?

/ e
V C(n— kY — o227
Hiermit haben wir den strengen Ausdruck fiir die Energie.
Von der Bahn wissen wir, daf} sie wie bei jeder periodischen
Zentralbewegung eine Rosette ist.

Fir uns kommt nur der Fall in Betracht, wo « sehr klein

ist. Es geniigen daher die ersten Glieder der Entwickiung nach ¢ .
Wir erhalten so

4 k

Driicken wir ¢ nach (1) aus und fithren wir die RyDBERG-
Konstante R nach (2) § 23 ein, so erhalten wir:
RhZ? [1 ’ cc“’Z‘3<n 3)7
. T ont \k 4/
Ehe wir diese Gleichung naher diskutieren, wollen wir sie noch
einmal mit Hilfe der Theorie der sdkularen Storungen ableiten.
Wir gehen dabei vom Ausdruck (4) der HamiLronschen

Funktion aus. Darin ist das zweite Glied in der Wurzel von

der GroBlenordnung £?: wenn wir nach dieser GroBBe entwickeln,
erhalten wir:

1 1
H — : —
2

. W a‘“’Z‘“’_; cz*Z*(3 n)
"m, c? 2n%  2nt

(7) =

n‘.‘

3 1

2 2 | L 2\
R ]), - py T pz ) _{— ¢t
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Satz: Die Bahnkwrve kommt jedem Punkte des Einheitskubus
beliebig nahe.

Er entspricht dem zahlentheoretischen Satz:

Wenn » irrationale Zahlen @, -- - a, und eine beliebige Zahl
gegeben xind. so lassen sich stets # ganze Zahlen 7 -7 angeben.
so daf
(ra} == 1,a,

\ o

beliebig wenig von & ztbwelcht.

Wir beweisen den Satz von der Bahnkurve folgendermafien’

O sei der Nullpunkt: OF,.
OF,---OE, die Einheitsstrecken des
ey, w, u*/ - Koordinatensystenis.
Die Dur chsto[.’yunﬂspunkte der auf den
Einheitskubus beschrinkten Bahn-
kurve mit den an OF , OF,- - Ok,
anschliefenden (f — 1)-dimensiona-
len Begrenzungsstiicken des Einheits-
kubus seien P, P, P,---. Es seien
P, und O identisch. Da die Rich-
tungscosinus inkommensurabel sind, Abb. 41.
fallen keine dieser Punkte zusamnien;
sie haben mindestens einen Haufungspunkt in je einem der zu
den Kinheitsstrecken O &, - - - orthogonalen Teilen der Begrenzung.
In jedem dieser (f— 11- dlmensmnalen Flachenstiicke liegen also
unendlich viele Vektoren P, Pm n. deren Betrag Kkleiner als
eine vorgegebene Zahl ¢ ist.

Wir wollen uns klar werden iiber die Verteilung der Durch-
stolbungspunkte auf der Grenzfliche. Dazu betrachten wir irgend-
cinen von den zu den Strecken Ok --- orthogonalen Teilen,
etwa den zu OE,‘ gehorigen. P, sei der erste der Durch-
stollungspunkte unserer Folge P, P,.-., der in dieses Begren-
zungsstiick hineinfillt (6 ist eine endliche Zahl, da sonst Ent-
artung vorliegen wiirde). Die im Begrenzungsstiick liegenden
Vektoren P,, P, ., tragen wir von P, aus ab und kommen
damit zu neuen Punkten unserer Folge: Q.. 0,

*) Im Anschiufl an den Beweis des genannten zahleuntheoretischen
Satzes bei F. LeirexMEYER: Proc. of the London Math. Soc. (2), Bd. 21,
S.3806. 1923,
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] ‘A('d} xr® — ABydr
oda T d @B A e — By dCx

Da der Integrand eine rationale Funktion von x und der
Wurzel eines in @ quadratischen Ausdrucks ist, it sich das
Integral auf komplexem Wege ausrechnen. Wir erhalten 1vgl. (9)
Anhang II):

1 \
S, = .)('A - B | AC.
also
1/ 2 W,
Joo= g g g 1\
o200t TP " BeHa)

Daraus lil3t sich W, berechnen; es wird (wenn wir jetzt J "= J_.
J."— J, setzen):

, 3elia
llil — i— 5 J . I‘\e]J_ - l]3 - 2 0].)]
- 1

und wenn wir a nach (10} § 22 durch J, ausdriicken:

RWMZ*® i 3 KL
J12 —“ RameZ

Jod, — Jy— 20,

5 ho— - 1

Diese Gleichung geht in die Gleichung (13) § 35 tber, wenn wir
J, = J
(6 Jo—dy - 2, £,

setzen. Wir zeigen nachher, dall auch im Rahmen unserer
jetzigen Uberlegung derselbe Wertebereich von J  herauskommt
wie frithcr. Wir haben wieder die Quantenbedingungen (15) § 35
und die Knergiegleichung (16) § 35.

Wir wollen jetzt die sdkularen Bewegungen untersuchen, die
das elektrische Feld verursacht. Das Perihel der Bahnellipse
andert seine Lage relativ zur Knotenlinie und die Knotenlinie
selbst lauft gleichférmig um die Feldachse. Aus (5) folgt, dal
auf einen Knotenumlauf zwei Perioden der Perihelbewegung
kommen.

Diese Perihelbewegung und ihre Begleiterscheinungen stu-
dieren wir am besten an Hand der Bildkurve der Bewegung in der
(w,’, J,%)- Ebene (Abb. 321. Ihre Gleichung hat nach (4) die Form
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Sie ist also auch hier gleich der Gesamtenergie. In der Energie
tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied
auf, da die magnetischen Krifte keine Arbeit leisten: die

0. .
Kraft - . [v5] steht ja immer auf v senkrecht. Driicken wir

die Geschwindigkeitskomponenten in H durch die Impulse aus,
so crhalten wir

\j‘1 B T N S oY SR L9
H - — LQm“p"' : py mp cm (‘Ix Py~ ‘[y p!/ o "I: p.)
82 A ] 3] b} _—{I h 4
- o (- E A=) U,
21m c- Y <o

Wir beschrinken uns im folgenden auf den Fall, wo das Feld
o schwach ist, dall die in % 9 A quadratischen Glieder ver-
nachlissigt werden koénnen. Dann konnen wir auch

-
L4

(5)  H= V[ . (p,.‘-’fpy“’—!~p“’)+§i’t-nJ U

schreiben. so dall die HamirroNsche Funktion sich von der
der feldfreien Bewegung nur um das Glied

e
S A
unterscheidet.

Wir wollen jetzt den Einflull eines homogenen Magnetfeldes $
auf die Bewegung der Elektronen untersuchen. Wir konnen

dann
o = L[]

setzen. wo r der Ortsvektor eines Elektrons ist. Im Zusatzglied
wird also
\." :\1;1_5‘. — \wl(_ '.b e ----—,U-': _____ _" (
_Q[D —_)[Dl]p —-_fggl.lJ me?p 2m'b,p/3
wo p der Gesamtdrehimpuls des Systems der FElektronen ist
und p,. wie oben seine Komponente in der Feldrichtung. p,, ist

bis auf Glieder, die § proportional sind, der zu einem absoluten
Azimut konjugierte Impuls. Wenn wir zu den Winkel- und Wir-.
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Dice nichste Frage ist, darch wdlehe Bedingungen aus der
kontinuierlichen Mannigfaltigkeit der mechanischen Bewegungen
dic stationdren herausgchoben werden. Wir wollen sie zuniichst
an dem Falle pertodischer Syvsteme mit cinem Freiheitsgrade
zu beantworten suchen.

Der nichstliegende Gedanke wire, hier einfach die beim
Oszillator bewihrte Formel (1) beizubehalten. Da im allgemeinen
dann » einc [Funktion von W ist, hitle man zur Bestimmung
von J eine (transzendente) Gleichung aufzulésen.  Dieser An-
satz muld aber verworfen woerden; er fithrt in besonderen Fillen
zu Widerspriichen mit der Erfahrung (z. B. bel zweiatomigen
Molekeln, deren Atome anharmonisch miteinander gebunden
sincd. s § 12) und liBt sich auch theoretisch als unhaltbar er-
welsen,

Die Quantenbedingungen, durch welche die stationiiren
Bahnen hervorgehoben werden, wird man auf die Form bringen
konnen, dafi eine gewisse mechanisch definierte Grofle ein ganz-
zahliges Vielfaches der Praxcxkschen Konstanten 2 ist. Beim

Oszillator ist das der Quotient Lf dic Frage ist. was bei
andern Svstemen an die Stelle dieser GroBe zu treten hat.

Wir untersuchen nun die Bedingungen, denen eine solche
zu .quantelnde* Grofle zu geniigen hat. In erster Linie muf}
sie andeutiy bestimmt und vom Koordenatensystem unabhdingig sein.
Hierdurch wire die Wahl aber natiirlich nur sehr wenig ein-
geschrinkt, und wenn man nichts anderes wiiBte, so konnte
man sich nur von dem Erfolge, der Ubereinstimmung der Theorie
mit der Erfahrung, leiten lassen. Darum hat sich EHRENFEST
ein grofes Verdienst um die Entwicklung der Quantentheorie
erworben, indem ecr ein naheliegendes Postulat aufstellte, durch
das cine rein theoretische Bestimmung der Quantengrofen er-
moglicht wird.

Der Gedanke von EHRENFEST beruht darauf, die atomaren
Svsteme nicht, wie bisher, als isoliert zu betrachten, sondern
aullero Eanwirkungen mit heranzuziehen. Wir haben oben postu-
liert, daB fiir isolierte Systeme in den stationiren Zustanden die
klassische Mechanik gelten soll; wir fordern jetzt mit EHRENFEST,
daf3 auch bei Wirksamkeit dullerer Kinfliisse die klassische Mecha-
nik so weit wie irgend moglich aufrechterhalten werden soll.
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3 4. Jov o g

2 \'/ “ \']JU/
und
_ 3 J o2 Jo
W — 2 H = —sin27w," a-e K l/’ 1-- <i3 ) ]1 - <2>
1 1 2 g . J) | J 0

1e Winkelvariabeln w " und 2w, andern sich: u" iedoc
Die Winkel bel Y and ULder sich: doch

verhalt sich zvklisch und J ¥ blmbt \Vlrkungsvarlable der ge-
storten Bewegung. w,” ist a,]so die einzige nichtzyklische Ko-
ordinate in der gemittelten Storungsfunktion, und wir erhalten
als cinzige neue Wirkungsvariable

J,= | J,0dw’

Sie JaBt sich aus (4) als Funktion von W, , J, == J. J, = J,°
bestimmen. DllICh Ausrechnen des Integtals bckommt man W
und damit W als Funktion der Wirkungsvariabeln.

Wir setzen zur Abkirzung:

9 > D ) IS 2 _
JO = Ar 0 = B: ( 4 ) —

Saekl
und )
1
dann wird:
d w,
l X dx,
dx
wobel
. Ry 0 (/Y
gin® 2w, = |
o A, &

dw,°
ist. Rechnen wir aus der letzten Beziehung g BAUS, sO el
x

halten wir
N : )
d ¢ - d ( ‘o ]>

sin® 27w,” A X
dw," sin’ ‘);rrw <B 1)
dx 4 7 (' cos 2 :ru* x*> A
(juﬁo(’ } AC. (CU-“, — A_]'g)

/

da dale(A-—x)(x- B)l(A—2x)(x-—- B) ACx

unser Integral wird also





index-459_1.png
11, Elementare und komplexe Integration. 349

der Pol z ==~ ins Endliche gelegt ist. Auf der reellen Achse,
auferhalb der Strecke ¢, e,, ist die Wurzel rein imaginir, sie
hat das Zeichen =4 von e, bis o und — i von — ~ bhis e,.

Abb. 42,
Das Rei,. berechnen wir als ‘Rej, des Integranden eines

3 . 1 .
Integrals, das durch die Substitution y = - - entsteht; da bei der
x

Abbildung der «-Fliche auf die y-Fliche der Umlaufssinu des
Integrationsweges erhalten bleibt. wird:

Nej, for b - Aat+2Bw - (";.l

= ey [y P A2 By — Oy

. , L . 1 .
Die Wurzel hat das Vorzeichen — ¢ von - - bis y - o und
Cy
. . 1
{ von - ~ bis -
81
a) = --1. 3-=-:-1:

Unter Beriicksichtigung der obigen Vorzeichenbestimmung
werden die zur Berechnung der Residuen bendtigten Entwick-
lungen des Integranden um z = 0 bzw. y = O:

B ‘
_1,(1';(," " l,)
x it ’
bzw.

Es wird also:

:€ﬁ‘|/; A 2_1;. _ j; d:l: 21(",’;— lr(w).
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7 sin2 g’ _Kl ‘
e
] \‘/20 , Y
wo zur Abkiirzung
9 L2
:_/1 li_j] K
.;( ECLH Jl()"
sexelzt st Sie st symmetrisch zur Geraden w,” = $ oder
w, =00 Wenn I -0 st ist entweder w,® gleich O oder 1.
oder .J,% hat einen der Werte J,° und J,°. Wenn W, = 0 ist,

kann o, nicht mehr die Werte O und !, J." nicht mehr die

Werte /" und J," annehmen: die Kurve verliuft innerhalb
des Rechtecks w,” = 0, 00,0 =1 ) J,0—=J % J° =J.% Wenn W,

hinveichend klein ist. liegt w,” nur dann nicht in der Nihe

von () oder -, wenn .J,” nahe bei
J.Y oder J." liegt. Die Bildkurve
schlielt sich eng an das genannte
Rechteck an und geht fir W, =0
in den Rechteckumfang iiber. Fiir
grolleres 'Y, wird die Kurve enger.
bis w,” nur noch solche Werte an-
nchmen kann, die nahe bei !
(sin 2 7w," == 1)liegen, und schlief3-
lich nur noch diesen Wert selbst:
die Kurve schrumpft dabei in
emen Punkt zusammen. Fir
W, - 0 folgt dasselbe, nur liegt
der Grenzpunkt bei w,” = 3. Die Umkehrpunkte von w,° liegen
da. wo sin 2 7w,” ein Minimum, oder wo

- 0\ 2= - 024
(T
i 1/

cin’ Maximum hat, wobei J” und J.", also

/J:;O 2 ' é_() b4
\JQO \‘]10
konstant bleiben. Nun wird die Funktion

(1-—a)i1 —y

mit der Nebenbedingung
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ciner weiteren Storungsfunktion konnen natiirlich diese 1, Sh-
kular verianderlich werden.

Die Berechnung des Mittelwertes der Stérungsfunktion H,
geschieht hilufig einfacher mit Hilfe der urspriinglichen Variabeln
¢, p (durch Mittelung tber den zeitlichen Ablauf) als mit Be-

nutzung der Winkelvariabeln. Man hat dann nachtriiglich die

im Mittelwert Hl noch vorkommenden Bahnkonstanten der un-
gostorten Bewegung durch die entarteten Winkelvariabeln w,?
und durch die Wirkungsvariabeln J° auszudriicken.

Fir ein nur inneren Kriiften unterworfenes System ist das
Azimut der durch die Achse des Gesamtimpulses und eine be-
liebige rauinfeste Gerade gelegte Ilbene um diese Gerade ent-
artet. Wirkt nun auf dieses System ein schwaches iduBeres
homogenes Feld von der Richtung dieser Geraden, so kann der
Mittelwert der Stérungsfunktion i H, nicht von dicsem Azimut
abhiingen. Wenn nun keine weitere entartete Variable des un-
gestorten Systems vorhanden ist, die durch die Stérungsfunktion
sikular verindert wird (wie es z. B. beim Wasserstoffatom im
elektrischen Feld, vgl. § 37, der Fall ist). so ist die einzige vom
aulleren Feld erzeugte sikulare Bewegung eine Prizession des
Gesamtdrehimpulses um die Feldrichtung mit der Frequenz

i

¢,
Wir haben also den im vorigen Paragraphen behandelten Fall
der Richtungsquantelung niherungswoise verwirklicht. Die genaue

Bewegung unterscheidet sich von der beschriebenen um iiber-

lagerte kleine Schwingungen, sic ist eine »pseudoreguldre Pri-
zession™,

)Jq fo—

§ 19. Quantentheorie des Kreisels und Anwendung auf
Molekelmodelle.

Wir haben friiher (im § 12) die Bewegung von zweiatomigen
Molckeln untersucht, die wir als ,Rotatoren“ auffaBten. Wir
wollen jetzt den allgemeinen Fall mehratomiger Molekeln be-
trachten, die wir in erster Anniherung als starre Korper an-
sehen. Der oben erwihnte Fall der zwelatomigen Molekeln
(und allgemeiner: solcher Molekeln, bei denen alle Atome auf
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zusammen aus den Komponenten des Drehimpulses des Kreisel-
koérpers allein und denen des Schwungrads:

(D _— .Ll DT —- A‘a a

T

(1\, w A b J—A a (1)

/

T. -—A b +—Ad-a m.
Der Drehimpuls des Schwungra.ds um seine Achse 1st
(2] Z=A(ow--(da)).

Die vier Bowegungsgleichungen werden hier durch Anwendung
des Natzes vom Drehimpuls gewonnen. Erstens mull némlich
der Drehimpuls im Raume feststehen, was die EULERschen
(leichungen

D= [2. 0]

lietert. Zweitens kann der Drehimpuls des Schwungrads nur
geindert werden durch Wechselwirkung mit dem Kreiselkdrper
unter Vermittlung der Achsenlager; seine Anderung steht also
senkrecht zur Achse, seine Komponente in der Achsenrichtung
1st konstant:

(3) Z = const.

Die kinetische KEnergie ist

(4 T=75(DDd) - Zo]:

durch Einsctzen der Ausdriicke (1) wird daraus:

B T=LA 0 AR A o) FoZl

Um die Knergie als Ifunktion der Komponenten des Dreh-
impulses zu erhalten, setzen wir die aus (1) berechneten Werte
von d.. b , b in () ein:

17D 521'3 T a, T a, D,  aD,
{[7::.: : Y [ - - —Aw T 'm : y Y - - II—OOZ >

2A 4, A A 4, 4
¢ berechnen wir, indem wir durch Multiplikation der Glei-
a, da a . :
chungen (1) mit A A” 4 eine Beziehung zwischen o und
:Da) herleiten; aus dleser und (2) folgt dann:
Z a,, a,P, o,
A A A A
0 == e o
1 4<a“’d Y j
N4, a4,





index-101_1.png
§19. Quantentheorie des Kreisels u. Anwendung auf Molekelmodelle, 127

einer Geraden liegen) wird dabei als ein Grenzfall herauskom-
men, und wir werden zugleich eine exaktere Begriindung uun-
serer friheren Ergebnisse erhalten.

Die Auffassung der Molekeln als starrer Kérper miiBte
naturlich elektronentheoretisch begriindet werden:; denn in
Wahrheit ist die Molekel ein kompliziertes Systemn bestehend
aus mehreren Kernen und einer groflen Zahl von Elektronen.
Man kann in der Tat zeigen!), daBl die Kerne sich in groRer
Annaherung wie cin starres Svstem bewegen; doch wird der
gesamte Drehimpuls der Molekeln nicht mit dem Drehimpuls
der Kernbewegung identisch sein, weil das System der Elek-
tronen relativ zu den Kernen selbst einen Drehimpuls von
gleicher GroBenordnung besitzt. Man gelangt so nach KrRAMERS
und Pavrr?) zu dor Vorstellung, dall das adiquate Modell
einer Molekel nicht cinfach ein Kreisel ist, sondern ein starrer
Korper, in den ein Schwungrad mit festen Lagern eingebaut ist.
Wir wollen daher in diesem Paragraphen gleich die Theorie
dieses Kreisels mit Schwungrad betrachten.

Der Kreiselkorper einschlieflich der Masse des Schwungrads
(das achsensymmetrisch sein soll, so daB sich die Massenver-
teilung bei seiner Rotation nicht dndert) mége die Haupttriig-
heitsmomente A4 _, 4,, A, haben, deren Achsen zugleich die Ko-
ordinatenachsen (x,y, z) sein mogen; das Trigheitsmoment des
Schwungrads sei A. a sei der Einheitsvektor in Richtung der
Achse des Schwungrads, { der Drehwinkel des Schwungrads
um seine Achse und ¢ = w seinoe Winkelgeschwindigkeit. Den
Vektor der Winkelgeschwindigkeit des ganzen Kreisels bezeichnen
wir wie frither mit b, und zur Festlegung der Lage des Kreisels
benutzen wir wieder die EvLerschen Winkel +, ¢, ¢ ( und
y Polabstand und Azimut der A4_-Achse, ¢ Winkel zwischen
Knotenlinie und A_-Achse). Die Beziehungen zwischen den
Ableitungen von #, ¢, 9 und den Komponenten von b hatten
wir friher (in (2) § 6) angegeben. Der Vektor des gesamten
Drehimpulses des Korpers sei 9.

Die Komponenten des gesamten Drehimpulses setzen sich

) M. Borx u. W. HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1. 1924.
) H. A. KRAMERS: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13, S.343. 1923. — H. A.
KraMERS u. W. PavrLr jr.: Zeitschr. f. Physik Bd. 18, S. 351. 1923.
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Da nach (5) die Ableitungen von 7T nach b, D, b, gerade die
Komponenten ®_, ®,. D, des Drehimpulses (1) sind, folgt

P, = D, COSq@ — S})y sin @

p,= T, sindsing — D, sini cos ¢ + T, cos
p(/_, — C’DZ
pr = 2.

Da der konstante Drehimpuls beliebige Richtung im Raum
haben kann, ist die Bewegung entartet und wir koénnen die
Zahl der Freiheitsgrade um 1 erniedrigen. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir namlich die raumfeste Polarachse
in die Richtung von @© legen. Wir erhalten dann:

D = Dsin 9 sin ¢
(8) D, = — D sin 1) cos ¢
D. = Dcos ¥
und die Impulse werden:
p, =0
p,= D
: 9) / {
/ p, == D cos i)
p. =

Dadurch, daf fiir den Endpunkt von ® eine Kurve auf
dem korperfesten Ellipsoid (6) vorgeschrieben ist und diese
Kurve wihrend eines Umlaufs von ¢ gerade einmal durchlaufen
wird, ist cos¥) als eindeutige Funktion von ¢ bestimmt. Man
erkennt so, dall die Bewegung in den Koordinaten o, vy, ¢, ¢
separierbar ist, und erhiilt die Wirkungsintegrale

515;()“,(51/!:2:11); ‘cﬁpqdqul)gfcosf)dfp; :fp\._dfz?:zz

und die Quantenbedingungen?):

nmh

27

(10) D feosddp = n*h
n-h

" 2a

') Wir bezeichnen hier beim Kreisel die Quantenzahl des gesamten
Drehimpulses nicht, wie in der allgemeinen Theorie, mit ), sondern mit
m, weil dieser Buchstabe fiir die Bezeichnung der Terme eines moleku-
laren Rotationsspektrums gebriauchlich ist (s. Rotator § 12).
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Wir schen, dal bei der Mittelbildung iiber 20, in $, und W,
die Abhingigkeit von w, von selbst verschwunden ist: w, ist
in dieser Naherung 7\1\11b011 und J, bleibt Wirkungsvariable.

Die Quantenbedingungen sind also:

nh, Sy D, kh, [y =Jh.

31 2
Die relativistischen Glieder sind praktisch belanglos (wir
haben sie nur mitgefiihrt, um zu zeigen, daf ihre Beriick-
sichtigung keine Schwicrigkeiten bictet). Lassen wir sie weg.
so liBt sich die Energic W, :H, in einer RypBERGschen

1

Serienformel zusammenfassen. Man erhilt

. Rh(Z — 1}
1 200 uvl — . )( N ! .

in L AP
wo
9 P kr—1  Z—-1] (jfgkf»—~1>‘~"a

EAYENCEE e S = a1 =3 \

' 872k 2k 82k | 2k ,

ist. Setst man hierin j- k-~ p und entwickelt nach Potenzen

1
von P so erhalt man

SETRNNP PR ( : 1"'3’2) SRR Y
== szE\ TP ok ) Tepe BT
Die Gesamtenergic des angeregten Heliumatoms wird:
. - Rh{ / —1
(23) -W- —RhZ® - £
' (n—- 87

mit Z == 2. Damit haben wir die uns gestellte Aufgabe gelost®).
Die Formel (20) miite das Spektrum des Helium wieder-

1y Die allgemeine Losung dieses Problems, ohne Beschrinkung auf
Kreisbahnen fiir das innere Elekiron, ist durchgefiibrt bei M. Born u.
W. HEISENBERG. Zeitschr. f. Physik Bd. 16, S. 229, 1923.
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Wir bekommen also

: Iy RN DO\ 2
| <Z a, ¥ 0, a )._.)
’S\ - C_h 2 ) = [1 e Vs -
6) 7= ! Se Py A 4-". 1y A~ .
7 2 LJ.J. A?/ 4"1: 1 B ETI‘_t ay— a:.a
1_4 1/1.1“,‘ Ay A" _

Aufler diesem Integral haben wir noch den Satz von der Er-
haltung des Drehimpulses:

(7] DF=2. - D7} D7 == const.

r 7
Den allgemeinen Charakter der Bewegung kénnen wir folgen-
dermaflen iiberblicken: Die Komponenten von ® sind die Koor-
dinaten des Punktes, in dem die invariable Achse des Systems
die Kugel (7) durchstéBt. Dieser Punkt liuft entlang der
Schnittkurve der Kugel mit dem Ellipsoid (6), das mit dem
Kreisel fest verbunden ist. Im raumfesten Koordinatensystem
fihrt also der Kreisel eine periodische Nutation aus, die von
einer Prizession um die Drehimpulsachse uberlagert wird. Im
Falle, wo die Kugel das Ellipsoid beriihrt. wird die Bewegung

zu einer Rotation um eine permanente Achse,
Um die Quantenbedingungen fir die Bewegung formulieren
zu konnen, miissen wir zu den Koordinaten &, ¢, w zuriick-
kehren und die zugehérigen Impulse berechnen. Denken wir

uns die kinetische Energie 7' mittels der Bezichungen (2) § 6

D, = #cos ¢ -+ wsin dsin ¢

I

Dy = ¢sin ¢ — ¢ sin ¥ cos 72

D. == ¢ -{- w cos

-

als Funktion von 9, @, w und ihrer Ableitungen geschrieben,
so erhalten wir:

0T 2T 2d, AT o>, . 8T ob

p/ —— LTo== - . —}—* - . [ ——-~-—,~—
Cocd b, 0d  ev, ad | ob, o9
¢T 2T ob, | 3T &b, ol b,
KA T R T A T S
o AT ed, T ad, 2T o,
Py = o &bl; 81/; 'In'—&by cy ™ 562_ glp_
T
p.=— -.
B ca

Born, Atommechanik 1. 9
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Durch Einsetzen der Drehimpulskomponenten folgt:

I D 2 D

i ] _3 ,I’ L - a - Y g

2 A 4 A

Legen wir auch hier die raumfeste I’olarachse in die Richtung
des gesamten Drehimpulses, so gelten wieder die Beziehungen (8)
und es wird

! a1 = SN v ]
13 - i 1P in? [/b]ll 7 08 r/) o cosT Y |
2 N \\ A(Ai I .4F1 4“1” B

x y
Wir erhalten zwel Quantenbedingungen
fpdp=2aD ~mh
(14 T
| P, dg == D feositdg = uh.

[ der zweiten Bedingung haben wir cos?} mit Hilfe der

linergie 7 .. 11" als Funktion von ¢ zu schreiben. Aus (13)
folat
2 (sin“ g cos® (,p\
, D= A A
2 L y
CObS ') — N > s
1 <Sm‘ g cos® >
44~ .4’1 .['1
o N Y

und die zweite Quantenbedingung wird:

) : I S
e o [sIn" g cos? g
oW 1)-( A __i)
o ~ A4 A
(15 y e, T o dg = uh,
1 (sm- 0 cos‘«pj
¢ 44 \ A I [/1 /

2 x Y

Sie fiihrt auf ein elliptisches Integral, das die Energie W als Para-
meter enthilt. Die Berechnung von W als Funktion der Quanten-
zahlen m und » liBt sich explizite nicht ausfithren, auBer in
dem Fall der Rotationssymmetrie (4, =: A4 ), den wir schon
frither behandelt haben (§ 6.

In diesem Falle 4 = A4 geht die Energic (13 iiber in
1 [)g(sin"-’ J  cos? ﬁ);
2 A A

r Z

-

¢ wird ebenfalls zyklische Variable und 9 ist konstant. Die
Quantenbedingungen lauten:
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Die zweite Quantenbedingung ist einer anschaulichen Deutung
fihig. Die Fliche, die dic Spitze des Vektors 2 auf der

~

Kugel 7/ mit negativem Umlaufssinn umliuft, ist namlich

= — 2 ﬂf s & di) dg = D2 f_j dceosddy

Fiithren wir die Integration nach aus, so erhalten wir, wenn
die Berandung der Fliche die Polarachse nicht umschliefit:

.

v %3 » ? n‘.‘
F= 2fecosdddg =25D%"".

m
wenn sie die positive Polarachse umschliefit:

S

Xk
o T
F=®(1 - coshdg=-2aD" 2.,
[} AN m
wenn sie die negativo Polarachse umschlieB:
) oo ( B TR
F D111 cos Mdeg — 2D " L
o m

und wenn sie beide Seiten der Polarachse umschlief3t -

- n 2m — *
F—=72§12 - cos z‘)) dg = 27 D*? S
m
In allen IMillen wird das Verhiiltnis zur H albkugel
F N
1) — =
1 20 D°  m

wo # eime ganze Zahl ist, und wir kénnen die zweite Quanten-
bedingung so formulieren. daf das Verhiiltnis der vom Vektor &

auf der Kugel (7) ausgeschnittenen Fliiche zur Halbkugel gleich
(2N : . _
) 1st: » kann die Werte 0,1 ... 2m annehmen.
m

Wir wollen unsere Betrachtungen noch auf den Fall des
gewohnlichen Kreisels ohne eingebautes Schwun grad spezialisieren® ..

Statt (1) erhalten wir fiir die Komponenten des Drehimpulses:

Sx:"AI:cbx’ :Dy:A D CE::_: Azbz;

y oy’
die Gleichung (5) fiir die Energie geht iiber in

T[40, A4 b2 -4 b7].

') Siehe F. RErcee: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 394, 191x. —
P. 8. EpsTEIN: Verh. d. Dtsch. phys. Ges. Bd. 18, S.398 1916. —
P.S. EpstEIN: Physkal. Zeitschr. Bd. 20, S.289. 1919.

9*
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m h
[) T .
27
( )
[)cos ) == :
2
es 18t also
0
COS 1) == .
m

d. h. wir haben e¢ine At von Richiungsquantelung, wobei der
Drehimpuls nicht um ecine raumfeste Achse, sondern um die
korpsrfeste IMigurenachse priizessiert. Die Energie als Funktion
der Quantenzahlon wird:

(6 " h= m?® ( 1 f ‘
(16 = , R .
’ S ."Tl“ III‘J ‘ A_ ;1‘],/ !

Uberlegt man sich, wie die Koordinaten eines Kreiselpunktes
sich durch die zvklischen Koordinaten y und ¢ ausdriicken
lendliche FouRIER-Reilien | xo sieht man, dafB in der Entwicklung
des elektrischen Moments im allgemeinen die Frequenzen »,
und »r, mit den Koeffizionten 0 und 4- 1 auftreten. Die
Quantenzalilen » und m kiénnen sich also um O und + 1 édn-
dern. Nur wenn das elektrische Moment keine Komponente in
der Richtung der Figurenachse hat., fillt der Ubergang 15 =- 0 fort.

Eine Anwendung der Energiegleichung 1 16) auf mehratomige
Molekeln wiirde mehrere Nyvsteme von Rotationsbanden ergeben,
die nur gegeneinander um feste Betrage verschoben sind. Die
Linienfolgen geniigen dersclben Formel vom einfachsten DEs-
LANDRESschen Typus (vgl § 12,

Wir wollen an dieser Stelle die [‘rage aufwerfen, wie man
durch einen (irenzprozel; aus der Kreiselformel (16} die For-
mel (1) § 12 fiir den Rotator gewinnen kann, und zelgen, in-
wiefern die Anwendung der Rotatorformel auf eine zwelatoimige
Molekel berechtigt ist. Hat man den Idealfall eines aus zwe
starr verbundenen Massenpunkten bestehenden Svstems. so ist
in der Kreiselformel (16) 4_—- 0 zu setzen, und damit die Knergie
endlich bleibt, kann » nur den Wert 0 annehmen. Wir erhalten

~dann fiir die Iinergie die alte Rotatorformel (1) §12:
W h? ,

- om.
H:zzAI
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Quantenzahl einfithren. so erhiclte man bei den beiden Rechen
verfahren giinzlich verschiedene Bewegungen. Die entartete Wir-
kungsvariable hat also keine Bedeutung fir die Quantelung.

Noch etwas anderes zeigen unscre Betrachtungen: Die Be-
rechnung des Starkeffektes und die Festlegung von J, =n_h
kann nur Sinn haben, wenn der Einflufl der Relativititstheorie
cder einer Abwoichung des Atomkraftfeldes vom CoULOMB-
schen klein ist gegen den EinfluB des elektrischen Feldes.
Wiederum hat unsere frithcre Berechnung der relativistischen
Aufspaltung der Linien nur Sinn, wenn der EinfluB der ja
immer vorhandenen elektrischen Felder klein ist gegen die
rolativistische Storung?

§ 30. Die Intensitit der Linien im Starkeffekt des
Wasserstoffatoms?).

Das Korrespondenzprinzip, das seiner Natur nach nur eine
angeniherte Berechnung von Intensititen gestattet, liefert rela-
tiv genaue Resultate, wenn es sich um die Intensitiatsverhilt-
nisse der Linien innerhalb einer Feinstruktur, z. B. innerhalb
des Starkeffekts. handelt.

Wir werden im folgenden nach Kramers?) die FoURIER-
Entwicklung der Bahn eines Elektrons, das in einem #&uleren
I'elde & um einen Kern kreist, berechnen und werden die
klassischen Intensitéitsverhdltnisse mit den beobachteten ver-
gleichen. In den Fourier-Koeffizienten werden wir siamtliche
Glieder, die proportional mit £, E* usw. sind, streichen, da sie
nur unwesentliche Korrektionen bedeuten.

Fir die Wirkungsfunktion § erhilt man (§ 35):

7] B \ ) » -"-‘ ./ B 1
S == J ' fi (\’5,)d§ -+ [ ' fe“?)d’/ +- > JVJ’/ de .

2T

1) KrRAMERS ist es gelungen, den EinfluB der relativistischen Massen-
anderung und eines gleichzeitig wirkenden homogenen Feldes auch fiir
den Fall zu behandeln, dall die entsprechenden Energieinderungen
von gleicher Gréfenordnung sind (H. A. KrAMERS: Zeitschr. f. Physik, Bd.3,
S. 199, 1920).

*) In diesem Paragraphen haben wir die Rechnungen etwas kiirzer
gefaldt, als wir es sonst in diesem Buche tun.

>y H. A. KrawEers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden),

Kopenhagen 1919.
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Born, Atommechanik 1.
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Legt man die Polarachse in die Richtung des Gesamtdreh-

mpulses P = ;\“, s0 ist der Winkelabstand der Knotenlinic
2q

von einer festen Geraden in der invariablen Ebene zyklische

Variable und zu P konjugiert. Als weitere Koordinaten be-

nuitzen wir den Radiusvektor r des dufleren Elektrons und den

konjugierten tmpuls p , sowie den Winkelabstand v des duleren

Elektrons vom Knoten und den konjugierten Impuls

schlieBlich brauchen wir noch die Variabeln w,’,w,’, J,',J,’
des mmneren Elektrons, von denen (wie frither) w,’,J, der
Hauptquantenzahl, w«,”,J, der Nebenquantenzahl entsprechen
sollen.

Da die Ausgangsbewegung des inneren Elektrons grenz-
entartet ist. ist es zweckmillig, die Variabeln w,’, w,’, J,".J,
durch neue Variable zu ersetzen. Dazu fithren wir die kanonische

Transformation
T ! S ! ’
J, =, w, = w, w,
[y ’
s /']1 —dJ, Qi o 7
9 S= — “n 2 o w,
2 = 2
4 4
L J, - d, >
Y = cos 2w,
. 2

aus, und lassen dann die Striche wieder weg.
In diesen neuen Variabeln werden wir jetzt den Mittelwert
von H, iiber w' ausrechnen. Gleichzeitig entwickeln wir H,

1

nach Kugelfunktionen, d. h. nach Potenzen von — und nach
r

Potenzen von & und 7. Wir brechen hinter dem Gliede mit

t
. ab: ecs zeigt sich dabei, daf dieser Niherung eine Beriick-

H

p
sichtigung der in & und # linearen Glieder entspricht.
Es wird also jetzt
: R Z
) e
3) 0 e

und
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bar. Bei der Separation in Polarkoordinaten (§ 22) crhalten wir
die Wirkungsvariabeln J , J,. J, und die Quantenbedingung

J —Jy+J, =nh.
Dabei ist Jy -+~ J,, das 2z-fache des Drehimpulses, J, das 2 z-

(/,‘
fache seiner Komponente in der Richtung der Polarachse. Die
Bewegung bleibt in diesen Koordinaten separierbar, wenn das
Feld nicht mehr ein (CouLoMBsches, aber noch kugelsymmetrisch

1st; dann ist jedoch eine zweite Quantenbedingung
Jo+J, == kh

hinzuzufiigen. Wollte man auch J, als ganzzahliges Vielfaches
von h festlegen, so hdtte das gar keinen Sinn, da die Polar-
richtung ganzlich willkiirlich ist und bei einer Drehung des

} . . C L J .
Koordinatensystems die Ganzzahligkeit von - zerstort wiirde.
y

h
Dagegen wiirde die Festlegung J, -+ J, = kh bei der einfachen
KEerLER-Bewegung zunichst noch auf keine Unmoglichkeit fiihren.
Berechnen wir nun die KEPLER-Bewegung in parabolischen
Koordinaten, so brauchen wir in den Rechnungen dieses Para-
graphen nur K =0 zu setzen. Wir erhalten die Wirkungsvaria-
beln J:. J, und J, (letztere in derselben Bedeutung wie bei

Polarkoordinaten) und die Quantenbedingung

Je +-J,+J, =nh.
Die zweite Quantenbedingung
Jg — J,/ = ne h 5

die wir im elektrischen Feld hatten, muB hier wegfallen, da
diese Kombination in der Energie nicht mehr auftritt. Sie hat
nur Sinn, wenn ein (vielleicht schwaches) elektrisches Feld da ist.

Die stationiren Bewegungen im schwachen elektrischen Feld
sind nun wesentlich verschieden von denen im kugelsymmetri-
schen Feld, das wenig vom CouromBschen abweicht. Im letzteren
Separationsvariable sind die Polarkoordinaten)ist die Bahnkurve
eben: sie ist eine Ellipse mit langsamer Periheldrehung. Im
ersteren Fall (separierbar in parabolischen Koordinaten) ist sie
genahert auch eine Ellipse, aber diese Ellipse macht im allge-
meinen eine verwickelte Bewegung im Raume. Wollte man
also im Grenzfall des reinen CouLoms-Feldes k& oder n, als zweite





index-336_1.png
220 Kap. 3. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Die sechste Periode beginnt mit Cdsium (55 ('s) und Barium
56 Ba) in Analogie zur fiinften; die Grundbahnen des Leucht-
clektrons sind 6,-Bahnen. Dax Lanthan (57 La) und die Ele-
mente vor Platin (78 Pt) iihneln der Gruppe Y bis Pd. Wir
diirfen dort den Aufbau der 5,-Gruppe annehmen; in der Tat
tritt ein 5,-Rontgenterm bald hinter Platin auf. In diese
Gruppe hinein fillt aber noch eine weitere Gruppe von Ele-
menten zicmlich gleichartigen chemischen Verhaltens, die sel-
tenen Erden; wir dirfen sie der Ausbildung der noch fehlenden
4,-Bahnen entsprechen lassen: ein 4,-Réntgenterm tritt bei Ta
73 Ta. auf. Die Elementc (Yold (79 Au) bis Niton (86 Nt) ent-
sprechen  wieder den Elementen Ag bis X und bringen den
vorliufigen Ausbau der 6,- und 6,- Bahnen. Die letzte Periode
bringt dann die Anlagerung von 7,-Bahnen.

Uberblicken wir noch einmal das periodische System und
Jassen wir die (in der Abbildung 17 eingerahmten) Gruppen
hesonderen chemischen und spektroskopischen Verhaltens vor-
liufig weg, so werden in der ersten Periode zwei 1,-Elektronen,
in jeder folgenden acht n - und n,- Elektronen angebaut. Die
Gruppe der Eisenmetalle (Sc¢ bis Ni) bringt zehn weitere Elek-
tronen in dreiquantiger Bahn. so daB wir im ganzen 18 drei-
quantige Bahnen bekommen. Die Palladiumgruppe (Y bis Pd)
bringt 10 und die Gruppe der seltenen Erden 14 weitere vier-
(quantige Bahnen, deren Zahl damit auf 32 erhoht wird. Bomr
nimmt, um symmetrische Anordnung zu ermdglichen, an, daB}
sich die 8 Elektronen mit n = 2 zu je vieren auf die 2 - und
2,-Bahn verteilen, die 18 Elektronen mit n = 3 zu je sechsen
auf die 3,-. 3,- und 3,-Bahn und die 32 Elektronen mit n =4
zu je achten auf die vier vierquantigen Bahnen; doch gibt es
hierfiir keine empirischen Belege.

Zur Bestitigung der Auffassung vom Ausbau innerer Elek-
tronengruppen sei noch (nach Bour und CosTER) auf die Darstel-
lung der Rontgenterme (Abb. 16, S. 205) hingewiesen, wo sich bei
den betr. Werten von Z deutliche Knicke der Kurven zeigen.

Zur Ubersicht geben wir hier eine Tabelle der Besetzungs-

zahlen wieder.

Um den Aufbau des periodischen Systems deduktiv ab-.

leiten zu kénnen, miillte man theoretisch verstehen, mit hochstens
wieviel Elektronen eine bestimmte Quantenbahn besetzt werden
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cutstchen. wenn an ein Heliumion sich ein weiteres Elektron auf
einer dulleren Bahn anlagert,  Die Bahn des ersten Elektrons
nchmen wir im Ion als Kreishahn an. Wir betrachten also im
folgenden diejenigen Balntvpen, bei denen die ungestorte Bewe-
gung des inneren Elekirons auf einem einquantigen Kreis erfolgt.

Als ,Parameter® dor Storungsrechnung kann man bei diesem
Problem zweckmiBig den roziproken Radius des dulleren Klek-
trons oder cine mit ihm zusammenhingende Grofie benutzen,
denn. je weiter auflen sich das duBere® Rlektron be-
findet. um so mchr muf} die Bewegung des inneren Elekirons
der .ungestorten Bewegung iihnlich sein. Die relativistische
Massenverinderlichkeit wollen wir mit berticksichtigen.

Wenn wir die Polarkoordinaten des iuBleren Elektrons init
ry il q, die des inneren mit v, ¥, ¢/ und die konjugierten Im-
pulse mit p_-.-p,. bezeichnen, so lautet die HAMILTON sche
Funktion des Dreikorperproblems vom Heliumtypus:

1 g 1 N 2 L ph P
S T o \Pr T e T ) T o B T e e
2m y r? sin? 2 m y ' 2 sin?
v/ e Z
—
) y
. e”
b r* - 9"? — 2y [cos W cos /) -1 sind sin & cos (¢ — ¢'):

—- relativistische Glieder.

Diese Funktion zerlegen wir in H, und H , indem wir
unter H, die Hamirtonsche Funktion der (nichtrelativistischen)
KEPLER-Bewegung des inneren Elektrons verstehen und den
ganzen Rest in H, zusammenfassen.

Nach Berechnung der ungestérten Bewegung des inneren
Elektrons finden wir die sikularen Bewegungen der noch iib-
rigen Variabeln, indem wir den Mittelwert von H, iiber die
ungestorte Bewegung des inneren Elektrons als neue HAMIL-
TONsche Funktion betrachten. Die Integration der entsprechen-
den Hamrirron-JacoBischen Gleichung soll wieder nach den
Methoden der Storungstheorie erfolgen.

Wir konnen dabei durch Benutzung des Satzes vom Dreh-
impuls die Freiheitsgrade der Aufgabe verringern (Elimination
der Knoten).
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das Bonrsche Modell vorstellt, wiirde dauernd durch elektro-
magnetische Ausstrahlung Energie verlieren und miite daher
allmédhlich zusammenstiirzen. Ferner haben sich alle Bemiihun-
gen als fruchtlos erwiesen, auf Grund der klassischen Gesetze
den eigenartigen Bau der Serienspektra abzuleiten, besonders
die Haufung der Linien im Endlichen.

Bonr ist es gelungen, diese Schwierigkeiten durch Aufgabe
der klassischen Gesetze und Heranziehung der in § 1 und § 2
erorterten Quantentheorie im Prinzip zu iiberwinden. Er fordert
die Existenz diskreter stationdrer Zustdnde, die durch Quanten-

Energie, den das Atom spontan nicht verlassen kann, gewdhsr-
lewstet die von der Erfahrung geforderte absolute Stabilitit der
Atome. Weiter st es thm gelungen, beim Wasserstoffatom durch
rationelle Verallgemeinerung der Annahme PrANCKs die Energie-
stufen so zu berechnen, daf die Frequenzbedingung gerade auf das
beobachiete Spektrum (BaLmErsche Formel) fiihrt. Auch hat er
die Prinzipien angegeben, wie die Quantenbedingungen in ver-
wickelteren Fillen aufzustellen sind; davon wird das folgende
zu handeln haben.

Die Bonrschen Grundvorstellungen (diskrete stationdre Zu-
stinde und Frequenzbedingung) erfahren ihre direkteste Bestq-
tigung durch Versuche, die zuerst von FraNck und Herrz an-
gestellt und spiter von diesen und anderen Forschern weit-
gehend verfeinert worden sind. Sie bestehen darin, daB man

Absorptionskanten mit der Erreichung bestimmter, durch Elek-
tronenstoB zugefiihrter Energien (Anregungsspannung) verbunden

ist. Sowohl im optischen wie im Rontgengebiet 148t sich aus
Born, Atommechanik I, 2
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(<

vergleichbar wird. ist die Reihenfolge nicht mehr ganz sicher.
Das Bour-(‘osTErsche Diagramm der Rontgenterme (Abb. 16,
S.200) zeigt uns aber. dal} die Energien der Bahnen wenigstens.
im fertigen Atom die Reihenfolge 4,, 4,, 45, 4,.5,... haben.

Wenn die Elektronenzahl nur noch um 1 kleiner als die
Kernladung ist, es sich also um die Anlagerung des [eizten
Elektrons und um die Bildung des neutralen Atoms handelt,
oibt die rohe Abschitzung der effektiven Quantenzahl, die wir
in (4) § 28 kennen lernten, einen Anhalt. sobald es sich um

Tauchbahnen handelt. Fiir s-Bahnen erhalten wir

n* ==n — (nV — 1 — e -+ &).

1

Da die Aphele der s-Bahnen des Rumpfes seine Grofie bestimmen.,
ist n' die wirkliche Quantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahnen. also n'® —=n — 1. Es wird also angenihert

n¥ — 2.

Bei den p-Bahnen diirfte »'¢) etwas groBer sein als die Quanten-
zahl der ganz im Rumpf verlaufenden p-Bahn. so dafi wir

2 n*. 3

erhalten. Diese Werte stimmen mit den empirischen Werten
(erste Tabelle des § 31) einigermalien iiberein'). Die d-Bahnen
dringen im allgomeinen so wenig cin, da8 die Gleichung (4)
§ 28 nicht anwendbar scheint; dann ist die 3,-Bahn die engste
d-Bahn und ihr »* wird etwas unter 3 liegen. Nur bei Sr und
Ba scheinen d-Bahnen tiefer einzudringen. Die Abschitzung wiirde

3 n*<_4

liefern; der empirische Wert liegt bei 2, aber immer noch hobher,
als bei den s-Bahnen.

Diese Abschiittzung macht es verstindlich, dafl nach dem
Ausbau einer n,- und n,-Gruppe ein oberflichliches Elektron
in einer (n - 11,-Bahn gebunden wird, daB also nach dem Ab-
schluf der 3,- und 3,-Gruppe beim A oder K™ das nichset
Elektron beim K in einer 4,- (nicht 3,-)Bahn lauft oder nach
Abschluf3 der 4,- und 4,-Gruppe beim Kr oder Rb™ das Rb
eine d,- (nicht 4,- oder 4,-)Gruppe beginnt. Wihrend so an

1) Bei halbzahligem % erhielte man »* —1,5 fiir s-Terme. n* =15
bis 2,5 fiir p-Terme.

it B e AT AL ¢ e S e b A
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zusammenhingt (vgl. (18) and (7" 5 33). ferner setzen wir
@y = 27w, Wenn wir jotzt noch J,"-— h setzen, was ja allein
von Interesse ist, so erhalten wir:

Rh? (Z — 1)
=gy

g, . (\Z 1)3 ho
Ds =" 5 o -RhA ]2"(1 - £ o8 @,
~11 ————— 3 sin*(q;, a1 — ( : _gj_ ) l
Jl
, 41— 3

. ZYRh  (Z - 1*RK )

—_ — —— .

4 ‘ 4 JA :

Hierin bedeutet ¢ die SoMMERFELD sche Feinstrukturkonstante

2met o, . .
w28 (vgl.$38): die mit«* proportionalen Glieder enthalten

he
die Relativititskorrektion fiir das innere und #dulere Elektron.

Zur Losung unsercr Aufgabe haben wir das im § 46 be-
handelte Verfahren anzuwenden.

Wir suchen also eine Funktion
(10) S==w 3, - &H - B & — A H,
die solche Variabeln w,, §,, =, H einfiithrt, daf} Hl von = und
H nicht linear und von w, iiberhaupt nicht mehr abhingt.
Die Glieder 7T,,7,...; Ay, 4,...; By, B, in (10) sind weg-
gelassen, da wir sie in dieser Naherung nicht brauchen. Die
durch (10) erzeugte Transformation ist:

0B, cA

J ey, -0 oyt

1 1 aw 9?,01

0B, 04

111 ll)l = W, 1 E{ S H?,\Sl
7 a1 ANS1
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o

Entnimmt man aus (91§ 35 die Werte von «, und ¢, und aus

o
toly -

(10 2 35 den Wert von H', beides fiir /£ =10, so erhilt man:

| to S S N I R § 1
1 248 ‘ de g |f="r 220 e o D
' . ; A e] $” ol J"

[ ] ‘2 L) e
([ - QJ,L K 2 & e],/ r J,/ ]
g ]/ b )/ * 1 .| 5y o )] ) ]
) Y wodJ® = J"
; J(/ .(]).
Hierin ist zur Abkiirzung eingefiihrt:
| 1 . .
f2 s == v 5 , e] —= e]_f‘:— J,/'l—J,l.
17" Ze*m |

Fir die zu J:, J,.J, konjugierten Winkelvariabeln Wz, W

-

w, ergeben sich aus (1) die Gleichungen:

Ho

D= 2 A
) e
1 (*d & J(2J, 4 J, )7 -
_ zJ‘-’J Tl LI N Iy Yy AR =
L ("dy - xdi2d, 4 J,in? -t
Z']'zf 0 JPJE 20 (2, - J ) gt —
2w, =27 /i--‘--g-—
, T
1 (ds mrJ(2d: - J )8 &
S R i s e
1 (dy wd (2J:-1-J,0n% 4 n?
/J",f ny- /QJ_,,QL_]‘“) -%i__;x(.%._],, — ,,__)jne—— n?
2, = _)”r/;S
o/,
v fds =BT SR (T — T ))& B
- /»J-’f S h— T 22T T )T g
| J
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kann. Vorlaufig konnen wir hierfiir nur Regeln aufstellen, die
wir nachtriiglich aus dem periodischen System entnehmen. So
scheint ecine iuBere, d. h. unter dem Einflul geringer Kern-
anziehung stehende Bahn nicht drei Elektronen aufnehmen

zu kénnen (vgl. Li, (*". Al Ga, In, TI). Die 1,-Bahn scheint
iiberhaupt héchstens zwei Elektronen aufnehmen zu konnen,
die zweiquantigen Bahnen zusammen hochstens 8, dio drei-
quantigen unter dem EinfluB geringer Anziehung (in der dritten
Periode! auch hochstens 8. weiter im Atominnern (von der
Eisengruppe ab) jedoch 18; die vierquantigen Bahnen scheinen
ebenfalls zunichst bis 8, weiter im Innern aber bis zu 32 Elek-
tronen aufnehmen zu konnen.

Wenn man  diesc Hochstbesetzungszahlen einfach als ge-
geben hinnimmt, =o ist die Rethenfolge der Quantenbahnen 1n
ihrer Anlagerung einigermafien zu verstehen. Man mul} fordern:
An eine vorhandeno Elektronenkonfiguration lagert sich ein
neu hinzukommendes Elektron in einer solchen Quantenbahn
an, in der es dic geringste Energie bat (in der es am stiarksten
gebunden ist). Dabei hat man zu beachten, daB ein Atom nicht
aus dem vorangehenden Atom durch Hinzutreten eines Elek-
trons cntsteht, sondern aus seinem eigenen positiven lon. Dieses
hat zwar dieselbe Elektronenzahl wie das vorangehende Atom,
aber eine etwas hohere Kernladung. Dal diese Kernladung gelegent-
lich wesentlich sein kann, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Wir nehmen an. ein [on enthielte eine Anzahl vollbesetzter
Quantenbahnen. und wir fragen nun, welche von den nicht be-
setzten ist die am stirksten gebundene. Die Antwort darauf konnen
wir in zwei Grenzfillen erteilen. Wenn die Kernladung sehr viel
grofier ist als die Elektronenzahl, o ist dag Kraftfeld im Ton und
in seiner Umgebung nahezu ein CovLoMBsches und die Bahnen
haben ihrer Energie nach die gleiche Reihenfolge wie beim Wasser-
stoff. nur daB die p-, d- usw. Bahnen ein klein wenig hinter der ent-
sprechenden s-Bahn kommen, also: 1,2, 25, 3,, 35,33, 4.

Denken wir nun etwa das Uranatom so entstanden, dall ein
92fach geladener Kern der Reihe nach sich 92 Elektronen an-
lagert, so wird er (wenn die Borrschen Besetzungszahlen richtig
sind) zuerst zwei 1,-, dann im ganzen acht 2,- und 2,- Elek-
tronen einfangen, weiter achtzehn 3,-, 3,- 3;-Elektronen usw.

-

Da jetzt allmiihlich die Elektronenzahl mit der Kernladung
15*





index-447_1.png
§ 19. Das angereste Heliumatom. 337

(’2(1H , e- a.H"’
[ -

- - relativistische Glieder,

wo «y den Wasserstoffradius bedeuten soll,
Die  Ausrechnung ergibt fiir 4, und Ay

B A
, - b} 4 N g S , V3 4 1
o, = oy p 12=J, 117 Cosyr —- Sginy 2Ty I
(\5‘ J - J J! B
1 , = . ,\"2 _ .)‘_‘ . 2\ 27
[y = o ) J] - Bsintayp 1 (\s"—— i ) \‘l
ez § 20,0 N

Dabei haben wir die Glieder, die in & und y von hoherem
als erstem Grade sind, weggelassen,

Dic  partielle Differentialgleichung ﬁl == const ist nicht
separicrbar.  Da sie aber in (lieder verschiedener Gréflenord-
nung zerfilll, kiénnen wir sie storungstheoretisch behandeln.
Wir setzen

"b) Hl - '\)() T ')1 = b:
wo
1 , Pl ez — 1
o= _--(p2z P}y (2
[h 2 m ¥ re r
. (’2 ay
(v D, =4, o
€2 (g
Dy =d, J L relat. Clieder
2 SR

ist. Man kann sich leicht iberzeugen, daB fiir alle in Betracht
kommenden Fille die rolativistischen Glieder klein gegen §,
sind. so daB also unsere Entwicklung gerechtfertigt ist.

In 1?1 haben wir jetzt die Winkel- und Wirkungsvariabeln
Wy wy, J, J, der durch 9, bezeichneten ungestorten Kerrer-
bewegung des dulleren Elektrons einzufithren. Wir wollen je-
doch u, durch die wahre Anomalie 7, ersetzen, die mit w,
durch die Gleichung

(8,‘, f]/2rru'l):

J,? dg, [ Iz
e - e== /1 — ==
JEA —e cos ¢, )? ]’ J

Born, Atommechanik 1. 29
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4,-Bahn; die Schar der 3 - und 3,-Bahnen ist also mit der
Erreichung der Achterschale des Argon abgeschlossen. Die
3,-Bahn ist beim Kalium lockerer gebunden als die 4 - und
selbst als die 4,-Bahn, sie hat ndmlich groB3ere eficktive Quanten-
zahl (2,85 im Vergleich zu 2,23 bei der 4,- und 1,77 bei der
4 -Bahn). Die im Argon abgeschlossene Schale enthilt also
nicht alle Bahnen mit der Hauptquantenzahl 3, sondern nur
die 3,- und 3,-Bahnen.

Belm zweiwertigen Kalzium (20 Ca) tritt nach tbereinstim-
mender Aussage der Chemie und des Spektrums ein zweites
auf einer 4 -Bahn gebundenes Elektron hinzu.

Die nun folgenden Elemente zeigen schr verwickelte Spek-
tren, zu deren Serienordnung vorliufig nur geringe Ansitze vor-
handen sind. Ihre Terme haben sehr hohe Vielfachheit, z. B.
bat Mn u. a. achtfache Terme; die Elemente haben ferner je
mehrere Termsysteme. so dal3 z.B. bei cinem Element mehrere
p- oder d-Terme gleicher Vielfachheit auftreten konnen, die
nicht zu einer Serie gehdren; der Grundzustand ist nicht immer
wie bisher ein s- oder p-Zustand, vielmehr kommen d- und
f-Bahnen als Grundbahnen vor. Auch chemisch bilden die Ele-
mente von Skandium bis Nickel eine besondere Gruppe. In
ihrer chemischen Wertigkeit setzen sie die Reihe K, Ca, Sc
nicht einfach fort, vielmehr haben sie stark wechselnde Wertig-
keiten, die in ihren Hochstwerten im allgemeinen ihrer Stellung
im gewohnlichen Schema des periodischen Systems entsprechen
(Ti 4-, V 5-, Cr 6-, Mn 7-wertig), die aber bis 2 heruntergehen
konnen. An dieser Stelle kann man auch zur Kennzeichnung der
Elemente die bekannte Kurve (Abb. 18) der Atomvolumina nach
LotHAR MEYER benutzen (Atomgewicht durch Dichte im festen
Zustand). Auf dieser Kurve bilden die Alkalielemente scharf
ausgepragten Maxima, was nach unserer Auffassung daher rithrt,
daB sie ewn Hdulleres Elektron auf einer Ellipsenbahn haben.
Hier kommt es uns darauf an, da die Elemente Ti bis Ni
gimtlich in der Nihe des dritten Minimums der Kurve liegen
und nur wenig verschiedene Atomvolumina haben. Ein wei-
terer Unterschied dieser Elemente von den vorangegangenen
beruht auf dem magnetischen Verhalten und der Firbung der hete-
ropolaren Verbindungen, in welchen die Elemente als Ionen vor-
handen sind.
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Daraus kann man die Ablésungsarbeit des ersten Elektrons
hestimmen. Nach dessen Ablésung mufl nimlich das Atom in
den Normalzustand des ionisierten Heliums mit der Energie

W.. — 1R
iibergehen. Die LKnergicdiffercnz
BER IVIOH. = Ll*:, R

gibt die Ablésungsarbeit des crsten Elektrous oder die Jonisa-
tionsencrgie des neutralen Heliumatoms.

Rechnet man auf die [onisierungsspannung um, so hat man
fiir die Energie R /i des Wasserstoffatoms die Spannung 13,53 Voelg
cinzusetzen: daraus folgt

Fron, = 28.75 Volt.
Dieser Wert wird dwrch die Krjalrung nicht bestitigt, vielmehr
liefern die KElektronenstofiversuche den Wert
14 Frow = 24.6 Volt. '

Die hicr gefundene Bewegung erfiillt zwar die Bewegungs-
gleichungen und die Quantenbedingungen; sie ist aber nicht
der Grenzfall einer Libration. also nieht stabil. Entsprechiend
den Uberlegungen des § 45 fiir einen zufillig entarteten Frei-
heitsgrad ist dic Bewegung mit Phasenbezichung nur dann
stabil. wenn

i ’
”1, W]]lgml i
2
H,

~ 2

A7

im Ifall der Phasenbeziehung ein Maximum lat. H1 hat offen-
bar ein Minimum, der Zihler also ein Maximum, der Nenmner
jedoch ist (wie wir schon Im § 45 zeigten) negativ.

Dicse letzte Schwierigkeit allein wiirde noch nicht ent-
scheidend gegen unser Modell sprechen, da man ja nicht weil3.
ob dic gewdhnlichen Stabilititsbedingungen in der Quanten-
theoric gelten. Gegen das Modell spricht aber der Unterschied
der berechneten [onisierungsspanuung und der beobachteten.

Das rdumliche Modell ist ebenfalls von Bomr vorgeschlagen
und von KraMERS ausfiihrlich untersucht worden .. Wir wollen

1 J. Fraxcr, Zeitschr. f. Physik, Bd. 11, 8. 155, 1922
%) H. A, KramEers, Zeitschr. f, Physik, Bd. 13, S. 312, 1923.
Ferner H. vax Vikck, Physical. Rev., Bd. 21, S. 372, 1923,





index-441_1.png
g 4% Der Normalzustand des Heliumatomse. 331

md st nur erfiillt. wenn p = 0ist oder w,” = 1, . cinen
der Werte 0 oder | hat (! ist beziiglich der Lage wieder mit
(i gleichbedeutend . p = 0 wiirde .J, = 0 nach sich ziehen: dic
beiden Elektronoen wiirden denselben Kreis
entgegengesetzt  durchlaufen. und diesen
Fall niiissen wir ausschlieBen. Im Falle
w,” | wiirden die Elektronen jedesmal in
der Kknotenlinie zusammenstofen. Es bleibt
also nur der Fall dbrig. dall beide Elek-
tronen gleichzeitig durch jhren aufsteigen-
den Knoten gehen. w,"- 0. Dann liegen
sie aher in jedem Augenblick in der glejchen
Meridianebene  durch die Drehimpulsachse.

Wir fiigen jetzt die Quantenbedingungen
hinzu. In dev gestérten Bewegung hleibt

S =05 5, ist gleich 2/ zu setzen, und Abb. 40,
fir 3, haben wir die Werte 24, 4 oder 0;

entsprechend wird p gleieh 1, 1, oder 0. p =0 ist. wie oben
schon gesagt, auszuschlieBen: p <=1 gibt ein ebenes Modell des
Heliumatoms: p- - L gibt ein riumliches Modell, bei dem die
Normaleu der Elektronenbahnen den Winkel 120° miteinander
bilden 1Abb. 40 ist so gezeichnet).

Das ebene Modell ist das zuerst von Bowur vorgeschlagene
He-Modell ), Die beiden Elektronen liegen auf den Endpunkten
cines Durchmessers der Bahu. Die Aufgabe reduziert sich auf
ein Einkérperproblem: jedes Elektron bewegt sich in einem

Kraftfeld mit dem Potential

7 e’ AL

R i +/

r 4r r
Bs fithrt eine KeriEr-Beweguug aus mit der Energie

7 12,
-REZ -

dic Encrgie des ganzen Atoms wird also:

(113 Wee — 2RIZ — 12

[ Falle des Helium 1Z == 2) ist insbesondere

{12, W= "R

') N. Bonr, Phil. Mag. Bd. 26, S.476. 1913: deutsch in N. Boir,
Abhandlungen iiber Atombau. Braunschweig 1921. §. 37,
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20 -75 -0 -5 o0 5 0 75 20
Abb. 23,

Fir die Linie H,(n = 3 —n =2 erhalten wir daraus die

Linien:
i |
01234 56 &8
Abb. 24,
Eir H;:
02 46 8EW12MH
] 1
Abb. 25.
Fir H,:

Die Berechnung des Starkeffekts mit parabolischen Koordi-
naten erlaubt uns, frither allgemein angestellte Betrachtun-
gen iiber die Beschrankung der Quantenbedingungen auf nichi-
entartete Wirkungsvariable an einem Beispiel zu erlautern.

Fir €|==0 geht die Bewegung des Starkeffekts in die
einfache KEPLER-Bewegung iiber. Diese ist also sowohl in Po-
larkoordinaten als auch in parabolischen Koordinaten separier-

0235 78 70727315 7718 2022

L

Abb. 26.
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durch 3, -Bahnen vervollstiindigt wird. Inwiefern eine solche
Vervollstindigung innerer Gruppen einmal eintreten muB, wer-
don wir spiter im Zusammenhang betrachten. DalB eine 3,-
Bahn bei den nun folgenden Elementen im Atominnern tat-
sachlich vorhanden ist, zeigt das Auftreten des letzten M-Terms
der Rontgenspektren bei Cu (vgl. Abb. 16, S. 205). Die im Rumpf
verlaufenden 3,-Bahnen hindern nicht das Auftreten von an-
geregton 3,-Bahnen im Aullern. wie die Tabelle auf S. 219 bei
Ca, Zn, Ga. Rb zeigt.

Die Elemente Kupfer (29 (‘u ) und Zink (30 Zn) dhneln in
ihren Spektren den Alkalien und Erdalkalien. Wir haben bei
(‘u ein dulleres auf einer 4,- Bahn gebundenes Elektron anzu-
nehmen, bei Zn zwei solche 4, - Elektronen. Entsprechend dem
Al tritt das Louchtelektron bei Gallium 131 Ga) auf einer 4,-
Bahn auf. An achter Stelle hinter dem Ni kommt Aas Kdel-
gas Krypton (36 Kr), so daB die Gruppe Cu bis Kr sehr der
zweiten und dritten Periode ihnelt. Wir nehmen daher an, daf3
in dieser acht vierquantige Elektronenbahnen (4,- und 4,-Bahnen)
an die bei Ni vollendete dreiquantige Schale angebaut werden.

Dall bei Kr die N-Schale (n---4) zunichst abgeschlossen
186, zeigen die Spektren des Rubidium (37 Rb) und Strontium
(388r): sie beweisen im Verein mit dem chomischen Verhalten
dieser Klemente, daB wir im Normalzustand ein bzw. zwei
aullere Elektronen auf 5 -Bahnen haben. Die folgenden Ele-
mente Yttrium (39Y) bis Palladium (46 Pd) setzen wieder (wie
die Gruppe Sc bis Ni) die Reihe nicht einfach fort, sondern
zeigen stark veriinderliche Wertigkeit. Es liegt nahe anzunehmen.
dall bei diesen Klementen die noch fehlenden 4,-Bahnen zum
erstenmal auftreten; in der Tat sehen wir bei Silber (47 Ag)
einen entsprechenden Réntgenterm. Das Auftreten von 4,-
Balmen im Rumpf hindert wieder nicht, daB auBerhalb des
Rumpfes im angeregten Zustand Elektronen auf einer 3,-Bahn
lauten konnen, wie es bei Ag. ('d, In der Fall ist.

Die Elemente Silber (47 Ag), Kadmium (48 Cd) und Indiwm
(49 In) entsprechen in ihrem Spektrum und ihrem chemischen
Verhalten den Elementen Cu, Zn, (GGa. Bei ihnen werden der
vierquantigen Schale (4 -, 4,-, 4;-Bahnen) zwei 5- und eine
5,-Bahn angelagert. Bei Xenon (54 X) miissen wir die 5,- und
d,-Gruppe als vorliufig abgeschlossen ansehen.

Boen. Atommechanik I. 15
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Auch die Bewegung dieses Modells ist labil. was sich ebenso
zeigen ABC wie heim ebenen Modell.

Die systematischo Anwenduug der Stérungsrechnang fiihrt
also nicht auf ein befriedigendes Modell des normalen Helium-
atoms.  Man konnte denken. dall das Versagen unserer Me-
thoden davouwr herrithrt, daf} es sich hier um den Normalzustand
handelt, wo mehrere Klektrouen in gleichwertigen Bahnen laufen,
und man kénnte hoffen. dafi fiir die angeregten Zustiinde, wo
dic grolen Ziige der Spektren durch die Quantentheorie in ihrer
filer gebrauchten Fassung wiedergegeben werden, ein besseres
Ergebnis zu erreichen wire. Wir wollen jetzt zeigen, dal} wuch
diese Hoffnung zuschanden wird.

§ 49. Das angeregte Heliumatom.

Ehe wir daran gehen. angeregte Zustinde des Heliumatons
zu berechnen, sei einiges iiber das beobachtete Heliumspektrum
gesagt. Das Termsystein bestcht aus zwei Teilsystemen. die
nicht miteinander kombinieren. Beide sind ziemlich wasser-
stoffahnlich; das eine — das das sogenannte Parhelium-Spektrum

liefert — besteht aus Einfachtermen:; ihm gehort der Normal-
zustand an. Das andere Teilsystem — das das Orthohelium-
Spektrum  erzeugt — besteht (abgeschen von den einfachen

s-Termen) aus sehr cngen Dubletts. Der tiefste Orthohelium-
term st (nach Auswcis seiner effektiven Quantenzahl) ein
2,-Term.  Da der entsprechende Zustand nicht durch Aus-
strahlung in den Normalzustand {ibergehen kann, hat er be-
sonders grolle Lebensdauer, man nennt ihn nach Frawck
metastabil. Durch Elektronenstoll ist es gelungen, den Normal-
zustand in diesen metastabilen Zustand iiberzufiihren?).

Wir wollen jetzt die hochangeregten Balnen des Heliumatoms
auf Grund der Stérungstheorie berechnen, also die Bahnen, die

) J. FrRaxck und . Rercms, Zeitschr. f. Physik, Bd. 1, S. 154, 1920,

Das Spektrum des Li+ zeigt nach Messungen von H. ScuiLer Natur-
wissenschaften Bd. 12, S. 579, 1924 ebenfalls die beiden cntsprechenden
Termsysteme. Ferner hat M. Moraxp (Comptes Rendus, Séance du 20 juin
1924) ein neues Spektrum des neutralen Li gefunden, das er dem mota-
stabilen Zustand des Rumpfes Li+ (entsprechend dem tiefsten Niveau des
Orthohelinm) zuordnet.
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Da w, und ¢ einander proportional sind und ¢ eine gleich-
férmige Rotation um die Feldrichtung ausfithrt, hat 7, tir die
Komponenten des elektrischen Momentes senkrecht zum Ield
nur die Werte + 1 und fiir die Komponente in der Feldrich-
tung nur den Wert 0. Die Koeffizienten 7: und 7, dagegen
scheinen nicht beschriinkt (s, § 36).

Gehen wir nun zu den Winkelvariabeln iiber, die den Wir-
kungsvariabeln .J, J,,J' entsprechen, so haben wir (nach § 7):

wWe == —aw,
w, =

14
w, = --w

zu setzen.  Die Fourigr-Darstellung wird

wobe]

st. w ist die Winkelvariable der feldfreien Bewegung und
entspricht dem Umlauf des Elektrons auf der Bahnellipse,
t kann daher jede ganze Zahl sein: auch 7, 18t mit 7: und 7,
unbeschrinkt. Dies bedeutet, daB sich » und n, beliebig dndern

kénnen und dal alle diesen Ubergiingen entsprechenden Fre-
quenzen gestrahlt werden.

Die Polarisation ergibt sich folgendermaflen: Wenn r L 7,
oder (was dasselbe ist) 27, 47, eine gerade Zahl ist, so kann
T, nur null sein. Ein solches FouRrIgr- Glied stellt also eine
Bewegung in der Feldrichtung dar; einem Ubergang, bei dem
dn+ An, gerade ist. entspricht also einc parallel zum Feld
schwingende Lichtwelle. Entsprechend ist 7, — 4+ 1, wenn
dn - 1n, ungerade ist; dem Ubergang entspricht eine Welle,
die senkrecht zum Feld schwingt.

Wir erliutern das Gesagte an der Aufspaltung der Wasser-
stofflinien H H; ---. Die Terme, die in diesen Linien kombi-

nieren, spalten folgendermaBen auf (die Zahlen beziehen sich

3 KEh?
auf die Einheit =~ ——~-):
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Nach LapeExpure') sind nédmlich diese Verbindungen fiir
dic Gruppe Ti bis Cu (letztelos nur in der zweiwertigen Form)
paramagnetisch  und  zeigen charakteristische IFirbung (vgl
Abb. 18). d. h. es existieren Elektronenspriinge von so kleiner
E nergledlﬁ“erena; dal} sie sichbares Licht absorbieren. LADENBURG
hat noch vor der Bourschen Syvstematik der Quantenzahlen dieses

Atorrrvolumer Atorngewichir/Uichre

, l . ' m'—'—'m p | A- -| zefarbte 1
S --{unvollsti

| 5 /Ve> P [a A Z@ br 5 Fh 5@ 4s /Vd__é g 7 Zwische
&0 70 80 g0 mit lose
Ordnungs Zaﬁ/ denen E}

Abb. 18, nen.

Verhalten so gedeutet, dall er in der Gruppe der Elemente von
Sc bis Ni die Ausbildung einer ,,Zwischenschale“ annahm. Die
neu hinzukommenden Elektronen sollen sich nicht aullen an-
lagern. sondern auch im Innern, wihrend zunichst die beiden
aubleren Elektronen des (‘a erhalten bleiben.

BoHR hat diese Vorstellung so prizisiert, dal3 er annahm,
dal3 in der Gruppe Sc bis Ni die Schar der 3,- und 3,-Bahnen

1) R.LADENBURG: Zeitschr. f. Elektrochem. Bd. 26, S. 262, 1920. Dieser
Arbeit 1st auch Abb. 18 entnommen.
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hier nur die erste Niherung der Energie berechnen. Die Energie
der ungestorten Bewegung ist

W,=- -2Z°"Rh.

O

wo R die RyDBERG-Frequenz ist. Die erste Niaherung der
Storungsenergie wird nach (10

1
. X 1 7 dw
W, = 2H, . | o L
2,0 bt pt o (1 — p*eosd o,
)
oder
B | r dy e* 1
W, — ’ ot =7 K,
@473 ) )1 —sin*isin? ¢ a.a
I

wo K das vollstindige elliptische Integral erster Gattung

a2

[' dy

K= . e

J 1 — sin%isin®
0

, L. -
bedeutet. In unserem Falle ist ¢ — 3 und K =-2,157%. Es

folgt

2
)2

W, — 0687 — 1.3713RAZ,
a

also flir die gesamte Knergie in dieser Ndherung:

W= -Rhi2Z* -1.373Z)
und fir Z == 2
115, W= 5,254 Rh.

Wir kénnen nicht verlangen, dall diese erste Naherung sehr
genau ist, da die stérende Kraft gelegentlich den halben Wert
der vom Kern ausgehenden Kraft erreicht. Kramers hat die
Rechnung genauer durchgefithrt und findet

1160 W= — 5525 Rh.
Dies entspricht einer Abldsearbeit von 1,625 Rh und einer

Tonisierungsspannung von 20,63 Volt. Sie ist fast 4 Volt zu klein.

1y JaHNKE-EMDE. Funktionentafeln, S. 57. Leipzig u. Berlin 1909.
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Wenn =, n, nicht mehr klein gegen n, ist, wird die Uber-
einstimmung der klassischen und quantentheoretischen krequenz
schlechter. Bei gegebenem n, hat sogar die Korrespondenz der
Frequenzen bei Emission (n, > n,) eine Schranke, indem
7= n, - n, nicht grofler als n, sein kann.

Die beiden bisher aufgestellten Quantengesetze geben noch
keine wollstindige Beschreibung der Strahlungsvorginge. Eine
Lichtwelle hat nimlich als Bestimmungsstiicke auller der Fre-
quenz noch Intensitit, Phase und Polarisationszustand. Die
Quantentheorie vermag heute noch nicht exakte Auskunft uber
sie zu geben. Jedoch hat BoHR gezeigt. wie man durch Uber-
tragung des Korrespondenzprinzips von den Frequenzen auf die
Amplituden wenigstens angendherte Angaben iiber Intensitat
und Polarisation erhalten kann.

Damit namlich Quantentheorie und klassische Theorie trotz
des ganz verschiedenen Strahlungsmechanismus im Grenzfall
groBer Quantenzahlen (oder im lim: h— 0) dieselbe Ausstrah-
lung, auch beziiglich der Verteilung der Intensitit auf die Teil-
schwingungen ergeben, mufl man annehmen, dall die FOURIER-
Koeffizienten (, in jenem Grenzfall die Stirke der quanten-
theoretischen Lichtemission bestimmen. Ihre physikalische Bedeu-
tung ist verschieden, je nachdem welche Auffassung man vom
Mechanismus der Strahlung hat (s.§ 1, S. 7). Nimmt man an,
daB die Strahlung nur wihrend der Ubergangsprozesse statt-
findet unter strenger Wahrung des Energiesatzes, so bestimmen
die €, die Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten. In der neueren
Auffassung von Boug strahlt das atomare System in einem an-
geregten Zustand (Zustand hoherer Energie) spontan die Fre-
quenzen ¥,, die den Ubergingen nach Zustdnden tieferer
Energie entsprechen, mit gewissen Amplituden C, 4. Das
Korrespondenzprinzip besagt dann, daB fir grolle Quanten-
zahlen die C, , niherungsweise mit den klassischen (. iiber-
einstimmen. Uberdies bestimmen die C,, ,, auch hier die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Uberginge, damit der Energiesatz sta-
tistisch erhalten bleibt. Indem man die verschiedenen Kompo-
nenten des elektrischen Moments p betrachtet, bekommt man
mit den Intensititen zugleich eine Bestimmung der Polarisa-
tionsverhaltnisse.

Besonders wichtig ist der Fall, da C, =0 ist; dann wird
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(7\ 2 T = (5 sin Yy oo siny -.L_ VAN |
)
2w, =6, 8iny - g,8In 7 - 7 + 7.

Die Ahnlichkeit dieser Gleichung mit (\15;) § 22 zeigt deut-
lich die Analcgie zwischen 1, » und der exzentrischen
Anomalie.

Nunmehr kénnen wir auch die FOURIER- Zerlegung der Koor-
diaten z. x - iy ohne Schwierigkeiten vornehmen. Nach

3]
L - -
~ 7

(2) § 35 ist z = --. Da z nicht von ¢ abhingt, so hingt

et

es auch nicht von w, ab; wir machen daher den Ansatz:

(8) A H‘__T__ 77 e /\T’ A, . e?.‘li(r:_uk ——7}/w}j)
‘) Mttt = ”y B
wobel
1 1
] 52 _ 77.) '
(9> Ar“ ’l/ o ( [‘ i __:2_- e”_ ) '—[HIEN‘E N 77] wlj} du’:' du./‘)
| 5o
158,
Aus (7) folgt jetzt:
( f U,-’E w
c ('l/’, Z)
1

S (1 —- o, COSI/)-—-O cos,')dwdl
47

Da ferner nach (4) und (5)

b, cosy — b, cos y
9

-~ =)

—xd (Jy —J,) + 2J* (0, cos Yy — o, COS ¥)

i8t, so wird:

27 2
1 "4
(11) Aoo:4n J qur dy-|xJ (Jg —J,) -+ =xJ?(0,cos p— o, ,COS%)]
0 0

(140, cosy -o,co8y) =3 d (J: —J,).

Fir die iibrigen Werte A, "y fiir welche nicht beide z gleich

null sind, kann man das konstante Glied »J (J; — J,) in z
von Vornherem weglassen, da es nach (9) doch weggemittelt
wird. So erhilt man (r: -|- 7, = 1)
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der Atomoberfliche auf die 3,- die 4,-Bahn folgt, kommt im
tiefen Innern der hochnumerierten Atome nach der 3,-Bahn
die 3,-Bahn. Wenn wir also die Reihe der kaliumiihnlichen
Ionen K, Ca™, S¢™ ", Tit ™", V&' | U durchgehen, so miissen
wir einmal an die Stelle kommen, wo das auBerste Elektron
in einer 3,-Bahn angelagert ist. In der Tat ist im Spektrum
des K die 3,-Bahn (n* — 2,85) noch wesentlich schwicher ge-
bunden als die 4,-Bahn (n* = 1,77), bei Ca™ ist der Unter-
schied schon viel kleiner (n* = 2,31: 2,14); bei Sc'" dirfte
das n* des s-Terms noch groBer sein als bei ('a’ (entsprechend
dem allgemeinen Verhalten von Tauchbahnen), so dafl die d-
Bahn stirker gebunden sein koénnte als die s-Bahn?'). Man
konnte also annchmen, dall beim Aufbau des Sec-Atoms zur
argonahnlichen Anordnung des Sc*** eine 3,- und dann noch
zwel 4 -Bahnen kommen, beim Ti auf die argonidhnliche An-
ordnung des Ti" """ zwel 3,- und zwei 4 -Bahnen.

Die Spektren der Kisengruppe zeigen nun, daf} diese Aui-
fassung doch zu schematisch ist und nur ganz roh die Ver-
hiltnisse wiedergibt. Zwar haben einige Atome dieser Gruppe
(Cr und Mn:! eine s-Bahn im Normalzustand *); bei andern aber
kommen d- und sogar f~Bahnen vor®). Es scheinen also in dieser
Gruppe die Bindungsenergien der verschiedenen Bahnen nicht
sehr verschieden zu sein. Auf jeden Fall aber zeigt uns unsere
Betrachtung. dal man sich den Ausbau einer Elektronengruppe
nicht immer so vorzustellen hat, daB das letzte hinzukommende
Elektron in die zuletzt begonnene Gruppe aufgenommen wird.
Vielmehr kann von einer bestimmten Atomnummer ab der Rumpf
anders gebaut sein als das vorangehende Atom, niimlich schon
ein Elektron des neu begonnenen Bahntypus enthalten.

Zur Ubersicht iiber die Besetzungszahlen der einzelnen
Quantenbahnen miiflte man ein zweidimensionales Schema geben,
 das alle Elemente mit allen ihren Ionen bis zum nackten Kern
L enthilt, das also einmal nach der Atomnummer Z und dann
- nach der Elektronenzahl z fortschreitet. Mit unserer geringen

Y N. BoHR: Zeitschr. f. Physik. Bd, 9, S.1, 1922.

- *) W.GROTRIAN: Zeitschr, f. Physik. Bd. 18, S.169, 1923. — H, GIESELER
¢ und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 22, S.245. 1924.

%) H. GreseLER und W, GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 342.
- 1924,





index-33_1.png
SemasoN Ne .

5
?

5 10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln. 50

Wir haben hier als Vorbild die Beohandlung des einfachen.
linearen harmonischen Oszillators nach PrLaxck (s. §1). Die sta-
tioniren Zustinde wurden dort durch die Forderung festgelegt,
daBl die Energie nur die diskreten Werte

(1) Woe=n.yh (n=0,1,2...))

haben soll. Es handelt sich nun darum, ob man bei beliebigen
periodischen Systemen mit einem Freiheitsgrad in sihnlicher
Weise verfahren kann.

In der Entwicklung der Atommechanik hat der heuristische
Gesichtspunkt eine groBe Rolle gespielt, die klassische Mechanik
so weit wie mdglich beizubehalten. So beruht die Praxcksche
Oszillatortheorie auf der Vorstellung, dafl die Bewegung des
schwingenden Teilchens durchaus nach den klassischen Gesetzen

cerfolgt: nur sind nicht alle Bewegungen mit beliebigen Anfangs-

zustanden | Energiewerten) gleichberechtigt, sondern gowisse Be-
wegungen sind als .stationire Zustiinde, gekennzeichnet durch
die Energiewertc 111, bei der Wechselwirkung mit der Strahlung
durch besondere .. Stabilitit* bevorzugt.

iX Das Bestroben, der klassischen Mechanik so nahe wie mog-

lich zu bleiben, hat sich als fruchtbar erwiesen: wir stellen

- daher an die Spitze unserer Betrachtungen die Forderung, daf

die stationdren Zustinde cines atomaren Systems so weit wie moglich

nach den Gesetzen der klussischen Mechanik berechnet werden, sollen,
- wobet von der klussischen Ausstrahlung abzusehen ist. Damit diese
Forderung erfillbar ist. muB die Bewegung vor allem so be-

schaffen sein, dal sie als ,.Zustand" des Systems angesprochen

werden kann. Das wire z. B. nicht der IFall, wenn die Bahn
einmal ins Unendliche ausliefe, oder wenn sie sich asymptotisch
einer Grenzkurve naherte. Wohl aber kann man bei periodischen
 Bewegungen sagen, dall das System in cinem bestimmten Zu-

stande ist. Spidter werden wir sehen, daB es noch eine weitere
Klasse von Bewegungen, die mehrfach-periodischen, gibt, von
denen dasselbe gilt. Andererseits hat die Entwicklung der

 Quantentheorie gezeigt, daB damit wahrscheinlich der Kreis

derjenigen Bewegungsvorginge erschopft ist, bei denen man

fir die stationiren Zustinde die Giiltigkeit der klassischen

Mechanik verlangen kann; wir werden uns in diesem Buch im
wesentlichen innerhalb dieses Kreises halten.
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Da die Berechnung der w als Funktionen der & und 9 in
dieser Form offenbar sehr schwerfillig wiirde, erweist es sich

als’ zweckmillig — in Analogie zur Hinfithrung der mittleren
und der exzentrischen Anomalie in § 22 — die Variabeln-

quadrate £* und %7 die ja zwischen zwei festen Grenzen (vgl.
§ 35) hin- und herpendeln, in der Form

4) 2 =a, - b cosy, y® = a, -+ b, cos
\ 17 Yy / 5 2 b4

zu schreiben. Damit die neuen Variabeln y und y wihrend
einer Libration von & bzw. » um 2z wachsen, miissen wir

setzen:

a, - xJ (2J:+J,); b =2xJ VW (J;+J,)

(5 _ o
a, = =J (2J, +J,); by =2xJ VW, (J,LJ,).

So erhitlt man:

d 2ds-¢

’l}) —_ - - —_— e
b —3*J, 2T 4 z/(zJ 4 J, )J§ — &

dy - 2d77 N

f—%?J 2T 2?(2J,,TJ )-]-7_7_“’—'7]4
und fir wg, w,. w, ergibt swh.

1
2 7wy = Nl (b, siny — b, siny) -+ y -+ 7
D 5 2
1 . . ,
27w, == 5, T2 (b,siny 4 b,siny) +— y - =
w0 J?
(6) |
0, 1 ,
2aw, = 5, JF (b, siny —- b, siny) +- ! 2 £
oy y
¢, J ‘ dy d |
e I +f— - + g+
2 a, + b, cosy a, 4 b, cos y
.0 0 /

In diesen Ausdriicken haben wir die noch willkiirlichen Kon-
stanten so bestimmt, daBl das Endresultat eine mdglichst ein-

fache Form erhilt.
Mit den Abkﬁrzungen

z)1
e

erhalten wir
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Dali wir die Funktion T, nicht brauchen, beruht darauf. daf
9, kein von £ und 3 freies Glied hat.
Setzen wir zur Abkiirzung

D,=a,& - by,

so liefert das Verfabren folgende Gleichungen:

(12 Do = W,
o, - A4 0B
RN O e R )_ @& by = B, =0,
3, cw, 0w,
7§ o B .
(141 ?" AN d b B D, = R
R ow, ’ .

Dabei haben wir in (14) die Glieder mit £ und y weggelassen,
Aus (13) folgt

15) (Dy 4, b 9 3
ERTA v 13, dw !

und daraus und aus (14) durch Mittelbildung iiber w, fir
S = n - 0

1186) by B, + 9, = B, .

Wir brauchen also 4, gar nicht auszurechnen. Die Mittelwerte

Jassen sich leicht mit Hilfe von (8) (vgl. § 22) berechnen. Wir
erhalten aus (4) und (15):

2RIEZ - 12 3B,

3
3v2a RAWVA(Z —1)2 o X2
‘31‘2"7*'"*5}2%("*-' ! (1 —¢cos g, )?sin(q, + g, 2 h’?}e " ;
also
3V’25}L\hs:{ . | RO A ¥
B, - — dw, > s Y1 ecos ) sin (@, 4 ,) V% é?:?]e =
und
3hvh , 3.2 — 2 — B2
17 B == S cos (@, - b B S
( " av2az, (%1 - Pa) PYNE
Daraus folgt:
9-RAS(Z — 1) TP S
(18) b, B, = AN (1 — ecosq,)?cos? (¢, - @, V2 2”/‘:’]; o

und schlieBlich:

22%
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115 Xoqy s Syl

Aus 15jund (3. bzw, {G) konnen wir sofort schlielBen, dall
&ty eT?74% nur noch von w: und w, abhingt. Am zweck-
mifligsten ist es, wir entwickeln (x -- z'y) eZ i, ~ ) in  eine
Fourier-Reihe:

’ % i . 2' Y T b 72: i' - o1 «
(16} oo iy e T T = TR, e s b

& 4 ‘/f,
Um die (irofle der linken Seite von (1(3 ) als Funktion von

?)U
und 7 zu schreiben, entnehmen wir aus (6

f ' 7
) 2 YL L T T R ——
2w, w, | o Ty q
D/" ","
D e g, ! .
2 Ja, o bocosy Uy~ b, cos y
0 ()
Wenn man
o 2 2
( lal b * - —0," - xdJ, J

setzt. so oilt:

([ l/’ 2 2]
( . = —tlog 1 e
|« ), COS 4 (@, - byyta, = b, cos y)
- 0
(17
. 2
/ Ira,—%b,)cos “ . jcsin %
, - - . (9
‘ dy , 2 2
. - —dlogt . - _
‘I a, b, cos v (a,_, - b,,) (@, -+~ b, cos 7)
und damit wird
(18 - ?y] e::‘ri((l‘,}-—gl‘,/b
L v n v i : .
« ). ] COS - g >~ -
(-1’T/}l N 5 Lcsszl(\aQ - b,) cos —f—zcsm2

Daraus konnen wir die B,_, sofort berechnen 'wir setzen

jetat: 1 — 7. -7, == 17

Born. Atommechanik 1. 17
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V7 Yo
; , b [ »
}{»]-) |; — _1 .
. L dyrdy {6, cosy - 5, co8 ¥)
N 4 T R
O 0
11 == 6, cos iy - G, COS 7) et T oSy =i, =i aysing

Krsetzt man in dieser Gleichung cos 1, cos z durch (el +-e~iv)
bzw. Li1etz -Le=i1), 5o sieht man, daB sich das Integral der
rechten Seite zerspalten lift in eine Summe von Produkten,

von donen jeder Faktor die Form

hat: dies stellt bekanntlich die BessgLsche Funktion') § (p) dar.

Auf diese Weise erhilt man aus (12), wenn man noch die Be-

9

ziehungen?)

R 0)— X (0)] = d S (0)==23"10)
2 \\n—l( \5)41—1 < o (ZQ \5;2 NGy \‘n <
und
~ N 2n
AN JY ’Q) ERREN, PR (‘-)J - () r\SnrOJ
benutzt:
Y
2 J?
o\ . f 4 N/ YOSy
(13) AT‘ r, = _T BICRIEARS o (T o,) — 0, OTE (T 01) S, (7 (7_,)} .

[Yir =z folgt hieraus schlieBlich:

3 | T |
{14) 2= _xd(J:—J - -xd>\] 70, % (1o)X (16.)
o o ¥ e =y s Z{g\srg( 1) 37, (70y)
_—

— 0,3 (76,) 3, (16,)) 00w A rwy)
1 \S - 1 S ) D
s

(Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dall 7; ==7, = 0 bei
der Summation auszuschlieBen ist.) Fir r =0 wird der Aus-
druck (13) unbestimmt. Aus ( 12) folgt aber direkt, daB die
entsprochenden 4, , , (T: -+ 7, = 0) verschwinden.

7

Um die FouvRIERr-Zerlegung fiir x -~1iy zu berechnen, ent-
nehmen wir aus (2) § 35

) E. JAHNKE u. F. EMDE: Funktiouentafeln, Leipzig 1909, S. 169.
") Ebenda S. 165,
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Kenntnis von den Besetzungszahlen ein solches hinzuschreiben,
hitte wenig Sinn. Zur Veranschaulichung des Gedankens ist
in Abbildung 19 (durch Schraffierung) nur die gerade im Aus-
bau begriffene Gruppe angedeutet, d.h. die Quantenbahn des
zulotzt angelagerten Elektrons. Die Gebiete, in denen diese
Quantenbahn zweifelhaft ist, sind doppelt schraffiert.

Pt-6ruppe
-6, A6, |
e bruppe woryppe selfere £rden
f

Z .

n=7 . i

- S I O L __._1
_ / ————

7.=6 s =

s?; : -

! ",'.i
SN

54! ~

§ 33. Die relativistische Keplerbewegung.

Bei den Uberlegungen zum Verstindnis des periodischen
Systems der Elemente kamen wir mit der nichtrelativistischen
Mechanik aus. Die genauere Behandlung der Bahnen beim
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Da /I nur von den J, abhingt, folgt

. o [¢c8S* X S*
' cw,\ ot

(JZL-'/c \ ca

Bei der Differentiation nach ¢t und a ist §* als Funktion von
q,, w, und t bzw. a zu denken, bei der Differentiation nach w,

als Funktion von w,, J, und «. Die Anderung von J, in einem
Zeitintervall (f_, t,) betrigt jetzt

JD g { ( >(zt ;

bei der vorausgesetzten langsamen und mit den Perioden des
Systems nicht verkniipften Anderung von ¢ kann man & vor
das Integralzeichen setzen. Wir zeigen, dal3

J(3) L J(U ~ RS*\
. wow [,

die GroBenordnung a (¢, — t,) hat (vgl. § 10).

S*
Mit §* ist auch 95 eine periodische Funktion der w

(A

2
ca
und der Integrand von (1) eine Fourier-Reihe ohre kon-
stantes Glied

\7IA (J (ljez—(Z(tw)

T

so dal3 das abzuschitzende Integral die Form erhilt

dabei sind A,, » und 6 Funktionen der J und von a. Wir
entwickeln den Integranden in der Umgebung eines bestimmten
t-Punktes, den wir mit ¢t = 0 bezeichnen, und erhalten

: v/ 0 . 2t { (vt (zd) + a[(zy))E2 4 (VL] + + -}
(2) N4+ A at - e !

T

L \y’A ()()2:17:[(7")‘0)254—(?(50)]
= . €

{

i N 2T A [(vrt) iR G- (00 ) 8] - A, g eI L

)
T
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Man bekommt also wie in der klassischen Theorie bei longi-
tudinaler Beobachtung ein Dublett zirkular polarisierter Spek-
trallinien svmmetrisch zu »,. Die Linie mit grol3erer Frequenz
entspricht dabei dem Ubergang m - 1 —m, sie ist also positiv
zirkular polarisiert. Bei transversaler Beobachtung erhdlt man
ein Triplett, dessen mittlere Linie bei », liegt und parallel zu

den Kraftlinien polarisiert
-i-

m ist, dessen dullere Linilen
von », um = v  entfernt
longitudinal (Feld- und senkrecht dazu pola—

| achse nach vorn) risiert, sind (Abb. 21).
Dies Ergebnis st das-
- selbe wie in der klassischen
‘ ’ fransversul Theorie von H. A. LORENTZ.
Die experimentelle Unter-
- suchung bestitigte es bei
Yo-Yin Y YtV L solchen Linien der anderen
Abb. 21, Elemente, die einfach (Sin-
guletts) sind. Zur FErkla-
rung der komplizierten ZEeman-Effekte, wie sie bei Multipletts
auftreten, reicht diese einfache Theorie (die der klassischen
Theorie von LorENTZ nachgebildet ist) nicht aus. Die Theorie
dieser ,anomalen ZEEmMaN-Effekte“ geht tiber den Rahmen dieses

Bandes hina.usl).

§ 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom.

Als nichsten Fall der Wirkung #duBerer Felder betrachten

wir den STarkeffekt beim Wasserstoffatom, d. h. den Einflufs eines
homogenen elekirischen Feldes € auf die Bewegung vm Wasserstoff-
atom (allgemeiner: einem Atom mit nur einem Elektron). Wir
wollen diese Aufgabe sehr ausfiihrlich behandeln, um die ver-

schiedenen Methoden daran zu erliutern.
Die erste Methode, die wir anwenden, ist die Einfithrung

von Separationsvariabeln®); nachher wollen wir auf zwel ver-

1) Vgl. E. Back und A. Lanpt: Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der
Spektrallinien. Bd. I dieser Sammlung.

?) Zuerst ausgefiihrt von P.S.EpsTEIN. Ann. d. Physik, Bd. 50, S.489,
1916: Bd. 58, S. 553, 1919, nnd K. Scawarzscnmp. Sitzungsber. d. Berl.
Akad. 1916, S. H48.
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bei Mg: — 1,93 bzw. — 1.95 bei (‘a: — 2,09 bzw. — 2
Sr; — 3,73 bzw. — 3.67 bei Ba.

Dic s-Bahnen tauchen offenbar schon von der zweiten
Periode ab. Damit die Betrige der RyDBERG-Korrektionen mit
steigendem Atomradius zunehmen, miissen wir 6 — — 1,34 bei
-Na (— 0,34 wire dem Betrag nach kleiner als die p-Korrektion);
— 2,17 ber K; — 3,13 ber Rb und --4,05 bei (s annchmen.
Die dem Betrag nach etwas groBeren Werte der Erdalkalien
lassen sich ebenfalls cindeutig aus der Tabelle ablesen. Fiir
Al nehmen wir - 1,76: fur (r bis Ga sind Werte zwischen
— 2 und - 3, ftur Ag, (d. In Werte zwischen —~ 3 und — 4,
fir Hg und T1 Werte zwischen — 4 und - - ¢

pe
Tt
=
T

5 sehr wahrschein-
lich. Nach der Abschatzung 14) § 28 der RypBERG-Korrektion
ist fir diese die Hauptquantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahn wesentlich, und diese ist offenbar bei Cu,
In, Ga diesclbe wie bei Rb, bei Ag, ('d, In dieselbe wie bei
Cs, und auf die Werte in der sechsten Periode konnen wir
durch Analogie schliel3cn.

Wir erginzen diese Betrachtung durch eine andere rohe
Abschitzung der o0-Werte fiir die s-Terme. niamlich die von
van URk angegebene. Wir ersetzen also die Elektronengebiude
der Atomriimpfe durch geladene Kugelschalen, deren Radius
etwas groller als jag ist (so groBl miissen sie sein, damit die
¢-Bahnen Tauchbahnen sind), und nehmen an, daf im Inneren
der Schalen dic volle Ladung der Kerne (gleich der Ord-
nungszahl im periodischen System) wirksam ist. Da die
betr. s-Bahnen denselben Drehimpuls haben wie die innersten
Bahnen des Rumpfes, aber geringeren Betrag der Energie, und
da das Ield des Rumpfes in Kernnihe wieder CouLoMBschen
Charakter hat. so haben die inneren Schleifen jener s-Bahnen
denselben Parameter wie die kernnichsten Rumpfbahnen, sie
kommen also wirklich unter den EinfluB der unverminderten
. Ladung des Kernes. Die Anwendung der Gleichung (2) § 28
' ergibt die in der folgenden Tabelle angegebenen J-Werte (Oner ).
Dahinter sind die einzigen mit diesen unteren Grenzen und den
empirischen Termen vertriglichen 6-Werte angegeben (Jkorr)-

Damit konnen wir die wirklichen Hauptquantenzahlen und
wirklichen RyDBERG-Korrektionen der empirisch bekannten
Terme bis auf wenige Ausnahmen als bestimmt ansehen. Als
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vieichbedeutend mit

U *H, - - ‘
iy S d-y const.,
20 0d
/
. i e . .
Wenn e positiv ist, haben wir in der Umgebung der
AT )

/ -
stabilen Losung ( H, hat ein Minimum; eine positiv definite, in
der Umgebung der labilen Losung (H, hat cin Maximum) eine
H,

indefinite  quadratische Form. Wenn negativ isl, so st

L2
ie Form negativ definit (£, bat ein Méuxilnuln] in der Um-
gebung der stabilen. indefinit (H, hat ein Minimum; in der
Umgehnng der Labilen Losung.

Ex sind jetzt noch die Fille von Kombinationen verschie-
dener Entartungen zu hesprechen. Da zufillige Entartung und
Grenzentartung, wie cben gezeigt, in ganz gleichartiger Weisc
zu behandeln sind. so stéren sie sich offenbar gegenseitig nicht.
B~ wird dann nur die Zahl der &,5-Variabeln vermehrt. Auch
dic allein noch bleibende Méglichkeit, Kombination von eigent-
licher Entartung mit Greuzentartung. macht im allgemeinen
keine Schwierigkeiten. Man berechnet zunichst die sikularen
Bewegungen  der cigentlich entarteten Variabeln und schligt
dann das Verfahren des § 46 cin?)

Spezialfille, in denen z. B. bei Mittelung iiber die nichtent-
arteten Variabeln die Abhéngigkeit von den entarteten ganz
herausfillt (z. B. H, = 0), gind natiirlich jedesmal besonders zu
untersuchen.

Wir haben damit das im § 40 gesteckte Ziel erreicht, ném-
lich den Nachwels, daB die stationdren Zustinde in der Haupi-
sachc unter den besonders einfachen Typen von Bewegungen zu
suchen sind, die sich durch relativ bequeme Niherungsverfahren
rechnerisch behandeln lassen.

Wir wollen jetzt mit dieseimt mathematischen Riistzeug das
nach dem Wasserstofl einfachste Atom. das des Helium, der
lechnung unterwerfen. Wir werden (wic im § 40 gesagt) zeigen.
dali die Ergebnisse nicht mit der Erfahrung ubereinstimmmen,

Y Der Yall, dall die grenzentarteten ¥reiheitsgrade zugleich eigent-
lich entartet sind, ist bei l.. NorpHEIM: Zeitschr. f. Physik, Bd. 17, S. 316,
1923 behandelt.
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§16. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln
und die Quantenbedingungen fiir mehrere Freiheitsgrade.

Gerade wic bei cinem Ireiheitsgrad (s. § 10) ist die Ein-
deutigkeit der J, nur eine notwendige Bedingung dafir, daB
Quantenbedingungen von der Form

Jo=n,h

einen Sinn haben. Als zweite Bedingung haben wir auch hier
zu verlangen, dall die J, nicht nur fiir das isolierte System,
sondern auch fiir das langsam verinderlichen Einfliissen unter-
worfene System nach den Gesetzen der klassischen Mechanik
konstant sind.

In der Tat gilt auch hier der Satz:

Die Wirkungsvariabeln J, sind adiabatisch invariant, solange
sie i emem von neuen Entartungen freien Bereiche bleiben.

Den Beweis fithren wir (im AnschluBl an J. M. BuRGERS)
genau so, wie wir es bei einem Freiheitsgrad taten. Mit den
Variabeln ¢,, p,, die die kanonischen Gleichungen

. oH . H
(j A = -/‘J—— y ])k : —
0P, q,
erfillen, denken wir uns diejenige kanonische Transformation
(S*
Py =
k oq,
c8*
J, o= — -
ow,

ausgefithrt, die bei konstantem a die Variabeln 4., p, in die
Winkel- und Wirkungsvariabeln w,, J, iiberfiihrt. Nach '1)8§7
geht dabei H in

W, — . C (98
K 8Jk ‘ 8Jk ol
. cH 0 (?:S*)
Jk —_ — ot = —— | = —
ow, ow,, ot
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Zu denn Quantenbedingungen des ungestirten Svstems

J ey, /i
kommt jetzt noch cine neue Bedingung
(8) J, =mh:

‘I
sie besagt. dall der Drehimpuls des Elektronensystems in der
Richtung des Magunetfeldes nur bestimmte Werte annehmen
kann.  Wir haben hier bei schwachem Magnetfeld den Fall der
Eichtungsquantelung, den wir im § 17 allgemein behandelt haben.
Wenn zu dem Drehimpuls -

J Lo
, - » wobei J einc der GrolienJ J, - --
2T )

ist. die Quantenzahl j gehort,
oJ == j/) .

so gilt fur den Winkel « zwischen den Richtungen des Dreh-
impulses und des Magnetfeldes

| m
"9 cos¢ - -
]
Die Achse des Drehimpulses kann sich also nur in 27 -- 1 ver-
1 J T
schiedenen Richtungen (m =5, j . - 1... — )1 zur Feldachse ein-
stellen.

Die magnetische Zusatzenergie wird nach (6), (7) und (8)
(10’ W oty

jeder Term wird also in 24 - 1 iHquidistante Terme im Ab-
stand » —aufgespalten.

Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich die Quantenzahl m
um I, 0. ---1 dndern, wobei heim Ubergang m->m das aus-
gestrahlte Licht parallel zur Feldrichtung polarisiert ist und
beim Ubergang m = 1 > m zirkular um die Feldrichtung. Einer
Abnahme von m um 1 korrespondiert in der klassischen Theorie
eine LARMOR-Priizession im positiven Sinne, also auch positiv
zirkular polarisierte Strahlung, einer Zunahme von m entspricht
negativ zirkular polarisierte Strahlung.

Die beim Ubergang m -— m gestrahlte Frequenz ist dieselbe
wie die ohne Magnetfeld bei gleicher Anderung der iibrigen
Quantenzahlen gestrahlte Frequenz v,. Die beim Ubergang
m+ 1 »m gestrahlte Frequenz ist

= -m;
121 A

V=, v .

hamant Ht

Born. Atommechanik 1. 16
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im nur Covreus-ihnlichen Feld aulerhalb der Atomriimpfe ist
er kleiner. Dic fast verschwindenden RybpBERG-Korrektionen
ber (u und Ag verstehen wir vo, daBl die d-Bahnen bei ihnen
weit aullerhallh, des Rumpfes verlaufen. Die kleinen Werte bei
den Alkalien und bei Zn. Cd und Hg zeigen, daf} die d-Bahnen
auch dort noch iduBere Bahnen sind: bei Rb und Cs kommen
sie allerdings dem Rumpfrand nahe. Bei den schwereren Erd-
alkalien Ca, Sr, Ba 1niissen wir ein Eintauchen annehmen.
Dabei ist auffallend. daB3 trotz der Zunahme decs Rumpfradius
von Ca bis Ba dic n*-Werte (fiir groe #) zunehmen: es fiihrt
dies zu der Annahme, dafl die RypBERG-Korrektionen der
Tabelle um ganzo Zahlen zu dndern sind und - 0,95 bzw.
----- - 0,92 ber (a, - 1,75 bzw. -1,80 bei Sr und — 2,45 bzw.
-— 2,77 ber Ba lauten. Der tiefste d-Term entspriche dann
bei (‘a noch einer 3,-Bahn, bei Sr einer 4.-, bei Ba einer
5,-Bahn. Bemerkenswert sind die Fille, wo die RypBErG-Kor-
relktionen der f- und d-Bahnen nicht parallel gehen. So ist bei
Zn der Betrag der f-Korrektion grofler, der der d-Korrektion
kleiner als bei K; Cd und Hg haben wesentlich kleineren Be-
trag der d-Korrektion als Rb und (s, wihrend der der f-Kor-
rektion ungefihr der gleiche ist. Die Erklirung ist die hohe
Svmmetrie der Alkali-Ionen; sie bedingt, da das Potential bei
thnen in der Nihe des Randes mit einer hohen Potenz von r
geht, withrend es sich bei den weniger symmetrischen Riimpfen
von Zn, ('d und Hg langsamer idndert.

Die p-Bahnen verlaufen bei den ganz leichten Elementen
noch auflen, wahrscheinlich auch noch bei Cu und Ag. Ihre
kleinen Rumpfradien und die fast ganzzahligen Werte von n*
lassen es vermuten. Dagegen sind die scheinbar kleinen Ryp-
BERG-Korrektionen von Mg (— 0,04 und — 0,12), Zn (-- 0,09
und — 0,20), Cd (— 0,05 und — 0,14), sowie Hg (— 0,00 und

- 0,10) sicher um eine ganze Zahl zu erhéhen; ihr Betrag wire
Ja sonst nicht gréBer als der der d-Korrektionen. Beachten
wir wieder, dafl die n*-Werte in der Reihe der Alkalien mit
zunehmendem Rumpfradius ebenfalls zunehmen, so miissen wir
annehmen, dafl die wahren n-Werte 3 bei Na, 4 bei K, 5 bei
Rb, 6 bei Cs sind und die RypsErG-Korrektionen — 0,85:
— 1,70; — 2,66 und — 3,57. Beil den Erdalkalien miissen ihre
Betrige etwas groBer sein, wir nehmen also — 1,04 bzw. — 1,12
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-’)

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt, daB der Mittelwert
h,¢ verschwindet.

Das Verfahren liefert schlieBlich die Haiirroxsche Funlk-
tion 1 der Form

0y -, - Hf.]a._fi,,')y,_,)

wo die Kntwicklung von R nach £,. %, mit quadratischen

-

(liedern beginnt. Fur kleine Sos M., und nur diese brauchen
wir zu betrachten, ist H separierbar und liefert als einzige

Losung, die die Qu: intenbedingungen erfiillt.:
&p == 1o == 0.
Die yestorte: Bewegung hat also den gleichen Periodizitatsgrad wie
die nngestorte. Sie ist (im Sinne der gewdhnlichen Mechanik)
dann und nur dann stabil. wenn die quadratische Form der
S, 1, In !‘ff?ﬂ) definit ist.
Die Bedingung

(1) bl'_' = ()

bedeutet eine Bestimmung der w,*. Da namlich die Mittel-
H . .1 :
werte der "' die rein periodische Funktionen ohne konstantes
cw,
lied sind. verschwinden, so folgt nach By
s
1 0 ),
¢! 71',,"‘
- Diese Gleichung bedeutet aber Phasenbeziehungen fir die w,*.
Sie st die Gleichung (13) § 45, da H,, in der jetzigen Be-
zeichnung mit H, des § 45 identisch ist.
Den Fall eines zufillig entarteten Freiheitsgrades hatten wir
im § 45 genauer behandelt; wir wollen noch zeigen, wie er sich
nnserer allgemeinen Stabllltat%betrachtung einfiigt. Die Gleichung
'+ § 45 1H, bedeutet unser H,,

1 {j"[[o ('Agl\")
20 T2 \rw

, 0 + Hﬁ (wa'J — ”>
(W - ’ -
/

ist in der crsten Naherung fiir Bewegungen in der Umgebung
von Losungen der Flelchung
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spektroskopie durch Bracc ins Leben gerufen worden ist, fand
die vaAN DEN BroEksche Annahme eine Bestédtigung durch die
MoseLEYschen Untersuchungen iiber die charakteristischen
Rontgenspektra der Elemente. Er fand, da alle Elemente
wesentlich dasselbe Rontgenspektrum haben; nur riicken alle
Linien mit wachsender Atomnummer nach héheren Schwingungs-
zahlen, und zwar wichst die Wurzel aus der Frequenz um nahezu
oleiche Betrige von einem Element zum nichsten. Damit ist
der fundamentale Charakter der Atomnummer (im Gegensatz
zum Atomgewicht) nachgewiesen. Weiter lift die Gleichartig-
keit der Rontgenspektren auf die Gleichartigkeit gewisser Ziige
im Atombau schlieBen. Nimmt man nun an, da der Aufbau
des Atoms, d. h. Zahl und Anordnung seiner Elektronen, im
wesentlichen durch die Kernladung bestimmt ist, so mufl man
auf eine enge Beziehung zwischen Kernladung und Atomnummer
schlieBen; die genauere Theoric der Rontgenspektren, die wir
spater ausfiihren werden, liefert in der Tat unter der Annahme
der Gleichheit beider GréBen das MoskLEysche Gesetz.

Fassen wir die Ergebnisse iiber den Atombau zusammen,
so haben wir uns von dem Atom mit der Ordnungszahl Z fol-
gendes Bild zu machen: Es besteht aus einem Z-fach geladenen
Kern'), der fast die ganze Masse des Atoms trdgt, und (im neu-
tralen Zustand) aus Z Elektronen. RUTHERFORD stellt sich vor,
daB diese den Kern in dhnlicher Weise umkreisen, wie Planeten
die Sonne, und nimmt an, daB die zusammenhaltenden Krifte
im wesentlichen die elektrostatischen Anziehungen und Ab-
stoBungen der geladenen Teilchen sind.

Versucht man nun auf Grund dieser Vorstellungen und der
klassischen Gesetze eine mechanische Theorie des Atoms zu
entwerfen, so st6Bt man auf folgende grundsitzliche Schwierig-
keiten: Ein System bewegter elektrischer Ladungen, wie es

1) Die neuere Forschung, besonders durch J. J. THOMSON, RUTHERFORD,
Astox, DeMpSTER hat gezeigt, da die Kerne selbst wieder aus Elektronen
und Wasserstofikernen, die man Protonen nennt, aufgebaut sind. Damit
ist die alte Proutsche Hypothese in etwas verinderter Form wieder zur
Geltung gebracht. Die Abweichungen der Atomgewichte von der Ganz-
zahbligkeit, an denen friither die Hypothese scheiterte, lassen sich heute auf
Tsotopie und energetische Massendefekte zuriickfilhren. Das Gebiet der
Kernmechanik ist jedoch noch wenig bekannt und soll in diesem Buche

unberiicksichtigt bleiben.
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statt der einzelnen ¢ als Koordinaten einfiithren; 4, ist dann zyklische
Variable, und (vgl. § 6) der ihr konjugierte Impuls ist der Drehimpuls
des Svstems um die z-Achse. Der Satz von der Erhaltung des Dreh-
(mpulses um eine Achse gilt nun auch dann, wenn in dem Ausdruck fiir
die potentielle Energic die Zeit explizit vorkommt, sofern nur die In-
varianz gegen eine Drehung um die Achsc identisch in der Zeit besteht.
Verstiirkt oder schwicht man also das rotationssymmetrische Kraftfeld,
so bleibt der Drehimpuls um die z-Achse invariant und wir haben einen
besonderen Fall unseres Satzes von der adiabatischen Invarianz der
Wirkungsvariabeln vor uns.

Um zu sehen, was heim Durchgang des Svstems durch einen entarteten
Zustand geschchen kann, betrachten wir noch einmal den raumlichen
Uszillator. Wir denken uns sowohl die Richtungen der Hauptachsen der
potentiellen kEnergie als auch die Groflen der drei Frequenzen als Funk-
tionen eines Parameters a, der willkiirlich in der Zeit veriandert werden
kann. Bestelit nun zwischen den Frequenzen fiir ein bestimmtes a keine
Kommensurabilitit, so sind die J adiabatische Invarianten. Liegt aber fiir
einen bestimmten Wert von ¢ Entartung vor, z. B. », = »,, so ist das nicht
mehr der Fall. Allerdings gibt es noch spezielle Anderungen, bei denen
die o/ invariant bleiben. Wenn man ndmlich die Richtungen der Haupt-
achsen unverindert lit und nur die Frequenzen variiert, so verhalten
cich die Koordinaten wie unabhingige lineare Oszillatoren und die J
sind fiir Jeden solchen einzeln adiabatisch invariant. Als Beispiel einer
adiabatischen Anderung, bei der die J im Falle der Entartung nicht
invariant bleiben, betrachten wir folgendes. Wir lassen das urspriinglich
dreiachsige Ellipsoid der potentiellen Enecrgie unter Beibehaltung der
Achsen in ein Rotationsellipsoid Gbergehen; darauf behalten wir nur die
Rotationsachse bei und lassen das Kllipsoid wieder zu einem dreiachsigen
werden, dessen andere beiden Achsen gegen friiher um einen endlichen
Winkel gedreht sind. Im Augenblick der Entartung ist die Projektion
der Bewegung auf die zur Rotationsachse senkrechte Ebene eine Ellipse.
Die Grenzwerte der J, die sich an die J-Werte vor und nach der Ent-
artung anschlieen, sind durch die Amplituden dieser Ellipsenbewegung
in den Richtungen der Hauptachsen der potentiellen Energie bestimmt;

man sieht ohne weiteres, dafl diese Werte fiir verschiedene Achsen-
richliungen verschieden sind.

Die Eindeutigkeit der J, (in dem in § 15 angegebnen Sinne)
und ihre adiabatische Invarianz legen es nun sehr nahe, die
im § 10 fur einen Freiheitsgrad aufgestellte Quantenbedingung
foigendermaflen zu veraligemeinern:

Bev cinem mechanischen System, das die Bedingungen (A), (B)
und () des § 15 erfiillt, mogen die w,_ und J, so gewdhlt sein, daf

dic », (=1, 2 ---8) inkommensurabel und die v, (0 =s--1---f
\ 0\ I

glevel null sind (es kann auch s = f sein). Die stationdren Be-
wegungen dieses Systems werden durch die Bedingungen
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Negative Rydberg-Korrektionen
(- 0) Quantenzahlen der ersten

Terme jeder Serie

S P d f
1 H 0,00 0,00 0,00 0,00

) He {0,14 0,01 0,00 0,00

*He 11030 0,07 000 000

3 Li 0,40  0.05 0,00 0,00 2. 2, 3 4
.. (114 070 0,02

O s 078 0004 i % 8 4y
10 Ne 1,30 083 0,02 3, 3,9 3, 4,
11 Na 1,3 0,5 0,01 0,00 3, 3, 3, 4
) 1,52 1,04 056 | 3

12 Mg 1163 112 017 0,06 4 3 33 4,
13 Al 1,76 128 0,93 0,05 4, 3, 8 4
19 K 217 1,70 025 0,01 1, 4, 2 4
o (233 193 095 0,09 4 )

G 19y 092 010 5 k54
2% Cr 2 45 (0,01) 4, 3

25 Mo | 2,60 0,08 5, 3.

29 ('n 258 (0,09) 0,02 0,00 4,2, 3, 4

, (2,62 0,20 1 r
0z | 130 0os 004 5 3. 4,
31 Ga 278 0,24 5, 3
37Rb | 3,13 266 035 0,03 5, 5, 3, 4
| 1326 @59 175 0,10 5, .
WS V337 25 180 012 6, = w4
47 Ag 352 (0,05) 0,01 0,01 5, 2, 3, 4,
3 57 0,21 | 5

4R (Cd {3,67 0.07 0,03 611 3, 4,
49 Tn 373 0,29 6, 3,

55 Cs 105 357 045 004 6, 6, 3, 4

1443 (3,73) 2,45 (0,92) 6

% Ba | qaes 867 277 012 7. 6w 4
. (4,63 0,08 6, ‘

0 Hg | {30 00s 008 4 3, 4,
S 4,74 0,10 0,03 7, 3 4,

) Durch ElektronenstoBmessungen ist ein tieferer Term bekannt,
der als 2,-Term gedeutet werden mufB. FEr entspricht vermutlich dem
Normalzustand.
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bahn fity jedes Elekiron dic grenzentartete Kreisbahn J
annehmen.

PDas ungestorte Systemt besteht also aus zwei gleichgrof3en
hreishahnen. Auller der hierin ausgesprochenen doppelten Grenz-
cntartung haben wir noch ecine doppelte eigentliche Entartung,
die darin besteht. dall die beiden Bahnebenen feststehen, ferner
ene zufillige Entartung, da die Umlaufsfrequenzen der heiden
Klektronen gleich sind.

Die Wechselwirkung der beiden Elektronen 1aBt wegen des
Natzes vom Drehimpuls eine eigentliche Entartung hestehen
die Ditterenz der Knotenlingen der beiden Bahnen auf der
invariablen Ebene bleibt null). Die Knotenlinie jedoch fiihrt
cine gleichformige Priizession um die Achse des gesamten Dreh-
impulses aus: soweit wir nur sikulare Storungen betrachten, bildet
diese mit den Drehimpulsvektoren der beiden Elektronenbahnen
gleichc Winkel. Die Grenzentartung bleibt (auf Grund der Be-
trachtungen des § 46) auch in der gestorten Bewegung be-
stehen. Das gleiche gilt (§ 47) fiir die zufillige Entartung. Die
gestorte Bewegung wird sich aber nur an solche ungestorte
Bewegungen anschlieen. hei denen die beiden Elektronen ganz
hestimmte Phasenbeziehung haben.

In dieser ausgezeichneten Stellung hat der Mittelwert der
wechselseitigen Energie der Elektronen einen Extremwert. Man
siecht anschaulich, dafl dies nur dann der Fall ist, wenn die
lilektronen in jedem Augenblick moglichst weit voneinander
entfernt sind, also sich stets in derselben Meridianchene durch
die Drchimpulsachse befinden.

Dieses anschaulich gewonnene Krgebnis wollen wir jetzt
rechnerisch ableiten. Dazu miissen wir zuniichst die Variabeln
der ungestorten Bewegung so wihlen, dal} sie in entartete und
nicht entartete zerfallen. Die Grenzentartung

S -

1

J, - dy =0 J =T =0

fordert die Transformation / wir schreiben sie nur fur das erste
Elektron hin/):

. J - !]._ . "] - ']-)
S A “gin 27w, , ) = 1/ Lo T Feos2aun,.
. > | 2
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Wir denken uns diese Entwicklung am Anfang des Intervalls
t,, t,) ausgefihrt und das Integral dariiber von t, ab soweit
erstreckt, dall das Integral des ersten Gliedes verschwindet. Das
ist stets moglich, da das unbestimmte Integral des ersten Gliedes

eine mehrfach periodische Funktion ist und in Abstinden der

1

Grofenordnung 739 stets wieder durch (0 geht. Das Integral
Vv

des zweiten Gliedes hat die GroBenordnung @7 oder ¢ 7* Wir
denken uns jetzt eine neue Entwicklung (2) ausgefiihrt am Anfang
des Restintervalls und wieder das Integral so weit erstreckt,
dall das erste Glied verschwindet. Dieses Verfahren setzen wir
fort, zuletzt bleibt ein Intervall, fiir das das Integral des ersten
Gliedes endliche Groe hat. Man sieht, wenn kein (rv) auf
dem Integrationsweg verschwindet, hat das Giesamtintegral die
GroBenordnung a (t, - ¢,).

Im Falle, daf3 fir einen bestimmten Wert von a eine iden-
tische (fir alle J giiltige) Beziehung (v7)=:0 besteht, kann
man die w und J so wihlen, dafl die », inkommensurabel und
die v, gleich O sind. Es treten dann in S§* konstante Ex-
ponenten ((zv) == 0) auf, aber sie enthalten nur die w,; die be-
treffenden Glieder fallen also weg, wenn nach w, differenziert
wird. Die J, bleiben also auch an solchen Stellen der Ent-
artung invariant; fiir die J, lit sich dies nicht allgemein be-
haupten. AuBler diesen Stellen identischen Verschwindens von
(v1) kann es noch solche Stellen geben, wo (v7) gerade fiir die
betrachteten Werte der J, null wird; wir sprechen dann von
wzufilligen Entartungen®. Auch bei solchen Stellen brauchen
die J nicht invariant zu sein, wenn das Glied mit dem ent-
sprechenden Kxponenten (wr) in § mit endlicher Amplitude
vorkommp©.

Soll die adiabatische Invarianz der J, gelten, so miissen wir
also auch solche Stellen ausschliefien, ber denen zwischen Frequenzen,
die i einem Gliede der FOURIER- Entwicklung von S* gemeinsam
- auftreten, ene zufdllige (d. h. nur fiir die betrachteten Werte von
- J vorhandene) Kommensurabilitit besteht.

Als Bewspiel fiir die adiabatische Invarianz einer Wirkungsvariabein
betrachten wir den Fall, wo das mechanische System invariant ist gegen
eine Drehung um eine raumfeste Achse. Sind (r, ¢, 2) die Zylinder-
koordinaten, so kann man den Drehwinkel ¢, und die Differenzen Yr— @y
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35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom. 243

schiedene Weisen die sdkularen Storungen berechnen. Das Er-
gebnis wird natiirlich in allen Fillen dasselbe sein und soll
bereits in diesem Paragraphen diskutiert werden.

Wenn wir die z-Richtung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems in die Feldrichtung legen. so ist die Energiefunktion

| mo. . ¢t 7 L
oH= T~ ems, E= 6

Man sieht leicht, daB die HamirTox-JAcoBIsche Differen-
tialgleichung weder in rechtwinkligen noch in Polarkoordi-
naten separierbar ist. Die Separation gelingt aber durch Ein-
fuhrung parabolischer Koordinaien. Man setze

x = £ cos ¢

(2 y = &y sin @
A —‘} {52 - 7}2) .

Die Flachen & =- const und 1) = const sind dann Rotationspara-

boloide um die z-Achse, sic schneiden die (x,2)- Ebene in den
Kurven

d. h. in Parabeln mit den Brennpunkten im Anfangspunkt und

den Parametern & und »?%; ¢ ist Azimut um die Feldrichtung,
In den neuen Koordinaten ist die kinetische Energie

m .. oy e o o o - on
3) T=y [+ 07 (& 4+ 0% + &7
hieraus erhilt man die zu &, 7n, @ konjugierten Impulse:

ps = m& (& L p?)
(4) P, = m i (£ + »?)
P, —m 99 £ 772 .
Fihren wir diese in 7 ein und fligen wir die potentielle

Energie
2e’Z

2

hinzu, so erhalten wir:

el (& —9?)

16*
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3 Li - 0,06 — 0,40
11 Na — 0,7 — 1,35
19 K — 1,24 — 2,18
29 Cu — 2,59
37 Rb -2,08 — 3,14
47 Ag - 3,54
00 Cs — 2,74 (— 4,06)

| 87— — 3,69 |

Zusammenfassung geben wir jetzt (S. 219) eine Tabelle der nega-
tiven Werte — o der wahren RypBERG-Korrektionen (fir grofe n)
und der Quantenzahlen der ersten Terme jeder Serie. Der
Normalzustand ist dabei durch Fettdruck gekennzeichnet. Er
iIst dadurch bestimmt, dall die von ihm ausgehenden Linien
bei gewdhnlicher Temperatur in® Absorption auftreten.

§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der
Elemente.

Wir konnen jetzt daran gehen, den schrittweisen Aufbau des
perwodischen  Systems zu vollziehen unter Benutzung des ge-
samten hierzu gesammelten Materials, nimlich der Eigenschaften
der Rontgenspektren (§ 29), des chemischen Verhaltens (§ 30) und
der in der Tabelle S. 219 zusammengestellten groBen Ziige des
optischen Spektrums, |

Zur Erinnerung an die Ordnung der Elemente im perio-
dischen System geben wir eine auf J. THoMsEN zuriickgehende,
hiufig von BoHRr benutzte Darstellung (Abb. 17).

Wasserstoff (1 H) hat im Normalzustand ein Elektron auf
einer Bahn mit der Hauptquantenzahl 1. Solange man die
Bahn als genaue KepLER-Ellipse auffaBt, ist die Nebenquanten-
zahl unbestimmt. Die Beriicksichtigung der Relativitits-Theorie
im § 33 wird uns jedoch zeigen, daB auch der Gesamtdreh-
impuls durch eine Quantenbedingung festzulegen ist, ohne daB
sich dabel die Energie wesentlich dndert. Die Grundbahn des
Elektrons ist also eine 1. -Bahn.

Beim Helium (2 He) wird in den angeregten Zustinden nach

dem Bourschen Aufbauprinzip der Rumpf bis auf die hohere
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sehen  aber tberdies In der Durchfithrung des Beispiels die
notwendige Vorarbeit fir jeden Versuch, die endgiiltigen Gesetze
der Quantenmechanik zu finden.

§ 48. Der Normalzustand des Heliumatoms.

Beim Helium sind nach den Betrachtungen des § 32 im
Normalzustand zwel einquantige Elektronenbahnen anzunehmen.
Unsere Aufgabe ist. zu untersuchen, wie sie in einem Atom an-
geordnet werden konnen.

Als ungestorte Bewegung betrachten wir die der Elektronen
unter dem Kinflull des (Z-fach geladenen, Kernes allein. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln sind fur das erste Elektron
woow, e, J0 W, Jgo die des zweiten bezeichnen wir durch
einen Strich,  Die KEnergie der ungestorten Bewegung ist dann

| 1
1 T — 1{ - ) s
A, ’\J AL
WO

A==271¢"mZ*

ist.  Die Storungsfunktion ist die gegenscitige potentielle
Energie der Elektronen

Y 0
(- €-

A H = —
| .
R lac—xr iy — )

BN

wobet B den Abstand und . y, z. bzw. 2/, ¢/, 2 die recht-
winkligen Koordinaten der Elektronen in irgendeinem Koordi-
natensystem mit dem Kern als Nullpunkt bedeuten.

Hierin sind die Entwicklungen der kartesischen Xoordi-
naten als IFunktionen der Winkelvariabeln (aus (26) § 22 zu
berechnen) einzufithren, womit dann der Ausgangspunkt fiir
clie Storungsrechnung gewonnen ist. Dabei ist jedoch noch ein
Punkt zu beachten. Bei der ungestérten KEPLER-Bewegung
ohne Bertcksichticung der Massenverianderlichkeit) ist quanten-
theoretisch nur J| festgelegt, wihrend J,. d. h. die Exzentrizitit
noch willkturlich bhleibt; bel der relativistischen KEPLER-Be-
wegung ist auch J, zu quanteln und fiir eine einquantige Bahn
ist J, =J, == h. Wir wollen die relativistische Massenverinder-
lichkeit quantitativ nicht beriicksichtigen, aber als Ausgangs-
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w, — l’ ‘, ! ibl _:_' Yt ('-ll'-,-,l. ']) ]
1
w, — N7,,W, =y, (W0, S €.B=-1---5
G
(16) i l0,6=258-1-1---f
g, = Y1, — F, (u |
T paty f( ( ) L.Z — f
J, == N1, J, g, (w,. Iy - f, (@),
]
w4
WO gesetzt ist. Da die 7., ganze Zahlen sind und

die 7,, verschwinden, folgt aus dem Wert der Determinante

| Ty ‘ = 1 1
auch
.| ‘[(/./3 E - :i_— 1 .
Wir zerlegen jetzt die Transformation (16) in zwei Teile:
W, == A\: T, mz "lL‘ Y, (10,, 5 J) .3(4 — _X_, T/}a ']/)’
(17 ¢ , | P
w, = N7, 506 4, (104, ) Jo = N1,,J, + ¢, (5, J
. T
und
(18) Wy = W, S = I fi(w)
und zeigen, dall die erste die Bedingung (C) unverletzt 1aft

und die zweite dies nur fur [, = 0 tut.

Wir betrachten die Funktion 8 — & in ihrer Abhingigkeit
von w und J, d. h. wir schreiben

§=S8(gw,J),J), €=23(gw,J), I(w,J)
und bilden

. ‘S @) ECAS (*Q[ ;S ;(jl ?@8&
o, (q, ¢, Zl 0q, 0, ZZ ¢y, cw,
=— Mw, 2
y 0 k

Es ist also:
a N (/- o~ 7 I(:J (p”
19y (8 —-&) =0, L8 —_g)i=— YNy, P
‘\ 9/ (-IU,,_ N ) o I'U!_) \ ) A:/ o (4 IDQ

Weiter bilden wir:
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wobei noch Glieder dritter und héherer Ordnung in £, 7u
erginzen sind. Die Hayrrrox-Jacosrsche Gleichung, auf die
diese Funktion fiihrt, ist zwar im allgemeinen {fiir endliche
5,y 1, nicht separierbar.

zu untersuchen, fiir die &, und 4, klein bleiben. Dureh eine
geeignete  homogene lineare Transformation Iillt sich die
gquadratische Form in (17) folgendermalien schreiben:

Aber wir brauchen nur die Bewegungen

P18 H= I"tJ,j - N(C, == ])QH,_,"',.

Jdetzt st H separiechar. Die einzigen Bewegungen. die it
den Quantenbedingungen vertrdglich sind, sind die, bei denen
=..H, und damit &,,), davernd null bleiben.

Fiir die Stabilitiit gilt das Entsprechende wie bei einem

“

Freiheitsgrad.  Die ausgezeichnete Bewegung &, = 5, == 0 st
dann und nur dann stabil, weun die quadratische Form in (17;
definit ist.  Die Knergie hat ein Minimum, wenn sie positiv
definit ist.

Bei  grenzentarteter Ausyanysbewegung hat also die quanten-
theoretisch ausgezeichnete gestorte Bewegung den gleichen Periodiziidits-

grad s wie die ungestorte. Thre KEnergie ist

(1M We=T1/J,).

§ 47. Phasenbezichungen fiir beliebige Niherungen.

Im § 45 multe dic Frage unbeantwortct bleiben, ob bei
zufallig entarteter Ausgangsbewegung auch in beliebiger Niherung
Bewegungen mit dem gleichen Periodizitidtsgrad wie jene Aus-
gangshbewegung quantentheoretisch ausgezeichnet sind. Mit der
fiir die Grenzentartung entwickelten Methode kann es jetzt ge-
schehen. Dabei wird gleichzeitig die Bedingung des § 45 fiir
die w," auf einem unabhingigen Wege wiedergefunden.

Wir sprechen die Aufgabe noch einmal aus: Von dem mecha-
nischen System mit der Hamizroxschen Funktion

i He= Hy g0+ A H (0w o = 1)

sollen diejenigen Bewegungen untersucht werden. die sich an
die zufillig entarteten Bewegungen des ungestirten Systems
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Physikalische Grundlagen.

§ L. Entwicklung der Quantentheorie des Oszillators
aus der Strahlungslehre.

Wir schicken der mathematischen Theorie der Atommechanik
eine gedrdngte Darstellung ihrer physikalischen Grundlagen voraus,
Die Entwicklung dieser Grundlagen hat zwei Quellen: einmal
die Untersuchungen iiber die Wirmestrahlung, die zur Entdeckung
der Quantengesetze gefiihrt haben, sodann die Forschungen iiber
den Bawu der Atome wnd Molekeln.

- Unter allen AuBerungen der Atome, die sich aus den physi-
kalischen und chemischen Eigenschaften der Koérper herauslesen
lassen, sind die Strahlungserscheinungen dadurch ausgezeichnet,
daB sie uns die unmittelbarste Auskunft iiber die Gesetze und
den Bau der Urbestandteile der Materie geben. Die universell-
sten Gesetze der Materie werden in solchen Erscheinungen zu-

tage treten, die von der Natur der dabei heteiligten. Kérper

unabhéngig sind. Hierauf beruht die Wichtigkeit der KircarOFF-
schen Entdeckung, daB die in einem geschlossenen Hohlraum
enthaltene Wirmestrahlung unabhéingig ist von der Natur der_
die Winde bildenden oder im Innern vorhandenen Substanzen.
Tn einem’ gleichmiBig von Wiirmestrahlung erfiiHten und im
Gleichgewicht befindlichen Hohlraum ist die Energiedichte pro
Frequenzintervall d» gleich 0,dv, wo g eine universelle Funk-
tion von » und der Temperatur 7 ist. Vom Standpunkt der
Wellentheorie ist die makroskopisch gleichférmige Energie-
strahlung aufzufassen als ein Gemenge von Wellen aller mg-
lichen Richtungen, Intensitéiten, Frequenzen und Phasen, das
im statistischen Gleichgewicht steht mit den in der Materie
vorhandenen, Licht emittierenden oder absorbierenden Teilchen.

Born, Atommechanik I. . 1
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herstellen. das diese Eigenschaft nicht hat (vgl. die Beispiele
des § 14.

Das Ergebnis unserer Untersuchungen sprechen wir unab-
hingig von der Anwendung auf die Quantenthcorie folgender-
mallen aus:

Wenn wir in einem mechanischen System Variable w, J, ein-
filren kimnen, die die Bedingungen (A), (B) wund (C) erfiillen,
so lassen sie sich stets so wdhlen, daff gewisse der partiellen Ab-
leittungen

e
yo= -,
' i,
namlich die v, (¢ = 1--- s inkommensurabel sind wund die iibrigen

v, (o=1s - 1.---f) wverschwinden. Die J, sind dann eindeutig
festgelegt bis auf homogene yanzzahlige lineare Transformationen mit
der Determinante 4 1.1)

Aus der Periodizitit von 8* als Funktion von ¢ und w
oder .J und w wollen wir noch eine Folgerung ziehen: Die
Funktion

8= 8%+ Nw, J,

nimmt um J,, zu, wenn w, um 1 wichst und die anderen w
und die J konstant bleiben. Dies konnen wir auch in der
Form schreiben:

1 1
) ~
N v 0S8 ?q
J, = | du, (; — | = |duw, N 2
v v L A '
. ( u’k J . 1 ¢ gl ( u,lc
0 0
oder:
1
cq
(22) J]‘ e (l ?,Ul_ v pl = I
v ) Cw
l
0

Man kann dieses Integral dazu benutzen, um zu sehen, ob
eine vorgegebene Bewegung die Quantenbedingungen erfiillt
oder nicht. da man nur die p und ¢ als Funktionen der w,
zu kennen braucht.

) J. M. BurcEeRrs, der den wesentlichen Inhalt dieses Satzes in seinep |
Dissertation angibt, teilt keinen vollstindigen Beweis mit (a a. (). §12).





index-216_1.png
240 5. Kap. Svsteme mit einem Leuchtelcktron.

kungsvariabeln w , w, - w,, J,;, J,---J, dor feldfreien Bewe-
gung ubergehen. so erhalt also (5) die Form?)
0y H—= W, iJ, J, 1% ?-53.! ~]’-
“ 2mce 2
Daraus konnen wir nun ohne weiteres den EinfluB des
Magnetfeldes % auf die Elektronenbewegung ablesen. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln der feldfreien Bewegung bleiben
auch im Magnetfeld Winkel- und Wirkungsvariable, da ja auch
die Gresamtenergie nur von den J, abhingt. Die Winkelvariable w,
ist aber nicht mehr konstant. sondern hat die Frequenz
Yy, -+ ) WO

/ - Tand
\7) R
" " :8J,r, 2 2mec

=4,70-107>/H  em™

ist. wahrend die Frequenzen aller anderen Winkelvariabeln sich in
der gleichen Weise durch die J, ausdriicken, wie ohne Feld.
Der Einflul des Magnetfeldes $ besteht also ausschlieBlich
darin, daB zu den Bewegungen, die die Elektronen ohne Feld
ausfiihren wirden, eine gleichformige Priizession des ganzen
Svstems mit der Frequenz », kommt (die LARMOR-Prdzession).

Die Bewegung eines Elektrons 1ifit sich also zerlegen in eine
Schwingung parallel zum Feld mit den feldfreien Frequenzen
\rt)=»7 +r,7, - und in Schwingungen senkrecht dazu
mit den Frequenzen (»1) 4-», und (r7) —»_. Die klassische
Theorie folgert daraus eine Strahlung mit den Frequenzen (z»),
die parallel zum Feld polarisiert ist, und eine Strahlung mit
den Frequenzen (v7) £ v, , die zirkular um die Feldrichtung
polarisiert ist.

Wir werden sehen, dall die Quantentheorie die gleiche Auf-
spaltung liefert.

Da die J, J, --- adiabatisch invariant sind (vgl. § 16), bleiben
sie ber langsamer Einschaltung des Magnetfeldes konstant. Die
Bewegung der Elektronen geht also bei Einschaltung des Feldes
gerade in eine solche iiber, die sich nur durch eine iiberge-
lagerte gleichformige Prizession mit der Frequenz v, von der
fritheren Bewegung unterscheidet.

') Das doppelte Vorzeichen rithrt daher, daB8 p, positiv und negativ
sein kann, wihrend .J;, nach Definition nur positiv ist.
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Obere Grenze des Radius Aus n*

berechneter
Radius

. aus
gaskinetisch - Gitterabstand

3 Li- 1.8 | 1,7

11 Na+ 2,2 2,4

19 K~ 06 2.9

legung der wirklichen Quantenzahlen) mit einer qualitativen
Uberlegung auskommen. Wir sehen, eine f-Bahn kann am
ehesten bei den schweren Erdalkalien in Rumpfnihe kommen:
wir verstehen die grole RypBERG-Korrektion bei Ba und die noch
verhiltnismiBig groBle bei Sr und Ca; iiberhaupt finden wir
ein vollkommenes Entsprechen der Rumpfradien mit den
RypBERG Korrektionen. Dieser Zusammenhang erlaubt uns, auch
bei den wenigen anderen Elementen, deren RypBERG-Korrek-
tionen bekannt sind, auf den Ionenradius zu schlieflen; so
nehmen wir an, dal er bei Al wenig kleiner ist als bei Mg

und dall er hei Hg und Tl die gleiche Groflenordnung hat als
bet Zn und Cd.

Im Wasserstoffatom haben die d-Bahnen einen Perihel-
abstand von mehr als 4.5 ay (die Kreisbahn n = 3 hat 9 ag),

bekannten RumpfgroBen bei Annahme halbzahliger & bessere Ubereinstim-
mung a's bei Annahme ganzzahliger k. Sie scheinen also eine zweite
Stitze dafiir zu geben, daB die duBeren Elektronen sich in vieler Hinsicht
g0 verhalten, als sei ihr Impulsmoment halbzahlig.

') Die aus verschiedenen Ag-Salzen gewonnenen Werte sind stark
verschieden.
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Dabei werden die neuen ./, gleich den urspriinglichen A0
wihrend sich die . von den »+.° nur um GroBen unterscheiden.
die in der ungestérten Bewegung konstant sind; ihren Cha-
rakter als Winkel- baw. Wirkungsvariable Dbehalten sie. Die &
und 1,° gehen mit verschwindender Stérung gegen 0.

Wir kénnen jetzt die Hamirroxsche Funktion nach den
5" 5" entwickeln und erhalten

6 H= H)--1H' - *H
dabei ist (unter Weglassung des Striches bei ir,"):
4 aal ENN Ta s =200
Hu Hm) o ‘]9 e 2 A
nd
T HH e w,®, J.0.. ,J*\\ = Nla,r E,»,“ by 7/,7,"‘\

Nach 151 ist:

1 = Hy,
pon Lo
0 200 FodF
o sk
iR e (ﬁi() . >7 f,Hl(’ o,
1 cd Jx _“/ Al od.
- *
b ’Hlo 37”H10 cd,
1 Fw¥ o = w0 2S00

wahrend die Ausdricke H,,, F,,--- aus den H,, H, --- in (1
einfach durch Binsetzen der J,*, w,* an Stelle der J,°, w,’
hervorgehen. Damit hat (6) jetzt eine ganz analoge Form wie
(2) in § 46. und lalt sich daher nach dem dortigen Verfahren
in beliebiger Naherung behandeln.

Nur ein einziger Unterschied ist vorhanden. némlich der,
daB in H, die 1, iiberhaupt nicht auftreten. Machen wir daher
den Ansatz (16) § 46, so werden die Bestimmungsgleichungen
fir die 4, und B, (vgl (10) § 46}

S

) .l o L9 Neos 47 = ()
a &
- - ~ 1 1 == 0 1

C’Jq & u‘fzo o

o

Nl od 0
=~ J, w0 1 o

m

e — . — e
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_(J..; /f]/(/ (Jk ; ((jl(Jk ! ’01"],!;
(200
. \’7 . X, —y . (P,
= w, — — =y Voo .
& —l’ l(’Jl Ik 0('Jk
(8

Aus (191 und (20) folgt

§—S="¥w,,J)— MNn,¢,.

(2]

wo ¥ dieselbe Bedeutung hat wie in (15). Mithin wird

. 7
S* =% =8 — & — \ .7 A1*01+7/')
A’&
. " | Q)
- ‘l/ Wy, (“z\‘ Ty @)
k
Wi, Sy = Ty (e, J);
k

das bedeutet aber, dafl} ((') unverletzt bleibt.

Die Bedingung dafiir, dal (C) bei der Transformation (18)
erhalten bleibt, finden wir wie Im nichtentarteten Fall. Es ist

;\

fi(@) = — — R (w).

Ow

Wenn (C) und (B) erfiillt sind, ist f, (w) eine periodische Funk-
tion der Form

27i(r w)

s — .
f (w> — 2/ ¢, 7. € ’
T

~ in der nur Exponenten auftreten diirfen, die allein @, ent-
. halten; also ist stets 7, = 0. Daraus folgt aber

fu(w)=0

l Die allgemeinste zulissige Transformation der nichtentarteten
. Wirkungsvariabeln ist also
k T \
(21) J(:e — _\ Ty « J/‘)’ .
I3
Die J, dagegen brauchen sich nicht ganzzahlig zu transformieren.
Da die Bedingung (C) hier das Auftreten von w, in der Trans-
formation der .J, nicht verbietet, 148t sich aus einem System J

2 0

in dem alle J, ganze Vielfache von & sind, stets ein System J,
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Weise konnen wir auf die Rimpfe der erdalkaliliihnlichen
Elemente Zn und Cd schliefen. da wir auch von ihren Ionen
annchmen miussen, dal} sie nur ein iulleres Elektron haben.
Fir die Radien der Alkali-Tonen und der Ionen von Cu und
Ag erhalten wir eine obere Grenze aus ihren Abstinden in
den Kristallgittern ihrer Salze: der Abstand des Na™- und
Cl" -Tons im Steinsalzgitter muf} z. B. groler sein als die Summe
der Iononradien. Durch solche Uberlegungen erhilt man alle
Radien bis auf eine additive Konstante, die man niherungs-
welse 5o bestimmen kann. dafl man die der beiden dem A-Atom
ahnlichen [onen K° und (1 einander gleich setzt. Eine
zweite obere Grenze der Alkali-Ionenradien bilden die aus gas-
kinetischen Betrachtungen bekannten Radien der Atome der
vorausgehenden Edelgase: die Alkali-Tonen miissen wir als
dhnlich gebaut ansehen wie die Edelgase, ihre Ausmalfle miissen
aber der hoheren Kernladung wegen etwas kleiner sein.

Die so berechneten Ionenradien stellen wir in der folgenden
Tabelle zusammen. Sie sind in Einheiten des Wasserstoffradius
ag angegeben ).

Die Tabelle zeigt das Anwachsen der Rumpfradien homologer
Elemente mit der Atomnummer sowie die Tatsache, dafB die
Radien der Erdalkaliriimpfe relativ grofl, die von Cu und Ag
sehr klein sind.

Eine f-Bahn hat in einem streng CovrLomsschen Feld einen
Perihelabstand. der groBer ist als 8 ag (vgl. § 24). Durch die
Abweichungen vom Covroms-Feld in der Umgebung der Atom-
rumpfe wird er herabgedriickt. Wir wollen diese Rechnung
aber nicht durchfithren ?), da wir fiir unsere Zwecke (die Fest-

n* hat man den betr. Term von der Grenze des Systems ab zu zdhlen,
dem er angehort. Der angegebene p-Term ist der tiefste optisch be-
kannte. Durch ElektronenstoBmessungen (G. HERTZ : Zeitschr. f. Physik.
Bd. 1%, 5. 307. 1923) kennt man auch den Term des Grundzustandes,
der sehr wahrscheinlich ein p-Term ist. Fiir ihn ist n* = 0,79.

Y Es gibt noch andere Methoden, die Radien der Alkaliriimpfe zu
bestimmen, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Die Ergebnisse
stimmen zu der hier angegebenen oberen Grenze. Vgl. die Zusammen.
stellung von K. I. HErzFELD: Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik Bd. 19,
S. 259, 1922,

%) Die Rechnungen sind ausgefithrt von F. HuxD: Zeitschr. f. Physik,
Bd.22, S. 405. 1924, Sie ergeben mit den aus anderen Erscheinungsgebieten
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anschlieen. . h. an xolche, tiir die infolge der Wahl der Tnte-
grationskonstanten einige Frequenzen verschwinden:
“H, ,
(2’ » Y ]("’ —- () fo: 5 Ty
- f o,

Im ungestérten System erfiillt dann die Bahnkurve. da die
w,” konstant sind, nur ein Gebiet von & Dimensionen (s _f

Wir nehmen von der gestérten Bewegung an. daf sie sich
an eino bestimmte ungestirte Bewegung anschliefit, bei der

A0 dE, R

ist. Dali J.0 fir die Ausgangsbewegunyg ganz bestimmte Werte
haben muf}. folgt aus der Voraussetzung der zufilligen Ent-
artung. Die J,* lassen sich bestimmen. wenn man die Glei-
chungen : 2) nach den ./, auflést; sie ergeben sich als Funktionen
der .J.,'. DaB w,” fiir die Ausgangsbewegung bestimmte diskrete
Werte haben muli, ist eine Annahme. Es wire auch denkbar.
daly die gestorte Bewegung sich an jedes Wertsystem 1,° eines
Kontinzums anschlielen lieBe. Fiir diesen [all kénnen wir
unsere Uberlegung nicht durchfithren.

Setzen wir also voraus, daB3 nur einzelne bestimmte Aus-
gangsbewegungen moglich sind, so sind J,* und w,* als ganz
bestimmie Funktionen von J.° definiert: w,* (J,) kennen wir
noch nicht. es wird sich aber im Laufe der Untersuchung er-
geben. Wir fithren nun neue Variable
i3) A R St o = w,® — w,*(J,0)

ein. Das geschicht durch eine kanonische Transformation mit
der Erzeugenden

14 Dl N T E 8 (Y e x
e

die Transformationsgleichungen sind :

Ju() - ?luo
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nicht durch den Kern; sie ist vielmehr nach der Richtung — ¢
verschoben.  wie man sicht, wenn man nach dem Gleich-
gewicht des positiven Kerns und der Bahn des negativen
Elektrons it dem Feld fragt oder die Doppelwurzeln berech-
net. lIst J: =0 und J, >0, so liegt die Bahn auf dem
Paraboloid & - Smin = Smax ZWischen seinen Schnittkreisen mit
den Paraboloiden #-=4_.  und N == - J1m allgemeinen
Fall schlieBlich, wo J. > () und J, = 0 st liegt sie in einem
riumlichen Ring.  Sehen wir von der Bewegung von ¢ ab, so
erfiillen die 1£. ))- Koordinaten das Parabelviereck im allge-
meinen luckenlos, da die zu J: und J,, gehorenden Frequenzen
verschieden sind und nur fiir ganz bestimmte Werte von X In
rationalem Verhiltnis stehen.

Gehen wir nun zum Fall J, == 0 lber, so bleibt ¢ fest
stehen, die Bewegung erfolgt in ciner Meridianebene durch
die [Feldrichtung. Das Gebiet, in dem fi (&) und f, 1y positiv
sind, enthiilt die Stellen & =0 und y=-0, d. h. die Bahn er-
fillt Tickenlos das Parabelzweieck, das durch & — Smax  und
N = Nmay Degrenzt wird. Die Bahnkurve kommt daher dem
Kern beliebig nahe.

Der Fall, bei dem ein Elektron dem Kern beliebig nahe
kommt, soll nun grundsitzlich ausgeschlossen werden, wie es
Ja schon bei der Zentralbewegung | § 21) geschehen ist. Damit
ist auch der Fall n — + n ausgeschlossen, denn dann wiire J;
oder J, gleich nh — J und J, = 0.

Der durch die eine Quantenzahl n gekennzeichnete  stationdre
Zustand der feldfreien Bewegung spaltet also im Feld in 2n — 1
Zustiande verschiedener Energie mitl den Quantenzahlen

;o o—m=2) s 1)

| /

n,= —(n - 1)
auf. |

Wir betrachten jetzt die Ausstrahlung eines solchen Atoms.
Die gestrahlten Frequenzen und die moglichen Anderungen

von » und n hingen von den Gliedern der Fourier-Entwicklung
des elektrischen Moments oder (was dasselbe ist) der Koordi-
naten des [Elektrons ab. Den Wirkungsvariabeln J., Sy Iy
entsprechen Winkelvariable wg, w,, w,. Mit ihnen liBt sich

die Fourier-Darstellung der Koordinaten in der Form schreiben
) 2.‘(@(1_w-+7.', Wy +r,w,)
10 2O T Iy Wy T Ty
\ (J,e B

.
et

1
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- W
)’ /=

aqn /? ’

Nimmt bei dem betrachteten Quanteniibergang die Quanten-
zahl n um 7 ab, so ist

A J = Sy — J, = My — b= —1h.
so dafl wir

- AW
(\2) » <= -

schreiben konnen.

J

Geht man zur Grenze / -» 0 oder 1 —-—0 iiber, so werden
T

2) und (1) identisch,

Fir den Fall endlicher % kénnen wir das Verhiltnis der
beiden Frequenzen (11 und (2) folgendermaBen aussprechen :
Die Quantentheorie ersetzt den IKlassischen Differentialquotienten
durch einen Differenzenquotienten. Man geht nicht zur Grengze
unendlich kleiner Anderungen der unabhingigen Verinderlichen
- iber, sondern bleibt bej endlichen Intervallen von der GréBe &
stehen.

Der Ubergang zwischen zwei ben achbarten Quantenzustinden,
bei dem 7= 1 ist, entspricht oder ,korrespondiert mit der
klassischen Grundschwingung: ein Ubergang, bei dem sich
um 7 andert, korrespondiert mit der klassischen z-ten Ober-
schwingung » =—— 7.

Diese Beziehung zwischen klassischen und quantentheore-
tischen Frequenzen bildet den Inhalt des Bonrschen Korre-
spondenzprinzipes.

Bei diesem Entsprechen ist die quantentheoretische Fre-
quenz » im allgemeinen von der klassischen Frequenz zv ver-
schieden. Geht man (statt lim : h-—0) zum Grenzfall groBer
Quantenzahlen » iiber und betrachtet nur solche Anderungen
von 7, die relativ zum Wert von n klein sind, so wird wegen
des monotonen Charakters (§ 9) der Funktion W (J) der Diffe-
renzenquotienft sehr nahe mit dem Differentialquotienten iiberein-
stimmen, und man erhilt die ndherungsweise richtige Gleichung

- n, —mn,

Yoo Ty — (nl — N | ¥ (nl, n, grofy; -1 -“ klein)‘

n,
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sind';, Damit kommen wir aber zu dem Urteil. dall unser Ver-
fahren corldufig nur ein formales Rechenschema ist, das in ge-
wissen Iillen die noch unbekannten wahren Quantengesetze
durch Rechnungen auf klassischer Grundlage zu ersetzen ge-
stattet. Von diesen wahren Gesetzen mifiten wir verlangen,
daf3 sie nur Beziehungen zwischen beobachtbaren Groflen, also
Energien, Lichtfrequenzen, Intensititen und Phasen enthalten.
Solange diese Gesetze nicht bekannt sind, miissen wir immer
darauf gefaBt sein, dall unsere vorliufigen Quantenregeln ver-
sagen: cine unserer Hauptaufgaben wird sein, die Giultigkeit
dieser Regeln durch Vergleich mit der Erfahrung abzugrenzen.

§ 17. Das Korrespondenzprinzip fiir mehrere
Freiheitsgrade.

Wie im § 11 miissen wir Jetzt untersuchen, inwiefern die
klassische Theorve als Grenzfall der QGuantentheorie erscheint. Wir
haben dazu in unseren Quantengesetzen den Grenziibergang
h—» 0 zu machen. Die diskreten Energiestufen riicken auch
hier zu dem Kontinuum der klassischen Theorie zusammen.
Wir zeigen weiter, dall zwischen den klassisch berechneten und
den quantentheoretischen Frequenzen ein dhnlicher Zusammen-
hang besteht wie bei einem Freiheitsgrad.

Das elektrische Moment des atomaren Systems wird bei Ver-

nachlidssigung der klassischen Strahlungsdimpfung durch eine
IfourieEr-Reihe der Form

(1‘\) p == ‘S G, e27ilrw) — NG, e27tlrvit +124))

dargestellt. Die Komponenten der Vektoren (¢, sind komplexe
Zahlen; wegen der Realitdit der Komponenten von p gehen die
Komponenten von ¢, bei Umkehrung der Vorzeichen séamtlicher
7, In die konjugiert komplexen Groflen iiber. Man kann es so
einrichten, dall in den I£xponenten nur die nichtverschwindenden

(und inkommensurabeln) », vorkommen, indem man die Glieder
mit w, in die Konstanten zieht.

") Messungen von Atomradien und dergleichen ergeben keine hoheren
Annéherungen an die Wirklichkeit als etwa die Ubereinstimmung zwischen
Umlaufsfrequenzen und Lichtfrequenzen.
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ist.  Damit die Integrale (3) auch bei verschwindendem Feld
noch reell bletben. miissen «, und «, positiv sein. Wenn die
Feldstiirke gering ist. sind die D, und /), enthaltenden Glie-
der klein gegen dic iibrigen, und die Integrale lassen sich auf
komplexem Wege niitherungsweise ausrechnen. Man erhilt (vgl.
(111 im Anhang Il). wenn wir die Wurzeln in (8) so rechnen,

dafl die Integrale positiv werden:

Joo by Eme o amel yJ 0 Bl
) 2 : | —2mW 2] -- ’mW;\‘l"f QmW)_
19) | |
;L 1 ;o i amel /Jqf] - 3wy’ )
12 T 2m W 2 —2mWi \dat 2mW

Aus den drei Gleichungen (7) und (9) hat man ¢ und «, zu
eliminieren und ¥ auszurechnen. In (9) kann man in erster
Niherung das K proportionale Glied weglasson und nachher in
diesem Korrektionsglied die in erster Niherung berechneten
Werte von «, und ¢, einsetzen. Man erhilt so

¢ 20 me K .
o e B 6 6T, ),
- - 2ml 2 S a” I—-'—zmﬂ
2.0, . nell )
T S Y IR B SR
J—2ml 2 7 Rt 2m W

und mit Hilfe von (7

1 o
2me*Z = (J: S, - J ) —2mW

T.
T

ek
—— - J ), — J¢
- :_[ W(J +J'/ | /)k sJ
Hieraus folgt in orster Niherung (unter Weglassung des mit E

proportionalen Gliedes: die Energie fiir die Bewegung ohne
Feld

D2 met 22

Je+J,+J,)"

und wenn wir diesen Wert von W in das Korrektionsglied
einsetzen, als zweite Nidherung:

110 W= —
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Kernladung mit dem Wasserstoffatom im Normalzustand uber-
einstimmen. Nun ist aber die energiereichste oder Grundbahn
des Leuchtelektrons ebenfalls eine 1.-Bahn, daher wird das He-
tium im Normalzustand zwei (vermutlich gleichwertige) 1, -Elek-
tronenbahnen haben. Einige Betrachtungen iiber dieses System
werden spiter (§ 48) folgen. Einem solchen System von zwei
1,-Bahnen mufll man nach KosstEL eine besondere Stabilitdt
zuschreiben, wie sie allen Edeigasen zukommt: in der Termi-
nologic der Roéntgenspektren ist dieses Gebilde die K-Schale.

5505 —— 67—
56 Ba ———— 86 Ra

9 H ———37 ﬁb/V |
// 200a—385r

2185ct— 397 |
220 F—— 4027
23V 41 Nb

L3 Li——71 Nay/ 24Cr——-142Mo \
A\

26/e 44Ky

PR AN\
\\ 287 464

L 80——1S 29 474
N9F 77 CL 30Lnn——4800
70 Ne——718 A 37 Ga———43)n.
32Ge 505
3345 5155
34Se———527¢
35 Br 837 \
36/ 5¢ XA\
86Nt 778 —
Abb. 17.

Warum es zwei Termsysteme, ein Kinfachtermsystem (Par-
helium), dem der Grundzustand angehért, und ein Dublettsystem
(Orthohelium) gibt und warum die beiden nicht miteinander
kombinieren, kann vom Standpunkt unseres Buches nicht be-
handelt werden.

Die Konfiguration von zwei 1,-Bahnen kehrt nun als Rumpf
des angeregten Lithiumatoms (3 Li) wieder. Nach Ausweis der
Spektren ist hier die Grundbahn keine 1,-, sondern eine 2 -Bahn.
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dic Hilfsvariable ¢ einfiihren, dic wihrend der Periode der Bewegung
von O bis 2 7 lduft. Wir erhalten
Py

) y 9]
J = AIE‘J,‘ cos - v d = :--:T W

w
0

und damit die Energie oder die HaMinroxsche Funktion

Y W-=-H=»J,
worin wir

w=2avy
gexetzt haben.

Um die Koordinate ¢ durch die neuen Variabeln . J und damit
durch die Zeit auszudriicken, brauchen wir & selbst nicht zu berechnen.
Es wird nimhceh
A

_ \ Cp
= \_' s ,j\ el -
ll (‘ r] . (([ ’ E: l]

worin wir p als Funktion von ¢ und ./ aufzufassen haben:

dyq.

P - ‘;’ meoy o — 4 v nE gt
Wir erhalten

- J e d (f o ‘-}— arc sin | R i
iZmorJ-4artmrgt =T J
und
9 g =1 5 '_)]_____ sin 2 @,
: 2 v m
WO
w=rt—2=o9

ist.  Fir p folat
10 p=12m rJeos 2.

I'iir das Pendel mit kleinem Ausschlag lauten die entsprechenden
IFormeln:

-“Y s 27w

(11) =97

p=\2drJcos2zaw.

§ 10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln
und die Quantenbedingungen fiir einen Freiheitsgrad.

Nachdem wir die Mechanik der periodischen Systeme mit
einem Freiheitsgrad ausfiilhrlich behandelt haben, konnen wir
nun zu der Frage iibergehen, ob und in welcher Weise sich
die mechanischen Gesetze auf die Atommechanik anwenden lassen,
deren Hauptmerkmal die FExistenz diskreter, stationdrer Zu-
stande 1st.
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g, = n,h (c=1.2...%)
festgelegt 1.
Da die Haamrrroxsche Funktion nur von den J,, abhingt,
1st sie durch die Quantenzahlen n, eindeutig bestimmt.
Hierzu tritt als zweites Quantengesetz die BoHR sche Frequenz-
bedinguny

~ rl 12
hy —wd g

Wir fassen die Grundgedanken der Dbisher entwickelten
Quantenmechanik noch einmal zusammen: Von einem wvor-
gegebenen, MModell wird die Gesamtheit dey (als mehrfach perio-
disch vorausgesetzten) Bewegungen nach den Geselzen der Flassi-
schen Mechanik (unter Vernachlissi gung der Strahlungsdidmpfung)
berechnet; aus diesem Kontinuum von Bewegungen wird durch die
Quantenbedingungen eine diskrete Menge ausgesondert. Die Energren
dieser ausgesonderten Bewegungen sollen die wirklichen, durch
ElektronenstoB3 meflbaren Energiewerte des Systems sein, und die
Energiedifferenzen sollen nach der Bomurschen Frequenzbedin-
gung mit den wirklichen, im Spektrum beobachteten Lichi-
frequenzen. zusammenhingen. Das ausgesandte Licht enthéilt
auber den Frequenzen an beobachtbaren Eigenschaften noch
Intensitit, Phase und Polarisationszustand; iiber sie gibt die
Theorie nur angeniihert Rechenschaft (§ 17).  Damit sind
die beobachtbaren Eigenschaften der Bewegung des atomaren
Systems erschépft. Unsere Rechnung schreibt ihr aber noch
weitere Evgenschaften zu, nimlich Umlaufsfrequenzen und Ab-
stande, kurz den zeitlichen Allauf der Bewegung. Es scheint,
dall dicse GroBlen prinzipiell der Beobachtung nicht zuginglich

') Die erste Verallgemeinerung der (Quantenbedingungen fiir Systeme
von mehr als cinem Ireiheitsgrad wurde von M. Praxck (Verh, d. Dtsch.
Phys. Ges. Bd. 17, S. 407 u. 43%. 1915) und A. SOMMERFELD (Sitzungsber.
d. K. Bay. Akad. 1915, S 420) gegeben.  Bei beiden liuft das Verfahren
darauf hinaus, fiir separierbare Systeme die Wirkungsintegrale gleich
ganzzahligen Vielfachen von % zu sctzen. Den allgemeinen Fall bedingt
periodischer Systeme hat K. SCHWARZSCIITLD (Sitzungsber. d. preufl, Akad.
1916. S. 54%) behandelt, bei dem auch zum erstenmal der Begriff der
Entartung und die Beschrinkung der Quantenbedingungen auf die
nichtentarteten J klar hervortritt. Die cindeutige Festlegung der J durch
unsere Bedingungen (§ 15) findet sich bei J. M. BTRGERS: Het Atoom-
model van Rutherford-Bohr (Diss. Leyden 1918),

Born, Atommechanik T. 8
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. }[ 1 ;r_ ) 5 // 1 ' 1 > 2

() RN e S Y b
2m (&2 Pom e

N
—mek (S -t — 4 me? ZJ :

Set/t man dies gleich W und multipliziert die Gleichung mit

2m:s - 7). so liBt sie sich separieren. Man erhiilt zunichst:
‘S
p, — . == const
(,-"(/‘
und

J, = | p,dp =2a ’ v,

Da p,dp nie negativ ist. ist auch stets J, > 0. Weiter
tinden wir:

¢S o
'S
;S _
p, = = |y,
on
wobel
o ¢ b4 2 1 JIIQ 1(._1
fitér=2mWg& L 2¢ — — " — mekE
1 > 1 JSRY R
s- 4
6) )
( I r «) J 1 J(p- 1
fony=2mWn? 4+ 2¢, — -~ % -Lmeky
- - 7l
und
(7 o, — o, =2meZ

ist. Die Wirkungsintegrale J: und J, sind mithin:

Js—gg g>|/ A+2;._,1—----1 gds
| o ,,
‘F¢p'7d'}:¢VA+2 2 i Dyntendny,
/

A=2m(—- W),
B,=«, B,=u«,,
o dit

4 7°

D = —mek., D,=mek.

-
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Im folgenden lassen wir die Striche iber w, und .J, wieder
weg. 27w, bedeutet dann den Winkelabstand des Elektrons
in seiner Bahn vom Knoten: & und ) sind in der ungestorten
Bewegung null.

Die zufillige Entartung fordert folgende kanonische Trans-

formation:

. o 4 o1 ~ 7
1) .
\ P ’r L 4 / ] ' B ~ 7

oder nach den neuen Variabeln aufgelost:

I s 1 ~ — o /

2/ Wy ==,y - W), NI Jl - ']1 J
2

' 1, e r R

10y o 11y "y b 3y =y Jy -

Die geometrische Bedeutung von w,, w,’..J, und J,” hingt
von der Lcwe des Koordinatensyvstems ab. Wenn wir dle .y -
und (2'. y')- Ebene in die invariable Ebene des Systems ledezr

Elimmation der Knotenj. so ist .J, - J,” der Gesamtdrehimpuls~
und w, — w, = ). Dadic hnergm der gestorten Bewegung nur
von del Kombination J, - .J,” abhiingen kann, setzen wir

w, -= g - W, , P
Y /U’.:;’ = 1Dy - m:;’> A

Sy == 1(33 + S;s,] ’

Jy = 2 (g — I
sodall also w,” = ! wird

Zur Berechnung der Pha-
senbezichung in der Ausgangs-
bewegung haben wir die Sto-
rungsfunktion (2) durch die
Variabeln w,. w,’, w,;, J;5 §,
J; auszudricken. Eine ein-
fache geometrische Betrach- Abb. 39,
tung liefert zundchst (Abb. 39):

T = X,C082mw, ~- Y, SN 27w, COS
D Y

-~
~

I

G D .o 9 .
.EOSIHH.”[’U:S » JOCOS._JST’U)?,COSZ

I

Yo SIN 7,

wo r, und y, die rechtwinkligen Koordinaten des Elektrons in
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wo R wicder die RYDBERG-Konstante ist (vgl. (2) § 23). Eine
genauere Rechnung liefert hdhere Glieder, die auch von einer
dritten Quantenzahl »” abhidngen.

J, 1st mit der gleichbezeichneten Grofe der KErLER- Be-
wegung ohne Feld gleichbedeutend, sie kann nur Werte zwi-
schen 0 und J annehmen. Die Summe der positiven GroBen J;
und J, liegt nach {12) ebenfalls zwischen 0 und J und ihre
Differenz J, zwischen — J und -- J. Die Quantenzahl n  kann
also nur die Werte —n. —(n-—1,... 4+ n annehmen. Wie
eine Betrachtung der Bahnkurven zeigen wird, sind hiervon
noch die Werte + n auszuschlie3en.

7= max

! "_{ max

f'i{m/n
Abb, 22.

Die parabolischen Koordinaten & und # fithren Librationen
aus zwischen den Nullstellen von f, (&) und f,(n) in (6). Be-
trachten wir zunichst den Fall, dal J, und damit C nicht ver-
schwindet. Dann reicht das Gebiet, in dem f, (&) und f, (n)
positiv sind. nicht bis an die Stellen &= 0 und #» = 0 heran;
die Nullstellen £ . und %_. sind von O verschieden. Die dritte
Koordinate fiihrt, wenn J,, > 0 ist, eine Rotation aus. Die
Bahnkurve verlauft also innerhalb eines Ringes, der die Feld-
achse zur Symmetrieachse hat und dessen Querschnitt das von
den Parabeln & =¢& , ., &§=¢& , = Nmin Und n=mn_. be-
grenzte Viereck ist. Wird insbesondere J: = J, = 0, so riicken
Smin und &, sowie .. und 7, , zusammen und die Bahn-

kurve ist ein Kreis. Da &, <=7, ist, geht seine Ebene





index-332_1.png
29I 3. Kap. Systeme mit einem Louchtelektron.

tronen auf Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden sind.
Wie sie sich auf die 2 - und 2,-Bahnen verteilen, lassen wir
dahingestellt.

Die Auffassung von der vollbesetzten Achterschale wird be-
statigt durch das gutbekannte Spektrum des Natrium (11 Na),
Die Grundbahn des Leuchtelektrons ist eine 3,-Bahn, die
energiereichste p-Bahn eine 3,-Bahn. Auflerhalb des Rumpfes
kommen also keine Bahnen mit n = 2 mehr vor. Wir schlieBen
daraus, daBl die Schar der Elektronen, fiir die n == 2 ist. mit der
beim Neon erreichten Zahl 8 abgeschlossen ist. Wir nennen dieses
rebilde mit der Bezeichnung der Rontgenspektren die L-Schale.
Der Aufbau dieser L-Schale erfiillt also die zweite Periode des
Svstems der Elemente. widhrend die K-Schale in der ersten
aufgebaut wurde.

Da beim Magnesium 112 Mg) die Grundbahn des Leucht-
elektrons wieder eine 3,-Bahn ist, nehmen wir in Uberein-
stimmung mit der Zweiwertigkeit an, dal das Magnesiumatom
im Normalzustand aufler der K- und L-Schale noch zwei gleich-
wertige 3,-Elektronen hat.

Beim Aluminium (13 Al) tritt eine 3,-Bahn als Grundbahn
auf. Wir sehen also, dal ein System von drei 3,-Bahnen nicht
als duBlerste Schale vorkommen kann. Wir fanden bei Li und
(' ~ etwas entsprechendes, namlich die Unmoglichkeit der Existenz
dreier 1,- oder 2 -Bahnen.

Beim Silizzum (14 Si) ist wieder das Spektrum nicht hin--
reichend bekannt; wir kennen aber die Vierwertigkeit und
schlieBen daraus, dal der L-Ring von vier Bahnen mit n =
umgeben ist.

Von den folgenden Elementen (15 P, 16 S, 17 Cl) kennt
man auch nur die Affinititen zu drei, zwei, einem Elektron.
Das Jetzte Element der Periode ist das KEdelgas Argon
(18 A), bei dem wieder eine abgeschlossene Schale von 8 Elek-
tronen vorliegen muBl. Den ndheren Aufbau dieser Schale dis-
kutieren wir am besten durch die Betrachtung des folgenden
Elements Kalium (19 K), dessen Rumpf dieselbe Struktur
haben mulf.

Das Spektrum des Kalium zeigt als Grundbahn des Leucht-
elektrons eine 4.-Bahn und als energiereichste p-Bahn eine
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27 met Z*
(e] —*"J‘J*J>2

3K
O SN AT 5)

8 2meZ

11 W= —

In unserer Anniherung hidngt die Energie also nur von
zwel linearen Kombinationen der Wirkungsvariabeln ab, d. h.
wir haben ecine einfache Entartuny vor uns. Sie wiirde weg-
fallen, wenn wir hohere Glieder der Energie berechneten. Im
Einklang mit unseren allgemeinen Betrachtungen (§ 15) fiihren
wir nun statt J;,J,.J, neue Wirkungsvariable ein, die aus
thnen durch eine ganzzahlige Transformation mit der Deter-
minante = 1 hervorgehen, und wiihlen diese so, daB3 die Energie
(11) nur von zweien der neuen Wirkungsvariabeln abhiingt und
da dic Energie (10) der ungestérten Bewegung (entsprechend
der doppelten Entartung) nur von einer der Wirkungsvariabeln
abhangt.

Wir setzen also

Je +J, +J, =J

|
{12) J’] _ JE - Je I
J,=J l

und erhalten:

2n*me*Z? 3 E
13 S L S J .
'13) W J? 8n2meZJ e
Die Bewegung hat zwei Frequenzen
J
14 v =7,
und
3 b
Yy —
* 8a'meZ

Wir haben zwei Quantenbedingungen:
J =nh
(15) J,=mn, h;
fiihren wir sie in die Energie (13) ein, so wird

RhZ®  3Eh
(16) - — S _.nn

o 9 7;

n? SameZ e’
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Hieraus miissen wir schlieBen, daB nach den (noch unbekannten)
Gesetzen der Atommechanik ein Svstem von drej 1,-Bahnen
unter dem Kinflul der Kernladung 3 nicht moglich 1ist.

Die Spektren der beiden folgenden Klemente Beryllium (14 Be:
und Bor (5B, sind nicht goniigend bekannt, als dal} wir daraus
Schliisse auf die Elektronenbahnen ziehen kénnen. Man kann
nur aus der Zweiwertigkeit des Bervllium und aus der Drei-
wertigkeit des Bor schlieBen. daf die neu hinzutretendon Elelk-
tronen in Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden werden
und daf} die Zahl der 1.- Bahnen zwei bleibt, der K-Ring also
mit der He-Konfiguration abgeschlossen ist. Man kennt nun
das Funkenspektrum des Kohlenstoffs!; als tiefstor Term tritt
darin cin 2,-Term auf. Da das Boratom ihnlich gebaut sein
mul} wie dasx einwertige Kohlenstoffion, miissen wir annchmen,
dal im Bor auBer der K-Schale noch zwei 2,- und eine 2,-Bahn
vorhanden sind.  Wir finden also hier den gleichen Fall wie
beim Lithium. dal} nicht mehr als zwei gleichwertige Elektronen
vorkommen.

Beim Kohlenstoff 16 C) kommt ein weiteres Elektron hinzu,
das wahrscheinlich auf einor 2,-Bahn gebunden wird. Ein solches
Svstem von zwei 2,- und 2,-Bahnen hat nun nicht ohne wei-
teres die Tetraedersymmetrie, die man aus chemischen und
physikalischen Griinden (Diamantgitter) gewohnt ist, dem C-
Atom zuzuschreiben. Da man aber iber die verwickelten Be-
wegungen im Atom nichts weill, so braucht man hier keinen
Widerspruch zu schen. KEin anderer Ausweg wiire die Annahme,
dall zwar in den angerogten Zustinden der C-Rumpf den Bau
des einwertigen (‘-Tons hat, dafl aber beim Ubergang in den
Grundzustand die vier Elektronen in gleichwertigen Bahnen ge-
bunden werden.

Uber die ndchsten Elemente (" N. 80, 9F) weil man spektro-
skopisch zu wenig. Die chemische Wertigkeit besagt, daf N,
O, F' Affinitiit zu drei, zwei, einem Elektron haben.

Beim Edelgas Neon (10 Ne) muBl die von den KossiLschen
Vorstellungen geforderte Achterschale erreicht sein ; wir konnen
also annehmen, dall die 8 seit dem Li hinzugekommenen Elek-

1) A. FowrLER: Proe. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299,
1924,
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seiner Bahn die Knotenlinie ist ¢, -Achses sind und 7 die
Neigung der Bahnebene gegen die 1 yi-Ehene bedeutel: es ist

3 cosi= =z-po=p
J,
Far o, g, haben wir
[— ) N i) .
Ly = Qo8 270,

) Yo — asin 27,

72 ~ 2
(= /1 == V1 -
173 FmZ 16120 m7Z

bhie Storungstunktion wird jetzt :

<2

/,l
~ /11— .
al21 — k%

ARSI

!

L7 gyt 22

(- - ‘
‘ L N “ L) o /:I . ;) , . A
"1 COS 2700, - 3, 108 27w, W,

qin 2 van 2 Al — o N 92
S 2Ty s 2 g (w, w, )il 2P

DY i ) 4
L —piicosdaw, - picosdaw,

[}

gesamte Drehimpuls, ist konstant.
Wir haben jetzt die Stérungsfunktion iiber die ungestorte
Bewesung zu mitteln:

st tritt nicht auf, es ist zvklische Variable, und 3., der

<)

e d v,

alz | 11—
0

10 S =

1

und den konstanten Wert. den 1,” bei der ungestérten Bewegung
hat. aus

zu hestimmen. Diese Gleichung lautet hier

1

: dm,_
- . o 3
g1 — k2

H

) -

- 3 27 —
-pTesindaw, =0
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aut eine ganzzahlige Transformation mit der Determinante
testgelegt sind.

H-

1

Eine einfache Lkanonische Transformation, die die Be-
dingungen (A) und (B) unversehrt 1aft, ist niamlich

{) Wy, = Wy, —%_ fl;( 1 f)
B J kT Jk i Cr s

bei der die ¢, Konstante sind. Die Willkiir in der Wahl von
e storg die Anwendung der Quantenbedingungen (1). Sind
namlich die J, als ganzzahlige Vielfache von % festgelegt, so
sind es die .I,,i im allgemeinen nicht. Wir miissen also diese
Willkiir ausschlielen. Wir tun es, indem wir eine friher bei
separierbaren Systemen gefundeno Eigenschaft der w und J all-

mein fordern:
'y Die Funktion

x 8% = 8§ — Ny
IS

J

E™Lk?

welche die Erzeugende wnserer Transformation (q, p,— w, J,) in
der Form

kp: é(j’lks*((llwl..)

Y ~

J = — —S8*¥(qw,...)

k ( 2{,

ist, soll periodische Funktion der w, sein mit der Periode 1.

k
Es 1st dabei gleichgiiltig, ob wir 8* als Funktion von ¢,

und w, oder von J, und w, auffassen, da die ¢, auch in den
periodisch sind.

Fordert man in (C), dall 1 primitive Periode ist, so wird
(A) iberflissig. Berechnet man ndmlich aus dem zweiten Glei-
chungssystem die ¢, als Funktionen der w, und J,, so werden
sie. periodisch in den w, mit der primitiven Periode 1. Aus
dem ersten Gleichungssystem ersieht man uberdies, daB dasselbe
fur die p,_ gilt.

Wir haben jetzt zu beweisen, dall die Bedingungen (A),
(B) und (C) wirklich geniigen, um Quantenbedingungen der
Form (1) sinnvoll anzuwenden; wir fiihren den Beweis, indem
wir dic allgemeinste kanonische Transformation
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Nach (2) ist also:

N T “ V/
/1 —- Ty 2 22 —
‘l i m()“_} (,'_3 (Z)l + py ! p; ) 1

Rechnen wir daraus die Quadratsumme der Impulse aus, so
folgt :

1) H-=m,c?

S, i op p— el
d / <) N s ) y . - = - ‘_ _/__ A __‘.'_‘ ')
=M r 2my ¢

Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden der
nichtrelativistischen KEPLER-Bewegung nur durch das Zusatzglied

2 Z 2
! (W Le ) |

‘j_ N .2 .

AL

2
w22

Da es von r allein abhingt, ist das Problem ebenfalls in Polar-
koordinaten separierbar.

Wir haben jetzt aber nur noch einfache Entartung. In
Ubereinstimmung mit den bei der Zentralbewegung § 21 ein-
gefiihrten Bezeichnungen schreiben wir

Jo=J +J, L+ Jy=nh
Jy = J,+Jy-=kh.

Die Wirkungsintegrale J, und J,; sind dieselben wie friher,
insbesondere ist wieder

J, - dy = 23 p

das 2 7-fache des Drehimpulses. J,. bekommt dieselbe Form (2)
§ 22 wie frither

& T W \?l
A==2m,(— W) — - = = m," C° 1*<1" 5) |
c L mO c~/
., WeZ W
B = mje* 7 - T = myetZ (1 T %nocz)
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viel Arbeit verwendet worden, besonders im Hinblick auf die Er-
klirung der Rontgenspektren: doch waren die Ergebnisse durchaus
unzureichend. Die wichtigste mechanische Erkenntnis, die dabei
heranssprang, war die Bemerkung von SOMMERFELD, dal} ein solches
Elektronenpolygon nicht blofl um den Kern rotieren, sondern cine
Bewegung ausfiithren kann, bei der die Elektronen in kongruenten
KeprLER-Ellipsen laufen (Ellipsenverein). SoMMERFELD hat auch
die gegenseitigen Storungen solcher Ringe behandelt, sowoh! fiir
den Fall, dall sie komplanar «ind, als auch fur den Fall. daB
sie In verschicdenen Ebenen licgen. Modelle dieser Art haben
zwar einc ., Raumerfiillung™, wic die wirklichen Atome, zeigen
aber nicht deren Symmetrieverhiiltnisse, die sich sowohl che-
misch (Kohlenstotf-Tetraeder) als auch kristallographisch dullern.
Daher hat LaxD:') versucht. Modelle mit ridumlichen Symme-
trieelementen anzugeben. die mit SoMMERFELDs Ellipsenverein
das gemein haben, dall die Elektronen kongruente Bahnen in
exakten Phasenbezichungen durchlaufen (z. B. gleichzoitiger
Durchgang durch das Perihel). Aber auch diese Modelle ver-
sagten stets bel quantitativen Untersuchungen.

Bour erkannte, dall auf dem Wege der Modcllkonstruktion
und der rein theoretischen Betrachtung das Ziel der Erklirung
des gesetzmiilligen Aufbaus der Atome (periodisches System der
Elemente) schwerlich erreichbar sein wiirde und wandte sich einem
Verfahren zu, bei dem in halb theoretischer, halb empirischer
Weise, unter Heranziehung aller von der Chemie und der Physik
gelieferten Hinweilse, besonders aber unter ausgiebiger Verwendung
der Serienspektren ein Bild des Atombaus entworfen wird.

Die Ergebmisse der Chemie, die fir eine solche Untersuchung
in Betracht kommen, hat KossgL”) auf eine iibersichtliche Form
gebracht. Kr geht davon aus. dall die Perioden des Systems
der Elemente jeweils nach einem Edelgas beginnen, dessen
Atome dadurch ausgezeichnet sind, daf} sie keinerlei Verbin-
dungen eingehen und dullerst schwer ionisierbar sind. Die
Atome der LKdclgase werden also besonders symmetrische und

Y A. Laxpg: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 21, 8. 2. 644,
653. 1919; Zeitschr. f. Physik. Bd. 2, S. 83, 320. 1920,

) W. KosseL: Ann. d. Physik Bd. 49, S. 229. 1916; <« auch
G.N. Lewis: Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1919 und J. Laxe-
MUIR: Ebd. Bd. 41, S. Q6R. 1919.
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[Kin Beispiel wird die Sachlage sofort klarlegen. Nehmen
wir dic relativistische KEPLER-Bewegung, also die Bewegung
aul eincer Kllipse mit Periheldrehung. Die Bahn erfillt ge-
wohnlich einen Kreisring, also cin zweidimoensionales Gebiet,
iiberall dicht. Die Begrenzungsflichen fiir die Librationen des
Radiusvektor sind hier konzentrische Kreise.

Lassen wir nun die Exzentrizitit der Ausgangsbahn ver-
schwinden, so rlicken die beiden Begrenzungskreise immer mehr
zusammen. bis sie schliefflich verschmelzen und die Bahnkurve
in cine eindimensionale Kreisbahn iibergeht. Dabei ist eine
Entartung im bisherigen Ninne gar uicht vorhanden. Aber es
wird cine Winkelvariable infolge ihrer geometrischen Definition
thicr dic Perihellinge} unbestimmt, wihrend eine der Wirkungs-
rariabeln  den  Grenzwert einer Realititsbedingung annimmt.
Bei der relativistischen Kerrer-Ellipse ist z. B. allgemein J, <
und hier J, = . Wir werden dahcr diesen Fall passend mit
(irenzentartuny bezeichnen.

Weitere Beispiele bilden beim Zeruax-Effekt (8§ 34) cine
zu der Ifeldrichtung senkrechte Bahn, bei dem Zweizentren-
problem (§ 39) eine solche. die ganz auf einem Rotations-
ellipsoid verlduft nsw. Zur Veranschaulichung werdon wir auch
weitorhin von Kreisbahnen, Exzentrizititen usw. sprechemn. oh-
gleich unserc Betrachtungen viel allgemeiner gelten.

Der grenzentarteto Froiheitsgrad sei durch die Separations-
koordinate ¢, gekennzeichnet. deren Librationsgrenzen zusammen-
fallen. Die zu ihr gehorige Wirkungsvariable

S dy,

hat offenbar stets den Wert (). Lassen wir nun auf eine solche
Bewegung mit J/0 == ( storende Krafte wirken, so wird (ohne
Beriicksichtigung der Quantentheorie| im allgemeinen auch der
Freiheitsgrad ¢, angeregt werden (in unserem Beispiel die Bahn
kein Kreis bleiben), und das Phasenintegral J, wird von O ver-
schieden sein.

Nach den Prinzipion der Quantentheorie mull J, ein ganz-
zahliges Vielfaches von % sein; da es fiir verschwindende St-
rung in J0 iibergohen mull, kann es nur den Wert O haben.
Wir werden sehen, daB die einzige Losung, die dieser Forde-
rung geniigt, die ist, bei der J/,0 auch withrend der gestorten Be-
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w, und J, einfiihren kann, die sich zur Anwendung der Quanten-
theorie eignen. Hierzu ist in erster Linic notwendig, die J durch
geeignete Postulate so festzulegen, dall nur noch ganzzahlige
lineare Transformationen mit der Determiante 4 1 moglich sind;
denn nur dann haben die Quantenforderungen

(1) : == 1y h
einen Sinn.

Indem wir unserc bisherigen Betrachtungen verallgemeinern,
fassen wir mechanische Systeme ins Auge!), deren Hamirrox-
sche Funktion H(q,,p,---) die Zeit nicht explizit enthilt. Wir
nehmen weiter an, es lassen sich aus den ¢,_, p, neue Variabeln
w,.J, durch eine kanonische Transformation mit der Erzeu-
genden S(q,,J, ¢, J,)

(ﬂ. Y
P =
) o
0N
wn, = —- -
ke o
oJk

so einfiihren, dall folgende Bedingungen erfiilit sind:

(A) Die Lage des Systems soll periodisch von den u, abhdangen
mit der primitiven Periode 1. Die g¢,. die eindeutig durch die
Lage bestimmt sind, sollen periodische Funktionen der w, sein
mit der primitiven Periode 1; wenn ¢, durch die Lage nur
bis auf ein Vielfaches einer Konstanten (etwa 2 ) bestimmt
ist. soll es auch nur modulo dieser Konstanten (2 x) periodisch
sein. In dem letzten Falle gibt.es auch Funktionen (z. B.
sin ¢,), die im eigentlichen Sinne (des § 13) periodisch in den
w, sind.

(B) Die Hamiruronsche Funktion geht in eine Funktion W iiber,
die nur von den J,_ abhdngt.

Daraus folgt, daBl die w, lineare Funktionen der Zeit und
die J, konstant sind. Die Funktionen g, (w1~~-wf) haben ein
kubisches Periodizititsgitter im w-Raum, die Kantenlinge der
Zellen ist 1.

Es 1aBt sich nun leicht zeigen, daB durch die beiden Be-
dingungen (A) und (B) die Grofien J, noch nicht eindeutig (bis

') Die folgenden Bedingungen nach J. M. BurceRrs: Het Atoommodel

~ van RuTHERFORD-BOHR (Diss. Leyden). Haarlem 1918. § 10.

7*
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Wasserstoff erfordert jedoch oine Beriicksichtigung der Relativitdls-
theorie.

sine einfache Rechnung zeigt nimlich, dal die Geschwindig-
keit des Elektrons auf der einquantigen Kreisbahn des Wasser-
stoffatoms bereits einen Wert erreicht, der nicht mehr unter
allen Umstinden gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu vernach-
lissigen ist. Diese (ieschwindigkeit ist ndmlich

p h
') - —_ =

m

.
3

2 am (1111

setzt man hierin fiir «; seinen Wert 18, § 23
h*

(lﬂ - o N
4" me-

e¢in, ~o erhillt man das Verhaltnis

1. @ = = 7,29-107%,
" c he

Iiir alle Beobachtungen. deren MeBgenauigkeit diesen Betrag
erreicht. wird also die gewochnliche Mechanik nicht mehr aus-
reichen, sondern durch die relativistische zu ersetzen sein. Wir
miisson daher nach SoMMERFELD') untersuchen, wie die Be-
wegung eines Elektrons in cinem (‘ouromBschen Feld, das von
einem Z-fach geladenen Kern herrithrt, unter Beriicksichtigung
der Relativitdtstheorie verlauft.

Nach § 5 ist die Haminroxsche Funktion auch in diesem
[Falle mit der Gesamtenergie identisch. Man hat

(2) H=mc*|- _. —l)mi?_:VV,
[ N .
wo e j gesetzt ist. Nach (10) § 5 sind die Impulskomponenten
) 7
(3/} P, =— N ?)y = _H(_) Y N P. — _”_Z_Q__? .
ey 1 '

Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren

2 2 o mo"(‘-' : 2 L2 1 1
PSPy TP T g T S

und

1y A, Sommerrrin: Ann. d. Phvsik, Bd. 510 8,1, 1916,
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sei hier die graphische Darstellung der Terme aus der Arbeit von

3oHR und C‘osTER ') wiedergegeben tAbb. 16, Wi finden darin
den K- und einen L-Term (n — 1.7n = 2jschon bei den lcichtesten
lementen: ein M-Term in = 3) erscheint etwa bei der Atom-
nummer 21, ein N-Term (n - 4) etwa bel 39 und ein O-Term
n =) etwa bei 51. Was die Zahl der Terme jeder Haupt-
quantonzahl anlangt, so schen wir zwar die erwihnte Aufspal-
tung in 3.5 und 7 Terme; aber sie geschieht nicht gleichmilig,
sondern zunichst finden wir zweil L-. drei J/- und vier N-Terme,
von denen alle auller jedesmal dem ersten wieder in zwel Terme
aufspalten. Sehen wir von dieser letzteren. erst bel hoherer Atom-
nummer eintretenden Aufspaltung ab, so haben wir genau so viel
Terme, als die Nebenquantenzahl Werte annehimen kann. Die
Regel. nach der die Terme kombinieren, entspricht auch genau
der Auswahlregel fir £ 1k - 4 11,

Exs sei noch auf die Abweichungen von dem linearen Verlauf
der Wurzeln aus den Termwerten hingewiesen. Sie werden an
der von Bour und CosTER angegebenen Abbildung deutlich
(Abb. 16).  Die allgemeine Krummung der Kurven (inshesondere
des K-Terms) fuhrt SoMMERFELD! auf die .. Relativitatskorrek-
tion* (§ 33. S. 236) zuriick. Die kleinen Knicke, z. B. bei
Z = 56 und Z -= 74 hingen nach Bour und (‘osTER mit dem
Ausbau innercr Klektronengruppen zusammen, worauf wir auch
noch kurz zuriickkommen werden & 32, S. 226).

§ 30. Atombau und chemische Eigenschaften,

Das Endziel einer Theorie des Atombaues miifite xein, das ganze
periodische System der Elemente aus Atommodellen zu konstruie-
ren. BoHR hat bhereits in seinen ersten Arbeiten dahingehende Ver-
suche gemacht. Krbeniitzte dabei ,,Ringmodelle=. bet denen die ein-
zelnen Elektronen in den Ecken konzentrischer, reguliver Polvgone
(den ,,Ringen~)liegen. Auf die Durchrechnung soleher Ringsysteme
ist von BoHr®*), SOMMERFELD '), DEBYE”, KROO"), SMEKAL") u. a,

Y N. Bour und D. Cosrer: Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, 8,342, 1923,

2) A, Sommrerrenp: Ann, d. Physik.  Bd. 51, S. 125, 191+,

3 N. Borr: Phil. Mag. Bd. 26. S. 476, 1912,

Y A. SoMMERFELD: Physikal. Zeitschr. Bd. 19. S, 247, 191¥,

") P. DEsYE: Ebd. Bd. 128 8. 276, 1917,

%y J. Kroo: Ebd. Bd. 19, S. 307. 191&.

Y A, Smexan: Zeitschr. f. Physik. Bd. 5, S. 91. 1921,
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11 K= Mv.op.p. - Hylq,):

Y
2 H,
o, o,
trachten. Das durch (11) gekennzeichnete mechanische System
hat im allgemeinen mehrere Gleichgewichtslagen, Bestimmt
man niimlich die Werte von ¢, == ¢,° aus

dic Grollen v, ., = sind dabei als Konstante zu be-

oK oH,
o == T == s
0q, 24,
so st g, =—=¢q,", p, =0 ein Lisungssystem der kanonischen
Gleichungen. Damit ist auch
;781 v
12 o 77 0. 8| == const
ow,

cin partikuldres Integral der Differentialgleichung (5}, wenu
man die konstanten Werte von w,° aus den Gleichungen

(13 ru'(’ =
berechnet und )
Hi_’ Hz (u’:‘o)

setzt. Dies Verfahren versagt nur. wenn das Gleichungs-
svstem {131 nicht nach den w,° auflosbar ist, d. h. wenn die
., HesseEsche Determinante

verschwindet.

Die gefundene Bewegung des gestorten Systems hat den
gleichen Periodizititsgrad s wie die ungestérte. Der Umstand,
dali die Konstanten ,® nur ganz bestimmte Werte haben
konnen, bedeutet Phasenbeziehungen der gestorten Bewegung.

Die Bewogung ist nur dann stabil, wenn die Hilfsvariabeln
4, der Gleichung (11) an der Stelle g, = ¢,° ein stabiles Gloich-

gewicht haben. Dann sind die Nachbarbewegungen kleine

Schwingungen um die betrachtete ausgezeichnete Bewegung.
Dali die hier gefundenen Bewegungen die Quantenbedingungen

erfillen, sieht man folgendermaflen. Ks ist J,” = const und
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positiven Bestandteils gleich der Anzahl der Elektronen; durch
Verlust von Elektronen entstehen positive Ionen, durch Auf-
nahme iiberfliissiger Elektronen entstehen negative Ionen.
Uber die GroBe der Elektronen kann man héchstens un-
gichere theoretische Betrachtungen anstellen und kommt dabei

~auf GroBenordnungen von 10-3cm. Dagegen ist LENARD zu-

erst zu ganz bestimmten Aussagen iiber die GroBle der posi-
tiven Teilchen gelangt, die er Dynamiden nennt. Auf Grund
von Versuchen iiber den Durchgang von Kathodenstrahlen durch
Materie fand er, daB8 nur ein verschwindender Bruchteil des
von Materie erfillten Raumes fiir schnelle Kathodenstrahlen
undurchdringlich ist. Zu ganz analogen Resultaten gelangte
spiter RUTHERFORD auf Grund von Versuchen iiber den Durch-
gang von ¢-Strahlen durch Materie. Durch Studium der Reich-
weite und der Zerstreuung dieser Strahlen konnte er feststellen,
dal die AusmaBe der positiven Teilchen, die er Kerne nennt,
mindestens 10000mal kleiner sind als die eines Atoms:; bis zu
dieser Grenze lassen sich nimlich die beobachteten Ablenkungen
durch CouLomBsche Krifte zwischen den geladenen Teilchen
darstellen. Die Messungen lieBen auch Schlisse auf die Ladung
der positiven Teilchen zu und ergaben als Zahl der Elementar-
ladungen ungefibr den halben Wert des Atomgewichts; ebenso
gro mufll auch die Anzahl der Elektronen im neutralen Atom
sein. Dieses Resultat wurde durch Versuche iiber die Zerstreu-
ung von Rontgenstrahlen gestiitzt; der Betrag der Zerstreuung
héngt namlich wenigstens bei locker gebundenen Elektronen
wesentlich nur von deren Anzahl ab.

Uberblickt man nun die Gesamtheit aller Atome, so wird
man sich durch das auf Grund chemischer Erfahrungen auf-
gestellte ,,periodische System“ leiten lassen. Dieses gibt eine
ganz bestimmte Reihenfolge der Elemente; es ist im wesent-

- lichen die Reihenfolge der Atomgewichte, doch gibt es auch

einige Abweichungen davon (z. B. A und K). Das oben ge-
wonnene KErgebnis, dall die Kernladungszahl ungefihr gleich
dem halben Atomgewicht ist, hat vax DEN BRrOEK zu der Hypo-
these gefiihrt, daB die Kernladungszahl genau mit der Nummer
des Atoms im periodischen System (Atomnummer oder Ord-
nungszahl) libereinstimmt.

Nachdem auf Grund der Entdeckung v. Laugs die Rontgen-
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Wir betrachten zundchst nichtentartete Systeme. IFur diese
hat die Transformation (6) die Form

(7,\ ’Z/.'-k —_ ‘l,’[
l

klu/’[ —:‘—‘ l/’k (\Jl' * e]/> »

Um nun die zweile Reihe der Transformationsgleichungen
fiir den Fall eines nichtentarteten Systems zu finden, bilden
wir zur Transformation (7) die Erzeugende. Sie lautet:

e e, J ) = W T e F (i)

| '“1"/1"‘”'/"]/")"7-, 1., J w0, + V(J, J/.)jh_FL\ul w),
wo ' die partiellen Ableitungen v, hat'). Die zweite Reihe
der Transformationsoleichungen wird jetzt

- ¢ - .
— [ j o DYL] . . e L
'8 Sy = o N J ey,
k
l

U zu sehen. ob die Transformation
\'r w. - .
kT — T W1y (y J)
(4. . v J g (o B
Jo =21, 1w, w[)
wirklich die Bedingungen (A), (B) und (C) ungedndert liBt,
oder ob wir die Gesamtheit der zulidssigen Transformationen
noch einschrinken miissen, zerlegen wir sie in drei Transfor-
mationen

(1()\ u‘k = ID]C _|:_ ?‘/)k (J]_ e Jf) ’ Jk == ‘C\\gk

’ : 1), = 7 . X = X

(11: 10y, = % LINALSE S = z\ TANT

(] 2 ) EIC o —w—k ) Jk — 3}; —_{_ fk (‘i[’,l e a}‘) .

Alle drei sind kanonisch; man kann ndmlich zu jeder eine

p—

Erzeugende 1m Sinne des § 7 angeben.

Die erste Transformation (10) liBlt (A) und (B) unverletzt.
Dall sie auch (C) unverletzt laBt, sehen wir folgendermafen
ein: Sind 8(¢,J) und &(q,J) die Erzeugenden von Transfor-
mationen der Form (2), die ¢,p in w,J und w, S iiberfiihren,
so gilt

¢Sy, J) 9&(q.3)

— = = p,;
04, 04, g

) Man sieht daran, dafl die v, in (7) gewisse Differentialbeziehungen
erfiilllen miissen, damit die Transformatlon kanonisch ist.
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In dhnlicher Weise geht es weiter: nur werden dic Perioden
jetzt linger isic enthalten erst 18. nachher 32 Elemente). Da-
zwischen treten die Elemente Cu, Ag, Au auf, die cine gewlsse
Analogic zu den Alkalien haben; sie werden also ebenfalls durch
ein leicht abtrennbares Elektron und einen relativ stabilen
Rumpf gekennzeichnet scin.

Kosser hat durch diese qualitativen Uberlegungen einen
groen Teil der anorganischen Chemic physikalisch verstindlich
machen konnen: besonders erfolgreich war diese Theorie auf
dem Gebiete der sogenannten Komplexverbindungen. d. h. solcher
Verbindungen. bei denen Molekeln durch Aneinandorlagerung
von Atomkomplexen entstehen, die vom Standpunkte der ein-
fachen Valenztheorie vollstdndig gesiittigt sind.

Laxeymvir und LEwrs') haben (unabhiingig von KossgeL) die
Theorie durch die anschauliche Vorstellung belebt, dall die
stabile Kontiguration von 8 Elcktronen, die wir beim Ne, A
und den lIonen der benachbarten Elcmente antrafen. cin Wiirfel
ist [Oktett-Theoric), in dessen kEcken diese 8 LElektronen in
Gleichgewichtslagen sitzen. Es handelt sich also bei diesen
amerikanischen Forschern um statische Modelle, die in den
Rahmen unserer Atommechanik nicht hineinpassen und die
daher hier nicht weciter betrachtet werden sollen.

Man kann aus physikalischen Uberlegungen Griinde dafiir
angeben. dali die aus 8 Klektronen bestehende Edelgaskonfigu-
ration ungefihr die Symmetrie eines Wiirfels haben mufl. Die
Haloide der Alkalimetalle (vom Typus des Steinsalzes NaCl)
kristallisicren im reguliren System; man mull aber annehmen,
dall die Bausteine dieser Gitter, wie sie von der Rontgenstrahl-
Analyse geliefert werden, nicht die neutralen Atome, sondern
die Ionen (z. B. Na ' und C17) sind. Das folgt einmal aus der
Existenz ultraroter Kigenschwingungen des Gitters, die Stellen
selektiver Absorption und Reflexion bedingen (_R.eststrahlen) ;
sodann konnten DEBYE und ScHERRER?] durch quantitative
Messungen der Rontgendiagramme am LiF zeigen, dafl sich die
Elektronenzahlen der Bausteine verhalten wie 1:5, entsproechend

1 loe. cit. S. 207.
¥ P. DEBYE u. P. SCHERRER: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 474.
1918.

Born. Atommechanik I. 14
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kénnen wir £ und #® als klein ansehen. Netzen wir die neucn

Variabeln in die Hamirrowsche Funktion ein, so konnen wir
diese nach & Y entwickeln, derart. dal} jeder Koeffizient der
Potenzen von 4 fiir sich eine Reihe nach steigenden Potenzen
in den &% 99 wird.

Dabei schreitet die Entwicklung von H, also der Encrgie-
tfunktion der ungestérten Bewegung, wegen (1) nur nach Potenzen
von &% und #"? fort, da sie nur von J” und nicht von w/
abhéngt. In der Stérungsfunktion dagegen werden auch lineare
Gilieder auftreten. Nunmehr Lifit sich die oben angedeutete
Schwicrigkeit analytisch formulieren.

Es ist zwar fir das ungestérte Systom wegen

d& rcH 0 d 0 oH, U
o = 0. e s
dl 6N ey, =0 dt oL L TR S

die Kreisbahn &°--0, 5°=0 eine strenge Losung der Be-
wegungsgleichungen, nicht aber fiir das gestirte, da im allge-
meinen die Stérungsfunktion auch lineare Glieder in den £°, y*
enthalt.

Diese Betrachtung legt sofort einen Weg zur Lésung nahe.
Gelingt es durch eine geeignete Transformation solche Variable
£, n cinzufiihren, daB} alle linearen Glieder in der Entwick-
lung der Hamirronschen Funktion herausfallen, so haben wir
auch fiir das gestorte System in &= 0,7 =0 eine strenge
Losung der Bewegungsgleichungen. Diese Transformation lift
sich durch ein Rekursionsverfahren finden, wobei zugleich die
Integration der iibrigen Bewegungsgleichungen mit gelsistet wird.

Vorgelegt sei also ein mechanisches Problem mit der
HamirTox schen Funktion

(2) H =H,+-JH +~*H, — -
Hy=Hy, (J0) -0y 4-don®” -

N 0 0 : i 0%
H = H,,(J." w’) 4 a, & b 7" 4 ¢ & -dyy
i 9150”/0 i
) : ) 0 c0? 02
HQ - HZO (Ju(s wuo‘ o a’g N -_!'" brz [/ cg:o —i_ d-} 7]
. 62507]0 —‘—---.

Dabei sind die H,9, a,, b,... (n =1,2...) periodische Funk-
tionen der w ® (Periode 1). Durch die gesuchte Transformation
soll (2) in die Form





index-75_1.png
8 15, Allgemeine mehrfach periodische Systeme, 101

w, .J R J N

aufsuchen, die die Bedingungen (A), (B3) wnd (C) ungedandert Lifst.

Wir suchen die erste Reihe der Transformationsgleichungen
auf, nimlich die fiir w,. Mit Riicksicht auf (A) muB die Trans-
formation das System der Gitterpunkte, die der primitiven
Periode 1 entsprechen, in sich sclbst iiberfithren. Nach (7)
§13 missen sich dann die w, folgendermaBen transformieren:

(6) W, =T 0 e ey (w0

Wyy o, .0).

A O i

Dabei hat das System der ganzzahligen 7., die Determinante =+ 1.
Die 4 sind periodisch in den w, mit der Periode 1 und. als
Funktionen der wu, geschrieben, auch in diesen; sie lassen sich
also in der Form

AN

“y 2ai{a, i L T 1A
I/! - = \ (j’()_e ( ! 1 + ' / /’]

<

darstellen. Die Bedingung (B) bringt eine neue Einschriinkung.
Als Funktionen der Zeit betrachtet, miissen die w, wie die w,
linear sein; aus (6) folgt, daB dann auch . lineare Funktionen
der Zeit, wegen der Periodizitit also konstant sein miissen,
Das bedeutet aber, dal im Exponenten der Fourigr-Darstellung

nur solche Kombinationen der w, auftreten, fir die

| : y — 7T S I v Y —
O W 5 o w, = (0, v, — o)t (0,8, + + 0,0,)

von ¢ unabhingig, also (identisch in den J)

oY, = Op v = 0
. . . oW
ist. ¥, bedeutet dabei die Ableitung g 7
2

Der Fall, wo identische Beziehungen

(Tv) = (N I 7,7,==0

wwischen den Frequenzen bestehen, wird ganz allgemein in
unseren Uberlegungen eine grofie Rolle spielen. Wir nennen
Systeme, bei denen er eintritt, entartete Systeme; die {ibrigen
- nennen wir nichtentartel.

Auch der Fall, wo nur fiir bestimmte Werte der J;. Kommensurabili-
tatsbeziehungen gelten, wird uns beschiftigen; das mechanische System
it dann nicht entartet; aber die betr. Bewegungen, fir die (r+)=0 ist,
- wollen wir 2ufilliq entartet nennen, wihrend die Bewegungen eines ent-
arteten Systemg [(v r) == 0 identisch] eigentlich entartet heiBen sollen.
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Die Ausrechnung des Integrals crgibt wie frijher ivgl. (5) An-
hang II

B B
J, = n— kY h = 2:7(-— | )

14,
also:
W
o th(lJ,—m-—d,)
«® Z* ’
(n — k)h = - Ath — o - _ - - 0
T
1 — (1=
° V o m, c*
. . . W .
Lost man die Gleichung nach 1 -~ —— auf, so erhilt man
m, ¢
W 1
((5) 1 + T 0 —-= . - T : [ - LTI .
\ m, C” o« Z*?

/ e
V C(n— kY — o227
Hiermit haben wir den strengen Ausdruck fiir die Energie.
Von der Bahn wissen wir, daf} sie wie bei jeder periodischen
Zentralbewegung eine Rosette ist.

Fir uns kommt nur der Fall in Betracht, wo « sehr klein

ist. Es geniigen daher die ersten Glieder der Entwickiung nach ¢ .
Wir erhalten so

4 k

Driicken wir ¢ nach (1) aus und fithren wir die RyDBERG-
Konstante R nach (2) § 23 ein, so erhalten wir:
RhZ? [1 ’ cc“’Z‘3<n 3)7
. T ont \k 4/
Ehe wir diese Gleichung naher diskutieren, wollen wir sie noch
einmal mit Hilfe der Theorie der sdkularen Storungen ableiten.
Wir gehen dabei vom Ausdruck (4) der HamiLronschen

Funktion aus. Darin ist das zweite Glied in der Wurzel von

der GroBlenordnung £?: wenn wir nach dieser GroBBe entwickeln,
erhalten wir:

1 1
H — : —
2

. W a‘“’Z‘“’_; cz*Z*(3 n)
"m, c? 2n%  2nt

(7) =

n‘.‘

3 1

2 2 | L 2\
R ]), - py T pz ) _{— ¢t
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stabile Konfigurationen sein, dic infolge der hohen Symmetrie
nur von geringen Kraftfeldern umgeben sind und wegen der
hohen Stabilitit weder leicht Elektronen abgeben noch auf-
nehmen. Die den KEdelgasen vorangehenden Atome sind die
Halogene (¥, Cl, Br, J), die leicht als einwertige negative Ionen
auftreten: dies kommt nach KosstL daher, dall ihrem Elek-
tronensystem ein Elektron zur symmetrischen, stabilen Edel-
gaskonfiguration fehlt und es daher bestrebt ist, das fehlende
lllektron unter Energieabgabe (Elektronenaffinitit) an sich zu
reiBen. Umgekehrt treten die auf das Edelgas folgenden Atome,
die Alkalien (Li, Na, K, Rb, Cs) stets als einwertige positive
l[onen auf, geben also leicht ein Elektron ab; man wird daher
anzunehmen haben, dall bei ihnen ein leicht abtrennbares Elek-
tron aullerhalb eines stabilen Rumpfes von FEdelgascharakter
umlauft. In entsprechender Weise lalt sich die positive oder
negative Elektrovalenz der iibrigen Atome deuten: die erstere
beruht auf der Existenz leicht abtrennbarer Elektronen, nach
deren Entfernung ein edelgasartiger Rumpf {brigbleibt, die
letztere beruht auf dem Bestreben ,,unvollstindiger* Klektronen-
gebilde, durch Einfangen von Elektronen zur Kdelgaskonfigura-
tion sich zu erginzen.

(teht man nun an Hand dieses Prinzips das periodische
System durch, so gelangt man zu der Vorstellung vom Schalen-
haw der Atome (s. auch § 29, S.202). Die erste Periode, be-
stehend aus den Elementen H und He, stellt die Ausbildung
der innersten Schale dar. Das System von zwel Klektronen
des Edelgases He mul} also eine sehr stabile Anordnung sein,

Die zweite Periode beginnt mit Li. Dieses Element wird
einen Rumpf vom C(harakter des He-Atoms haben, an den
aullen ein drittes Elektron locker gebunden ist. Beim nichsten
Element Be tritt ein weiteres auBeres Elektron hinzu usf., bis
beim zehnten Element Ne die zweite Schale zu einer stabilen
Edelgaskonfiguration von 8 Elektronen geworden ist. Damit
ist die zweite Schale vollstindig.

Das erste Element der dritten Periode, Na, hat wieder das
locker gebundene duBlere Elektron, das den Anfang der dritten
Schale darstellt; diese schlieBt mit dem Edelgas A ab, und
da dieses die Atomnummer 18 hat, so besteht die vollstindige
dritte Schale wieder aus 8 Elektronen.
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wegung dauernd 0 bleibl. Die gestirte Bewegung hat also (wie
bei der zufilllicen Entartung: den gleichen Periodizitiitsgrad wie
die ungestorte.

Die Aufgabe, diesc Losung zu finden, fithrt auf eine mathema-
tische Schwierigkeit. Betrachten wir zuniichst unser Beispiel, so
enthilt die Storungsfunktion im allgemeinen Glieder, die linear in
der Exzentrizitit sind. also Terme mit V/J/." ). Dies kann nun
ganz allgemein bei grenzentartetem Ausgangssvstem auftreten.
ks kommen dann in

dw!  H
di o)
| /
Glieder mit vor, . h. beim (irenziihergang zur ungestorten
W ang
g

Bewegung wird die Koordinate zu[U (Perihelldinge) sehr schnell
beweglich und hat keinen endlichen Grenzwert. Die Entwicklungen
des § 41 sind dann nicht anwendbar.

Das Verhalten der Variabeln .l/,“w/." dhnelt dem von Polar-
koordinaten: fiir J* - wird w/ unbestimmt. Wir werden
anch in der Tat die erwihnte Schwierigkeit {iberwinden, indem
wir sie durch die Porxcarischen ..rechtwinkligen® kanonischen
Koordinaten®,

e Al
1, = |/ -—-sin27w". = / cos 2w’
s / T f

02
)J

ersetzen (die KErzeugende ist —7—;——— tg2.~cwf°). In der N&he von

Z

J/” -~ () kann sich dann u*/.“ noch dindern, ohne daf & und #°

rasche Anderungen erfahren.
Da in der gestdorten Bewegung J von der zugehirigen
Wirkungsvariabelun J, = 0 nur um kleine Betrige abweichen darf,

*i Mit unseren fritheren Bezeichnungen ist die Exzentrizitit

g

dem grenzentarteten Kreiheitsgrad entspricht das radiale Wirkungs-
integral
Je=J =0
Man sieht sogleich, daB fiir kleine .J. dic Exzentrizitit proportional
}J, wird.
% Vgl H. Poixcark: Méthodes nouvelles, Bd. II, Kap. XII.
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' L df,
<J> P A, = gj)Pkdq" dq, + gﬁ g A4, -
k

Das zweite Integral der rechten Seite verschwindet (wegen des
geschlossenen Integrationsweges) und das erste Integral wird

bpedy,.

Die Integrale J, sind also wirklich eindeutig bestimmd.

also wird

Beim rdaumlichen Oszillator erfiillte im allgemeinen Fall die Bahn-
kurve cinen Quader. Beim Fehlen von identischen Kommensurabilititen
sind also die rechtwinkligen Koordinaten oder Funktionen von ihnen die
einz'gen Separationsvariabeln, und die Integrale .J,, J, und J, haben
invariante Bedeutung.

Wenn identische Kommensurabilititen bestehen, so fillt die
Bahnkurve den Quader im ¢-Raum nicht véllig aus, und die
Koordinatenrichtungen brauchen nicht mehr invariante Be-
deutung zu haben. Die J, brauchen dann auch mnicht eindeutig
bestimmt zu sein.

So konnten wir beim rdumlichen Oszillator im Falle », =», das
Koordinatensystem beliebig um die z Achse drehen, ohne daB die Sepa-
ration gestért wurde; wir erhielten in den verschiedenen Koordinaten-
systemen auch verschiedene J, und J,. Ferner sind die rechtwinkligen
Koordinaten nicht die einzigen, in denen der Oszillator fiir v, =, sich
durch Separation behandeln 1aBt.

Um dies zu zeigen und zugleich ein Beispiel zu geben fiir die Lo-
sung der HamiLtox-JacoBischen Gleichung durch Separation in einem
Falle, wo sie nicht additiv zerfillt, wollen wir den riumlichen Oszillator
fir +», =»,=» mit Zylinderkoordinaten behandeln. Die kanonische
Transformation (12) § 7:

I == 7 CO8S ¢ Pr = Pr CO8 @ ~- Py, sin @
y=r sin ¢ p(p = —PaT 8in % + Py ¥ o8 @
===z pa - p:

fuhrt die HamirtoNsche Funktion iiber in

1 < 1 ) m
—_ __ly 2_ 2 _m? | 1. 2 .2 2 L0
: ) ). w? r? 4+ w,? 2% .
H 2 m Ir y ] ot —}— rg p(r | 2 ( i z )
Wir versuchen, die HamiLToN-JacoBische Gleichung

‘aN\2 @ 1 /a8\2 |
\-—O—b—> ~ | §§> + — (8 ) S (w2t =2mW
cr \0Z  \dq “

mittels des Ansatzes
S =28, (r) - Sq, (q‘) — N, (2)
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.._.) »j‘ — '] = N }l-
A 7
J.o=n.h

hiitten hier also einen Sinn. Dagegen wiirde die Festlegung von ./, und le
einzeln dureh solche Bedingungen zu ganz anderen Quantenbahnen
fihren, als die entsprechendc Festlegung von ./, und J, bel etnem be-
stimmten rechtwinkligen Koordinatensystem.

Wir betrachten jetzt niher den Zusammenhang zwischen den w,, wy,
/.. J, und den u,, w, J., J . Es ist

‘1

Jqo =2z P>
wo
p(/ = M (L !/ —Y l)

die Komponente des Drehimpulses um die z-Achse ist. Driickt man
hierin .+ und y durch die Winkel- und Wirkungsvariabeln nach (9) § 9
aus, <o crhilt man:

I
2) - f‘ ¢ 7 \ .
(21 J{/ = | JpSysin 27 (w, — wy).
Hier ist w, — w, = 0,— 6§, eine Konstante. Dagegen ist
Wo Wy e 6;_7 J,,
Z ‘ 2

gleich der zu J{p konjugierten Variabeln w, = —.G-E—. Den Ausdruck fir
oy 4

J, bekommen wir aus der Gleichung
2 Jr 2R J,p — Jx T Jy

und finden

| 1 : \
Jr=y et d)— | e dysin®a(w, —wy).

-

Die Gleichung fiir w, endlich kann so erhalten werden, da8 man w, mit
Hilfe der Bewegung~glelohungcn aus J, und J_ berechnet und fir

diesec Griofen dic eben gewonnenen Ausdriicke elnsetzt
Die Transformation, die das Variabelnsystem w, P, J, J mit dem

System w, w, J,.J, verbindet, ist auch hier keine solche, dle die w
unter sich und die J unter sich verkniipft. Vielmehr geht die konstante
Differenz w, —w, in die Beziehungen zwischen J,p J, und J,. J, ein,
Wir werden sehen, dall jedes entartete System dieses Verhalten zeigt.

§ 15. Allgemeine mehrfach periodische Systeme.
Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln.

Bisher haben wir nur solche mechanischen Systeme der
Quantentheorie unterworfen, deren Bewegung sich durch Sepa-
ration der Variabeln berechnen 1af3t. Wir wollen uns jetzt all-
gemein fragen, wann man solche Winkel- und Wirkungsvariabeln
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.

| 1 1
/1, ~ 4 A T
1!71'3 (']2 Jl ¢ T-:: LJ-J o Jlﬁl‘j
dabei ist J, die entartete Wirkungsvariable. Bildet man nun
rﬂﬂ_fl.‘? = — 24 A _1_ N ‘__.] .
oy i, I Y, —Jy)

so sieht man, daB dieser Ausdruck fiur alle Werte der J ne-
gativ ist.  Das Jinimum der Stérungsenergie ﬁ-: entspricht hier
also gerade der labilen Bewegunyg.

Man erkennt, dafl dieses Verhalten damit zusammenhangt, dals

s

e
ist, wo H, dic Energie der ungestorten KerLER-Bewegung be-
deutet. Es wird also stets dann auftreten, wenn sich Elek-
tronenbahnen in irgendwelchen Atomen oder Molekeln gegen-
seitig Decinflussen.

Im Falle eines Freiheitsyrades zeigte unsere Uberlegung, daf
die Sewegungen mit Phasenbeziehuny die quantentheoretisch einzig
moglichen sind. Genau dasselbe gilt, wenn die Gleichung (5) durch
Separation der Variabeln losbar ist oder durch eine Transforma-
tion der «,? auf eine solche Form gebracht werden kann. Dann
erhilt man fiir die einzelnen Summanden von 8, Gleichungen
der Form {6) und kann alle folgenden Schliisse ebenso ziehen.

[m allgemeinen FFall kann man zwar die Notwendigkeit der
Phasenbeziehungen nicht beweisen, aber man kann zeigen. daf
es gestorte Beweyungen mit dem gleichen Periodizitdtsgrad s wie
die ungestorten qibt, fir die Phasenbeziehungen bestehen wnd die
quantentheoretisch ausgezeichnet sind.

Die Differentialgleichung (5) ist dquivalent einem System
kanonischer Gleichungen

. ¢ K . oK

Up =7 7 Yo = — . —3

) s pg (g'_)
darin hat man fiir K den Ausdruck zu setzen, den man erhiilt,
wenn man in der linken Seite von (5) die w, durch ,Koor-

| . 08 , .. |
dinaten* ¢, und die 8w—1° durch die konjugierten ,Impulse~

~ ]

<0

p. ersetzt:
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2u losen. Da ¢ zyvklische Koordinate ist. wird

A\‘ I A ¥ S
l/ l/

Fassen wir nun die von = abhingigen Glieder zusammen und setzen
gie gleich einer Konstanten, die wir mit m* m.2 «.2 bezeichnen :

d ‘q.’\" 2 | ) 1) ) o) 5
. DoEmt ol =m? o e
az

1o

80 bleibt fiir die von r abhingigen Glieder
./(]‘\‘,-\2 ‘ ({; N

f R 9 r < o .
—--——) — ol =2m W — w2 2.
dr r-

Bilden wir die drei Wirkungsintegrale, so lassen sich zwei sofort aus-

fihren (und zwar .J. unter Einfiihrung der Hilfsvariabeln y - - are sin
o,
wie im § 9); wir erhalten:

I

~
o~
[
B S

S

» / ) o o )
9 W _ 2,2 {-
"II' == NI (€3] —l/ - 7..]. o - '1 7)7 (I): (»: IS l/

m m2 w? r

(19) J =27

‘J /

Jo=mo ) et —2dr= 2 mw, o2,

Das erste Integral erhilt durch die Substitution 2 - » die Form

M iy L, adx
J. l —a =2 he -2t ’
2 X
[ )
WO
e WL me,? 2
a-—-- ) -, b= 5 -
m= w3 M2

ist. Dieses Integral 148t sich nach einer der im Anhang angegebenen Me-
thoden auswerten. Man erhiilt (vgl. (5) im Anhang II):

m o — ‘W m a.2 a.g\
S - alb—Ja)=al = — S
! 2 ( ba) \w i Q2w /

Driickt man hierin ¢, und «, durch Jq, und J. aus, so bekommt man
fir die Energic

(20) W @, ) o VZJE, o = %
Man sieht an den Gleichungen (19), dal .J. und Jq) vollkommen andere

~ Bedeatung haben als die GroBen .J, und J, bei Separation in recht-
 winkligen Koordinaten; z. B. ist jetzt J,, das 2 z-fache des Drehimpulses

' um die z- Achse. J, jedoch hat die gleiche Bedeutung wie frither; ferner
bedeutet der Faktor von v, namlich 2J,+J(P, dasselbe wie frither

J:+J, (er ist der »-te Teil der Energie eines Oszillators, bei dem die

}in beiden Fillen gleichbedeutende Grife J. gleich 0 ist). Die Quanten-
| bedingungen

Born, Atommechanik I. 7
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4. Kap. Storungstheorie,

Rotatoren § 44). hat die miechanisch stabile Bewcgung den
. . *H, . 1.
kleinsten Wert von H,. Wenn aber P -+ negativ ist (dieser
Fall kommt in der Atommechanik \'ors, so hat die mecha-
nisch stabile Bewegung gerade den grifiten Wert von H_
und die mechanisch Tlabile den kleinsten. REs ist vorldufig
nicht zu entscheiden, ob nur die mechanisch stabilen Re-
woegungen als stationiire Bewegungen zulissig sind. LiBt man

nur die stabilen Bewegungen zu, so kann es vorkommen. daB

ie Storungsenergie H, ein Maximum hat, im Gegensatz zu
statischen Modellen, wo die Energie stets ein Minimum ist.
LiaBt man auch nmchambch labile Bewegungen zu (1h1e Nach-
harbewegungen sind ja quantentheoretisch niche erlaubt), so
kann es vorkommen. dafi gerade der Normalzustand (\Ilnlmum
der Energie) zu diesen gehort.

Um dieses Verhalten zu erliutern, denken wir wns zwei
[<lektronen in kreisférmigen KerrErR-Balinen {gleichgiiltig, ob sie
um denselben oder um verschiedene Kerne umlaufen), die sich
ein wenig storen. Bahnlage und Bahnform denken wir uns
festgehalten und betrachten nur die Anderung der Bewegungs-
phasen unter dem EinfluB der stérvenden Kriifte. Die Energie
der nngestorten Bewegung ist

b= —

die ungestirten Frequenzen sind

24 2
J - [ .
1 R 2 ;
J, g,
Fir jeden Quantenzustand (J, = iy i Jy ==, k) sind sic also
kommensurabel: 7 v, 47,0, == 0. Zerlegen wir jetzt durch

eine kanonische Substitution die Winkel- und W irkungsvariabeln
In entartete und nicht entartote. so haben wir

1 N
W 5(11 w,o— T, ), Jl =Yg JI/J

1 v . Tn —
w, = Z’ (T, Wy - 7, wﬂ), J_: — _; (Jg . J1>

zu setzen. Wir erhalten:
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Sie ist also auch hier gleich der Gesamtenergie. In der Energie
tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied
auf, da die magnetischen Krifte keine Arbeit leisten: die

0. .
Kraft - . [v5] steht ja immer auf v senkrecht. Driicken wir

die Geschwindigkeitskomponenten in H durch die Impulse aus,
so crhalten wir

\j‘1 B T N S oY SR L9
H - — LQm“p"' : py mp cm (‘Ix Py~ ‘[y p!/ o "I: p.)
82 A ] 3] b} _—{I h 4
- o (- E A=) U,
21m c- Y <o

Wir beschrinken uns im folgenden auf den Fall, wo das Feld
o schwach ist, dall die in % 9 A quadratischen Glieder ver-
nachlissigt werden koénnen. Dann konnen wir auch

-
L4

(5)  H= V[ . (p,.‘-’fpy“’—!~p“’)+§i’t-nJ U

schreiben. so dall die HamirroNsche Funktion sich von der
der feldfreien Bewegung nur um das Glied

e
S A
unterscheidet.

Wir wollen jetzt den Einflull eines homogenen Magnetfeldes $
auf die Bewegung der Elektronen untersuchen. Wir konnen

dann
o = L[]

setzen. wo r der Ortsvektor eines Elektrons ist. Im Zusatzglied
wird also
\." :\1;1_5‘. — \wl(_ '.b e ----—,U-': _____ _" (
_Q[D —_)[Dl]p —-_fggl.lJ me?p 2m'b,p/3
wo p der Gesamtdrehimpuls des Systems der FElektronen ist
und p,. wie oben seine Komponente in der Feldrichtung. p,, ist

bis auf Glieder, die § proportional sind, der zu einem absoluten
Azimut konjugierte Impuls. Wenn wir zu den Winkel- und Wir-.
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Nach § 4 haben wir dann eine Funktion .M zu bestimmen. so daB

(l (_‘l[ B ('J_[ @
dt o X o
wird. Die Funktion
% ¢
M = . Vb - " RUIRUESS 9[3, y -+ W, z)

hat diese Kigenschaft; 9 ist darin das Vektorpotential des
Magnetfeldes, definiert durch

-~

2 = rot J.
Ex 1st namlich:

d oM M d [ ) R SEL R S\
Lo . i _ - ( - ~r - — 1
dt x cx At \c !

oo (wr fQII> . (24, 391,)“
i e - - _— . =2 —_ 2 _f:._‘_‘_._ ol

)

Die Lacraxcesche Funktion ist nach (8) § 4:

= P — U O A, W),

(A

wobei die Summe uber alle Elektronen zu erstrecken ist. Hier-
aus berechnen wir die Impulse. Fiir ein Elektron werden sie:

L ey
p = —-—max — N,
P, cx ¢ 7
N (L e
{\ 3 ) p =TT = miYy — - - Q[ »
y (e c Y
oL ) e 9
p=——=mz— -9,.
2 Py c

Die HamirronNsche Funktion wird nach (3) §5

| 3

H - l“lll; p."_f _.L_ gpy -_'L_’ ép:,') T L

- 4)
| ~ N @ g U= T 4T
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S -
1 H 1,00
(0.74
2 He | 169
3 Li 1.5
(1,52
5.0 1174
10 Ne)| 167
11 Na 163
) 1,33
12 Mg {2,31
1341 | 219
9K | 1,7
‘ 1,49
20 Ca | {2¢u>
% Cr 1 42
95 Mn | 2,31
29 Cu 1.33
(1,20
30 Zn 12,34
31 Ga 216
37 Rb 1,20
(1,54
3% Sr 12’55
47 Ag 1,34
11,23
®0d | 550
49 In 2,21
55 Cs 1,87
1,62
06 Ba {2,6‘3
[1,14
0 Hg | 1y
81 Tl 2,19

p- -
Terms
2,00  3.00
2,01 3,00
194 299
1.96 3,00
2,27 2,98
2,17 2,97
215 299
2,12 2.99
203 2,68
1,60 2,33
1,51 2,63
2,23 2,85
2,07 2,00
1,79 1,95

1,88 .

903 299
1,63 2,89
1,%6 2,98
1,94 2.R7
1,60 2,90
1,52 2,84
2.27 2,77
2,13 2,06
1,87 1,99
1,90 2,98
1,95 287
1,62 289
1,55 2,832
2,85 2,55
2,14 1,39
1,94 1,82
1,91 2,92
1,59 2,93
1,56 2,90

n* deg ersten

/'_

4,00

4,00
4,00

4 00

4,00

3,96
3,97

3,99
3,97
3,92

4,00

3,98

3,99

4,14
3,91

3,99

3,97

3,97
3,97

Die wahren (Quantenzahlen der optischen Terme.

213

Rydberg-Korrektion fiir
grofle »n des

d-

0,00

0,00
0.00

30

07

29

45
45
77
08
05

/-

0,00

0,00
0,00

00
06
05

01
09
10

00
04
03
10
12
01
03
04
(92)
12

03

§- -
Terms
0,00 0,00
—0,14 0,01
— 0,30 —0,07
— 0,40 — 0,05
14 70
13 78
30 3
34 85
52 04
63 12
76 28
17 N
33 93
44 95
- (12)
45 (97)
60 (37)
H8 (09)
62 09
72 20
78 27
13 66
26)  (59)
37 5
52 (05)
57 05
67 14
7e 19
05 D7
43 (73)
28 67
63 00
71 10
74 19

10

03

') Das Neonspektrum hat bekanntlich zwei Systeme von Termen,
die nach verschiedenen Grenzwerten konvergieren. Zur Berechnung von
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mit der nach der klassischen Theoric zu erwartenden tiber-
e1nsStimint.

Die Strahlung eines Systems elektrisch geladener Teilchen mit
den Ladungen e, an den Stellen r, wird nach der klassischen

v

Theorie bestimmt durch das elektrische Moment

- .\ .
P = 6Ty

k

Ist die Ausstrahlung wihrend einer Periode gering, so kann
man fiir eine gewisse Zcit von der Dimpfung absehen. Bei
einem Svstem von einem Freiheitsgrad, wie wir es hier be-
trachten. werden dann die rechtwinkligen Koordinaten der
L.adungen periodische Funktionen von

w - vl 0

it der Periode 1. Da dasselbe von p gilt, kann man jede
Komponente des elektrischen Moments in eine I"oURIER-Reihe
von der Form

entwickeln. Die €, sind dabei komplexe Zahlen; da aber das
elektrische Moment veell ist, miissen ', und C'_, konjugiert
komplexe Grofien sein.

Auf Grund diescer Darstellung 148t sich die zeitliche Schwan-
kung des elektrischen Moments autfassen als eine Ubereinander-
lagerung von harnonischen Schwingungen mit der Frequenz 7v;
die Amplituden der entsprechenden Teilschwingungen des Mo-
mentes sind dabei gleich | ¢, [, ibre Energien proportional G,
Eine solche Teilsechwingung wiirde klassisch eine Strahlungs-

frequenz?)

' o J
(l
.
hefern.

Wir vergleichen hiermit die quantentheoretische Frequenz?)

'\ Da in der Foumer-Entwicklung neben 7 stets auch —7 als Koeffi-
zienl auftritt, kommt dem Vorzeichen des Ausdrucks fiir die klassische
Strahlungsfrequenz keine Bedeutung zu.

%) Positives 7 in dem Ausdruck der quantentheoretischen Frequenz
bedentet FEmission. negatives 7 Absorption.
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o R

- == - /l?l’ o)
P K L

re
Soll +C) bel der Transfgrmation '12) unverletzt bleiben, so muf}
I¢ periodisch von den w, abhingen, [, ist also durch eine
FourIier-Reihe ohne konstantes Glied darstellbar. Soll (B)
unverletzt bleiben, so darf f, nicht von der Zeit abhingen.
Aus beiden Bedingungen folgt das Verschwinden der f .

Wenn f, = 0 ist, so bleiben (A). (B) und ('(__‘:} unverletzt.

Damit haben wir bewiesen, dal} fiir die Wirkungsvariabeln
die Transformation

i13) S = -;‘Tlic J

l

die allgemeinste ist. Wenn wir jetzt die J, als ganzzahlige
Vielfache von h festlegen, so sind auch die J, ganzzahlige
Vielfache von A und umgekehrt.

Wenn wir bei unseren Uberlegungen uns auch von dem
Jk
h

wir doch zunichst den bewiesenen mechanischen Satz unabhingig
von aller Quantentheorie aussprechen:

Gedanken der ganzzahligen haben leiten lassen, so wollen

Findeutigkeitssalz  fiir nicht entartete Systeme: Wenn wir in
evnem mechanischen System Variable w, wnd J, einfithren kénnen,
so dafs die Bedingungen (A), (B) und (C) erfillt sind, und wenn
zuischen den Grifien

a4
P, =
L p J).
kene Kommenswrabilital besteht, so sind die J, eindeutig bestimmt

bis auf homogene lineare ganzzahlige Transformationen mit der
Determinante + 1 .

Wir gehen jetzt zur Behandlung entarteter Systeme iiber. Wenn
zwischen den v, eine Anzahl (f— s) Kommensurabilitiitsbe-
dingungen
(14) Ny, =0

_ T

K

bestehen. so konnen wir durch eine kanonische Transformation,
die die Bedingungen (A)., (B) und (C) ungeindert 148t, erreichen,
_ ‘W

dali f— s der Frequenzen », == — . verschwinden und zwi-
c.J
I
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Je kleiner die Hauptquantenzahl ist, am gréfiten also bei der
1,-Bahn. Bei gleichem n ist sic um so groBer, je exzentrischer
die Bahn ist. Die Frequenz des Perihelumlaufs wird

W 1ocW, RZ* 77 «? Z*

je——— y 3

)' - ———e
D S

t0d, ok ok W R
wo », die Frequenz des Umlaufs des Elektrons in der Ellipse ist.
Die Terme des durch (8) dargestellten Spektrums (H, He,
Li" "1 bilden nicht eine einfach geordnete Folge wie bei nicht-
relativistischer Rechnung, sondern eine doppelt geordnete. Da
der Einflull von k auf die TermgroBe klein ist gegen den von
n, konnen wir die durch relativistische Rechnung bewirkte
Anderung auffassen als eine Aufspaltung der nichtrelativistischen
Terme. Das Termschema sieht (unter sehr starker VergroBerung
der relativistischen Aufspaltung) folgendermafen aus:

g -r

n-7
A-7 7 2
Abb. 20.

Bei Wegtall iuBlerer Storungen kombinieren nach dem
Korrespondenzprinzip (§ 17) von diesen Termen nur die. deren
Nebenquantenzahl k& sich um -1 unterscheidet. Die Linien-
serie, fiir deren Grenzterm 7 = I ist (bei H die Lymax-Serie).
besteht aus einfachen Linien; die Linienserie, fiir deren Grenz-
term » — 2 ist (bel1 H die BALMER-Serie) besteht aus Tripletts
die Linien der iibrigen Serien zeigen noch verwickelteren Charakter.

Als Maf} fiir relativistische Aufspaltungen pflegt man nach
SoMMERFELD die Aufspaltung des Grenzterms (n = 2) der

BAarMER-Serie des Wasserstoffes zu nehmen. Sie betrigt nach
der Theorie

R o
Avyg = 0= 0,365 ecm™ 1,
)
Die Aufspaltung des entsprechenden Terms fiir beliebiges Z ist
Z4 A Vi

also z. B. fir He” 16-4dvg. Die GroBe vy ist im wesent-
lichen die Aufspaltung aller Glieder der BALMER-Serie des
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einem Aufbau aus Li' mit 2 Elektronen und F = mit 10 Elek-
tronen '),

Aus dem kubischen Charakter der Kristalle wird man auf
die kubische Symmetric der Bausteine, der edelgasartigen
lonen, schlieBen. Weitere Anhaltspunkte fiir die kubische
Svmmetrie erhilt man, wenn man versucht, die AbstoBung
zwischen den Ionen des Gitters auf elektrische Krifte zuriick-
zufithren und die Anordnung der Ladungen so anzunehmen, dal}
man mit den gemessenen Kompressibilititen im Einklang ist?).

Man kann also mit einiger Sicherheit die kubische Symmetrie
der Kdelgaskonfiguration behaupten. Die Chemie liefert dazu
das Resultat, daB das Atom des Kohlenstoffs C die Symmetrie
eines Tetraeders hat.

Symmetrie- Ervgenschaften bestimmter Elektronengruppen spielen
bei dem Borrschen Aufbau des periodischen Systems eine grofe
Rolle: es wird néimlich angenommen, daf3 mehrere Elektronen-
bahnen gleicher Art (gleiche Quantenzahlen, gleiche Bahnform,
gleiche Energie) immer nur in einer Anzahl auftreten konnen,
die kleiner, hochstens gleich der Zahl ist, bei der die Konfigu-
ration ein solches Gebilde von hoher Symmetrie ( wie Tetraeder,
Wiirfel usw.) ist. Eine theoretische Ableitung dieses Symmetrie-
prinzips aus mechanischen und quantentheoretischen Grund-
sdatzon ist allerdings zur Zeit nicht moglich.

Der Weg, auf dem BoHR zum schrittweisen Aufbau der
Atome in der Reihenfolge ihrer Ordnungszahl gelangt, ist der
folgende.

Er betrachtet die Einfangung des am lockersten gebundenen
Elektrons durch den Atomrest. Dieser Prozel3 vollzieht sich
auf den stationdren Bahnen, von denen das Bogenspektrum des
Elements Kunde gibt. Wihrend dieses Prozesses zerfillt das
Atom in einen Rumpf und ein Leuchtelektron. Der Rumpf hat
die gleiche Elektronenzahl und eine um 1 hoéhere Kernladung
als das vorhergehende Atom. Die erste Frage ist nun, ob die
Elektronen im Rumpf dieselbe Anordnung haben, wie im vor-
hergehenden neutralen Atom; dariiber gibt in manchen Féllen

) Eine ahnliche Untersuchung iiber Periklas MgO haben W. GERLACH
und O. Pavir (Zeitschr. f. Physik. Bd. 7, S. 116. 1921) ausgefiihrt.

7y M. Borx: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 20, S.230. 1918;
E. MADELUNG: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 524. 1918.
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nihern. Die Rechnung entspricht dann ganz der beim linearen
harmonischen Oszillator. zu dem wir jetzt iibergehen wollen.
Beispiel: Lincarer harmonischer Oszillator.

Im § 7 haben wir schon Variable 4 und « gefunden. dabei hat ¢
nach (18) § 7 in ¢ die Periode & =2 7. Der Ubergang zu w und ./ ve-
schieht dann durch die Formeln

und
(77
e =ri--0,
2T
wO
0 3
Po= - - {\) _= !
2 27
1st,

Die Bewegung wird jetzt wiedergegeben durch

1 i 2Jd
q=_. - - sn?2xw
2a ) my

p=y2mrdcos 2w,
Die Energie wird
H=W=ydJ,
woraus man die Beziehung
I
ad
ohne weiteres ablesen kann,

Um zu zeigen, wie man, ohne ¢ und « zu kennen, den Ubergang
zu Winkel- und Wirkungsvariabeln durchfiihrt, wollen wir den Osziliator
noch einmal berechnen und dabei von

D m
H == 7_]_ w2
2am 2 1
ausgehen. Setzen wir diesen Ausdruck gleich W, so wird
N ;ﬁ-— o o o o ~ T Ty II q‘_)
p = lZ’mW—WZﬂ W= = = |2m Wl — 2,
e
wo zur Abkiirzung
2 W N
——— _‘) - a—
m w?

gesetzt ist. Hieraus sieht man, daB die Librationsgrenzen bei ;=

~-a
und g= —a liegen. Das Integral

2

T=12mw@l1-L a4

(%]

e
berechnen wir, indem wir durch die Gleichung

7=asin ¢
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da die bel der Differentiation konstant gehaltenen Variabeln
dieselben sind, folgt, dall § — & von ¢, unabhingig ist. Fir
8§* — &* gilt dann

§F—F=8—-2— -A\:uz Sy %’(wk — ),

— Ny

A.

— 8 —

(

daran sieht man, dal} ((!) unverletzt bleibt.
DaB (11) die Bedingungen (A) und (B) unverletzt 148t, sieht
man ohne weiteres; far (C) schlieBen wir folgendermaflen. Fiir

€*(g,w) und &*(g,w) gilt einmal:

~ ~* -, ~>€:
(< (
. _— -:\I - == pk’

da bei der Differentiation dieselben Variabeln konstant gehalten
werden (die v werden ja in die w mit nicht verschwindender

~ %

Determinante transformiert), folgt, daBl &* — S* von g nicht
abhdngt. Andrerseits 1ist

T \7, ce* \ W w08
o, 4* o, ~/tw, fw, 0w,

und daraus folgt, dafl &% — S* auch von den w und 1 nicht
abhingt. |
Dafiir, dafl die Gesamttransformation (9) die drei Be-

dingungen unversehrt lafit, ist nun notwendig und hinreichend,
daB es fiir (12) der Iall ist.

Fir S*ig,w) und S* (g, w) gilt:

also

Weiter gilt

also
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Setzen wiar

1 ») ! 2 1 ) () Z

H -~ — p*+p*—p° ———-=W
U ¢ gAYy ! Yy : - 0
2m, r
H R p R =W
17 g B2 P _'_pl/- P 1?
sm,” C :

so ist H, die Hamirronsche Funktion der nichtrelativistischen
KEepPLER-Bewegung, die wir als ungestorte Bewegung ansehen,
und H, ist ecine Stérungsfunktion. Um den Einflufl dieser
Storung auf die KErrLer-Bewegung zu gewinnen, haben wir H,
iiber die ungestorte Bewegung zu mitteln. Wenn wir die Quadrat-
summe der Impulse in A, mit Hilfe der Gleichung fir W, aus-
driicken, erhalten wir
H&— = ”']fg Wz 2et ZW,- : et 2 71 = W,.

Dieses Zusatzglied zur Energie entspricht dem Zusatzglied in
51, nur ist hier W schon durch W, ersetzt, was unserem Grad

1

der Annaherung entspricht. Fiir die Mittelwerte von -— und
r

- be1 der KerLER-Bewegung erhielten wirfriiher (19)und (20)§22

BE:
1 B 1 1 o
ra’ v ab’
so dal
1 2e* 7 et7? a'
i/V1 i — Ty | [4/ - WYO + I _"—'-J
)m c- L ( a- b
wird. Beachten wir, dal3
¢t Z a n
— -= W,, =
2a b k
ist, so erhalten wir als relativistische Zusatzenergie:
1 n
W= — 5 Lowp(e s
2m,c* Y k

oder, wenn wir wieder ¢ und R einfithren:

RhZ® 7% <n 3 >

8 W, =

nw? n
in Ubereinstimmung mit ("“
Die . Relativitdtskorrektion® (8) der Energie ist um so groler.
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13 H= W, - 7 W, - 2* W,
ibergehen, wobei
|4‘i H'n — rn 1-\’]“ 'I _’_ Ru

18t und die B_Potenzreihen in den £, n bedeuten, die erst mit
quadratischen Gliedern beginnen.

IFir die Transformationsfunktion machen wir den Ansatz
f—1
(5) S= NJ,wl- -T2 n - B& -~ Ay .

1 — g
Dabel seien

{\6] A == L,.&.41 - /:,9 A__)-_ _13— et

Potenzreihen in 2, deren Koeffizienten T., A, B  periodische
Funktionen der w,%-.. w/., sind.

Damit erhilt man als Transformationsformeln fiir die
£ und 5°:

)8
5:‘;-50—A S E AA A,
(7) 62
W= =T AB BBy =g — B

und unter ihrer Berticksichtigung fiir die J.0:

2N oT cB 0A )
. 0o _ F_ — J 20 | R SV |
(81 er — awa Ja T 4 (8@0?1 gawg naw?l
L[0T, B, o4 9B
HR G A )+

Es weichen also die neuen Variabeln nur um Glieder von der
GroBenordnung 4 von den alten ab, so daB man fir A= 0
in der Tat auf die ungestorten Kreisbahnen &0 = 5% = 0 zu-
ruckkommt.

Fihren wir jetzt die Transformation aus und entwickeln
alles nach 1, so sind in jeder Niherung gerade drei Funktionen
T . A4, B, frei, die so bestimmt werden kénnen, daB unsere

Forderungen erfiillt sind. So erhilt man durch Vergleichung
der Koeffizienten von 4 in (2) und (3):
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$ 34. Der Zeemaneffekt.

Wihrend wir bisher die Atome als isolierte Systemc be-
trachtet haben, wollen wir jetzt dazu tibergehen. die Kinunrkuny
konstanter duferer Hinfliisse zu untersuchen, und beginnen mit
der Wirkung eines konstanten duferen Magnetfeldes. dem ZEEMAN-
effekt.

Wir konnen dabei von einem sehr allgemeinen Atommodell
ausgehen, namlich einem ruhenden Kern mit beliebig vielen um-
laufenden Elcktronen. Wir nehmen an, dall die Energie des
ungestorten Svstems (ohne Magnetfeld: als Funktion gewisser
Wirkungsvariabeln J, , J, -

A
gegeboti sel.

Ist nun ein homogenes Magnetfeld vorhanden. so ist die
potentielle Energie des Systems invariant gegen eine Drehung
um die Richtung des Feldes. Nach dem in § 6 und § 17 be-
wiesenen ist daher das Azimut ¢ eines beliebigen Punktes des
Svstems zyklische Variable und der zugehorige konjugierte Im-
puls p, ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung.
Die Wirkungsfunktion

l/'

detiniert Winkelvariable w, w,---w, : w, ist das mittlere Azimut
um die Feldrichtung.

Ohne Magnetfeld kommt J, in der HamirToNschen Funktion
nicht vor, die Bewegung ist entartet und w, ist konstant.

Wenn wir nun den Einflufl des Magnetfeldes auf die Energie
untersuchen wollen, stoBen wir auf den im § 4 erwihnten Fall,
dall die Krifte, die auf die Punkte des Systems wirken, von
den Geschwindigkeiten abhiingen. Infolge des (vorlaufig beliebig
von x. ¥, z abhingigen; Magnetfeldes § wirkt auf ein Elektron

von der Ladung — e die sogenannte LoreNTZsche Krajftt').

(1) € — — —[o 9.

1y Siehe z. B. M. Abraham: Theorie der Elektrizitat. Bd. 2, 3. Aufl,
Leipzig 1914, § 4. S. 20.
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3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Die Tabelle zeigt. dall bei fast allen Elementen die f- Terme
noch wasserstoffahnlich sind. Die Ryppurc-Korrektionen sind
hier. von denleichten Elementen abgeschen, am kleinsten bei Cu
und Ag: sio sind am groften bei den Erdalkalien und steigen
da in der Reihenfolge der Atomnummern an. Die d-Terme
sind nur bei den leichtesten Elementen (bis Na) wasserstoft-
ahnlich: bei den Alkalien ist die RypsErG-Korrektion noch
relativ gering und steigt deutlich mit der Atomnummer; bei
den Erdalkalien ist sie wesentlich gréBer. Weiter hat es den
Anschein. als lige die Korrektion bei (r, (‘'uw und Ag wieder
nahe bei 0 (nicht bei einer anderen ganzen Zahl). Die p- und
~- Terme endlich weichen stark von den Werten beim Wasser-
stoft ab.  Ks sieht also so aus, als verliefen die f-Bahnen
noch im allgemeinen auflerhalb des Rumpfes, als tauchten die
- Bahnen bei vielen Elcmenten ein, bei anderen noch nicht,
und als seien die p- und s-Bahnen, auBler bei den leichtesten
Elementen, stets Tauchbahnen.

Um diese Auffassung zu stiitzen, betrachten wir die Radien
der Atomrumpfe. Die Gréle der Riimpfe bei den Erdalkalien
oder. was dasselbe ist, die GroBe der Erdalkali-Tonen, kdénnen
wir aus dem IFunkenspektrum entnehmen. Diese lonen haben
namlich nur ein dulleres Elektron. das Aphel ceiner Bahn liegt
in cinem Gebiet, wo das Kraftfeld des Atoms angeniihert
CouvromBschen Charakter hat. und der Aphelabstand hingt in
gleicher Weise von der Energie und damit von »* ab wie beim
Wasserstofi:

a 1 b k2

(1 ) = *‘-’(1 R i et

Y ( | (‘) Z " | l/ n* .'))
Da die erste s-Bahn die Grundbahn der Erdalkali-Tonen ist,
entnehmen wir aus den Funkenspektren der Erdalkalien die
n*-Werte des ersten s-Terms und sehen den daraus berechneten
Aphelabstand als Rumpfradius fiir das Erdalkali an. In gleicher

Dreifachtermsystem; bei He bezieht sich die erste Zeile auf das System
der Einfachterme, die zweite auf das der Dubletterme. Von O ab sind
in der Spalte der RypBrRG-Korrektionen nur die Dezimalstellen von — ¢
angegeben. Dort wo die bekannten Terme keine Extrapolation auf
n = » erlauben, ist die RypBERG-Korrektion des letzten bekannten in
Klammmern angegeben.





index-431_1.png
N 46. Grenzentartung. a:21

JacoBischen Differentialgleichung fiir einen 'rejho;ts rad finden.
=
Da & und 4 rwic £ und 5°) mit / verschwinden mussen, brauchen

wir nur die kleines Bewegungen zu betrachten. namlich die eines
Svstems mit der Haurorowschen Funktion

(13 cE” - d))? --eS.

Durch eine geeigncte homogene lineare Transformation von s,
i neue Variable = H erhiilt sic die Korm

14 (' DH2

Im Falle. daB die quadratische Form (13) definit ist, d. h.
(' und D) in (141 gleiches Zoichen h

Y

aben, sind die Bewegungen

in der Nachbarschaft von = — H =— 0 oder S==n=0 kleine
Schwingungen von = und H um diesen Punkt. Die einzige
mit der Quantenbedingung

vertrigliche Bewegung ist die. bei der & und nynull bleiben.
Die Energie dieses ausgezeichneten Zustandes 18t ein Minimum,
wenn die quadratische Form positiv definit ist: sie ist ein
Maximum, wenn die Form negativ definit ist.

Im Falle der indefiniten quadratischen Form (13) gibt es in
jeder Nachbarschaft von & — n = , '
und x nicht klein bleiben. Die einzigen Werte, die Bewegung
gleichungen und Quantenbedingung erfiillen, sind
& =1 ==0: aber die Bewegung ist labil.

In jedem Fall hat die gestorte Bewegung  ebenfalls den
Periodizititsgrad £ -1, ihre Energie ist

(15) W=T7(J,).

Die Beschrinkung auf einfache Grenzentartung ist nicht
erforderlich. Die Uberlegungen und Rechnungen lassen sich
fir beliebig vielfache (frenzentartung durchfithren. Fiir die
Erzeugende § hat man den Ausdruck

8 !
(16) S—'-"-‘ _\3u,a0J“__|{__ TL ;\._T(QCQO)ZQ_P‘BDSQOHAQ??Q)

=1 0=g+1

S-
auch hier

zu benutzen. Das Ergebnis der Transformation ist eine Dar-
stellung von H in der Form:

(1 7) H = I (Ju_) —~_ ‘:v Ci} 5 LS/_) 5()‘ _[' _\_‘ d‘g 2] 779 77(7 T ljeg 0"{:9 776 + A
g0 18, (5 O

Born. Arommechanik I. 21
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schen den s iibrigen keine Beziehung der Form (14) besteht.
Nennen wir die neucn Variabeln wieder w, und J,_, so haben
wir

r,, iInkommensurabel, ¢ = 1.2...3s,
v, == () O=84+1,8—=-2...f,
und die Hayirroxsche Funktion hat die Form
Wi(J,).

Die w, und .J, nennen wir cigentliche Winkel- wund Wirkungs-
variable, die w, und J, wuneigeniliche oder entartete Variable; die
w, bleiben wihrend der Bewegung konstant. Die Anzahl s
der unabhiingigen Frequenzen w», heilt Periodizititsgrad des
Systems.

Im Falle zufilliger Entartung ist fir bestimmte Bewegungen die
Zahl der unabhiingigen Frequenzen geringer als fiir das ganze System.
Wir nennen jene Zahl den Periodizititsgrad der betr. Bewegung.

Wir haben jetzt die allgemeinste Transformation aufzusuchen.
die diese Zweiteilung der Variabeln und die Bedingungen (A)
(B) und (C) nicht verletzt. Die erste Reihe der Transformations-
gleichungen hat jetzt die Form:

w, = _ly T W)~ (W - - W, J, o J],\).
Die Erzeugende heiflt also:
PRACH R |
::.STkz Jk w, — lIl'iu"'-s“le e Wy J1 T Jf) + F(wl o w],) ’

Kl
wo ¥ periodisch von den w, abhiingt. Damit wird die zweite
Reihe der Transformationsgleichungen:

v

7 o— \7 ! _ ETIAE
JA-.'_" ~—T/k']z‘?_' T fk<w1 w“)’

! cw,
die Ableitung von Y tritt nur auf, wenn £ eine der Zahlen
81 1---f 1st.

Damit die Teilung in nichtentartete und entartete Variable
bestehen bleibt, diirfen die w, nicht von den w, und die w,
nicht von den w, abhiéingen. Das bedeutet aber, daB die T,y 0
verschwinden. Die Transformationsgleichungen kénnen wir dann
folgendermallen schreiben:
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Wasserstoffs, da die Aufspaltung des Laufterms (n = 3,4--)
<ehr klein wird.

Was die Bestitigung dieser Theorie durch die Erfahrung an-
langt, so haben die Messungen am Wasserstoff und am Helium
tatsichlich die erwarteten Komponenten ergeben. Uber den
Betrag der Aufspaltung jedoch gehen die Versuchsergebnisse
noch auseinander; so schwanken die Angaben iber die Auf-
spaltung von H,, H; - - -. die nach der Theorie 4rvy = 0,365 cm™"
sein miiBte, zwischen 0.29 und 0.39'). Bei He" 1aft sich die
Aufspaltung an den Serien

1R (fz ! ) und 1R (41_ —- ,;é')

2
o) ?2* 7

becobachten. PascHEN hat die Messungen sowohl im Gleichstrom
wie im Wechselstrom ausgefiihrt; dabei traten im letzteren
Falle viel mehr Linien auf, weil bel den hohen und rasch
wechselnden Feldstirken Storungen entstehen, durch die die
aus dem Korrespondenzprinzip folgende Auswahlregel durch-
brochen wird. Sowohl die Zahl der Komponenten wie die Auf-
spaltungsverhiltnisse stimmen mit der Theorie iiberein )
SoMMERFELD?) hat die Relativititskorrektion zur Erkldrung der
Vielfachheit der Rontgenterme und der Abweichungen vom MoOSE-
LEYschen Gesetz (1), (2) und (3) § 29 herangezogen. Die nume-
rische Ubereinstimmung ist durch das ganze periodische System
iiberraschend gut: aber die Grundlagen der Theorie sind noch zu
unsicher, als daf} ihre Darstellung in diesem Bande am Platze wire.

1) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. Lav in Physikal.
Zeitschr. Bd. 25, S. 60, 1924; Lavu halt den Wert 0,29 bis 0,30 fiir am wahr-
scheinlichsten. Die neuen Messungen von J. C. Mc LENNAN und G. M. SHRUM
(Proc. of the Royal Society London. Bd. 105, S.259, 1924) ergeben jedoch
wieder 0,33 bis 0,37. Fiir die Theorie sprechen auch Messungen von
(. Hansex (Diss. Jena, 1924).

*) In dem zitierten Bericht von Lav wird der Sachverhalt so dar-
gestellt, als wenn die PascHENschen Messungen auch bei He kleinere
Werte ergiben, als es die Theorie verlangt. Dies rithrt daher, da Lav
sich nur auf die Gleichstrommessungen PascHEN s stiitzt, wihrend PASCHEN
die Wechselstrombeobachtungen mit heranzieht.

) A. SommirreLd, Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. A. LANDE
(Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 46, 1924) hat gezeigt, daBl sogar gewisse
optische Dubletts bei nicht wasserstoffihnlichen Termen der geeignet
angewandten relativistischen Formel folgen — ein vorliufig ganz un-
verstindliches Ergebnis.
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das Funkenspektrum Auskunft. Die zweite Frage ist die. in
welcher Endbahn das neu eingefangene Elektron liuft: ent-
weder ordnet es sich den im Rumpf vorhandenen iuBersten
Elektronen gleichwertig ein, oder es liuft auf einer im Rumpf
noch nicht vorkommenden Bahn. Im ersten Fall fiillt es eine
schon vorhandene Schale weiter auf, im letzteren Fall beginnt
es eine neue Schale. Zur Entscheidung dieser Fragen mull man
die Quantenzahlen der Bahnen im Atom kennen.

Den diesem Verfahren zugrunde liegenden Gedanken nennt
Borr das Aufbauprinzip.

§ 3. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme.

Unsere nichste Aufgabe wird die genauere Festlegung der
Besetzungszahlen der einzelnen Elektronenbahnen und der Werte
von n und k auf ihnen sein. Es bieten sich zur Losung zwei
Wege, die Untersuchung der optischen Spektren und die der
Rontgenspektren.

Geht man die Reihe der Elemente durch und betrachtet
man jedesmal das Schema der Spektralterme, so sieht man
zundchst die groBe Ahnlichkeit der Spektren homologer Elemente.
Jedes Alkalispektrum zeigt dieselben Ziige, ebenso jedes Spek-
trum eines Erdalkali. Wir deuten dies durch die jeweils gleiche
Zahl der dufleren Elektronen (vgl. Kosser, § 30).

Wir wollen jetzt die Termwerte selbst heranziehen. Dazu
denken wir sie uns in der Form

geschrieben. Das Spektrum eines Elements kann dann durch
das System der n*-Werte wiedergegeben werden. Um einen
Uberblick zu geben iiber die Abhéingigkeit des Spektrums von
der Atomnummer, seien hier (S. 213) fiir die bisher geordneten
Spektren die effektiven Quantenzahlen n* des tiefsten Terms jeder
Serie, sowie die Dezimalstellen des absoluten Betrages der
RYDBERG-Korrektion in der Grenze groBer n angegeben ).

') Die Zahlen meist nach PAscHEN-GOTZE (Seriengesetze der Linien-
spektren 1922) berechnet. Bei Dubletts oder Tripletts ist der Mittelwert
von n* angegeben; bei den Erdalkalien stehen in der ersten Zeile die
Werte fiir das Einfachtermsystem, in der zweiten Zeile die fiir das

14*
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] L ~ D
N \¢ Hd,¢07T :/1)1 cAN o g =
© P T I 7"’0 S2egd S 2d, By
— o, v, cw,” W, /
= H,, —a, &by - =1, +R,.

Durch Nullsetzen der Faktoren von & und # erhdlt man
die Bestimmungsgleichungen fiir 4, und B,

\V(IIOF_B

i+ 2¢,4, a, — 0

d— i} 1
o - ¢J, cw,

iy, o4y ,
- 7 T o0 2 (]OBI — b] =0,
— od., fw,
Diese Gleichungen sind von demselben Typus, wie sie imner
in der Stérungstheorie auftreten. Bei ihrer Integration werden
die 4 und B in einen nur von den J abhingigen konstanten

und einen rein periodischen Teil zerlegt:
A, =4, 4, B =B, B

Der erstere wird aus den durch Mittelung von (10) entstehen-
den Gleichungen

1

- a, = b,
i11) A, = *7270&’ B1:~——2—d0
bestimmt und der letztere dann direkt aus (10), wie bei
Gleichung (11) § 41. Aus den von & und y freien Gliedern in
(9) lassen sich wie sonst }'; und T, als Funktionen der J, und
w,” berechnen.

In genau derselben Weise setzen sich die héheren Niherungeu
fort. Da die Formeln bereits bei der zweiten sehr uniibersicht-
lich werden, seien sie nicht eigens angeschrieben. Dazu sei noch
bemerkt. dal} in der ersten Niherung keine neuen Terme in der
Energie W, auftreten, sondern diese einfach wieder durch
Mittelung von I, iber die w,..w,_, entsteht, bereits in der
zweiten jedoch schon eine ganze Reihe neuer Glieder auftreten.

Das Endergebnis ist eine Darstellung der HamIinrowschen
Funktion in der Form

(12 H=1T1({J,) - cJu& +d({J, ntke(Jo)Ey -

s ist die Hamizroxsche Funktion eines Systems, in dem alle
Koordinaten bis auf eine zyklisch sind. Die Bewegung laBt
sich in der iiblichen Weise durch Auflésung einer Hamirrox-
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die uberstrichenen Koordinaten und Impulse durch die ungestrichenen
aus (die Impulse transformieren sich wie die Koordinaten), so folgt

/1 m /1 m
J b Pt A ot eosT e - 2o iy | sing o
T 2 Pa™ 2 " \2m Py e Y
(1
— =P Py--mofry | sinecos e,
\m & :
/ !"/ 1 R m K} o \] s o ' ( 1 [T m 5 o) By
TRV S TER Wy W) SINT K N PSS oL R YR ) COSE
v o P 2 / 2P T J

1 .
— < - Pr Dy —+- M n* 2y ) Sln « Cos ¢,
vz i

Die ixoeffizienten von cos®« und sin?« sind offenbar die GroBen » Jy
und ».J,. Den Koeffizienten von sin ¢ cos ¢ bestimmen wir aus den
Transfurmationsgleichungen (4) und erhalten

J:l? JL‘ cos” ¢ -+ J_)/ sin® ¢ — 2 ] Jx Jy COSs (U‘_l- — u‘y) SIN ¢ COS ¢ ,

']i) Jysin? ¢+ J cos? -2 Y, J, cos (u, --w,)sin ¢ cosc.

Darin ist in unserem Falle u:, — w, eine Konstante; die Konstanten
J,...J, miissen ja auch in Konstante Jz, Jg uibergehen,

Die Transformation, die die zu einem rechtwinkligen Koordinaten-
system gehorigen Winkel- und Wirkungsvariabeln in die zu einem an-
deren rechtwinkligen Koordinatensystem gehérigen uberfiihrt, ist keine
solche, die Winke!- und Wirkungsvariable unter sich transformiert. Viel-
mehr geht die konstante Differenz der Winkelvariabeln in die Trans
formationsgleichungen fiir die J ein. Wir werden ein entsprechendes

Verhalten noch bei einem zweiten Beispiel und spater ganz allgemein
mm FKalle der Entartung finden.

Es kann vorkommen, daB die HamMinToNsche Funktion zwar
nicht additiv zerfillt in Glieder, die nur von einem Variabeln-
paar ¢, p, abhiangen, dall sich aber die HamriLroN-JacoBische
Gleichung durch Separation der Variabeln 156sen 1iBt, d. h. durch
den Ansatz

Lg = Sl (91) *E— S'.’. (Qg} "i“ e 'I’" S/(Q/> .
Dann 1st
s,
p,’; i o k
qu

einc Funktion von ¢, allein. Wir nehmen jetzt an, daB jede
der Koordinaten ¢, sich so verhilt, wie wir es oben (8§ 9) bei
Systemen von einem Freiheitsgrad voraussetzten, d. h. daB g,
ontweder periodisch mit der Zeit zwischen zwei festen Libra-
tionsgrenzen hin- und herschwankt oder daB das entsprechende
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Nach LapeExpure') sind nédmlich diese Verbindungen fiir
dic Gruppe Ti bis Cu (letztelos nur in der zweiwertigen Form)
paramagnetisch  und  zeigen charakteristische IFirbung (vgl
Abb. 18). d. h. es existieren Elektronenspriinge von so kleiner
E nergledlﬁ“erena; dal} sie sichbares Licht absorbieren. LADENBURG
hat noch vor der Bourschen Syvstematik der Quantenzahlen dieses

Atorrrvolumer Atorngewichir/Uichre

, l . ' m'—'—'m p | A- -| zefarbte 1
S --{unvollsti

| 5 /Ve> P [a A Z@ br 5 Fh 5@ 4s /Vd__é g 7 Zwische
&0 70 80 g0 mit lose
Ordnungs Zaﬁ/ denen E}

Abb. 18, nen.

Verhalten so gedeutet, dall er in der Gruppe der Elemente von
Sc bis Ni die Ausbildung einer ,,Zwischenschale“ annahm. Die
neu hinzukommenden Elektronen sollen sich nicht aullen an-
lagern. sondern auch im Innern, wihrend zunichst die beiden
aubleren Elektronen des (‘a erhalten bleiben.

BoHR hat diese Vorstellung so prizisiert, dal3 er annahm,
dal3 in der Gruppe Sc bis Ni die Schar der 3,- und 3,-Bahnen

1) R.LADENBURG: Zeitschr. f. Elektrochem. Bd. 26, S. 262, 1920. Dieser
Arbeit 1st auch Abb. 18 entnommen.
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Uf

a hingt wieder mit dem Radius der Schale zusammen:

LN

11 ey = "
a a T 7w H

h= k3
A R ey

1st.  Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen ¢ und «a. so

erhilt man
/'M T k= ) AL
(1 l/ 1 | AT

w0

N Ji (:J'm ,!h‘)-JI
‘](i) _ _
und daraus durch Auflosen nach } und Kinsetzen in (1):
(2
r )
-
Z(a)
(2} A - - — k

Die Gleichung (1) hat auch dann noch angeniherte Giiltig-
keit, wenn die duflere Ellipse nicht gerade die Schale beriihrt.
sofern nur der Schalenradius klein ist gegen die groBe Achse
der dulleren Kllipse (was sicher bei groBer Hauptquantenzahl
eintritt) und wenn Z wesentlich groBer als Z'@ ist. Der Fehler.
den man begeht, wenn man das Wirkungsintegral iiber den
iulleren Teil der Bahn durch das iiber die volle duBere Ellipse
ersetzt, ist dann gering; ebenso der Fehler, den man begeht,
wenn man den inneren Teil durch die volle innere Ellipse er-
setzt; das Aphel der inneren Ellipse liegt nimlich nur wenig
auflerhalb der Schale (wegen der raschen Abnahme der poten-
tiellen Energie im Feld mit der Kernladung Z). Die Summe J
der Wirkungsintegrale der inneren Ellipse hingt eindeutig von
der groflen Achse dieser Ellipse ab und ist daher von = fast
unabhingig,

In der durch KFormel (1 gegebenen Anniitherung ist & von
n nicht abhingig. Diese Anndherung ist um so besser, je
groBer die groBe Achse der #uBeren Ellipse ist; da das bei
wachsendem » sehr rasch eintritt, verstehen wir, daB & mit
wachsendem 7 sehr bald einen konstanten Wert annimmt.

Wenn es Quantenbahnen gibt. die ganz im Schaleninneren
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A

halten. hat man (¢ nach £ aufzulésen und die Losung in die
aus (80 folgende Gleichung
0/‘3 2/1

(10); =
\ 16 7% 4 =

einzusetzen. Im Kalle £ -1 macht #’? eine Librationshewegung;
in den Librationsgrenzen ist

. 1
sn2zw'l =+ |
A‘
: : : L1
and das Integral K k) ist zwischen den Grenzen sin i = -+ 7

hin und her zu erstrecken. Im Falle # <"1 macht w’® eine
Rotationsbewegung: das Integral ist von 0 bis 2 7 zu erstrecken,
und Kk bedeutet das vollstiindige elliptische Integral zweiter
Gattung.

Fiir die weitere Ausrechnung haben wir zwei Fille zu
7z unterscheiden:

[Es st J U J,00 J' 00 die ungestorte Bewegung hat
zwel ungleiche Frequenzen. Dann ist W, — 1:/-,, - von null

16 7° A

verschieden und 4 verschwindet mit .. Fiir hinreichend kleine
4 haben wir sicher Rotationshewegung von % und fiir Ek

konnen wir die Entwicklun
g

T

=T~
11 Kk = 1 - o ‘>
! M=oty

benutzen. Man erhialt so aus fffl‘,b:

2 4 J'e

-

, == o 4 i A
k* 16774
und aus 10 :
\ 1
112 W= SR UAS IS I
/ 16474 |
He ks ast J)" = J,% J'" =0, d. h. die Frequenzen der un-
. : . . , J*? _
gestorten Bewegung sind gleich. Dann wird W, — 6 d= 0,
- nd

der Nenner in Gleichung (8) wird von der GroBenordnung i,
und & hat fiir endliche Werte von W, die GréBenordnung 1.
Es kann sowohl Libration wie Rotation von w’? auftreten, und

jorn. Atommechanik L. 20
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(b) W=v (']:z: i ']y) I A (”..1: — ¥y = »)

ist, so ist nur die Summe J, -.-J, durch die Bewegung bestimmt.

Wenn vollends alle drei Frequenzen gleich sind, so verlauft die Be-
wegung auf einer Ellipse und alle drei J sind nicht eindeutig bestimmt,
da das Koordinatensystem noch beliebig gedreht werden kann. Die
Energie ist
(7) ”/ =r (J:'t‘ - ']y - ’]:))

die Summe der ./ wird also bei einer sclchen Drehung nicht geéndert,
Fragen wir nun nach den Quantenbedingungen eines solchen System
von mehreren unabhingigen I'reiheitsgraden, so liegt es nahe

(8) o]}. - Ny h

zu setzen. Im Falle des Oszillators mit zweil gleichen Frequenzen », =,

haben die Bedingungen
Je=n, h, Jy = n, h

offenbar keinen Sinn. Haben wir nimlich eine Bewegung, fiur die bei
irgendeiner Lage der x- und y-Achse J, und J, ganzzahlige Vielfache
von h sind, so konnen wir stets das Koordinatensystem so drehen, daf;
diese Eigenschaft zerstort wird ; dagegen bleibt die Summe J,-!-.J, ganz-

2ahlig. Es hatte also Sinn,
9) Jo

zu setzen. Da in der Energie J, und J, nur in dieser Kombination

vorkommen, wiirde diese Quantenbedingung zwar nicht zu einer ein-

deutigen Festlegung der Bahn, wohl aber der Energie fihren. Fir J,

bleibt die Quantenbedingung

(10) J.oim, h

sinnvoll. Das Beispiel lehrt also, dal nur so viele Quantenbedingungen

angesetzt werden diirfen, als es voneinander verschiedene Perioden gibt.
Wenn alle drei Frequenzen zusammenfallen, bleibt nur die eine Be-

dingung

(11) Jp=-Jy+J.=nh

iibrig. Durch sie ist wieder die Energie eindeutig festgelegt.

Wir wollen genauer untersuchen, wie sich im Falle », —», die Wir-
kungsvariabeln &ndern, wenn wir das Koordinatensystem drehen. Zu
den rechtwinkligen Koordinaten ., y mogen die Wirkungsvariabeln ./, . .J,
gehéren, zu den Koordinaten

r=—&xcosc¢—ysinu
y = . sIn «-\- Y cos «

die Wirkungsvariabeln J_, J5 . Driicken wir in

1 m
e I N A
z 2 ! z 2
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denn um so lingere Zeit steht das Elektron unter der Ein-
wirkung der vollen Kernladung. Man bekommt also beim
SCHRODINGERschen Modell, wenn man annimmt, dall eine Bahn
iiberhaupt Tauchbahn ist. eine untere Grenze fiir den Betrag
von &, wenn man den Radius der Schale gerade so wihlt, daf}
sie die duBere Ellipse beriihrt. Wollen wir den Wert erhalten,
dem sich & fiir groBe n nihert (die Abhingigkeit von n ist
beim ScurODINGERschen Modell duBerst gering), so konnen wir
.ls Perihelabstand der iuBeren Ellipse nahezu den der Parabel

1

annehmen. bei der s-Bahn also - awn: allpemeln wollen wir

-

7w OH schreiben. Da wir den Radius der Schale ebenso grol
wihlen. wird die gesamte Bahn des Leuchtelektrons mit
groBer Niherung durch die zwel vollstindigen Ellipsen wieder-
gegeben. Fiir das radiale Wirkungsintegral erhalt man

J — Ji@ L g
) r . ? *

Nun ist der spektroskopische Term die Ablosungsarbeit des
suBeren Elektrons und damit gleich der Energie der dufleren Ellipse
R W3 Zt@?
— (_\J,‘(m _{* --quic,
wo J,. das 2 7-fache des fur beide Ellipsen gemeinsamen Dreh-
impulses ist. Vergleichen wir dies mit der Form
R h 7 (@2

Tk

W ..

N

der Energie. so folgt fiir die efiektive Quantenzahl

1, \ 1
* ) JW - J — Jw = J,..\.
n ]) ( ) ; ,/) h ( » ’ i f)
Nun ist aber
J =, nh,
also
J (@ J @) \

wo J' die Summe der Wirkungsintegrale fiir die innere Ellipse ist.
J' hestimmt sich durch die groBe Halbachse a der inneren Ellipse:
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L

H-—-H - iH

{) 1
W)

1 .1/l =1 — o827 (\ufl” — Y

2 )

st und ~ die Stirke der Koppelung angibt. Wir kénnen das
sestorte Problem  hier streng lésen. Wenn wir nimlich die
kanonische Transformation

! ”('10 O ']1“ S SN ()
- o 1y > >

St Ve Yy = 0, J 0 - J,_,O = J'Y
austfuhren. <o wird

0= 7 0*
5 H . - J :j ) 201 cosd 00y,

16 7- A .
nnd diexer Ausdruck enthillt nur eine Koordinate «’'?. w® ist
zvklisch. also  JO konstant: wir setzen es gleich J. Da die
Transformation (5) der .J° nicht die Determinante =-1 hat.
<ind J und J'" nicht gerade Wirkungsvariable des ungestorten
Svstems. Wir dirfen daher ./ nur so durch Quantenbedingungen
festlegen, dald beim Ubergang zum ungestorten System J - J'0
ein geradzahliges Vielfaches von £ ist. Statt .J’° haben wir bei
der gestorten Bewegung das Wirkungsintegral

C‘)/"u’zr - - C’)] 1673 AW =211 —cosdaw'l| —J Y daw'
8/ 4 S | |
T —Cb’ 11 - k*sin* 270" 0d (272 w'?),
WO
v) 5
S H/-_d :k:
T
16774

gesetzt 1st. Bentitzen wir die Abkiirzung

Cb | 1 — k2 sin® ! ({I,/' —= 4.k ]n\) ,
<0 wird

9
9. J’;—H] ;L{fb(k)

Um die EKEnergie als Funktion der Wirkungsvariabeln zu er-
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so durchliuft ¢, eine Periode; die andern g konnen zwar von
den w, abhingen, aber sie kehren zum Ausgangspunkt zuriick,
ohne eine Periode zu durchlaufen (wiirde z. B. q, eine Periode
durchlaufen, so wirde w, um 1 zunehmen). Hieraus folgt
unsere Behauptung,

Es kann dabei vorkommen, da ein bestimmtes ¢ nicht von
allen der w, abhingt, also nicht voll f-fach periodisch ist:
aber das System aller 4 zusammen hingt natiirlich von allen
w, ab.

Bel unserer Behandlung des rdumlichen Oszillators hing z. B. jede
der Koordinaten nur von einem ' ab.

Unter allen Umstidnden 148t sich ¢, darstellen als FOURIER-
Reihe in der Form

141 q, = E Gik).eg—'”;(f‘w).

Wir bekommen die w als Funktionen der Zeit aus den kano-
nischen Gleichungen:

415) u’.:ykt_l- 6)5’ y‘ -
Als Funktion von t geschrieben:

N om g2t l(TnE+(2 )
peas

9 = g
(TY) = T, ¥, + 7, ¥, + —{—1
(Td) =710, + 1,0, - féf,

ist ¢, im allgemeinen nicht periodisch, sondern dann und nur
dann, wenn f— 1 rationale Beziechungen zwischen den » be-
stehen (z. B. wenn alle » gleich sind). Periodizitit der Be-

I . : 1 .
wegung bedeutet nidmlich, daB alle Einzelperioden — ein ge-
Yk
: . .1 :
meinsames  Vielfaches (s&gen wir - -| haben, d. h. daB eine Be-
14
zlehung
Vi Yo Yy
._’____:T‘.,___...:?:)l
£} 2 f

existiert: das sind aber (f — 1) rationale Beziehungen zwischen
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einheitlich darstellen lassen. hat E. Fues!) untersucht; er ist beim
Bogenspektrum des Na und den analogen Funkenspektren von
Mg™ und Al"" zu recht giinstigen Ergebnissen gekommen.

$ 29. Die Rontgenspektren.

Die optischen Serienspektra der Elemente sind ein Haupt-
hilfsmittel, um iiber den Aufbau der Atome Auskunft zu er-
halten. Soweit sic sich mit unseren theoretischen Vorstellungen
erfassen lassen, kann man aus ihnen nur auf die Vorginge in
der auBeren Hiille der Atome schlieffen, wihrend die Vorgange
im Rumpfe noch dunkel bleiben. Das wichtigste Mittel zur
Erforschung des Atominneren ist das Studium der Rintgen-
spektren. Auch bei diesen 1Bt sich unsere Theorie der Be-
wegung eines Elektrons im Zentralfeld niherungsweise anwenden.
Man kann niamlich aus den Beobachtungen entnehmen, dal} es
sich auch hier um Quantenspriinge des Atoms handelt, bel
denen ein Elcktron (das dem Leuchtelektron der optischen
Spektren cntspricht) seinen Platz im Inneren des Atoms wechselt,
wihrend das iibrige Atom genidhert ein zentralsymmetrisches
Gebilde bleibt.

Ehe wir diese Vorstellungen im einzelnen verfolgen, wollen
wir einige Erfahrungen iiber Rontgenspektren zusammenstellen.
Zur Auflésung dieser Spektren dient seit v. LAUEs Entdeckung
das natiirliche Gitter von Kristallen. Jedes Rontgenspektrum
besteht aus einem kontinuierlichen Band und einer Folge von
Linien.

Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze.
deren Schwingungszahl »_  mit der kinetischen Knergie der
erregenden Kathodenstrahlen durch

_ m
hy — —— -

max 2
zusammenhingt. Man deutet diese Erscheinung als eine Art
Umkehrung des lichtelektrischen Effekts, indem man annimmt.
daB die auftreffenden Kathodenstrahlen in der Antikathode ge-

bremst werden und ihre Energie nach dem EiNsTEINschen Ge-

N E. Fuss, Zeitschr. f. Phy-ik. Bd. 11, S.364. Bd.12, S.1, 314
Bd. 13, S. 211, 1923, S. auch W. ThHomas, Zeitschr, t. Physik, Bd. 24,

S. 169, 1924.
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beziehung im mechanischen Sinne unstabil. Dic Falle w'® = |
und ¢ sind in diesem Falle auch energetisch unstabil, indem H
dort ein Maximum hat. Wir werden aber auch Fille kennen
lernen, wo die mechanisch stabile Bewegung energetisch un-
stabil 1st.

Man kann diese besonderen Bewegungen sehr einfach da-
durch kennzeichnen. daf} sie die einzigen Losungen der Be-

wegungsgleichungen

w’® oH dJ'° o H

o cJ’0’ dt ow’Y

sind, bei denen w’® konstant ist, die Rotatoren also mit kon-
stanter Phasendifferenz umlaufen. Aus dem Energiesatz

H{JO. O, w0 = W

folgt dann. da auch J° konstant ist. die Konstanz von J'?;
somit 1ist

o

i = U

A
Diese Gleichung hat nach (6) die Losungen

70 __ 1 1 3
w==0, 9,3, %-

Aus der ersten Bewegungsgleichung folgt dann nach (6):
v],O — O .

Wir haben hier das erste Beispiel, dall gerade durch die
Quantenbedingungen aus der Menge verwickelter mechanischer Be-
wegungen eme besonders einfache als stationdrer Zustand heraus-
gehoben wird. Wir werden sehen, dall ganz allgemein die ein-
fachen Bewegungen mit Phasenbeziehungen besonders ausge-
zeichnet sind.

§ 45. Phasenbeziehungen bei Bohrschen Atomen und
Molekeln.

In der Astronomie ist. wie wir schon sagten, die zufillige
Entartung des ungestorten Systems eine seltene Ausnahme. In
der Atomphysik spielt sie jedoch eine sehr wichtige Rolle.

Einerseits treten nach den Bourschen Vorstellungen iliber den
20*
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gelernt haben, wollen wir jetzt kurz darstellen, wie sich die
Kenntnis des stofflichen Substrats entwickelt hat, auf das sie
Anwendung finden.

Nachdem die Erscheinungen der Elektrolyse zuerst auf die
Annahme der atomistischen Struktur der Elektrizital gefilhrt hatten,
lernte man in den Kathodenstrahlen und (-Strahlen der radio-
aktiven Stoffe die Triager negativer Elektrizitit in freiem Zu-
stand kennen. Durch Ablenkung dieser Strahlen in elektro-

magnetischen Feldern lieB sich das Verhéltnis £ von Ladung

und Masse der Teilchen bestimmen. Man fand

;— — 5,31-1017 e.-st. E. pro Gramm.
Unter der Annahme, daB es sich hier und in der Elektrolyse
um dasselbe Elementarquantum der Elektrizitdt handelt (was
sich experimentell angenihert bestdtigen laBt), wird man zu
dem SchluB gefiihrt, daB diese negativen Elektrizitatsteilchen
etwa den 1830ten Teil der Masse eines Wasserstoffatoms haben.
Man nennt diese Triger der negativen Elektrizitit Elektronen
und hat durch optische und elektrische Versuche zeigen konnen,
daB sie als Bausteine in aller Materie vorkommen. Recht ge-
naue Werte fiir die Ladung von Elektronen lieen sich dadurch
bestimmen, daB es gelang, auf sehr kleinen (submikroskopischen)
Metallteilchen oder Oltropfchen die Ladung von ganz wenigen

Elektronen herzustellen und zu messen. MILLIKAN fand
e =4,77-10710 e.-st. K.

Die positive Elektrizitit hat man immer nur in Verbindung
mit Masse von atomarer GroSe gefunden. Es gelang, positive
Strahlen (o-Strahlen radioaktiver Stoffe, Anoden- und Kanal-

strahlen) herzustellen; die Bestimmung von 7—2— durch Ablenkungs-

versuche ergab fiir die «-Teilchen die Masse der Heliumatome,
fiir die Teilchen der Anodenstrahlen die Masse der Atome der
Anodensubstanz, fiir die Teilchen der Kanalstrahlen die Masse
der Atome des beniitzten Gases. Man mulB hiernach annehmen,
dal jedes Atom aus einem positiven Teilchen besteht, das auch
wesentlich seine Masse enthilt, und aus einer Anzahl von Elektronen.
Im neutralen Atom ist die Anzahl der Elementarladungen des
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p, eine periodische Funktion von ¢, ist (Fall der Libration
und der Rotation:. Da die uber einc Periode genommenen
Integrale

(12) == §p,.dq,

Konstante sind, konnen wir auch hier die J_ statt «, «,

als konstante Impulse einfiihren. Die Funktion H ha,ngt d:mn
nur von den J, ab; 8 laBt sich als Funktion der ¢, und der
J, schreiben. Statt der g, wird man jetzt die zu J, konju-
gierten Groflen w,_ einfiihren, die mit den ¢, durch die Gleichungen
13 wye OO = N

| " 4 J/.- T ('J/:
zusammenhiangen.

Wir behaupten jetzt, dall die so eingefithrten Variabeln
w,J, ganz idhnliche Eigenschaften haben, wie w und J be
einem Freiheitsgrad, daB nédmlich die ¢, mehrfach periodische
Funktionen der w, sind mit dem primitiven Periodensystem

(1, 0. 0 - O
(0. 1. 0---(

0, 0. 1.0
(0. O, 02 1),

Wir suchen die Anderung von w, wihrend eines Hin- und
Hergangs bzw. wihrend eines Umlaufs einer Koordinate ¢, bei
festgehaltenen tiibrigen Koordinaten:

Nun folgt durch partielles Differenzieren der Gleichung (13}
aw,c_ Sv 895l _ c chS B A 88

5511 - ZIJI oq, oy P‘]h ‘ I, ?qh

Sy, 1 G=D
S f l N 0 (Il=t:k}.

Fafit man jetzt die Funktionen g, (w, - -~wf) ins Auge und ver-
mehrt man w, um 1, wihrend die andern w ungeindert bleiben,
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verlaufen, und wenn n® die Hauptquantenzahl der grofiten unter
thnen ist. so gilt

J @
n' - o= |
)
und
(3 d= — (Ve —k) 0< &< 1.

Diese Formel ist wesentlich unabhingig von dem ScHRO-
pixcErschen Modell der geladenen Kugelschale und beruht
nur darauf. dall der Aphelabstand der dufleren Bahn grol} gegen
den Radius des Rumpfes ist und dafl das in den Rumpf ein-
dringende Elektron bald in Gebiete hoher effektiver Kernladungen
kommt. Bour') hat sie vor v.URrk folgendermallen abgeleitet:

Das radiale Wirkungsintegral J = h(n — k) der Bahn setzt
sich aus dem des dulleren Bahnsticks und dem der inneren
Schleife zusammen:

J o= Jw - J o h(n- -k

J v ist nur wenig kleiner als das radiale Wirkungsintegral
hin* — k) der vollen duBeren Ellipse:

J @ —=h(n*—k — &),

und J ‘ unterscheidet sich wenig von dem radialen Wirkungsinte-
gral hin® — k) der groBiten ganz im Rumpf verlaufen den Bahn:

J O = h(n — k- ¢,.

)

Dabeil braucht n® nicht ganzzahlig zu sein, sondern es sei die
durch A dividierte Summe der Wirkungsvariabeln jener grol3ten
mechanisch (nicht quantentheoretisch) moglichen Bahn. Somit
erhalt man

(4) N =n* —n == — (¥ — k — & + &,

und kann das Ergebnis so formulieren:

Die Ry bpBERG-Korrektion ber Tauchbahnen unterscheidet sich
wentg von dem durch h dividierten radialen Wirkungsintegral der
groften ganz im Rumpf verlaufenden Bahn.

Die Frage, mit welcher Genauigkeit sich alle optischen (und
Rontgen-) Terme durch ein geeignet konstruiertes Zentralfeld

1) Borr, N.: Vortrige in Gottingen Juni 1922 (ungedruckt).
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Abb. 38.

die Entwicklung (11) ist nicht mehr brauchbar. Fiir groBere
Werte von W, wird % -2 1, also Rotation; fiir kleinere Werte
von W, wird k£ >1, also Libration. Die Librationsgrenzen
werden wmn so enger, je kleiner W, ist; fir W, = 0 schrumpft
die Bildkurve der Bewegung in der (w’®, J'%)-Ebenc in das
Librationszentrum w'® = 0, J'° =0 oder w’® =L, J'® = 0 zu-
sammen. Negative W, kommen nicht vor, da dann J’ imaginir
wiirde (nach (7)). Ohne Beriicksichtigung der Quantenbedingungen
sind nun alle diese Bewegungen mdéglich, da W, kontinuierlich
verteilte Werte annehmen kann.

Nun fordert aber die Quantentheorie fiir J’ ein ganzzahliges

Vielfaches von A; ferner ist J’ proportional }1 (nach (7)), muf
also fiir kleine 1 beliebig klein werden kénnen. Diese beiden
Bedingungen erfiillt nur der Wert

J' = 0.

Bei einer Rotation von w’® ist dies iiberhanpt nicht méglich,
bei Libration nur in den Grenzfillen w'® =0, J'° =0 und
w'@-—=1, J'0-=0. In der gesiirien Bewegung laufen also die
beiden Rotatoren streng wn gleicher Phase. Wir haben nur eine
Frequenz, aber zwei Quantenbedingungen.

Fordert man nur, daB die Bewegungsgleichungen erfillt
sind, ohne dafB der Zustand stabil zu sein braucht, so sind
auch die Fille w'® =}, J'©=0 und w'® =73, J'% = 0 moglich.

In jeder Nachbarschaft der durch '® == 1 und # angegebenen
Bewegungen gibt es aber Rotations- und Librationsbewegungen,
bei denen sich »’® weit von dem Werte w'® =1 oder 2 ent-
fernt. Fir w’® = ! und 2 ist also unsere Bewegung mit Phasen-
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sie hat also die oben angegebene Form. Die Bewegung kann daher als
Resultante der Schwingungen von drei linearen Oszillatoren in den

Koordinatenachsen angesehen werden. Ks wird somit nach (9) und
(10) § 9:

/ '].1' . ) -
Sz - |./ o fIn o N'.I' [)J' — ' _)‘ )"l‘ n !]‘T coS 2 T u'.l.
2y m
{ 4 J’/ . . -. - - .
-}/ | .;- -5 S Il _) 4 21"/ I}?/ - \ 2 v’, e ']7/ C(_)S 2 T uc,/
22y, m : : ! : |
'I: . ) e ‘
- l o S -7 P o) 2 . m 'l; cos 2 7 u.
275 v, m
WO
{U.l
we o oot od,, o=
S

1st.  Die Energic betriigt

(5H) W, - » Jy v dJ..

y

Die Beweguny hat einen ganz verschiedenen Typus, je nachdem ob
zwischen den » ganzzahlige lineare Beziehungen

To Ve o Tyly =10, -0

-

bestehen oder nicht. Nehmen wir zunichst an, dal} dies nicht der Fall
ist. Wir werden beweisen (s. Anhang I). daB in solchen Fillen ganz all-
gemein die Bahnkurve ein Gebiet von soviel Dimensionen, als Freiheits-
grade vorhanden sind, voll ausfilllt, indem sie jedem Punkt darin be-
liebig nahe kommt. Hier berufen wir uns vorliufig auf die Anschauung,
dafl die Bahnkurve jedem Punkt cines achsenparallelen Quaders beliebig
nahe kommt, dessen Kanten die Lingen

D . S | S
l ) lJ.‘L s ’ ] '

Catmoy,
haben (rdumliche Lissasous-Figur).

Um zu erliautern, was fiir Besonderheiten vorkommen kénnen, wenn
eine Kommensurabilitdt zwischen den » besteht, betrachten wir den ein-
fachen Fall, daBl », — », ist. Er tritt dann ein, wenn das der potentiellen
Energie entsprechende Ellipsoid R tationssymmetrie um die z- Achse hat.
Die Bahnkurve verliuft dann auf einem elliptischen Zylinder, der die
z-Achse umschlielt. Finer bestimmten Bewegung entsprechen jetzt
nicht mehr eindeutig bestimmte Werte von J, und J,, da wir das Kcor-
dinatensystem beliebig um die z-Achse drehen konnen, wobei die zur
=-Achse senkrechten Kanten des die Bahnkurve beriihrenden Quaders
thre Lingen #ndern. J. dagegen bleibt eindeutig bestimmt als Hohe
des elliptischen Zylinders, auf dem die Bahnkurve verliuft (wenn nicht
neue Kommensurabilititen hinzukommen). Da die Energie
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bestehen. Wir sprechen dann von zufdlliger FEntartung. Man
kann dann die w® so wihlen, dafl fiir jene besonderen Werte
von J " die Frequenzen r,” verschwinden (0=8-~-1---f) und
die I'requenzen v, (¢==1,2... s) inkommensurabel sind. Aber
in der ungestérten Bewegung sind, wie schon gesagt, auch die
J,' durch Quantenbedingungen festzulegen. Zufdilliy entartete
Freiheitsgrade unterliegen also Quantenbedingungen, eigentlich ent-
artete nicht.

In der Astronomie ist die zufillige Entartung eine seltene
und merkwiirdige Ausnahme: daB sie exakt erfiillt ist. ist sogar
unendlich unwahrscheinlich. Naheza vorhanden ist sie z. B.
bei den Stérungen einiger kleiner Planeten (Achilles, Patroklus,
Hektor, Nestor:, die fast cieselbe Umlaufszeit habon wie .J upiter.
In der Atomtheorie dagegen, wo die J L onur diskrete Werte
haben konnen, sind zufillige Entartungen sehr hiufig.

Die wichtigsten Eigenschaften zufillig entarteter Svsteme
mogen an einem einfachen Beispicl!) erliutert werden.

Wir denken uns auf derselben Achse zwei gleiche Rotatoren
vom Triighoitsmoment 4. deren Stellungen durch die Winkel @y
und ¢, bestimmt sein mogen. Solange sie keine Wechselwirkung
aufeinander ausiben, laufen beide gleichféormig um. Die Winkel-
und Wirkungsvariabeln sind durch

7

N 1 0O _ .

w,! = 9 J = 2ap,,
@, _

2{,’“0 j— —"—:— s Joo — 2 :T pg)

gegoben: p, und p, sind die Drehimpulse. Die Energie ist

1

2) Ho= 82 A

J O I =W,
Wenn wir J,* und J,° durch Quantenbedingungen festlegen,
so sind die beiden Umlaufsfrequenzen stets kommensurabel ;
insbesondere sind sie gleich, wenn J.° = J,0 ist. |

Wir nehmen jetzt als Stérung dieser Bewegung eine Wechsel-
wirkung der beiden Rotatoren an, deren Drehmoment mit
sin (¢, - - ¢,) proportional ist; dann lautet die Energie

Y M. Bor~ und W, HEISENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 14, S.44.1923.
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§ 14. Separierbare mehrfach periodische Systeme.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, die fiir periodische
Systeme mit einem Freiheitsgrad gefundenen Zusammenhinge
auf Systeme mit mehreren Freiheitsgraden zu iibertragen. Fiir

; ganz beliebige Systeme hat natiirlich die Einfilhrung von
. Winkel- und Wirkungsvariabeln gar keinen Sinn, da diese an
das Vorhandensein von Periodizitiits-Eigenschaften gekniipft sind.

Wir betrachten zunichst den einfachen Fall, daB die HamiL-

¢ TONsche Fumktion des Systems in eine Summe von Gliedern zer-
fallt, von deren jedes nur ein Variabelnpaar ., P, enthilt:

H=H (q;,p,) - Hf((lf’ pf)'

Man l6st die HamirToN-JacoBische Gleichung dann durch Se-
paration der Variabeln, indem man

- o8
H, (’]k 7 qk> = W,

setzt. wo zwischen den W,_ die Beziehung

W, W, =W

|

besteht. Man sieht, die Bewegung entspricht vollkommen der
von f unabhingigen Systemen von je einem Freiheitsgrad. Wir
betrachten nur den Fall, wo die Anderung jeder der Koordi-
naten ¢, periodisch mit der Zeit erfolgt. Dann ist die folge-

richtige Verallgemeinerung der friiheren Betrachtungen, die
Wirkungsvariabeln durch

(L S o= §pdy,

zu definieren, die Funktion 8, durch ¢, und J, auszudriicken und
. 08

(2) U’r — - K
/ . OJL

Zu setzen.

Beispiel: Riumlicher Oszillator. Ein Massenpunkt sei durch irgend-
welche Krifte an eine stabile Gliichgewichtslage gebunden (z. B. ein
leichtes Atom in einer Mclekel, die sonst aus lauter schweren, also rela-
tiv unbeweglichen Atomen besteht). Dann ist fiir kleine Verriickungen
die potentielle Encrgie eine positiv definite quadratische Form der Ver-
rickungskomponenten. Man kann dann immer die Achsen des Koordi-
natensystems (x, 7, 2) in die Hauptachsen des dieser quadratischen Form
enteprechenden Ellipsoids legen. Die Hamirroxsche Funktion ist dann
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der Atomoberfliche auf die 3,- die 4,-Bahn folgt, kommt im
tiefen Innern der hochnumerierten Atome nach der 3,-Bahn
die 3,-Bahn. Wenn wir also die Reihe der kaliumiihnlichen
Ionen K, Ca™, S¢™ ", Tit ™", V&' | U durchgehen, so miissen
wir einmal an die Stelle kommen, wo das auBerste Elektron
in einer 3,-Bahn angelagert ist. In der Tat ist im Spektrum
des K die 3,-Bahn (n* — 2,85) noch wesentlich schwicher ge-
bunden als die 4,-Bahn (n* = 1,77), bei Ca™ ist der Unter-
schied schon viel kleiner (n* = 2,31: 2,14); bei Sc'" dirfte
das n* des s-Terms noch groBer sein als bei ('a’ (entsprechend
dem allgemeinen Verhalten von Tauchbahnen), so dafl die d-
Bahn stirker gebunden sein koénnte als die s-Bahn?'). Man
konnte also annchmen, dall beim Aufbau des Sec-Atoms zur
argonahnlichen Anordnung des Sc*** eine 3,- und dann noch
zwel 4 -Bahnen kommen, beim Ti auf die argonidhnliche An-
ordnung des Ti" """ zwel 3,- und zwei 4 -Bahnen.

Die Spektren der Kisengruppe zeigen nun, daf} diese Aui-
fassung doch zu schematisch ist und nur ganz roh die Ver-
hiltnisse wiedergibt. Zwar haben einige Atome dieser Gruppe
(Cr und Mn:! eine s-Bahn im Normalzustand *); bei andern aber
kommen d- und sogar f~Bahnen vor®). Es scheinen also in dieser
Gruppe die Bindungsenergien der verschiedenen Bahnen nicht
sehr verschieden zu sein. Auf jeden Fall aber zeigt uns unsere
Betrachtung. dal man sich den Ausbau einer Elektronengruppe
nicht immer so vorzustellen hat, daB das letzte hinzukommende
Elektron in die zuletzt begonnene Gruppe aufgenommen wird.
Vielmehr kann von einer bestimmten Atomnummer ab der Rumpf
anders gebaut sein als das vorangehende Atom, niimlich schon
ein Elektron des neu begonnenen Bahntypus enthalten.

Zur Ubersicht iiber die Besetzungszahlen der einzelnen
Quantenbahnen miiflte man ein zweidimensionales Schema geben,
 das alle Elemente mit allen ihren Ionen bis zum nackten Kern
L enthilt, das also einmal nach der Atomnummer Z und dann
- nach der Elektronenzahl z fortschreitet. Mit unserer geringen

Y N. BoHR: Zeitschr. f. Physik. Bd, 9, S.1, 1922.

- *) W.GROTRIAN: Zeitschr, f. Physik. Bd. 18, S.169, 1923. — H, GIESELER
¢ und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 22, S.245. 1924.

%) H. GreseLER und W, GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 342.
- 1924,
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an: an der gleichen Stelle liegt eine der oben erwihnten Ab-
sorptionskanten.
Auch fiir die L-Linien gilt das Gesetz des linearen Anstiegs

von | #. Wir versuchen diese Linien durch Ubergiinge auf eine
zweiquantige Bahn (n =: 2) zu deuten und erhalten fur die kurz-
welligste L-Linie die angenidherte Frequenz

- 1
2) V—R/(

57

1 \\I.\l ':) - ry

_“_,)-"__")]{A'.
\ 3- .'g()
Diese Formel gilt nun nicht ganz so gut wie die fir die
K-Serie: es ist dies verstindlich. da wir hier schon weiter
vom Kern entfernt sind. Wir konnen diesem Umstand nach
SomMERFELDY) dadurch Rechnung tragen. daB wir
1
37

schreiben; die empirischen Werte sind dann mit einem Wert
von ¢ im Kinklang, der bei mittlerem Z ungefihr bei 6 oder 7
liegt. Auch hier fillt die Seriengrenze mit einer Absorptions-
kante zusammen. Die M-Linien schlicBlich entsprechen Uber-
gingen auf eine dreiquantige Bahn.

Eine tibersichtliche Darstellung der stationiren Bahnen der
Elektronen im Atom erhalten wir, wenn wir vom System der
Rontgenlinien zu dem der Rontgenterme libergehen. Den End-
term der K -Linien nennen wir K-Term, ihm kommen (in un-
serem Modell) die Quantenzahlen n» =1. £--1 zu. Fiir die
L-Linien mufl man, um ihre Mannigfaltigkeit zu erkliren, drei
Kindterme (L-Terme) annehmen, fir sie ist n =2 und k=1
oder 2. Ihre Dreizahl sagt, dall dic Quantenzahlen n und k
zu lhrer Bezeichnung nicht ausreichen; wir haben hier eine
ahnliche Erscheinung vor uns wie die Vielfachheit der optischen
Terme. Eine Theorie dieser Erscheinung kénnen wir mit un-
serem Modell nicht geben®,. Weiter ergibt die Untersuchung der
Rontgenlinien fiinf M-Terme mit n == 3 (k = 1, 2, 3) und sieben
N-Terme mit n ==4; es sind auch einige (-Terme festgestellt.

Zur Ubersicht iiber das Auftreten dieser verschiedenen Terme

. e
3 i riz- sel o

9 B
Y el

Y A. SommerreLDd: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916.
) Eine befriedigende modellmidflige Erklirung ist iiberhaupt noch
nicht gelungen.

PO PRI S Sy
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(<

vergleichbar wird. ist die Reihenfolge nicht mehr ganz sicher.
Das Bour-(‘osTErsche Diagramm der Rontgenterme (Abb. 16,
S.200) zeigt uns aber. dal} die Energien der Bahnen wenigstens.
im fertigen Atom die Reihenfolge 4,, 4,, 45, 4,.5,... haben.

Wenn die Elektronenzahl nur noch um 1 kleiner als die
Kernladung ist, es sich also um die Anlagerung des [eizten
Elektrons und um die Bildung des neutralen Atoms handelt,
oibt die rohe Abschitzung der effektiven Quantenzahl, die wir
in (4) § 28 kennen lernten, einen Anhalt. sobald es sich um

Tauchbahnen handelt. Fiir s-Bahnen erhalten wir

n* ==n — (nV — 1 — e -+ &).

1

Da die Aphele der s-Bahnen des Rumpfes seine Grofie bestimmen.,
ist n' die wirkliche Quantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahnen. also n'® —=n — 1. Es wird also angenihert

n¥ — 2.

Bei den p-Bahnen diirfte »'¢) etwas groBer sein als die Quanten-
zahl der ganz im Rumpf verlaufenden p-Bahn. so dafi wir

2 n*. 3

erhalten. Diese Werte stimmen mit den empirischen Werten
(erste Tabelle des § 31) einigermalien iiberein'). Die d-Bahnen
dringen im allgomeinen so wenig cin, da8 die Gleichung (4)
§ 28 nicht anwendbar scheint; dann ist die 3,-Bahn die engste
d-Bahn und ihr »* wird etwas unter 3 liegen. Nur bei Sr und
Ba scheinen d-Bahnen tiefer einzudringen. Die Abschitzung wiirde

3 n*<_4

liefern; der empirische Wert liegt bei 2, aber immer noch hobher,
als bei den s-Bahnen.

Diese Abschiittzung macht es verstindlich, dafl nach dem
Ausbau einer n,- und n,-Gruppe ein oberflichliches Elektron
in einer (n - 11,-Bahn gebunden wird, daB also nach dem Ab-
schluf der 3,- und 3,-Gruppe beim A oder K™ das nichset
Elektron beim K in einer 4,- (nicht 3,-)Bahn lauft oder nach
Abschluf3 der 4,- und 4,-Gruppe beim Kr oder Rb™ das Rb
eine d,- (nicht 4,- oder 4,-)Gruppe beginnt. Wihrend so an

1) Bei halbzahligem % erhielte man »* —1,5 fiir s-Terme. n* =15
bis 2,5 fiir p-Terme.

it B e AT AL ¢ e S e b A
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Kernladung abschirmenden Wirkung der tbrigen Elektronen.
Als Linie von groBBter Irequenz ist eine Linie zu erwarten.
fur die ungefihr

(1: T'-...—I{Z'J(-l — 1/\ _73_ R 72
2t) 7 4

ist. Die Formel fordert, dafl | » linear mit der Kernladung an-
steigt. MOSELEY'). der zuerst systematisch die Rontgenspektren

untersucht hat. fand. dall fir die K-Serie } » tatsachlich eine
nahezu lineare Funktion der Atommummer ist; dabei versteht
man unter Atomnummer dic Ordnungszahl eines Atoms in der
Reihenfolge des periodischen Systems (1 H. 2 He, 3Li---), also
im wesentlichen 1 der Reihenfolge des Atomgewichts: die von
der Chemic geforderten Liicken (z. B. das dem Mangan homologe
Element 43} sind dabei mitzuzihlen und die durch das che-
mische Verhalten geforderten Umstellungen [z. B. 18 A (Atom-
gewicht 39,88) und 19 KX (39,10)] sind zu beriicksichtigen.
Hierdurch ist das schon lange vermutete und von van DEN
Broex zuerst ausgesprochene Gesetz (vgl. § 3. S. 15): Atom-
nummer gleich Kernladungszahl aufs glinzendste bestiitigt worden,
Mar. ist dadurch in den Stand gesetzt, auch die Atomnummern
der Elemente mit sehr hohem Atomgewicht, bei denen lange
Reihen chemisch sehr wenig verschiedener Elemente (z. B. die
seltenen Erden) vorkommen, eindeutig festzulegen und vorhan-
dene Liicken genau anzugeben. |
Um zu zeigen, mit welcher Genauigkeit das Gesetz (1) gilt,

teilen wir die Werte von |/ — ) fiir einige Elemente mit. Man
J

findet 10,1 bei Na(Z = 11), 36,3 bei Rb(Z = 37) und 76,5
bei W (Z == 74). Wir lassen daher die kurzwelligste K-Linie
dem Ubergang eines Elektrons von einer zweiquantigen zu einer
einquantigen Bahn entsprechen. Es liegt nun nahe. die iibrigen
K-Linien durch Uberginge von héherquantigen Bahnen auf
eine einquantige zu erkliren. Die K-Linien schlielen sich in
der Tat der theoretisch geforderten Grenze

RZ*

i

1) HG.J.Moserey: Phil.Mag. Bd.26, 5.1024. 1913; Bd.27,8.703. 1914,
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sein. d. h. IHI,_, wurde gar nicht von u~,.° abhingen. Dann kann
man natirlich in dieser Niherung nichts tber wf“ aussagen.
[m Fall der Libration mul Jf mit 14 klein werden, daraus
folgt ./, = - 0, d. h. das Integral ist um einen unendlich kurzen Ver-
zwelgungsschnitt der (w /Q, J fo')—Ebene zu erstrecken, die Libration
zieht sich also auf einen Punkt zusammen. Da somit u:[“ wihrend
der Bewegung einen festen Wert behilt, hat die gestorte Bewe-
gung nur /' -- 1 Frequenzen. also keinen hoheren Periodizitéits-
orad als die ungestorte.

Der Wert, den w,” bei der Bewegung hat. mufl Doppel-

wurzel von W, [l w/.") sein: er mul} also die Gleichungen

3l W, — H, (w°
und

10 1, — ()

\ /-1(9/9
erfullen.

Die Tatsache, daB w?’ nur ganz bestimmte Werte haben
kann, nimlich die Wurzeln von (10). hedeutet eine Phasenbe-
ziehung In der Bewegung des Systems.

Soli dic so bestimmte Bewegung wirklich der Grenzfall
einer Libration sein — und nur dann ist sie stabil — so muf
der Radikand von :6) in der Umgebung der Wurzel w,” nega-
tiv sein. d. h.

H, (?v["\)

1 0 H,
SK D
. f 0] ,

mull ein Minimum haben. Ist diese letzte Bedingung nicht
erfiillt. so werden zwar die Bewegungsgleichungen

(\ﬁ JO L (3].:];2

0

)
Y X L0
J,. )

befriedigt; es gibt aber in jeder noch so nahen Nachbarschaft
solche Losungen der Bewegungsgleichungen, bei denen sich die
Koordinaten weit von jenen konstanten Werten entfernen. Die

durch (9) und (10) bestimmten Bewegungen sind also dann labil.

2
Im Falle. daR ' -0 positiv ist (wie im Beispiel der beiden

(3]

("
f e
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Kenntnis von den Besetzungszahlen ein solches hinzuschreiben,
hitte wenig Sinn. Zur Veranschaulichung des Gedankens ist
in Abbildung 19 (durch Schraffierung) nur die gerade im Aus-
bau begriffene Gruppe angedeutet, d.h. die Quantenbahn des
zulotzt angelagerten Elektrons. Die Gebiete, in denen diese
Quantenbahn zweifelhaft ist, sind doppelt schraffiert.

Pt-6ruppe
-6, A6, |
e bruppe woryppe selfere £rden
f

Z .

n=7 . i

- S I O L __._1
_ / ————

7.=6 s =

s?; : -

! ",'.i
SN

54! ~

§ 33. Die relativistische Keplerbewegung.

Bei den Uberlegungen zum Verstindnis des periodischen
Systems der Elemente kamen wir mit der nichtrelativistischen
Mechanik aus. Die genauere Behandlung der Bahnen beim
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leitung erwihnte experimentelle Verfahren des ElektronenstofBes
gestattet, rein empirisch die Energiestufen der atomaren Svsteme
zu bestimmen. Der Vergleich dieser Bestimmung mit den theore-
tischen Energiewerten ermoglicht eine Priifung der Grundlagen
der Quantentheorie, soweit wir sie bisher durchgefiihrt haben.

Die Verkoppelung der atomaren Systeme mit der Strahlung
geschieht, wie wir ebenfalls in der Einleitung erwihnt haben,
durch ein weiteres unabhiingiges Quantengesetz, dic Bomrsche
Frequenzbedingung

~ (1 L (2
hy— WY - w®,

die die Frequenzen des emittierten und absorbierten Lichtes

ber atomaren Systemen regelt. Dabei bedeuten W™ und W®
die Energien zweier stationirer Zustinde und 3 die Frequenz
des Lichtes, dessen Emission oder Absorption mit dem {Iber-
gang des Systems von dem Zustand 1 in den Zustand 2 ge-

koppelt ist. Im Falle der Emission ( W - W(Z’) liefert unsere
Formel ein positives 7. im Falle der Absorption ( wh - W(g))

eln negatives ».
Die Borrsche Frequenzbedingung ermoglicht eine viel schir-
fere Priifung der Quantenregeln durch Beniitzung der aus den

Spektren bekannten Frequenzen.

§ 11. Das Korrespondenzprinzip fiir einen Freiheitsgrad.

Durch die beiden im § 10 aufgestellten Gesetze der Atom-
mechanik ist der in der Einleitung erhobenen Grundforderung
der Stabibitdt der Atome Geniige getan. Wir wenden uns jetzt
der Frage zu, wie weit sie der anderen Grundforderung ent-
sprechen, dall die klassische Theorie als Grenzfall der Quanten-
theorie erscheint.

In den beiden Quantengesetzen kommt als charakteristische
GroBe die Prancksche Konstante A vor, die den Abstand der
Quantenzustinde miBt. Unsere Forderung bedeutet, daB die
Quantengesetze im Grenzfall # — 0 in die klassischen Gesetze
ibergehen. Die diskreten Energiestufen riicken dann zu dem
Kontinuum der klassischen Theorie zusammen. Eine besondere
Untersuchung erfordert die Frequenzbedingung: Wir haben zu

untersuchen, ob die nach ilir berechnete Frequenz in der Grenze
5%
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S* 1aBt sich statt S als Erzeugende einer kanonischen Trans-
formation ansehen, die die ¢, und p, in die w, und J,_ iiber-

fuhrt. Die Gleichung

. . : dS
Zpqu: — \7wk']k+ Al

amacs

ist namlich gleichbedeutend mit

dS*

_>7pk q.k ST \7‘] ZL’ -+ _d—f_ T

und diese liefert die Tra-n%formatlon

Jk = — (T’;U— S*((],U’)

17)

Hieraus konnen wir einen einfachen Ausdruck fur die mittlere
kinetische Energie im Falle der nichtrelativistischen Mechanik
ableiten. Eg ist namlich

ty t2
— 1 _ 1
2T = - 7 ), At == - - \7
t_l o tlfz p?.: .(].I: dt t-g . tl pkdgk
L b
ts L2
- - L \yJ dw, -1- L dS*.
t, — l‘ t, — t1,
zl ' 31

Wihlen wir den Zeitraum (2, %) hinreichend lang, so folgt

2T = t*tfz.]vdt

(18) 2T o N y .

Die hier eingefithrten Integrale J, (12) scheinen sich ohne
welteres zur Formulierung von Quantenbedingungen in der Form
J, = n,_h darzubieten. Der Definition nach sind sie aber an
ein Koordinatensystem (g, p) gekniipft; man mufl daher zu-
nichst die Bedingungen untersuchen, unter denen dieses Koor-
dinatensystem, das durch die Forderung der Separierbarkeit
festgelegt wurde, eindeutig bestimmt ist. Wir werden also
untersuchen, ob es Punkttransformationen (d. h. Transforma-
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Die sechste Periode beginnt mit Cdsium (55 ('s) und Barium
56 Ba) in Analogie zur fiinften; die Grundbahnen des Leucht-
clektrons sind 6,-Bahnen. Dax Lanthan (57 La) und die Ele-
mente vor Platin (78 Pt) iihneln der Gruppe Y bis Pd. Wir
diirfen dort den Aufbau der 5,-Gruppe annehmen; in der Tat
tritt ein 5,-Rontgenterm bald hinter Platin auf. In diese
Gruppe hinein fillt aber noch eine weitere Gruppe von Ele-
menten zicmlich gleichartigen chemischen Verhaltens, die sel-
tenen Erden; wir dirfen sie der Ausbildung der noch fehlenden
4,-Bahnen entsprechen lassen: ein 4,-Réntgenterm tritt bei Ta
73 Ta. auf. Die Elementc (Yold (79 Au) bis Niton (86 Nt) ent-
sprechen  wieder den Elementen Ag bis X und bringen den
vorliufigen Ausbau der 6,- und 6,- Bahnen. Die letzte Periode
bringt dann die Anlagerung von 7,-Bahnen.

Uberblicken wir noch einmal das periodische System und
Jassen wir die (in der Abbildung 17 eingerahmten) Gruppen
hesonderen chemischen und spektroskopischen Verhaltens vor-
liufig weg, so werden in der ersten Periode zwei 1,-Elektronen,
in jeder folgenden acht n - und n,- Elektronen angebaut. Die
Gruppe der Eisenmetalle (Sc¢ bis Ni) bringt zehn weitere Elek-
tronen in dreiquantiger Bahn. so daB wir im ganzen 18 drei-
quantige Bahnen bekommen. Die Palladiumgruppe (Y bis Pd)
bringt 10 und die Gruppe der seltenen Erden 14 weitere vier-
(quantige Bahnen, deren Zahl damit auf 32 erhoht wird. Bomr
nimmt, um symmetrische Anordnung zu ermdglichen, an, daB}
sich die 8 Elektronen mit n = 2 zu je vieren auf die 2 - und
2,-Bahn verteilen, die 18 Elektronen mit n = 3 zu je sechsen
auf die 3,-. 3,- und 3,-Bahn und die 32 Elektronen mit n =4
zu je achten auf die vier vierquantigen Bahnen; doch gibt es
hierfiir keine empirischen Belege.

Zur Bestitigung der Auffassung vom Ausbau innerer Elek-
tronengruppen sei noch (nach Bour und CosTER) auf die Darstel-
lung der Rontgenterme (Abb. 16, S. 205) hingewiesen, wo sich bei
den betr. Werten von Z deutliche Knicke der Kurven zeigen.

Zur Ubersicht geben wir hier eine Tabelle der Besetzungs-

zahlen wieder.

Um den Aufbau des periodischen Systems deduktiv ab-.

leiten zu kénnen, miillte man theoretisch verstehen, mit hochstens
wieviel Elektronen eine bestimmte Quantenbahn besetzt werden
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setz (§ 1) in Strahlung umsetzen; die hichste auftretende Fre-
quenz entspricht dann vollstindigem Verlust der kinetischen
Energie der auftreffenden Elektronen.

Das Limenspektrum ist fiir die strahlende Materie charakte-
ristisch und wird daher , Kigenstrahlung* genannt. Sie soll uns
letzt beschiftigen. Die wichtigste Tatsache iiber sie ist die,
dal} jedes Element die gleiche Anordnung der Limien zeigt und
dall die Linien mit wachsender Atomnummer nach kiirzeren
Wellenlingen wandern. Dieses Liniengpektrum enthiilt mehrere
Liniengruppen: Eine kurzwellige Gruppe (genannt K-Strahlung)
ist schon bei leichten Elementen (etwa vom Na ab) nachge-
wiesen. Wihrend sie bei schwereren Elementen immer kurz-
welliger wird, riickt ihr eine Gruppe lingerer Wellen nach
- L-Strahlung); hinter ihr komm¢t bei noch schwereren Elementen
eine noch langwelligere (M-Strahlung).

Sollen diese Spektrallinien mit den Bewegungen der FElek-
tronen im Atom nach den Gosetzen der Quantentheorie zu-

sammenhingen, so miissen sich die Réntgenfrequenzen nach
der Gleichung

}l ; — l/_.V(l) L 11,7(2)

durch die Energien zweier stationiirer Zustinde der Elektronen-
anordnung ausdriicken lassen. Die hohen Werte von % (rund

1000mal so grol3 als im sichtbaren Spektrum) sprechen dafiir,
dall es sich um Verdnderungen in den Bahnen der inneren

Elektronen handelt. wo wegen der hohen Kernladung bei der
Verlagerung eines Elektrons eine groBe Arbeit zu leisten ist.

Die Tatsache, dafl die Rontgenlinien sich in einfache Serien
ordnen und durch wenige ganze Zahlen kennzeichnen lassen,
st der Grund dafiir, dafl wir analog zur Optik annehmen
dirfen, es handele sich in der Hauptsache um die Bewegung
eines einzigen , Leuchtelektrons*. Obwohl wir gezwungen sind
anzunehmen, dafl sich dieses Elektron im Innern des Atoms
bewegt. werden wir aus denselben Griinden wie bei den sicht-
baren Spektren die Wirkung der iibrigen Elektronen und des
Kerns durch die eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes ersetzen.
Hierdurch bringen wir wiederum die Tatsache zum Ausdruck,
dall kein Energieaustausch zwischen Leuchtelektron und Atom-
rest stattfindet: die Existenz der Quantenzahlen des Leucht-
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zichen sich die Kurven auf das Librationszentrum ¢ = (0 zu-
sammen. Fir

—_ Do WD
haben wir Libration zwischen den Grenzen
, / ])\J
4" =— arc cos| - -
4 k\ IV/
D\
q" —arccos(-—-— )
{ W )
fur
W D

dugegen haben wir Rotation, das Pendel liuft stets im gleichen
Sinne un.  Im Grenzfalle

W=D

nihert es sich asymptotisch der Lage ¢ = .

Abb. 5.

Das Integral

o J— g;vm VI Deosgdy
1st in diesem Fall ein elliptisches. Nur wenn die Librations-
grenzen nahe beieinander liegen (zu beiden Seiten des Libra-

tionszentrums) lifit es sich durch ein elementares Integral an-
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den ». Umgekehrt lassen sich aus (f - 1, unabhingigen
linearen homogenen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten

TV TV T s 0
Ty, ¥y —: Ty Vo - _*_ 72,‘ Vf — 0
TV T peVe o Ty =0
die », bis auf einen willkiirlichen Faktor » bestimmen
v, =1,

wo 7, ganzzahlig gowihlt werden kann. Die Fourier-Dar-
stellung der Koordinaten ¢, erhdlt in diesem Falle die Form

(1). - S’O(k) ("3'71[(’1 71"._1:_)_ [_2’__ - T/.“(/.I)‘j't—i-“'J)]

Ty -7
1 /

o
—
T

auch ihr sieht man ohne weiteres die Periodizitat an.

Im nichtperiodischen Fall ist die Bewegung analog dem.
was man bel zwel Dimensionen eine Lissasous-Bewegung nennt.
die nur bei Giltigkeit einer rationalen Beziehung zwischen
den » geschlossen ist. Die Bahnkurve im w-Raum kommt
nimlich (wie im Anhang I bewiesen wird) jedem Punkt des Ein-
heitskubus beliebig nahe, wenn man sie dadurch auf diesen
Kubus beschrankt, dall man jeden Bahnpunkt durch den dqui-
valenten Punkt des Einheitskubus ersetzt. Der Ubergang vom
w-Raum zum g¢-Raum bedeutet eine stetige Abbildung; die
Bahnkurve im ¢-Raum kommt daher jedem Punkt eines f-di-
mensionalen Gebiets beliebig nahe.

Die Astronomen nennen solche Bewegungen bedingt periodisch.

Aus der Tatsache, daB die Fuanktion § jedesmal um J,
wichst, wenn die Koordinate ¢, eine Periode durchldauft und

- die anderen g ungeindert bleiben, kann man (wie im § 9
. gehlieBen, daB die Funktion

(161 S§* =8 — Nu, J,
P

ane mehrfach perivodische Funktion der w mit der primitiven Periode 1
ist. Denn #ndert sich w, um 1 und bleiben die andern w
ungedndert, so durchlduft ¢, eine Periode und die andern g
kehren zum Ausgangswert zuriick, ohne eine Periode durch-
- laufen zu haben, d. h. § nimmt um J, zu und 8* bleibt

ungeindert.
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durch 3, -Bahnen vervollstiindigt wird. Inwiefern eine solche
Vervollstindigung innerer Gruppen einmal eintreten muB, wer-
don wir spiter im Zusammenhang betrachten. DalB eine 3,-
Bahn bei den nun folgenden Elementen im Atominnern tat-
sachlich vorhanden ist, zeigt das Auftreten des letzten M-Terms
der Rontgenspektren bei Cu (vgl. Abb. 16, S. 205). Die im Rumpf
verlaufenden 3,-Bahnen hindern nicht das Auftreten von an-
geregton 3,-Bahnen im Aullern. wie die Tabelle auf S. 219 bei
Ca, Zn, Ga. Rb zeigt.

Die Elemente Kupfer (29 (‘u ) und Zink (30 Zn) dhneln in
ihren Spektren den Alkalien und Erdalkalien. Wir haben bei
(‘u ein dulleres auf einer 4,- Bahn gebundenes Elektron anzu-
nehmen, bei Zn zwei solche 4, - Elektronen. Entsprechend dem
Al tritt das Louchtelektron bei Gallium 131 Ga) auf einer 4,-
Bahn auf. An achter Stelle hinter dem Ni kommt Aas Kdel-
gas Krypton (36 Kr), so daB die Gruppe Cu bis Kr sehr der
zweiten und dritten Periode ihnelt. Wir nehmen daher an, daf3
in dieser acht vierquantige Elektronenbahnen (4,- und 4,-Bahnen)
an die bei Ni vollendete dreiquantige Schale angebaut werden.

Dall bei Kr die N-Schale (n---4) zunichst abgeschlossen
186, zeigen die Spektren des Rubidium (37 Rb) und Strontium
(388r): sie beweisen im Verein mit dem chomischen Verhalten
dieser Klemente, daB wir im Normalzustand ein bzw. zwei
aullere Elektronen auf 5 -Bahnen haben. Die folgenden Ele-
mente Yttrium (39Y) bis Palladium (46 Pd) setzen wieder (wie
die Gruppe Sc bis Ni) die Reihe nicht einfach fort, sondern
zeigen stark veriinderliche Wertigkeit. Es liegt nahe anzunehmen.
dall bei diesen Klementen die noch fehlenden 4,-Bahnen zum
erstenmal auftreten; in der Tat sehen wir bei Silber (47 Ag)
einen entsprechenden Réntgenterm. Das Auftreten von 4,-
Balmen im Rumpf hindert wieder nicht, daB auBerhalb des
Rumpfes im angeregten Zustand Elektronen auf einer 3,-Bahn
lauten konnen, wie es bei Ag. ('d, In der Fall ist.

Die Elemente Silber (47 Ag), Kadmium (48 Cd) und Indiwm
(49 In) entsprechen in ihrem Spektrum und ihrem chemischen
Verhalten den Elementen Cu, Zn, (GGa. Bei ihnen werden der
vierquantigen Schale (4 -, 4,-, 4;-Bahnen) zwei 5- und eine
5,-Bahn angelagert. Bei Xenon (54 X) miissen wir die 5,- und
d,-Gruppe als vorliufig abgeschlossen ansehen.

Boen. Atommechanik I. 15
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Aufbau der hoheren Atome m diesen stets einc ganze Reihe
uleichartiger Bahnen auf. andererseits sind nach der Quanten-
theorie auch die Umlaufszeiten der KepLER-Bewegungen mit
verschiedenen Hauptquantenzahlen stets kommensurabel, da sie
sich wic die dritten Potenzen ganzer Zahlen verhalten.

Nach der Diskussion des Beispiels im vorigen Paragraphen
werden wir erwarten, dall auch allgemein in solchen Fillen
zufilliger Entartung die Quantenbedingungen exakte Phasen-
beziehungen und damit also besonders einfache Bewegungs-
formen ecrzwingen werden. Da der Nachweis fiir beliebige
Niherungen etwax umstandlich ist und wegen der fiir ihn er-
forderlichen mathematischen Methode erst an spiterer Stelle
vegeben werden kann, so sei hier zunichst ein einfacheres Ver-
fahren angegeben. durech das man die Phasenbeziehungen aller-
dings nur in erster Ndherunyg erhilt.

In diesem Paragraphen vernachlissigen wir also alle Aus-
driicke, die in 7 von hoherem als erstem (Grade sind, also auch
schon z. B. 2%-.

Schen wir vom Vorhandensein eigentlicher Entartungen zu-
niichst ab, nehmen aber mehrfache zufillige Entartungen an,
so konnen wir dic Winkel- und Wirkungsvariabeln w,°, J,*
k=1, 2--.1, des ungestorten Syvstems so wihlen, daf ».°
(¢ =1,2-.-s) von null verschieden und inkommensurabel sind,
withrend »,* (0==s- -1,--- /) flir die besonderen Werte, die
die J.° bei der ungeqtorten Bewegung haben, verschwinden.
Fox bOH also (/' — s)-fache zufillige Entartung vorliegen.

Wir schreiben (unter Anderung der Indizierung: die Ha-
MILTON »che Funktion in der Form

1 H—=H,iJ?" - '-7H, (2,0, 0

und suchen die Iinergiekonstante durch cine Reihe von der
Gestalt

(2) W— W,/ ,‘_) A WS
darzustellen. Wirden wir wie frither den Ansaty
S =8, (w?’.J -+ 28,11 J)

machen. so erhielten wir fiir fiir §, Ausdricke, in denen Nenner
auftreten, die fir £ =0 verschwinden. d.h. S ist eine fir





index-6_1.png
Inhaltsverzeichnis X

Seite
wasserstoffihnlichen Spektren . . . . . . . S 1)

§ 24. Die Serienordnung der nicht wasserstofiihnlichen Spektren . . 173
§ 25. Abschitzung der Energiewerte iuBerer Bahnen bei nicht wasser-

stoftahnlichen Spektren . . . . . . . . . . . . 178
S 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel . , . . . . . . . Co.o. .. . 184
§ 27. Die Rydberg-Korrektionen der suBeren Bahnen und die Polari-

sierbarkeit des Atomrumpfes . . . . . . . . . . . . . 189
S 28. Die Tauchbahnen . . . . . . . . . . .. . . .. . 194
§ 29. Die Réntgenspektren . . . . . . . . . . . . .. . . . 199
§ 30. Atombau und chemische Eigenschaften . . . . . . . . . . . 906
§ 31. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme . . . . . . 211
§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der Elemente . . ., . 218
§ 33. Die relativistische Keplerbewegung . . . . . . . . . . . . 930
3 34. Der Zeemaneffekt . . . . . . . . .. . . . . . . . | . 237
§ 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom . . . . . . . ... 242

3 36. Die Intensitit der Linien im Starkeffekt des Wasserstoffatoms 252
5 37. Die sikularen Bewegungen des Wasserstoffatoms im elektrischen

Feld . ... .. .. e e e e e e e e e e e e . 262
§ 38. Die Bewegung des Wasserstoffatoms in gekreuzten elektrischen

und magnetischen Feldern . . . . . . C e e e e e ... 269
§ 39. Problem der zwei Zentren . . . . . . . .. . . ... . . 276

Viertes Kapitel.

Storungstheorie.

S 40. Die Bedeutung der Stérungstheorie fiir die Atommechanik . 282

41. Stérungen eines nicht entarteten Systems . . . . . . . . .284
$ 42. Anwendung auf den anharmonischen Oszillator. . . . . . . 993
§ 43. Stérungen eines eigentlich entarteten Systems . . . . . . . 298
3 44. Beispiel einer zufilligen Entartung . . . . . . . . . . . . 302
§ 45. Phasenbeziehungen bei Bohrschen Atomen und Molekeln . . 307
§ 46. Grenzentartung . . . . . . . . . . . . .. ... .. . . 315
§ 47. Phasenbezichungen fiir beliebige Néherungen . . . . . . . . 322
§ 48. Der Normalzustand des Heliumatoms . . . . . . . . . . . 327
§ 49. Das angeregte Heliumatom . . . . . . . . . . . . . . .. 334

Anhang.
I. Zwei zahlentheoretische Sitze . . . . . . S 7 12

IL. Elementare und komplexe Integration . . . . . . . . ... . 346





index-203_1.png
< 32. Der Aufbau des periodischen Systems der Klemente. 227

kann. Vorlaufig konnen wir hierfiir nur Regeln aufstellen, die
wir nachtriiglich aus dem periodischen System entnehmen. So
scheint ecine iuBere, d. h. unter dem Einflul geringer Kern-
anziehung stehende Bahn nicht drei Elektronen aufnehmen

zu kénnen (vgl. Li, (*". Al Ga, In, TI). Die 1,-Bahn scheint
iiberhaupt héchstens zwei Elektronen aufnehmen zu konnen,
die zweiquantigen Bahnen zusammen hochstens 8, dio drei-
quantigen unter dem EinfluB geringer Anziehung (in der dritten
Periode! auch hochstens 8. weiter im Atominnern (von der
Eisengruppe ab) jedoch 18; die vierquantigen Bahnen scheinen
ebenfalls zunichst bis 8, weiter im Innern aber bis zu 32 Elek-
tronen aufnehmen zu konnen.

Wenn man  diesc Hochstbesetzungszahlen einfach als ge-
geben hinnimmt, =o ist die Rethenfolge der Quantenbahnen 1n
ihrer Anlagerung einigermafien zu verstehen. Man mul} fordern:
An eine vorhandeno Elektronenkonfiguration lagert sich ein
neu hinzukommendes Elektron in einer solchen Quantenbahn
an, in der es dic geringste Energie bat (in der es am stiarksten
gebunden ist). Dabei hat man zu beachten, daB ein Atom nicht
aus dem vorangehenden Atom durch Hinzutreten eines Elek-
trons cntsteht, sondern aus seinem eigenen positiven lon. Dieses
hat zwar dieselbe Elektronenzahl wie das vorangehende Atom,
aber eine etwas hohere Kernladung. Dal diese Kernladung gelegent-
lich wesentlich sein kann, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Wir nehmen an. ein [on enthielte eine Anzahl vollbesetzter
Quantenbahnen. und wir fragen nun, welche von den nicht be-
setzten ist die am stirksten gebundene. Die Antwort darauf konnen
wir in zwei Grenzfillen erteilen. Wenn die Kernladung sehr viel
grofier ist als die Elektronenzahl, o ist dag Kraftfeld im Ton und
in seiner Umgebung nahezu ein CovLoMBsches und die Bahnen
haben ihrer Energie nach die gleiche Reihenfolge wie beim Wasser-
stoff. nur daB die p-, d- usw. Bahnen ein klein wenig hinter der ent-
sprechenden s-Bahn kommen, also: 1,2, 25, 3,, 35,33, 4.

Denken wir nun etwa das Uranatom so entstanden, dall ein
92fach geladener Kern der Reihe nach sich 92 Elektronen an-
lagert, so wird er (wenn die Borrschen Besetzungszahlen richtig
sind) zuerst zwei 1,-, dann im ganzen acht 2,- und 2,- Elek-
tronen einfangen, weiter achtzehn 3,-, 3,- 3;-Elektronen usw.

-

Da jetzt allmiihlich die Elektronenzahl mit der Kernladung
15*
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ein flektron von einer noch hoheren Quantenbahn fallen, bis
schlie3lich die letzte Liicke durch ein freies Elcktron ersetzt wird.

Die Emissionsspektren der Rontgenstrallen entstehen also ber der
Wiederherstellung des stabilen Atomzustandes mach einer Storung
durch Herauswerfen ewnes imneren Elektrons.

Wir kénnen diese Kosskrsche Deutung, die sich vollstindig
howiahrt hat, auch folgendermallen aussprechen: Ks gibt fir
jerles System von Quantenzahlen, die inneren Bahnen entsprechen,
cene Hochstzahl von Elektronen.  Im stabilen Zustand ist diese
erreicht. Kin Platzwechsel findet nur statt, wenn aus eoiner
inneren Bahn ein Elektron entfernt wird. Man falit alle Elek-
tronon, die zu den gleichen Quantenzahlen gehoren, zu einer
Scehalet zusammen: auf dieses Bild vom schalenformigen Auf-
hau der Atome werden wir nachher durch ganz andere, haupt-
siichlich dem Gebiet der Chemie entnommene Uberlegungen
sefuhrt werden (§ 30,

Wir werden jetzt versuchen. diese Betrachtungen quantitativ
zu fassen.

Unser Modeil, bei dem sich das betrachtete Elektron in
cinem Zentralfeld bewegt, orgibt als Elektronenbahn¢n Rosetten,
die durch zwei Quantenzahlen n und k& festgelegt sind. Im
Atominnern miissen tatsichlich Bahnen mit verschiedenen
Werten von n vorkommen. Das Verhalten der RyYDBERG-
Korrektionen zeigt nimlich, dafl bei fast allen Elementen die
p-Bahnen eintauchen: damit dies moglich ist, mull der Rumpf
mindostens Bahnen mit n —. 2 enthalten. Von den Bahnen im
Rumpf sind die mit n=1 (k= 1) dem Kern am nichsten,
dann folgen die mit n-— 2 (k =1, 2), weiterhin kommen viel-
loicht noch Bahnen mit n=3 (k=1, 2, 3).

Bei den Elementen mit hoher Atomnummer stehen die
innersten Bahnen im wesentlichen unter der anziehenden Wir-
kung des Kernes, wihrend der Einflull der iibrigen Klektronen
verhiltnismiBig klein ist. Die Energic der innersten Elektronen-
hahn erhilt man also nidherungswelse aus

fur n = 1; nach aullen hin nimmt die Energie rasch ab, em-
mal wegen der Zunahme von n, dann auch wegen der die
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und dic Methode versagt daher fir dic Aufsuchung der Be-
wegungen fir beliebige Werte der J,.  Wir kinnen aber, wic
in dem Boispiel des § 44. zeigen, dal die Bewegungen, bei denen
die i nullter Naherung konstanten w," auch in erster Niheruny
konstant bleiben, quantentheoretisch stationdire Bewcegungen sind.

Wi zeigen dies zuniichst fiir einen znfillig entarteten Frei-
heitsgrad. den letzten (f). Die Gleichung (5 erhiilt hier dic
Form:

% Lt

C0

eS
RS 'u\ el W
2! /,,‘J[- (w/ J 2 100, ,

Diese Differentialgleichung vom  Hamivrox-Jacosischen Tyvp
fiir einen Freiheitsgrad 1481 sich stets durch cino Quadratur
I6sen und wir finden:

N W, /1
S, A—J( dw ! ( J du'
6 ran 9 / 17 ][
. 21 C'J/,:
Die dabei auftretende Integrationskonstante ist so festzulegen.
daf3
: « P ol cfLeS
J o= DS 0w A Lodw?
/ / / cw V0 cw T
(T . . / o /

. 'S,
N O YA v Lo !
/ / : I/Zl'/U ’

s

eln ganzzahliges Vielfaches von / wird. Daraus folgt, je nach-
dem ob w einc Rotation (fdw?

h - 1) oder eine Libration
ifdw? - 0) macht:

< fS
lAd) “ dw? — 0
fa !
N r
oder
81 s, _
J 4 du' —J .
M,,/ / }
. . . oS, .
Auf dem Integrationsweg ist der Integrand -4, nie nega-
ow
/
tiv. Im Falle der Rotation miillte also fiir alle w[
5 T
e
cu
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tionen der Koordinaten unter sich) gibt, die Separationsvariable
in Separationsvariable iberfiihren.

Wir nehmen an, dal} es ein Koordinatensystem gibt, in dem
die HamMirToN-JacoBische Gleichung der betrachteten Bewegung
separierbar ist. Wir nehmen weiter an. dal zwischen den
‘Perioden der Bewegung keine von den Anfangsbedingungen
unabhingige, wir sagen ,identische“ Kommensurabilititen be-
stehen. Dann koénnen wir die Anfangsbedingungen so wihlen,
daf sich die Bahn nicht schlieffit. Wenn eine Variable ¢, eine
Libration ausfiihrt, so verliuft die Bewegung zwischen zwei
bestimmten (f — 1)-dimensionalen Ebenen ¢, =- const, die sie
abwechselnd beriihrt. Wenn ¢, aber eine Rotation ausfiihrt,
kann man sie auf den Bereich von 0 bis &, beschrinken, wo
@, die zugehorige Periode ist. indem man die Teile der Bahn in
den Abschnitten

(rdy, (t+ 1) @,)

in den Abschnitt (0, &,)
muriickverlegt. Die ganze
Babn verlauft dann inner-
halb eines f-dimensionalen
Quaders, der mach den
Koordinatenachsen orien-
tiert ist. Die (f — 1)-dimensionalen Ebenen, die den Quader be-.
grenzen, haben eine vom Koordinatensystem unabhingige Be-
deutung. Durch Anderung der Anfangsbedingungen kénnen
wir die Abmessungen des Quaders verandern und so die in-
varianten Ebenen verschieben. Hieraus folgt, da8 die Koor-.
dinatenrichtungen invariante Bedeutung haben und nur dje
Skala jeder einzelnen Variabeln gedndert werden kann.

| Beim Fehlen identischer Kommensurabilititen hingen alle Koor-
| dinatensysteme, in denen Separation der Variabeln méglich ist,.
b durch eine Transformation der Form

gk = 1 (qk)

b msammen. Die zugehérigen Impulse transformieren sich nach.
L (10) § 7 mittels der Gleichung
_ df,

P — Py (E_ i~ 9, (ql T Qf>a
k

%7
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[ R ——p— ‘; \—’_—'Ai\_—"'_/ ‘\-,—r ’7}’ T

87— 12 38 18 | 32 ' 18 |8 1

88Ral2 8 18 | 32 18 L8 .2

89Ac|2 8 | 18 32 18 L g 1 )

90Th|2 8 N LI 32 18 I8 2 (2)

Sl ettt P --- .

18— |2, 8 ' 18 82 32 TR a3

Born, Atommechanik 1.
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elektrons spricht namlich dafiir, dafl dessen Bewegung perio-
disch ist, also nach jedem Umlauf wieder dieselbe Energie
besitzt.

Zwischen den optischen Spektren und den Roéntgenspektren
besteht jedoch ein tiefgreifender Unterschied. Wiahrend die Linien
der optischen Spektren auch in Absorption auftreten kénnen.
werden die Rontgenlinien niemals als Absorptionslinien be-
obachtet. Der Absorptions-
koeffizient fiir Rontgenstrah-
len zeigt iiberhaupt keine
linienartigen Maxima, er ver-
lauft vielmehr im allgemeinen
stetig und zeigt nur an einzel-
nen Stellen, den sogenannten

Absorptionskanten, plotzliche B 1
Zunahme in Richtung wach- Abb. 15.

sender Frequenzen (Abb. 15).

Die Deutung dieser Erscheinung ist von KosseL gegeben
worden'). Danach handelt es sich bei den Absorptionsspektren
um lonisierung des Atoms und zwar um das Hinauswerfen von
nneren Elektronen. Fiir diesen Vorgang liefert die Frequenz-
bedingung

Ry — -w e
2
wo v die Geschwindigkeit des Elektrons nach der Abtrennung
und -- W die Abtrennungsarbeit ist. Es werden also alle Fre-
quenzen absorbiert, die groBer sind als die Grenzfrequenz (Kante)

_ W

v, = A
Die Annahme verschieden gebundener Elektronen fihrt auf
den beobachteten Verlauf der Absorption.

Die Emissionslinien kommen nach KosseL dadurch zustande,
dal an die Stelle des herausgeworfenen Elektrons ein anderes
aus einer hoherquantigen Bahn fillt, wobei die Energie des
Atoms abnimmt. An die freiwerdende Stelle kann wiederum

) W. Kosskr: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 16, S. 899 u. 953.
1914 und Bd. 18, S.339. 1916.
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/-0 nicht mehr analytische Funktion von /4. BonxLIN!) hat
nun gezeigt. dafl ecine nach Potenzen von 4 fortsehreitende

Fntwicklung

(3) S S, VAS, LS, --
sum Ziel fiihrt. Hier ist wieder (vgl. § 411
N —_ N\ 0
Ny - N bJ
k

und N .S, sind periodisch in den o ? (Periode 1. Setzt man

2 N : : - . : . )
, fir 7,0 i die Hawrerossche Funktion 1) cine so Lilit

r i
}:
sich der Anxatz 20 erfiillen, wenn die Gleichungen

I'l“ //“f.-/]'—-- l"ﬂ{e/.
v ll, 8
) N v -0
! — e,
\ "/ H, N, 1 \’ 0" //“ rSl ‘ L\'l ]
RN 0 Ly ' ' R i, Wy,
2 — ], DV cu.cw,? o - -
. ko I: y, s J
velten.
Aus (4,1 findet man W . Da 8§, eine periodische Funktion
der " sein soll. folgt aus 4
¢ S
10 == ()
W
- . ~y ‘e (/: “Sy_l b} . / \
dagegen bleihen die Groflen - - noch unbestimmt. Aus (4,)
(N, T

erhalten wir «urch Mittelung iiber die ungestorte Bewegung
also liber die et alleind:

A "// _ASY .”AS' N
I T T R S L P S B )

By \
ot =—cJ oS, v, Y

Dies (st eine partielle Differentialgleichung vom Hasirrox-
Jacosrschen Tyvpus,  Sie laBt sich nicht allgemein integrieren,
1 K. Bourix: Uber einc neuec Anniherungsmethode in der Stérungs-
theorie. Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I Nr. 5.
13%8; siehe auch z. B. H. Poixcant: Méthodes nouvelles, Bd. 11, Kap. XIX,
und C. L. (‘Harrarr: Mechanik des Himmels Bd. 2, S. 466. Dic Anwen-
dung auf die Quantentheorie erfolgte durch L. NorpwriM: Zeitschr. f.
Physik. Bd. 17. S0 3516. 19235 Bd. 21, 8. 242, 1924,
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Der Mittelwert der Koordinate wird nicht null, sondern in
unserer Anndherung

| oo _ W
(12 g = — 3a , — — 3a

(2 7 vyt m? (2 7y

Vo
o/ ™M

Beim anharmonischen Oszillator schwingt also die Koordinate
um einen von der Gleichgewichtslage verschiedenen Mittelwert.
Die Schwingung ist nicht harmonisch, vielmehr treten Ober-
schwingungen auf, die erste davon mit einer Amplitude von
der Ordnung «.

Aut Grund des Korrespondenzprinzips sind bei unsercm
atomaren System auch Quanteniibergiinge moglich, hei denen
sich die Quantenzahl um mehr als eime Einheit andert. Die
Wahvscheinlichkeit fiir eine Anderung der Quantenzahl um 2
ist dabei von der Ordnung o {Quadrat der Amplitude der
korrespondierenden Schwingung).

Die Tatsache, dall der Mittelwert des Ausschlags nicht
verschwindet, sondern proportional der Energie wichst, hat
BoGcusLawskr') benutzt, um die Erscheinung der Pyroelektrizitat
zu crkliren. Er denkt sich die (geladenen) Atome eines azen-
trischen Kristalls anharmonisch an Gleichgewichtslagen gebunden;
dann wird mit wachsender Temperatur (d. h. Energie) ein mittleres
elektrisches Moment entstehen. BocusLawski hat zuerst fiir
die mittlere Energie den klassischen Wert k7 gesetzt, spiter
die Quantentheorie beriicksichtigt, indem er fiir die mittlere
inergie die Prancksche Resonatorformel ((5) § 1) benutzte.

Ferner findet die Theorie des anharmonischen Oszillators
Anwendung bei der Erklirung des Anwachsens der spezifischen
Warme fester Korper bei sehr hohen Temperaturen iiber den

DoronG-PETIiTschen Wert hinaus?) und bei der Erklirung der
Bandenspektren (s. § 20)

a
7/

§ 13. Mehrfach periodische Funktionen.

Ehe wir daran gehen koénnen, unsere Betrachtungen auf
Systeme von mehreren Freiheitsgraden zu ibertragen, miissen wir

1) 8. BoGusLAWSKI: Physikal. Zeitschr. Bd.15. S.283, 569, 805. 1914.
*) M. BorN u. E. BropY: Physikal. Zeitschr. Bd. 6, S. 132. 1921 ; aus-

fihrliche Literaturangaben s. M. BorN: Atomtheorie des festen Zustandes.
Leipzig 1923, S. 69R.
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1R8 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

fast allen Serien von Termen finden: sehr geringe Abhangigkeit
der RyvBeRG-Korrektion n* — »n von der Laufzahl. Die d-Serie des
Aluminium und einige wenige andcre bekannte Secrien machen
eine Ausnahme, indem der Grenzwert der Korrektion erst bei
verhiltnismillig hoher Laufzahl erreicht wird.

Die 6-Werte konnen wir, da wir die Quantenzahl n vor-
laufig nicht kennen, nur bis auf eine ganze Zahl bestimmen.
Wihlen wir sie hier so, dafl die Betrige von 0 mit zunehmen-
dem L abnehmen und dabei mdglichst klein sind, so erhalten
wir als Grenzwertce fur grolle n:

8 P d f
Na | —-1385 —026 —0,01 0,00
Al ~177 —128 =093 --0,04

An diesen Beispielen und an allen iibrigen in Serien ge-
ordneten Spektren sieht man, dafl |6 bei Anniherung der

. 1 1
Bahn an den Kern viel stirker zunimmt als o oder v oder
pae Wie es der Gleichung (10) § 25 entspriiche. Uberdies zeigen

uns die groBen Werte von ¢, daBl wir sie nicht mehr als
kleine Korrektionen von n betrachten konnen.

Die grofien Abweichungen der Termwerte von den Wasserstofi-
termen erkliren sich daraus, dafl die Bahnen des Leuchtelek-
trons auch in den angeregten Zustinden keineswegs immer
aullerhalb des Rumpfes verlaufen. Fine solche eindringende
Bahn. ,,Tauchbahn*, stcht in ihren innersten Teilen viel stirker
unter dem Einfluf} des Kernes; sie verlauft also in einem Kraft-
feld, das einem CouLomBschen mit héherer Kernladung dhnlich
ist. Einem solchen Verhalten wird der Ansatz (1) § 25 der
potentiellen Energie nicht gerecht.

Da beim Na zwischen den d- und den p-Termen eine auf-
fallende UnregelméBigkeit im Verlaufe der &-Werte auftritt,
liegt die Annahme nahe, dafl die d-Bahnen auBerhalb des
Rumpfes verlaufen und dall die s- und die p-Bahnen in den
Rumpf eindringen.
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o O
\ af2J /1
(TS s g L, sinf 2w’ cos 2700 cos 2 gu'
{ - .7‘ l ,)O l m \ ‘3 3
und
cS
w =
od
lalt2J ,
= Y (sin® 2 7 u® cos 2 7 w° - 2 cos 2z u?),
-) { 0 15) 3 /
(_, 7T l ) ] m
o 3
oS
JV=_ T ——--- 8in® 2 7w
cu 9 72 )0

Durch Auflosen der ersten Gleichung nach %° und Einsetzen
der Werte von «", .J? i

j JO ) o
qg= | — — 8N 2w
2 - m

1, 7 . i J
8 v=1V.,~=, sin273w — ia (84 cosdaw).

2 =y h g 3 ]
=arem 12:2)0% m

/

Als Beispiol eines verwickelteren Falles wollen wir die Be-
rechnung des rdumlichen anharmonischen Oszillators oder eines

beliebigen ~ Systems gekoppelter Oszillatoren andeuten').  Seine
Hamirronsche Funktion ist

(9) H=—=H -+ +H -+ Ji’H, -+ -

WO

- h/ --) ¢
= \2m
(10 Hy=Yaq' +Ya,q7q - ki1 e 4 1
I k;j kil
’ 2
Hy = 200" = b 0,7 47" + b 0,° 4))
k kg
o
+ 2 kaqk i+ 2 0 0,999
kil Lalm

') M. Borx u. I. Bropy: Zeitschr. f. Physik Bd. 6, S. 140. 1921,
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§ 12, Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen Oszillator. 7¢O

J o om aw dq 7
-~ 2ae, d] V (pl —gig — ) = €y
m AW I,
_ S Ky K
w V — 2a € d.J ( 012 €y Al)

Die Integrale

d /v
I T L
Vie, —q) (9 — e,) Vie, ~—q) (g — e,

berechnen wir wieder mit der Substitution ((u und erhalten

e, € ¢, =€
) R T D 2 e
o=y. K = 1! 5 cosy.

-
—t ad

Setzen wir jetzt die oben gefundenen Werte (7) und (8) fiir
e, €, e, ein, so wird

w 1 dW[ | @ 2W . CO8 |
poms— e - pob e
w, dJ L ma)o“3 'mooO ¥ J

Wenn wir die Glieder mit a® vernachldssigen, kénnen wir

dW
——_—
dJ 0
setzen und erhalten
| 1 | 2y J i
0 R y - S L
(10) “ 2:;% | a]/(%rvo\,“m‘* cos Y|

Aus (6} folgt fiir g¢:
¢==aq, + q,8ny,

wo wir siny aus (10) zu berechnen haben. Unter Vernach-
lissigung von a? erhalten wir

q=¢q,SIn2axw —a- 4o (3 4+ cosd 7 w)

2m (’)o
und schlief3lich

o J vy J
11 = |/ sin2aw —a | O, -5 (3 -4 cos4d mw).
(1) g V?ngvom T a(2nv0)4m“ S 7 )

Die Abweichung der Koordinate ¢ von ihrem Wert beim har-
monischen Oszillator (@ = 0) ist schon von der Ordnung «.
wikrend die Abweichung der Energie die Ordnung a® hatte.
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Dritcken wir H durch »° und J? aus, so erhalten wir:

[J . 0 70 (90 _ .0
Hy=»"J", (277" = mY)

; J()
{3 H =a V —5- sin® 2z uf,

JO N
H, = < . ~> sint 2 7 u?,

. . . N o8 .
Wir hestimmen jetzt I, (J) und T% aus der Gleichung (9)
) ow -
des § 41 und finden:
4 W, =H, =0,
Co 3
cS a g J
. Ry / S IS 0
(5 JE— cmm— sin? 2w,
Y aut 0 l/ am®m T

Die Abweichung von der harmonischen Bindung macht sich
also in dor Energie noch nicht in Gliedern bemerkbar, die
proportional der Abwecichung sind. Wohl aber bekommt die
Bewegung in dieser Néherung ein Zusatzglied, das von &S,
herriihrt.

Um eine Zusatzenergie zu erhalten, missen wir noch
den zweiten Schritt des N&herungsverfahrens tun. Aus der
Gleichung (17) des § 41 folgern wir

a8 cH 8
O T2 o T 1 =W
awt T ey cw® U7 2
und
cH, o8 :
W, = "L g4
: oJ ou' 2
Die Ausrechnung ergibt
. 15 J? 3 J?
(61 W, = - —a SR e
4 (2a)% m? 2 (230" m?

Das a® proportionale Glied steht in Ubereinstimmung wmit
unseremn fritheren Ergebnis (9) § 12.

Aus (5) kénnen wir noch den Einflu} der Abweichung von
der harmonischen Bindung auf die Schwingung herleiten. Wir

erhalten
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$ Y. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad. 5D

Variiert man . so liegen die entsprechenden Kurven in-
einander, ohne sich zu schneiden. LaBt man W abnehmen, so
ricken die Nullstellen gegencinander und konvergieren gegen
einen Punkt. sobald nicht zwischen ihnen neue Nullstellen auf-
treten. Diesen Punkt nennen wir Librationszentrum, in ihm ist

dU

0.
dq

Er entspricht einer stabilen Gleichgewichtslage des Systems, da
die bet wenig veranderten Anfangsbedingungen entstehende
Bewegung in sciner Nidhe bleibt. Treten zwischen ¢ und ¢”
neue Nullstellen auf, so fallen sie im ersten Augenblick zu-
sammen. und es ist dort auch

dU
— ==,
d q

Wir haben es dann aber mit einer labilen Gleichgewichtslage
zu tun. denn bei einer kleinen Anderung von W bleibt die
Bewegung nicht in unmittelbarer Nihe des Gleichgewichts-
- punktes.

Vergrolert man W, so kann der Fall eintreten, daB bei

. . al : .
¢ oder 4” die Ableitung -. - verschwindet; wir haben es dann

dq
ebenfalls mit einer labilen Gleichgewichtslage zu tun. Fiir

solche Werte von W kann es (wie hier nicht niher gezeigt
werden soll) vorkommen, dall die Bewegung sich der labilen
Gleichgewichtslage asymptotisch in der Zeit nihert. Man spricht
dann von Limitationsbewequng.

Damit Rotationsbewegung eintritt, mul} zunichst U periodisch
in ¢ sein (wir nehmen die Periode 2z an); ferner muf3 der
Radikand stets positiv sein.

Zur Erliuterung der Begriffe betrachten wir das Pendel,
ber dem alle drei Moglichkeiten: Rotation, Libration und Limi-
tation auftreten. KEs ist (vgl. (10) §8)

p=V2AVW-L Dcosg D > 0;

die Kurven (6) haben also das in der Abbildung 5 dargestellte
Aussehen.
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2 2. Kap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen.

Um unwesentliche Ausnahmefille auszuschlieBen, steller: wir
die Forderung auf:

Forderung: Die Funktion F soll keine wunendlich kleine
Periode besitzen, d. h. keine solche, fiir die die Linge des dar-
stellenden Vektors kleiner als jede beliebige Zahl ist.

Wir betrachten jetzt zwei durch parallele Vektoren dar-
gestellte Perioden @ und i®. Dann mulBl 4 eine rationale Zahl
sein, andernfalls kénnte man die Periode (7 - 7'4)-@ durch
geeignete Wahl der ganzen Zahlen 7 und 7’ beliebig klein
machen').

Ist nun ¢ der kleinste Nenner. durch den sich 4 in der

, 1 . :
Form P darstellen laBt, so ist — - m ebenfalls eine Periode.

q q
Wir konnen nimlich nach einem zahlentheoretischen Satz stets

zwei ganze Zahlen 7 und 7’ angeben. so dall

gr-t-pr o= 1,
also
I ! p ] 1
T T ===
q q
wird. Wir sehen jetzt, daBl wir jede Periode, deren Vektor eine
bestimmte Richtung hat, als ganzzahliges Vielfaches ewner kleinsten

darstellen konnen.

Von diesem Satz laBt sich eine Verallgemeinerung angeben,
die fiir alle Perioden einer Funktion F gilt. Um sie abzuleiten,
denken wir uns alle Perioden nach dem Betrag ihrer Vektoren
geordnet:

) b Lo <|6" <

Aus dieser Reihe greifen wir die erste Periode heraus und die
erste folgende, deren Vektor eine andere Richtung hat. Diese
beiden Perioden, die wir jetzt @ und ®® nennen wollen,
hbestimmen dann ein Parallelogrammnetz in der Ebene der-ent-
sprechenden Vektoren mit der Eigenschaft, dall jeder Vektor,
der zwei KEckpunkte dieses Netzes verbindet, ebenfalls eine
Periode darstellt. Damit sind aber auch alle Perioden erschopft,
deren Vektoren in dieser Ebene liegen. Gibt es ndmlich einen
Vektor &, dessen Endpunkt nicht in einen Netzpunkt fallt, so

1) 5. Anhang L
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Obere Grenze des Radius Aus n*

berechneter
Radius

. aus
gaskinetisch - Gitterabstand

3 Li- 1.8 | 1,7

11 Na+ 2,2 2,4

19 K~ 06 2.9

legung der wirklichen Quantenzahlen) mit einer qualitativen
Uberlegung auskommen. Wir sehen, eine f-Bahn kann am
ehesten bei den schweren Erdalkalien in Rumpfnihe kommen:
wir verstehen die grole RypBERG-Korrektion bei Ba und die noch
verhiltnismiBig groBle bei Sr und Ca; iiberhaupt finden wir
ein vollkommenes Entsprechen der Rumpfradien mit den
RypBERG Korrektionen. Dieser Zusammenhang erlaubt uns, auch
bei den wenigen anderen Elementen, deren RypBERG-Korrek-
tionen bekannt sind, auf den Ionenradius zu schlieflen; so
nehmen wir an, dal er bei Al wenig kleiner ist als bei Mg

und dall er hei Hg und Tl die gleiche Groflenordnung hat als
bet Zn und Cd.

Im Wasserstoffatom haben die d-Bahnen einen Perihel-
abstand von mehr als 4.5 ay (die Kreisbahn n = 3 hat 9 ag),

bekannten RumpfgroBen bei Annahme halbzahliger & bessere Ubereinstim-
mung a's bei Annahme ganzzahliger k. Sie scheinen also eine zweite
Stitze dafiir zu geben, daB die duBeren Elektronen sich in vieler Hinsicht
g0 verhalten, als sei ihr Impulsmoment halbzahlig.

') Die aus verschiedenen Ag-Salzen gewonnenen Werte sind stark
verschieden.
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: a,. Q/;:; -~ .}. Q - Q [/T}.- = 1.

J alle dbrigen 7 gleich 0
[ 3 . -t
— Ay Qk T 3.
alle ibrigen 7 gleich 0},
1 2 c T -
— i a,; Qk QJ. T, == 2, T; = 1,
alle ubrigen r gleich 0.,
. ] | 2 _ 9 L
B, = n a'kj Qk Q) (\T]c = Tj = — 1.
alle Ubrigen r gleich (1,
2 ; o o
Y (Z'/;_jl QI.' Q_j Ql fTL T T T 1
alle ubngen 7 gleich 0,
“_)a’l;j[ Q}; QJ‘Q{ " T/‘ == y —= 1. T? = -1,

alle tibrigen 7 gleich 0.

l 0 (\'1'1'1 allen iibrigen Fillen .

Dabei sind die Glieder mit gleichen Kombinationen der 7 1z. B.

e=t=rn=11far k. j, 0 --11,2,3 und 1,3.2) und (2, 1. 3) usw.) hereit~
zusammengefafit.

Aus A, * =44, =1 (B, — B_,)? bekommt man jetzt:

15 — Lo 309 v 20V 7 -
(1o [Ak— wq 3 aka , _._:\_ @), Qi n T, == 1.
! alle tibrigen 7 gleich 0 |
’ d 6H ‘ —_—
alle ibrigen 7 gleich ..
, '_) _ l '1 ! . [ —_
A P = A g @ €@ l.t,‘j—u,}z}.i__
‘ aJlle ubrlgen 7 gleich O
—_— H _ l —
Akj/ T }h Ql. Q Q \. ZI- ! J TJ = T | — L.
alle ubrlgen T gleich 0
l 0 'in allen tbrigen Fa.l]en :
Nach (23) § 41 erhédlt man
v 1 /(A cA
k Y
16) Wy =2 N, Q0 + 1 Vb @2 - > S [Tk T
. . i ~ L— Kk k] 7» k J T ),]‘“ \ (:JC CJ /
. A ~ \
\7 2 o AL o OArj
— o N 4y | — e = /
b 4 — ¢, 0Jj
\7 )f 1 8Ak,-l
T 00 T e
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A

12
hy
By, — Byy =+ By o+

wird, ist dies nur moéglich, wenn

O —

-

und

ist. Wir erhalten also in der Tat das Praxcksche Strahlungs-
gesetz

(3) 0, = —5

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen, so sehen wir,
dal sich die urspriingliche Praxcksche Formulierung des
Quantengesetzes fiir den Resonator in zwe: wesentlich verschie-
dene Forderungen spaltet.

1. Die Festlegung der stationdren Zustinde (konstanter Ener-
gie): Sie geschieht beim Resonator durch die Gleichung

W=mn.v-h,
Wir werden spiter diese Gleichung fiir beliebige periodische

Systeme verallgemeinern.
2. Dive BoHRSche Frequenzbedingung

hy =W, — W,
bestimmt die Frequenz des beim Ubergang zwischen zwei sta-
tioniiren Zustinden emittierten oder absorbierten Lichtes. Dabei
sind die Bezeichnungen so gewihlt, daB die Frequenz » bei
Emission als positive, bei Absorption als negative Zahl heraus-
kommt.

Hierzu kommen noch bestimmte statistische Gesetze iiber
die Hiufigkeit der stationdren Zustinde und der Uberginge
zwischen ihnen (hauptsichlich das schon erwidhnte Korrespon-
denzprinzip).

- § 3. Die Vorstellungen vom Atom- und Molekelban.

Nachdem wir soeben die Entwicklung der eigentiimlichen
(quantentheoretischen) Grundgesetze der Atommechanik kennen
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§ 13. Mehrfach periodische Funktionen. X1

den Begriff der mehrfach periodischen Funktion einfithren und
einige ihrer Eigenschaften untersuchen.

Definition 1: Kine Funktion F (x,- Lo, Yy-o-) hat in den
Variabeln x_ - -z, die Periode &) mit den ](omponenten

A~

(1. . (r)_, ce e (D)

1 [
wenn identisch in den Ly,

- , \
(1) Fle, -o,. &ty -~ @y Xy @)= K@y 3,2,
18L.

Deutet man die x, - 2 als Koordinaten in einem f-dimen-
sionalen Raum. so entspricht jeder Periode ein Vektor in
diesem Raum,

Wenn man in (1) (2, 2, --2,) durch (z, + &, z, = &,
z,+ @,) ersetzt und dnebe ()peratlon beliebig oft wwderholt
erkennt man die Richtigkeit folgenden Satzes:

Satz 1: EKine Funktion, die die Periode & hat, hat auch die
Periode T &3, d. h. die Periode mit den Komponenten 1 D, Ty TD
wo v eme belicbige ganze Zahl ist. |

Wenn die Funktion # neben ¢ noch die Periode &’ hat so
erkennt man. indem man in (1) (z, , - .1:) durch (z, - &’
2y By e, ®/) ersetzt:

Satz 2: Die wvektorielle Summe & - &' zweier Perioden &
und &', d. h. der Vektor mit den Komponenten

D, + D), Dy - - OFRES (T)f' ,
st ebenfalls eine Periode.

Durch Verbindung der Sitze 1 und 2 erhilt man den all-
gemeinen

Satz 3: Hat eine Funktion mehrere Perioden

f)

oW = (o, db - (?)fm)
B (@ B e
' = (¢ )=, (_z)2 0 )
D9 — (WD H@...H
D0 = (9, > n)f!’)/),
80 15t jede ganzzahlige lineare Kombination dieser Perioden
(2) JroF = (Mt ob MNiooW. . M, 03;"))
T & T k
ehenfalls eine Periode.
Definition 2: Man nennt zwei Punkte (x,-- ‘x,) und
(z, - x/) dquivalent, wenn der sie verbindende Vektor die Form

) tka)"‘) hat.
:

Born, Atommechanik I. §
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y 27. Die Rvdberg-Korrektionen der éiuleren Bahnen und
die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes.

Wir wollen jetzt die physikalischen Einflusse niaher be-
trachten, die eine Abwecichung des Kraftfeldes aulBerhallh des

‘Rumpfes vom C(ouromBschen Feld hervorrufen?). Zunichst
: .. a
konnen wir ungefiihr feststellen, welche Potenz von - im
,

Potential bhesonders wesentlich 1st. Wir schreiben die Bahn-
energie in der Korm

W T

P\') Z (lII

Ein Zusatzglied — -¢, — In der potentiellen Energie liefert

r r
nach (10} § 25 eine RybpBERG-Korrektion*

und eine . RiTz-Korrektion*
3, = 0,

. _ e*Z  ag® ..
Ein Zusatzglied — . C, Ii liefert
ro oy

_ 727 e,
()1:——1". o, — 0O
k-i ’ 2

€2Z (I}B

ein Zusatzglied — - --¢ I;— liefert

roo 2
9 73 3 )
N, = — 32z s S, = 27 ¢ O __ _ K
! 2k - 2k3 7 Jd, 3
. : *Z  ay
und ein Zusatzglied — - 04—H{ liefert
r r
~ _1, ¢ 74 «
5*_02 c, : 32, _(52_“___3/{3
( 1~ - ” I C a T . 5 ’ X - ‘
2 k' - 2 k> 0, 5

Y M. Borx u. W. HrEisSENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 23, S. 388.
1924; dieser Arbeit sind auch die Zahlenwerte der folgenden Tabellen
entnommen,
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ist: dabei treflen wir die Verabredung. daff verschieden be-
zeichnete Indizes auch stets verschiedene der Zahlen 1, 2,....f
bedeuten sollen. Die Koeffizienten besitzen natiirlich dieselben
Svimetrieeigenschaften, wie die dahinterstehenden Produkte
der ¢.

Wir setzen voraus, daff die » " nicht kommensurabel sind.
Wir fiihren zunichst die Winkel- und Wirkungsvariabeln o, J°
der ungestorten Bewegung ein, dann wird

und in H , /1, ist

. = (‘)'k sin 9% ( QI; o

N
o

/ - g, = 27w’
. “)1.-0 m ! 1 k

zu setzen. Da H ein Polynom ungerader Ordnung der ¢, ist,
so folgt sofort

11} W,==H, =0.

U I}, zu berechnen, haben wir nur die FouriERr-Koeffizienten
A, von H, aufzusuchen; dabei hat nan den Vorteil. daf} H,
cine abbrechende Reihe ist.

Wir benutzen die Identitit

dsinesin fsingy == —sin(¢ - -~y - sin( -« f - 7
=sin(e — f— )= sinfe +— f — p7,

um A, in eine FoURIER-Reihe umzuformen. Man erhilt:

12} H, = i Na, QL” {—sin3 ¢, - 3sing,)
; l—\,‘(llf.l Q.2 QJ L_ sin (2¢, -+ 7;) -1 28in 9 - sin(2¢, — (/\ji}
:d
- A_‘\_['(I/[j., Q, Q; ¢, | — sin (¢, +— @) Bsin (g, -+ g — -
)

Ordnet man dies in eine Fourikr-Reihe

13} H, = N B,sin(rg) = N A",
WwWo
\14) “17:"14<B1 "‘Bfr\

24 /

ist. 80 erhiilt man fiir die Koeffizienten:
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WO
2 W 0y 2 5 (103

([ ot / RN s (1 1T e— (1‘ = - ;
0 m @," ! mw, ’ 2 2 m*w,*

ist. Die dritte Nullstelle erhalten wir, wenn wir untersuchen,
fur welche Koeffizienten von

1 \
(1 - ((‘: e ﬁ (1 _}._ ;r (12 ——— e ’
a
die Funktion f(q) verschwindet; wir finden so
1 W mam,’
B ¢, = At e ] (¢ = — :
' a \ i 2

Fiahren wir diese Ausdriicke in die Gleichungen fiir J,, J,
und .J, ein, so erhalten wir nach lingerer Rechnung

W 15 24
J=2x— |1 — —a* ],
My 4 m* m,
Setzen wir die erste Nidherung
W, -
W= LT J
2o

in der Klammer fiir W ein, so folgt schlieBlich

15 a?
19 W —» J — (v J E .
) 0 4(2711’()}6’"53(0 )
Wir sehen daraus, dal} die Frequenz nicht »,, sondern in dieser
Annaherung

ist.

Fiir die Ausstrahlung eines atomaren Systems, das sich durch
einen anharmonischen Oszillator annidhern 1af3t, ist es wesent-
lich, welche Ubergiinge zwischen den durch (9) angegebenen
Energiestufen nach dem Korrespondenzprinzip erlaubt sind. Um
dies zu erkennen, berechnen wir ¢ als Funktion der Winkel-
variabeln w. Fir diese gilt

S_f p WdW dq

%
w=.—

2a dJ V’_F(E‘)
und mit der Entwicklung (5):
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Hieraus miissen wir schlieBen, daB nach den (noch unbekannten)
Gesetzen der Atommechanik ein Svstem von drej 1,-Bahnen
unter dem Kinflul der Kernladung 3 nicht moglich 1ist.

Die Spektren der beiden folgenden Klemente Beryllium (14 Be:
und Bor (5B, sind nicht goniigend bekannt, als dal} wir daraus
Schliisse auf die Elektronenbahnen ziehen kénnen. Man kann
nur aus der Zweiwertigkeit des Bervllium und aus der Drei-
wertigkeit des Bor schlieBen. daf die neu hinzutretendon Elelk-
tronen in Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden werden
und daf} die Zahl der 1.- Bahnen zwei bleibt, der K-Ring also
mit der He-Konfiguration abgeschlossen ist. Man kennt nun
das Funkenspektrum des Kohlenstoffs!; als tiefstor Term tritt
darin cin 2,-Term auf. Da das Boratom ihnlich gebaut sein
mul} wie dasx einwertige Kohlenstoffion, miissen wir annchmen,
dal im Bor auBer der K-Schale noch zwei 2,- und eine 2,-Bahn
vorhanden sind.  Wir finden also hier den gleichen Fall wie
beim Lithium. dal} nicht mehr als zwei gleichwertige Elektronen
vorkommen.

Beim Kohlenstoff 16 C) kommt ein weiteres Elektron hinzu,
das wahrscheinlich auf einor 2,-Bahn gebunden wird. Ein solches
Svstem von zwei 2,- und 2,-Bahnen hat nun nicht ohne wei-
teres die Tetraedersymmetrie, die man aus chemischen und
physikalischen Griinden (Diamantgitter) gewohnt ist, dem C-
Atom zuzuschreiben. Da man aber iber die verwickelten Be-
wegungen im Atom nichts weill, so braucht man hier keinen
Widerspruch zu schen. KEin anderer Ausweg wiire die Annahme,
dall zwar in den angerogten Zustinden der C-Rumpf den Bau
des einwertigen (‘-Tons hat, dafl aber beim Ubergang in den
Grundzustand die vier Elektronen in gleichwertigen Bahnen ge-
bunden werden.

Uber die ndchsten Elemente (" N. 80, 9F) weil man spektro-
skopisch zu wenig. Die chemische Wertigkeit besagt, daf N,
O, F' Affinitiit zu drei, zwei, einem Elektron haben.

Beim Edelgas Neon (10 Ne) muBl die von den KossiLschen
Vorstellungen geforderte Achterschale erreicht sein ; wir konnen
also annehmen, dall die 8 seit dem Li hinzugekommenen Elek-

1) A. FowrLER: Proe. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299,
1924,
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§ 28. Die Tauchbahnen.

Dic grolien Werte der RypBERG-Korrektionen haben wir im
§ 26 so gedeutet, dafl das Leuchtelektron tief in den Atomrumpf
eindringt und so in Gebicte erhohter Wirkung des Kernes kommt.

Kine Abschatzung der Grolenordnungen, die wir fir die
O - Werte bei solchen . Tauchbahnon* zu erwarten haben. gibt
ein Verfahren von E. ScaropiNcger?'). Er denkt sich den Atom-
rumpt  ersetzt durch cme g]elvllmztﬂlg mit negativer Ladung
hedeckte Kugelschale. in deren Auflerem dann ein ('0ULOMB-
sches [Feld herrseht. das der Kernladung Z@ 1 heim neu-
tralen. 2 beim  einfach ionisierten Atom) entspricht. und
deren Innerem auch c¢in C‘ovromBsches Feld, aber mit hoherer
Kernladung Z‘% besteht.  Sobald der Perihelabstand einer als
Kllipse im  Kraftfeld mit der Kernladung Z'% hercchneten
Quantenbahn kleiner st als der Radius jener Kugelschale,
dringt die Bahn in das Innere emn: ste besteht dann aus zwei
Ellipsenbogen. die sich auf der
Kugelschale ohne Knick an-
cinanderschliefen ¢ Abb.14). Bei
gegebenen  Quantenzahlen n
und A. Schalenradius und La-
dungen von Schale und Kern
1aflt sich dann  die effektive

Abb. 14, Quantenzahl n* oder die Kor-
rektion o berechnen.

Wir wollen die ScHrRODINGERschen Rechnungen hier nicht
wiedergeben. sondern nur zeigen. dall man bei einem solchen
Atommodell. das sogar aus mehreren konzentrischen Schalen mit
Flichenladung bestchen dart, den Zusammmenhang zwischen Quan-
tenzahlen und Energie durch elementare Funktionen darstellen
kann?). Die Schalenradien seien o,. o

o

.. nach abnehmender

(r6Be geordnet, ihre Ladungen — z,e. —z,¢..... Die poten-
tielle Energie im Zwischenraum dex i\chalen o, und 0. Ist
9
. ., e
L irv  —Z - ¢,
8 By ) 8-

1) E. ScHRODINGER: Zeitechr. f. Physik. Bd. 4, S. 347, 1921.
3 Vgl auch G. WusTzeL: Zeitschr, f. Physik, Bd. 19. X003, 1923,
e« K. 55,
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treten nur noch periodische Schwankungen, deren Frequenz
von gleicher GroBenordnung wie jene sind und deren Amplituden
mit 4 gehen,

Wir sehen weiter, dal die Glieder I}l = H, — H1 zur Energie
nur einen Beitrag hoherer (zweiteri Ordnung liefern, obwohl
sie sich in der Bewegung des Systems schon in erster Ordnung
geltend machen.

Das bisher besprochene Verfahren versagt, wenn identisch
iin den w,% J,"

H, =0

ist, ein Fall, der sehr hiufig vorkommt. Eine genauere Unter-
suchung zoigt, dall die Sikularbewegung der wQUJ00 und die
Zusatzenergie W, aus der Hamivrox-Jacosischen Gleichung
folgt. die man erhilt. wenn man in (5) fiir 8, den aus (3)
folgenden Ausdruck einsetzt und die Gleichung iiber die un-
gestorte Bewegung mittelt. Das Verfahren 148t sich auch fort-
setzen, wobei es vor allem darauf ankommt, durch eine ge-
eignete kanonische Substitution H, ganz aus der Stérungs-
funktion fortzuschaffen ).

Es koénnen noch andere besondere Fille eintreten, z. B. dafl

die aus (1) bestimmte Sikularbewcgung selbst wieder entartet

o . .« W —_—

ist, indem zwischen den Gréfen '(“’fl' Kommensurabilititen be-
[

stehen. Man hat dann die sikularen Bewegungen der in erster

Niherung noch entarteten Variabeln aus der nichsten Niherung

zu bestimmen.

§ 44. Beispiel einer zufialligen Entartung.

Auch dann, wenn keine eigentliche Entartung des unge-
storten Systems vorliegt, kann das Niherungsverfahren des
§ 41 versagen, niamlich, wenn gerade fiir die besonderen Werte,
die die J," bei der ungestérten Bewegung haben und die durch
Quantenbedingungen festgelegt sind, Beziehungen von der Form

(1) Mer®=0

1) Siehe M. Bor~ und W. HrisexBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1.
1924.
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ganze Zahlen sind, deren System die Dcterminante 41 hat, und

die v, periodisch in den w, sind mit der Periode 1. g

Mit Hilfe der Variabeln wy Wy 148t sich die Funktion F
sehr einfach schreiben. Sie lift sich nimlich als FourIER-Reihe

. N Q-1 W'Y Tlolllg-cer 0 T, W,
tJ F{w1~-wﬁ)-——~ N O, 0 AL )
) ,'...[/"_ ey B /
darstellen. fur die wir auch kurz
() Fiw)=: N eg2relrw
T

schreiben wollen.  Multipliziert man die Funktion # mit
e~2rit'w ynd integriert iiber den Einheitskubus des w- Raumes.
so erhdlt man
. —Railw . 27 — (" w -
f.F‘ (wye " D dw - N, f 2= g — (O

?

die Koeffizienten der Fourier-Darstellung lassen sich also In
der Form

, Y ’ - \ "2.7 ) T '\

(9) (', == ' b (u*) e SR

\
/

aus der Funktion ¥/ gewinnen.
Wenn die Funktion F(w) reell ist, so sind Orl‘..r/, und
(' > konjugiert komplexe Grolen.

1, Man kann diesen Satz analytisch auch folgendermaflen beweisen:
Wir suchen eine Transformation
uy, = fk (wywye - Wp Yy ),
bei der die Periodizitit der Funktion
F(wywy - wp, Yy )= F(ull Wy Wy Yy )

in den f ersten Variablen erhalten bleibt. Wenn wir
fk (ru‘l - 1) 7T-_‘ T "Zl;/‘, Yy - ') his u'll.‘,’
setzen, wird
F (fu‘l’ ?1,'.‘3""?1‘/',/. :}/1. . ) - F (/&"1 _.i_ 1) 7__‘3 . .'II‘./-, !jl . .) o F(;Liﬂl" 17'_2..."‘2) \, ?1...)
e 111 (’ll‘l u*z [N .ll'/\’ 3/1 . e -) .

Das bedeutet aber, daB w;’ und wy sich um eine ganze Zahl unterscheiden:

[r (@, 1, ey, yyoe ) o [ (W, Wy Wy Yy $) T
Entsprechend kann man schlieflen

fro(w, w4 Lwy, y ) = [ (g, War - Wy, Yy )Ty
Dies ist aber nur moglich, wenn f, die Form hat:

fk ({1 .. ﬂ_‘./-, Yy - ..) == ‘E‘Tl.'l QZ’Z + Wy, (17;1 .o }__v/\) Yy ) ,

wo 1, periodisch in den w ist mit der Periode 1.
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Kernladung mit dem Wasserstoffatom im Normalzustand uber-
einstimmen. Nun ist aber die energiereichste oder Grundbahn
des Leuchtelektrons ebenfalls eine 1.-Bahn, daher wird das He-
tium im Normalzustand zwei (vermutlich gleichwertige) 1, -Elek-
tronenbahnen haben. Einige Betrachtungen iiber dieses System
werden spiter (§ 48) folgen. Einem solchen System von zwei
1,-Bahnen mufll man nach KosstEL eine besondere Stabilitdt
zuschreiben, wie sie allen Edeigasen zukommt: in der Termi-
nologic der Roéntgenspektren ist dieses Gebilde die K-Schale.

5505 —— 67—
56 Ba ———— 86 Ra

9 H ———37 ﬁb/V |
// 200a—385r

2185ct— 397 |
220 F—— 4027
23V 41 Nb

L3 Li——71 Nay/ 24Cr——-142Mo \
A\

26/e 44Ky

PR AN\
\\ 287 464

L 80——1S 29 474
N9F 77 CL 30Lnn——4800
70 Ne——718 A 37 Ga———43)n.
32Ge 505
3345 5155
34Se———527¢
35 Br 837 \
36/ 5¢ XA\
86Nt 778 —
Abb. 17.

Warum es zwei Termsysteme, ein Kinfachtermsystem (Par-
helium), dem der Grundzustand angehért, und ein Dublettsystem
(Orthohelium) gibt und warum die beiden nicht miteinander
kombinieren, kann vom Standpunkt unseres Buches nicht be-
handelt werden.

Die Konfiguration von zwei 1,-Bahnen kehrt nun als Rumpf
des angeregten Lithiumatoms (3 Li) wieder. Nach Ausweis der
Spektren ist hier die Grundbahn keine 1,-, sondern eine 2 -Bahn.
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unserer Quantenregeln nicht beheben 14B8t. Wir haben aber
bereits oben darauf hingewiesen, dal} die Erklirung der feineren
Einzelheiten der Spektren (der Multipletts und der damit eng
verkniipften anomalen ZEEman-Effekte, vgl. § 24 Ende) iiber-
haupt nicht im Rahmen einer Quantentheorie mehrfach perio-
discher Systeme moglich zu sein scheint. Man ist bei der
Theorie dieser Erscheinungen auf den formalen Ausweg gefiihrt
worden, die Quantenzahl k ,halbzahlig® zu rechnen, d. h. ihr die
Werte |, ;, 2, ... zu geben. KEs ist zu erwarten, daB bei der
weiteren Entwicklung der Theorie die eigentlichen Quanten-
grolen wie bisher ganzzahlig bleiben werden und dal} die in
unserer Niaherungstheorie vorkommende Grofle £ nicht selbst
eine solche Quantengrofe ist, sondern sich indirekt aus ihnen
aufbaut. Wir wollen im vorliegenden Band auf diese Fragen
nicht eingehen, sondern nur untersuchen, was fiir die «-Werte
herauskommt, wenn wir in unseren Formeln k£ halbzahlig wihlen.
Wir erhalten dann aus den spektroskopischen Werten von o,

folgende «-Werte:

Li- Na~ K+ Rb+ Cs™

10 = | 0,075 0.21 0,87 — 3.36

Diese Zahlen schlieBen sich den «-Werten der Edelgase im
richtigen Sinne an. Man kann diesen Zusammenhang noch
weiter verfolgen, indem man die «-Werte anderer (mehr-
wertiger) edelgasdhnlicher Ionen betrachtet, die sich teils aus
den RypBERG-Korrektionen von Spektren der ionisierten Ele-
mente (Funkenspektren), teils aus den Brechungsindizes fester
Salze (Ionengitter) bestimmen lassen. Man bekommt dadurch
weitere Stitzen der Auffassung, daBl die RypBERG-Korrektion
der Terme duBlerer Bahnen bei den betrachteten Spektren auf
der Polarisierbarkeit des Atomrumpfes beruht und dal} die
Quantenzahl % halbzahlig zu nehmen ist.

Die in diesem Bande durchgefiihrten Uberlegungen sind
iibrigens von der Entscheidung fiir ganz- oder halbzahlige k
im wesentlichen unabhingig.

Born, Atommechanik I. 13
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r')‘lfo
¢, o
der quadratischen IForm in der Differentialgleichung nur dann
von null verschieden sind, wenn J;, und J, zu den J, gehoren.
Aug Gleichung (6) kann man W, (J), R, und einen Anteil
S," von 8§, bestimmen. Bezeichnen wir wie vorhin Mittelwerte
{iber den Einheitskubus des 20,°- Raumes durch einfaches Uber-
streichen, ferner Mittelwerte iiber den Kinheitskubus des ge-
samten o, %-Raumes durch doppeltes Uberstreichen, so wird

Zur Lrlauterung bemerken wir, dall die Koeffizienten

7 Wiy — @
ferner wird

YO 1 A R =
! H ! \ - 1 I el ([) .

_ J,, ( 1(”,,0

1)

wo ¢ =@ @ ist. Die Gleichung hat denselben Bau wie (3
und LBt sich auf entsprechende Weise 16sen. SchliefSlich haben
wir noch

\7/ ]"/“ / S-:

Y = _..([~).

‘ i

— /J“ r?(‘,,“

(%4

Daraus bestimmt man
10, NEE S,,O . ]{, ,

=)

wo S, eine bekannte Ifunktion von %, J, und R, eine noch

unbestimmte IFunktion von w,",J  ist. |

Das Verfahren liallt sich nun fortsetzen; der niachste Schritt
liefert uns W, (J). R, w,.J, 1 und einen Anteil 8, von 8,, usw.
Das  Ergebnis st auch  hier eine Reihenentwickiung der

f

Energie

(11 W Wod, W) REWL T

1 I/

Diese Betrachtungen enthalten eine Rechtfertigung unseres
fruheren Verfahrens (§ 18), die sidkularen Storungen zu be-
stimmen, indem sie als erste Niherungen eines formal beliebig
fortsetzbaren Niaherungsverfahrens auftreten. Die hoheren Nahe-
rungen liefern uns periodische Schwankungen der w,° und J,°,
deren Amplituden héchstens von der GroBenordnung 4 sind.
Sakulare Bewegungen der 1w,’J," treten nicht auf; auch zu den
beim ersten Schritt berechneten Sikularbewegungen von w,’.J,"
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4,-Bahn; die Schar der 3 - und 3,-Bahnen ist also mit der
Erreichung der Achterschale des Argon abgeschlossen. Die
3,-Bahn ist beim Kalium lockerer gebunden als die 4 - und
selbst als die 4,-Bahn, sie hat ndmlich groB3ere eficktive Quanten-
zahl (2,85 im Vergleich zu 2,23 bei der 4,- und 1,77 bei der
4 -Bahn). Die im Argon abgeschlossene Schale enthilt also
nicht alle Bahnen mit der Hauptquantenzahl 3, sondern nur
die 3,- und 3,-Bahnen.

Belm zweiwertigen Kalzium (20 Ca) tritt nach tbereinstim-
mender Aussage der Chemie und des Spektrums ein zweites
auf einer 4 -Bahn gebundenes Elektron hinzu.

Die nun folgenden Elemente zeigen schr verwickelte Spek-
tren, zu deren Serienordnung vorliufig nur geringe Ansitze vor-
handen sind. Ihre Terme haben sehr hohe Vielfachheit, z. B.
bat Mn u. a. achtfache Terme; die Elemente haben ferner je
mehrere Termsysteme. so dal3 z.B. bei cinem Element mehrere
p- oder d-Terme gleicher Vielfachheit auftreten konnen, die
nicht zu einer Serie gehdren; der Grundzustand ist nicht immer
wie bisher ein s- oder p-Zustand, vielmehr kommen d- und
f-Bahnen als Grundbahnen vor. Auch chemisch bilden die Ele-
mente von Skandium bis Nickel eine besondere Gruppe. In
ihrer chemischen Wertigkeit setzen sie die Reihe K, Ca, Sc
nicht einfach fort, vielmehr haben sie stark wechselnde Wertig-
keiten, die in ihren Hochstwerten im allgemeinen ihrer Stellung
im gewohnlichen Schema des periodischen Systems entsprechen
(Ti 4-, V 5-, Cr 6-, Mn 7-wertig), die aber bis 2 heruntergehen
konnen. An dieser Stelle kann man auch zur Kennzeichnung der
Elemente die bekannte Kurve (Abb. 18) der Atomvolumina nach
LotHAR MEYER benutzen (Atomgewicht durch Dichte im festen
Zustand). Auf dieser Kurve bilden die Alkalielemente scharf
ausgepragten Maxima, was nach unserer Auffassung daher rithrt,
daB sie ewn Hdulleres Elektron auf einer Ellipsenbahn haben.
Hier kommt es uns darauf an, da die Elemente Ti bis Ni
gimtlich in der Nihe des dritten Minimums der Kurve liegen
und nur wenig verschiedene Atomvolumina haben. Ein wei-
terer Unterschied dieser Elemente von den vorangegangenen
beruht auf dem magnetischen Verhalten und der Firbung der hete-
ropolaren Verbindungen, in welchen die Elemente als Ionen vor-
handen sind.
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tronen auf Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden sind.
Wie sie sich auf die 2 - und 2,-Bahnen verteilen, lassen wir
dahingestellt.

Die Auffassung von der vollbesetzten Achterschale wird be-
statigt durch das gutbekannte Spektrum des Natrium (11 Na),
Die Grundbahn des Leuchtelektrons ist eine 3,-Bahn, die
energiereichste p-Bahn eine 3,-Bahn. Auflerhalb des Rumpfes
kommen also keine Bahnen mit n = 2 mehr vor. Wir schlieBen
daraus, daBl die Schar der Elektronen, fiir die n == 2 ist. mit der
beim Neon erreichten Zahl 8 abgeschlossen ist. Wir nennen dieses
rebilde mit der Bezeichnung der Rontgenspektren die L-Schale.
Der Aufbau dieser L-Schale erfiillt also die zweite Periode des
Svstems der Elemente. widhrend die K-Schale in der ersten
aufgebaut wurde.

Da beim Magnesium 112 Mg) die Grundbahn des Leucht-
elektrons wieder eine 3,-Bahn ist, nehmen wir in Uberein-
stimmung mit der Zweiwertigkeit an, dal das Magnesiumatom
im Normalzustand aufler der K- und L-Schale noch zwei gleich-
wertige 3,-Elektronen hat.

Beim Aluminium (13 Al) tritt eine 3,-Bahn als Grundbahn
auf. Wir sehen also, dal ein System von drei 3,-Bahnen nicht
als duBlerste Schale vorkommen kann. Wir fanden bei Li und
(' ~ etwas entsprechendes, namlich die Unmoglichkeit der Existenz
dreier 1,- oder 2 -Bahnen.

Beim Silizzum (14 Si) ist wieder das Spektrum nicht hin--
reichend bekannt; wir kennen aber die Vierwertigkeit und
schlieBen daraus, dal der L-Ring von vier Bahnen mit n =
umgeben ist.

Von den folgenden Elementen (15 P, 16 S, 17 Cl) kennt
man auch nur die Affinititen zu drei, zwei, einem Elektron.
Das Jetzte Element der Periode ist das KEdelgas Argon
(18 A), bei dem wieder eine abgeschlossene Schale von 8 Elek-
tronen vorliegen muBl. Den ndheren Aufbau dieser Schale dis-
kutieren wir am besten durch die Betrachtung des folgenden
Elements Kalium (19 K), dessen Rumpf dieselbe Struktur
haben mulf.

Das Spektrum des Kalium zeigt als Grundbahn des Leucht-
elektrons eine 4.-Bahn und als energiereichste p-Bahn eine
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18t. Alle Integrale lassen sich durch elementare Funktionen
ausdriicken: wir erhalten so J und damit n -- £ als Funktion
von W und L. schliellich also W als Funktion von n und k.

Die SCRRODINGERSche Vorstellung von der geladenen Schale
wollen wir nach vax Urk', dazu benutzen, um die 6-Werte
von Tauchbahnen abzuschidtzen. Man kann zunichst sehen,
daB bei gegebener iduBlerer Ellipse das radiale Wirkungsintegral
um so groBer ist, je groBeren Radius die Kugelschale hat;

N AL Th vax Urk: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 13, S, 2621922,
13*





index-40_1.png
06 2. Kap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen.

4 N4 4 at ! Ly PRI e S
— r N ’ )
/

_ \‘IA (_)P‘Z;‘mﬁr
— r ’

7

(0L - A

- X ' G0 ' Paic 0400 o
g N [RAT AL T Ot e AT T

|
!

schreiben, wo die Werte 4% 4% »° »', % ' sich auf den
Punkt t = 0 beziehen. Wenn wir diesen Ausdruck uber eine
Periode des ersten Gliedes integrieren, so erhalten wir Aus-
driicke von der GroBenordnung ¢ 7T und a7T?, wo T die Linge
der Periode ist. Wir denken uns die Entwicklung (4) zunichst
am Anfang des Intervalls (¢,,¢,) ausgefiihrt und das Integral

-

iiber eine Periode des ersten Gliedes gebildet. Dann denken
wir eine neue Entwicklung (4) am Anfang des Restintervalls
ausgefilhrt und wieder das Integral iiber eine Periode des
ersten Gliedes gebildet. Das Verfahren setzen wir so lange fort,
bis das Intervall (t,t,) erschopft ist. Das letzte Integral wird
dabei im allgemeinen nicht tber eine volle Periode zu er-
strecken sein, es hat endliche Grofle, auch wenn t, — ¢, be-
liebig grof wird. Man sieht: wenn T auf dem ganzen Inte-
grationsweg endlich bleibt, also »° nicht verschwindet, so hat
das gesamte Integral die GroBenordnung a (t, — ).

Damit haben wir die adiabatische Invarianz der J bewiesen.
Auf Grund dieser Invarianz und des speziellen Krgebnisses
heim Resonator wird man zur Wahl von J als der allgemein
su quantelnden Grofe gefiihrt. Diese Annahme hat sich in der
weiteren Entwicklung der Quantentheorie bestatigt. Wir sprechen

sie folgendermaflen aus:

Quantenbedingung. In den stationdren Zustdnden eines
periodischen Systems von einem Freiheiisgrad st die Wirkungs-
variable ein ganzzahliges Vielfaches wvon h:

J==nh.

Durch diese Quantenbedingung') sind auch die Energiestufen
als Funktionen der Quantenzahl n festgelegt. Das in der Hin-

1) Diese Quantenbedingung wurde in geometrischer Form zuerst von
M. PLaxck: Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung, 1. Aufl.,
% 150. 1906 angegeben. Sie findet sich weiter bei P. DEBYE: Vortrige
iber kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit (Wolfskehl-

KongreB8), S. 27. 1913.
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crsetzen. das die gleichen Eckpunkte liefert. Das ist offenbar
dann und nur dann der Fall, wenn die Determinante der 7,
den Wert + 1 hat; diese Determinante stcllt nimlich das Ver-
hiltnis dar, in dem die Zellvolumina der beiden Gitter stehen.

Satz 5. Alle primitiven Periodensysteme einer Funktion hdngen
durch ganzzahlige lineare Transformationen mit der Determinante + 1
zuUSammen.

Wir betrachten im folgenden nur solche Funktionen, bel
denen die Zahl der Perioden im primitiven System gleich der
Zahl f der Variabeln ist, fur die die Periodizitit gilt. Wir
betrachten also nur f-fach periodische Funktionen.

FFithrt man statt des Koordinatensystems wz, - - - 2, In unserem
f-dimensionalen Raum ein neues Koordinatensystem w,--- w,
ein. dessen Achsen den Vektoren parallel sind, die einem primi-
tiven Periodensystem entsprechen, und fiir das jene Vektoren
die Einheiten bilden, so hat die Funktion F, als Funktion der
w geschrieben, das primitive Periodensystem

(1. 0. 0---0)
(0. 1, O---0)

/

(5 (0, 0, 1---0)
(0. 00 0.1,

Wir sagen in diesem Fall, F habe die ,primifive Periode 1<,
Wir erkennen

Satz 6. Durch eine lineare Transformation der Variabeln,
in denen eine Funktion periodisch vst, lifit sich erreichen, daf sie
die primitive Pervode 1 erhdlt.

Wir wollen jetzt untersuchen, wieweit dieses Koordinaten-

system w,, w, ... noch willkiirlich ist. Zunéchst sieht man, dafl
durch eine Transformation
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bei Mg: — 1,93 bzw. — 1.95 bei (‘a: — 2,09 bzw. — 2
Sr; — 3,73 bzw. — 3.67 bei Ba.

Dic s-Bahnen tauchen offenbar schon von der zweiten
Periode ab. Damit die Betrige der RyDBERG-Korrektionen mit
steigendem Atomradius zunehmen, miissen wir 6 — — 1,34 bei
-Na (— 0,34 wire dem Betrag nach kleiner als die p-Korrektion);
— 2,17 ber K; — 3,13 ber Rb und --4,05 bei (s annchmen.
Die dem Betrag nach etwas groBeren Werte der Erdalkalien
lassen sich ebenfalls cindeutig aus der Tabelle ablesen. Fiir
Al nehmen wir - 1,76: fur (r bis Ga sind Werte zwischen
— 2 und - 3, ftur Ag, (d. In Werte zwischen —~ 3 und — 4,
fir Hg und T1 Werte zwischen — 4 und - - ¢

pe
Tt
=
T

5 sehr wahrschein-
lich. Nach der Abschatzung 14) § 28 der RypBERG-Korrektion
ist fir diese die Hauptquantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahn wesentlich, und diese ist offenbar bei Cu,
In, Ga diesclbe wie bei Rb, bei Ag, ('d, In dieselbe wie bei
Cs, und auf die Werte in der sechsten Periode konnen wir
durch Analogie schliel3cn.

Wir erginzen diese Betrachtung durch eine andere rohe
Abschitzung der o0-Werte fiir die s-Terme. niamlich die von
van URk angegebene. Wir ersetzen also die Elektronengebiude
der Atomriimpfe durch geladene Kugelschalen, deren Radius
etwas groller als jag ist (so groBl miissen sie sein, damit die
¢-Bahnen Tauchbahnen sind), und nehmen an, daf im Inneren
der Schalen dic volle Ladung der Kerne (gleich der Ord-
nungszahl im periodischen System) wirksam ist. Da die
betr. s-Bahnen denselben Drehimpuls haben wie die innersten
Bahnen des Rumpfes, aber geringeren Betrag der Energie, und
da das Ield des Rumpfes in Kernnihe wieder CouLoMBschen
Charakter hat. so haben die inneren Schleifen jener s-Bahnen
denselben Parameter wie die kernnichsten Rumpfbahnen, sie
kommen also wirklich unter den EinfluB der unverminderten
. Ladung des Kernes. Die Anwendung der Gleichung (2) § 28
' ergibt die in der folgenden Tabelle angegebenen J-Werte (Oner ).
Dahinter sind die einzigen mit diesen unteren Grenzen und den
empirischen Termen vertriglichen 6-Werte angegeben (Jkorr)-

Damit konnen wir die wirklichen Hauptquantenzahlen und
wirklichen RyDBERG-Korrektionen der empirisch bekannten
Terme bis auf wenige Ausnahmen als bestimmt ansehen. Als
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Die folgende Tabelle gibt nun die aus den Spektren be-
stimmten Werte der RYDBERG- und Rirz-Korrektion. sowie ihr
Verhdltnis fiir die besonders einfach gebauten Spektren der
Alkalimetalle wieder.

, Li Na K Rb Cs
—_—m—m—— -
_ s 0,049
Iz 5, - 0,031 T T T T
— 4, d, 0,63
— — 0,015 0,25 0,35
4, — 0,036 0,50 0,99 T
0,0, — 2,4 3,2 2,8
B 0,0020 0,009 0,36 0,032
Y _ 0,0064 0,035 0.35 0,16
-0, 0, — 3,2 3,9 9,8 9,0

Das Zeichen T in der Tabelle bedeutet, daBl die RypBERG-
Korrektion schon so grofl ist, dal cine Entwicklung des Po.

1

tentials nach Potenzen von - nicht mehr zulissig erscheint.
r

[35]

Der grofle Wert von — * zeigt, dall die hoheren Potenzen

0,
von - - im Potential merklich vorhanden sind. Fir die Glieder
.
C. ¢ ) i i
mit j und —* erhalten wir theoretisch die Werte
T T’
—4(52;'51
k fiir fiip <4
| T re
p 2 : 1,33 2,4
f 4 5,33 9,6
. . O .
Danach sieht es so aus, als sei das Gied mit ri, das wesentliche
Zusatzglied.

Nun ist in der Tat ein solches Zusatzglied in der poten-
tiellen Energie theoretisch verstandlich., Wenn man namlich
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Der Titel ,Atommechanik“ dieser Vorlesungen, die ich im
Wintersemester 1923/24 in Gottingen gehalten habe, ist der
Bezeichnung , Himmelsmechanik* nachgebildet. Wie diese den
Teil der theoretischen Astronomie abgrenzt, der die Berechnung
der Bahnen der Himmelskérper nach den mechanischen Gesetzen
zum Gegenstand hat, so soll das Wort Atommechanik zum Aus-
druck bringen, daB hier die Tatsachen der Atomphysik unter
dem besonderen Gesichtspunkt der Anwendung mechanischer
Prinzipien behandelt werden. Hierin liegt eingeschlossen, daB
es sich um den Versuch einer deduktjven Darstellung der Atom-
theorie handelt. Das Bedenken, diese Theorie sei hierfiir noch
nicht reif, méchte ich mit dem Hinweis zerstreuen, dalB es sich
eben um einen Versuch, ein logisches Experiment handelt, dessen
Sinn gerade der ist, die Grenzen abzustecken, bis zu denen die
heute geltenden Prinzipien der Atom- und Quantentheorie sich
bewiihren, und die Wege zu bahnen, die iiber diese Grenzen
hinaus fiihren sollen. Um dieses Programm schon im Titel
deutlich zu machen, habe ich das vorliegende Buch als ,,1. Band“
bezeichnet; der 2. Band soll dann eine hdhere Annsiherung an
die ,endgiiltige“ Atommechanik enthalten. Ich weiB, daB das
Versprechen eines solchen zweiten Bandes kithn ist; denn vor-
liufig hat man nur wenige und undeutliche Hinweise iiber die
Art der Abweichungen, die zur Erklérung der Atomeigenschaften
an den klassischen Gesetzen angebracht werden miissen. Zu
diesen Hinweisen rechne ich vor allem die Fagsung, die HEISEN-
BERG den Gesetzen der Multipletts und anomalen Zeemaneffekte
gegeben hat, die neue Strahlungstheorie von Bonr, KraMERS und
SLATER, die daraus entspringenden Ansiitze von KRAMERS zur
quantentheoretischen Erklirung der Dispersionserscheinungen®
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gibt es jedenfalls einen Netzpunkt, der von jenem Endpunkt
um weniger als | > | entfernt liegt. Wiire & eine Periode, so ent-
spraiche dem Vektor dieser Entfernung ebenfalls eine Periode; ihr
Betrag wire aber kleiner |
als |@®|. Zu ®® und // [
@@ fiigen wir jetzt die —7 |
in der Reihe (3) néchst-
folgende Periode hinzu,
deren Vektor nicht in der
durch @@ und ®*% be-
stimmten Ebene liegt,
und nennen sie 3, ,
Diese drei Perioden be- Abb. 6.

stimmen dann ein paral-

[elflichiges (3-dimensionales) Gitter, mit den Kigenschaften,
daB jeder zwei Gitterpunkte verbindende Vektor einer Periode
entspricht und dall damit auch alle Perioden erschopft sind,

~

deren Vektoren in dem durch @9, @&® 6 &® bestimmten drei-

i dimensionalen Raum liegen. Setzen wir dieses Verfahren fort,

bis alle Perioden erschépft sind, was spitestens beim Uber-
p ’
gang zum [-dimensionalen Raum der Fall ist, so erkennen wir

Satz 4. Zu jeder periodischen Funktion F(x,---xz,, y,---)
von z,---x, gibt es ein System von Perioden ®V, &®-.. ®©@ mit
der Engenschaft, daf} sich jede beliebige Periode & der Funktion F
wm der Form

m N T, (D (k)
%

darstellen ldfit; die Anzahl g der Perioden ist dabei hichstens gleich
b der Zahl f der Variabeln.

_. Definition 3: Hin System von Perioden, das die im Saiz 4
§ erwihnte Eigenschaft hat, heiffit etn primitives Periodensystem.

. Wir hatten eben alle Perioden von F durch ein g-dimen-
b sionales Gitter dargestellt. Dabei sind natiirlich nur die Gitter-
b punkte wesentlich, nicht die sie verbindenden Vektoren. Wir
b konnen das System »V@H®...»® durch ein anderes System
f von gleichviel (g) Perioden

6*
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im nur Covreus-ihnlichen Feld aulerhalb der Atomriimpfe ist
er kleiner. Dic fast verschwindenden RybpBERG-Korrektionen
ber (u und Ag verstehen wir vo, daBl die d-Bahnen bei ihnen
weit aullerhallh, des Rumpfes verlaufen. Die kleinen Werte bei
den Alkalien und bei Zn. Cd und Hg zeigen, daf} die d-Bahnen
auch dort noch iduBere Bahnen sind: bei Rb und Cs kommen
sie allerdings dem Rumpfrand nahe. Bei den schwereren Erd-
alkalien Ca, Sr, Ba 1niissen wir ein Eintauchen annehmen.
Dabei ist auffallend. daB3 trotz der Zunahme decs Rumpfradius
von Ca bis Ba dic n*-Werte (fiir groe #) zunehmen: es fiihrt
dies zu der Annahme, dafl die RypBERG-Korrektionen der
Tabelle um ganzo Zahlen zu dndern sind und - 0,95 bzw.
----- - 0,92 ber (a, - 1,75 bzw. -1,80 bei Sr und — 2,45 bzw.
-— 2,77 ber Ba lauten. Der tiefste d-Term entspriche dann
bei (‘a noch einer 3,-Bahn, bei Sr einer 4.-, bei Ba einer
5,-Bahn. Bemerkenswert sind die Fille, wo die RypBErG-Kor-
relktionen der f- und d-Bahnen nicht parallel gehen. So ist bei
Zn der Betrag der f-Korrektion grofler, der der d-Korrektion
kleiner als bei K; Cd und Hg haben wesentlich kleineren Be-
trag der d-Korrektion als Rb und (s, wihrend der der f-Kor-
rektion ungefihr der gleiche ist. Die Erklirung ist die hohe
Svmmetrie der Alkali-Ionen; sie bedingt, da das Potential bei
thnen in der Nihe des Randes mit einer hohen Potenz von r
geht, withrend es sich bei den weniger symmetrischen Riimpfen
von Zn, ('d und Hg langsamer idndert.

Die p-Bahnen verlaufen bei den ganz leichten Elementen
noch auflen, wahrscheinlich auch noch bei Cu und Ag. Ihre
kleinen Rumpfradien und die fast ganzzahligen Werte von n*
lassen es vermuten. Dagegen sind die scheinbar kleinen Ryp-
BERG-Korrektionen von Mg (— 0,04 und — 0,12), Zn (-- 0,09
und — 0,20), Cd (— 0,05 und — 0,14), sowie Hg (— 0,00 und

- 0,10) sicher um eine ganze Zahl zu erhéhen; ihr Betrag wire
Ja sonst nicht gréBer als der der d-Korrektionen. Beachten
wir wieder, dafl die n*-Werte in der Reihe der Alkalien mit
zunehmendem Rumpfradius ebenfalls zunehmen, so miissen wir
annehmen, dafl die wahren n-Werte 3 bei Na, 4 bei K, 5 bei
Rb, 6 bei Cs sind und die RypsErG-Korrektionen — 0,85:
— 1,70; — 2,66 und — 3,57. Beil den Erdalkalien miissen ihre
Betrige etwas groBer sein, wir nehmen also — 1,04 bzw. — 1,12
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Die GroBen @2 sind von erster Ordnung in den J, die GroBen A
von dritter Ordnung, also ist W, eine quadratische Form der J,.

Wir  konnen demnach die (qosamtonergle folgondermaBen
schreihen:

/ J— X" 0 1 N
a7 We=20"Jp 5 Ygd, Jj.

& ]
.o . o
Die vi; lassen sich aus (16) berechnen.
Man sieht, daBl das Verfahren bereits in dieser Niherung
versagt. wenn eine der folgenden Kommensurabilititen auftritt:

9, 0 __ 0 o _ ,0__,0
a0y 711/ s l’k : ),f =¥,

d. h. wenn eine Frequonz des ungestrten Systems gleich dem
doppelten einer andercn oder gleich der Summe zwcier anderen
wird.

Die Formel {17) findet Anwendung in der Theorie der
thermischen Ausdehnung fester Kérporll\) und in der Banden-
theorie mehratomiger Molekeln®),

§ 43. Storungen eines eigentlich entarteten Systems.

Wenn zwischen den Frequenzen »° des ungestiorten Systems
cine ganzzahlige linearc Beziehung besteht, so werden, wie wir
sahen, gewisse Nenner in den Gledern der Reihen des § 41
null. und das Verfahren ist nicht anwendbar.

Wir betrachten zunichst den Fall der ,eigentlichen” Ent-
artung, d. h. wir nehmen an, daB zwischen den Frequenzen »°
der ungestirten Bewegung eine Beziehung

!Tl’ )—’

identisch in den J° besteht. In diesem Falle transformieren
wir die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,°, J.° so, daBl sie in
nichtentartete »,°. J,° und entartete w,°, J,° (»,° = 0) geschieden
werden kbnnen (¢:==1,2-..8; p=8-41--- -+ f). H, hingt dann
nur von den J,° ab (§ 15, 8. 103).

Y) Literatur hicriiber s. M. BorN: Atomtheorie des festen Zustandes,
Leipzig 1923; auch Encykl. d. math. Wiss. V, 25, § 29f.

?) M. Bor~ u. K. HUcKEL: Physikal. Zeitschr. Bd. 24, S.1. 1923. —
M. Borx u. W, HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1. 1924,
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Negative Rydberg-Korrektionen
(- 0) Quantenzahlen der ersten

Terme jeder Serie

S P d f
1 H 0,00 0,00 0,00 0,00

) He {0,14 0,01 0,00 0,00

*He 11030 0,07 000 000

3 Li 0,40  0.05 0,00 0,00 2. 2, 3 4
.. (114 070 0,02

O s 078 0004 i % 8 4y
10 Ne 1,30 083 0,02 3, 3,9 3, 4,
11 Na 1,3 0,5 0,01 0,00 3, 3, 3, 4
) 1,52 1,04 056 | 3

12 Mg 1163 112 017 0,06 4 3 33 4,
13 Al 1,76 128 0,93 0,05 4, 3, 8 4
19 K 217 1,70 025 0,01 1, 4, 2 4
o (233 193 095 0,09 4 )

G 19y 092 010 5 k54
2% Cr 2 45 (0,01) 4, 3

25 Mo | 2,60 0,08 5, 3.

29 ('n 258 (0,09) 0,02 0,00 4,2, 3, 4

, (2,62 0,20 1 r
0z | 130 0os 004 5 3. 4,
31 Ga 278 0,24 5, 3
37Rb | 3,13 266 035 0,03 5, 5, 3, 4
| 1326 @59 175 0,10 5, .
WS V337 25 180 012 6, = w4
47 Ag 352 (0,05) 0,01 0,01 5, 2, 3, 4,
3 57 0,21 | 5

4R (Cd {3,67 0.07 0,03 611 3, 4,
49 Tn 373 0,29 6, 3,

55 Cs 105 357 045 004 6, 6, 3, 4

1443 (3,73) 2,45 (0,92) 6

% Ba | qaes 867 277 012 7. 6w 4
. (4,63 0,08 6, ‘

0 Hg | {30 00s 008 4 3, 4,
S 4,74 0,10 0,03 7, 3 4,

) Durch ElektronenstoBmessungen ist ein tieferer Term bekannt,
der als 2,-Term gedeutet werden mufB. FEr entspricht vermutlich dem
Normalzustand.
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Aus den empirischen o, -Werten der Alkalien folgt

Li- Na K- Rb+ Cs+

¢ 102 - 0.514 0,405 1,68 — 6,48

Dabei sind die f-Terme benuzt mit Ausnahme des Li, dessen
p-Term zur Rechnung diente; Rb wurde weggelassen wegen
seiner etwas herausfallenden RypBERG- und Ritz-Korrektion.
Die Polarisierbarkeit « der Edelgase hingt nun mit der Di-
elektrizititskonstante ¢ oder mit dem Brechungsindex n fir
unendlich Tange Wellen durch die LorENTZ-LorENZsche Formel

zusammen, wo N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit
ist. Extrapoliert man die optisch gemessenen Brechungsindizes
auf unendlich lange Wellen, so findet man

He Ne A Kr ). ¢
108 0,20 089 1,63 246 4,00

Dic «-Werte der Alkaliionen miissen etwas kleiner sein, da
das Volumen der Ionen wegen der hoheren Kernladung kleiner
ist als das der voraufgehenden KEdelgasatome.

Wir tinden also, daBl zwar die aus dem Spektrum berech-
ncten «- Werte die richtige GroBlenordnung haben, dall sie aber
durchweg etwas zu grol} sind. Man konnte daran denken, die
Verschiedenheit so zu erklaren, dafl ncben dem induzierten Mo-
ment noch cine andere Abweichung vom CouLoms-Feld wirk-

sam ist, die auch einem Zusatzglied von der ungefihren Form

:i entspricht. Wir konnen an dieser Stelle die Zulidssigkeit
einer solchen Annahme noch nicht priifen. Es sei aber er-
wihnt, dafl unsere Kenntnis vom Bau der edelgasihnlichen
Tonen eine solche Moglichkeit kaum zuliBt.

Hilt man an der hier gegebenen Erklirung der RYDBERG-
Korrektion durch die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes fest,

so bleibt ein Widerspruch bestehen, der sich vom Standpunkt
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Wir fihren jetzt die w,*J." in die Hasmuroxsche Funktion
unserer Bewegung ein:

2y I T O e TN H (T 0

J/;)

und suchen wie im § 41 dic Erzeugende S,

8- 8, A8, A28,
ciner kanonisehen Transformation, die die Ec‘]c",J,;" in Winkel-
und Wirkungsvariable w,, J, der gestérten Bewegung iiberfiihrt.
Dies liefert wiederum die Gleichungen (9. (17), allgemein (18)
des § 41, wenn wir statt w,”, J O wieder w,", J," schreiben.

Dic Auflosung gestaltot qleh etwas Lnders, da die Grolen

1 ; D \
" /" verschwinden. Losen wir Gleichung (11} des § 41
o,

'; \1,,,H,, ‘ ASY . 17

() L

— &J, ow,

o

wo H, -l -- M der periodische Anteil von H, ist. so hleibt
in 8, eine additive Funktion R, unbestimmt, die auBler von
den J, nur von den w,” abhiingt. Wir bestimmen sie bel der
nichsten Niherung. 8, hat jetzt die Form

4 S =80 R

19

wo 8 eine bekaunte Funktion ist.
Setzt man dies in die Gleichung (17) § 41 der niichsten
Niherung

P I SNtk o8,
— 0, 21l = 2 J 0 d e, O agp® — o, Y
i g i J Lk k i

H, —= W, (J)

ein, so sind alle Glieder. die 8, enthalten, als bekann( an-
rusehen; die Glieder mit R, sind es noch nicht, so daB 17)
§ 41 die Form erhalt:

S, iH, (R
\”TJI ‘ \ ”f] (LW,
—iJ, tw’ —dJ, cw’ |

o o

61
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)

?Ll — 7(}1 - 'I/!l ‘»}_1_)1 21,.-’2 ce . _?{)f’ yl yg v e )
(61 Uy == Wy - apy (W) 10, - Weelfy Yoo
Wp==MWp g 0y 20, - Wes Yy Yo - )

in der die ¢ periodisch in den w,_ sind mit der Periode 1 (sie
braucht nicht primitiv zu sein), an den Periodizititseigenschaften
von F(x, - x,y, --) nichts geindert wird. Die Gitterpunkte
des w-Koordinatensystems gehen durch eine einfache Ver-
schiebung in die Gitterpunkte des w-Koordinatensystems iiber.
Man sieht ferner, daB die angegebene Transformation die ein-
2ige ist, bei der dieser Ubergang eine einfache Verschiebung ist.
Geht man ndmlich von einem Punkt im w-Raum zu einem
dquivalenten iiber, so nimmt jedes w,_ um eine ganze Zahl zu.
Um die gleichen ganzen Zahlen miissen die w, zunehmen, wenn
wir den gleichliegenden Ubergang im w, - Raum ausfithren. Die
Differenzen w, - w, miissen also in allen dquivalenten Punkten
denselben Wert haben. d. h. sie sind periodisch in den w, und
in den w, .

Nun gibt es aber noch Transformationen, bei denen zwar

die Anordnung der Gitterpunkte geindert wird, aber doch

Gitterpunkt auf Gitterpunkt abgebildet wird. Jedem der in
Satz 5 erwihnten primitiven Periodensysteme in den x, ent-

-, spricht z. B. eine solche Transformation: dies sind die ganz-

zahligen homogenen linearen Transformationen mit der Deter-
minante + 1.

Wenn man nun die allgemeinste Transformation, die das
Periodizititsgitter in sich iiberfiihrt, zerlegt in eine geeignete
solche lineare und eine andere Transformation, so muB3 diege

wweite die Form (6) haben. Die gesuchte allgemeinste Trans-
formation ist also

— Y 1 o 279 B

wy = 3 Ty W —F oy (20, Wes Yq )
U [ by pyr

Wy = X Ty Wy -, (W - Wey Yyoo-)

w, = N e Wy 1/)/,([51 = .Ef, Yy, o).

Satz 7. Alle Variabelnsysteme, in denen eine f-fach periodi-

| sche Funktion die primitive Periode 1 hat, hdangen mitesnander
durch Transformationen der Form (7) zusammen, wobei die T
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3 Li - 0,06 — 0,40
11 Na — 0,7 — 1,35
19 K — 1,24 — 2,18
29 Cu — 2,59
37 Rb -2,08 — 3,14
47 Ag - 3,54
00 Cs — 2,74 (— 4,06)

| 87— — 3,69 |

Zusammenfassung geben wir jetzt (S. 219) eine Tabelle der nega-
tiven Werte — o der wahren RypBERG-Korrektionen (fir grofe n)
und der Quantenzahlen der ersten Terme jeder Serie. Der
Normalzustand ist dabei durch Fettdruck gekennzeichnet. Er
iIst dadurch bestimmt, dall die von ihm ausgehenden Linien
bei gewdhnlicher Temperatur in® Absorption auftreten.

§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der
Elemente.

Wir konnen jetzt daran gehen, den schrittweisen Aufbau des
perwodischen  Systems zu vollziehen unter Benutzung des ge-
samten hierzu gesammelten Materials, nimlich der Eigenschaften
der Rontgenspektren (§ 29), des chemischen Verhaltens (§ 30) und
der in der Tabelle S. 219 zusammengestellten groBen Ziige des
optischen Spektrums, |

Zur Erinnerung an die Ordnung der Elemente im perio-
dischen System geben wir eine auf J. THoMsEN zuriickgehende,
hiufig von BoHRr benutzte Darstellung (Abb. 17).

Wasserstoff (1 H) hat im Normalzustand ein Elektron auf
einer Bahn mit der Hauptquantenzahl 1. Solange man die
Bahn als genaue KepLER-Ellipse auffaBt, ist die Nebenquanten-
zahl unbestimmt. Die Beriicksichtigung der Relativitits-Theorie
im § 33 wird uns jedoch zeigen, daB auch der Gesamtdreh-
impuls durch eine Quantenbedingung festzulegen ist, ohne daB
sich dabel die Energie wesentlich dndert. Die Grundbahn des
Elektrons ist also eine 1. -Bahn.

Beim Helium (2 He) wird in den angeregten Zustinden nach

dem Bourschen Aufbauprinzip der Rumpf bis auf die hohere
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den Rumpt des Atoms nicht als absolut starr, sondern als
deformierbar ansieht, so erhilt er in dem Felde des Leucht-
elektrons ein elektrisches Moment. Ist das Elcktron hinreichend
weit vom Rumpf entfernt, so kann man das von ihm erregte

Feld |[G' = :,_, im Bereich des Rumpfes als homogen betrachten,
Diesem Feld ist das induzierte Moment des Rumpfes propor-
tional: p = c;f Ein =olches Dipolmoment hat in seiner Um-
gebung ein elektrisches Feld; stellt man sich vor, dal3 es durch

Zusammenricken zweier Ladungen . im Abstand ! entstanden

!
ist, so sieht man, dall in der Richtung seiner Verlingerung
die Kraft

. pe. 1 1 d 1\ 2pe 2q¢
llm p | N | . =P 0 - — (__ '_)\J — 13) SR
o Lot (== 1R dr \ 1%/ r 5
auf das Leuchtelektron ausgeiibt wird. Thr Potential ist — :—pi
27

Vernachldssigt man die iibrigen Abweichungen vom Cotroms
schen Feld, so hat man

et 7 C ao>
Ulr) = — _ (1 o~ TH )
o - 27 ag® 1
und
. 3 47« | VARY
(51 _ —— 3 7.5 60 _— —— - —3 ‘.;. .
4 ag”®k’ - 4 ag®k

Man kann nun unsere Annahme, dall die Abweichungen des
Kraftfeldes vom CovLomB-Feld im wesentlichen durch das indu-
zierte Dipolmoment des Rumpfes bedingt sind, dadurch priifen,

dal man aus den empirischen Werten von 6, und J, die

nPolarisierbarkeit“ « ausrechnet. Von den Riimpfen der Al-
kalien Li, Na, K, Rb, Cs mufl man namlich annehmen, daB
sie dhnlich gebaut sind wie die (die gleiche Zahl Elektronen
enthaltenden) neutralen Edelgasatome He, Ne, A, Kr, X (niheres
siehe § 29). Die «-Werte dieser Atome lassen sich aus der
Dielektrizititskonstante bestimmen, zwischen ihnen und den
¢-Werten der Alkalirlimpfe mull ein einfacher Zusammenhang
bestehen.





index-410_1.png
e - e et e e

>

N 43. Storungen eines cigentlich cntarteten Systems. 2949

Man konnte jetzt den Ansatz

S= Nuw'J 18 178,
3

versuchen. Durch Einsetzen in die HaminroN-JacoBische Glei-
chung (7) § 41 erhiclte man wieder Gleichung (9). Bei der nun
erfolgenden Mitt lung tlber die ungestdorte Bewegung bliebe
aber in H (w"J) die Abhingigkeit von w,° bestchen. Wir konnen
also das Verfahren nicht ohne weiteres anwenden. Der tiefere
physikalische Grund dafiir besteht darin, daBl die Variabeln w?, J°.
denen sich die Winkel- und Wirkungsvariabeln w, J der ge-
storten Bewcegung anschlieflen, durch die ungestorte Bewegung
noch gar nicht be: timmt sind; wegen ihres entarteten Charakters
konnen statt der Jl_,‘-’ bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
svstems andere entartete Wirkungsvariable eingefuhrt werden,
die nicht ganzzahlig mit jenen zusammenhingen.

Unsere erste Aufgabe wird also sein, statt der w,°, J,° dic
richtigen Variabeln w,”, ] O zu finden. die als Ausgang fiir die
Anniherung der w,,. J,, dienen kénnen. Dazu benutzen wir die

schon frilher behandelte Methode der sakularen Storungen (vgl.

§ 181. Sie besteht darin, eine Transformation w”J9 — w° JO auf-
zusuchen. derart, dall das iiber die ungestorte Bewegung ge-

mittelte erste Glied der Stérungstunktion H nur von den J°

abhiingig wird. Wir setzen dazu voraus, daB H, nicht identisch
null wird; auf den Fall, wo es identisch verschwindet, werden
wir unten zurickkommen. Wir haben jetzt wie frither (§ 18)
eine Hamrivrox-Jacosische Gleichung

(1 H (J. w0, J,% = V, (J°)
autzulosen. Diese Aufgabe haben wir im § 18 ausfiihrlich be-

trachtet. Wenn sie durch Separation der Gleichung (1) lsbar

ist, erhalten wir neue Winkel- und Wirkungsvariable w,?, J.0.
Ist

oo NPT 0 -V (w0 T 0

k.
2
die krzeugende der Transformation, so haben wir:

- 1
J“” L ,]““; J“O - JOO SR
: Lo ¢ 0 ! a u_,n()
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. o Y]
0, 0

Die Winkel- und Wirkungsvariabeln des gestorten Systems

worden fur 4 == 0 ebenfalls in die des ungestdrten iibergehen.
Um sie zu finden, suchen wir die Erzeugende Siw', J) einer

kanonischen Transformation

P8 8

w, —
(1 3 o .
k 4 J]ﬁ

B Y]
3) I = cw
die die Variabeln %". J° in neue Variable w, .J iiberfiihrt, wo-
bei folgende drei Bedingungen erfiillt werden sollen (vgl. § 15
(A) Die Lagekoordinaten des Systems sind periodische Funk-
tionen der w, mit der primitiven Periode 1.
(B1 H geht in eine nur von den J, abhiingige Funktion W iiber.

(Cp 8% == 8§ — N J, ist  periodisch in den w, mit der
%
Periode 1.

Die rechtwinkligen Koordinaten des Systoms sind also so-
wohl periodische Funktionen der w,® als auch der w,, d. h. ein
Perioden-Parallelepiped des w,’-Raumes wird auf ein solches
des w,-Raumes abgebildet. Sehen wir von einer willkiirlichen
ganzzahligen linearen Transformation der w, unter sich mit der
Determinante 4 1 ab, so gilt:

(4)  wy = w4 periodische Funktion der w,® (Periode 1).
Wir konnen daraus und aus (C) schlieBen. daf auch § — NwlJ,

periodisch in den w,° mit der Periode 1 ist. Setzt man um-
gekehrt voraus, daB § — Nw,°J, periodisch in den w,”® mit
, P’
der primitiven Periode 1 ist, so folgt aus
oS
ROy

k
die Gleichung (4) und damit auch die Periodizitit von S*,
Da {ferner die Lagekoordinaten von vornherein als periodische
Funktionen der w, vorausgesetzt wurden, so sind sie auch
periodische Funktionen der w,. Es gelten also die Bedingungen
(A) und (C).

Wir denken uns nun die gesuchte Funktion S ebenfalls
nach 1 entwickelt

5) S =8y 18, 8,
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bi «— 2. RS

Das Integral ist fiir » — ~ regulir. Dic Entwicklung des
Integranden um ¢ = 0 wird:

1/1 B o
gl = SR P
A AR N )

also:
Hei 2 b
' = —2a -
‘ e
und:
c ‘1
A d) -l —Axto2Bx (7 dx
2 s
i . . . . , —1 B
| B C
q)»,{ '/ — A4 22 L dy=2a—
& x x? ooy e
(“; o — "*2, ‘3’41 — 1:
Das Integral ist regulir in x = 0. Die Entwicklung des

) 1 .
entsprechenden Integranden um y = = = 0 ist:
x

1 1 B 1 /. B C .
il Bl )
ylilA 1414 21\ A%}A4 AVA

also:

: B C

Hefo — — (s - )

lA\ A4 A

mithin:
? Ldx ? xdzx
% i?ﬁ)w Ax“—u)B:c—Q_C:gJ) B 0

i7) V_‘ A+2 PR

3. Gruppe:

CF1 — o : : .
1 - ——dx, Wir unterscheiden zwei Méglichkeiten:
— ax®

a
1. a<_ 1. Die durch die Nullstellen von 1 — az? gegebenen
Pole des Integranden liegen auBerhalb des die Nullstellen + 1

der Wurzel {Verzweigungspunkte des Integranden) umschlin-
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der Pol z ==~ ins Endliche gelegt ist. Auf der reellen Achse,
auferhalb der Strecke ¢, e,, ist die Wurzel rein imaginir, sie
hat das Zeichen =4 von e, bis o und — i von — ~ bhis e,.

Abb. 42,
Das Rei,. berechnen wir als ‘Rej, des Integranden eines

3 . 1 .
Integrals, das durch die Substitution y = - - entsteht; da bei der
x

Abbildung der «-Fliche auf die y-Fliche der Umlaufssinu des
Integrationsweges erhalten bleibt. wird:

Nej, for b - Aat+2Bw - (";.l

= ey [y P A2 By — Oy

. , L . 1 .
Die Wurzel hat das Vorzeichen — ¢ von - - bis y - o und
Cy
. . 1
{ von - ~ bis -
81
a) = --1. 3-=-:-1:

Unter Beriicksichtigung der obigen Vorzeichenbestimmung
werden die zur Berechnung der Residuen bendtigten Entwick-
lungen des Integranden um z = 0 bzw. y = O:

B ‘
_1,(1';(," " l,)
x it ’
bzw.

Es wird also:

:€ﬁ‘|/; A 2_1;. _ j; d:l: 21(",’;— lr(w).
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Betr Libration mull cin geschlossener Zweig der Kurve (6)
vorhanden sein. und J bedcutet den eingeschlossenen Flachen-
inhalt (der nach (193 § 7 eine kanonische Invariante isti.

Ber Rotation muli p als [Funktion von ¢ periodisch sein
mit der Periode 2 7, und J bedeutet die Flache zwischen Kurve,
q-Achse und zwel Endordinaten im Abstand 2 x.

Zur Veranschaulichung wollen wir den Fall der klassischen
Mcchanik unter Zugrundelegung cines ruhenden Koordinaten-
svstems behandeln. Nach (8) § 8 st

p--V2uVW —-Ulq.

Damit Libration eintritt, muld der Radikand zwei Nullstellen
g und ¢” haben. zwischen denen er positiv ist; dann ver-
<chwindet p nur an den Enden des Intervalls (¢.¢"”). Damit
aus den beiden Zweigen der Kurve (6) sich cin geschlossener

Zuyg zusammensetzen kann, ist weiter notwendig. dall ij) fiir
¢ und ¢” unendlich ist. Nun ist

dp ! 1 1 dU

S Fa -

dq ] 2 VWUl dq

die Bedingung ist also erfiillt, wenn nicht zugleich

dU
=0
dq
ist. d. h. wenn 4 und ¢” einfache Nullstellen des Radikanden
sind. In diesem Iall wird der entstehende, zur ¢-Achse sym-
metrische Kurvenzug auch vollstin-
7 dig 1m selben Sinne durchlaufen.

Denn nach (8 §5 ist
pg=-21T,

also pdq immer positiv; daher mul

beim Hingang (dq > 0) der obere

Zwelg (p == 0). beim Rickgang

Abb. 4. (dg < 0) der untere Zweig (p >~ 0)

durchlaufen werden. Die Koordi-

nate ¢ bestreicht das ganze Gebiet zwischen den Nullstellen ¢
und ¢”, diese Nullstellen bilden die Librationsgrenzen.
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selben Ausdruck wie bet der Berechnung der sikularen Storungen.
obwohl hier ganz andore Voraussetzungen gelten, nimlich daf

die ungestorte Bewegung gerade nicht entartet ist. Wir haben
auch hier den Satz:

Die Energie der gestorten Bewegung ist in erster Ndherung gleich
der Energie der ungestirten Bewegung vermehrt wm den zeitlichen
Mittelwert des ersten Gliedes der Storungsfunktion diber die wun-
gestorte Lewegung.  Zur Berechnung der Energie in dieser Nihe-
rung ixt also auber der Bestimmung der ungestdrten Bewegung
keine neue Integration notwendig.

Nach Berechnung von W, (J) haben wir fiir S, die Gleichung

o _\7@11‘, /S, -

0
/.' ( e] - Ay I

dabei kennzeichnet das Zeichen ~ iiber H, den Unterschied der
Funktion l/, von threm Mittelwert:

iy -1 - H .
Wir werden 1, auch kurz den .periodischen Anteil® von H,
nennon.  Kr lafit sich als Fourier-Reihe

~

v/ ’ . : 0
H, = N A, (J)e2ivun

r

ohne koustantes Glied schreiben (:was wir durch den Akzent

am Summenzeichen andeuten). Denken wir uns auch 8, als
[ForrRTER-Reihe geschrieben:

S o= - \’B,(c]> ()2'77:”?00;
1 — - ’

r

b

so lassen sich die unbekannten Koeffizienten B,(J) mit Hilfe
von 111) durch die bekannten A, (J) ausdriicken. Man erhilt

2712'(1'0T§B,(J) = A, (]},

s

Wo

i H,
(]2! /*]- v =¥

cd,
gesetzt ist, also ».*(J) aus den Frequenzen »,° (JY) der un-
gestorten Bewegung dadurch hervorgeht, daB man J,? durch

J,. ersetzt. Wir erhalten so als Losung von (11

N\

-/
13 §J - 7 _.___;l__ AT’ Cplmiirf;
= A 17 : . 0 € .
~ 2 (vY)

0 (:JJ

L
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I Sb Lz As
(%) 1 F)
mit fler A --z)(x — B). Flx)=tz)— ACx.

Es seien 4, B, (' positiv reell. A ~- B, und € werde so gewihlt,
dall F(z) positiver Werte filhig ist. Die Nullstellen «. f von
Fixz) sind dann reell und liegen zwischen 4 und B.

Der Integrand besitzt einfache Verzweigungsstellen in «
und f: er wird dort unendlich, bleibt aber integrabel. Ein-
fache Pole liegen bei 4 und B. Ferner wird ein Umlauf um
« =0 einen Beitrag zum Integral liefern. Die Vorzeichen der
Wurzel gibt Abb. 43 an. In der Umgebung von 4 beginnt

- e s 0 S W o—J -£
BF 7 ix @

Abb. 43.
]

die Entwicklung des Integranden mit:

1
+l i - Ay !
Ic '

in der Umgebung von B mit:

”;B
—i /= s omy o
lVAO\.E B)

Die Residuen sind also:

et - 27 Rein e 9 /[%
Jey g = ;—C, Rejg == - d:z,/AC.
Mishilfe der Substitution y - la—c finden wir:
1 1 — ABy?
e, = — Ref, v
y {(dy — 1)(1 — By)
WAy —1)(1 WB}I)*"Z@“ ’

wobei die Wuizel fiir positiv reelle Werte von y nahe null
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sich streng fiir jede Grofle von ¢, ausfuhren. Das Phasen-
integral hat dieselbe Form wie in § 22 und wir erhalten durch
komplexe Integration [vgl. (5) Anhang 1I]:

J}‘:(n—k)h--_Qn(-— PO - ]i
| A
und daraus

47 B‘
[(n — k) /z - Zn‘l-'C']g .

Ersetzen wir B und € durch ihre Werte und fihren nach
(21§ 23 die RypBERG-Konstante R ein, so erhalten wir

A= 2mW —

RhZ?
2) W — — "o
2 (n ;- 6)*°
worin
.8 27
h:—hTVW _7$e¢mc:_kﬁwk“a/

ist [unter Benutzung von (R) § 23]. Ist die Abweichung vom
CouvrLomMB-Feld nur gering, so kénnen wir dafiir

3) PR
VT k

schreiben. Der Einflul} des beriicksichtigten Zusatzgliedes in der
potenticllen Energie auf den Termwert liBt sich also folgender-
mallen ausdriicken: Schreibt man die Energie in der Form

— —++ > S0 weicht die ,effektive Quantenzahl“ n* von der

ganzen Zahl n, der sie beim Wasserstoff gleich ist, um einen
kleinen Betrag ¢ ab. Die Abweichung hingt von n nicht ab,
und ihr Betrag wird um so kleiner, je grofer k ist. Die Ab-
weichung vom CouromB-Feld, die die Rumpfelektronen be-
“wirken, wird im wesentlichen in einer rascheren Anderung des
Potentials mit r bestehen, da mit abnehmendem r die anziehende
Wirkung des hochgeladenen Kernes immer weniger durch die
Rumpfelektronen geschwicht wird. Vorausgesetzt, daBl das erste
Glied der Entwicklung maBgebend ist, bedeutet dies, daB in
unserer Entwick]ung (1) ¢, positiv ist. Dann ist § negativ,
go daBl die GroBe n*, die eﬁ’ektwe Quantenzahl, kleiner als n
zu erwarten 1ist.

12*
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S, 1st dabei die Erzeugende der identischen Transformation,
hat also (vgl. § 7, S. 35) die Form

A . \, . 0
(6] 8, = = w,”

und 8, 8, sind periodisch in den w,°. Umgekehrt fiihrt
jede Funktion §, die diese Eigenschaften hat, zu Variabeln, die
den Bedingungen (A) und (C) geniigen.

In die Hamrrrox-Jacorische Gleichung der gestorten Be-
wegung

(o8 ;8 78
R ; - ( ' -._) 7 \ 7 \_l
() HO \ng) = A Hl (u) )? (‘JFTO> A HZ <u’0,éo) Tt == ‘J/

setzen wir nun die Entwicklung (5) von 8§ ein und entwickeln
auch W nach %:

W= W, (J) AW, (J) £ 22 W (J)— -,

Durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von 1 folgen
dann eine Anzahl Differentialgleichungen.
Zuerst erhalten wir

31 H,(J)= W,(J).

d. h. W, geht aus der Energie der ungestérten Bewegung her-
vor, wenn man die J.° durch die J_ ersetzt. Wir wollen W

die nullte Naherung der Energie nennen.
Die Gleichung fiir die erste N&aherung erhalten wir dann

durch Gleichsetzen der Faktoren von A. Sie lautet

| H, 08
) S0 S (w0, J) = W, ()

-~ ~ 0

dabei sind H,(J) und H, (w° J) so zu verstehen, daf in H, (J°)
und H, (w®, J° einfach bei unverinderter Funktionsform .J°
durch J ersetzt wird. Aus dieser Gleichung lassen sich die
beiden unbekannten Funktionen W, und 8, bestimmen. Da §,
in den w,” periodisch sein soll, so ist der Mittelwert der Summe
in (91, erstreckt iiber den Einheitskubus des w® Raumes oder
erstreckt iiber den zeitlichenr Ablauf der ungestorten Bewegung,

gleich 0. Aus (9) folgt dann

10) W, () = H, (0, ),

wo H, ebenfalls liber den zeitlichen Ablauf der ungestorten
Bewegung zu mitteln ist. Wir erhalten also fiir W, den-
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II. Elementare und komplexe Integration. dol

vendon Integrationsweges, im Falle 0 a- 1 auf der reellen
Achse, im Falle a < 0 auf der imaginiren. Das Integral setzt
sich zusammen aus den Residuen bei

g
r==x V” und xr=-~.
a

Die Wurzel ist positiv imagindr auf der positiven reellen,
negativ imaginir auf der negativen reellen Achse; sie ist positiv
reell auf der negativen imaginiren und negativ reell auf der
positiven imaginiiren Achse. Unter Beriicksichtigung dieser
Vorzeichen beginnt die Entwicklung des Integranden um seine

/1
Pole + 1/1 mit
¢

1
~tlhnoa
2a

i1 !
ey
a

Die Residuen in beiden Polen sind die gleichen:

T a.
a

Der Beitrag des Umlaufs um x = oc bestimmt sich als

[t ¥y
— s —_ -
{—ﬁe]oL/ " —-a]'

Da die Wurzel fiir positive reelle Werte in der Nahe von null
positiv imagindr ist. beginnt die Entwicklung der Funktion mit

i1
ay
S . 2 .
Damit wird der gesuchte Beitrag “7 und schlieBlich
a

\ b1 — o 27, —
(%) =0 - B :

, I, § T am dx . 1 —711 —a).

. 1
2, a>1, Die Pole iVAaW fallen auf das Intervall

(— 1,4+ 1) der reellen Achse, liegen also innerhalb des Inte-
grationsweges. Der Integrand bleibt in ihnen nicht integrabel,.
so daB dieser Fall auszuschliefen ist.
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§ 12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen Oszillator. 77

darin ist
Jo=FpV (e, —q)(g — ¢, dy
Jyo=§qVie, —q)lqg—e)dy
J,=§¢*V (e, — qi(qg —e,)dy.

-

Die Integrale formen wir mittels der Substitution (vgl. Anhang 111

Y - A1 2 gin Y’

um. Wenn ¢ zwischen den Librationsgrenzen ¢, und ¢, hin-

oy A . n
und hergeht., geht 3, von — bis .29+ wir finden so:
: ! 5 S
R
7 »y
. — e€.\"
_ 1 2 e 2 ,
JO—( 5 | [(()h yr d
i / ¢
0
2 24
gy » _
(€ ——ej‘!e . —
1 > 1 - % s . € 2 : o
= { - cos™ yrd iy --- sin 1 cor 2w dy
J, oy 9 pd oy - 5 [ in 1y cos tpdql
] . _
0 0
2
5 e | D]
e, - e \"fe. - e\ .
JQ == <1 3) ) ( 1 Z) COS ™ 'l/' []P/'
2 ] D )
(4
2:1 Ay
1 [y} . » —
e- — ¢.° , _ e, — e\ ] _
L7 [ sinycos®ypdy — ( L2} | sin® yreos® ypdy
\ 2 / ' \\\ 2 -
() ()
und
o . ,
0]0 =- - 4-‘ (6, — p)b-
R
Y T S
Jl B 9 "]u

s

Jy = [5 (€ - €2>'3 -- e ‘-C-_*]‘Jn'

2 L6

Die Nullstellen ¢, und e, erhalten wir, wenn wir ¢ als Potenz-
reihe von a schreiben und untersuchen, fiir welche Werte der
Koeffizienten das Polynom f(g) verschwindet: wir finden so

{ |'\ 2
€, =4 — 14, =~ A~ g, ,

, L 2
€y = ~— (o Qq, — A" (f,,

(7)
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§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel. 185
o ’ T Y/ £ &
(n- — kih == Sb ] —2m hy - C— -, L dr
' ' ! roJ 4 a7

der bei gleichem » zu einem Covromsschen Kraftfeld gehort.
Fir diesen ist natiirlich »* keine ganze Zahl, sondern hat den

durch
RZ>
Yy — .
n**
definierten Wert. Die Differenz der beiden Integrale ist eine
Funktion von » und k& allein. Denken wir uns sie nach » ent-

wickelt und gleich
— hloy (k)4 o, (kyy - ]

gesetzt, so erhalten wir

und
R Z*

D4

s Y |
(n = ()1 _T()._)’V T )

Da fir gi6Bere Werte von n der Term » rasch gogen 0
geht, konnen wir aus dicser Uberlegung schlieBen, daB die
Korrektion ¢, +(§, v mit wachsendem n rasch gegen einen
festen Grenzwert konvergiert.

Viel tiefer dringt folgende, von Bour?'| stammende Schluf3-
weise zur Begriindung der RynBErG-Ritzschen Formel.

Der eigentliche Sinn der Einfithrung des Zentralfeldes war
der, dall durch ein einfaches mechanisches Modell die in Wirk-

' lichkeit sicherlich unmechanische, quantenhafte Wechselwirkung

zwischen Rumpf und Leuchtelektron beschrieben werden sollte,
bei der kein Austausch von Energie zwischen Rumpf und Elek-
tron stattfindet. Nun geniigt dicse Annahme von der Konstanz
der Enerqie des Leuchtelektrons allein, um ohne besondere An-
nahmen tber das Krafifeld zu der Serienformel zu gelangen;
diese Ableitung gilt also nicht nur fiir beliebige Atome, sondern
sogar fir Molekeln. Zwar senden diese nicht Linien- sondern
Bandenspektren aus; doch werden auch diese in der Hauptsache
durch Spriinge eines Leuchtelektrons erzeugt, denen sich die

") Wir verdanken die Kenntnis dieser Uberlegungen einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn N. Bougr.
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242 4. Kap. Stirungstheonc.

vergenz der Rethe zerstort oder ob diesc durch ein entsprechen-
des Kleinwerden der Zihler wieder hergestellt werden kann.
Bruas?i hat gezeigt. daB diex ganz vom zahlentheoretischen
(‘harakter der Frequenzverhiltnisse » % :»,%:---0p? abhingt. Ir
fand folgenden Satz: Diejenigen Werte der Perioden »,°, fiir welche
die Reihen absolut konvergieren, und diejenigen, fir die nicht conmal
dax cinzelne Glied dev Reihe nach null konvergiert, liegen beliebry
dicht. Beachtet man, dafll die x'ko Funktionen der Jk sind, so
folgt. dall dic Funktion §. die nach dem hier befolgten Ver-
fahren konstruiert ist, keine stetige Funktion der J, ist.  Da
andererseits diese Ntetigkeit vorausgesetzt werden mull, damit die
H aaminrox schen Gleichungen auf Grund von (3) und J. = const,
- H |
. k
die Bewegung nicht notwendig mit beliebiger Genaunigkeit dar-
~tellen, auch dann nicht. wenn sie zufillig gerade konvergieren.

Diese Ergebnisse von BRUNS werden ergianzt diareh Unter-
siuchungein POINCAREs ™ ; aus diesen geht hervor: Es ist, von Sonder-
fillen abgesehen, auch bei noch so kleiner Storungsfunkiion nicht mog-
lich, die Bewegung des gestorten Systems in Strenge durch konvergente
t-fache FOURIER- Reihen in dror Zeit zu beschreiben und zeitlich kon-
stante Gréoflen J, cinzufiihren, die zur Festlegung der Quantenbaknen
dienen konnten. Deshalb ist es bisher nicht einmal moglich ge-

Y A

h
lw

I conzt befriedigt sind. folgt, dall unsere Reihen

wesen. den langgesuchten Stahilititsbeweis des Planetensystems
zu tithrven. d. h. zu bewcisen, dall die Entfernungen der Planeten
voneinander and von der Sonne stets innerhalb endlicher, fester
Schranken Dblethen. auch wenn man unendlich lange Zeiten in
Betracht zieht.

Obwohl das in Rede stehende Niherungsverfahren nicht im
strengen Sinne konvergent ist, hat es sich dennoch in der
Himmelsmechanik als sehr brauchbar erwiesen. s lieB sich
nimlich zeigen. dall die Reihen cine Art von Semikonvergen:
besitzen® . Wenn sie an geeigneter Stelle abgebrochen werden,
stellen sie die Bewegung des gestorten Systems mit grofler Ge-

) H. Bruss: Astr. Nachr. Bd. 109, S. 215. 1834; C. L. CHARTJER;:
Mechanik des Himmels, Bd. 2, S. 307. Leipzig 1907,

2y H. Porxcart: Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Paris
1392—99: Bd. I, Kap. V.

3 H. Pomxcani: loe. cit. Bd. I, Kap. VIII
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184 s, Kap. Systemec mit einem Leuchtelektron.

RyvBErc?!) hat diese Form (mit von # unabhidngigem i zuerst
angegeben und an den Messungen zahlreicher Spektren weit-
gehend bestitigt. Wir wollen daher die Grofle o als RYDBERG-
Korrcktion bezeichnen. Die noch vorhandenen Abweichungen hat
dann Rirz?) dargestellt, indem er fiir den Unterschied der
(ir6Be n* von der ganzen Zahl eine Reihenentwicklung

1
{12’ (5 i (31 + (s*) ---‘) —%—- N
- /'L_

schrieb. Rirrz benutzt auch die implizite Form
. R Z?

(13) Yy — - R - -

\ (-0, + O, »)’

§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel.

Die RynsrrG-RiTzsche Formel hat sich empirisch nicht nur
fiir die Terme duBlerer Bahnen bewiihrt, sondern auch fiir solche,
die in den Rumpf eindringen und die wir ,, Tauchbahnen nennen
wollen. In der Tat 1Bt sie sich fiir sehr allgemeine Fille theo-
retisch herleiten.

Wir zeigen zuniichst, dal} bei einem beliebigen Zentralfeld
die Formel

1) Y —

\ /

R Z*

n -0, - 0,»)?

einer verniinftigen Reihenentwicklung entspricht?).
Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und dem
Term wird durch die Gleichung [vgl. (4) § 21]

, | ' B2 ]2
(n — k) h = é V ambr O] - LR
T

wiedergegeben. Wir vergleichen dies mit dem Ausdruck

') J. R. RynpBrre, K. Svenska Akad. Handl. Bd. »S. 1889 : eine

der RyDBERGschen Formel gleichwertige Entwicklung nach A haben

n?
unabhbingig davon H. Kayser und C. Ru~NGE angegeben (Berlin. Akad.
1889 bis 1592).
®) W. Rirz: Ann.d. Physik Bd. 12, S.264. 1903; Physikal. Zeitschr.
9, 8. 521. 1908; s. auch Ges. Werke, Paris 1911.

Bd.
) G. WENTZEL: Zeitschr. f. Physik Bd. 19, S. 53. 1923.
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§ 41. Storungen cines nicht entartcten Systems. 291

in der kein konstantes Glied auftritt, so liefert die Integration
von (21

| 1 A4, o
(22) §, = M geriin®

n — 2mai (1 1'0)

4

Damit ist die gestellte Aufgabe formal geldst.

Um das Verfahren zu erliutern. wollen wir die Rechnung
bis zur Darstellung von W, durch die Fourier-Koeffizienten
der Stérungsfunktion durchfiihren. Nach (131 ist

b

S, —. \7,. 1 _fltu 63-'7’£f{w°)
e (TvY

wo d, die FOURIER- Koeffizienten von H sind und das Glied

mit 7, =1, = --- 7,==0 nicht vorkommt. Die Gleichung (17)

fur W, schreibt sich jetzt folgendermalen:

Yy 0
v N 0 (-'LS._! \7 1 _(/) \7/ >‘,I T OjA A e‘_’:li'.l 4o ety
7 2 b’wk" — 2! ] —-/ (’m))((ﬂ’

k,jt r

\7 \" \Y (A (‘ A O oritr - . ,
+ Ty - T~y T € j{.) — 'in .
T T oJ, (ov? - -

W, erhialt man durch Mittelbildung :

-

1 Y 8;'?-" Xj/ A A — 37 >7/(A Tk/:[__

- P 2T, et Ho =W,
2 » od, = F 7 0)2 “k" — oJ, (1) T -
Hierfir kann man
' T 7V \7 % A,
23 Wt~ ) N N (i
‘ - - D amed 0J 179"
z k
schreiben, oder (was dasselbe ist, der Fall i7,»%) == 0 ist ja aus-
geschlossen):
~ ; 2\
. . = o\ o [+d4, =
24 ”/.') - H.) - \ 7 ( L .
(24] ? > = Ty aJ \(79")/
(r® >0 k ko

Wir besprechen jetzt noch kurz die Frage der Konvergenz
der so erhaltenen Rethen. Es handelt sich darum, ob das Klein-
werden der Nenner (z»’), das beim Fortschreiten zu hoheren

Gliedern der Reihe immer wieder vorkommen muf}, die Kon-
19*
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Separation der Variabeln 50, x5 if
Separierbare Svsteme XTI
Scrienspektren 145, 175
Sericnordnung von Npektren 173 .
Silberatom 225,
Siliziumatom 222,
Skandiumatom 224 f.
sSommrrkrLps  Theorie
struktur 231 ff.
Spektren (vonMolekehn 721, 133 1,
145 f1.. (ultrarote der Halogen-
Wasserstofte) 146, (wasserstoff-
iihnliche) 169 .. (nicht wasser-
stoffihnliche) 173 fi.
Spezitische Wirme (fester Korper)
O, 6, 80, zwelatomiger Gase) 74 f.
Stankeftfekt beim Wasserstoff 2421,
2H2 .. 262 ff
Stationire Bewcgungen (Zusténde)
T, 15,17, bR,
Stérungen cines cigentlich entarte- |
ten Systems 123 ff., 298 f.
Stirungen eines nicht entarteten
Systems 2341f.
Storungen, sidkulare 123 .,
Storungsfunktion 123.
Storungsproblem 123
Storungstheorie 282 fi.
Strahlung eines atomaren Systems
6r, 114.
Strahlungsgesetz 4.
Strahlungslehre 1 ff. !
Strontiumatom 225.
Symmetrie voen Elektronengruppen

210,

der Fein-

301,

Tauehbahnen 18K, 194 {t.

Terme 174, 176. i

Termserien 174.

Transformation (kanonische) 32 ff.,
(Lecexvrusche) 23.

Transformierbarkeit,
61

mechanische |

Sachverzeichnis.

{"bergangswahrscheinlichkeit 10, 70.

Variationsprinzip 19.
Versagen der Mechanik 149,
Vielfachheit von Spektraltermen 177.

Wahrscheinlichkeit a priori 10.
Wiirmestrahlung 1 ff.
Wasserstoffihnliche Spektren 169 ff.

. Wasserstoffatom 169, 218, (im elek-

trischen
262 ff.
Wasserstotfmolekel-Ion 281.
Wassertotfspektrum 17, 170.
Wasserstotfunidhnliche Spektren
173 ff.
Wechselwirkung (zwischen Materie
und Strahlung) 2, 11.
Wellenzahl 146, 171.
Wigxsches Strahlungsgesetz 4.
Winkelvariable 51.
Wirkungsfunktion 44.
Wirkungsvariable 51.
Wurf 45f., 47.
Wiirfelsymmetrie der Edelgasatome
209.

Feld) 24211., 2521

>

Xenonatom 225,

Yttriumatom 225.

Zahlentheoretische Sitze 342 ff.
Zreman-Eftekt 193, 237 ff.

- Zentralfeld 148 ff,, 173 ff.

Zinkatom 225,

| Zufiillige Entartung 101, 111, 302t
¢ Zustandsintegral 3.

Zustandssumme 4.

Zweig (einer Bande) 135.
Zweikorperproblem 141 f., 149.
Zweizentrenproblem 276 ff.
Zwischenschale 224.

Zyklische Variable 27 ff., 117 ff.

Druck von Oscar Brandstetror in Leipzig.
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1 1 n*3
4 = s = R
) y o VT apz T
wird. Die Gleichungen (2), (3) und (4) liefern:
- 1 1 ¢ (h RhZ'3> - 2RZ* dn*
_J_Lf; ( 25RZ"’)  hon n*? w3 dn
2RZE N " qn*?

Wir bekommen also folgende Differentialgleichung zwischen
n und n*:

dn - 2bRZ*
dn* ! n¥*3
sie hat die Ldsung
0
g ¥ \ 2
e e

wo o, eine Integrationskonstante und

()_2 = bR Z*
ist. Driickt man in dem Korrektionsglied . durch » aus,
n, *2
so erhilt man wieder die Rirzsche Formel (1).
Um uns einen Uberblick iiber die Giiltigkeit dieser Formel
2u verschaffen, geben wir die Terme zweier typischer Spektren,
des Na und Al., an, und zwar durch ihre effektiven Quanten-

zahlen n*:

Na

s 163 2,64 3,65 4,65

P 2,12 3,13 414

d 2,99 3,99 4,99

f 4,00 5,00

Al

8 2,19 3,22 4,23 5,23

p 1,51 2,67 3,70 471 5,72 6,23

d 2,63 3,42 4,26 5,16 6,11 7,08 8,07
f 3,97 4,96 5,96

Die Betrachtung des Na-Spektrums und der s-, p- und
f-Serie des Al-Spektrums zeigen das Verhalten, das wir bei
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186 Kap. 3. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Quantenubergiange der Rotationen und Kernschwingungen iiber-
lagern.

IFerner ist diese Ablecitung ganz unabhingig davon, ob ein
Impulsaustausch zwischen Rumpf und Elektron stattfindet oder
nicht, d. h. ob eine azimutale Quantenzahl k¥ in Analogie zur
Zentralbewegung definiert werden kann oder nicht.

Die einzige Annahme, die wir machen, ist die, dafl der
Rumpf ider bei einem Atom einen Keorn, bei einer Molekel
deren mehrere enthilt) klein ist gegen die Dimensionen der
Bahn des Leuchtelektrons. Dann wird das Feld im grofBten
Teil der Bahn auBerhalb des Rumpfes einem CourLomBschen
Felde ~ehr édhnlich sein; der Aphelabstand vom Mittelpunkt des
Rumpfes wird nur durch die potentielle Energie im Aphel be-
stimmt. ist also fiir alle Schlingen der Bahn gleich, unabhingig
davon. ob diese Schlingen einander &hnlich sind (wie beim
Zentralfeld) oder nicht. Demnach kann man eine effektive
Quantenzahl »n* so definieren. dall der im CovromBschen Feld
gilltige Zusammenhang zwischen n»™ und Aphelabstand bzw.
Knergie besteht:

] Rh Z>
(2 W= — TR
Wir nehmen wegen der Periodizitit der Klektronenbewegung
an, dal} fir sie eine Hauptquantenzahl n existiert; dann ist
W eine Funktion von J = hn, und es gilt fir die Frequenz

der Bewegung von Aphel zu Aphel

oW 1 W
3 . c W s

0J h en

Die Annahme, dafl der Rumpf klein ist, hat nun zur Folge,

daBl der Teil der Bahn, der im Rumpfe verlauft, in sehr kurzer

Zeit durchlaufen wird, verglichen mit der Laufzeit der dulleren

Bahnschlinge. Es wird daher die Frequenz der KErsatzellipse
. 1 W 2RZ*

P o= = .
h on ne

nahezu mit der Frequenz v ibereinstimmen. Der Unterschied

- ) 1 1
der Umlaufszeiten — der wahren Bahn und
P Y

ellipse wird nahezu unabhingig von der dufleren Bahnschlinge,
also von n»* sein; wir setzen ihn gleich b, so dall

der FKrsatz-

*
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AL Anwendung anl den anharmonischen Oszillutor. 205

nauigkeit dar. zwar nicht fiir belichig lange Zeiten. aber doch
tir praktisch sehr lange Zeiten. Hieraus sieht man schon rein
theoretisel, dafy die absolute Stabilitat der Atome auf diesem Wege
nicht begriindel werden kann. Man wird sich aber zuniichst iiber
diese prinzipiellen Schwierigkeiten hinwegsetzen und versuchs-
weise die KEnergieberechnung durchfithren. um zu sehen. ob man
hier ebenso Ubereinstimmung mit der Erfahrung bekommt. wie
m der Himmelsmechanik.

§42. Anwendung auf den anharmonischen Qszillator.

lm Falle nur eines Freiheitsgrades laft sich die Bewegung
stets durch cine Quadratuwr finden (vgl. § 9); oft fithrt aber
die Anwendung des in § 41 geschilderten Néiherungsverfahrens
einfacher zum Ziel.

Wir wihlen als Beispiel den schon (§ 12) auf elementarem
Wege berechneten anfiarmonischen linearen Oszillator, bei dem
lie. Abweichung vom harmonischen Verhalten klein ist. Seine
Hayroronsche Funktion hat die Form [vgl. (3) § 121:

1 W= I,  iH -7, -
WO
r -, m .,
My = om P 2T
2 I, — aqg’
H, :bqg

ist.  Dic Winkel- und Wirkungsvariabeln der ungestérten Be-
wegung, die hier die des harmonischen Oszillators ist. ergeben
sich tvgl. § 7) durch die kanonische Transformation mit der
Erzeugenden

: | m .
Vg u®y 5 n? ¢ ctg 2w,
also durch:
4 JU
g |- — -sin 2z’
TUMm
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VI Vorwort,

sowie einige allgemeine Betrachtungen iiber die Anpassung der
Stoérungstheorie an die Quantenprinzipien, die ich kiirzlich mit-
geteilt habe. Aber all dieser Stoff, so umfangreich er auch ist,
reicht natiirlich nicht im entferntesten aus, eine deduktive Theorie
daraus zu gestalten. Darum wird der geplante ,,2. Band® viel-
Jeicht noch manche Jahre ungeschrieben bleiben; vorliufig mag
seine virtuelle Existenz dazu dienen, Ziel und Sinn dieses Buches
deutlich zu machen.

Das Buch ist nicht fiir solche, die sich zum erstenmal
mit der Atomforschung beschiiftigen oder nur einen Uberblick
iiber die theoretischen Probleme dieses Gebietes gewinnen wollen.
Die kurze Einleitung, in der die wichtigsten physikalischen
Grundlagen der Atommechanik mitgeteilt werden, wird dem
wenig niitzen, der sich vorher noch niemals mit diesen Pro-
blemen beschiftigt hat; der Zweck dieser Ubersicht ist nicht
eine Einfithrung in das Wissensgebiet, sondern eine Feststellung
der empirischen Tatsachen, die als logisches Fundament des zu
errichtenden Baues dienen sollen. Wer sich ohne die miihsame
Aufsuchung der Originalliteratur iiber die Atomphysik unter-
richten will, wird SOMMERFELDS ,, Atombau und Spektrallinien®
zur Hand nehmen. Wenn er dieses Werk bewiltigt hat, so wird
er in dem vorliegenden Buche keine Schwierigkeiten antreffen,
ja vieles wird ihm durchaus geliufig und bekannt sein. Denn
es ist unvermeidlich, dall viele Teile dieses Buches sich mit
Abschnitten des SoMMERFELDschen inhaltlich decken. Aber auch
in solchen gemeinsamen Teilen wird ein gewisser Unterschied
leicht bemerkbar werden. Einmal steht in unserer Darstellung
der mechanische, deduktive Gesichtspunkt iiberall obenan; Ein-
zelheiten der empirischen Tatsachen werden nur dort gegeben,
wo sie zur Aufhellung, Bestétigung oder Verwerfung theoretischer
Gedankenreihen wesentlich sind. Sodann aber ist auch beziig-
lich der Grundlagen der Quantentheorie ein Unterschied in der
Betonung gewisser Ziige vorhanden; doch iiberlasse ich es dem
Leser, dies durch eignen Vergleich herauszufinden. Was das
Verhiltnis meiner Auffassungen zu denen BoHRS und seiner
Schule angeht, so ist mir kein wesentlicher Gegensatz bewuflt.
Besonders einig fithle ich mich mit den Kopenhagener Forschern
in der Uberzeugung, dafl es bis zu einer ,endgiiltigen“ Quanten-
theorie noch recht weit ist.
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§ 25. Abschiitzung der Energiewerte duBerer Bahnen. 181

Die Bahngleichung unterscheidet sich von der Gleichung
einer Ellipse mit dem Parameter ¢ und der Exzentrizitit e
durch den Faktor y. Wilrend r eine Libration ausfiihrt, wichst

2
. X 2a . N .
die wahre Anomalic ¢ um . Die Bahnkurve nihert sich um

7
so mehr einer Ellipse, je kleiner der Koeffizient ¢, des Zusatz-
gliedes im Potential ist, und geht fir ¢, = ¢ in eine Ellipse
iber. Iir kleine ¢, konnen wir die Bahnkurve auffassen
als eine Kllipso, deren Perihel sich langsam mit der Winkel-
geschwindigkeit
Lo \ oz
(:)1< ) M, 777—( R (PN
k-

herumdreht; dabei ist o, dle mittlere Bewegung des Punktes
auf der Ellipse.

Wir beriicksichtigen jetzt das Glied ¢, <fa—>d in (1), aber nur

A\r

fir den Fall, dal es von geringem EinfluB ist. Durch kom-

plexe Integration [vgl. (10) Anhang II] erhalten wir dann:

J, = (n—kih--2 ( 1O - Bm;f BD )
A 200 C/,
und daraus
; “‘ZB‘I
A= 2mW— A It
(n—kjh -~27|C-n~:r
cyc
und
RIhZ* RhZ?
2 W — . S P
? T T e
worin diesmal
. - A
(7) dm=—k + Vk* — 2Ze, e
be* — 2Z¢,
o Zc, Zrc?  Z'c, |
TR Taw T om C
ist.

3
Die Beriicksichtigung des nun folgenden Gliedes Cq <a>
r

lieBe sich in #dhnlicher Weise ausfithren und wiirde eine Ab-
hiingigkeit der Gréfle ¢ von n ergeben in der Form
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Aod Anbang,

, 1)
, Aa 2By (L
X
b= A 2B — - Axt ol )b P
‘ 2
Damit ergibt sich
D
]‘ = ]1 Ty f_)
d. h.
B 1 BD .
10 ]“, . 7“7 2’_[( 77‘; o l(j
4 2oy J
b - (bx" -dat 2B — O - Datdx

Dic Entwicklung der Wurzel nach Potenzen von D lautet

b — et 2Bz - (L Dy

(LN

I ) ~-1p
=) A 2ZBx - O Ax? 2 By — (O 5 ‘

- a:') 7{,, DEEY
Beschrianken wir

uns auf Glieder 1. Ordnung in D, so fiihit
sie auf

D
=T
d. h.
B nD(B'—’ \
11, c= 2a-. — OV T (g — ).
R Rl R e AL
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S 10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln. 65

Da H nur von der Wirkungsvariabeln abhiingt, folgt

Jo 2((8*\) o 0 /—(ZS*)d.

dw\ ¢t cw\ da
Dabei ist die Differentiation nach ¢ und a bei festem ¢ und

auszufithren, die Differentation nach bei festgehaltenem

J und a. Die Anderung von J in einem Zeitintervall . 1,
betrigt jetzt

Wir werden den Beweis der Invarianz von J so fithren,
dal wir zeigen :

‘]('—)J L J(“ gj aS*
. 47 . cu ca

: . 087 : : . .

dies auch fiir ——- : es bleibt giiltig, wenn wir darin die
o

Variablen w, J, a einfithren. Der Integrand von (3) 1st also

eine FOURIER- Reihe

v/ . e
A (J, a)e” ™" "

r .

Der Integrand ist nicht mehy genau periodisch in #; in der
Umgebung eines bestimmten Zeitpunktes, fiir den wir jetzt
=0 setzen, liBt er sich aber in der Form

Born. Atommeehanik I. :
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Die Bahnkurve ist wie bei jeder periodischen Zentralbewegung
eine Roselte. Ks 1st hier leicht, ihre Gleichung anzugeben. Dazu
fithren wir wieder die Koordinaten r, v in der Bahnebene ein.
Nach 1121 § 21 erhalten wir dann als Differentialgleichung

der Bahn:
J )
d 27
iy 5" i . 2uetZ J,: o, 1
20l — | = 2uetZ C,ay | —
: r 4 - Jore
oder
o i 1 } O
i) T )
* or A Y ] :
T/ 2B
4077
r r-

Die Gleichung hat fast dieselbe Form wie bei der KerLEr-
Bewegung; A4 und B haben dieselbe Bedeutung wie dort:

A=2u(—W). B=pue*Z;

(' 1st etwas verandert:

. 0 ].32 ‘_ ) ,]2'3 W27
= - Z‘.U, 6‘Z(ZH Ci=" o T o 61’
4 n* 47 27

und » hat die Bedeutung
. YA
(\\ ol }} == —ll'/ 1 - .._..'_];-;__ (‘1 .

Die Integration der Gleichung (4) geschieht genau wie bei der
KEePLER-Bewegung, und wir erhalten (vgl. § 22)

C

yo—_ o L
B+ B>~ ACcosy(y — )

Wenn wir auch hier die Abkiirzungen [vgl. (6) § 22]

¢
B0
AC )
—_ _B‘z_ —— E~
einfihren, so wird
4

( > d L-—ecosy(y — 1/’0)
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das Vorzeichen 4-i hat. Die Entwicklung beginnt daher mit
‘ .

— -, und es wird
Y

Also haben wir:

L . ; ) / B N\
P9 J= (b& ) ’{B; dar == 2j(i;‘ —- ]/4}' ,‘,1)'
J 1 [ " /

Im Aunschlufi an diese Integrale wollen wir noch cinige
[ntegrale von der Korm

ITRix |- Aa* 2Be ¢ Jf@da

betrachten. wo 47(x) ein Korrektionsglied sein soll. Unter dieser
Voraussetzung ist die Lage der Verzwoigungspunkte nicht wesent-
lich anders als bei den Integralen der 1. Gruppe. es bleiben
die obigen IFiguren mit den dortigen Bestimmungen iiber Vor-
zeichen und Integrationswege erhalten.

Um die Integration durchfiihren zu kénnen, wollen wir
den Integranden mnach dem Faktor i des Korrektionsgliedes
entwickeln. Es ist dabei zu beachten. daf} die Entwicklung
fiir den ganzen Integrationsweg gelten muf, gegebenenfalls ist
also der Integrationsweg vorher passend zu deformieren. Sollten
durch das Korrektionsglied neue Verzweigungspunkte hinzu-
treten, so hat der deformierte Integrationsweg diese zu ver-
meiden.

Die Integration lifit sich dann nach dem gleichen Verfahren
ausfithren wie oben, da fiir die einzelnen Glieder nur die Ver-
zweigungspunkte ¢, und ¢, und die Pole x -= 0, w =~ auf-
treten.

a) ],;:Cl)x'V» Azt 2B —0— Vay

:g)’/ 4 28 B (? 7 ﬁjid.z‘.
‘ X xrog?

Bei hinreichend kleinem D gilt die Entwicklung um D = 0 fiir

den ganzen Integrationsweg. Wir beschrinken uns auf Glieder
1. Ordnung in D:

Born, Atommechanik 1. 23
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Unter Einfuhrung der RYDBERG-Konstanten

R — e
2agh
wird also
73 ¢ k3
) r; 7o . 3 T o c;
8 o RhZ- - 27Zc, 272%¢c, n
) o n= Y n k3 nkd
k.’
LN
o ne !
nk’ B

Schreiben wir W in der Form
R
(9) e

so wird, wenn wir Produkte der c, vernachlissigen:

, Zc VAR: [ 3 1 )
° L . 2 3 :
(10) 2" =n — 0 =mn T - s Z7 ¢, \ 5T 57 )

oder
E 3 ' a_ﬂ '
(11 nt =N -0, oy T
wO
Ze, — Zc, 3Z%c, 5Z'c,
), = — - e —— — R S ) ,
1 IIL }Li Qk;) 2k
3
N VAR _3 Z*c{ N
2 Zk:i 2](") I
ist.

Diese theoretischen Formeln wollen wir jetzt mit der Kr-
fahrung vergleichen. Die aus den Beobachtungen entnommenen
Terme nicht wasserstoffihnlicher Spektren lassen sich in der

Tat in der Form
RZ?>

(n =+ O)

schreiben, wo o im allgemeinen sehr wenig von n abhingt.
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N By o8, o\t PH, 08, 08,
- v w;

)

— a, i?l’,{“ — 2! (.[]_(J/, cw,

+2 i, ,f,*?'x CH, = W,
1

_ e (1
Prai s o 0 e at pra— o O
~ 2J, ow, = 2! ad s piaon CW ¢ ow,
\7 1 63H0 \7 é8, o8, o8,
S BT AT o od = O e A
ik ”JI;"Jj"]Ip.-rq+;<:n’ w' ow’ owp
Lo b Hy 08, 08,
18 ‘ k;"f_‘kn nt oy - ddy ow'  dwy
N\ cH, 08, _,
— ¢J, dw,
v - 1 3;;—1H1 L‘Sl 7_.‘7811—71
by g (M 1)!dJ,-~9J‘ B ﬁu:k? fwb
veH, | -
4 D aJ Rw LA =W, (J).
K
Alle Gleichungen haben die Form
~0H, 08
19 G e W) — D, (W T
< ) - 8ch au’ku n ( . n( ’

wo & eine bekannte, in den w" periodische Funktion und S,
und W, gesuchte Funktionen sind. Wir erhalten genau wie
beim frither behandelten ersten Schritt des Verfahrens durch
Mittelung tber den zeitlichen Ablauf der ungestérten Bewegung

(20) W)= @, (u®])
und

S
21) M) 0 =~
( T k (,wklj

wo Q~5n wieder den ,periodischen Anteil* der Funktion @, be-
deutet.

Wenn wir auch hier die rechte Seite als Fourier-Reihe
schreiben:

7 . tJ) 27i(rw?)
@ A (J)e .

n —_—
z
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Sachverzeichnis.

Die Zahlen geben die Seiten an.

Adiabatenhypothese 1.

Adiabatische Invarianz (bei einem
Freiheitsgrad) 5X (T, (bei mehreren
Freiheitsgraden) 109 1.

Alkalispektren 1901,

Alnminiumatom 222,

Alumininmspektrum 137.

Amplituden, Korrespondenz der —,
70, 116,

Anharmoniseher Oszillator 76£.. 144,
293 ., (rdumlicher a. 0.) 295 fi.

Anodenstrahlen 14.

Anomaler Zuesmas-Effekt 193, 242

Anomalie (exzentrische) 162, (mitt-
lere) 157,

Apriori-Wahrscheinlichkeit 10.

Argonatom 222.

Atombau 13 ff.

Atomnummer 16, 203,

Atomrumpf 14%.

Atomvolumina 223 {.

Aufbauprinzip 211.

Auflere Bahner im Atom 17%{f.

Auswahlregel 175, 173, 206.

Azimutale Quantenzahl 155,

«-Strahlen 14.

BaLmerserie 170, 235,

Bande 72f., 133 ff.
Bandengruppe 147.

Bandenkopf 135.

Bandensystem 146.
Bandentheorie 72 f., 133 f.
Bariumatom 226.

Bedingt periodische Bewegungen 93.
Brramassserie 174,
Berylliumaton: 221.
Besctzungszahlen 226.
Brsskrsche Funktionen 16X, 256.
Bewegungsgleichungen 19.
Bewegungsgrole 19.

Bindungen ?22.

Bonrsche Frequenzbedingung =. 13,
17, 67, 113.

Bonnrs Grundvorstellungen 17,

Boratom 221.

f-Strahlen 14,

Cdstumatom 226.

Chemie und Atombau 206 f.
Cotromssches Feld 149, 158 .
Cyanbanden 148,

Deformierbarkeit des Atomrumpfes
191.

Drsvaxvressche Bandenformel 73,
133.

Differenzenquoticnt 69, 115,

Doppelbanden 146.

Drehimpuls 29, (Quantelung des —)
118 1.

Durrosd-Perirsches Gesetz 5 £, R0.

Effektive Kernladung 175.

Effektive Quantenzahl 179, 186, 211.

Enrexrests Adiabatenhypothese 61.

Higentliche Entartung 101.

Eigenstrahlung 200 ff.

Kindeutigkeit der J (bei separier-
haren Systemen) 96, (im allge-
meinen) 98 ff,

Kinkdrperproblem 149.

Ewvsreinsches Gesetz (fiir den lieht-
elektrischen Effekt) 71, 199.

Elektrisches Moment eines atoma-
ren Systems 68. 114,

Elektron 14.

Elektronenimpuls bei Molekeln 136.

Elektronenstol 17, 67.

Elliptische Koordinaten 276f.

Energiequanten 4.

Energiesatz (bei Strahlung) 7, (in
der Mechanik) 25f..

kintartete Systeme 101.
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2, Der anharmonische Oszillator. Wir wollen die Be-
wegung eines linearen Oszillators von schwach anharmonischem
(‘harakter behandeln, d. h. eines Systems mit einem Freiheits-
grad und der Hamirtonschen KFunktion

m

P
(3 H= S > w," g --aqt =W,
) zZm Z
wo a klein sein soll!).

Unser erstes Ziel wird sein, die Beziehung zunschen Wirkungs-
varwable J und FKnergie W aufzusuchen, und zwar in Form

einer Entwicklung nach Potenzen von a.

Ks 1st
p=V2ma V-f{'-Q).
WO
) ,(g) _ ([3 B m(U()-’ (12 3 ”
’ ' 2a a

156, Dafiir schreiben wir

f(?’ = (€ g ((1 — €y) (4 — 63) ‘
Fiir kleine a liegen zwei der Nullstellen, sagen wir e, und e,.
2W

in der Nahe von &+ V : .s zwlschen ihnen findet die Be-
m "
0

]

wegung statt; die dritte Nullstelle ¢, liegt in groem Abstand
von 0. Wir schreiben daher

)= —egtey (o — ) (1— L)

und erhalten folgende Entwicklung fiir J:

’ R 1 1
J = 4)pdq:1/~ 2mac, (\JO — ——dJ, — = J, 4 )

] ) -
= 63 8 63

') Dieses Problem hat zuerst S. Bocusrawskr, Physikal. Zeitschr. Bd. 15,
S. 069. 1914, behandelt, mit dem Ziel, die Pyroelektrizitit mit Hilfe der
Quantentheorie zu erkliren Das Phasenintegral ist im Wesentlichen
eine Periode der zu f(g) gehorigen elliptischen Funktion und 1a8t sich
durch hypergeometrische Funktionen exakt darstellen. Bei der physika-
lischen Anwendung beschrinkt sich auch Bogusrawskr auf kleine ¢ und
kommt zu derselben SchluBformel, wie sie im Text gegeben ist.
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182 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelcktron.

Wir wollen dioc Berechnung jedoch nicht in dieser Weise
austuhren, sondern den Kinflull der Zusatzglieder in der poten-
tiellen Energie mit Hilfe der Theorie der sdkularen Stérungen
(¥ 18) noch einmal berechnen. Das Ergebnis wird nur insofern

weniger allgemein sein, als wir auch ¢, als klein voraussetzen
miissen. Wir schreiben

H=H, -+ H

0O 1°
wo H, die HasmrrLroxsche Funktion der KepLER-Bewegung,
mithin

] RhZ?
]‘[‘) oo [/140 - — . . 3
n=
1<t und wo wir
2z () Ao\ ]
N O BT g e
roo T - r/ J

als Storungsfunktion ansehen. Das ungestorte Problem ist
doppelt entartet. Die Storung macht es zu einem einfach ent-
arteten; die sikulare Bewegung der jetzt nicht mehr entarteten
Winkelvariabeln und den Einflull der Stérung auf die Energie
erhalten wir durch Mittelung von H, iiber die ungestorte Be-
wegung. Wir bekommen so

W, = —eZ [cl Ay ---Tl._) - C,a ;71 - ¢, aj, lrl* + ¢, a-fz—:ﬁ— —— . ]
Die Mittelwerte sind nach (19) § 22:

11 A

r Tl T ik

t 1 Z

BB gk

T I

r! Y LR 2 ayn®k? -

Ce(e0) (e B)p

I
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5 1. Storungen cines nicht entarteten Systems. DR

Dazu kann noch eine nur von den J,. abhingige willkiirliche

Funktion treten. Wir beherrschen nun den Einflufl der Storunyg
aut die Bewegung in erster Niherung.

Fiir die Winkelvariabeln der Bewegung in dieser Niherung
erhalten wir

A8, (w T

(14 w, = w,’ - LA

IS k ' 8']“‘
und haben damit auch die w,° als kunktionen der Zeit.
Cher die ungestérte Bewegung lagern sich kleine periodische
Schwankungen, deren Amplituden die GroBenordnung 4 haben.
also den «térenden Kriften proportional sind. wihrend die

Frequenzen von denen der ungestdrten Bewegung wenig ab-
welchen:

| 10') )',_ —= )'7_0 T /1 A ! .
. I © (.,J

Fur die J}.” haben wir

c160 .] 0 ,]

K R

d. h. auch die in der ungestérten Bewegung konstanten J,"
tiihren kleine Schwankungen mit Amplituden von der GréBen-
ordnung 2 aus.  Sogenannte sikulare Storungen treten nichi auf.
d. h. Andernngen der in der ungestorten Bewegung konstanten
Grollen von ihrer eigenen Grofenordnung, wie wir sie im Falle
der Kuntartung der ungestorten Bewegung hatten (val. § 18).

Wir bemerken noch., dafi die Voraussetzung des nicht-
entarteten Charakters der ungestorten Bewegung durchaus not-
wendig ist: sonst hitte der Ausdruck (13) gar keinen Sinn, da
gewisse der Nenmer (79°%) verschwinden wiirden. Wir sehen aber
weiter, dafl} auch beim Fehlen solcher Entartung die Nenner
beliebig klein werden kénnen, wenn wir die Zahlen T, T, ge-
eignet wihlen, sogar unendlich oft, wenn die 7, von — ¢ bis oc
laufen. Damit scheint die Konvergenz der Fourisr-Reihe (13)
In krage gestellt. Wir kommen darauf am Schluff des Para.
graphen zuriick und setzen hier zunéichst das formale N aherungs-
verfahren fort.

Aus (7) lassen sich durch Koeffizientenvergleichung weitere
Differentialgleichungen ableiten. deren zweite (Koeffizienten von
#%) und n-te (Koeffizienten von 49 wir hier angeben wollen:

Born. Atommechanik 1. 19
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Die mehrfachen Termsysteme rihren vermutlich daher, da@l der
Rumpf in verschiedenen Zustinden auftreten. vor allem ver-
schiedene Werte des Drehimpulses haben kann: endlich liefert
die Annahme von Quantenspriingen der Rumpfelektronen die
Moglichkeit, Abweichungen von der k-Auswahlregel zu erkléiren,

$ 25. Abschiitzung der Energiewerte iullerer Bahnen
bei nicht wasserstoffihnlichen Spektren.

Wir fanden, dall die Bahn des Leuchtelektrons fiir grofle k
nahezu wasserstoffihnlich 1st, da sle in einem angenihert
(‘ovroMBschen Kraftfeld verliuft. Fur kleineres k nahert sich
die Balin dem Gebiet der Rumpfelektronen. Solange sie in
dieses nicht eindringt, wird es in erster grober Naherung erlaubt
sein, fur einc Termberechnung die potentielle Energie des
Zentralkraftfeldes nach fallenden Potenzen des Radius zu ent-
wickeln!). Wir schreiben

s e* 7 a\ , [a\? kl
(1) l/(r/)-—(l‘{‘«‘l(.j—c-: >+)

r Y/ r

;
/

wo a eine Linge bedeutet, die man bequem gleich ay setzt,
Dann lautet das radiale Wirkungsintegral nach (4) § 21:

J’:gD /—A—}— 25——-C:+ 1i-+---(lr,
7 r r
WO
A-—=—2mW,
B—=me*Z,
(' = i:“’ —2me*Zage,,
D = L 2771,6‘3Za1‘§,c‘3

. . .. . a :
gesetzt ist. Wir nehmen nun zunichst das in — quadratische
,

Glied als klein gegen das lineare Glied an und berechnen als

erste Naherung den EinfluB des Zusatzgliedes c, 2 in der

’
potentiellen Energie auf den Termwert. Diese Rechnung 1aft

1) Siehe A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl., S.721.
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500 2. Kap. Periodische und mehrtach periodische Bewegungen.

Man sagt in diesem Falle, die Differentialgleichung (5) ist
durch Separation der Variabeln 16sbar, oder kurz separierbar.

Der oben behandelte Fall, wo alle Koordinaten bis auf eine
.q,) zyklisch sind, liBt sich als Spezialfall hiervon auffassen.

Man mache den Ansatz

8 == 8 gy, e '“ft-)
dann lautet die Differentialgleichung
S o8 ,
H@ﬂii . (_ﬁ) — H .(‘]-u Mt S ..({f> — W,

cqy Udg,

ey gy g

was gcenau mit (11) dibereinstimmt.

Zweites Kapitel

Periodische und mehrfach periodische
Bewegungen.

$ 9. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad.

Wir haben gesehen, dall bei Systemen von einem Freiheits-
orad statt der Variabeln ¢, p neue Variable ¢, « eingefiihrt
werden konnen, derart, daBl ¢ konstant und ¢ eine lineare
FFunktion der Zeit wird. Die Variabeln ¢ und ¢ sind dadurch
nicht eindeutig bestimmt; vielmehr konnen wir ¢ durch eine
beliebige Funktion von « ersetzer, wobei sich ¢ mit einem
von « abhingigen Faktor multipliziert.

Bei periodischen Bewegungen ist es vorteilhaft. eine ganz
bestimmte Wahl von ¢ und « zu treffen. Nun gibt es zwel
Arten von periodischem Verhalten. Entweder entsprechen ver-
schiedenen Werten von ¢ verschiedene Lagen des Systems, und ¢
und p sind periodische Funktionen der Zeit; dann sind sie es
auch von der linear damit verknilipften Variabeln ¢:

g(p -+ )= q(p).

Oder jedesmal nach einer bestimmten Zunahme von ¢, die wir
oleich 27z sctzen wollen, nimmt das System die gleiche Lage
ein. Dann erfolgt diese Zunahme von ¢ um 2z immer in der
oleichen Zeit und es 1st

(¢ + &) =q(p) - 2.
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s 9.

NS

Perindische Rewegungen mit ecinem Fretheitsgrad. e

Die oben angegehene Bestimmung von ./ als Zunahime vorn
8 withrend ciner Periode hat zur Folge, dall die [Ffunktion
(4) SELON e
eine periodische Funktion von « mit der Periode 1 st Man
kann auch umgekehrt diese Forderung zur eindeutigen Be-
stimmung der durch (dw - 1 nur bis auf eine additive Kon-
stante  bestimmten Grofie ./ benutzen und kommt dann aut
Gleichung 11%.  Die Funktion 8% kann man statt S auch als
Erzeugende der kanonizchen Transformation autfassen, die ¢ und
pmn w und J Gberfithrt. Nach § 7 geniigt ja N der Gleichung

: - dS
P S - :
d t
daraus folgt fiir &%
, Iy o §*
)l “Jaw -
P " di
¢ i \
A -8 (¢, w)
(1 %
(3) |
| ( yals
J . »‘\S"'f(/ u
(i

1st.

Die Bercchnung des Integrals J erfordert ein Studium des
Zusammenhangs zwischen ¢ und p. wie er durch die Gleichung
(6) Hig,p)y=-W
gegeben ist.  Man stellt diesen Zusammenhang durch eine
Kurvenschar (mit dem Parameter W) in der (p, 4)-Ebene dar.

Den beiden Fillen der Libration und Rotation entsprechen
dann zwei typische Figuren.

L

Abb. 3.
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3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron

24X
77 y
r- - 0'—’(4 AZ:“.
T 7,/
also in elliptischen Koordinaten:
e
4 M= - .- Zy - 2,05 U2 -7y,
) ) (4, = Z,) ISR/
Die kinetische Energie
7 m 2 1 '_)
f - 2 (i - r? g -0
crhiilt wegen der aus (3] folgende Beziehungen
Do g (E D] ‘)/)
s \
R}
P B )
) | 1 0"
die Form:
- m (32( - o / SL‘ )/" ) . to !
a T e N - G- (=1l yhe?.
2 R R Ry e

Daraus folgen die zu &, %, ¢ konjugierten Tmpulse:

T
])\: me- & o
s”—1
6 R T
), = WS g N
Py Ly

pp=mcp (8 — 1(1 — g%,
Driicken wir 7' durch Koordinaten und Impulse aus und fiigen
wir die potenticlle Energie hinzu, so erhalten wir die HaMirTox-

sche Funktion :

1 " N
T H - I i (:" 1ip7--il — UNY
1 o . ]
- 2o W42k (Z R =N
(\52 L S >1) e 12,2, “h '“ﬂj

Man sieht sofort, daB unsere Aufgabe durch Separation der
Variabeln 16sbar ist. Fiir die drei Impulse erhilt man:

ps = l2mc'3(~W)ﬂ”1| A—B &0 B8
P8 9 27 i 1 : i V2 8T Ty
py= 12me? (— H’»] b= A =By - Ot By —

—

p, = const,
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Satz: Die Bahnkwrve kommt jedem Punkte des Einheitskubus
beliebig nahe.

Er entspricht dem zahlentheoretischen Satz:

Wenn » irrationale Zahlen @, -- - a, und eine beliebige Zahl
gegeben xind. so lassen sich stets # ganze Zahlen 7 -7 angeben.
so daf
(ra} == 1,a,

\ o

beliebig wenig von & ztbwelcht.

Wir beweisen den Satz von der Bahnkurve folgendermafien’

O sei der Nullpunkt: OF,.
OF,---OE, die Einheitsstrecken des
ey, w, u*/ - Koordinatensystenis.
Die Dur chsto[.’yunﬂspunkte der auf den
Einheitskubus beschrinkten Bahn-
kurve mit den an OF , OF,- - Ok,
anschliefenden (f — 1)-dimensiona-
len Begrenzungsstiicken des Einheits-
kubus seien P, P, P,---. Es seien
P, und O identisch. Da die Rich-
tungscosinus inkommensurabel sind, Abb. 41.
fallen keine dieser Punkte zusamnien;
sie haben mindestens einen Haufungspunkt in je einem der zu
den Kinheitsstrecken O &, - - - orthogonalen Teilen der Begrenzung.
In jedem dieser (f— 11- dlmensmnalen Flachenstiicke liegen also
unendlich viele Vektoren P, Pm n. deren Betrag Kkleiner als
eine vorgegebene Zahl ¢ ist.

Wir wollen uns klar werden iiber die Verteilung der Durch-
stolbungspunkte auf der Grenzfliche. Dazu betrachten wir irgend-
cinen von den zu den Strecken Ok --- orthogonalen Teilen,
etwa den zu OE,‘ gehorigen. P, sei der erste der Durch-
stollungspunkte unserer Folge P, P,.-., der in dieses Begren-
zungsstiick hineinfillt (6 ist eine endliche Zahl, da sonst Ent-
artung vorliegen wiirde). Die im Begrenzungsstiick liegenden
Vektoren P,, P, ., tragen wir von P, aus ab und kommen
damit zu neuen Punkten unserer Folge: Q.. 0,

*) Im Anschiufl an den Beweis des genannten zahleuntheoretischen
Satzes bei F. LeirexMEYER: Proc. of the London Math. Soc. (2), Bd. 21,
S.3806. 1923,
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Kraftzentrum ins Unendliche ricken ber gleichzeitiger geeig-
neter Vergréflerung der von ihm ausgehenden Kraft, so erhilt
man den [Fall des Srarketfekts: die elliptischen Koordinaten
gehen dabel in die parabolischen iiber.

Wenn 2c¢ der Abstand der festen Punkte /| und F, 1st,
so hingen die elliptischen Koordinaten &, » eines Punktes mit
seinen Abstinden r, und r, von jenen festen Punkten durch
die Gleichungen

~ I A -
SR ry = e1E -y

1)

zusammen. Man sieht an diesen Gleichungen, dal} stets

2 s>, 1<y L1

&

ist, ferner, dall die Flichen & == const Rotationsellipsoide sind
mit der grollen Halbachse ¢& und den Brennpunkten F, und
F,. und daB} die Fldchen # = const zweischalige Rotations-
hyvp-rboloide mit dem Scheitelabstand 2 ¢ 5 und denselben Brenn-
punkten sind. Zur eindeutigen Festlegung eines Punktes ist
noch eine dritte Koordinate notwendig, z B. das Azimut ¢
um die Gerade F F,.

Schreiben wir die Gleichungen der genannten Rotations-
flichen in Zylinderkoordinaten (7, @, z) auf, wo F,F, die
z-Achse ist und der Nullpunkt die Verbindungsstrecke F,F,
halbiert. so lauten sie:

-3

: re .
oL _ - (t—
-} )
s 5 1
) v)

z— I)'- [
- —- C"
. :

) 1 - 17"

Daraus folgen die Transformationsgleichungen

[} )] [34
-

T ==

(2] (3]

Ui
7.‘.‘ - (1‘.3 (\:‘3 . 1) ( 1 . 77'.’) )

<
S

13)

Wir zeigen, dall das obengenannte ,.Zweizentrenproblem®
in diesen Koordinaten separierbar ist. Die potentielle Energie
einer von zwei positiv geladenen Punkten angezogenen elek-

trischen Ladung -- ¢ ist:





index-497_1.png
Anhang.

1. Zwei zahlentheoretische Sitze.

a) Natz, Wenn 4 eimne Irrationalzahl ist, lassen sich zwet
ganze Zahlen v und ' so wiblen, dafp (v - v' %) beliebig klein wird.

Beweis. Auf der Einheitsstrecke OFE denken wir uns von
() aus die Strecken OP,, OP,... mit den Lingen i — [/].
24 - [24]... abgetragen ([2] bedeutet dabei die groBite ganze
Zahl. die «x nicht iibertrifft). Aus der Irrationalitiit von 4 folgt,
dall keine der Punkte O, P , I’,... zusammenfallen. Da sie
ferner alle auf der Einheitsstrecke liegen, miissen sie einen
Héaufungspunkt £ haben. In seiner Umgebung gibt es Punkte P,
und P;., unserer Folge, deren Abstand kleiner als eine vor-
gegebene Grofle o ist. Dieser Abstand hat aber den Wert

6h—|od] —(6--1)i+[l6-7)i],

und ist um 7’1 kleiner als eine ganze Zahl. Setzen wir die
ganze Zahl gleich — 7, so wird

T A<,

b) Die Bahnkurve im Raume der Winkelvariabeln w ist
eine Gerade. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen
wir den Nullpunkt in einen Punkt der Bahnkurve legen; man
sieht dann. daB die Richtungscosinus der Bahngeraden den
Frequenzen »,, »,---», proportional sind. Wir behaupten den

Satz: Wenn keine Entartung vorliegt, so kann man zu einem
beliebig vorgegebenen Punkte stets cinen dquivalenten Punkt angeben,
dem die Bahnkurve beliebig nahe kommi.

Beschriinken wir die Bahnkurve auf den Einheitskubus, in
dem wir jeden ihrer Punkte durch den dquivalenten Punkt des
Einheitskubus ersetzen, so kénnen wir den Satz in folgender Form
aussprechen :
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wirkungen in direkter Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld
stehen) gelten folgende Regeln?):

1. Es kombinieren nie zwei Terme der gleichen Serie.

2. Es kombinieren nur s- mit p-Termen, p- mit s- und
d-Termen, d- mit p- und f-Termen usw.

Hieraus geht deutlich hervor, daf die einzelnen Serien sich
durch die Quantenzahl & unterscheiden und daf in der Reihen-
folge s. p,d, f... die Zahl ¥ jedesmal um 1 wiichst oder ab-
nimmt. Da s das Ende der Reihe von Kombinationen dar-
stellt, ist zu vermuten, daB in den s-, p-, d-, -, -- Serien
k=1, 2, 3, 4, - zu setzen ist.

Wir untersuchen jetzt, was wir lber die Gréfle der Terme
aussagen konnen. Das Kraftfeld des Rumpfs eines Atoms ist
in hinreichender Entfernung ein CouLomBsches Feld. Beim
neutralen Atom entspricht es der ,effektiven* Kernladung
Z =1, bei dem 1-, 2- - - - fach ionisierten Atom ist Z=2,3---,
Die in groBer Entfernung verlaufenden Bahnen des Leucht-
elektrons sind daher nahezu wasserstoffihnlich, sie unterscheiden
sich von KEPLER-Ellipsen nur dadurch, dall das Perihel eine
ganz langsame Umlaufsbewegung in der Bahnebene ausfiihrt.
Nach (9), (10) und (11) des § 22 sind Halbachsen und Para-
meter der Ellipsen

a*n"’aH
T Z

nkag

b= 5=
Z

kg(ll[

g ="

Der Perihelabstand ist:

a(l —g) = a(l VI 7]:’) = a,/wa3 (1 -Vl i;),

bei festem 4 liegt je nach dem Wert von % dieser Abstand

zwischen ¢ und f Je groBer k ist, um so mehr verlduft dem-

<

) Bei den einfacher gebauten Spektren, z. B. den der Alkalien und
von Cu und Ag, sind sie streng erfiillt. Auch fiir die {ibrigen Spektra
gelten sie weitgehend; die Ausnahmen deuten auf eine Unzuldnglichkeit
unseres Modells (sie beruhen auf Quantenspriingen der Rumpfelektronen).
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Ex wire ja auch sonderbar, wenn die Natur sich hinter den
analvtischen Schwierigkeiten des n-Korper-Problems gegen das
Vordringen der Krkenntnis verschanzte. Die Atommechanik
iberwindet die oben erliuterten Nachteile, die auf der gleichen
GroBenordnung aller wirkenden Krifte beruhen, gerade durch
jene Ziige, die sie von der Himmelsmechanilk unterscheiden.
nimlich durch die von den Quantenbedingungen geforderte
Emschrinkung der Bewegungsmoglichkeiten. Wir werden durch
systematische Entwicklung der Storungsrechnung zeigen, dal3
gerade die einfachsten Bahntypen quantentheoretisch besonders aus-
gezeichnet sind, wiahrend sie in der Astronomie nur als singulire
Ausnahmefille vorkommen kénnen und daher dort keine Be-
achtung finden. Diese Quantenbahnen lassen relativ einfache
analytische Darstellungen zu. Man kinnte also daran gehen.
die Atome des periodischen Systems der Reihe nach zu be-
rechnen.

So hat man auch tatsichlich versucht, zunichst das zweit-
einfachste Atom. das aus einem Kern und zwei Elektronen be-
stechende Heliumatom, der Storungsrechnung zu unterwerfen.
Der Erfolg aber war durchaus negativ: die Abweichungen
zwischen Rechnung und Beobachtung erwiesen sich als weit
grober, als durch Ungenauigkeit des Rechenverfahrens erklirt
werden kann. Hier offenbart sich also ein prinzipieller Fehler
in den Grundsiitzen unserer Atommechanik.

Als wir diese Grundsiitze aufstellten (§ 16), haben wir bereits
auf thren provisorischen Charakter hingewiesen: dieser zeigte
sich vor allem darin, daBl die Theorie GréBen wie Umlaufs-
frequenzen. Abstinde usw. einfithrt, die aller Wahrscheinlichkeit,
nach prinzipiell nicht beobachtbar sind. Ferner zeigen die
Dispersionserscheinungen, daBl das System nicht bei den nach
der klassischen Mechanik berechneten Frequenz (v) in Resonanz
mit einem duBeren elektrischen Wechselfelde gerat, sondern bei
den quantentheoretischen Frequenzen ». die den Quantenspriingen
zugeordnet sind. Endlich sind wir im Laufe unserer Ent-
wicklungen mehrfach auf empirisch sicher gestellte Fille ge-
stolien, wo unsere Ansitze versagten, z. B. das Auftreten ,halber*
Quantenzahlen, dic Multipletts und anomalen ZEEMAN-Effekte u. a.
Wir werden daher die hier gegebene Darstellung der Atom-
mechanik nur als ersten Schritt zu einer endgiltigen Fassung
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. R . 1 .
) . . « | : R .
et feostyrdy = | (1-1-cos 2 d 2y = o / - —sin 2y
R 4 X _2 4 4
==, ctaresin - oo - op?
o [24 4

Das bestimmte Integral iiber eine Libration von r wird:

2.7

12 $he 2 ? r{.::mt/-J cos*ywdy = ¢

i

rilf.z:-

Durch die Substitutionen x = sin 4 und wu == = tg v erhilt man:

" cos? 1 du
y = e LT
l—aqm 1/' J1-=w* (1 — a1 4g?
Fiir den Integranden gilt die Partialbruchzerlegung

11 1 1
al-~wu* g 1 C
e 1 A
1—a
Damit wird das unbestimmte Integral
[1 1
arctgu - r———alctg(—i—ull —a) fiir a <1,
b1 - x® ]a a
1 ax""dxtll la~1, t1+ula—1
- — ula —
arctg u —+ * log - ——n” fiira>1,
la a 11X ula -1 -
wo bei positivem 11 - z* fiir » der Wert - | ot zu
1 — a2

setzen ist.

Im FKalle @ << 1 ist das Integral iiber eine Libration von z:

11— a2 ’ cos 2 .
(3 ! : L dy = ~z(1 — 11 —a).

J 1 —aa? 1 — asin® Y
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als Differenz zweier Terme schreiben 1al3t. Bel unserem einfachen
Atommodell hingen die Terme von zwei ganzen Zahlen n» und k
ab und konnen also durch das Symbol n, bezeichnet werden.
Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips fanden wir, daB
nur solche Terme miteinander kombinieren diirfen, deren k sich
um -+ 1 unterscheidet.

Mit diesem theoretisch zu erwartenden Spektrum verglei-
chen wir das wirklich beobachtete. Die empirischen Termfolgen
sind von den Spektroskopikern in Serien geordnet worden; der
einzelne Term wird gekennzeichnet durch seine Nummer in der
Termserie und durch die Angabe der Serie. Die uiblichen Be-
zeichnungen dieser Termserien entstammen den historisch ent-
standenen Bezeichnungen der entsprechenden Linienserien:
s ischarfe Nebenserie), p (Haupt- oder Prinzipalserie), d (diffuse
Nebenserie), 1 (Fundamentalserie, oft auch b. BEreMaNN-Serie
genannt), g (gelegentlich auch f oder f* genannt) usw. Man
hat also eine Serie von s-Termen, eine von p-, d-, f-, - - - Ter-
men; von diesen kann jede wieder mehrfach sein, wovon wir
jedoch zunachst absehen wollen!). Bei der spektroskopisch
tiblichen Numerierung der Terme in den Serien erhalten wir
das folgende Termschema:

1s 28 3s 4s J8 oS

2p 3p 4p Hp 6p
3d 4d 5d 6d

4 f 5f 6f
bg 6 g

In jeder dieser Serien nehmen die Terme mit wachsender
w»Laufzahl“ gegen O ab.

Um zu sehen, wie sich unsere Zahlen » und k diesen Zahlen
und Buchstaben zuordnen, ziehen wir folgende Erfahrung
uber die Kombination der Terme zu Rate. Unter normalen
Umstidnden (d. h. wenn die Atome ungestort durch duBere Ein-

') Die Vielfachheit der Terme laBt sich aus der Annahme des zen-
tralsymmetrischen Kraftfeldes nicht verstehen. Man fiihrt sie auf Rich-

tungsquantelung der Bahn des Leuchtelektrons gegen eine Achse im
Rumpf zuriick (vgl. S.177).
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4. Kap. Stirungstheorie.

Viertes Kapitel
Storungstheorie.

§40. Die Bedeutung der Stirungstheorie fiir die
Atommechanik.

Werfen wir einen Riickblick auf die im vorigen Kapitel
hehandelten Atommodelle, so erkennen wir als gemeinsames
Merkmal. dall es sich jedesmal um dic Bewegung eines einzigen
Ilelirons handelte.  Der Erfolg scheint zu beweisen, daff in
diexeny Falle unser Verfahren zu Recht besteht, namlich die
Berechnung der Bewegungen nach den Gosetzen der klassischen
Mechanik und die Aussonderung stationirer Bewegungen durch
Quantenbedingungen. Jetzt entsteht die Aufgabe, Atome mit
meheeren Klektronen zu behandeln.

Ex liegt nahe, diese in ganz derselben Weise anzugreifen,
indem man  zuniichst das mechanische Mehrkorperproblem 16st
und dann die Quantenbedingungen anbringt. Es ist bekannt,
welche  Schwierigkeiten  schon  das  Dreikdrperprobleny  der
Astronomic bietet; hier aber liegen die Verhidltnisse noch weit
ungiinstiger.  Derm withrend in  der Himmelsmechanik die
storenden Kriifte. die zwel Planeten aufeinander ausiiben,
iiuberst klein sind gegen dic Anziehung der Sonne auf joden
von ihnen, ist in der Atommechanik die Abstolung zweier
Elektronen von der gleichen Gréflenordnung wie die Anziehung
nach dom Kerne. Ferner kann man sich in der Astronomie
mit der Vorausberechnung der Bewegung fiir ein paar hundert
oder tausend Jahre (Perioden) begniigen; in der Atomtheorie
aber kann man nur die mehrfach-periodischen Bewegungen
gebrauchen. deren Verlauf fiir beliebige Zeiten durch ein und
dieselbe Fourier-Reihe dargestellt wird. - Hier scheinen also
uniiberwindliche analvtische Schwierigkeiten den Fortschritt
zu sperren, und man konnte zu dor Meinung kommen, dal} es
aus roin rechentechnischen Griinden unméglich sei, zu einem
theoretischen Verstindnis der Atomstrukturen bis Uran hinauf
zu gelangen.

Dag Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels soll nun sein,
zu zeigen, dal dies nicht die entscheidende Schwierigkeit ist.
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fiir die zu den anderen O &, orthogonalen Teile der Begrenzung.
Damit ist aber gezeigt. dal die DurchstoBungspunkte der Bahn-
kurve die Grenzfliche ,lickenlos- fiillen, die Bahngerade also
jedem Punkt des Einheitskubus beliebig nahekommt.

Il. Elementare und komplexe Integration.
Bei unseren Problemen treten héufig Integrale von der Form
‘J. Ri{z,) - Ax*< 2Bz — Oldx

auf. in denen R eine rationale IFfunktion der angegebenen
Argumente bedeutet. Mit dem bestimmien, iiber eine Libration
von @ erstreckten Integral haben wir es zu tun bei der Be-
rechnung der Energie als Funktion der J, mit dem unbestimmten
7. B. bei der Berechnung der Winkelvariabeln.

Die unbestemmte Integration 1iBt sich elementar ausfiihren:
Bezeichnen wir die Nullstellen des Radikanden mit e, und

e, " e, 8o gibt die Substitution
fp ey e — e, .
i T 8siny
2 2
e, — ¢
.1 a .
de = - 5 cos ywdy

dem Radikanden die Form (bis auf den Faktor A)

»y
[ [ L
( IT)’ 3) {1 — sin?y.

N =

Das Integral wird damit zu

e e, e —e, . e, —e e, —e,
J=|R < oo n ot Pginy, 1% cos 1/)) -1 —= cos yrdy.
, 2 2 2 2

L& <

dem Integral einer rationalen Funktion von siny und cosy,

das sich in allen Fillen durch die Substitution » = tg %,, und

wenn der Integrand eine gerade Funktion seiner Argumente ist,
auch durch % —=tgy in das Integral einer rationalen Funktion
von u iberfithren 1aft.

Wir geben dazu folgende Beispiele:
1. f Ve — 2%da.
Die Substitution x = «-siny liefert:
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ein p-Term: er ist also die mit # multiplizierte Schwingungs-
zahl der Grenze (n -~ ) der Hauptserie hzw. der gemoinsamen
Grenze der beiden Nchenserien. Bei sehr verwickelt gebauten
Spektren entsprechen auch d- und /-Terme dem Normalzustand.

Von unserem einfachen Atomnmodell, bei dem wir die unme-
chanische Bewegung des Leuchtelektrons durch eine mecha-
nische ersetzen, indem wir das Kraftfeld des Rumpfes als
kugelsymmetrisch annehmen, kénnen wir natiirlich nur verlangen,
dal es von den grobsten Eigenschaften der Linienspektren Rechen-
schaft gibt. In der Tat macht es uns die Serienordnung der Linien
und Terme begreiflich und die zunehmende Wasserstoffihnlich-
keit der hoheren Serien. Von den wiclitigsten unerkldrt bleiben-
den Tatsachen nennen wir zunichst noch einmal die Vielfach-
heit der Terme. Bei allen Alkalispektren sind die p-,d- - - -
Terme doppelt. bei den Erdalkalien gibt es auch dreifache P-,
d--.-Terme. Andere Elemente z. B. Sc, Ti, Va, Cr, Mn, Fe
zeigen noch héhere Vielfachheiten. Weiter erwihnen wir die
Tatsache, dal} viele Elemente mehrere Termsysteme von dem
hier beschriebenen Bau haben, z. B. die Erdalkalien ein System
von Einfachtermen und ein zweites System mit einfachen
s-Termen und 3-fachen p-, d-. .- Termen. SchlieBlich kommen
noch Ausnahmen vor von der oben erwihnten Regel fiir die
Anderung von & bei Quantenspriingen.

Die Vielfachheit 1ifit sich im Prinzip dadurch verstehen, dafB
man Abweichungen von der Zentralsymmetrio des Rumpfes
annimmt. Wenn diese klein sind, erzeugen sie eine sikulare Priizes-
sion der Drehinipulsvektoren von Leuchtelektron und Rumpf um
die Achse des Gesamtdrehimpulses des Systems. Es entsteht Rich-
tungsquantelung, wobei zu jeder Einstellung ein etwas verschiede-
ner Energiewert gehdrt. Allerdings fiihrt diese Uberlegung zu
Multiplizititen, die den beobachteten nicht genau entsprechen h.

) Die Diskussion dieser Widerspriiche zeigt, daB nicht nur die
Mangelhaftigkeit des Modells daran schuld ist, sondern tiefere quanten-
theoretische Schwierigkeiten vorliegen; diese hingen mit der Frage zu-
sammen, in welcher Weise die Quantenregeln auf nicht mehefach-perio-
dische Systeme anzuwenden sind.

Der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der Multiplizitit
und der Zeemaneffokte ist dargestellt bei E. Back und A. Laxpg, Zee-
maneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien. Berlin, Julius
Springer 1924. Bd. 1 dieser Sammlung.

Born. Atommechanik I. 12
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Storungstheorie zusammen. Man siecht nimlich die Zusatzglieder
AH, - 22 H, 4 an als herrithrend von einer .Storung® der
durch /1, gekeunzeichneton  ungestorten™ Bewegung,

Fiur die Quantentheoric kommen nur die mehrfach peri-
odischrn Losungen des Bewegungsproblems in Betracht. Die von
uns im Folgenden zu ihrer Auffindung benutzten Methoden sind
wesentlich dieselben, die PoINCART in seinen .. Méthodes nouvelles
de la Mdécanique ccéleste ') ausfithrlich dargestellt hat. Unter
der Losung verstehen wir hier, wie immer, die Auffindung einer
Wirkungstfunktion 8, die eine kanonische Transformation

| S ¢S

P == " w, == . J
erzeugt, wodurch die urspriinglichen Koordinaten und Impulse
in Winkel- und Wirkungsvariable tibergefithrt werden.

Wir setzen das Problem der wungestirten Bewegung als gelost
voraus und nehmen zunichst an, dafl diesc Bewegung nicht
entartet ist. Wir nehmen a'so an. dafl zwischen den Frequenzen
»,' der ungestorten Bewegung keine ganzzahlige Beziehung
der Form

9" ,0 _ 0 o 0 —
(2) (1) v A by =0

besteht. weder identisch in den Wirkungsvariabeln J,°. noch fir
die besonderen Werte der J.%, die dic Ausgangsbewegung kenn-
zeichnen.

Wir fiihren jetzt die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,".
J" der ungestirten Bewegung als Bestimmungsstiicke in die
Hamirronsche Ifunktion des gestérten Systems ein. Sie sind
auch fiir dieses kanonische Variable, aber im allgemeinen nicht
mehr Winkel- und Wirkungsvariable: vielmehr sieht man aus
den kanonischen Gleichungen

" H o cH
w0 -

0° L = N O
o / Jk

ro __
Jk

daBl die J.” von der Zeit abhingen und die w,’ nicht mehr
lineare Funktionen der Zeit sind, Fir 4=0 geht H in die
Hamirronsche Funktion H, des ungestorten Systems iiber. die
nur von den J,” abhingt:

1) 3 Bande. Paris 1892—99.
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nach die Bahn im CovromMsschen Teil des Kraftfeldes: fir
grolle A sind also die Terme wasserstoffahnlich. Hierdurch
wird die Numerierung der Serien durch unscre Werte von k
hestatigt, denn erfahrungsgemill nihern sich die Terme um so
mehr denen des Wasserstoffs, je weiter wir in der Reihe s,
p.d. .. fortschreiten.

Aus den Termserien enthilt man die Linienserien, indem
man elneh Term festhilt und den andern eine Termserie durch-
laufen lallt.  Die bei weitem hidufigsten Serien, die auch den
Termen ihre Namen gegcben haben, sind folgende:

Hauptserie (H.-S.p . . . . .oLv=18 —mp
Irste (diffuse) Nebenserie (I N Sy =2p — md
Zweite (scharfo) Nebenserie (11, N. S,y — 2p — ms
I'undamentalserie (F.-S.) . . . . . »=3d - mf.

Auller dicsen kommen noch folgende Kombinationen vor:

sekundire H-S . . » =25 — mp

sekundire I. N.-S. . v = 3p -~ md
r=23d — mp
y=4f — md.

Nicht nur diese Termdifferenzen haben eine physikalische
Bedeutung, sondern auch die 7Terme selbst. Dank unserer Nor-
mierung der potenticllen Energie, von der wir festgesetzt haben,
dall sie im Unendlichen verschwindet, bedeutet der Betrag f W
der Energiekonstanten die Arbecit, die notwendig ist, ein Elek-
tron aus seiner stationidren Bahn ins Unendliche zu schaffen
und dort zur Ruhe (relativ gegen den Kern) zu bringen. Ist
die stationdire Bahn des Elektrons die des Normalzustandes, so
1st diese Arbeit die lonisierungsarbeit.

Da nun, wie wir gesehen haben, die Energien W mit wach-
sendem k (wegen kb < n) wie heim Wasserstoff gegen 0 konver-
gleren, da ferner die empirischen Terme ebenfalls gegen O gehen,
so stimmt die Normierung der theoretischen Energiewerte und
der ompirischen Terme iiberein; die mit A multiplizierten Term-
werte sind also ein Maf fiir die Ablosungsarbeiten. Der groBte vor-
kommende Term entspricht der Bahn des Elektrons im Normal-
zustand und gibt ein MabB fir die Ionisierungsspannung. Dieser
Term 1ist gewdchnlich ein s-Term, bei einigen Elementen auch
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su betrachten haben, der man sich nur durch allmihliches
Ausschalten aller falschen Geleise ndhern kann.

Um dies grindlich zu hesorgen, ist es nun ndtig, den ein-
seschlagenen Weg wirklich zu Ende zu gehen und zu unter-
suchen. wohin die konseyuente Anwendung der klassischen
Mechanik im Verein mit den Quantenbedingung=n fihrt.
Darum werden wir in diesem Kapitel cine ausfithrliche Dai-
stelling der Stérungstheotie geben, die alle quantentheoretisch
zuliissigen Fille uinfaBt: ferner werden wir das Versagen dieser
Theorie beim Helium zeigen.

Wir glauben, dal diese Miihe nicht vergeblich aufgewandt
ist. sondern daB durch diese breite Entwicklung der Storungs-
theoric neben den negativen Ergebnissen die Grundlage fiir die
wahre Quantentheorie der Koppelung mehrerer Klektronen ge-
legt wird .

§ 41. Storungen eines nicht entarteten Systems.

Schon das Dreikorperproblem und erst recht die Mehi-
korperprobleme gehéren zu denjenigen Aufgaben der Mechanik,
deren Losung durch Separation der Variabeln uicht gelungen ist
und wohl auch kaum gelingen wird. In allen solchen Féllen
ist man auf Methoden angewiesen, die die Bewegung in sukzes-
siver Niherung ergebon.  Diese Methoden sind anwendbav, wenn
man in die HaMmrirroxsche Funktion einen Parameter 4 so ein-
fihren kann. daf} sie fiir = 0 in die Hamirronsche Funktion H,
eines durch Separation lésbaren Problems ibergeht, und dal
sie sich in einc Reihe

(1) H-—H,+iH - i*H, -

entwickeln Jalit, die fiir einen hinreichend groBen Wertebereich
der Koordinaten und Impulse konvergiert.

Problenie dieser Art behandelt die Himmelsmechanik, und
sie falt die Methoden zu ihrer Losung unter dem Namen

1) Die ersten Anwendungen der Storungstheorie auf Atommechanik
finden sich in folgenden Arbeitin:

N. Bongr, Quantum Theory of Line-Spectra Part I, II, IlI Kopen-
hagen 1918 und 1922, M. Borx u. E. Brovy, Zeitschr, f. Physik, Bd. 6,
S. 140. 1921. — P.S. Epsteix, Zeitschr, f. Puysik, Bd. 8, S. 211, 305.
1922: Bd. 9, S. 42, 1922.
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Ist nur die Berechnung des hestimmien Integrals
J=fRw. V- Az? - 2Bx— O)dx

erforderlich. so fihrt das Verfahren der kompleren I[ntegration
in den meisten Féllen rascher zum Ziel.

Stellt man x in der komplexen Ebene dar, so entspricht
der Funktion R eine zweiblittrige Riemanwsche Fliche mit
Verzweigungen in den Nullstellen ¢, und e, (e, > ¢,) des Radi-
kanden. Der Integrationsweg umschlingt die Verbindungsstrecke
der beiden Nullstellen. Wenn er etwa von e, nach e, (dx > 0)
auf dem Blatt der Fliche verlauft, auf dem die Wurzel positiv
ist, so verliuft er von ¢, nach ¢, (dx < 0) auf dem Blatt mit
negativer Wurzel (vgl. z. B. Abb. 42),

Das Integral 140t sich amn einfachsten auswerten, wenn man
den Integrationsweg deformiert und in einzelne Wege aufldst,
deren jeder einen Pol der Funktion umschlingt. Bei dem in
Abb. 42 gewdhlten Umlaufssinn ist dann J gleich der negativen

Summe der Residuen des Integranden in diesen Polen (das Resi-
1

duum ist das 2 mi-fache des Koeffizienten von o in der
LavrexT-Entwicklung nm die Polstelle z,): o
J=— Y%ej[Riz,| — Az® - 2Ba — C)].
Wir betrachten einige Typen von Integralen.
1. Gruppe.

]:g);r"l At L 2Bx—CF 4x

. . B C°F
;g)xu-pl/ -Ad-=2 - dx.
x x

Die Konstanten A, 8 und ¢ seien positiv. Sind relle Null-
stellen der Wurzel vorhanden — wir wollen das hier voraus-
setzen —, so liegen diese auf der positiven reellen Achse. Die
einzigen Pole des Integranden kénnen sich in 2 = 0 und z = ¢
befinden. Wir erhalten somit

J=—Nefy [z} — A2? = 2Bz — O]
—ERC]—,_ [x ¥ — Ax* +2Bx CﬂJ.

(4)

Die Bilder des urspriinglichen und deformierten Integrations-
woges fiir diesen Fall sind ersichtlich aus der Abb. 42, in der
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$12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen Oszillator. 75

ist. Die Rotationswiarme berechnet ERRENFEST in der Welise,
daB er fir die mittlere Energie einer Molekel die doppelte
mittlere Energie eines unserer Rotatoren annimmt, weil die
Molekel zwel aufeinander senkrechte Achsen fiir die Rotation
zur Verfiigung hat. Die Rotationswirme pro Mol ist also

dW
o N_ r
o dT
=2 R 52 ([2 log 7
= 2 g) do'z é /.

Wir untersuchen das Verhalten dieses Ausdrucks fur tiefe und
hohe Temperaturen.
Fir kieine 7T ist ¢ grof3, also ¢ ° sehr klein, daher kann

die Reihe fiir 7 nach den ersten beiden Gliedern abgebrochen
werden :

Z - 1 ' ()——/i
7, -
log 7Z — ¢=+,
somit
c.=2Ro*¢ "

und dieser Ausdruck geht mit abnehmendem 7' (wachsendem o)
gegen O,

Fir groBe 7T ist » klein, dann kann man in dem Ausdruck
fir Z die Summe durch ein Integral ersetzen und hat

s o)

2 -
7. e m? dm — 1 /.—ﬂ_
. 2 F o
0
log Z =- — | log 6 —- const,

somit

C -—
r

Die Rotationswiarme bewirkt also in der Tat bei wachsen-
der Temperatur ein Anwachsen der gesamten Molwiarme von
SR auf 2R.

Die Theorie von EHRENFEST kann naturlich nur eine rohe
Anndherung an die wirklichen Verhiltnisse geben, da die beiden
Rotationsfreibeitsgrade nicht unabhingig voneinander sind. Eine
genauere Untersuchung hat die Kreiselbewegung der Molekeln
zu beriicksichtigen?).

1 Siehe die zusammenfassende Darstellung von K. REICHE: Ann. d.
Physik. Bd. 58, S. 657. 1919,
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§ 23. Die wasserstoffahnlichen Spektren. 171

nach Messungen iiber Wirmestrahlung und Bestimmungen der
Grenze des kontinuicrlichen Rontgenspektrums (s. spiter) ist

h = 6,54.1077" erg sek;
aus diesen Zahlwerten folgt nach (4)
R = 3,28-.101" sek™!.

Die Spektroskopiker pflegen Spektrallinien und somit auch
R nicht in Schwingungszahlen (Dimension sek '), sondern
in Wellenzahlen, d. h. Zahlen der Wellen pro cm oder reziproke
Wellenlingen (Dimension em™!) zu bestimmen. Die Umrech-
nung geschieht durch Division durch die Lichtgeschwindigkeif ¢.
Man pflegt dabei dieselben Bezeichnungen beizubehalten. In

diesem: Mafle wird

3,28.101%
R="""""-=1,09-10° em™;

C

der empirische Wert ist
Ryu= 109678 cm™ 1.

Die Uberstimmung der beiden Zahlen liegt im Bereich der
MeBgenauigkeit von e.

Die Abtrennungsarbeit des Elektrons in der einquantigen
Bahn betragt hiernach

W,= — Rh=215-10"" erg.

1

Man gibt diesen Wert auch in Kilo-Kalorien pro Mol an; man
bekommt diese Zahl durch Multiplikation mit der AvogaDpro-
schen Zahl N = 6,06-10%® und dem Wirmedquivalent des erg
2,39-10713. So erhilt man 312 kcal. Endlich beniitzt man
als EnergiemaB die Spannung V in Volt, die ein Elektron
durchlaufen muB, um die betrachtete Energie zu gewinnen;
es gilt

Fir die Energie des Wasserstoffelektrons erhélt man 13,53 Volt.

Aligemein lautet die Umrechnungsformel

. keal
Jolt = 23,0 -
(1Y 1Vo 23,0 Mol

Die Spannung V ist es, die bei der Methode des Elektronen-
stoBes direkt gemessen wird (s. Einl. § 3).

=1,59-10"erg = 8,11-10% cm™*.
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wo € cine willkiirliche Konstante und

B

f [)., b

4 C =1 - S

‘ 2 m c? (-

| ez, -7,

0 B, o~ Tt
: 1 —cW

ez, — Z)

[>‘) . 1 2/
2 —cW

1st.

Wir untersuchen jetzt die mdglichen Bahntypen, wobei wir
von einzelnen Grenzfillen absehen und uns auf den Fall nega-
tiver W beschriinken wollen. Wir wollen auch nicht auf die
Kinzelheiten der Beweisfliihrung eingehen.

I Bahnen. die miit den Zentren in einer Ebene liegenl).

Hier ist p, — 0, also 4 — (" 1 =0 und =1
sind Nullstellen der Radi-
kanden in (8. Wir unter-
scheiden folgende Fiille:

1. Der Radikand von
pe ist fur & - 1 zuniichst

, ==l

positiv; dann macht & eine
Libration zwischen & =1
und einem Wert &- & .

ai Der Radikand von
P, 1st Hn ganzen Intervall
{ -1.,1) positiv. Die Bahn
verlauft innerhalb der El- Abb. 33. Abb. 34

lipse &= & . (Abb. 33.)

Smax

b Der Radikand von p, hat in (— 1, 1) eine weitere Null-
stelle. Die Bahn verliuft dann in einem Zweieck. das von der
Ellipse & ==& . und einer Hyperbel 1 = const begrenzt wird.

{(Abb. 34.) Der Tall, dall in (— 1, 1) zwei weitere Nullstellen
vorhanden sind, tritt nicht auf.

1y Kine ausfiithrliche Diskussion dieser Bahnen bei C. L. CHARLIER:
Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., Leipzig 1902, III, § 1 (S. 122).
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i - inap. Periodisehe und mehrfach periodische Bewegungen.

Wir denken uns ein mechanisches System von einem Frel-
heltsgrd emem aulleren Kinflulh unterworfen. Dies kann man
dadiirch usdriicken. dall man in die Bewegungsgleichungen
aubier den Variabeln noch cinen Parameter einfuhrt, der von
der Zeit abhingt, ait). Wir betrachten nun als adiabatische
Anderung des Svstems eine solche, die erstens keine Beziehung
zu der Periode des ungestorten Syvstems hat und zweitens hin-
reichend langsam erfolgt, so dall « als beliebig klein angesehen
werden kann.  Wir nehmen ferner an, dall in cinem gewissen
Bereich von « fitr konstant gehaltenes « die Bewegung periodisch
st und wir Winkel- und Wirkungsvariable » und o einfiihren
konuen.,  DPann gilt der Satz:

[re Wirkungsvariable J ist adiabatisch imvariant, solange die
Friquenz nicht verschwindet, ‘

Die Hanirvroxsche Funktion

H(-(/: Y, @ (1)

st von der Zeit abhingig; es gilt also nicht der Emergiesatz,
wohl aber gelten die kanonischen Bewegungsgleichungen
. H . ~H
q = ’ P =
«p 2 (1
Wir denken uns nun diejenige kanonische Transformation aus-
gefithrt, die bei konstantem « die Variabeln ¢, p in die Winkel-
und Wirkungsvariabeln w, J tiberfiihrt. ¥s ist hier zweckmaBig,

die Transformation in der Form |vgl. (1)§7 und (5) § 9

9

[
]

N rS* |
P —= F{Z )

/'S*
J— "

cw

zu schreiben. In der Funktion S8* kommt auller ¢ und w der

Parameter a vor: sie wird dadurch von der Zeit abhiangig und
nach (1) § 7 geht H in

—H -~ 87
cl

iber. Die transformierten kanonischen Gleichungen lauten also

: oH 8 ( )
w =
8 )

cJ

o1

. oH Z<
J _ )
ﬂw ow

I
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noch vom Verhiltnis von Elektronenmasse m zu Kernmasse M
ab. Der Grenzwert fir unendlich schwere Kerne ist

_, 2a*met
4) R, = B
Fiir andere Atome gilt
1
) R=R, - — .
(51 Lom
R
Hier ist der Korrektionsfaktor nahezu 1, da schon fiir Wasser-
. 1 .
stoff 7;; = 1830 ist; daher wird man in den meisten Fillen mit ge-

nugender Niherung R durch R, ersetzen koénnen.
Den Termen (1) entsprechen die Spektrallinien

(6. ;— i W) = R Z? <'15 — 1>
h n, n,*

Dabei kommen nach dem Korrespondenzprinzip simtliche Uber-
gange zwischen den stationiren Zustinden vor, da in den
im § 22 abgeleiteten Fourikr-Reihen (26) die Koeffizienten
samtlicher Oberschwingungen von 0 verschieden sind.

Fir Z =1 erhilt man aus Gleichung (6) das Spektrum des
Wasserstoffatoms, im besonderen fiir n, = 2 die schon lange be-
kannte BarLmERsche Serie:

~ 1 1
v:RH(QQ—;Z.E) (n, = 3,4...).
Die wesentlichste Stiitze der Bourschen Theorie besteht in der
Ubereinstimmung der aus den spektroskopischen Messungen
dieser Serie bestimmten Gréfle Ry mit der aus (4) und (5)
folgenden Darstellung durch atomare Konstanten (wobei iibri-
gens der Unterschied zwischen Ry und R, bei der MeBgenauig-
keit der Atomkonstanten nicht in Betracht kommt).

Nach Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen ist

> . e.-st. E.
S =177.107 &85
m g

nach MiLLIKANS Messung der absolut kleinsten Ladung an
Tropfchen ist

e=4.77-1071" e.st. K.,
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Wir zeigen zundchst, dal3 diese nicht alle in einem durch
£’, gehenden linearen (f' - 2)-dimensionalon Raume lisgen. Den
Bewsis fithren wir indirekt. d. h. nchmen einmal an. es sei
dies der Fall.

Der Punkt P, besitzt die Koordinaten

» L

u*,,rj —_ Ok k=1 —1)
S Ly, '
/ I

in dem betrachteten (' - 1)-dimensionalen Begrenzungsstiick.
Fiir // — 1 andere Punkte P, , P,,--- P, der @-Folge gilt dann:

-1
y o yr My,
ST R fmr e 1
ve oo rd v, -
) R - 5
v v Vi_q Vioq
4y ! 7'!11*1 £ ' "‘r'l / 1 0
. ¥ ’ ' i
rooo BT Yy L -
y - T Y - ye_q |t
R R IR O g ;c—_lf——ff—w- 1
=ty =ty iy ! r.
A : r- I - r
oder nach einer einfachen Umformung:
o B S T Yrer Vi ]
. N y, v
r, Ve / .
- : - " i
» y o Yoy CVi_y
N 7 xl/ Cxy & —1 =
» v, v Loy
! / [ -
» T ’ ye_y Treq
1 e -1l
A ol .l/',L*r’—: *If—ll’)f”i Trog—1
! )/- J 7 - e L ;-
Da keine ganzzahlige Beziehung
v 7, . V-1 .
PR A TR Troy ! 7, =0
" ’ = ’ V.
v, v ;

bestehen darf, auBer wenn alle 7 null sind, muf3 der Koeffi-
»

ziont von * verschwinden:
v
r Vv, v, ' Vi Yi_q
A A x, - f;rli—f—~J z, —1
| yo Py )y j vy
I S - ! - Y
A e ),
- bl - 1 - =
V| Ya V-1 e
.'EI’,_I i""! II’,I {*’7 If,l ) — xf"l i v,_, | Q?I’ 1 1
| . .
r o / r
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k? 3 .
(8} y = . 5 =0,032-10"cm:
+ a7 me-
das fillt in dic GroBenordnung der aus der kinetischen Gas-
theorie und anderen Atomtheorien bekannten NSchitzungen.
Fir die groBen Halbachsen der angeregten Wasserstotiellipsen

erhalten wir nach (10) § 22
{9) a=dag-n’:

die Radien von He~” und Li"~ sind im Verhiltnis 1:2 bzw.
1:3 kleiner.

§24. Die Serienordnung der nicht wasserstoffihnlichen
Spektren.

Wir gehen jetzt zu den nicht wasserstoffihnlichen Spektren
iiber. Wic wir im § 21 bereits gesagt haben, deuten wir mit
Bour die Entstehung dieser Spektren durch die Uberginge
zwischen stationdren Zustinden, bei denen wesentlich cin
SLeuchtelektron® unter der Wirkung des Rumpfes in Bahnen
liuft, dic man niherungsweise durch eine Zentralkrajt beschrei-
ben kann. Diesec Vorstellung erklirt einige der wichtigsten
GesetzmdBigkeiten der Serienspektren, ndmlich die Existenz
mehrerer Serien, deren jede dem Typus der Wasserstoffserien
mehr oder weniger ihnlich ist, und die Moglichkeiten von
Kombinationen zwischen diesen.

In einem (nicht CovLoMBschen) Zentralfeld hingt nach
§ 21 die Bewegung auller von der Hauptquantenzahl » noch
von der Nebenquantenzahl £ ab. Die Energie ist eine Funktion
von # und k. k hat cine einfache mechanische Bedeutung. es

. .k
ist namlich der in der Einheit 5, gemessene gesamte Dreh-
7T

impuls des Elektrons.
Die Boursche Darstellung der Frequenzen durch Energie-

differenzen:

entspricht der allgemeinen Erfahrung, daf die Frequenz einer
Linie jedes Spektrums, das sich iiberhaupt hat ordnen lassen, sich
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§ 39. Problem der zwei Zentroen. I8

Die hier beschriebenen Gebiete werden liickenlos erfiills,
wenn die Bewegung nicht rein periodisch ist. In den beiden
Fallen I, 1a und b kommt dabei der bewegte Punkt den Kraft-
zentren beliebig nahe.

PauLri') und NIESSEN®) haben versucht, dieses Zweizentren-
problem anzuwenden zur Berechnung des positiven Wasserstofj-
molekel-Tons. Dieses besteht aus zwei Kernen mit den Ladungen

¢ (also Z = Z, == 1) und einem Elektron. Wegen der grollen
Masse der Kerne wird man in erster Niherung die Kernbe-
wegung vernachlissigen konnen. Man hat dann als ersten Schritt
der Rechnung die Klektronenbewegung bei bel'ebigem Kern-
abstand zu bercchnen; dann hat man den Kernabstand so zu be-
stimmen, dafl bei festgehaltenen Werten der Wirkungsvariabeln
der Elektronenbewegung die Kerne im stabilen Gleichgewicht
sind. Es hat sich dabei ergeben, dafl durch diese Bedingungen
eine Konfiguration kleinster Energic { Normalzustand) eindeutig
festgelegt ist (der I'vpus der Abb. 36, bei gleichgeladenen Ker-
nen ist das Bild symmetrisch). Man kann fiir diese nicht nur
den Energiewert, sondern auch die bei kleinen Stdrungen
eintretenden Schwingungen der Kerne gogeneinander berechnen.

Die FErfahrung hat aber gezeigt, dafl die so erhaltenen
Werte nicht mit den Messungen der Ionisierungs- und An-
regungsspannungen in Einklang zu bringen sind. Aus diesem
Grunde wollen wir darauf verzichten, niher auf dicses Modell
des H," einzugchen. Wo der Grund des Versagens der Theorie
zu suchen 1st, 1st vorliufig noch recht unklar. Wir werden im
folgenden sehen, dal die Behandlung der atomaren Probleme
mit Hiife der klassischen Mechanik zu falschen Ergebnissen
fiihrt, sobald mehrere Elektronen vorhanden sind, also ein Drei-
oder Mehrkorperproblem vorliegt. Vielleicht ist auch hier die
kiinstliche Verwandlung des Mehrkorperproblems in ein Ein-
korperproblem auf Grund des kleinen Verhiltnisses von Elek-
tronen- zu Kernmasse nicht zuléssig.

1y W. PavuLr, loe. cit.
2y K. F. N1EssEN, loe. cit.
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I. Zwei zahlenthcoretische Satze. 345

Wenn wir darin die erste Zoile durch z, - 1 dividieren und
zar Grenze x,--»o0 iibergehen, so wird:

.. .. Y,
Hierin mull der Koeffizient von -
y

2 verschwinden. Wenn
;
wir in ihm die erste Zeile durch x, —1 dividieren und x,

gegen oo gehen lassen, sieht man, daB

vy [v,;] Vi {V/.l
v, v vy v,

Y v v, Y,
[IS _3:, N /'r‘; [—3_:| o [IS /; 1“’ B x.} [ fl‘jl I3 B

v Bl y 5l

f ! ! !

sein mull. Wir setzen dies Verfahren fort bis zur Beziehung:

v, v, .|
1 [fJ .
v v, _
3 »
[-1 r-1
x - — X -0 x —1
f—1 :l f—1 J’ :| f—1
| 5 5
YV,
Diese aber widerspricht der Irrationalitit von - * .
’)I
p

Wenn die Punkte der @-Folge nicht alle in einem durch
P, gehenden linearen (f — 2)-dimensionalen Raume liegen, so
kénnen wir f—1 der Vektoren P,Q,, herausgreifen, die ein
(f —1)-dimensionales (f — 1)-Kant bilden. Wenn wir an den
Endpunkt jedes dieser Vektoren wieder alle f— 1 Vektoren
ansetzen und in dieser Weise fortfahren, kénnen wir das ganze,
zu OE, orthogonale, (f— 1)-dimensionale Begrenzungsstiick
des Einheitswiirfels mit einem Netz von Zellen iiberziehen,
deren Kanten kleiner als ¢ sind. Das gleiche gilt natiirlich
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Vorlesung nur ange-
deutet oder iberhaupt nur angeregt habe, hat er selbstéindig

Hier nenne ich vor allem den
Satz von der Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln, der nach
meiner Meinung die Grundlage der »heutigen“ Quantentheorie
18t; der von Hunp durchgefiihrte Beweis bildet den Mittelpunkt
des zweiten Kapitels (§ 15). Ferner ist die im dritten Kapitel
gegebene Darstellung der Bomnrschen Theorie des periodischen
Systems in groBen Teilen von Huxp ausgefiihrt worden. Auch
andern Mitarbeitern und Helfern habe ich zu danken. Herr
Dr. W. HEISENBERG hat uns stets mi i

und einzelne Paragraphen (so die letaten iiber d
entworfen; Herr Dr. L. NorRDHEIM hat bei der

Storungstheorie geholfen und Herr Dr. H. KoRNFELD zahlreiche
Rechnungen kontrolliert, ’

und Anordnung des Satzes
Sorgfalt erfiillt.

Gottingen, im November 1924,
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3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Dic Formel (6) enthilt auller der Barwmegr-Serie folgende
Wasserstoffserien:
1. die ultraviolette Ly»rra~N-Serie

- 1
v:RH<1—-> n, = 2,3 ...).

N 2
n,

Da der erste Term dieser Serie dem Normalzustand ent-
spricht, tritt sie beim ,unangeregten® Wasserstoff als Absorptions-
serie auf.

2. Die ultrarote PascHEN-Serie

- __ 1 1
)= ]{}] (‘_--0-—— . 0> (??;J :4, D ...

\3°  n" \
Fiir Z -— 2 erhalten wir das Spektrum des ionisierten Helium
(das . Funkenspektrum* des Helium). In diesem Spektrum
fallen die Linien, die geraden Quantenzahlen (n == 2 N)entsprechen:

IS 1

| | 1 1
b - 4 R e J p L T \D = R (h T a 3 0) s
) e (‘2 :\"1)‘; (2 i\"-3>'~ He j\'f i

in grolle Nihe der Wasserstofflinien

1 1
“; — R ( T-_()_ T . hg )) >
I) H ;\' - ‘i\-o.—

1 2

Diese Ahnlichkeit des Funkenspektrums des He mit dem Wasser-
stoftspektrum war schuld daran, daB man es frither in der Form

1
U 7, \*
<2> (2)

schrieb und die in gewissen Sternnebeln beobachteten und diesem
Gesetz folgenden Linien dem Wasserstoff zuschrieb. BoHR hat
den Sachverhalt geklirt und den Unterschied der beiden RyD-
BERG-Konstanten Ry und Ry, aus der Verschiedenheit der Kern-
masse M in (3) hergeleitet.

Das noch nicht beobachtete Spektrum des zweifach ionisierten
Lithium (Li*") erhalten wir mit Z = 3.

Aufler der zahlenmiBigen Ubereinstimmung der Spektren
sprechen fiir das Bonrsche Atommodell auch die GriBenverhiilt-
msse. Fur den Radius der als Kreis gedachten Grundbahn
des Wasserstoffatoms hat man nach (10) § 22 fir u = m
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2. Der Radikand von p: ist fiir & > 1 zu-
nichst negativ. und nimmt spater im Inter-
vall (& ., 5...) positive Werte an: & macht
dwn  eine Libration in diesem Intervall.
In diesem Fall muB der Radikand von /2
im ganzen Intervall (-— 1, 1) positiv sein.
Die Kurve verliuft zwischen den beiden

Ellipsen &- & . und &-- & (Abh. 35.)

. = .
min “max

Il. Bahnen, die nicht mit den Zentren in eciner fihene
liegen?).

Der Radikand von p;: ist héchstens positiv in einem Inter-
vall (& . & ). das nicht an &= 1 heranreicht; der Radikand
von p, ist ebenfalls fiir 2. -+ 1 negativ, er kann im Intervall
'— 1. -{- 1) zwel oder vier Nullstellen haben. p, endlich ist

Abb. 36.

von Null verschieden und ¢ liuft um die Verbindungslinie der
Zentren. In allen Fillen, wo iiberhaupt Bewegungen méglich
sind, verlaufen sie in dem Ring zwischen zwei Rotations-
Hyperboloiden und zwei Rotations-Ellipsoiden, deren Achse
durch die Zeutren geht. (Abb. 36 u. 37.) Im Falle von Doppel-
wurzeln kénnen die Ellipsoide oder die Hyperboloide zusammen-
fallen; es konnen auch Limitationsbewegungen auftreten.

') Ausfiihrliche Diskussion bei W. Pavrr jr., Ann. d. Physik, Bd. 68,
S. 177, 1922, I1, § 6, und K. F. NIESSEN: Zur Quantentheorie des Wasser
stofimolekiil-lons (Diss.), Utrecht 1922, Abschnitt 1.
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it Kinklang mit fritheren Ergebnissen. Ganz analog hat man
hei bloflem Magnetfeld

unel

W o-p -J

! i m

Wenn wir nur ein schwaches Maonetfeld neben einem end-
lichen elcktrischen Feld haben, so haben die Drehungsachsen
der Vektoren v, und 1, fast entgegengesetzte Richtung. Da die
von diesen Vektoren beschriebenen Kegel im Falle verschwin-
denden Magnetteldes nicht zusammenfallen dinfen (das wire
3 - 0 beim Starkeffekt), so schneiden sie sich auch bei schwa-
chem Magnetfeld nicht. Lassen wir jedoch § adiabatisch an-
wachsen, so bleiben die Offnungswinkel erhalten und es kommt
<«chlieBlich der Punkt, wo die Kegel einander treffen. Ent-
sprechend ist es, wenn wir von einem schwachen elektrischen
Feld und einem endlichen Magnetfeld ausgehen. Dann haben
zunachst die Drehungsachsen fast gleiche Richtung und die
Kegel schneiden cinander nicht. Aber bei adiabatischem An-
wachsen von ¢ kommt auch hier der Punkt, wo sie sich treffen.

Wir konnen also Bahnen, die wir frither zulielen und die
auch empirisch bestitigt sind. tiberfithren in solche, bei denen
das Klektron dem Kern beliebig nahekommt. Eine Aufklirung
dieser Schwierigkeit 1iBt sich zur Zeit noch nicht geben. Man
kann an die Méglichkeit denken, dalB die .J bei den hier be-
trachteten adiabatischen Anderungen nicht streng invariant zu
sein brauchen, da man fortwihrend durch Zustinde hindurch
kommt. bei denen (nicht identische) Kommensurabilititen zwi-
schen den Frequenzen bestehen (../,ufa.lhge Entartungen®. s. § 15.
S 101 und $ 16, 8111

$ 39. Problem der zwei Zentren.

Die parabolischen Koordinaten, in denen die Bewegung, die
das Elektron im Wasserstoffatom unter dem Einflul eines elek-
trischen Feldes ausfiithrt, durch Separation gefunden wurde, sind
ein besonderer Fall der elliptischen Koordinaten. Diese sind
Separationsvariable fiir die allgemeinere Aufgabe, die Bewegung
eines Punktes zu finden. der won zwei festen Kraflzentren nach
dem CovvomBschen Gesetz angezogen wird. LaBt man das eine
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ellipze hat konstante Exzentrizitit, sic hat konstante Neigung
und st rclhitungsgequantelt. lhre grolle Achse steht anf der
Knotenlinie senkrecht und die Knotenlinie liuft gleichformig
um die Ifeldachse. Fir unsere Nidherung ist dies zwar kein
quantenmiiBlig ausgezeichneter Bewegungszustand, da ja J, nicht
durch eine Quantenbedingung festgelegt ist. Erst die Bereeh-
nung der kKnergie in niichster Naherung wiirde die Notwendig-
keit der Festlegung von J, ergeben.

Im anderen Grenzfall W, -~ 0 oder .J, == } (J, — J,), bei dem
dic Bildkurve in der (]_",w 0)_Tbene (1011 Rechted\umtang
durchliuft. ist die Bewcgung uemhch verwickelt. Der Knoten
liuft gleichférmig um. In einer bestimmten Phase der Bewe-
gung ist die Bahnkurve ein Kreis .J," = J)), dessen Lage durch
J, nnd J, festgelegt ist. Dieser Kreis wird nun allmihlich zu
einer Iilipse, deren Perihel in der Knotenlinie liegt; die Bahn-
ebene legt sich wihrend dieres Vorgangs senkrecht zum Feld.
In dieser Lage wird zwar die Knotenrichtung unbestimmt.
Wenn wir sie aber durch die Fortsetzung der gleichférmigen
Bewegung, die der Knoten vorher hatte. definieren, so bleibt
das Perihel hinter dem Knoten zuriick, bis der Abstand 7 ist.
Darauf richtet sich die Bahnebene wieder auf und die Bahn-
kurve wird nach und nach wieder zum Kreis. Beim Kreis ist
die Lage des Perihels unbestimmt. Wir konnen aber aus der
Bildkurve entnehmen, dall es wieder in der Knotenlinie liegt,
wonn dic Exzentrizitit wieder zunimmt und die Bahn sich
wieder neigt. Wahrend eines Knotenumlaufs wird die Kurve
zweimal zam Kreis

Den Wertebereich von .J, oder o, erhalten wir durch folgende
Uberlegung.  J,% = J, ist positiv und héchstens gleich J,.
J, kann nicht null werden, sonst wiirde, wio aus (4} zu er-
behen ist, J,% eine Libration zWJSChen J° und — J,* ausfiihren:
die Bahnellipse wiirde dabei den (xrenzfdll der (;era,den (Pendel-
bahn vgl. § 21 und § 35) durchlaufen miissen und wegen der
Inkommensurabilitit des Umlaufs auf der Ellipse mit jener Li-
bration dem Kern beliebig nahe kommen. Mit

<0y £,
und der aus der Abb. 32 ersichtlichen Beziehung
0<J, <10~ J
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Variabeln g, p,. durch eine kanonische Transformation derart in
. dberzufithren, dafi die HAMILTONSChe Funktion
nwr ron den (den Impulsen entsprechenden) (frofien o abhangt.
Hierzu eignet sich am besten die Form (2) § 7 der kanonischen
Transformation: wir suchen also eine Funktion

v e Variable Py €

Ny o R A4 .-
D s Gy Gy |

<0 7u hestimmen, daf} mittels der Transformation

¢ ¥
I ( ( - o / |
! (',q]‘b(l‘ll 6“1 ('3
-1 AN
C
(fk P (’(/ LS (\(11, j..’. (41 Cﬁ, )

[{ 1 eine nur von den «, abhingige Funktion
/: -
.I‘I_r (C'cl ’ {-2 o /J

ibergeht. Die ¢, sind dann zyvklische “ariable und die Be-
wegungsgleichungen fithren sotort zu der Losung:

«, = const

IS

. 1 .

oW

o
CC,k

. [\‘_)\

Die Bestitmmung der Funktion S lafit sich auf die Lésung
ciner partellen Differentialgleichung erster Ordnung zurickfihren.

Man wihle insbesondere die Funktion W gleich ¢, und ersetze

oS X :
in 4 die p, durch i , dann hat § die Bedingung zu erfiillen

ﬁqk
¢S o8 cS
3 [I<(‘(.)"‘ 5 5 o~ 5T >——-C(§

sie heilt die Hamivtox-JacoBische Differentialgleichung. Die

Aufgabe ist nun, eine Losung zu finden, die auBler von «, noch

von f— 1 Integrationskonstanten «,, «;---«, abhingt, eine

sogenannte wvollstindige Lésung. Diese Funktion § liefert eine

Transformation (1) der gewiinschten Art: es tritt dabei die

Besonderheit auf, dal3

(olzgu =1, 0,=wn,; = =, =0
C,‘51

wird. Die Losung der Bewegungsgleichungen wird dann durch

Auflésung der Gleichungen (1) nach ¢, und p, gegeben, wenn darin
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Durch Vertauschung der Indizes k, i erhalten wir

DA
P 04,

27 (j" I/' /C’lb (_J‘U;
N ?

ik aq 8p, a_l_)k Cq
0V 0

und wenn wir mit Hilfe der zweiten der Transformations-
gleichungen jetzt ¢, . p, in g, , p, tberfithren, so wird der Inte-
grand gleich

fﬁi \j oV Z'g_i_ @k agk
\7 U ‘.—' ?pkbg ‘o T cw U
T v BV e, o
v 0;0,09z ;v cv v

damit ist die Invamanz des Integrals (19) bewiesen.
Ganz entsprechend 1aB8t sich die Invarianz von

S, = ffffﬁdpidpk dqiqu

beweisen, wobei iin Integranden jede Kombination zweier In-
dizes vorkommt. Dasselbe gilt fiir

Iy *ffffff vV dp;dp,dp,dg,dq, dq,
usw. Das letzte Integral der Reihe ist

7 __:J'...fdpl e dpydg, - dg,.

Das Volumen im Phasenraum ist also invariant gegen eine
kanonische Transformation.

§ 8. Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung.

An dem in § 7 Ihitgeteilten Beispiel des Oszillators wird der
Grundgedanke der Integrationsmethode deutlich, die den Pro-
blemen der Atommechanik (ebenso wie denen der Himmels-
mechanik) besonders angemessen ist. Wenn sie auch fiir den
Oszillator recht schwerfillig erscheint, so ist sie andrerseits
machtig genug, auch bei den verwickeltsten (besonders den
periodischen) Bewegungen zum Ziel zu fithren. Wir wollen sie
jetzt fir den Fall, dafl die HamiLtonsche Funktion die Zeit
nicht explizit enthilt, allgemein formulieren: Wir versuchen, die
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§ 898 Uekreuste elektrisehe und magnetische Felder, 2%

toren proportional dem Drehimpuls der Bewegung und ihre
balbe Summe ist der Ortsvektor des elektrischen Schwerpunktes.

Betrachten wir zunichst den Fall, wo nur ein elektrisches
Feld ¢ wirkt. Dann drehen sich r, und ¢, beide um die Feld-
achse mit gleicher Geschwindigkeit, aber in verschiedenem D reh-
sinn.  Wiahrend jeder der Vektoren einen Umlauf vollenilet,
kommen sie zweimal in eine solche Lage, dafi sie mit & in
oiner Kbene und beide auf der gleichen Seite von & liegen.
In dieser Lage ist ihre Differenz, also der Gesamtimpuls §§, ein
Minimum, die KExzentrizitit errcicht ihr Maximum und die
Bahnebene weicht am wenigsten von der Aquatorebene des
Feldes ab. Zwischen diesen beiden Lagen gibt es zwei andere,
wo t, r, und ¢ ebenfalls in einer Ebene liegen, aber r, und r,
aut verschiedcnen Seiten von . Dann hat B ein Maximum,
die Exzentrizitit ist am kleinsten, und die Bahncbene weicht
am stirksten von der Aquatorebene ab. Wihrend der Betrag
von P hei einem solchen Umlauf zweimal eine Libration aus-
fihrt, vollzieht die Richtung von {8 nur eine einzige Drehung.
d. h. der Knoten der Bahnebene Liuft cinmal herum.,

Fallt man die Bewegung des elektrischen Schwerpunktes
der Bahn allein ins Auge, so 1iBt sie sich aus den Gleichungen (2)
und {8) (fiir § === 0) direkt ableiten. Differenziert man (8) nach

der Zeit und setzt man | aus (2) ein, so erhilt man:
v e K2 G[ET]].

Das bedeutet, dafl r stets senkrecht gegen die Feldachse zeigt,
und daf3 r dem Abstand des elektrischen Schwerpunktes
[t €]
¢
punkt fiihrt also eine harmonische Schwingung um die Feld-
achse aus (vgl. § 37 S. 267).

Im Falle, daB allein ein magnetisches Feld wirkt, fiihren

und v, gleichsinnige Drehungen um die Feldachse mit der
gleichen Geschwindigkeit

von der Feldachse proportional ist. Der elektrische Schwer-

€
ome! P
aus, d. h. das ganze System vollzieht eine gleichférmige Prizession
(die LarMOR-Priizession) um die Feldachse.

Born. Atommechanik 1. R

W, -

i »nt .
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dann wird die Losung dargestellt durch

2) P— (/- PR ])}‘ = ({f
und

wobei sich p, durch Auflssung von

(11) H (qla Pqs €, C’ff> = W
ergibt. Also wird

¢ '
L—1, hﬂfﬁwpl (g, Woe, - a/) dq,

‘S:fpl(ql)”: )”'a/)dglj

P ;f@a 2RV W,c{___, ...t,tf) (Zgl (k = 2,3. )

Ik

Beispiel 3: Wurfbewegung. Seien ql — = die vertikale (nach oben
positiv gerechnete) Koordinate und 9. =, q; =y die horizontalen Koor-
dinaten, so ist

n
T= R TR L
o (&g 2%
U-—-mgz,
also

1

H - Pt = gz,
o g P Pyt pE) - mg

Da z und y zyklische Variable sind, setzen wir

Pr =y, Py =y
und erhalten:

P: 1\ 2m (W — MG 2)— &y — «,°

3
Z

Py f mdz 12
—b = | . - N V S0 — <,
vE2m (W —mgz) — «,” — «,? g

“iy

wo
2m W —a® — > = 2m2g 2,

gewahlt ist. Daraus folgt

.- q -
TR T (t'_to) .

s

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen folgen am einfachsten aus

maex = q«,, my = «, .
Wi+ finden
.,
=2, = ~(t—t
b= =)
.
‘3
— Y = I —1¢,).
¥y—1Y m ( 0)

Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung. 17
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5. Nap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

A » e -
S r-- ¢ K EW D 1.
L J 2 m e L‘\D ]
Unsere Aufgabe ist gelost. wenn wir das Gleichungssystem
121, 18) I6sen kénnen. Es geschieht dies am besten, wenn man

statt der Unbekannten 9§ und r die neuen Vektoren

! QL
9, e

,=1— K%

einfahrt. Da v und K ! aufeinander senkrecht stehen, haben
beide Vektoren (9 den Betrag

(1()1 B S — J:—:: e 'l f‘) "'-‘_-K:: kl%'.f —_ -

mach (5). Ferner kann man aus v, und r, mittels der Glei-
chungen

11 __ L

stets wicder v und 3 zuriickgewinnen. (2) und (8) gehen jetzt
in das Gleichungssystem

: _ e
L o Ny
r, = €K[(§KIJ 7ncL911J
(12
S e
, = —eK[Cr]+  —[9Ht,]
- - 2mec -
iiber. Wenn wir zur Abkurzung
e KE =
(13 ¢
© g
_13 _— 1D
2mce m

schreiben. so lautet das Gleichungssystem

(141 r__l h (mﬂ LU {;J

o, 1,

Dies hat die anschauliche Bedeutung, dafl die Vektoren ¢, und
je eine gleichformige Drehung um die durch o H -+ KE und

2 m
1

2mec
keiten 'w -:-w,, und w — w | ausfiihren. In jedem Augen-
blick ist (nach (11)) der Abstand der Endpunkte der beiden Vek-

» — K E bestimmten Achsen mit den Winkelgeschwindig-
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IV :
WO g gewiih n enbar diec grofite, im Zeitpunkt ¢, errreichte
To hit ist und offenbar di 3t Zeitpunkt ¢, ht
1q

Hohe bedeutet. Durch Aufliosen nach g erhilt man die bekannte Formel

( ' >
4— 4y - — i (£ - ¢,
Beispiel 2: Physisches Pendel.
Hier bcdeutet ¢ den Ausschlag und u = .l das Trigheitsmoment des
Pendelkorpers.  Die potentielle Energic ist
U —Dcosyg,

wo 1) Direktionskraft heif3t. Wir erhalten

1O = \’_2 AV W--Deos g

oy o
L L | f oy 1 A J * dq
’ 20 \ W-.- D cos q 2 " - ' E- _ qu_.

und wenn wir

a
W D 2Dsin® ¢
Y
setzen:
, - a
1 'lf.1 ([(
t—t, = , 1’ N { .
2 D "// ) e
0 Sin '?-‘ sSin 2-

Die Auflésung dieser Gleichung, die ein elliptisches Integral enthalt,
nach ¢ liefert ¢ als eme perlodlqche Funktion der Zeit, die zwischen + a
und --« hin und her schwankt. Fiir hinreichend kleme a kdonnen wir

‘ d
e | dq
t—t, = 1 Df [ N e
0 \

schreiben und erhalten die Auflosung in geschlossener Form. Es wird

‘A q
L —1,= l) arc sin P

und

Auf den TFall eines Freiheitsgrades reduzieren sich offenbar
auch die Probleme, bet denen alle Koordinaten, auper einer,
zyklisch sind. Es sei

H=H(q,,p,,Py,---D,):
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80 kann man die Energie auf die Form bringen

(18] W, =" J "],
WO
1 2. _ _
) v

J = 2_ ) K‘ : 151 ? Cus (rl w, — wm\'

]// . 1 A AR \.

’ o 2_ ’ K | To | COS (rﬂ’ W, — mm}
ist.  Wegen (6) und 110) konnen wir dafiir

, ] . | \
19 J = jJecos(r;,w, - |
L 7y _ .
J" = {Jcos(ry.w, — w )

schreiben.

Da »" und »” in Gleichung (18) konstant sind, folgt aus
der Form dieser Gleichung, daB J' und J'' die zu den Winkel-
variabeln

w =yt

! 4 : W4
W'

konjugierten Wirkungsvariabeln sind. Die Periodizititsvoraus-
setzungen des § 15 sind ndmlich alle erfiillt. Die GriBen J” und
J'" sind also durch Quantenbedingungen

/

J ="l
77

J = n"h

testzulegen. Dies bedeutet eine etwas abgeinderte Form der
Richtungsquantelung, indem nach ( 19):

/

COS(II’ o, — W, = = .,
n
144
CO8(T,. m, — 1w ) = 2 —
2 , )

ist.  Die Quantenzahlen n’ und n” sind also diesmal auf das

n o n
Intervall <—~ 5 9) beschrinkt,

Im Falle. daBl das Magnetfeld $ verschwindet, liegt eine
Entartung vor, denn es wird

' " ,
Yooy = p

Dann ist statt /" und J'’ die alte Wirkungsvariable J =J +J"
einzufithren und man erhilt

1%
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Die Auflésung cines elliptischen Integrals von der Form (13) liefert
u=cosd als eme periodische Yunktion der Zeit. Sie sehwankt zwischen
zwel Nullstellen von F Lin und her, die ein Intervall einschlieflen, in
dem F positiv ist. Wenn nicht gerade

1st, so sind

und

Fil) - — 1, (c2y — e,

beide negativ. Soll iiberhaupt cine Bewegung moglich sein, so mull ¥

irgendwo im Intervall (—1.--1) nicht negativ sein; es hat zwei Null-
stellen #, und w,. die auch zusammen-

fallen kénnen. Sind die Nullstellen -

verschieden. so bedeutet das, dall der 31//@;:%~
DurchstoBungspunkt der Kreisclachse A

mit ciner um den Kreiselmittelpunkt
gelegten Kugel zwischen zwei Paral-
lelkreisen = 9, und ¢ - #, hin und
her schwankt. Er beschreibt die in
der Abbildung 1 gezcichnete Kurve.
Im Falle der Doppelwurzel versagen
zwar unsere Gleichungen (13) und (14), Abb. 1.

die Bewegung LBt sich aber leicht auf

elementarem Wege ausrechnen: cs ist ¢ = const und wir haben den Fall
der reguliren Prizession.

Eine allgemeine Vorschrift fiir die strenge Losung der HAMIL-
TON-JACOBIschen Differentialgleichung (5) lapt sich nwicht angeben.
In manchen Fillen gelingt die Losung durch den Ansatz, daf
§ die Summe von f Funktionen ist, deren jede nur von einer
der Koordinaten ¢ (auBerdem von den Integrationskonstanten

o - ¢, abhingt:

(15) S = Sl (gl) —Jr— <. + Sf(qf)‘

Die partielle Differentialgleichung (5) zerfillt dann in f gewohn-
liche Differentialgleichungen von der Iform

is "
oder nach .—* aufgeldst:
dq,
ds,
w7 =D 4 &
qu 7( k I.)
Born, Atommechanik 1. 4

SRR WSS T L

. - =REm SRR,
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Im Falle, daB beide Felder wirksam sind. geschehen die
Drehungen von t, und v, um verschiedene Achsen. Damit wird
die einfache Phasenbeziehung. die wir im bloflen elektrischen
Feld zwischen Knotenumlauf einerseits und Bahnneigung und
Exzentrizitit andererseits hatten, zerstort, und es kommt eine
viel verwickeltere Bewegung zustande. Besondere Schwierig-
keiten macht der Fall, wo die beiden Kegel, die die Vektoren
r, und t, beschreiben, einander schneiden. Dann kommt es
bei Inkommensurabilitit der Umlaufsfrequenzen vor, dall die
Vektoren 1, und r, einander beliebig nahe kommen und daher
der Drehimpuls b beliebig klein wird. Wenn nun auch die
Umlaufsfrequenz auf der Ellipse zu den beiden anderen Fre-
quenzen ein irrationales Verhiltnis hat, so kommt das Elektron
dem Kern beliebig nahe. Solche Bewcgungen hitten wir nach
unseren bisherigen Grundsitzen auszuschlieBen. Wir werden
aber nachher bei der Aufstellung der Quantenbedingungen sehen,
daB sich solche Bahnen adiabatisch tiberfithren lassen in Bahnen
des reinen STARK- oder ZgEEMANX - Effekts, die wir zulassen miissen.

Wir betrachten jetzt die Energie der gestorien Bewegung und
die Festlegung der stationdren Zustdinde.

Unter dem ZEinfluf der beiden Felder ¢ und © tritt zu
der Energie W, der ungestérten Bewegung noch eine Zusatz-
energie (3)

~ €
15) Wy=et€ oy e B

Driicken wir hierin ¥ und $ nach {11) durch r; und 7, aus,
so wird
e ; e

W, = (1 re.)@’félmckkrl

— T, N,

und wenn wir die Vektoren w, und w, nach (13; einfiihren

1 - : 1
(16) Wl = 2 K { i (mr ‘ mm) o r‘_’ (me - mm)} -

Definioren wir jetzt die Frequenzen »’ und »” durch
1

’

[ 2 4 | 0, _‘L W,

(17)
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Durch Elimination von ¢ aus den drei Bewegungsgleichungen ergeben
sch die (leichungen der Bahn (Wurfparabel):

g m*
r—zy=— o (=)

Beispiel 4: Schwerer symmetrischer Kreisel.
Im § 6 fanden wir fiir die kinetische Energie

o 1 "p{? B lf’fp.,, — Py COS ﬁ)‘-’— B Bz‘-‘ _
24,07 A sin ¥ 224,
dazu kommt jetzt die potentielle Energie
U-=1 cos,
so dab
1 4 Py — Py cos P\*  pe® :
H 5., v | sind /4724, D cos

wird. Da ¢ und w zyklische Variable sind, haben wir

(124 Py = Co, Py — &3
und N
- Ly — Uy COS 9\ ¢t A, _
[)19 =z l ‘ZAL ”—( Slnl} > - ‘_1: “zA.rDCOS{}-

In der Gleichung fiir ¢ setzen wir cos ¥ = ¥ und erhalten

du
(15 b —1t,= — ,
VF

wo

1
1,72

Ay
4.

1{7

;
(l — u? (‘ZA W—"""a?—2Ad, Du) — (o5 — a.ﬂ,u)"’j

ist. Die EurLERschen Winkel ¢ und » lassen sich durch idhnliche ellip-
tische Integrale ausdricken. Losen wir nimlich die Gleichungen (3) §6
nach ¢ und v auf, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (12)

<.P..—_-a<1 1Y | «—a,cosd

—_— NI I

A, A4,) T A4, sin*9

. Gy —w,co8d
= s
und
—J"dt ) (1 _ 1)“—[ 2 — oy U du
PO T4, 4, A, (1—u?) \JF
(14)
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distanter Linien. liegen aber bei wesentlich kiirzeren Wellen.
Wir werden ihre Theorie weiter unten (§ 20) behandeln.

by Rotationswirme zwelatomiger Gase. Bekanntlich
fithrt dieselbe Vorstellung von den hantelférmigen Molekeln,
die wir bei den Banden benutzt haben, bei hohen Temperaturen
auch fiir die spezifischen Wérmen zu dem richtigen Ergebnis.
Man schreibt nimlich einer solchen Hantel 3 translatorische
und 2 rotatorische Freiheitsgrade zu, indem man die Drehung
um die Atomverbindungslinie nicht zahlt. Jedem Freiheitsgrad
ohne potentielle Energie entspricht nach dem Gleichverteilungs-
satz der klassischen statistischen Mechanik diec mittlere Energie
Lk T, alsodendgenannten F relheltsgl adender Molekeln die Energie
2k T die Molwirme ist also 2 ; B. Nun hat aber EvckEN*) durch
das Kxperiment festgestellt. daB mit sinkender Temperatur die
Molwiirme des Wasserstoffs sinkt, etwa bei T = 40° abs. den
Wert | R erreicht und weiterhin konstant bleibt. Der Wasser-
stoff verwandelt sich also gewissermaflen aus einem zweiatomigen
In ein einatomiges Gas: seine Rotationsenergie verschwindet mit
sinkender Temperatur. Die elementare Theorie dieses Vorgangs
hat EHRENFEST?) gegeben. Die mittlere Energie eines Rotators,
der nur in den Quantenzustinden (1) existieren kann, ist

oL Wm
\N"Wo T L
- 7 L€ kT J
IV, . m= ) _ 10
’ ® Wm dﬂ g
Me k1
m—=0
WO
.
Z= Ne " p = i
m=10
ist. Setzt man fiir W _die Werte (1) ein, so wird
I — om?
Z = Me ,
m=0
WO R
h* 3
(O = o 4°
8a%A

') A. EvcgEN: Sitzungsber. d. preuB. Akad. d. Wiss. 1912, S. 141;
siche auch K. ScHEEL u. W. HEUSE: Ebenda 1913, S. 44; Ann. d. Physﬂ{
Bd. 40, S. 473. 1913.

) P.EERENFEST: Verhandl. d. Dtsch. Physikal. Ges. Bd. 15, S.451. 1913.
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folgt dann far J

¢

und
- L Em,<n -1,

Statt emnes einzigen durch n gekennzeichneten Quanten-
zustandes der feldfreien Keprnrr-Bewegung treten die im § 35
schon erwihnten 2n — 1 Zustinde auf,

§ 38. Die Bewegung des Wasserstoffatoms in
gekrenzten elektrischen und magnetischen Feldern.

Fir die Berechnung der sikularen Bewegungen des Wasser-
stoffatoms im elektrischen Feld hat Bour noch cinen anderen,
mehr anschaulichen Weg angegeben'). Mit der entsprechenden
Methode haben dann LENz und KueIiN®) den gleichzeitigen Ein-
flufp eines Magnetfeldes und evnes beliebiy dazu gerichteten elek-
trischen Feldes abgeleitet.

Wir geben die Rechnung gleich fir den Fall eines elek-
trischen Feldes € und eines magnetischen Feldes $ wiceder.
Die ungestorte Bewegung (¢ =- $ = 0] hat sechs unabhingige
Integrationskonstanten; wir wihlen als solche den Vektor
des Drehimpulses und den Ortsvektor v des elektrischen Schwer-
punktes der Bahn. Da 3 und r stets senkrecht aufeinander
stehen, sind das nur 5 unabhidngige Groflen: als sechste konnen
wir eine Grolle wihlen, die die Phase der Bewegung bestimmt;
sie ist fir uns aber unwoesentlich. Unter dem EinfluBl der
Felder ¢ und $ erfahren { und r Anderungen, und unser Ver-
fahren lauft darauf hinaus. fir 8 und v Differentialgleichungen
aufzustcllen.

Sowohl das elektrische, wie auch das magnetische Feld tiben
auf die Elektronenbahn ein Drehmoment aus, und dies gibt die

1) N. Bongr, Quantentheoric der Linienspektren. Braunschweig 1922,
8. 101,

%) Das Problem wurde zuerst von I’. KpstriN: Physical. Rev. Bd. 22,
S. 202, 1923 gelist; eine andere Loésung gab O. HALPERN: Zeitschr, f.
Physik, Bd.15, S.287. 1923, Die hier angegebene Methode stammt
von W. LE~Nz: Vortrag in Braunschwelg 1924 (in erweiterter Form:
Zeitschr. f. Physik, Bd. 24, S. 197. 1924) und von O. KLemx: Ebd. Bd. 22,
S. 109, 1924.
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Da nun die Schwingungszahl » proportional '1/ . also
oy dl
y 20
ist. gilt auch
dW  dy
R

Diese Differentialgleichung besagt. wie bei der adiabatischen

Verkiirzung die Schwingungsenergie mit der Frequenz ver-

kniipft ist. und zwar folgt durch Integration die Behauptung:
13

= const.
)J

Eine #dhnliche Uberlegung gilt, wenn man v durch eine
andere duflere Beeinflussung langsam #ndert. Da der harmo-

nische Oszillator einem Pendel mit unendlich kleinen Ausschligen
W

mathematisch dquivalent ist, so ist auch bei ihm konstant:
Y
die PLaNCK sche Quantenbedingung (1) ist somit im Einklang

mit der Adiabatenhypothese. Dagegen kann man zeigen. daB
ti' fir andere periodische Systeme von einem ,Freiheitsgrad
nicht adiabatisch invariant ist.

W
»
beim harmonischen Oszillator zugleich die Wirkungsvariable J
ist. Man konnte also daran denken, allgemein fiir periodische
Systeme von einem Freiheitsgrad die Quantenbedingung
(2) J=mnh
aufzustellen. Die Grofle J erfillit die Forderung der Eindeutig-
keit, sie ist unabhiingig vom Koordinatensystem (wegen der

Wir erinnern uns nun daran, daB nach (8789 die GroBe

Invarianz von ff dpdg, vgl. § 7), und wir zeigen jetzt, daB
sie adiabatisch invariant ist.

Der allgemeine Beweis des Satzes von der adiabatischen Invarianz
(oder wie BoHR sagt: von der mechanischen Transformierbar-
keit) der Wirkungsvariabeln wurde (zugleich fiir mehrere Freiheits-
grade) von BUrGERs') und KrUuTkROW?) gefiihrt.

') J. M. BURGERS: Ann. d. Physik Bd. 52, S. 195. 1917,
) 8. KruTkOW: Proc. Amsterdam Akad, Bd.21, S.1112 (comm. 1918\,
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€, == const
N S 2
(=t )y
(4| (/)J —_— \)n
R — ‘I-)
Vr = Pr

gesetzt wird.

Das Problem. das System der 2 f gewdohnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung (der kanonischen) aufzultsen. ist
also dquivalent mit dem Problem. eine vollstiindige Losung der
(fur f > 11 partiellen Ditferentialgleichung (3) aufzusuchen. Es
st dies ein besonderer IFall alleemeiner Siitze iiber den Zu-
sammenhang zwischen gewdshnlichen und partiellen Differential-
gleichungen.

Fir manche Zwecke ist es vorteilhafter, cnicht (wie hier ge-
schehen! eines der ¢ auszuzeichnen. Man fithre dann eine kano-
nische Transformation aus, bei der die ¢, {ohne Koppelung mit
den ¢, In ebenso viele neue Variable {ibergehen, die wir auch

¢ - . nennen wollen. Dabei gohe «, in

Wie,, u, - (::k)

iber. Nach einem im § 7 bewiesenen Satz (Gleichung (11))
lassen sich dann neue Variable ,_ einfiihren, die den ;, kon-
jugiert und lineare Funktionen der alten ¢ mit Koeffizienten
sind, die nur von den Konstanten ¢, abhidngen. Die neuen P,
sind also auch lineare IFunktionen der Zeit und es gelten die
Bewegungsgleichungen in der Form (2.

Die Funktion § kann man dann auffassen als eine Losung

der Differentialgleichung

S ¢S .
(5 H<(Z]3 qs - . . AA"')-—: I’;’",
= rq, oq,
die von [ Konstanten «, ---«, abhingt, zwischen denen und

W eine Gleichung
W Wie, -« /)

besteht. Die Transformation (1) fithrt nach (5) die Funktion H
in die Funktion Wi(e, .- «) iiber, und es gilt auch hier
oW

70,
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—_ /J
: N (Y IR N
3 I, = ¢ @y Mg

2mece

cinc Nonstante. Zweitens stehen ® und 1 aufeinander senk-
recht. es ist also

4 PTr =0,

und drittens hiingen ¥ und r noch einmal auf dem Wege iiher
die Exzentrizitit der Bahn zusammen. Es ist (%22, 8166

| 3
(X
R
und (8) § 22, 80160
»3 / DA J \I\Q
P = (1 — 3y [ —
\ 2:.[/

wo J die nichtentartete Wirkungsvariable der feldfreien Be-
wegung ist. Durch Elimination von ¢ folgt

- Y ) 3 }} ‘2
’KO’ 1‘ ) o K ) \15‘ i — <~) a’) >
wo zur Abkiirzung

5 A 2
27 /3 ,
o 2 )
\ J / \ =

gesetzt ist. Aus :3), (4) und 15) kann man nun mit Hilfe

von ‘21 eine dhnlich wie (2} gebaute Gleichung fiir ¥ ableiten.
Differenziert man nimlich (3), (4) und (5) nach der Zeit und
drickt man ¢ durch (2) aus, so folgt

() S © |G 1] G © ol
- €Y - NI =eQ | L
2mc < 2mece - gJ)
€ ¢ € \\
) = Wy R —:“(Y ------ vy

Dies bedeutet aber, dall die skalaren Produkte des Vektors

- e KPR E)] -
7) N T
mit €, P und tv verschwinden. Da im allgemeinen weder diese
drei Vektoren verschwinden, noch alle in einer Ebene liegen,
mufl der Vektor (7) selbst null sein. Es ist also
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q

S [pig. Widy:

QID

dies kann auch als Spezialfall der allgemeinen Darstellung (6)
aufgefafit werden. Die so gefundene Funktion S. die auler W
keine Konstante enthilt, liefert die allgemeine T,osung der Be-
wegungsgleichungen: man hat nidmlich

q

eplg, W
’ :J ow T
70
und erhilt daraus durch Auflosen ¢ als Funktion der Zeit mi-
den Integrationskonstanten W und t, -

Fiur ruhende Koordmatenwsteme hat T die Form

3]

[

P
T —- ,
2 1

wo i Masse, Trigheitsmoment oder dergleichen bedeutet. Dann
hat man

]

H-Y vy —w

2 1
also
( Sy
= = — U
(8) P il e (¢)
und
q
. q
(9) b — tn - f PN
S VI — 6 ()

Beispiel 1. Freier Fall und vertikaler Wurf.

Hier bedeutet ¢ die Hohe des bewegten Korpers und u die Masse.
Dic potentielle Energic ist

U=wuyyq,
wo g die Konstante der Schwerebeschleunigung ist. Dann wird
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¢ A

zeitliche Ableitung des Drehimpulses £. Aus der Bewegungs.
gleichung dex Elektrons
. s 1 . .
I mv . - Ze® grad s [ 1]
t ¢
folgt durch vektorielle Multiplikation mit 1 die zeitliche Ande-
rung des Drehimpulses:

|Sr] - : [v[oe)].

Ro=mirr] =¢
L

Den siikularen Anteil dieser Bewegung erhalten wir, wenn wir
den Mittelwert {iber die ungestérte Bewegung bilden: der elek-
trische Anteil wird so

el@r].
Den magnetischen Anteil kénnen wir entsprechend  einfach
schreiben. wenn wir mittels der bekannten Vektorformel

el = o)) o)
1

m

O] o]

den Drehimpuls 9 einfithren und ferner beachten, dafB

e d N
feloel] " [tiHel]-- p [vi91]]
im Zeitmittel gleich null ist. Wir erhalten so
2[r[01]] = PN O
und
: - e
53 () G & s
2) B=elCr] -, 9%

Wihrend das erste Gilied das Drehmoment des elektrischen
Feldes auf cin im Schwerpunkt der Bahn befindliches Flektron
angibt, entspricht das zweite Glied dem Lamrmorschen Saty
und bedeutet cine Zusatzdrehung des Vektors § um $ mit der
Winkelgeschwindigkeit ()) ¥ .
2me

Neben den in (2) zusammengefaliten drei Gleichungen stellen
wir drei weitere auf. Einmal ist der Mittelwert der Stoérungs-
energle, genommen iiber die ungestorte Bewegung
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Eine wichtige Eigenschaft der Funktion S ergibt sich aus (1
es 1st

y Y (O LS, L \_7
A8 = 2, . A= 2P

k 1tk k

S 1st also das uber die Bahnkurve genommene Linienintegral
Q
i6) S = { _\_’pk d(]L?
, 15 &
Q,

wo @, einen festen und ¢ einen beweglichen Punkt der Bahn
hedeutet.

Im Falle der klassischen Mechanik und bei ruhendem Koordi-
natensystem hat dies Integral eine einfache Bedeutung. Dann

st namlich (vgl (8) §5):

27 = N'p, q,,
k
also
t
7 S:‘)det.
to

Im Falle der Relativititstheorie (fir einen Massenpunkt) ist
hierin 2 7 durch

3]
-

v
0 T,

v
1 —
Cc-

zu ersetzen. Man siecht, daBl in belden Fillen 8 eine monoton
wachsende Funktion der Zeit ist. Wegen des in Gleichung (7)
erschelinenden formalen Zusammenhangs mit dem bekannten
Jacosischen Prinzip der kleinsten Wirkung pflegt man S auch
Wirkungsfunktion zu nennen.

Wir betrachten den einfachsten ZFall, namlich den eines
Frerheitsgrades. Dann wird die Differentialgleichung (5) eine
gewohnliche. Man kann dann die Gleichung

28
H(q. p)=H <q, Gaq) = W

4 AN AT T
T+ T% =m

nach

auflosen und erhialt
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Die sdkularen Bewegungen des Wasserstofiatoms im oloktr. Feld 967

LY = const

dann zume Maximum, wenn @ -y ist. w.® kehrt also dann um,
wenn

=)
13 S0 = S0

also ./," das gcometrische Mittel von J,” und J," ist.

Die sikularen Bewegungen der Bahn unter dem Rinflul}
des elektrischen Feldes sind jetzt folgende: Wiihrend die Knoten-
linie emmal amliuft, fahrt das Perihel der Bahnellipse zwei
Schwingungen um die auf der Knotenlinie senkrechte Meridian-
ehene aus. Bei einem  der beiden Durchgiinge durch diese

: : J.0
Meridianebene ist der Gesamtimpuls ,_ angroliten und damit
A |

die Exzentrizitit am kleinsten. Beim Durchgang in anderer
Richtung ist die Exzentrizitit am gr6Bten. Da die Komponente

J !

;. des Drehimpulses in der Feldvichtung konstant bleibt.
2.7

schwankt die Neigung der Bahnebene in gleicher I'requenz mit
der Exzentrizitit. Sie hat thren gréfiten und ihren kleinsten
Betrag. wenn das Perihel durch die Gleichgewichtslage geht
und nimmt ihren grolten und kleinsten Betrag wilhrend eincs
Knotenumlauts zweimal an. Bei dieser Schwingung von Bahn-
ebene und  Perihel bleibt die groBe Achse erhalten (da J"
konstant bleibt): die Exzentrizitit jindert sich so. dall der
elektrische Schwerpunkt stets in einer Ebene

1

1

e F

'

bleibt.  Er beschreibt in dieser Ebene eine Kurve um die Feld-
achse: da Neigung und Knotenumlauf das Frequenzverhiiltnis
2:1 haben, ist die Kurve geschlossen und wiihrend eines Um-
laufs erreicht der elektrische Schwerpunkt zweimal seinen grofiten
und zweimal seinen kleinsten Achsenabstand. Wir werden spiter
(§ 381 zcigen. dafy der elektrische Schwerpunkt cine harmonische
Schwingung um die Feldachse ausfiihrt.

Wit betrachten noch die beiden Grenzfille der Perihel-
bewegung. Wenn die Bildkurve in der (w,’, J,°)-Ebene sich

In das Librationszentrum zusammengezogen hat, ist J, = 0 und
JyJ, - J, ein ganzzahliges Vielfaches von 4. Die Bahn-

¢
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7 sin2 g’ _Kl ‘
e
] \‘/20 , Y
wo zur Abkiirzung
9 L2
:_/1 li_j] K
.;( ECLH Jl()"
sexelzt st Sie st symmetrisch zur Geraden w,” = $ oder
w, =00 Wenn I -0 st ist entweder w,® gleich O oder 1.
oder .J,% hat einen der Werte J,° und J,°. Wenn W, = 0 ist,

kann o, nicht mehr die Werte O und !, J." nicht mehr die

Werte /" und J," annehmen: die Kurve verliuft innerhalb
des Rechtecks w,” = 0, 00,0 =1 ) J,0—=J % J° =J.% Wenn W,

hinveichend klein ist. liegt w,” nur dann nicht in der Nihe

von () oder -, wenn .J,” nahe bei
J.Y oder J." liegt. Die Bildkurve
schlielt sich eng an das genannte
Rechteck an und geht fir W, =0
in den Rechteckumfang iiber. Fiir
grolleres 'Y, wird die Kurve enger.
bis w,” nur noch solche Werte an-
nchmen kann, die nahe bei !
(sin 2 7w," == 1)liegen, und schlief3-
lich nur noch diesen Wert selbst:
die Kurve schrumpft dabei in
emen Punkt zusammen. Fir
W, - 0 folgt dasselbe, nur liegt
der Grenzpunkt bei w,” = 3. Die Umkehrpunkte von w,° liegen
da. wo sin 2 7w,” ein Minimum, oder wo

- 0\ 2= - 024
(T
i 1/

cin’ Maximum hat, wobei J” und J.", also

/J:;O 2 ' é_() b4
\JQO \‘]10
konstant bleiben. Nun wird die Funktion

(1-—a)i1 —y

mit der Nebenbedingung
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Wir koénnen zeigen, dall das Integral

19) Jy =[] Ndp,dq,
k

erstreckt iiber eine beliebige zweidimensionale Mannigfaltigkeit

des 2f-dimensionalen (p, ¢)-Raumes, eine solche Invariante ist.
Wenn wir uns die zweidimensionale Mannigfaltigkeit dadurch
darstellen, dall wir p, und ¢, als Funktionen zweier Parameter
w und v angeben, so wird

0Py O
: cu cu
Jo==[[ M dudy
% (P 29 |
iv  fv |

Wir beweisen unsere Behauptung, indem wir zeigen, dal}

P (Y 0Py 0

o ' Loy, i

i o = | T LA A |

r 0P 0% T 1D % i
i cv oV E i a@ aU

ist, sobald ¢,, p, aus ¢,, p, durch eine kanonische Transformation
hervorgehen. Wir schreiben die Transformation in der Form (2)

_ 0V(qy; Py )

=
7, — (3V(ql_, Pyt

und ersetzen mit Hilfe der ersten Gleichung g,, p, durch g,. p,:
dann wird

oy 4y N Ve 00
U ow ou —*Z' —~ 0, 0p; cw OU
—;—/ | E}pk aqk - / | 27_ R I: ai;1 5(17 i
ov oV = 0q,0p; év OV |
.??L aqk
N1 O Vo o Cu
<~ 0q, 0p; ; 0p; g,
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2leichformigen Prizession dieser Achse um die Richtung des gesamten
Drehimpulses.

$ 7. Kanonische Transformationen.

Wie schon oben erwédhnt, liegt es nahe, die Integration der
Bewegungsgleichungen dadurch zu erreichen, dal man neue
iKoordinaten einfithrt, die zyklischen Charakter haben. Wir
wollen daher in sehr allgemeiner Weise eine solche Transfor-
mation

P = P4, Gy """ Py Py - 1)

4. = 0939 Py Py 1)
aufsuchen, derart. dal3 die neuen Variabeln wiederum Bewegungs-
sleichungen der kanonischen Iorm geniigen. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daBl das Variationsprinzip (6) § 5

f (N 4. — H(q,p, - t)) dt = Extremum
p

libergeht 1n

s y

f [f Py (h —H (¢, p, - - t)] dt = Extremum.

Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn die Differenz der
: : av . :

Integranden die vollstindige Ableitung - g einer Funktion von
2 1 der alten und neuen Variabeln und der Zeit ist; denn fafit
man | als Funktion der ¢, und ¢, auf, so liegen die Werte
von J an den Integrationsgrenzen fest. Je nachdem wir nun
I” als Funktion von g¢,, q,.t oder von g¢,, p,,t oder von gq,, p,, ¢
oder schliefilich von p,_, p,,t schreiben, erhalten wir vier Haupt-
formen fir kanomsche Transformationen.

Wir wihlen also eine willkiirliche Funktion V(g,,q, ---1).

Die Bedingung

%kaék T H(qvpl "‘t):' .’gﬁkékﬁH@v 51"'0

ist erfiillt, wenn die Koeffizienten von ¢, und ¢, sowie die
davon freien Glieder auf beiden Seiten iibereinstimmen, wenn

also
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/s

die hei der Behandlung der KEPLER-Bewegung mit Polarkoordi-
naten auftreten: das zweite Vertahren, das sich mehr den geo-
metrischen Yorgingen der Storung anpaffit. hat den Vorzug.
sich aut emnen allgemeineren Fall gekreuztes elektrisches und
magnetisches Ifeld! dibertragen zu lassen.

Wir schreiben die Haytrtoxsche Funktion in der Form

(1 H -1, - 7+H,.
Dabeil 1st .
2 H,—= Rjjof
1
dic Energie der feldfreien KErLER- Bewegung und
L H = ¢ [z

1
die Storungsfunktion. (Die Feldstirke £ kann etwa als Para-
meter . betrachtet werden.: Nach den Regeln des § 18 haben
wir den Mittelwert
3) i, =ckZ

durch die entarteten Winkel-
variabeln und die Wirkungs-
variabeln der ungestdrten Be-
wegung = § 227 auszudriicken,
die wir jetzt . o, und J*
J,"J.0 nennen.

Sind & und » die rechtwink-
ligen Koordinaten des Elek-
trons i der Balhnebene be-
zogen auf Kern als Nullpunkt
und grole Achse als S-Achse,
so 18t (Abb. 31)

z - osing (Ssin2aw,” + 1 cos 27w,

und

o= sin & sin 2 g, -

Die Mittelwerte & und » fanden wir in § 22 zu

g;:—-'-fa? ﬁ:();

Lo

sie sind die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes dex
bewegten Elektrons. Driicken wir sin ¢ und ¢ durch J,°J,°J,"
aus. S0 wird
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Hiufig gebrauchte Transformationen der Koordinaten unter
sich sind diejenigen, welche rechtwinklige Koordinaten in Zy-
linder- oder Polarkoordinaten iiberfithren, sowie diejenigen, welche
Drehungen des Koordinatensystems entsprechen,

Die Funktion

Ve=p_ reosq - - p,rSine -~ p._z

fihrt rechtwinklige Koordinaten in Zylinderkoordinaten iber. Sie
liefert namlich

T =17 CO8q P, - P.COSq-=p sing
(12) Y == 7sin ¢ p, == — p,rsing - p, T COS @
2=z P, —p..
Der Ausdruck
P, E )
geht dabei in
2| 1 2
p,” — ) Py

iiber.
Beim Ubergang zu rdumlichen Polarkoordinaten benutzen wir

b ) ¢ { ! pe ; : : ~ (.
V= p.rcosqsin i -- p, T8 @sini 4- p_rcos .
Diese Funktion liefert nimlich die Transformation

X == T¢08@sin /)
Y = r8In @ 8in ¥

(13) z=rcosd
P, = P, co8psinig - p singsind + p_cos
- » [ - ,
Py = — P, T8N @sIng 4+ p 7 cos ¢ sind

Py == P, TCOSq@cos i) -t p rsingcosd — p, rsin .
Sie filhrt den Ausdruck
2 2 2
p,t-~p,7 4 p.

tiber in
p 2 - 1 p:-? i ____‘1_.. p 2
T T pgin? ) e

Eine Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems (x, y, =)

bedeutet eine lineare Transformation der Koordinaten mit kon-
stanten Koeffizienten. Die Impulse transformieren sich dann
kontragredient. In diesem Falle, wo die Koeffizienten «.

;. der
Drehung die Bedirngungen
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rum Verglereh mit Stakks Werten igt hier ein konstanter Faktor
~o hinzugefiigt, daB die Gesomtintensitit des theoretischen unil
des experimentellen Aufspaltungsbildes die gleiche ist.

An der Tabelle fallt uns auf, dal dic Summe der be-

rechneten Intensitiiten der i -Komponenten (1,95 stark von der
Summe  der Intensititen dor  -Komponenten (5,0) abweicht.

withrend bei «der Beobachtung sich die beiden Summen als
nahezw gleich ergeben (3,3 und 3.6).

Fiar /7, und die dibrigen von Stark untersuchten Wasser-
stofthinien ist der Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung
i den  Abb. 27 bis 30 wiedergegebent.  Fiir die  Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist der in § 35 ge-
lorderte Aussehlull des Falles J, = - », - 0 wesentlich.

Zusamuientassend kann man aus den Rechnungen dieses Ab-
~chnitts foigern. dall das Korrespondenzprinzip vereint mit dem
hicr angowandten Mittelungsverfahren iarithmetische Mittelung
der relativen Intensitivten zwischen Anfangs- und Endbahn, dem
quantentheoretischen Intensititsgescetz schon sehr nahe kommt.
Dali aber die hier durchgefithrte Intensitatsberechnung nicht
coakt die gquantentheoretischen Intensitiiten liefert, it sich unter
anderem  daraus schlieflern, dall nach den obigen Rechnungen
dic - Aufspaltungsbilder im ganzen cine Polarisation zeigen
mibten bei A, oben erwihnt) was aus theoretischen Griinden
und auf Grund der experimentellen I<rgebnisse wohl kaum
wahrscheinlich ist.

3¢ Die siikularen Bewegungen des Wasserstoffatoms
im elektrischen Feld.

Die bisher gebrauchte Methode zur Behandlung des Srark-
elfekts nitzt die Besonderheit aus. die man fast als zufillic
bezeichnen kann. dall es Separationskoordinaten von einfacher
geometrischer Bedeutung gibt. Wir wollen jetzt zeigen, wie
man ohne Benutzung dicses Umstandes durch systematische
Anwwrendung der Theorie der sdkularen Storungen zum Ziel kommen
kann. Dabei werden wir zwei verschiedene Verfahren ein-
schlagen, zunichst eines, das die sdkularen Bewegungen der-
Jenigen entarteten Winkel- und Wirkungsvariabeln untersucht,

' Nach H. A, Krxameps: loe. cit. Abb. | Dbis 4.
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notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist offenbar. dal3
" in den 4 und den p linear ist:

A __ \'p - \N'4 n
. — gy Qi Pp -~ 2 Due Tk Py
ik k k

Diese Funktion liefert

.\ preul e
pi__-'aikpk pi

0 k

ISR — \, S ¥
sz T T ({/; (jk /4

Wenn die Konstanten p;, und y, null sind, so haben wir eine
Transformation. die die ¢, und p, homogen linear und kontra-
eredient in die ¢, und p, tberfithrt. Es ist nimlich

\". \7,. . . Yoo

= Ped - G Pl g p

k k.l ]

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur. dafl die

4, unter sich transformiert werden, ist die Linearitat von V
in den p_. In der Tat lietert

Ve (00 g P 9 G

die Transformation:

>ﬁ (f cy
. _/ o~ l - r~.- ’
(10 ; qu C(Jic

0= Hld- Qo)

Linecaritat von }7 in den g, hingegen gibt Transformation der
Impulse unter sich:

- .kl‘f‘kﬁ).l) p_) SRR/ P g(\plz pg xR
Liefert
P == T ('-ﬁw /p‘.: T
11 o\ Y
(jk i Gy
7 cp o‘pk

AMan sicht: Wenn die Variabeln der cinen Art unter sich trans-
jormicrt werden, so werden die neuen Variabeln der zweiten Art
lincare Funktionen der alten Variabeln der zweiten Art, deren
Kooffizienten bestimmte Funktionen und deren freie Glieder
willkiitliche Funktionen der Variabeln der ersten Art sind.
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] ‘A('d} xr® — ABydr
oda T d @B A e — By dCx

Da der Integrand eine rationale Funktion von x und der
Wurzel eines in @ quadratischen Ausdrucks ist, it sich das
Integral auf komplexem Wege ausrechnen. Wir erhalten 1vgl. (9)
Anhang II):

1 \
S, = .)('A - B | AC.
also
1/ 2 W,
Joo= g g g 1\
o200t TP " BeHa)

Daraus lil3t sich W, berechnen; es wird (wenn wir jetzt J "= J_.
J."— J, setzen):

, 3elia
llil — i— 5 J . I‘\e]J_ - l]3 - 2 0].)]
- 1

und wenn wir a nach (10} § 22 durch J, ausdriicken:

RWMZ*® i 3 KL
J12 —“ RameZ

Jod, — Jy— 20,

5 ho— - 1

Diese Gleichung geht in die Gleichung (13) § 35 tber, wenn wir
J, = J
(6 Jo—dy - 2, £,

setzen. Wir zeigen nachher, dall auch im Rahmen unserer
jetzigen Uberlegung derselbe Wertebereich von J  herauskommt
wie frithcr. Wir haben wieder die Quantenbedingungen (15) § 35
und die Knergiegleichung (16) § 35.

Wir wollen jetzt die sdkularen Bewegungen untersuchen, die
das elektrische Feld verursacht. Das Perihel der Bahnellipse
andert seine Lage relativ zur Knotenlinie und die Knotenlinie
selbst lauft gleichférmig um die Feldachse. Aus (5) folgt, dal
auf einen Knotenumlauf zwei Perioden der Perihelbewegung
kommen.

Diese Perihelbewegung und ihre Begleiterscheinungen stu-
dieren wir am besten an Hand der Bildkurve der Bewegung in der
(w,’, J,%)- Ebene (Abb. 321. Ihre Gleichung hat nach (4) die Form
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Wir wollen jetzt an einem Beispicl zeigen, in welcher Weise
die kanonischen Substitutionen zur Integration der Bewegungs-
gleichungen benutzt werden kénnen.

Linearer harmonischer Oszillator. YFiir diesen hat man

m >

m 2 T T a2
TS U e

dabei bedeutet ¢ den Ausschlag, m die Masse und » die elastische Kon-
stante. Fithrt man den Impuls

p - mg
¢ ein und setzt

> “

R OA

m
so wird

1 S m >
(17} H = 1_)‘-— e q‘. .
' 2o 2

Hier ist also die zuletzt genannte kanonische Transformation (16) am
Platze. Wir wollen die neuen Variabeln ¢ und « nennen und setzen also:

\ q - - 8in
(18) ! m 4

p=]2moa cosq.

Die Haamtrtonsche Funktion wird dann
H - owow:

die Bewegungsgleichungen liefern

¢ == const
q - wt—*—/ﬁ);
der Ausschlag ¢ wird also durch
| Z2a |
( - —  8SIn{(wt -+ B)
/A p

wiedergegeben.

Die kanonischen Transformationen sind dadurch definiert,
dal sie die Form der kanonischen Bewegungsgleichungen oder
das Integral des Hamiurowschen Prinzips invariant lassen. Die
Frage liegt nahe, ob es noch andere Invarianten bei kanonischen
Transformationen gibt. Das ist in der Tat der Fall: wir wollen
hier eine Reihe von Poincart?) eingefiihrter Integralinvarianten
angeben.

') H. Poixcark, Méthodes nouvelies de la méecanique céleste, Bd. 11T,
Kap. 22—24 (Paris 1%99); der Beweis der Invarianz nach E. Bropy,
Zeitschr. f. Physik Bd. 6, S. 224, 1921.
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3 4. Jov o g

2 \'/ “ \']JU/
und
_ 3 J o2 Jo
W — 2 H = —sin27w," a-e K l/’ 1-- <i3 ) ]1 - <2>
1 1 2 g . J) | J 0

1e Winkelvariabeln w " und 2w, andern sich: u" iedoc
Die Winkel bel Y and ULder sich: doch

verhalt sich zvklisch und J ¥ blmbt \Vlrkungsvarlable der ge-
storten Bewegung. w,” ist a,]so die einzige nichtzyklische Ko-
ordinate in der gemittelten Storungsfunktion, und wir erhalten
als cinzige neue Wirkungsvariable

J,= | J,0dw’

Sie JaBt sich aus (4) als Funktion von W, , J, == J. J, = J,°
bestimmen. DllICh Ausrechnen des Integtals bckommt man W
und damit W als Funktion der Wirkungsvariabeln.

Wir setzen zur Abkirzung:

9 > D ) IS 2 _
JO = Ar 0 = B: ( 4 ) —

Saekl
und )
1
dann wird:
d w,
l X dx,
dx
wobel
. Ry 0 (/Y
gin® 2w, = |
o A, &

dw,°
ist. Rechnen wir aus der letzten Beziehung g BAUS, sO el
x

halten wir
N : )
d ¢ - d ( ‘o ]>

sin® 27w,” A X
dw," sin’ ‘);rrw <B 1)
dx 4 7 (' cos 2 :ru* x*> A
(juﬁo(’ } AC. (CU-“, — A_]'g)

/

da dale(A-—x)(x- B)l(A—2x)(x-—- B) ACx

unser Integral wird also
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N, J L
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erfullen, 1st die kontragrediente Transformation mit der ur-
~prunglichen gleichbedeutend. Die Impulse transformieren sich
wic die Koordinaten: es ist

w0
=
'\‘

£ Cgg @ 717 G Y - Uy U Py, p!/ RERUEY 2

7 ) ; ’ . -~ ¥ -_ . ’ Y : Y ] ./
(1 i Gy & Ul (Lo = Py = Cag Dy Can P, - oy P,
o LU Gl Gy P Gy Pyp Gy Py 0 GynPos

und es wird

~) b - (3] ) ! 5 2 -._ ._'_ .—)
(P RN AR s B T S A

Wir geben noch zwel andere Transformationen an, bei denen
" von ¢, und ¢, abhingt. Dic Funktion

o Mg,

liefert nach (1)

sie vertauscht also Koordinaten und Impulse.
Eine hiufig gehrauchte Transformation vermattelt

Voe:Jgictgy:
sice liefert
= V2psing

(15} o
p--V2pcosq

und fithrt den Ausdruck ¢° -1 p* iber in 2p. Die etwas all-
gemeinere Funktion

, m o
V= - wqgctgy
liefert
12D
\ ( T -sinv
(16, [ }/mm /
p=V2monp cosq
und fuhrt
1 ., mo°
9 'm'IO + - 9 q

in «p uber,
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§ 12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen Oszillator,

Die Energien der stationdren Zustinde sind durch’ 1) gegehen.
Da nur ein Fourier-Glied auftritt, kann sich die Quantenzah
nur um -i- 1 oder — 1 indern, die Borrsche Frequenzbedingung
liefert also fir Emission (m-'- 1) -— m:

Vergleicht man diese Formel mit der fiir die klassische Froquenz
o
T Rmat™

so erkennt man an der Beziehung
- < |
y==pr{l-- -
- 2m
daB der relative Unterschied der beiden Frequenzen um so
kleiner wird, je grofer m ist.

Bis auf den kleinen additiven Unterschied der Frequenzen
geben hier die klassische Theorie und die Quantentheorie nichts
wesentlich Verschiedenes. nimlich ein System fquidistanter Linien
im Emissions- und Absorptionsspektrum. Es ist dies der einfachste
Fall der von DESLANDRES zuerst empirisch gefundenen Banden-
gesetze. Man schatzt leicht ab, dafl diese Linien im Ultrarot zu
suchen sind. Bei HCl z. B. rotiert das leichte H-Atom von
der Masse 1,65-107** g wesentlich um das sehr viel schwerere
Cl-Atom in einem Abstand, der die GréBlenordnung aller moleku-
laren Abstéinde, sagen wir @ ANGSTROM oder a-10~% em hat. Dann
wird das Tragheitsmoment

A4=0a%1,65.-10"%g cm?,
die Frequenz der ersten Linie

_ 5.101
y— "L sek !
3

und die Wellenlinge
A == f = 0,06 -a” em.
14

Da @ von der Groflenordnung 1 ist, handelt es sich um Linien
jenseits des optisch zuginglichen Ultrarot. Diese reinen ,Ro-
tationsbanden® sind z. B. beim Wasserdampf beobachtet worden.
Bei vielen Gasen hat man Banden gefunden, die auf der ver-
einigten Wirkung der Schwingung der Kerne gegeneinander und

der Rotation beruhen; diese haben den gleichen Typus #dqui-
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artung, dic n 115§ 85 fiie die Variaboln oo, J, noch be-
steht, verschwunden ist, entweder durch Mitnahme der in L
quadratischen  Glieder der Energie, oder durch Beriicksichti-
gung der Relativitiit.
Dann miissen wir nach den Grundpoxtulaten der Quanten -
theorie
J:=n-h: S,k S, =mn, h

¢
sotzen. Nach demn Kon'espondenzw'inzip erhalten wir angeniihert
die  Intensitit ciner Linie, die einem Sprung von H:ooum
Az von wy um I, von n, um |y, entspricht, wenn wir
i dem durch (14 bzw. (22) dargestellten klassischen Spektrum
die Intensitiit der Oberschwingung 7. — | n:, T

y - /ln,/, T, = _ln,l,
untersuchen. Hierbej bleibt unbestimmt, ol das  klassische

Npektrum  der Auvtangsbahn oder das der Kndbahn oder ein
Mittelwert zugrunde gelegt werden <oll.  Im tolgenden wollen
wir nur dic Intensitiitseeriilinsse innerhalb einer Feinstruktar

Y e . “ .e 4117: 'l/ _Br‘- 4
untersuchen. Wiy werden also dje GGroBen -3

)2 2
.relative Amplituden= einfithren wund dann das einfache arith-
metische Mittel der relativen Intensititen von Anfangs- und
kndbahn mit den beobachteten Intensititsverhaltnissen ver-
gleichen. Die Einfithrung der .relativen Amplituden® hat zur
Folge, daBl bei der Mittelbildung Anfangs- und Endbahn mit
gleschem Gewichte beziiglich der Intensititsverhiltnisse eingehen.
Man kann vermuten, daf} diege letztere Annahme einen wesent-
lichen Zug der quantentheoretischen Intensitéitsberechnung
wiedergibt; besagt sie doch z B. beim ZrEmax-Effekt, daf Jic
Intensititsverhiiltnisse der ZEEMAN- Feinstrukturen von der
Hauptyuantenzah] unabhingig sind, ein Ergebnis, das in Ana-
logie zur klassischen Theorie unbedingt erwartet werden muf
und das sich auch emplrisch stets bestitigt hat.
Als relative Amplituden erhalten wir aus (13) und (20) fiir

1

I

- als

die z-Komponente 7, -0, 7: - T, = 1)

L
. ‘_ ' _ o ! A /-\) /:\’ /
(28) k., g l n VI Uy ) NI (ra,) Jr, (za,)

b s

1 L |
Vel ) S a3, (o )}
tir die (a ;- ty)- Komponente (7, =1, 7: -+ 7, 1 =71

174
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Zur Erlauterung des Begriffes adiabatische Invarianz be-
trachten wir das Beispiel eines mathematischen Pendels von
der Masse m, dessen Fadenlange /[ dadurch langsam verkirzt
wird. dald der IFaden durch den Aufhiingepunkt hindurchgezogen
wird. Diese Verkiirzung bewirkt eine Anderung der Energie I
und der Frequenz » des Pendels: wir kinnen aber zeigen. daf}
fiir kleine Schwingungen die Grolie |: imvariant bleibt,

Dic Kraft, die den Pendelfaden spannt, hesteht beim Aus-
schlag ¢ aus dem Anteil der Schwere mycos ¢ und der Zentri-
fugalkraft m/¢=. Die bei elner Verkiirzung des Fadens ge-
leistete Arbeit ist also

A= — I mqg cos ¢ dl — .“m/'}.'?dl.

Krfolgt diese Verkiirzung so, dall ihr zeitlicher Ablauf in keiner
Beziehung zur Schwingungsdauer steht und langsam genug ist,
dafi esx einen Sinn hat, von einer jeweiligen Amplitude zu
sprechen, konnen wir

dA == —mgcospdl — mlgpidl

schreiben. wo der Strich die Mittelbildung {iber eine Periode
bedeutet. Fiir kleine Schwingungen setzen wir

(/:3
cosgp =1 — -

Setzt man das ein, so zerfillt d4 in einen Anteil — mgdl,

der die Arbeit zur Hebung -des Pendelkorpers darstellt. und
einen zweiten Anteil

duf<m9¢f-mz¢ﬂda

<
-~

der die der Schwingung zugefithrte Energie bedeutet. Die
Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie der Pendel-
schwingung sind einander gleich, also gleich der halben Gesamt-
energic W:

W m -, m -
5 —:_-;1- =, glo?.
Durch Kinsetzen folgt
,
dW = — h dl.

21
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C )
—_— 'L/’ -_ ( t\
Pr 2([/; ((11, h )
_ oo B
(1) p}, = T b ((11: 4y " t)
0q,

H-H - _é‘i_ Vig,, iy - t)

ist. Da man aus den Gleichungen der zweiten Zeile im allge-
meinen die ¢, und dann aus denen der ersten Zeile die p, als
Funktionen der 7, und p, ausrechnen kann, ersetzt das System (1)
die Transformationsgleichungen.

Um auch mittels einer willkiirlichen Funktion V(g,- Py )
eine kanonische Transformation zu erhalten, schreiben wir
unsere Bedingung in der Form:

T‘p/‘(j/‘hﬂ(gp pl t) ;__\jp_kgkhﬁ(ql3 }51 t)

k
d
SV — Yop.g
+ (lt ( T pk qA)
oder, was dasselbe ist -
.;:quk * H@p Py t) — %Yéki)k * E@u 51 ) t)
d = _ |

Der Vergleich der Koeffizienten von q, und fék liefert hier:

pk - V(Qla ?1 T t):

0q,
_ 0
2 -‘:__:_V ,7— R t )
( ) (11. apk (ql pl )
— ¢ _
H —- H — (—}t‘ V<q1’ pl t)

Auch diese Gleichungen kénnen' wir als Transformationsglei-

durch — | ersetzen wollen, um ein méglichst einfaches Ent.
sprechen der vier Formulierungen zu gewinnen. Wir finden:
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’_

IS

dinate differenziert wird, wnd das untere Zerchen, wenie nach einem
Impuls differenziert wird. Die Funktion | wollen wir die er-
seugende Funktion oder kurz die firzeugende der kanonischen
Transformation nennen.

Es mull noch betont werden, dal die Eigenschaft einer
Transformation, kanonisch zu sein, gar nicht von dem beson-
deren mechanischen Problem abhiingt; wenn eine Transformation
kanonisch ist, so ist sie es fiir Jede Form der Funktion /.
Wir geben einige Transformationen an, die wir spiter gebrau-
chen werden:

Die Funktion

R N Y N

liefert die identische Transformation

Iy = _(11 Py __1'}1
0, = - ([2 p;, == 'pl .

. - . -

Die Funktion
b= Yy Py T4y Py = 4y Py

tihrt nach Auflésung von (2) nach ¢, und p, auf die Trans-
formation

6} gl‘ ([1 Pl = ])1 ipn

Gy == 4y F 4, Pa == Pa
und die Funktion

V0B 4 B — 4y,
fihrt auf

41~ - 44 P == Pl —ll_ p_g + i[):g
8) Qo == 4y — 4, Py = Py Py
93::§3“99 pJ:pJ

In allen diesen Beispielen wurden die Koordinaten unter

sich und die Impulse unter sich transformiert. Die allgemeine
)k
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wobel

D LR
1st.

Die Amplituden der z-Komponente entsprechen den parallel
zum Feld polarisierten Linien; die derw - /y-Komponente den

senkrecht zum Feld polarisierton Linien,

I1,6562.8 A

(Vh{‘rtfa-ng Al =, 1y 7. R - R beob. const.
© ) " ! * ’ Intens. | (R4 R.?)
[ 111 >011 [ 2] 1 N R 0 1.0 0,35
e soo 3l 0 o loee | o 1.1 0,43
- 201 » 101 | 4 | () 0 0.8 0,35 1.2 1.16
1 201 - 011 | X 2 -1 0 0 () : —
003 ~002 |0 0 0 1 [100] 100 o
[ 111 -» 002 () 1 —1 O 07 0 I * } 3:4
2 102->101 | 1 0 1 0,50 0,39 1,0 1,56
- 1109 011 | 5 1 1] o 0 - z
201 —» Q02 | 6 0 -1 | 0,00 0 - —

Dic Tabelle gibt den Vergleich zwischen Theorie und
Beobachtung fir H, on: -3 —>n - - 2)6562,8 A wieder. In der
ersten  Spalte  steht der Ubergang. charakterisiert durch
die Werte der Quantenzahlen mm Anfangs- und Endzustand

N S R O nf//\ In der zweiten Spalte steht die diesem
H / (I ~ {

Ubergang entsprechende Verschiebung .1 der Linie von ihrem
3K
gameZ’
berechnet nach (11) § 35. Die dritte Spalte enthilt die dem
Ubergang entsprechenden Werte von 7:, 7,.7,; in der vierten
und funften Spalte sind als Mal der relativen Intensititen die
GroBen R * bzw. R * fiir Anfangsbahn bzw. Endbahn eingetragen.
Die sechste NSpalte enthilt die von STARK beobachteten Intensi-
taten. Die siebente Spalte gibt die Werte von const (B _* - R ?);

Ort fir &~ -~ 0 in Vielfachen der kleinsten Aufspaltung

T
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A
e VG py b,
Py g e Py )
;o
3 G = '57]');"(‘11,201 L,
oo,
He H— V(g pyoot)
¢

Um schlieBlich die vierte Fassung zu erhalten, schreiben
wir die Bedingung in der Form:

l‘ Px g‘{k o ‘[1((115 Py ” - —Spk—g—k - [1(§1/ -]-l'] ceo 1)

% k
(] i ol : v
‘Jr di ([ T Z pqu+ ‘l pqu)
k k
oder:
_l Yy pk T H(gv Py t) — _\j(]k 1_)1; _ H‘gn 51 Co t,)
d
S Viw g et
- dt Py Iy )
und erhalten:
c ., _ .
q4; = —(Tp_ ¥ (pl P 't/”
P
\ J o, _
4) 4 = ?? I/(pl’ 1 b
0P,

Wir konnen die vier Fassungen gemeinsam folgendermafen
aussprechen: In der willkirlichen Funktion Vie,, x, x,, x, -+ 1)

sei x, eine der Variabeln g, und p,, x, eine der Varabeln q,, p,;
dann geben die Gleichungen

cV

Yy — T 633*’

~ 2
l\O) Y, = =+ _é_xk )
wo g Y

ot

eine kanonische Transformation. Dabei ist y,_ z2u x,, ¥y, 2u Z,
konjugiert, und es gilt das obere Zeichen, wenn nach einer Koor-
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Darin bedeutet offenbar (b, cos ¢ -+ b, sin ¢) die Drehgeschwindigkeit um
die Knotenlinie und (b, sin ¢ — b, cos ¢) die Drehgeschwindigkeit um eine

dazu senkrechte Richtung der (v, y)-Ebene. Wir lesen also aus den
Gleichungen ab:

Py st der Drehimpuls um die Knotenlinie.

P, 18t der Drehimpuls um die Symmetrieachse,

P,, 18t der Drehimpuls um die raumfeste (z)-Richtung.

Fir kriftefreiec Bewegung (U — 0) ergibt eine einfache Rechnung

1 - p,— P, co8 I\ % p:
H=T - = _ i plj . (-___l_l.) y i - = 7 .
24, - \ sin ¥ 124,

Hier kommen ¢ und w» nicht vor, sie sind also zyklisch; mithin ist
D, = const, Py = const.

Da wir hier auBlerdem noch den Satz von der Erhaltung des gesamten

Drehimpulses zur Verfiigung haben, 148t sich die Integration vollstindig
ausfiihren. Wir konnen namlich die bisher willkiirliche - Achse in die

Richtung des gesamten Drehimpulses legen. Da die Knotenlinie auf
dieser senkrecht steht, wird dann der Drehimpuls um die Knotenlinie

p19 - O .
Die kanonischen Gleichungen liefern erstens

i = const,
sodann

oH
09
Die Ausrechnung hiervon fiihrt auf

(p(/ T ptp cos ﬂ) (pw - p(/ CO8 19) =0.

0.

Da seiner Bedeutung nach p > P, sein muB, folgt

l/’ =
p, — P, cO8 =0,

was auch anschaulich klar ist. Die HamiLToxsche Funktion erhilt jetzt
die einfache Form

— 1 n 2 1 1 1\ 2.,
He el (e,

24, 2\A, A4,/
w und @ machen daher gleichférmige Umliufe mit den Winkelgeschwin- -
digkeiten
_¢dH /1 ,_1_>
@ (,_"a—p;_ \Az-Ax p’l
Y - oH 1
Y=a w bp—w - A.r p@p

Die kriftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels besteht in einer
gleichformigen Rotation um die Symmetrieachse, verbunden mit einer
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Fiir die kraftefreie Bewegung (U 0) 1st

r 1 2
(1) H.--J’:QAp,
¢ ist also zyklisch, mithin gilt

p - const

und
. P
Py (0—‘—4-, V2 wt'}—ﬁ‘

Die kriftefreie Bewegung ist also eine gleichférmige Drehung um die
Achse.

2. Der symmetrische Kreisel. Ist A, das Trigheitsmoment um eine
sur Symmetrieachse (z) senkrechte Richtung, A. das Tragheitsmoment
um die Symmetrieachse und sind b, by, b. die Komponenten der Dreh-
geschwindigkeit im kirperfesten Bezugssystem (x, ¥, 2), so ist

T L [ Ap (0,24 0y2) - A2 5.7,

Wir fiihren als Koordinaten die Euieuschen Winkel ¢, ¢, v ein:
9 Winkel zwischen Symmetrie (z)-Achse und einer raumfesten Rich-
tung (z - Achse),
¢ Winkel zwischen z- Achse und Knotenlinie (Schnittgerade zwischen

der (z, y)-Ebene und der zur z-Achse senkrechten (z, 7)-Ebene
durch den Nullpunkt),
y» Winkel zwischen z-Achse und Knotenlinie.

Dann werden die Komponenten der Drehgeschwindigkeit
b, -- ¥ cos @ -+ 1p sin ¢ sin ¢,

) b, = 9 sin ¢ — 1y sin & cos ¢,
b, == @ 1) cos &

und die kinetische Energie

T--1 [AJ: (,{}2 - ?j) 2gin*? '9) - A ((P -+ 1/‘) cos 0)3J )

2

Zu &, ¢, v gehoren also die Impulse

YA )
Py = 'O—. = AJ- ) ,
a0
oT L
(3) Py = B0 = A. (p -1y cos V),
aT A in? 9 1 A 2 l()\ - A 9 .
pw - _an_ - ( 2 SIN" Y — A, COB~ V)Y — A, COBV .

Um die physikalische Bedeutung dieser Impulse zu erkennen, ersetzen
wir mittels (2) die 9, ¢, v durch die Komponenten von b, dann wird
Py = Ay (by 008 @ 4 by sin ),
p,=A: Dz,
P, = A, (b, sin ¢ — b, cos @) sind + A. b, cos I .
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E~H=w-2@p,—np)=0w-TmEq—n&)+ o ImE+ g2,
Transformiert man auf x, y zuriick, so wird

E—H=w0m@xy—yt).

Jetzt betrachten wir den Fall der relativistischen Mechanik.
Nach (4) und (5} § 4 ist fiir den Massenpunkt

L:T*_U_—_moc‘z[1—]/1_ ”2] —U,
C

also
(10) p,— ——0 L.
12
Ji-:

und

d. b. auch hier ist H die Gesamtenergic. Das Ergebnis ist vom
- Koordinatensystem unabhingig, solange dieses ruht.

§ 6. Zyklische Variable.

Der allgemeinen Theorie der Integration der kanonischen
- Gleichungen wollen wir einige einfache Fille vorausschicken.
-~ Wenn die Hamirtonsche Funktion H eine Koordinate, z. B. qys

nicht enthilt, also
H=H(p, q,p,---1)

ist, so folgt aus den kanonischen Gleichungen:

251 =0
P, = const,.

Wir haben also sogleich ein Integral dieser Gleichungen ge-
funden. Man nennt nach HerLwmuorrz die Koordinate g, (weil
sie hiufiz einer Drehung um eine Achse entspricht) zyklische
Koordinate.
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die Gesamtenergie. Wenn die Zeit nicht explizit in H vorkommt,
gibt dies zusammen mit Gleichung (7) den Energiesatz.

Bei bewegten Koordinatensystemen (7',, T, nicht 0) kann es
vorkommen, daB zwar H von der Zeit unabhingig, also

H = const

ein Integral ist, aber nicht das Energieintegral.

Beispiel: Wir betrachten ein mit der Winkelgeschwindigkeit «
rotierendes Koordinatensystem (&5 7). Man transformiert auf dieses vom
ruhenden System (x, y) mit Hilfe der Formeln

x=EcosSwt—7nsinw!
y=~E&sinwt-t-ncoswt
z2=_.

Die kinetische Energie wird dann (unter Weglassung der Indizes)

.

m o . - [N ' 0 o
T= D2 ot (@ +n?)+20 Eq—nd + 84
Zu den Koordinaten & und 7 gehoren also die Impulse
Py =m (E—o 7)
p, =m(n+ )
pr=m Z,

so daB wir auch

v 1 o o
T = 5o (Pg‘ + P,]Q + 1%

schreiben konnen. Fir H erhalten wir

H = |[‘ y é‘ ,__1__ 2 2 2 U
&Pt Py P~ g (P P A PO |
oder

. 1 .
H=Z[w(ﬂpg—cpnwﬁ(pgw,,“r pﬂJrU.

Wenn U Rotationssymmetrie um die z-Achse hat, so enthidlt H die Zeit
nicht explizit und ist daher konstant. Man nennt

H = const

das JacoBische Integral. Es ist aber verschieden von der ebenfalls kon-
stanten Energie

1 o
E=T+U= D' (pf+p, + 0+ U.
Aus beiden Integralen folgt
E — H = const.

Dies liefert den Flichensatz. Es ist namlich
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n

n

oT 0T F 2

p¢:lif*“*“-25ea“'"_ T P
C Q)l k=1 (pk k=1

i8t also der Drehimpuls um die Symmetrieachse. *
Im Falle, dal sich die Massenpunkte nur unter der Wirkung

gegenseitiger Krifte bewegen, gelten unsere Betrachtungen fiir
Jede raumfeste Richtung. Da die GroSe p ¢ die Komponente

des Gesamt-Drehimpulses

in einer beliebigen Richtung und stets konstant ist, folgt die
Konstanz des Drehimpulsvektors.
Es kann vorkommen, dafi H nur von den p, abhdngt:

H=H(p,p,-),

dann lassen sich die kanonischen Qleichungen sofort wvollstindig
integrieren. Wir erhalten namlich:

pk:O’ pk:ak’

, oH

@ = = W, @ = 0, b+ f,.
k 0P, k k k k

Dabei sind die w, dem System eigentiimliche Konstante, «,
und f, jedoch Integrationskonstante. Hieran erkennt man, daB
ein mechanisches Problem gelost ist, sobald es gelingt, solche Koor-
dinaten einzufiihren, dafl die HamiLronsche Funktion nur von
den kanowisch konjugierten Impulsen abhingt. Die im folgenden
behandelten Methoden werden im Wesentlichen dieses Ziel ver-
folgen. Im allgemeinen kann man zu solchen Variabeln nicht durch
eine einfache Punkttransformation der ¢, in neue Koordinaten
gelangen, sondern muB die Gesamtheit (g, p,) der Koordinaten
und Impulse in neue konjugierte Variable transformieren.
Vorher jedoch betrachten wir noch einige Beispiele:

1. Der Rotator. Darunter verstehen wir einen starren Korper, der
sich um eine raumfeste Achse drehen kann. Ist ¢ der Drehwinkel und
A das Trigheitsmoment um die Achse, so ist /

:%A¢ﬂ ;
und der zu ¢ gehorige Impuls ist \'

i p:A¢‘ -
'/)‘: | | | l; .ﬂlfkl‘b—"-""l





index-474_1.png
28 1. Kap. Hamilton-Jacobische Theorie.

Dies ist offenbar immer dann der Fall, wenn das mecha-
nische System gegen eine Anderung der Koordinate ¢, (z. B.
gegen eine Translation oder Rotation) unempfindlich ist.

Wenn z. B. ein System von Massenpunkten (r, r, :-- r,) sich
nur unter der Wirkung gegenseitiger Krdifte bewegt, so ist die
potentielle Energie nur von den Differenzen

abhingig; man fithre daher die Komponenten z,y,z, von r,
und die Komponenten &, 7, {, dieser Differenzen 3, als Koor-
dinaten ein. Da U von x,y, 2 unabhingig ist, so folgt, daB3
Pz, Py, P:, konstant sind. Nun ist die kinetische Energie

m, ., . o . 9
T= 5@ H 00 R k=12,

Wegen
Ty, = Ty T & (k=2,3 ")
folgt
oT : \
pxl:-a-a}_l:%’mkxk (k=1,2..-n),

d. h. die drei Integrale liefern den Impulssatz.

Ein anderer wichtiger Fall ist der, da@ die potentielle Energie
ber einer Drehung des ganzen Systems um eine raumfeste Achse
ungedndert bleibt. Sind ¢, , ¢, - - - die Azimute der Systempunkte
um diese Achse, so filhre man als Koordinaten die GroBen

D, = @,; (pk:‘Pk_‘p1 (k:293”')

ein und gewisse andere, die nur von der relativen Lage der
Systempunkte gegeneinander und gegen die Achse abhingen
(z. B. Zylinderkoordinaten r,,z, oder Polarkoordinaten r,, 3, ).
Da die HamirroNsche Funktion von @, nicht abhingt, so ist
®, zyklische Variable (hier im wirklichen Sinne des Wortes),
und der ihr konjugierte Impuls p = p >, 1st konstant. Wegen

(pkzél—{—@k (k:2,3,..._,'n\)

und
T:fz%mk(rkg ¢k2 + - ‘)’

wo r, der Abstand von der Achse ist, hat p, den Wert
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und die Winkelvariable

WO
oW J h

) - — L em
i 17224 47%A4

I
!

Ist.

Diese Rechnung tindet in der Physik Anwendung auf die
Bewegung zweiatomiger Molekeln, und zwar in zwei Erscheinungs-
gebieten, der Bandentheorie und in der Theorie der spezifischen
Warme der Gase. Das einfachste Modell einer zweiatomigen
Molekel ist die sogenannte ,Hantel“; d. h. man denkt sich die
beiden Atome als Massenpunkte in einem festen Abstand { und
nimmt an. dafl das Gebilde um eine zur Verbindungslinie der
Atome senkrechte Achse mit dem Trigheitsmoment A rotiert.
Eine strenge Begriindung dieser Annahmen (Vernachldssigung
der Drehung um die Atomverbindung und der damit ver-
kniipften Kreicelbewegung, Annahme des starren Abstandes)
bzw. ihre Erginzung durch allgemeinere Voraussetzungen wird
spater (§ 19) gegeben werden.

a) Bandentheorie. Wir nehmen an, dal die Molekel ein
elektrisches Moment hat (z. B. HCl als Verbindung der Tonen
H* und C17), dann wiirde sie nach der klassischen Theorie Licht
ausstrahlen, und zwar Licht von der Frequenz

W J
8 42 A

}l

Oberschwingungen treten dabei nicht auf. Die Komponenten
des elektrischen Moments p in der Ebene der Drehung sind,
wenn die Massenpunkte die Ladungen e¢ und — ¢ haben:

P, = €(%, —xl):elcos‘znw
D_,,:e(y? — yl):: elsin(—l_— Qnua),

wobei die beiden Vorzeichen den beiden moglichen Drehungs-
sinnen entsprechen. Die Darstellung der Komponenten von p durch
w enthilt also nur je ein FouriEr-Glied 7=1 oder 7 = — 1.

Man wird erwarten, dall eine solche Molekel mit Moment
auch quantentheoretisch ausstrahl!, doch werden die quanten-
theoretischen Frequenzen von den klassischen verschieden sein.
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§ 5. Die kanonischen Gleichungen.

E‘ Jede der LagraNcEschen Gleichungen ist eine Differential-
k.~ gleichung zweiter Ordnung. In vielen Fillen, besonders bei all-
i gemeinen Betrachtungen, ist es zweckmaiBig, sie durch ein System
Bi von doppelt so viel Differentialgleichungen erster Ordnung zu
F ' ersetzen. Der einfachste Weg, dies zu erreichen, besteht darin,
[l daB man g, = s, setzt, diese Differentialgleichungen hinzufiigt
" und die 8, neben den ¢, als unbekannte Funktionen behandelt,
Eine viel symmetrischere Formulierung erhilt man auf folgendem
‘Wege:
Man fihrt statt der ¢, die neuen Verinderlichen

g -

p; _ _,5] "

4 ; 04,

. ein, die man Impulse nennt; die LocRANGEschen Gleichungen (9)
des § 4 lauten jetzt

. 3

2 : oL
g (2 D= <)
; ( ) k aqL

wo L immer noch als Funktion der ¢, und ¢, anzusehen ist,
Man kann nun die Auflésung der Gleichungen (1) auf eine ganz
dhnliche Form bringen, indem man statt der Funktion L (g, ¢, - - - t)
eine neue Funktion H(q, p,---t) einfithrt mittels einer , LEGEN-
pREschen Transformation“ ?)

x*© H= Si,p, — L.

Bildet man nimlich das totale Differential

.‘

- . . oL oL .. oL
§§§de=2qkdpk—{—2pkqu—'—Z—ﬁqu—*}]a—.qu—'*—dt,
- k k :

-.f,-'-'-;o heben sich wegen (1) die Glieder mit d¢, weg. Fiir die

§
i .

') Eine LEGENDREsche Transformation fiihrt allgemein eine Funktion

Jf(xy) iiber in eine Funktion g(x> Z), WO z = % iSt, derart, daf3 die Ab-

leitung von ¢ nach der neuen Variabeln z gleich der alten Variabeln y
) ist. Solche Transformationen spielen in allen Gebieten der Physik eine
§. groBe Rolle; so verhilt sich z. B. in der Thermodynamik die Energie

f; zur freien Energie wie eine Funktion zu ihrer LEGENDREschen Trans-
i formierten.
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vorgeschriebene nicht gleichformige Bewegung ausfithrt. Wenn
aber H die Zeit nicht explizit enthilt, so gilt

dH ‘7[8[{. cH .
S )
di % 0q, T op, *

f Driickt man ¢, und p, mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (5
f aus, so folgt

dH
E. dt 9,
kv d. h. |
() H(p,q,--)= const

¥ st ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen (5).

% Wir fragen nun nach der mechanischen Bedeutung der Grofle H
}. und betrachten zunichst den Fall der klassischen (nichtrela-
b tivistischen) Mechanik. In beliebigen Koordinaten eines ruhenden
|- Bezugssystems ist die kinetische Energie eine homogene Funktion
¢ zweiten Grades T, der Geschwindigkeiten ¢, ; in bewegten Koordi-

i natensystemen konnen hierzu noch lineare und von den q, freie
| 'Glieder treten, so daB wir schreiben kénnen:

T=7T,+ T, +T,.

f;'_'Dabei bedeutet 7 eine homogene Funktion n-ten Grades der

‘ g,, die im iibrigen von den g, beliebig abhingen kann. Nach
l-dem EuLErschen Satz gilt

P 0 qk
E : oT .
3(8) kzvpkgkzgmqk:Tl‘Jl“sz‘

'Betzen wir nun voraus, daf eine’'gewdhnliche potentielle Energie
¢ vorhanden, also

1 L=T-U

 ist, so gilt
.' H:T1+2T9‘_(T0+T1+Te)+U

= —-T,4+T,4U.
¢ Im Falle des ruhenden Koordinatensystems (T=T,) ist also
- (9)  H=T47U
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partiellen Ableitungen von H(q, p,---t) nach p, und g, erhilt
man daher

oH i
T =,

ardy= (e
00y 0qy/a’

wober durch die Indizes neben den Klammern angedeutet wird,
welches die unabhingigen Variabeln sein sollen. Nun kann

man (2) und die Auflésung (4) von (1) mit Hilfe der neuen
Variabeln in der Form

-

(9] | o H

schreiben. Dies ist die sogenannte kanonische Form der Be-
wegungsgleschungen. H(q,, p,, g,, p, - -1) heiBlt die HaMILTONSChe
Funktion. Die Variabeln ¢, und p, heiBen einander kamonisch
konjugiert.

Dieselben Gleichungen bekommt man, wenn man im Varia-
tionsprinzip (2) § 4 die Funktion L mit Hilfe der Gleichung (3)
durch H ausdriickt. Man erhalt dann

23
(6) J [Z p, 9. — H(q, p, t)} dt = Extremum.
%
2

Hier sind die ¢, und p, als gesuchte Funktionen zu betrachten.
Man sieht leicht, daB die LacraxcEschen Gleichungen mit (5)
ibereinstimmen, wobei man beachten muB, daB die Ableitungen
der p, im Integranden gar nicht explizite auftreten; aus diesem
Grunde darf man als Grenzbedingungen nur die Werte der g,
zu den Zeiten !, und ?, vorschreiben, nicht die der p,.

Alle Uberlegungen gelten auch dann, wenn die Funktion L
und damit auch H von der Zeit ¢ explizit abhingt. Das letz-
tere tritt z. B. ein, entweder wenn von der Zeit abhingige
dufere Einwirkungen stattfinden (U ist von ¢ abhingig) oder
wenn man bei einem abgeschlossenen System zur Beschreibung
der Bewegung ein Koordinatensystem benutzt, das selbst eine
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Beriicksichtigen wir die Relativitidtstheorie nicht, sehen wir also
m, als konstant an, so ist 7* gleich der kinetischen Energie 7'.
Setzen wir, wie die Relativitatstheorie lehrt,

m
m—= — 90

o

wo m, die ,Ruhmasse“ und ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist, so
haben wir (fiir einen Punkt)

(5) T* = m, c* [1 —Vl m(%ﬂ :

was im Grenzfall c = oo in den Ausdruck l;zi v* libergeht.

Diese Funktion ist von der kinetischen Energie

(6) Temmye® | — = 1

verschieden; natiirlich geht auch 7 fiir ¢ = oc in den Aus-
druck %‘Mﬂ iiber.

Oft enthalten die Kriifte auBer cinem Bestandteil §, der
sich aus einem Potential U ableiten 1i8t, noch einen Bestand-
teil &*, der von den Geschwindigkeiten abhingt (wie bei den
magnetischen Kriften auf elektrische Ladungen). Man bestimmt
" .dann eine Funktion M so, daB

(7) - T _ — Q@ *

wird und setzt im Variationsprinzip (2)
(8) L=T*—U— M.
Die LacrancEschen Gleichungen (3) lauten dann niimlich

d oT* , oU d oM oM

dt 92 "oz di g T ax 0

d. h. unser Variationsprinzip ist tatsichlich mit den NEwronschen
~ Bewegungsgleichungen
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—d

Integral ein Extremum wird!). Der wesentliche Vorteil eines
solchen Variationsprinzips ist seine Unabhingigkeit vom Koor-
dinatensystem.

Das Variationsprinzip (2) liefert als notwendige Bedingungen
die LacraNcEschen Gleichungen ®)

(3) it o7,  m, O

Wir haben nun L so zu bestimmen, daBl diese Gleichungen
mit den NEwToNschen Gleichungen (1) iibereinstimmen.
Wenn die Krifte &, ein Potential U haben, also

oU
Rez = — 73,

ist, bestimmen wir eine Funktion 7T* der Geschwindigkeits-
komponenten so, dal3

Vi ,

o, kT

2 T* |
k

2T .

05,

ist. Die Gleichungen (1) kénnen dann in der Form

d oT* 3(—1U)
dt 2%,  ow,

=0

oder
d 8(T* — U) _8(T* — U)_
dt 0z, 0z,

geschrieben werden.
Wir setzen daher in unserem Variationsprinzip (2)

(4) L=T*_TU.

1) Es kommt nicht darauf an, ob es ein Maximum oder Minimum

oder ein Sattelwert ist.
%) Von den drei den Koordinaten x, y, z entsprechenden Gleichungen

schreiben wir im folgenden gewohnlich nur die erste auf.
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d
FACE R I R

gleichbedeutend.

Das HamirtoNsche Prinzip gilt auch dann noch, wenn
zwischen den Massenpunkten ,Bindungen“ bestehen, die durch
Gleichungen f, (%,,4,,%,5%s,Yss 2 -..) == 0 zwischen den Koordi-
naten wiedergegeben werden'). Nach den Regeln der Variations-

rechnung hat man dann zu den iibrigen Kréaften noch Zusatz-
krafte von der Form

hinzuzufiigen, wo die 4, sogenannte ,LacRaNGEsche Multiplika-
toren“ sind. Diese sind neben den Koordinaten als Unbekannte
anzusehen; die Anzahl der Bestimmungsgleichungen, nédmlich
Differentialgleichungen und Nebenbedingungen, ist dann wieder
gleich der Anzahl der Unbekannten.

Der Hauptvorzug des HamirToNschen Prinzips besteht (wie
schon einmal betont) darin, daB es eine von der besonderen Wahl
der Koordinaten unabhingige Fassung des Bewegungsgesetzes dar-
stellt. Wenn eine Anzahl Bedingungsgleichungen vorgeschrieben
ist, so kann man die gleiche Zahl von Koordinaten mit ihrer
Hilfe eliminieren. Es bleibt dann eine gewisse Zahl unabhéngiger
Koordinaten

ql gz . e qf
iibrig; f nennt man die Anzahl der Freiheitsgrade. Die

LAGRANGEsche Funktion wird dann eine Funktion der ¢ und
ihrer zeitlichen Ableitungen, unter Umstinden auch der Zeit:

L= L(Qu 917 Q5 Qcp “'{Zfa gfa t)>

und das Variationsprinzip (2) liefert die LAGRANGEschen Glei-
chungen

(9) = ==0 E=1,2...f.

Diese gelten auch, wenn die ¢, Koordinaten in beliebig bewegten
oder gar deformierten Bezugssystemen sind.

1) Solche Bedingungen, die die Geschwindigkeitskomponenten nicht
enthalten, nennt man holonom.
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das Vorzeichen 4-i hat. Die Entwicklung beginnt daher mit
‘ .

— -, und es wird
Y

Also haben wir:

L . ; ) / B N\
P9 J= (b& ) ’{B; dar == 2j(i;‘ —- ]/4}' ,‘,1)'
J 1 [ " /

Im Aunschlufi an diese Integrale wollen wir noch cinige
[ntegrale von der Korm

ITRix |- Aa* 2Be ¢ Jf@da

betrachten. wo 47(x) ein Korrektionsglied sein soll. Unter dieser
Voraussetzung ist die Lage der Verzwoigungspunkte nicht wesent-
lich anders als bei den Integralen der 1. Gruppe. es bleiben
die obigen IFiguren mit den dortigen Bestimmungen iiber Vor-
zeichen und Integrationswege erhalten.

Um die Integration durchfiihren zu kénnen, wollen wir
den Integranden mnach dem Faktor i des Korrektionsgliedes
entwickeln. Es ist dabei zu beachten. daf} die Entwicklung
fiir den ganzen Integrationsweg gelten muf, gegebenenfalls ist
also der Integrationsweg vorher passend zu deformieren. Sollten
durch das Korrektionsglied neue Verzweigungspunkte hinzu-
treten, so hat der deformierte Integrationsweg diese zu ver-
meiden.

Die Integration lifit sich dann nach dem gleichen Verfahren
ausfithren wie oben, da fiir die einzelnen Glieder nur die Ver-
zweigungspunkte ¢, und ¢, und die Pole x -= 0, w =~ auf-
treten.

a) ],;:Cl)x'V» Azt 2B —0— Vay

:g)’/ 4 28 B (? 7 ﬁjid.z‘.
‘ X xrog?

Bei hinreichend kleinem D gilt die Entwicklung um D = 0 fiir

den ganzen Integrationsweg. Wir beschrinken uns auf Glieder
1. Ordnung in D:

Born, Atommechanik 1. 23
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I Sb Lz As
(%) 1 F)
mit fler A --z)(x — B). Flx)=tz)— ACx.

Es seien 4, B, (' positiv reell. A ~- B, und € werde so gewihlt,
dall F(z) positiver Werte filhig ist. Die Nullstellen «. f von
Fixz) sind dann reell und liegen zwischen 4 und B.

Der Integrand besitzt einfache Verzweigungsstellen in «
und f: er wird dort unendlich, bleibt aber integrabel. Ein-
fache Pole liegen bei 4 und B. Ferner wird ein Umlauf um
« =0 einen Beitrag zum Integral liefern. Die Vorzeichen der
Wurzel gibt Abb. 43 an. In der Umgebung von 4 beginnt

- e s 0 S W o—J -£
BF 7 ix @

Abb. 43.
]

die Entwicklung des Integranden mit:

1
+l i - Ay !
Ic '

in der Umgebung von B mit:

”;B
—i /= s omy o
lVAO\.E B)

Die Residuen sind also:

et - 27 Rein e 9 /[%
Jey g = ;—C, Rejg == - d:z,/AC.
Mishilfe der Substitution y - la—c finden wir:
1 1 — ABy?
e, = — Ref, v
y {(dy — 1)(1 — By)
WAy —1)(1 WB}I)*"Z@“ ’

wobei die Wuizel fiir positiv reelle Werte von y nahe null
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Erstes Kapitel.

Hamilton-Jacobische Theorie.

§ 4. Bewegungsgleichungen und Hamiltonsches Prinzip.

Der Ausgangspunkt fiir alle folgenden Betrachtungen sind
die NEwroNschen Bewegungsgleichungen eines Systems freier
Massenpunkte

d
(1)‘ it (m 0,) = &

 Wo m, die Masse des k-ten Punktes, b, seine Geschwindigkeit

und ®, die auf ihn wirkende Kraft bedeutet. Das Produkt
m, b, heit auch Impuls oder Bewegungsgrsfe.

In dieser Fassung gelten die Gleichungen (1) auch, wenn
die Masse vom Betrage der Geschwindigkeit abhingt, wie es
die Ensreinsche Relativitdtstheorie lehrt. |

In vielen Fillen ist das Gleichungssystem (1) gleichbe-
deutend mit einem Variationsprinzip, dem sogenannten HamiL-

"TONschen Prinzip

\ n
(2) f L dt — Extremum.
| t,

Darin ist L eine bestimmte Funktion der Koordinaten und

der Geschwindigkeiten aller Punkte, unter Umstinden auch der
. Zeit, und die Extremalaufgabe ist so aufzufassen: Zu den

Zeiten i, und {, ist die Konfiguration (Koordinaten) des Massen-

systems gegeben und es wird diejenige Bewegung gesucht (die
Koordinaten als Funktionen der Zeit), die das System aus der

ersten Konfiguration in die zweite derart iiberfiihrt, daB das
2*
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, 1)
, Aa 2By (L
X
b= A 2B — - Axt ol )b P
‘ 2
Damit ergibt sich
D
]‘ = ]1 Ty f_)
d. h.
B 1 BD .
10 ]“, . 7“7 2’_[( 77‘; o l(j
4 2oy J
b - (bx" -dat 2B — O - Datdx

Dic Entwicklung der Wurzel nach Potenzen von D lautet

b — et 2Bz - (L Dy

(LN

I ) ~-1p
=) A 2ZBx - O Ax? 2 By — (O 5 ‘

- a:') 7{,, DEEY
Beschrianken wir

uns auf Glieder 1. Ordnung in D, so fiihit
sie auf

D
=T
d. h.
B nD(B'—’ \
11, c= 2a-. — OV T (g — ).
R Rl R e AL
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die korrespondierende Frequenz auch (uantentheoretisch nicht
ausgesandt werden und der ihr entsprechende Ubergang darf
nicht auftreten. Da das Korrespondenzprinzip aber nur ein
Entsprechen zwischen klassischer und quantentheoretischer Strah-
lung gibt. gelten die ausx ihm abgeleiteten Moglichkeiten nur
fir Fille, bei denen das atomare System in Wechselwirkung
mit Strahlung steht. Sie brauchen fiir Ubergiinge bei StoBen
zwischen atomaren Systemen nicht zu gelten,

Auf Grund des Korrespondenzprinzips lilt sich nun die Schwierig-
keit beim Resonator, auf die wir in der Einleitung (§ 1, 2) gestoBen sind.
iberwinden. Die Darstellung des Ausschlags ¢ als funktion der Winkel-
variabeln lautet nach (9) §9:

[ .
—l' o . Sin 2 o we:
2 3%y m

dies ist offenbar eine Founirrsche Reihe mit nur dew einen Glied r - -= 1,
Je nachdem ob wir die Wurzel positiv oder negativ nehmen. Nach dem

Korrespondenzprinzip darf sich daher die Quantenzahl beim Resonator
nur um 1 dndern und daraus folgt

~

Y =1

das Korrespondenzprinzip hat also zur Folge, dall sich ein Resonator

beziiglich der Frequenz der Ausstrahlung quantentheorctisch genau so
| verhilt wie klassisch. Bei anderen atomaren Systemen ist dies aber,
wie wir sehen werden, keineswegs der Fall.

§12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen
Oszillator.

l. Der Rotator. Nach (1) § 6 ist die HaMrnronsche
Funktion

wo p der zum Drehwinkel @ konjugierte Impuls ist und dje
Bedeutung des Drehimpulses hat. Hier wird

=¢pdy=2xap,
da jedesmal nach Zunahme von ¢ um 27 das System dieselbe

Lage einnimmt. Dann wird die Energie als Funktion der
Wirkungsvariabeln bzw. der Quantenzahl m
1 h?
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vendon Integrationsweges, im Falle 0 a- 1 auf der reellen
Achse, im Falle a < 0 auf der imaginiren. Das Integral setzt
sich zusammen aus den Residuen bei

g
r==x V” und xr=-~.
a

Die Wurzel ist positiv imagindr auf der positiven reellen,
negativ imaginir auf der negativen reellen Achse; sie ist positiv
reell auf der negativen imaginiren und negativ reell auf der
positiven imaginiiren Achse. Unter Beriicksichtigung dieser
Vorzeichen beginnt die Entwicklung des Integranden um seine

/1
Pole + 1/1 mit
¢

1
~tlhnoa
2a

i1 !
ey
a

Die Residuen in beiden Polen sind die gleichen:

T a.
a

Der Beitrag des Umlaufs um x = oc bestimmt sich als

[t ¥y
— s —_ -
{—ﬁe]oL/ " —-a]'

Da die Wurzel fiir positive reelle Werte in der Nahe von null
positiv imagindr ist. beginnt die Entwicklung der Funktion mit

i1
ay
S . 2 .
Damit wird der gesuchte Beitrag “7 und schlieBlich
a

\ b1 — o 27, —
(%) =0 - B :

, I, § T am dx . 1 —711 —a).

. 1
2, a>1, Die Pole iVAaW fallen auf das Intervall

(— 1,4+ 1) der reellen Achse, liegen also innerhalb des Inte-
grationsweges. Der Integrand bleibt in ihnen nicht integrabel,.
so daB dieser Fall auszuschliefen ist.
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bi «— 2. RS

Das Integral ist fiir » — ~ regulir. Dic Entwicklung des
Integranden um ¢ = 0 wird:

1/1 B o
gl = SR P
A AR N )

also:
Hei 2 b
' = —2a -
‘ e
und:
c ‘1
A d) -l —Axto2Bx (7 dx
2 s
i . . . . , —1 B
| B C
q)»,{ '/ — A4 22 L dy=2a—
& x x? ooy e
(“; o — "*2, ‘3’41 — 1:
Das Integral ist regulir in x = 0. Die Entwicklung des

) 1 .
entsprechenden Integranden um y = = = 0 ist:
x

1 1 B 1 /. B C .
il Bl )
ylilA 1414 21\ A%}A4 AVA

also:

: B C

Hefo — — (s - )

lA\ A4 A

mithin:
? Ldx ? xdzx
% i?ﬁ)w Ax“—u)B:c—Q_C:gJ) B 0

i7) V_‘ A+2 PR

3. Gruppe:

CF1 — o : : .
1 - ——dx, Wir unterscheiden zwei Méglichkeiten:
— ax®

a
1. a<_ 1. Die durch die Nullstellen von 1 — az? gegebenen
Pole des Integranden liegen auBerhalb des die Nullstellen + 1

der Wurzel {Verzweigungspunkte des Integranden) umschlin-
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Bel der ungestorten Bewegung sind die w,” konstant, die
" mit der Zeit verinderlich. Der Einflu3 einer kleinen Sto-
rung wird nun darin bestchen, dal} auch die .’ mit der Zeit
verinderlich werden, aber so, dal ihre Anderungsgeschwindig-
keit klein ist, d. h. zugleich mit 2 gegen O geht. Da nun die
Koordinaten ¢, p, periodische Funktionen aller »° mit der
Periode 1 sind, so wird in einer Zeit, in der sich die w,” um einen
gewissen Betrag idndern, das System bereits eine grofie Zahl
von Perioden (Umliufen oder Librationen) beziiglich der w,°
ausgefithrt haben. Die Koppelung zwischen den Bewegungen
der w, und der w, wird also nidherungsweise dadurch erfaft
werden konnen, dafl man die Energiefunktion iiber die unge-

storte Bewegung der w,” mittelt; sie wird dann:

(3) U= H (JO) - 2H (L2 w0, J2.

() b

In diesem Ausdruck treten die J,° nur als Parameter auf:
die einzigen Verinderlichen sind die w,’ und J,°. Fir diese
gelten die kanonischen Gleichungen:

R,
ZL’“ — /\. ~ 6
| - ¢,
(4] .

. (/‘

g 1

JQO - — A AT
¢ w,

Fiur die Qantentheorie kommen nur diejenigen Losungen in
Betracht, die mehrfach periodischen Charakter haben. Wir
nehmen also an, dall es eine Wirkungsfunktion von der Form

y
et ' | 0
<.'_)> S - ‘ly wk() Jk _J! F(ZUQ ’ JQJ

ko1
gibt, wo F cine periodische Funktion der w,? ist mit der pri-
mitiven Periode 1, derart, dal die kanonische Transformation
mit der Krzeugenden §:

« — g 0 __
u-',,' — %,40 ']a - J(z

| \ y O

die Funktion Hi In elne Funktion der Jk allein uberfihrt:

17) (105 w,®, J0) = W, (., J,).
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das sogenannte Gesetz von RAYLEIGH-JEANS. Es widerspricht nicht
nur der einfachen Erfahrungstatsache, dall die Intensitdt nicht
dauernd mit der Frequenz wiichst, sondern fiihrt auch zu der
unmdglichen Folgerung, daB die gesamte Strahlungsdichte

f@vdv
6

unendlich wird.

Die Formel (3) bewihrt sich nur im Grenzfall kleiner »
(langer Wellen). W. WiEN hat ein Gesetz aufgestellt, das den
beobachteten Abfall der Intensitédt bei hohen Frequenzen richtig
darstellt. Eine Formel, die diese beiden Gesetze als Grenzfille
einschlieBt, ist von PLANCK zuerst durch eine geistreiche Inter-
polation gefunden und bald darauf theoretisch begriindet worden.

Sie lautet

‘4) 0, = —g— —pr s

wo 7 eine neue Naturkonstante ist, die sogenannte PLANCKsche
Konstante. Da sie im Mittelpunkt der gesamten Quantentheorie
steht, wollen wir sogleich ihren numerischen Wert angeben, er ist

h = 6,54-107%7 erg sek.

Der Vergleich von (4) mit (1) zeigt, daB diesem Strahlungsgesetz
folgender Ausdruck fiir die Resonatorenenergie entspricht:

— hv
(5) W: hy

ekT — 1

Um diese Formel theoretisch abzuleiten, ist eine vollstindige
Abwendung von den Prinzipien der klassischen Mechanik not-
wendig. Pranck bemerkte, daB folgende Annahme zum Ziele
fiuhrt: Es sollen nicht alle Werte als Energien der Resonatoren vor-
kommen, sondern nur solche, die ganzzahlige Vielfache eines Energie-

elements W sind.
Nach dieser Pravckschen Hypothese ist das Zustands-

integral Z durch die Summe

@ ._nt
(6) Z =26 kT
n=0

e
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15, Methode der sikularen Stiérungen. ]

VIS

Der von den w,”, J, abhiingige Anteil von §

Y \ \ i}
kS — LS T \ IL J(L

1 —_—
-z 1

geniigt der HAMILTON-J ACOBIschen partiellen Differentialgleichung

08 .
(8 H. <J,,,: w0, - 10 = I} .
T oow!
Die Bowegungen der Variabeln w,°J.° bestimmen sich algo aus
der gemittelten Stérungsfunktion wie die urspriinglichen Koor-
dinaten eines Systems aus der gesamten Encrgiefunktion.
Die Losung hat in dieser Niherung die Form

!j/(, — COI]St u"u —- IV(’. t __!— (S’L
J, == const w, =v,t - 0,,
WO
V=g T A
OJN ¢ Ja
‘ H
Y, == ;
= 6 lr)

ist. Wir sehen also in der Tat, dal die Anderungsgeschwindig-
keit der v, klein ist gegen die der y, und fiir 1 =0 ver-
schwindet. Fiir solche langsamen Bewegungen hat man in der
Himmelsmechanik den Namen ,sdkulare Storungen® eingefiihrt.

Aus (6) erkennt man, dal} die urspriinglichen Koordinaten
¢ und p des Systems periodische Funktionen auch der neuen
Winkelvariabeln w, sind.

Auch bei den durch Gleichung (8) dargestellten Bewegungen
kénnen alle Fille von Libration, Rotation oder dem Grenzfall
der Limitation vorkommen. Praktisch ist dieses Problem nur
I6sbar, wenn die Differentialgleichung (8) in den Variabeln w0
separlerbar ist oder wenn cs gelingt, andere Separ atlonsvaz iable
zu finden. Das ist z. B. der Fall, wenn alle Variabeln w,’ oder
alle auler einer zyklisch sind; der einfachste Fall ist der, daB
iberhaupt nur eine Variable w,” vorkommt, d. h. daB das un-
gestérte System einfach entartet ist.

Weiter kann es vorkommen, daB auch das durch H be-
schriebene Problem beziiglich gewisser w, entartet ist, da,nn
bleiben diese w, bei der Bewegung konstant. Bei Hinzufiigung
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§ 17. Das Korrespondenzprinzip fiir mehrere Freiheitsgrade. 121

el T LYy

P, ip, =
T y
k=1,2,...n).

p.= Ve z

g

Lk ~k

N
.
v
&
Sind 7, die Abstinde von der Achse und ¢, die Azimute (¢ sei
eines davon), so ist

, eb(f/k“’/)) ‘

I X N L
Ty, =r ek =c"r

1 .{l'l"

Nun héngt die Klammer (r, ¢' "% ™" ) ebenso wie z, nur von den
...q._, ab; setzt man fur die GroBBen die Ausdriicke (6) ein
ql’ ;2 ’ / >
0 erhialt man
. REEN \T P TTLnUy T e, )
px -+‘ 2 p'/ — (' — Yl. - T/ L 6

p-: A‘er.,.rl; €

“ 1

)

2aviryuy et T,
VT /17 /-1

Die ganze Zahl 7, kann also in der z- und y-Komponente des
elektrischen Moments nur den Wert 1, in der z-Komponente
nur den Wert 0 annehmen'). Nach dem Korrespondenzprinzip
kann sich die zugehdrige Quantenzahl nur um den Betrag 1
oder 0 andern. (Dies gilt natiirlich nur, wenn iiberhaupt J, zu
quanteln ist, also keine Entartung vorliegt.) Die Anderung um
1 1 entspricht einer Rechts- oder Linksrotation des elektrischen
Moments um die Symmetrieachse, also rechts- oder linkszirkular
polarisiertem Licht. Da bei der Anderung der Quantenzahl um
+ 1 der Drehimpuls des Systems zunimmt, der des Lichtfeldes
also abnimmt, so ist fiir diesen Sprung -~ 1 bei Emission das
Licht negativ zirkular polarisiert, bei Absorption positiv: beim
Sprunge — 1 gilt das Umgekehrte®). Dem Ubergang ohne
Anderung des Drehimpulses korrespondiert Licht, das parallel
zur Symmetrieachse polarisiert ist®). Wenn die Bewegung aller
Systempunkte in Ebenen senkrecht zur Symmetrieachse erfolgt,
80 ist (auBer fir 7, = Ty = 0)

/

) Das Vorzeichen von 7 hat keinen Sinn, da in der Fourier-Ent-
wicklung neben 7 stets auch —r auftritt.

) RuBixowicz (Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 441 u. 456. 1918) hat die
Beziehung zwischen Polarisation und Drehimpuls (ungefihr gleichzeitig mit
der Aufstellung des allgemeinen Korrespondenzprinzips durch Bonr)benutzt,
um die Auswahlregeln fiir die Anderungen von Quantenzahlen aufzustellen.

%) Solches Licht wiirde man in der Optik senkrecht zur z- Richtung
polarisiert nennen, da man traditionsgemiB als Polarisationsebene die
Schwingungsebene des magnetischen Vektors ansieht.
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meinen wird auch A von J, abhingen, und man hat die
Quantenbedingung

9) 2ap, =, mh.

Dagegen ist bel beliebigem dulleren Felde der gesamte Dreh-
impuls p im allgemeinen gar kein Integral der Bewegungs-
gleichungen, kann also auch nicht gequantelt werden. In be-
sonderen Fillen kann es vorkommen, dafl der Drehimpuls kon-
stant und Wirkungsvariable ist. Dann gelten also die Be-
dingungen (8) und (9) gleichzeitig; nun ist aber p, die Pro-
jektion von p auf die Feldrichtung, und wenn « der Winkel
zwischen Drehimpuls und Feldrichtung bedeutet, so gilt

(10) cosg = S — Z0 -

Dieser Winkel ist also nicht nur konstant (regulire Prizession
des Drehimpulses um die Feldrichtung), sondern auch durch die
Quantenbedingungen auf diskrete Werte beschrinkt. Man spricht
in diesem Falle von ,, Richtungsquantelung®. Da m nach (10) nur
dic Werte —j, —j+1,...7 annehmen kann, so gibt es zu
jedem 7 im ganzen 27 -+ 1 mdgliche Einstellungen des Dreh-
impulses. Dieser beschreibt bei konstantem Winkel ¢ einen
Kreiskegel um die Feldrichtung mit der Prizessionsgeschwin-
digkeit

cH
Vq-, — 77,_ .

Im allgemeinen ist diese regulidre Priizession nur fiir gewisse
Anfangsbedingungen moglich. Wir werden aber spéater (mit der
Methode der sikularen Stérungen, § 18) zeigen, daf} bei schwachen
Feldern im allgemeinen die Richtungsquantelung fiir jede Be-
wegung gilt; ausgenommen sind nur gewisse Fille doppelter
Entartung (z. B. Wasserstoffatom im elektrischen Feld, vgl. § 33).

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips lassen sich nun be-
stimmte Aussagen iiber die Polarisationen des emittierten Lichtes
und die Ubergangsmoglichkeiten machen.

Ist z die raumfeste Symmetrieachse, so fassen wir die darauf

senkrechten Komponenten des elektrischen Moments p_, p, Zu
einer komplexen Grofle zusammen und schreiben:
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hierdurch ist ausgedriickt, dafB dije {-Achse mit der z-
den konstanten Winkel ¢ bildet und cine regulire Prizession
w, =, t um sie beschreibt. Dieselben Transformationsformeln
gelten fiir die Komponenten des Vektors b beziiglich beider
Koordinatensysteme. Sectzt man darin die Fourier-Reihen (11)
fir p:, p,, p- ein, so sicht man unmittelbar, dafl in den Expo-
nenten der FoUrri1ER-Reihen von b, und p die Winkelvariabeln w,
und . nur mit den Faktoren 7, = =+ 1; 7r,=0, + 1 auftreten,
- In p_nur mit den Faktoren T, =0:7,==0, +1.

Aclhise

Es kann sich
- also die Quantenzahl § wur um O oder + 1 dndern.

N 18. Methode der sikularen Storungen.

; Ein mehrfach periodisches entartetes System kann hiiufig
durch geringe Einwirkungen oder Verinderung der Bedingungen
in ein nichtentartetes verwandelt werden. Wir wollen insbeson-
dere den einfachen Fall betrachten, daf} die Energiefunktion

-

~einen Parameter 7 enthiilt und fir J—. 0 entartet ist. Wir
- denken uns die Energiefunktion 7/ nach Potenzen von 4 ent-
wickelt; dann kénnen wir fiir hinreichend kleine i diese Ent-
wicklung hinter dem in / linearen Glied abbrechen und schreiben

(1) H=-H,—~H,.

In dieser Niherung kann man also jede Storung des durch H,
gekennzeichneten ,,ungestérten Systems durch additive Hinzu-
figung einer ..Stdrungsfunktion™ A H, beriicksichtigen. Welchen
Einflu die Storungsfunktion auf die Bewegung hat, wenn H,
nicht entartet ist, soll spiter untersucht werden. Hier wollen
wir nur den Fall betrachten, wo H, entartet ist. Wir denken
uns nun das Problem des ungestérton Systems gelost und durch
eine kanonische Substitution Winkel- und Wirkungsvariable
w’, Jk“ eingefiihrt; wegen der Entartung wird dann H, nur

von den eigentlichen Wirkungsvariabeln J,° (¢-=1, 2. 5)
abhangen. M, wird eine Funktion aller w," und J°, also:

: 0y 3 ‘70 ,,,0

2] H— Hy(J°) ~ AH (J°, w?).

Zu einer anyendherten Losung des »Storungsproblems® gelangt
man nun durch folgende anschauliche Uberlegung, die spiter
in allgemeinerem Zusammenhange mathematisch begriindet wird.
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0. ..,

ein Ubergang ohne Anderung des Drehimpulses kommt dann
nicht vor.

L =0,

Wi betrachten nun den Fall eines Systems, das nur inneren
Krifien unterworfen ist. Dann sind obige Betrachtungen auf
die Achse des gesamten Drehimpulses anwendbar, wobei an die
Stelle von ¢ der oben mit v bezeichnete Winkel tritt und die
Quantenbedingung (8) gilt. Die Polarisation des Lichtes ist
aber nicht beobachtbar, da dic Atome oder Molekeln in einem
Grase alle moéglichen Orientierungen haben. Hier kommt der
oben erwihnte Fall. daB alle Systempunkte sich in Ebenen
senkrecht zur Achse bewegen. hiufig vor. z. B. beim Zweikorper-
problem (Atoin mit einem Elektron) und beim starren Rotator
'Hantelmodell der Molekelj; dann ist der Ubergang § - nicht
moglich.

Weiter betrachten wir den Fall, dafl das System der Wir-
kung eines dufleren homogenen Feldes unterliegt und Richtungs-
quantelung emtritt (was fiir schwache Felder niiherungsweise
gilt;.  Dann gelten flir die Anderungen von m und die Pola-
risation des Lichtes relativ zur Feldrichtung die oben abgelei-
teten Regeln. Es ist nun leicht einzuschen. daf auch fiir j die
bei einem freien System geltenden Ubergangsmdglichkeiten
Adj= —1,0, -1 bestehen bleiben.

Dazu denken wir uns ein &4 J-Koordinatensystem so ein-
getiithrt, dafl seine (-Achse in die Richtung des Drehimpulses
fille und die ;- Achse senkrecht auf der Feldrichtung steht. In
diesem Koordinatensystem 148t das elektrische Moment eine
Darstellung der Form

D WY ,
. I - L _.'TlZ(,.., \ﬁ > ~2_7i([?”
P p, =e¢ NP, er T

(11) ’
\ v Y.
R ‘lee TilTU)

-

7

zu. wobel in den Summen nur die Winkelvariabeln der Relativ-
bewegung a, - - W, (nicht w, und w,,) auftreten. Die Koordi-
naten §, i, o héangen mit denen des raumfesten Systems z, y, 2
SO zZusammen:

2000w /

X1y ==¢ 7 (& cose — Jsine = i)

z = Ssine - fecose;





