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LAAGELERACION NECELAR DE LON EIES MAYOREN DE LAN ORBITAS PLANETARIAN
DIE SYRULARBESCHLEUNIGUNG DER GROSSEN ACHSEN DER PLANETENBAHNEN

PARTLE I. FUNDAMENTOS TEORICOS

TEIL 1. DIE THEORETISCHEN GRUNDLAGEN

S 1. Einleitung

Die Frage nach den Sikularstorungen der gros-
sen Achsen der Planetenbahnen hat sich mit der
Zeil vom theoretischien wie praktischen Gesichts-
punkt aus zu cinem akuten Problem entwickeln
miissen. Denn die Genauigheit der weiler zuriick -
liegenden wie der neueren Beobachtungen fordert
zwecks Davstellung der Abweichungen zwischen

insbesondere bel einer

Beobachtung und Theorie
neuerlichen Priiffung des Gravilationsgesetzes — die
dringliche und exakte Beriicksiclitigung der Stérun-
gen mindestens bis zur 3. Ordnung der Massen,
sowohl bei den dfter und viel Linger beobachtelen
agrossen Planeten, wie auch schon bei den Plane-
towden; inshesondere ist cine scharfe Darstellung
des Ortes der Erde resp. der Sonne als dem Basis-
punkt fur alle Messungen im Sonnensyslem nol-
wendiy.

Theoretisch und praktisch wertvoll war der, wie
Jacobi sich ausdriickte, «umt einen Federsteich»
erbrachte allgemeine Beweis voun Lagrange beziig
lich des Laplaceschen Theorems zur Nichtexistenz
sikularer Gleider 1. Ordnung der storenden Masse
bei den grojen Achsen der Planelenbahnen. Ebenso
itberraschend war der spiitere von Poisson erbrachte

Nachwets der Nichtexistenz rein siikularer Glieder

§ 1. Introduccion

Il estudio de las perturbaciones seculares de los
seuiiejes mayores de las orbitas planetarias, habia
de convertirse con el correr de los afios en un deli-
cado problema desde el doble punto de vista prictico
y teorico. Pues la exactitud de las observaciones,

tanto antiguas como modernas, exige imperiosa

mente que se¢ lome en cuenta con el fin de poder
inlerpretar las discordancias entre la observacion v
la leoria, y particularmente para una nueva prueba
de la ley de gravitacion — el efecto de las perturba
ciones por lo menos hasta el 3 orden respecto de
las masas, no solo en el caso de los grandes planetas
observados durante muchisimo tiempo, sino tam-
bién en el de los asteroides. kn especial es necesarvio
representar vigurosainente la posicion de la tierra
respecto del sol, punto fundamental éste para todas
las medictones del sistema solar.

La demostracion general del teorema de Laplace
hecha por Lagrange, de « una plumada» — segin
la expresion de Jacobt —, sobre la existencia de
terminos secularves de 1° orden de la masa pertue-
badora en los ejes mayores de las drbilas planetarias,
[ué¢ de valor, desde luego, tedrica y practicamente.
Porigual asombrosa resulto la comprobacion poste-

rior de Poisson en cuanto a la inexistencia de térmi
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2. Ordnung der stirenden Massen. iel umstindli-
cher war dann der nach einer Methode von Tisserand
durch S. Haretu erbrachte Beweis der lixistenz von
sitkularen der einfachen Polenz der Zeil { proportio-
nalen Glieder 3. Ordnung der Massen (s. Annales
de I'Observatoire de Paris, Bd. 18, und Comp-
tes rendus de U Académie des sciences de Paris,
Bd. S2).

In Bezug auf dieses Ergebnis bedeulele aber eine
ausserordentliche Ueberraschung der im Jahre 1937
von Sundmann erbrachte Zusalz, da3 gegeniiber
der g¢rogen Achse ihire Quadratwurzel keine der
einfachen Potenz der Zeil proportionale Sikularsto-
rung besitzt, soweil es sich nm die 3. Ordnung der
Massen handelt (s. Vierteljahrsschrift der Astron.
Gesellschaft, Jahrqqg. 1937, Helll 4, pig. 311-312);
in der Quadratwurzel aus der Achse haben sich die
Siikularglieder in ' weggehoben.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die
Siikularglieder der 3. Ordnung der Massen in der
grosen Achse mit den der Zeit ' proportionalen
Gliedern noch nicht erschoptt sind, dass vielmehr
anch noch rein siikulare Glieder in ¢2 existieren und
dass diese neuen Glieder gegeniiber denen in ¢! als
die Hauptglieder zu betrachten sind, da gezeigt wer-
den kann, dag die Glieder in ¢! wie die in ¢ von
demselben, nidmlich 2. Grade der Exzentriziliten
sind. Haretu hat in seiner oben zitierten Abhandlung
aus dem Jahre 1878 nur die theorctische lixistenz der
der Zeil (' proportionalen Glieder 3. Ordnung der
Massen erwiesen, ohne weder eine explizite analy-
tische Darstellung noch auch nur eine Angabe iiber
die Grozenordnung dieser Terme zu geben. Erst 11
Jahre spiter wurde etne analytische Ableitung der /!
Glieder vou Eginitis gegeben, und zwar im 19. Ban-
de der Annales de ' Observatoire de Paris (188¢) in
etner Ablandlung mit dem Titel : Mémoire sur la
stabilité du systéme solaire, aber auch hier ist die
letzte klare und emfache Form der analylischen Ord-
nung der Sikularstorung in ¢! nicht ausgesprochen

worden. Auflillig ist ferner, dass Eginitis noch nicht

nos seculares puros de 2° orden en las masas per-
turbadoras. Mucho mas complicada venia a ser la
comprobacton de la exislencia de términos seculares
proporcionales a la simple potencia de £en el 3
orden de la masa, hecha por Haretu segiin un método
de Tisserand (Véase : Annales de I'Observatoire de
Paris, tomo 18, y Comples Rendus de U Académie
des Sciences de Paris, lomo 82).

Pero, por lo que se reliere a este resullado, signi-
fica una sorpresa extraordinaria el siguiente agrega-
do hecho por Sundmann en 1937 : la raiz cuadrada
del eje mayor, no posee perturbaciones seculares
proporctonales a la simple potencia ¢! tratiandose del
3e orden de las masas (Véase: Vierteljahrsschrift
der Astron. Gesellschafl, Jahrgang 1937, tomo 4,
pags. 311-12); los términos seculares han sido cli-

minados en la raiz cuadrada del semieje.

Se demostrara en lo siguiente que los términos
seculares de 3 orden de las masas no se han agotado
atn con los lérminos proporcionales al liempo £,
sino (ue exislen también términos seculares puros
en . Ademas hay que considerar estos nuevos tér-
minos en {2 como principales en comparacion a los
en t!, puesto que se puede demostrar que los térmi-
nos en (' son del mismo grado que los en ¢2, es decir,
por lo menos del 2° grado en las excenlricidades.
Haretu solo comprobo en sumemoria del afio 1878
antes cilada, la existencia teorica de términos de 3¢
orden en las masas proporcionales al liempo (', sin
dar ni una explicita demostracion analitica ni tam-
poco un solo dato del orden de magnitud de estos
terminos. Solo 11 anos después, Eginitis publicod
una deduccion analitica de los términos en (! en el
lomo 19 de los Annales de 'Observatoire de Paris
(1889), en un trabajo titulado : Mémoire sur la sta-
bilité du systeme solaire; pero tampoco aca se did a
conocer la ultima forma, clara y sencilla, del orden
analitico de la perturbacion secular en (', Ademds,
es notable que LEginitis no pensara ain en la exis-

lencia de lérminos seculares en (%, que por ser del



A Wukess, La aceleracion secular de los ejes mayores de las érbitas planetarias 7

an eine Existenz von Nikulargliedern in 2 gedacht
hat, die wegen derselben Ordnung in Bezug auf die
Ixzentrizititen viel rascher als die in (' anwachsen
niiissen.

Die Existenz von /# Sitkulargliedern zieht bei der
Anwendung auf die Erde unmittelbar zwei weitere
neue Probleme nach sich, und zwar in Bezug auf die
Mondbewegung. Dic erste Frage 1st die, ob die Si-
kulavstorungen der grogen Achse der Erdbahn in
ihrem indirekten Einfluss auf die grosse Achse der
Bahn des Mondes und damit auf seine Linge einen
neuen Beitrag zur Darstellung der heobachteten Sii-
kularbeschleunigung der Mondlinge zu liefern ver-
mogen, da die Laplacesche Ecklirung auf Grund der
siikularcn Anderung der Excentrizitiit der Erdbahn
nur einen Teil der beobachteten Sikularbeschleu-
nigung darzustellen vermag. Zweitens ergibt sich
die Aufgabe, die direkte Sikularstérung der grogen
Achse der Mondbalin durch die Storung der Sonne
im System Erde-Mond-Sonne zu ermitteln, in Ana-
logie zum Sikular-Problem bei den Planeten; ent-
scheidend ist dann die Feststellung, ob die Summe
der genannlen beiden Sikularstorungen die notwen-
dige positive Vergrosserung des bisher nach der
Laplaceschen Annahme abgeleiteten Betrages der
Siikularbeschleunigung des Mondes in Liinge her-
beizufithren vermag. Wenn auch die Veroflentli-
chung der Bearbeitung dieser Fragen in der vorlic-
cenden Publikation noch nicht erfolgen wird, so ist
doch schon lhier das IFolgende vorwegzunehmem.
Nach der numerischen Rechnung von Lginitis (s.
pag. Il 15 seiner oben zitierten Abhandlung) ist dic
['-Sikularstorung der grofen Achse der Erdbahin
negativ, was, wie man leicht zeigen kann, nicht eine
Nikularbeschleunigung, sondern cine Verzogerung
der Mondliange zur Folge hat, soda3 der Laplace-
sche Belrag noch zu verkleinern ist. Wiihrend nun
die ¢! Sikularstorungen der groZen Erdbahnachse
Sikularinderungen der Mondlinge von der Form
¢ {* hervorbringen, entstehen durch die ¢ Siikulars-

torungen der Erdbahnachse Anderungen der Mond-

mismo orden respeclo de las excentricidades, de-

ben crecer mucho mas rapidamente que los en /!,

Por lo que respecla a la Tierra, la existencia de
Lérminos seculares en (%, implica inmediatamente
olros nucvos problemas en relacion con el movi-
miento de la Luna:

1° Se trata de saber si la perturbacion secular del
eje mayor de la drbita de la Tierra con su influencia
indirvecla sobre el de la Orbita lunar y su longitud,
podria contribuir nuevamente a una demostracion
de la aceleracion secular de la longitud de la Luna,
puesto que la explicacion de Laplace basada en la
variacion secular de la excentricidad de la Orbita de
la Tierra, solo es capaz de demostrar una pacte de la
aceleracion secular observada

2° Hay que mvestigar la perturbacion secular di-
recla del semieje mayor de la Orbita lunar por la
atraccion del sol en el sistema Tierra-Luna-Sol,
andlogamente al problema secular de los planetas.

Decisivo es, entonces, conocer si la suma de las
dos perturbaciones seculares implica el necesario
aumento positivo del valor de la aceleracion secular
de Ta longitud de la lLuna, calculado hasta ahora
segun la teoria de Laplace.

Aunque no se publicara todavia la elaboracion de
estas cuesliones, anliciparé aqui, sin embargo, lo
sigutente. Segun el calculo numérico de Eginitis
(véase pag. H15 de su mencionado trabajo), la per-
turbacion secular en ¢! del eje mayor de la orbita de
la Tierra, es negativa, por lo que no resulta, como es
facil demostrarto, una aceleracion secular, sino una
disminucion de la longitud de la Luna; luego el va-
lor de Laplace debe ser reducido atin mas.

Mientras que las perturbaciones seculares en ¢! del
eje mayor de la orbita de la Tierra, producen alte-
raciones seculares en la longitud de la Luna de la
forma ¢f?, vesultan, a causa de las perturbaciones
seculares en ¢ del eje de la Orbita de la Tierra, alte-

raciones de la longitud de la Luna de la forma f. ¢°.
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linge von der Form /. £3. Die entscheidende Frage
ist die, ob der Koellizient f positiv ist, wie es sein
miisste, wenn der Sinn der beobachteten Lingeniin-
derung des Mondes dargestelll werden soll. Dabet
kann [/ bereils dic Summe der Wirkungen, die aus
der Siikularinderung der groZen Erdbahnachse
durch die groZen Planeten und einer Sikularinde-
rung der Mondbahnachse durch die Sonnenstérung
entsteht, mit einschliessen. Deshalb ist die analyti-
sche Darstellung der planetaren 2 Sikularglieder die
erste dringliche Aufgabe, die in der vorliegenden
Publication zuerst zu behandeln ist.

Als Sundmann sein Theorem beziiglich der Wur-
zel aus der grofen Achse verdflentlichte (Herbsl
1937), war meine vorliegende Untersuchung bereils
weil vorgeschritlen, soda clwa die Verwendung von
Va anstelle vo a fiir mich nicht mehr in Frage kam,
aber auch rein sachlich besteht bei den ¢2 Sikular-
gliedern der 3. Ordnung der Massen kein prinzipiel-
ler Unterschied in der Behandlung von a oder ;"5,
weil beide Parameter mit (% -Siikulargliedern behaf-
tet sind. Vom praktischen Gesichtspunktaus diirfte
die Darstellung von a niilzlicher als die von I/; sein,
weil a eine Groge einfachergeometrischer Bedeutung
ist, deren unmittelbar ersichtlicher Verlauf mit der
Zeit, besonders in kosmogonischer Beziehung, von
Interesse ist. Wenn man deshalb die ¢ proportiona-
len Sitkularglieder von @ zu ermitteln sucht, nachdem
nman "(_l nach Potenzen der Massen dargestellt hat,
so ist der folgende Weg zu beschreiten. Man habe
= oy +

% + a4y + 253 wo die o; die Storungen . Ordnung der

fa in der folgenden Form erhalten : Ju =

Masse darstellen ; dabei ist «, eine Kounslante, x
enthilt als Storung 1. Ordnung nuv rein periodische
Glieder, wiihrend 2, aujer solchen Gliedern wie
sogleich gezeigl werden wird auch noch Poisson-
Terme enthilt, also Glieder der gemischi-siik ularen
IForm ¢ . cos A und ¢ . sin A, wo A eine lineare I'unk-
lion der Zeil bedeulet, wihrend x, nach dem Sund-
mannschen Theorem keine (' -Siikularglieder ent-

hillt. Bildet man dann a durch Quadrieren der Reihe

La cueslion decisiva es, pues, saber si el coeliciente
/fes positivo, como debe ser, cuando se quiere repre-
sentar el sentido de la alleracion observada en la

longitud de la Luna. Con esto [ ya puede conle-
ner la suma de los efectos que resullan de la altera-
cion secular del eje de la orbita por los grandes
planetas y de la alteracion secular del eje lunar por
la accion del sol.

Por lo tanto, la primera larea urgente es la deduc-
ci6n analitica de los lérminos seculares en # en el
caso de los planelas, y de ella trata la presente publi-
cacion.

Guando Sundmann publicO su leorema (1937)
sobre la raiz cuadrada del semicje mayor, la pre-
senle investigacion estaba muy adelantada, de modo
que el uso de Ja en vez de a ya no venia al caso ; pero
desde el punto de vista praclico, tampoco hay nin-
guna diferencia esencial tratandose de los términos
seculares ¢* de 3* orden en las masas en el empleo
de a o de Ja, porque los dos pardmetros contienen
términos seculares ¢2.

Pricticamente parece ser mds util represenlar «
en vez de Ja, puesto ue ¢ es una magnitud de sig-
nificacion geométrica sencilla, cuyo cambio, direc-
tamente visible con el tiempo es de interés, en espe-
ctal, desde el punto de vista cosmogonico. Si se
quieren deducir los términos seculaves de a propor-
cionales a (' después de haber desarrollado Va segun
potencias de las masas perturbadoras, hay que seguir
el siguiente método. Obtendremos ja en la forma
=, + % + 2y + azydonde los x

represenlan las perturbaciones de ¢-ésimo orden en la

sirutente : ja = a

masa; z, s una constanle, x, conliene como pertur-
bacion de 17 orden sOlo términos periddicos puros,
mientras (ue ay, aparte de lales términos contiene
terminos de Poisson, como demostraré inmediata-
mente, es decir, lérminos de la forma secular mixla
[.cos Ny t.sen\, donde A representa una funcion
lineal del tiempo, mientras que ay, segun el teorema
de Sundmann, no contiene ningin término secular

en {'. Al formar entonces a cuadrando la serie deja,
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fiir | a, so lauten die uns allien interessierenden Glie-
der 3. Orvdnung: a; = 2x%; + 2%,2,. Dererste Term
enthiilt wegen des konstanten Faktors %, keine Glie-
der neuer Form, wohl aber der 9. Term, », %, derauf

Grand der Zusammenselzung von 2, und », zu Glie-

dern vom Poisson-Typ der Form P = (cos \ cos N/
fithrt, wie man folgendermaZen leicht zeigen kann.

Aus der bekannlen |)ill‘ercntialg]eiclmng yon « :

Illl
Al

wo R die Storangsfunktion, [ die mittlere Linge und
N ="FT1 4+ m (7= Gau@sche Khonstante), folgt

direkt die Differentialgleichung fiv o = K ja:

1y

di

bekannt auch aus der kanonischen Form der Difle-
rentialgleichungen. Selzt man dann neben z — o, +
Az, wo Ax =2 + 2+ a3+ ...

enden analogen Ausdriiche: e = ¢, + Ae, [ ={, + Al

, die entsprech-

und & =6, + Ao, wo edie Exzentrizitit und o die
Perihelliinge fixieven, und d¢ = ¢; + ¢, 4+ ¢;, M =
L+ L+ L, Ao = & + 6y + oy tn Analogie zu 2,
so ergibt die Potenzentwicklung der Storangsfunk-

tion R bis zu den lincaren Termen in den Ay, ele.:

e

X

-
R— R, + (D\‘)
G &y

\

Folglich crgibt die Gleichsetzung der Storungen 2.
Ordnung aut beiden Seiten der l)iI]'crmlliulglci('ll—

ung, wobei R von der 1. Ovdnung der Masse st

R IRy
(bTDZ)(; E 7 D/D")(' .

Nun enthilt die Stérung o, wie unmittelbar aus der

o,
1

entsprechenden  Diflererentialgleichung folgt, nur

periodische Terme, ebenso auch {;, wenn die siku-

R Nt
Az+(b ) _\('+(D‘) A/

+ (.,Dzl_{‘)“/, + (LI‘

los términos de 3¢ orden, Gnicos de interés para
nosolros, son : ay; = 21,23 + 2x,2,.

El primer término no contiene otros de nueva
forma por ser conslante el factor a,, pero siel 2° tér-
mino, x,, que acausa de la composicion de z, y a,
da térninos del tipo Poisson de la forma P -
[cos N .cos A, lo que se puede comprobar fictl-
menle por lo que sigue.

De la ya conocida ecuacion diferencial para «:

2 ) dR
A

donde R es la funcion perturbadora, / la longitud
media y N = Ll + e (h2 = constante de Gaud),

resulla inmediatamente la ecuacton diferencial para

conocida también por la forma candnica de las

ecuaciones diferenciales. Poniendo, pues, junto a

2= a, + Az, donde Ao = 2, + 2, + 2, + ..., las
correspondientes expresiones analogas: ¢ = ¢, + Ae,

[=1,+ Aly & = &, + Ao, siendo ¢ la excentrici-
dad y & la longitud del perihelio, vy Ae = ¢, + ¢, + ¢,
Al=1 + 6L+, Ao -

desarrollo de la funcion perturbadora R en serie de

0y + @y + @y, resulta el

potencias hasla los téeminos lineales en los Az ele.:

A

Por consiguiente, igualando las perturbaciones de
2° orden en ambos nnrembros de la eccuacion diferen-
er

ctal, donde £2 es de 1*" orden en La masa, resultac:

La perturbacion z; contiene, como resulta directa-
mente de la ecnacion diferencial correspondiente,

solo terminos periodicos, lo mismo quely, sila per-
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Jare Lingenstorung mit der mittleren Bewegung
vereinigt gedacht und diese letztere direkt den Beol)-
achtungen entnommen wird. Dagegen sind ¢, und
o, mit (' -Siikulargliedern behaftet, sodaj folglich
bei Substitution derselben in die Differentialgleich-
ung fiir 2, in dem 2. und 4. Gliede rechls Poisson-

Terme zum Vorschein kommen, da die Ableitungen

>R >R -
\BF) i (55:) wegen der Dillerentiation nach /
€/ o /o

nur rein periodische Fakloren sind. Folglich treten
bei der Integration dieser Poisson-Glieder neben
rein periodischen Stérungen auch wieder Poisson-
Glieder in z, auf, die sich nicht wegheben, ehenso-
wenig wie in a,. In dem Produkte o, . o, mit Glie-
dern der Form :

P = { cos A cos \’ geht dann bei denjenigen Ter-
men, deren Argumente A und A in Bezug aufl die
Liingen allein gleich sind, das Produkt der Cosinus-
se in eine Wonstanle und folglich P in einen der
Zeit allein proportionalen Sikularlerm von a tiber,
den wir suchten. Um denselben also aus l";l, ableiten
zu konnen, ist die Kenntnis der Terme , beziiglich
ihrer Poisson-Anteile notig, weshalb es chenso
zweckmiissig ist, das ¢t -Siikularglied von a direkt
mit Hilfe der Differentialgleichung fir a resp. a,
abzuleiten, wobet auch hier vorher a,, entsprechend
25, bekannt sein muj, wie aus dem Folgenden her-
vorgehen wird.

Im Zusamnmenhang mit der Exislenz von ¢ -Siku-
largliedern in «; steht die in ithrer praktischien Aus-
wirkung ebenso wichlige Tatsache, da3, so wie die
Glieder 2. Ordnung bereils Poisson-Termeenthalten,
auch in a; Poisson-Glieder auflrelen und zwar von
der Form (. cos A und auch % .cos A, wie man aus
den folgenden Darlegungen unmittelbar ersehen
kann. Diese Poisson-Glieder verschwinden in klei-
neren wie groeren Perioden und wachsen mit der
Zeit stark an, soda’ auch sie ciner genauen Darstel-
lung bediirfen, inshesondere auch in Bezug aul die
Moundbahn. Denn nach Newcomb weist die Mond-

bahn noch Abweichungen auf, die alterdings rein

turbacion secular de la longitud esta considerada
junto con el movimienlo medio, sacandose este tlti-
mo directamente de las observaciones. En cambio,
¢, ¥ o, conlienen términos seculares en ¢'; por con-
siguienle, al sustituir éstos en la ecuacion diferencial
de a, aparecen lérminos de Poisson para x, en el 2°
y 4° términos del 2° miembro, porque las derivadas
e (R D“’l,{\l

derechas b{—af)” y \bQG)/O
respecto de [ s6lo son factores periodicos puros. Por

a causa de la diferenciacion

consigutenle, al inlegrar estos términos de Poisson,
aparte de perturbaciones periodicas puras, aparecen
tambi¢n de nuevo términos de Poisson en a, que
no pueden ser eliminados, lo mismo que en a,.

El producto 2, conticne términos de la forma
P=1¢cos A cos A’, cuyos produclos de cosenos dan
una constanle, st los argumentos A y A’ son iguales
en las longitudes, resultando por tanto en P un tér-
mino secular de «, sélo proporcional al tiempo
como queriamos demostrar. Para poder deducir di-
cho término pormedio de Va, es necesario conocer
los términos de Poisson de a, y para ello convienc
deducir directamente el término secular en ¢! de «
por medio de la ecuacion diferencial para a;, debién-
dose conocer antes a, lo mismo que x,, como vere-

mos en seguida.

Junto a la existencia de términos seculares en (2
aparecen cn ay lérminos de Poisson en la forma
[ cos \, que aparecen_también en a,, y tambicn tér
minos de la forma 2. cos \, como veremos tnimedia-
tamente en las demostraciones que siguen, lo cual
es importante por su efecto practico. Estos términos
desaparecen después de periodos mas o menos largos
y van creciendo tanto con el tiempo, que necesitan
ser conocidos exactamenle, especialmente con rela-
cion a la Orbila lunar. Pues, segin Newcomb, la
Orbita lunar muestra todavia desviaciones, (ue pa-
recen ser perivdicas puras con un periodo de varios

siglos y (ue no han podido ser aclaradas aun. Por
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pertodischer Natur mit einer Pertode mehrerer Jahr-
hunderte zu sein scheinen und bisher nicht aufkLiv-
bar waren. Iis erscheint aber auch notig, deshall
den Emnflug der Poisson-Glieder mit Ifaktoren lan-
ger Periode der grogen Achse der Erdbahn auf die
Moundbahn beziiglich emer eventuellen Erklirung
der Newcomb-Terme zu untersuchen, aber in einer
spiiteren Publikation.

Zum Schluj mochte ich dem Direktor des Obser-
vatoriums, Herrn Ing. Félix Agutlar, meinen herz-
lichsten Dank zum Ausdruck bringen fiir sein stels
lebhaftes Interesse an der vorliegenden Untersu-
chung, besonders inBezug auf den maglichst exakten
castellanischen Text, im Hinblick auf die kiinftigen
praklischen Anwendangen, die seine Lrwartung
besonders anregen. Ebenso nichte ich den Herrn
Dr. R. Gesco und A. Guillén, deren stindiger
treuer Mitarbeit an der Redaktion des caslellani-
schen Texte sich mich erfreuen durfte, meinen Lief-
slen Dank, insbesondere fiir thre unerschoplliche

Ausdauer, zum Ausdruck bringen.

§2. Die allgemeine Entwickelung der Bahnelemente
nach Potenzen der storenden Massen und die Dif-
ferentialgieichung des Gliedes 3. Ordnung der gros-
sen Achse.

In der vorliegenden Untersuchung werden Potenz-
reithen nach kleinen Parametern, den stirenden Pla-
netenmassen, als die Losungen simultaner Differen-
tialgleichungen mit 6 Variablen angesehen, weshalb
eine Bemerkang zur Konvergenzirage angebrachit
ist. Die Entwickelungen unlerliegen in jedem LFalle
vemiid den Theoremen von Cauchy-Pomncaré ciner
hNonvergenzgrenze in Bezug aul die Zeit. Diese
Grenze kann unendlich sein, 1st aber lus heute
allgemein nicht sicher angebbar. Die honvergenz-
arenze st in Anbetracht der kleinen Planctenmassen
im Sonnensyslem sicher sehr weil entfernt, um so
lerner, je kleiner allgemein die Massen sind, sodaj

die Potenzentwickelungen anch ein um so genaueres

eSO mismo parece ser necesario, investigar la influen-
cia de los términos de Poisson del eje de la Tierra,
con factores de periodos largos, sobre la 6rbita lunar,
con miras a una aclaracion eventunal de los términos
de Newcomb; pero esto lo haremos en una publica-

cion futura.

Deseo exleriorizar mi mas cordial agradecimiento
hacia el sefior dirveclor del Observatorio ingeniero
IFélix Aguilar, por el vivisimo 1oterés ue ha mant-
festado en todo momento por nuestra investigacion
y especialmente por que el texlo castellano resultara
lo mas exacto posible, con miras a las aplicaciones
practicas fuluras, cosa que le preocupa de modo se-
ialado.

Al doctor R. Cesco y al seiior A. Guillén, con
cuyo concurso dectdido he contado durante la redac-
cién caslellana, deseo lambién expresarles mi pro-
fundo agradecimiento por su perseverancia inago-

table.

$ 2. Desarrollo general de los elementos de la orhita
segun potencias de las masas perturhadorasyecua-
cion diferencial del termino de 3¢ orden del semi-
eje mayor.

En la presente investigacion se consideran las
soluciones de ccuaciones diferenciales simultaneas
con 6 variables, desarrolladas en series de polencias
de pequeiios pardmetros, las masas perturbadoras,
siendo por tanto oportuno, hacer una advertencia
respecto de la cuestion de la convergencia,

Los desarrollos estan sicmpre sujetos a un limile
de convergencia referente al tiempo segiin los teore-
mas de Cauchy-Poincaré. Dicho limite puede ser
infinito, pero hasta hoy no ha sido posible fijarlo
con scguridad. Por ser pequetias las masas de los
planclas del sistema solar el limite de convergen-
cia es ciertamenle muy grande, tanto mdas, cuanto

menor sean las masas. Luego las soluciones serdn
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Resultat ergeben, je hoher die noch mitgenommenc
Ordnung ist, solange man sich inmerhalb der kon-
vergenzgrenze bewegl.

I'erner sei bemerkt, dag ich die folgenden Lnt-
wickelungen auch auf die gegenscitigen Neigungen
und Knotenlingen ausgedehnt habe; in der vorlie-
genden Publikation werden aber nur die von den
K noten und Neigungen unabhiingigen Teile der Sto-
rungen, d. h. die Hauptbhestandlteile der Yarialionen
wiedergegeben.

Ist a die halbe groge Achse, e die Exzenlrizitil,
[ = = + [ndl die mittlere Linge, wobei = die mitt-
lere Liinge der Epoche und n die mittlere tigliche
Bewegung und schliesslich & die Perthellinge des
geslorten Korpers, zar Abkirzung mit I (Erde),
bezeichnet, so lauten die Diflerentialgleichungen
der Elemente, wie sie im Folgenden immer ge-

braucht werden sollen, mit R als Storungsfunktion :

tanlo mas exaclas cuanto mayor sea el orden que se
ha empleado, cn tanto que se esté dentro del limite
de convergencia.

Ademas, quiero advertir que he extendido los
desarrollos siguientes lambién a las inclinaciones y
a las longitudes de los nodos correspondientes; pero
en la publicacion presente seran reveladas solo aque-
llas partes de las perturbaciones que son indepen-
dientes de los nodos y de las inclinaciones, es decir,
las parles principales de las perturbaciones.

Sea a el semieje mayor, ¢ la excentricidad, [ =

+ [ ndt, la longitud media (donde < representa la

m

longitnd media de la ¢poca y n el movimiento medio
diario) y finalmente, o la longitud del perihelio del
cuerpo perturbado. Con E designaremos la Tierra.
Las ecuactones dilerenciales de los elementos, lal
como serdan empleados en adelante, con R como fun-

cién perturbadora, son :

da | =0 2fa Vi —e? 1 J1 — et — )1 — ey,
= 0= B €= ot Re — = =R
l A Kfa ¢ KJa €
/ / 5} [ )
. 2 Ja fx —¢ 1 =}1 — &
[:s—}—;. WO & = — X Re + =" : Re (1)
N\ Ja €
c 1 — e " dn 3n da 3n R
= — — R¢, ¢ = — ——. = — —Ni;
KNya ¢ S dt 2a dl KNJa
IR A : R )
wolR: = 3 ele., und wobei £% die Gaugschie hon- siendo Rz = ST cle., y representando £ la constante
gz ds

stante, m die Planelenmasse lixieren und K= 4% (11 m)
bedentet. Die Stirungsfunktion R verwenden wir
in der Laplace-Le Verrierschen Form. Da wir die
Sihularglieder 3. Ovdnung der storenden Masse
bis zu den Gliedern 2. Grades der Exzenlrizitiiten
ableiten wollen, st die Eutwickelung von R bis
tu den Termen 2. Grades mindestens darzustel-
len; Andererseils werden wir noch schen, das die

Entwickelung wegen der Diflerentiationen nach den

Exzentrizititen und wegen des in den Dillerential-

gleichungen teilweise aufteetenden Nenners ¢ viel-

fach eine Beriicksichtigung auch noch der Terme 3.

de Gaud, mlamasa del planela, y K = A% (1 4 m).
Empleamos la funcion perturbadora R en la forma
de Laplace-Le Verrier. Ya que deseamos deducir los
lerminos seculares de 3* orden de la masa perturba-
dora hasta los de 2 ovden en las excentricidades,
debemos escribir el desarvollo de R por lo menos
hasta los términos de 2 orden. Por olra parte vere-
mos (ue el desarrvollo que aparece parcialmente en
las ecuactones exige considerar también los Lérminos
de 32 orden acausa del denomnnador e y de las deri-
vadas respecto de e, para poder conseguir la demos-

lracion exacta de la perturbacion secular hasta el »¢
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Girades notwendig macht, um die exakte Darstellung
der Sikularstorung bis zum 2. Grade der Exzentri-
ziliiten zu erreichen. Werden die Elemente des sloren-
den Korpers J (Jupiter, etc.) dann noch mit o, ¢,
' und &’ bezeichnel, so lautel die Funktion R folgen-

dermagZen :

orden en las excentricidades. Si se designan ademas
cona, ¢, "y &, los elementos del cuerpo pertur-
bador J (Juapiter, cte.) la funcion R resulta :

R = l."“’;A.; cost(l' — 1) + 7[ Bi(e? + ¢?ycosi(l' — ) + éCiecos[iI’ — (i — 1)l — @]
il

~| -

I(l,-— l) - (-0),+ (;)] +

~.
-

I . : . . . X
+ : Die’ cos [ill - (1 — 1)1 — w] + - Bie*cos [ill — (i — 2)1 — 25| + ; Fiee’ cos |
¥ } E |

I _iee’ cos|i(l' — ) + o — o] + ;(_},-ee’ cos [l
{

—((—2) - — o]+ 7[ Hie? cos|{tl — (i —2) [ — 20| + :;J,-d* cos (il —(1— 1) -]+ (2)

-+ %Ngee"’ cos[il — (i — 1) — & + —f; Nie*e' cos[ill — (i — 1)] — &'] + &l’;c”“’ X

. . A T : . : 1 |
X cos[l — (i — 1)l — &) + 3 Lie?¢’ cos (il — (¢ — 1) + & — 20] + 3 M;ee? x
( «

s cos (il = (i — 1) = 2 + &) {-

Der Index ¢ liiuft bei den Koellizienten \;, B;, I +;
und F _;nur von O bis + oo, dagegen bei allen
anderen von { = — oo bis t = 4 50, weil man bei
den A; und B; infolge des Argumentes ¢ ('—1{) die
I oeflizienten mit negativem Index vermeiden kann
und diese Vercinfachung auch bet den IF; emtreten
lassen kann, weil das Argument in Bezug auf die V/
und [ dasselbe ist u. bet der spiiler notwendigen
Produktbildung der A, B;und I' _; -Glieder unter-
cinander die Beschrinkung aul nur positives ¢ eine
Vercinfachung bedeutet, wenn dann auch notwen-
digerweise die beiden Koellizienten ', ; und I _,
beide fiir nur positives ¢ auftrelen miissen.

Die hoellizienten Ay, B;, ele., sind den Annalen
der Pariser Sternmwarte, Bd. 1, 2, etc., in direkter
Form am einlachsten dem 10. Bande zu entnehmen,
wober auch auf die Mitnahme der aus dem Neben-
teil von R folgenden Glieder zu achten ist. Aufl die
Berechnung der Transcendenten \;, B;, etc., und
threr Ableitungen brauche ich hier zuniichst nicht

wetler einzugehen,

El indice ¢ varia en los coeficientes A |, B, I v
IF_; s6lo desde o hasta 4+ =o; en cambtio en todos
los demas, desde ¢ = — oo hasta { = + oo, porque
en los A; y B, en razon del argnmento ¢ (I — 1), se
pueden evilar los coelictentes con indice negativo y
simplificar también los I';, puesto que el argumento
es el mismo respecto de los ' y /, v, al tener que
formar después los productos de los términos A, B
y I L entre si, la restriccion a ¢ so6lo positivo, signi-
fica una simplificacion, aunque entonces los coeli-
cientes I'..; v I' _; deben aparecer, ambos, para ¢

solamenle posttivo.

Los coeflicientes Ay, B, cte., pueden verse en los
Anales del Observatorio de Paris, tomo 1, 2, ele.,
v mas detalladamente, en el tomo 10, debiéndose
considerar que hay que tomar en cuenta, también,
los términos resultantes de la parte secundaria de
R. No debemos mencionar por el momento el
caleulo de las trascendentes A By, ele.,) y de sus

derivadas.
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Zur Vereinfachung der Bezeichnung der Ablei-
tungen von R fiir den Druck werde weiter allgemein

geselzt:

>R

e — — ae
dade .

Allgemein setzen wir dann die folgenden Potenz-

entwickelungen an:

RS SN AR S 7 S S
=1+ + 1L+ ..,

wo die a;, e;, ; und &; die Stérungen (. Ordnung
der Elemente fixieren.

Da @ nach (1) der Groge R: proportional ist, also
schon mit der 1. Potenz der slirenden Masse m’
behaflet ist, so bedarl der Faktor R, wie auch der
IFaktlor | a in a nur noch der Polenzentwickelung bis
zur 2. Ordnung der Masse d. h. bis einschlieflich
dy, g, Ly, @y resp. ()2, (e)%, elc., vesp. a,ey, etc.,
bis/, . &, damitauf denrechten Seiten der Gleichun-
gen (1) allgemein die Glieder 3. Ordnung der Mas-

sen erscheinen. Folglich ist deshalb allgemein :

ai = Ai (g, @y ...

mit analoger Darstellung der c;.;, ii und (T;,:, sodajs die
@i, e, ete., bis zur Ordnung ¢ behannt werden, so-
bald vorher alle a;, a, bis aj_,, e, e, bis ei 4, elc.,
ermiltelt worden sind.

Unsere Aufgabe ist deshalb die Entwickelung der
\ibis ¢ = 3, d. h. in Bezug aul die Entwickelung
nach den «;, ¢, elc., iszur 2. Ordnung, einschliej-
lich der Kombinationen derselben bis [, . @&,. Fiilirl

man die abkiirzende Bezeichnung ein :

a=a,+ Aa,e

WO

o0

al]li
dadzde

di—1, €y, L’l li—l,

Ademas, con el fin de simplificar para la imprenla
Ja representacion de las derivadas de R, pondremos,

en general :

= Rozell. S00.

Adoplamos, en general, los siguientes desarrollos

en series de polencias :

8 = ey - & A -.-
B= 0y + 0 + oy + ...

representando los a;, e, li y @i las perturbaciones de
orden ¢ de los elementos.

Por ser a, seguin (1), proporcional al término Re,
es decir, como ya conticne la primera potencia de
la masa perturbadora m’, el factor Rz, lo mismo
que cl factor Ja en a debe ser desarrollado en serie
de potencias solamente hasta el 2° orden de la masa,
es decir, incluso hasta a,, e,, {,, oy, (a;)%, (e,)?% elc.,
i, . ey, elc., hasta /; . &, para que, enlos 2°° miem-
bros de las ecuaciones (1) aparezcan en general los
terminos de 3° orden en las masas.

Por consiguiente, resultaen general :

(:)i—l)

con analogas representaciones para e}, Z; Y @i, luego
los a;, ¢;, elc., seran conocidos hasta el orden ¢,
tan pronto como hayan sido calculados todos los «,,
y hasta a; _4, ey, £y hasta ¢; _1, cle.

Luego nuestra tarea consiste en desarrollar los \;

hasta ¢ = 3, es decir, segun los a;, ¢;, ete., hasta el

2° orden, incluso las combinaciones de los mismos
hasta [, . &,.

Introduciendo como abreviatura :

- ¢, + Ae, ele.

donde

o0
Aa =X a;, ¢ = X ojelc.
i

{
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die Summen der Storungen aller Ordnungen fixie-
ren, so ist zum Zwecke der Ableitung der Sikular-
storungen 3. Ordnung der grozen Halbachse auf der
rechten Seile der Definitionsgleichung :

a =

die Funktion R; wie § bis zur 2. Ordnung der Aa,
Ae, Alund Ao zu entwickeln. Diese Entwickelun-
gen nach dem Taylorschen Satze ergeben dann dic
folgenden der erforderlichen Ausdehnung entspre -
chenden Darstellungen von R. und & :

IJ

representan las sumas de las perturbaciones de todos
los Ordenes, es necesario, a fin de poder deducir las
perturbaciones seculares de 3** orden del semieje
mayor «, desarrollar las funciones Re y ) que apa-

recen en el 2° miembro de la ecuacion de definicion :

¢ . R. (3)

hasta el 2° orden en los Aa, Ae, Al'y Ao.
Por el teorema de Taylor se obtienen, en las ex-
lensiones necesarias, las siguientes representaciones

de R; v &

“5 == (n:)n + (RSII)(; A”’ = =y F (I)‘E(Tn)n +A(\'"

I ’ > 2
+ -)_'[(nsm()n(-k”)z + (Riee)y (Ae)* + ... + (Rign) (A0)
+ 2 (Rige)y Aade + 2 (,"3!!})4; AaAl + ... + 2 (Raya), —\[—\‘\"’} (4)
1 Aa 1 [Aa\?
'l) — '#‘,{[ + —)-(7‘: — g(ﬂ—“) + ...s Wo
2 Ja,
Yo = N

wobei der Index o den betreffenden IFnnktionswert
aul’ Grund der ungestocten Elemente «,, ¢,, elc.,
fixierl.

Bei weiterer Enlwickelung der rechten Seiten von
R: und 1 infolge der notwendigen Zerlegung der
Koeflizienten Aa, (Aa)?, Ae, (Ae)?, ete., nach den
a,, e, ele., ergibt sich dann die folgende Differen-
Lialgleichung fiie a, inder fiie die Anwendung zweck-

miizigen Form :

donde el indice o representa el valor vespectivo de
la funcion para los valores de los elementos sin per-
turbacion a,, e, etc.

Reemplazando en los 2°° miembros de R, vy b los
coeficientes Na, (Aa)®, Ae, (Ae)?, ele., en fun-
cion de a, e, ele., resulta, pues, la siguiente ecua-
cion diferencial para a; en la forma adecuada al

U0,
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afa,
N

Reo . @y + Reeoeg + Ree . by + Re . @5 + Reg o 20+ Rig . 0, +

I S l Dl ] < I ~ Y ) l Y 9
+ = n:rm . (11') + 5 st' < Oy = ’) nsss . /1—) ‘s ; I)‘s(?u;’» . (0)13 + ; R:i"«'l' s = ‘) Hsf)') . 61" '
2 2 2 2

+ + o+ o+

]{E(})U‘\'.']el - ]{3;0?181 “+ ;(17 : Rs(l

]

Hsm'”l eyt R:us’ll . /1 = H:N(Tx”] iy Hsu;f(l -9 = Hsufj -y 61 i
|‘3('5()1/1 + ]{3(),})(’] . (T)l "‘}’ I{;-(':l;('l . 5‘21 + I)lspﬁ,('lel +
nsz(hll‘\{)l o= ]{ssy’/l?l s o nzs(lllel =p I{s(I&:",(T)l’,«'l e (:))

. 111'") - i Rs(‘lg ~+-

2d,

1

|
- —l— . “34;1'111" + L ]{33(11/1 -+ )—”— Rs{‘.ﬂ]a)l i ;‘ R:., 4y -9+
=)

‘2(’(() 2((“

e | I .
+ ——t Iis()(llgl —o in) Ri('(]z

24, oy~

wobei alle Ableitungen von R mit den ungestirten
I-lementen zu berechnen sind; der Einfachheit hal-
ber wurde der Index o unterdriickt.

Zur Erweiterung der Enlwickelung auf die Be-
riicksichtigung der von den Bahm.leigungen abhiin-
gigen Terme sind diese hier von vorneweg hinzuge-
fiigt worden.

Der konstante Teil der rechlen Seite von (9) lie-
fert bet Integration die in der Zeit { rein siikularen
Storungen  der grofen Halbachse; falls dieselbe
rechte Seite auch der Zeit { proportionale Glieder
enthalten sollte, entstehen in der Achse Siikularglie-
der in 2, was nachzuweisen bleibt.

Zu diesen Zwecke sind die einzelnen Glieder von
(5) in Bezug auf'ihren Beitrag zu den sochen geslell-
len I'ragen zu untersuchen, nachdem die Gheder 1.
und 2. Ordnung aller Elemente allgemein integriert
und eine Feststellung threr Braunchbarkeit zar 15r-
reugung konslanter oder der Zeit ¢ proportionaler
Glieder in a, erfolgl ist.

Leitet man deshalb analog zu (5) die Glieder 2.
Ordnung in a, e, ele:, ab, so erhiilt man die Difle-

rentialgleichungen :

@

dehiéndose calcular lodas las derivadas de R con los
elementos sin perturbaciones; para simplificar, el
indice o ha sido suprimido.

El desarrollo se ha extendido a los términos de-
pendientes de las inclinaciones de las Orbitas, inclu-
yendo desde ya los lérminos correspondientes para
el caso que se quiera hacer aplicacion de ellos.

La parte conslante del 2° miembro de (), sumi-
nistra, por inlegracion, las perturbaciones seculares
puras en ¢l liempo ¢ del semieje mayor; en caso de
gue el mismo miembro contuviera también Lérminos
proporcionales al tiempo ¢, aparecerian en el eje tér-
minos seculares en /%, lo que queda por comprobar.

Para este objeto hay que examinar el aporte de
cada uno de los términos de (5), a las cuestiones
recién mencionadas, después de haber integrado en
general los términos de 1 y de 2° orden de todos los
clementos y haber comprobado que pueden produ-
cit términos en a, conslantes o proporcionales al
tiempo (.

\I deduciv analogamente a (5) los términos de 2°
orden en a, ¢, cle., resullan las ecuaciones diferen-

crales:
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9 Va,
o= _r“ [(l'.’(( -y e (el e ”‘_’3/1 -~ - ’VI'..B(:)(\'.)II
. A
3
V1 — e, / .
Co = — ——— l‘f’ﬁul + e300, + e2:l, + "l:;’)("||
Kija,
> =
: ~ 3 n 1D n
Iy == g5 4 g0 = gy — .= » =& proiliie._49 I DS :
2 2 T P2 2T 3 a2 3 a} (6)
) 3n, 1o n,
2oay + 2206y + 323/1 + Eapw; — ~— g kK
2 S a,

(05

V1 —e,

K Jaqe,

wobei die Koeflizienten von as,, as,, ele., die fol-

gende Bedeutung haben :

—_— [ﬁ)g:: . Ay + 2 . € + ‘7’33/1 + Mo - (‘-’),]

donde los coeficientes de s, ase, etc., signitican

I
Aag = —— “: 4= l)\sm e = Ham Aoz = I)‘Eia A2y = ns(;')
2,
I 1 I . I I,
()-_)(( —_ — I{(;',(( = ‘"‘— == H(}', + = ('“ ([ + 7 l'”-‘ I{E({ = /— v (’” (I + 7 l'“' l)\:
i) 24 €, 2 | 1L, ‘ |
I I l ) I N I 3
D) ()H ) ‘ )
ese = — Rge — -—5——5 R + - ¢, (l + 7€y Rie + - |1 — - (l + 7€ ) + - 4'.,'| R
¢y €y (1 ¢)”) 2 2 I Cy” | |
1 I I I I .
€3 =— — I)‘(hi + — O (I + 7 ('“J ngs- Crpy — — Hmm + — Cy (l + o ”n_) I{El;i
(‘U 2 y 1 ('n 2 \ | /
2 Ja, [ | Ve = e [ I / o, .
e — = I‘ I{HH + - “u + —————— [{EGal{N] ‘+‘ 7 ('(,-) I)\I'll . € ( [ + 5 ('“') “4 l‘)ll)
] 200 9 I\ l dy ; | 2 1 /
o) a i1 — é P, : e’ [ 3 .
e = T K Bge =+ ———— 6 |1 | efllu JU— 5 (l SR v-) + - ¢ L R,
- al | | I — ¢ | ,
2| a, Vi — e, I 2 )a I 1 22 I L\
€2e — — ,,i,., I{UE + — (.[] I + '/ (‘“ ) . l{l'zv £2ay — V_lA - R(llu) - Co I + 7 ('“-) I"h)
\ oK Ja, \ 2K Ja, (I
' 1 . |
(:)'_'(I: l{l'll T I)‘l'v Wre — “('w = e I)\(
24, ey (I — ¢y
(:‘)23 — I’\(’z, W2 — l{(',;).

Man erhiilt durch einfache Quadratur aul Grund
dieser Formeln unmittelbar die Koeflizienten a,, e,
und @,, sobald die Terme erster Ordnung a,, ¢, [,
@, aus den Formeln (1) abgeleitet worden sind,
wenn rechter Hand alle Funktionen mit Hilfe der
Anfangselemente a,, ¢,, 2, o, und der sonst expli-

ziten Zeit { berechnet worden sind, Der Koellizient

Los coelicientes a,, e, Y @, se obtienen directa-
mente en base a estas formulas por una simple cua-
dratura, tan pronto como se hayan deducido los tér-
minos de 1°" orden a,, e,, {,, &,;, mediante las for-
mulas (1), teniendo en cuenta que todas las funcio-
nes del 2° miembro haun sido calculadas por medio
de los elementos iniciales a,, e, z,, &, V del tiempo ¢,

o
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[, ergibl sich erst, nachdem gemii3 (6) der Koelli-

zient a, mlegrierl worden ist.

Analog zu (5) lijst sich die analoge Differential-
gleichung fiir e,, /; und o, aufstellen, deren Integra-
tion in gleicher Weise fiir die Praxis von Wichlig-
Keit ist; da ich mich in der vorliegenden Arbeit aber
auf die Behandlung der siikularen Verinderungen
der groZen Achse beschriinke, ist eine Darstellung
der Diflerentialgleichungen der e, etc., im Augen-
blick unnitig, liegl aber schon fiir eine andere Pub-

likation fertig vor.

§ 3. Die Methode der Aufsuchung der den Zeitpoten-
zen {und * proportionalen Sdkularglieder 3. Ord-
nung der grossen Achse des gestorten Kérpers,
durch aussere storende Korper.

Um nun auf Grund der Gleichung (5) die kon-
stanten resp. die der Zeit ¢ proportionalen Terme zu
erhalten, ist das folgende Verfahren einzuschlagen.
Dabei soll zuerst das allgemeine Verhalten der der
Zeit ¢ proportionalen Sikularglieder in a festgestellt
werden, in Bezug auf die analytlische Form und den
Grad in den Exzentrizitiiten, um dann nach der ana-
logen Untersuchung bei den ¢* -Gliedern in a eine
Entscheidung iiber die grisgere praktische Wichlig-
keil der einen oder anderen Glieder gruppe treffen
zu konnen.

Da die Storungsfunktion eine Cosinus-Reihe aller

,
Winkelargumente ist, so ist a—= Elyf R, eine Sinus-

\
reihe, soda’ auch jedes Glied in a; eine Reihe von
Sinus-Termen ist. Folglich erhilt man aus dem 1.
Gliede in (5) : R, ayals Produkteiner Sinus — mit
ciner Cosinus — Reihe, einen konstanten Term nur
aus der Kombination derjenigen Glieder von R., und
ay, deren Argument A resp. A’ in Bezug auf die bei-
den Variablen [ und / dasselbe ist, wiihrend die

Agregate in o und o verschieden sind. Es mug also,

generalmente explicito. El coeliciente /, se obliene
después de haber integrado el coeficiente a, por
medio de la (6).

Se pueden establecer ecnaciones diferenciales ana-
logas a (B) para e;, [, y &, cuya integracion es de
igual importancia para el uso préictico; pero concre-
tandonos en esla memoria a tratar de las alteracio-
nes seculares del semieje mayor, no necesitamos de-
mostrar las ecuaciones diferenciales de los ¢,, etc.,
por el momento, si bien las tenemos ya terminadas

parauna proxima publicacion.

§ 3. Método para hallar los términos seculares de
tercer orden del semieje mayor, proporcionales a
las potencias t y {* del tiempo, en caso de ser las
orbitas de los planetas perturbadores exteriores a
la del cuerpo perturbado.

Para oblener, pues, a base de la ecnacion (5) los
lérminos constantes, y los términos proporcionales
al tiempo £, hay que emplear el siguiente método.
En primer lugar, es preciso determinar el compor-
tamiento general de los lérminos seculares en «,
proporcionales al tiempo ¢, o sea la forma analitica
y el grado en las excentricidades, después de haber
hecho analoga averignacion con los términos en £
de a, y decidir acerca de cual de los grupos de tér-

minos tiene mas imporlancia priclica.

Por ser la funcion perturbadora una serie de

cosenos de todos los argumentos angulares, resulta

. 2fa .
i = o R. una serie de senos ; de modo que cada
\

término en a; es lambién unaserie de senos. Del 1*
término del 2° miembro de (5) obtenemos por consi-
guiente, como producto de una serie de senos por una
de cosenos, un término constante como resultado de
combinar aquellos términos de R., y a, cuyos argu-
mentos A y \’ son los mismos en las dos variables

[ y I, pero distinlos en los términos (ue contienen
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wenn von nun ab (/) die Ordnung vesp. nur die
Form der Funktion / fixiert, und deshalb die
belanglosen Koeffizienten der Abkiirzung halber

unterdriickt werden, sein :

@ Y & St desde ahora (f) representa el orden, es
decir, solamente la forma de la funcion f y si se
suprimen para abreviar los coelicientes sin impor-

tancia, lendremos

(Rew) = sin A = sin (al + 8¢ + o + 2&)

((1._,) = cos A’ = cos (2l + -B[’ + o 4+ @)

indem nur in diesem Falle bei der Produktbildung

und Zerlegung in 2 Sinusglieder cin konstanter

1
Term : =sin (v —+) o+ (3- 3') v’ entsleht, wihrend
2

der andere periodische Term nicht weiter zu beach-
ten ist, weil er {iic unser Ziel nicht in Frage kommt.
Im speziellen Falle, wo A = A’, entsthen nur rein
periodische, also nicht in Betracht kommende Glie-
der.

Sollen fernew in (5) Glieder zam Vorschein kom-
men, die (' proportional sind, so muf, da R infolge
der Abhiingigkeit von z slets eine periodische Reihe
ist, aus dem 2. Faktor a, ein Glied der gemischt-
sikularem Form (. sin A’ resp. (. cos A’ ausgesucht
werden, um dann im Produkt einen rein siikularen
Term 1n (' zu erhalten. Solche Glieder, bekanntlich
Poisson-Glieder genannt, da Poisson sie zuerst nach-
gewiesen hal, exislicren in a,, wihrend die rein
sihularen (-Glieder in a, nach Poissons Theorem
nicht existieren. Die Integration | Reo . ay . dt fiihet
dann unmittelbar aufl Glieder in £, falls die Argu-
mente \ und A’ so gewiihlt werden, da? die Glieder
in [ and " in dev Differenz der Argumente ver-
schwinden.

In Bezug aul die ¢! proportionalen Glieder der
Achsea kann nunauf Grund der allgemeinen Eigen-
schaften der Storungsfunktionder folgende Satzabge-
leitet werden. Allgemein ist die Form cines beliebi-
gen Gliedes von (‘z;,, wenn ¢ und d zwei beliebige der
i Eleniente a, e, z und & R.eq u. ¢, u. d, Storun-
gen 1. Ordnung fixieren @ Roeq . ¢, . d;. Allgemein 1st

dann bei Auswahl beliebiger Glieder :

Resulta solamente en este caso al formar el

producto y descomponerlo en suma de dos senos —

1 .
un término constante - sen (v —v) o +(2 — 2) o’
9 '

mientras que el olro término es periodico y nada
liene que ver con nuestro proposito. En el caso
especial, en que A = \/, resultan solo términos
periddicos puros que, por eso mismo, no vienen al
caso.

Ademads, para que en (D) aparezcan Llérminos
proporcionales a £, hay que elegir del 2° factor a,
un término de la forma secular mixta . sen \’ o
t.cos A’ (pues R essiempre, por depender de z, una
serie periodica), para obtener después en el produc-
lo un érmino en (' secular puro. Tales términos
(conocidos como de Poisson, puesto que ¢l los ha
comprobado por primera vez) existen en @, mien-
tras que seguin el teorema del mismo autor no exis-
ten en a, lérminos en ¢ seculares puros. La integra-
cion | Req . agdt produce inmediatamente términos en
12, si los argumentos A y A’ se eligen de tal modo
que las variables [ y I’ desaparezcan en la diferencia

de los mismos.

Con referencia a los términos del semieje a, pro-
porcionales a (!, se puede deducir ahora, en virtud
de las propiedades generales de la {uncion pertur-
badora el resultado siguiente. In general, la forma
de cualquier término de @ es la siguiente, si ¢y d
representan dos cualesquiera’ de los clementos «,
e, 2y @y e yd las perturbaciones de 1 orden :
Reea ¢, - d;. Al elegiv términos arbitrarios resulta,

enlonces, en general :
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. sin

ey =f  (yl+ Bl + o + 8,/®)
7% cos
sin ; 0 s
lll — /',, (Z.,/ + pzll + “'2(4) + OQ(»)’)
4 ¢cos "
also folglich : y por consiguienle :
sin
(:1 . ([1 = f)» AS,
77 cos
W0 donde

A

da nach den Eigenschaften der Stérungsfunktion  Como, segun las propiedades de la funcion pertor-

sowohl hadora, no solo es
Ss=o+ 9+ n+6=0

wie auch sino también
S9=2 + Bo+ Vs + =0

so ist folglich auch resulta
Sy = a5 + ‘33 =i gy = O.

sin . sen
Soll nun das Produktause, .d,und R..a =/, A, Siel productodee, . d; ¥y Reea = f, A, donde
cOS ' . 7% cos

-

WO
By = 2l 4 Bl E i+ B

zu einem konstanten Gliede fithren, unabhingig von  debe dar como resultado un término conslante,
den mit der Zeit ¢ linear Veriinderlichen {;, und /,, independiecute de las varviables [ y [’ lineales en el
so muf sein: z; = x, und %; = 5,, sodag A, die tliempo {, entonces se liene z; = a, ¥ 3; = 3,; lue-

Form erhilt : go A, es de la forma:
\, = ol + Byl + 00 + 3,0
sodaj alsdann por lo que resulta :

R:eac, . ‘Jt = /-/I. : “'.’:'. = Yl) W + (85 - 5,) @'| = const.

Da a; eme Sinusrethe sein mu3, wird folglich, Como a; debe ser una serie de senos, resultara,
wenn ¢ () den konslanten Teil von x fixiert: sic (x) representa la parte constante de x: ¢ (R:ea

¢ (Reea e, . d,) proportional der Sinusfunktion. Da ¢, . d)) proporcional a una funcion seno. Puesto que
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aul Grund der Eigenschatten von R die Sum-

me .

as + o3 + v,

ebenso auch :

de acnerdo con las propiedades de R las sumas de-

ben ser como sigue :

~
y < 0= 0,

lo mismo que:

~

ay + 33+ vy + 04, =0

sein miissen, so lolgl :

sodaj das Argument A in Reeq . ¢ )

und somil ;

resulla :

y por eso :

L -
cifiign e dy )= 51/3‘/i5m (o — ),

wol= + 1+ 2,..., wihrend i = o0 zu keiner von o
verschiedenen Konstanten fithrt. Folglich ist die der
Zeit proportionale Sikularstorung 3. Ordnung stets
proportional sin ¢ (&' — @) (¢ = 1, 2, 3, elc.). Aber
auch iiber den Minimalgrad des Koeflizienten in
Bezug auf die Exzentrizititen ist eine Aussage mog-
lich. Hal das Produkt ¢, . d; den Minimalgrad o m
Bezug auf die Exzenlrizitiiten e und ¢/, und hates in

Bezag auf die Lingen die Form :

so bedingl dic Erschemung einer Konslanlen im
Produkt R...¢,.d,, dag R, von der Form sein
nug :

R / sin

zed — .

‘ 4" cos
Folglich mud der Grad des hoeftizienten f, wegen
der Eigenschaften von R gleich 2¢ sein; folglhichist /,
mindestens vom 2. Grade der Exzenlrizitiiten. Da das

Argument aber bei i = 1 die Form I/ — [+ &' F o

. COS

’sin

LU=+ (e — o)

donde (= + 142, ..., mientras que para i=0 no se
obtiene ninguna constante distinta de o. Por consi-
guiente, la perturbacion secular de 3¢ orden pro-
porcional al tiempo ¢ es siempre proporcional a
sen i (&' — o) (=1, 2, 3 elc.). Pero también es posi-
ble determinar el grado minimo del coeficiente res-
pecto de las excentricidades. St el producto ¢ . d,
liene, respecto de las excentricidades ey ¢/, el grado

minimo o, y respecto de las longitudes, la forma :
(1),

debe resullar, a causa de la aparicton de una cons-
tante en el producto R..s. ¢, . d;, que R.y liene la

siguiente forma :

(== "1, 208

Por consiguienle, el grado del coeficiente f, debe
ser 21 debido a las propiedades de R ; o sea f es a
lo menos del 2° grado en las excentricidades. Ya que

para (= 1, el argumento liene la forma ' —/
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hat, so ist der Koellizienl eines solchen Gliedes von
der Form e.¢ und das A\rgument des sikularen
Teils: & — @. Das Resultat ist also, daj die der
Zeil ¢ proportionalen Sikularglieder der grojen

Achse von der Form sind :

+ & I &, el coeliciente de lal término es de la for-
mae. ¢’y el argnmento de la parte secular : ¢'— o.
Resulta enlonces que los términos seculares del
semieje mayor proporcionales al liempo ¢, son de

la forma :

s(ay) = le. ¢ sin(o — @)

wo s (/) von nun ab immer den sihulaven, der Zeil

(" oder £? proportionalen Teil der Funktion ./'[ixierl,.

Die Glieder des niichst hoheren Grades der Slor-
ung von ay sind infolge Ansleigens der Grades des
Koeflizienten eines Storungsgliedes resp. eines Glie-
des der Storungsfunktion desselben Winkelargu-
menles um etne grade Polenz der Exzenlrizititen der
Form ¢3. ¢, ¢?. ¢* und ¢ . ¢’® und so fort zu héheren

Gliedern.

In der Praxis erfolgt die Aulsuchung der in Be-
tracht kommenden Glieder in der Weise, daj man
in ¢ die Glieder niedrigsten Grades in den Kxzentri-
zitiiten e und ¢’ sukzessive mil den korrespondieren-
den Gliedern niedrigsten Grades in «; combiniert,
um dann nach Ableitung der Integrale ¢; und d,
dasjenige Glied R.cq mit dem entsprechenden Win-
kelargument auszusuchen, das im Produkte mit ¢,d,
zu einer honstanten in Reea . ¢, . d; fiihrt.

Dariiber hinaus sind nun und das ist unser Haupt-
ziel, auch die ¢# proportionalen Siikularglieder von
a; abzaleiten. Zu dem Zweche sind zuerst die in dem
entsprechenden Ausdrucke von (jz'.; auftretenden Sto-
rungen 2. Ordnung der Masse und der Poisson-Form
von da,, ¢y, [, und &, aufzusuchen; denn nur diese
Glicder konnen, bei passender Auswahl der Argu-
mente znden gesuchten Gliedern in 2 in a, fithren
wenn der Faktor R.cq, der stets periodisch ist, hin-
zutritt. Daf a, solche Poisson-Glieder der Form

co

s
[+ . Abesilu, folgl aus der 1. Gleichung (6) inVer-
sin © °©

bindung mit (6a). Aber das 1. Glied rechter Hand von

donde s (f), rvepresenlard desde ahora, la parte
secular de la funcion f proporcional al tiempo
("o 2

A causa del mayor grado del coeficiente de un
lérmino de perturbacion, o de un término de la
funcion perturbadora del mismo argumento angu-
lar, los términos de grado inmediato superior de la
perturbacion de a; son potencias de las excentrici-
dades de grado par, de la forma ¢®. ¢/, e2.¢?, y
e. e, y asi sucesivamente para los lérminos su-
pertores.

En la practica, se descubren los lérminos en cues-
tion combinando sucesivamente en ¢ los términos
de menor grado en las excentricidades e y ¢, con
los términos correspondientes de menor grado en
d;, y eligiendo después de haber deducido las inte-
grales ¢; y d;, aquél término Reeq con el argumen-
to angular correspondiente, que da como resul-
tado en el produclo por ¢, . d;, una constante en
Reca - ¢, - d,.

A mas de esto, lo que es nuestro fin principal,
lambién hay que deduciv de a; los términos secu-
lares proporcionales a (2. Con esle objeto debemos
hallar primero las perturbaciones de 2° orden de la
masa y del tipo Poisson de a,, ¢,, 2, ¥y 0,,"pues solo
¢stos Lerminos pueden dar en 1.13, si se eligen” bien
los argumentos, los erminos requeridos en (%, ya
que el factor Ry stempre resulta periddico. De la
1" ccuacion (6) junto con la (6*), resulta que a,
de Poisson de la forma

contiene tales términos

cos |
t: . A. Mas, siendo, por una parte, R,y R, y
sen g 4

por olra, a, funciones periodicas puras, el 1* tér-
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(1'2 kann, da R; und R, emerseits und a, andererseits
nur periodische Funktionen sind, nicht zn Gliedern
cos . . o s

der Form l<i11 A fithren, ebensowenig wie das 3.
Glied in /; da es nur periodische Glieder enthiilt;
denn die der Zeit ¢ proportionalen Sikularglieder
von g, sind von vorneweg in die mittlere Bewegung
n einbezogen gedacht, indem n direkt aus den Beob-
achtungen entnommen und in die Stérungsfunk-
tion und ihre Ableitungen substituiert gedacht wird.
Nur das 2. und 4. Glied von (6a) liefern Poisson-
Glieder, weil e, und &, der Zeit ¢ proportionale Siku-
larstorungen besitzen. Wie aus (5) ersichtlich ist,
ergeben sich insgesamt 20 derartige Glieder, die zu
Poisson-Termen fithren, wobei die Glieder a,, ¢,, /,
und o, je 2 entsprechende Glieder liefern, propor-
tional e, und w,, wozu auch der Term mit dem Pro-
dukt ¢,&, gehort, wenn der eine Faktor als perio-
disch, der andere aber als siikular betrachtet wird.
Dabei kann man den Gliedern niedrigsten Grades in
dem Siikularteil von ¢, und &, die Form geben :

mino del 2° miembro no puede dar términos de la

cOS
forma ¢ A, m1 tampoco el 3* término de /,, pues-
sen v

Lo que contiene solo términos periodicos ; desde un
principio, pues, los términos seculares de z, pro-
porcionales al tiempo ¢, se suponen incluidos al
movimiento medio n, consideriandose n deducido
directamente de las observaciones y sustituido en
la funcion perturbadora y sus derivadas. Solo el 2°
y 4° término de (6,) dan términos de Poisson, por-
que e, y », conlienen perturbaciones seculares pro-
porcionales al tiempo ¢. Como se puede ver en (3),
resultan en total veinte términos tales, que dan tér-
minos de Poisson, suministrando cada uno de los
ay, ey, 1, ¥ &, dos términos correspondientes, pro-
porcionales a ¢, y &, incluso-el término con el
producto e,,, considerandose aqui como sccular
un factor, cuando el otro sea periodico. Se puede,
pues, dar a los términos de menor grade en la par-

te secular de ¢; y o, la forma siguiente :

¢, = cle' s (G) = G)) = Z’l”t

und

I . .
oy =d .= (e + e cos(af — o)) =
- ,

indem s (e;) u. s (&) stets der Lingeninderung
A1 = ntproportional und die Koellizienten ¢, d, «
u. % nur von a und «’ abhiingige Konstanten sind.

Wenden wir uns nun der Integration des 1. Glie-
des von (D) zu, so ist das erste Integral : | Req . aydt,
wobel c.lg durch die 1. Gleichung von (6) definiert
ist. Da nur die den Koeflizienten ¢, und @, propor-
tionalen Glieder zu beriicksichtigen sind, so ist dem-
entsprechend zuerst as.e;, = R.ep zu behandeln.

Da im Gliede niedrigsten d. L. o. Grades :

2

y

oN

nt,

e

siendo s (¢;) ¥ s (®,) proporcionales a la variacion
de la longitud A/ = nt y siendo los coeficientes ¢,
d, » y 2 constantes que solo dependen de a y «’.

Al integrar ahora el 1 término de (5), resulta la
primera integral : [ Req . aydt, donde a, estadefinida
por la primera de las ecuaciones (6). Gomo solo
hay que tomar en cuenta los términos proporciona-
les a (;1 y (I;,. debemos ocuparnos primero de estos
altimos @ asee; = Ree,.

Como lérmino de menor grado, es decir, de

grado o, es:

Ree = = Ci(i — 1)sin [ill — (i — 1){ — )],
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so folgl in Bezug aul das 2. Glied von (6a) als Pots-
son-Term von a,, im Folgenden immer mil P

bezeichnel :

resulta con respeclo al 2° término de (6,) el de Pois

son de «, (designado en general con P) :

P(a,) = ¢sin (& — &) {sin[ill — (i — 1)l — &),

sodag

| {cos A

Por consiguiente es :

sin A

a, = ¢e'sin (o) —) o | —
Folglich ist zur Gewinnung eines in { siikularen
Gliedes in R, . a, der folgende Term aus R auszu-

suchen :

' i’ — (i —1)n

g [in — (i — 1)n]?

Por lo tanto, para oblener en R,,.a, un lérmino

secular, hay que elegir el siguiente término en R :

R=¢smfidll — (¢ — 11— &)

sodaj folghch :

por lo que resulta :

s (az) = te?sm? (&' — o)

mithin ist die Sikularstorung von gy in 2 vom 2.

Grade der Exzentrizitit, ebenso wie die in {!.

Setzl man in ¢, im2. Gliede R.e =esin ¢ (' 1),

also einen Term 1. Grades ein, so ist zu wiihlen :

Luego la perturbacion sccular en 2 es de 2° grado
en las excenlricidades, lo mismo que la perturba-
cion en ¢,

St se introduce en el 2° miembro de a‘z R =
esen (('- 1) osea, un lérmino de 1° grado, debe

elegirse :

Rio=ce.e/sm[i(1 — 1) — & + o]

Folglich entsteht dann in a, ein Term der Form :
e e sin® (o — o), und so fort,

Wenn

Por consiguienle, rvesultard en a; un término de la

forma: #e*¢? sen? (&' — @), v asi sucesivamenle :

R.. — ¢'sin ll(l’ — ) = ot s o

und folglich R:q = sin ¢(' — 1), so entsteht auch

cin Term der Form £ sin? (o' — o), sodaj also ein

Verschwinden der 2 -Glieder eintritt, wenn ¢ oder ¢

verschwinden oder ¢ — o = o oder 1802 ist. Im
asteroidischen Falle ist demnach bei keeisformiger
Balin des storenden Korpers bei diesen Gliedern
weder eine (' — noch * — Sikularstorung vorhan-
den.

Gehen wir jelzt zu dem 4. Gliede von (6a) iiber,

d. h. zu R . 0y, so entsteht ein Poisson-Term nur,

y por consiguiente R., = sen (¢ (£ —1), resulta tam-
bién un érmino de ta forma £2¢ sen? (¢ — o), de
tal suerte que los teeminos en # desapavecen, si se
anulan ed e/, 6516/ —o = 0 6 1830°. En el caso de
asteroides v en la hipotesis de un cuerpo perturba-
dor de Orbita civeular (Japiter), no hay perturba-

ciones seculares en £ ni en (2.

Ahora, pasando al 4" téemino de (G4), es decir a

.6 . o resulta un érmino de Poisson, solamente



\. Wukess, La aceleracion secular de los ejes mayores de las orbitas planetarias 20

wenn in @, der siikulare Teil 6, = s (= Re| gewihlt
e

wird und die kombination mit einem heliebigen der
stels periodischen Glieder von R, stattfindet. Da
nun das Glied niedrigsten Grades im Sikularteil

von ¢, die Form hat :

oy

[

si se elige de ¢, la parte secular ¢, = s (—
€

n,,) v si

tiene lugar una combinacion con cualquiera de los
términos de R;; stempre periodicos. El de menor
grado en la parte secular de o, tiene, entonces, la

forma :

I :
s(dy) =—ntl= _(,’l'le + e’ cos (0 — )| nt

e

so ergibt die kombination mit dem Term niedrig-

sten Grades von R :

La combinacion de este término con el de menor

grado de R.; es decir:

Rig = ecos[il! — (i — 1) {—o)]

nach der Integration, abgesehen von dem rein perio-

dischen Teil, das P-Glied :

da como resullado, después de la integracion, sin
conlar la parte periodica pura, el lérmino de Pois-

sSon .

P(a,) = tsin[dl — (¢ — ) — &]s ().

FFolglich ist zur Erzeugung eines siikularen (2-Glie-

des in ay das folgende Glied in R herauszusuchen :

Por consiguiente, para poder producir un término
en a, proporcional al tiempo {2, hay que elegiv el

sigwiente término de R.q :

Roy =estu [l — ((— 1)l — o]+ ¢sinfd —(( — 1) — &,

soda? die (' proportionalen Ghieder allein die fol-

cende FForm erhalten :

de modo que los términos proporcionales a ' sola

mente pueden lener la formna

a, = [¢ + 2 cos (0 — a)]|ze + 2 cos(a' — o,

sodag a; von der Form :

luego se obtiene la expresion :

ay = [ae* 4+ Zec’ cos (6 — o) + veFcos® (6 — o). F

wobet der Mazenfaktor % ist, als allgemeine
Form der Sikularstorungen 3. Ovdnung in ¢ in den
Termen niedrigsten Grades. Die Glieder hoheren
Grades wachsen dann, analog wie bei den Gliedern
i /', slets um 2 weitere Einheiten aul ¢!, e.¢”, ele.,
an. Folglich ergibt sich aus den bisher abgeleiteten
Gliedern, da? die Glieder in £#die in {' allgemein

an Groje iibertreffen miizen, da diese Glieder bei-

(stendo m’? el factor de las masas) como forma gene-
ral de las perturbaciones seculaves de 3¢ orden en £
en los términos del menor grado. Los de grado supe-
rior crecen entonces, analogamente a los érminos
en ', siempre de dos unidades en dos a partiv de

]
e e .

¢?, ele. Por counsiguiente, de los términos
hasta ahora deducidos resulta que el valor de los

érminos en £ debe en general superar al de los en
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de vom gleichen 2. Grade der Exzentrizititen sind.
Wir miissen aber priifen, ob nicht die weiteren
Glieder in a; noch zn Gliedern niederen Grades in
den Exzentrizitiiten fithren Kénnen.

Gemid der I‘ormel (5) ist der niichste Term, der
zu untersuchen ist, das 2. Glied p, (ad) —Ric, e,
wobel é._, oben in (6) definiert worden ist. Da deshalb
das 1. und das 3. Glied in c;, infolge Multiplikalion
mit a, resp. {; d. h. mit rein periodischen Funktio-
nen im Produkt mit den konstanten oder periodi-
schen Koeflizienten nur wieder zu rein-periodischen
oder konstanten Gliedern fithven, so fallen diese
Teile von e, wegen ihres Mangels an Poisson-Ter-
men fiir die Erseugung von Siikulargliedern in #*in
a, fort, withrend aber die vein periodischen Teile bet
Kombination mit passend ausgewiihlten periodi-
schen Gliedern von R ., zu reins iikularen Gliedern in
(' in ay fihren.

Die gewiinschten gemischt-sikularen Glieder in e,
konnen nur aus dem 2. und 4. Teil von e, entstehen,
und zwar nur in Yerbindung mit den rein sikularen
Teilen von ¢; und &,. Der Koellizient e, (s. die For-
mel unter (6a)) bedarf noch einer niiheren Untersu-
chung, weil die Nenner e resp. e?im 1. und 2. Gliede
zu negaliven Polenzen in e, zu fithren scheinen.
Wiihlt man deshalb das niedrigst mogliche, die Pe-
rilielliinge w enthaltende Glied aus der Storungs-

funktion aus :
R = ecos [il

so wird, wenn 1m 2. Gliede von ¢y, nach Potenzen
der als klein angenommenen planetaren Exzentrizi-

titen entwickell wird, erhalten :

| R —
— Nge =
e

«sin A und -
¢ e (1

sodas die hritische Dillerenz

- l‘(?n‘ et e

2

e e’(1 — ¢

: L.‘-’)

{* puesto que ambos términos son del mismo grado
(segundo) en las excentricidades. Pero todavia debe-
mos examinar, si los otros términos en a, pueden dar
o no, olros de menor grado en las excentricidades.

Segun la formula (5) el proximo término que hay
gue examinaresel 2°: p, (a;) = Rie . e, donde 'e2 ya
ha sido definido en (6). Por ser los lérminos 1° v
30 de e, productos de «, y /, respectivameule, que
son funciones periodicas puras, por coelicien-
tes constantes o periddicos puros, son términos
conslantes o periodicos puros, es decir no son tér-
minos de Poisson y no vienen al caso en a; para
producir términos seculares en {*, mientras que las
partes periodicas puras al combinarlas con adecua-
dos términos periodicos de R, dan en a; lérminos

seculares puros en ('

Los términos seculares mixtos deseados en ¢, solo
pueden lograrse de la 2* y 4* parte de ég, y esto
tnicamente en combinacion con las partes secula-
res puras de ¢, y o,. El coeficiente e, (véase la for-
mula (64)) debe examinarse mas exactamente toda-
via, porque los denominadores ¢ y ¢? parecen originar
en el 1°° y el 2° término respectivamenle potencias
negalivas en ¢,. Al elegir, pues, de la funcion per-
turbadora, el término de menor grado posible que

conlenga la longitud ¢ del perihelio :

(1— 1)l — o]

se oblicne, desarrollando el 2° término de ez, segin
polenctas de las excentricidades planetarias, supues-

las pequenias :

I L
=+ Ra = — (1 +¢%)sin \,
.

luego la diferencia critica es :

Ry; = — esinA,
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womil also die Glieder mit dem Pole ¢ = o elimi-
niert worden sind. Zum gleichen 1. Grade fithren
nun aber auch alle R-Glieder 3. Grades, soweil sie
mil den Fakloren e®’ und ¢* versehen sind. Ist
R=¢%"cos A, wo \ =041l — 25+ &
B =

zuerst
und ¢ und ¢ so zu wihlen sind, dag ¢ + 1 —

+ 1 = 0, so wird das kritische Glied in ¢, :

e; = 2¢'sin A (2 —

also vom 1. Grade; analog wird im 2. IFalle, wenn
R = ¢* cos A, wo jelel

A=+ — 36

sein mup :
e

) 9
Crp =— O |OC —
=

also ebenfalls vom 1. Grade, wiithrend in dem noch
fehlenden Falle, woR = ¢.¢2cosAund A = /I’ +
+ i + o — 26, analog wie im allerersten Falle,
wo R vom 1. Grade ine, infolge des Faktors ¢’ nun
ein Glied 3. Grades mil dem IFaktor e. ¢ in ese
enlsteht.

Anderersetls entstehen durch den 3. und 4. Term

n ey,

pars s =

Glieder vom bereils o. und auch 1. Grade, wenn

im 1. Falle R = cos (£ — ) geselz wird.

Die Integration des oben berechnelen 1. Teiles
von ez fithrt nun mit dem siikularen Tetl von ¢, als
IFaktor zu einem Term der Form: jesin A . (. d¢,
soda3 mit Riicksicht auf A =i — (1 — )l — o
und nur aul den Poisson-Tetl des Integrals ent-

steht ;

e Ul{sp

27

Y, los términos con el polo ¢ = o han sido, pues,
elimimados.

A este mismo grado — 1° — conducen también
todos los términos de R de 3 grado siempre que
posean los factores %’ y ¢*. Siendo, en primer lugar,
R = c*cos A donde A = V[ + il— 25 + &, y te-
ntendo que elegir ¢ e ¢ de tal modo que ¢ + (- 2
+ 1 = o resulta el término critico en ¢:._,:

————,) = 9¢/sin A,
1 — e
es decir de 1°" grado. Analogamente resulla en el 2°

caso, cuando es R = ¢ cos A donde es ahora

und

——_)) sin A = Ge . sin A,

/

es decir, también de 1° grado ; mienlras que en el
vl + il

+ & — 2&/, resulta ahora en ey, andlogamente al

caso reslante, en que R = ec’?cos A v \ =
primer caso, en que cra R de primer grado en ¢, a
causa del factor ¢?, un término de 3° grado con el
factor e . ¢

Por otra parte en base al 3 y 4° término de ey,

es decir :
I I

+ - ( I — 7 L") l{‘
2 |

resullan ya términos de grado o, poniendo R =
cos (I'—1), y también términos en 1 grado.

La integracion de la 1* parte de ey, antes calcu-
lada, da ahora, con la parte secular de ¢; como fac-
tor, un término de la forma: [esen\.t.dt, de
modo que, por ser \ =d’'—(i—1)/— o resulta,
considerando solamente la parte de Potsson de la

integral:



~

jesiln\.[.(l/: -

Folglich fithet der 2. Term in @y 20 einem konstlan-
len Term, nur wenn das eben abgeleitete Integral mit
einem Gliede aus R., kombiniert wird, das nur den
folgenden 3. Termen 3. Grades von R zu entneh-

men ist :
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ecos A
i’ — (i —1)n

Por consiguiente, el 2° término da en a; solamente
un lérmino constante, st la integral recién deductda
se combina con un término de R.. que debemos
tomar de entre los (res siguientes términos de 3°

grado de R:

R=¢.ctcos|il' —(i— 1)l + &' —20] + ¢cPcos|ill — (i—1)] — &)+ ee*cos [ill —(i— 1)+ & —o2

Alsdann ergeben die beiden ersten Terme :

2

:UC,

withrend der 3. Term ergibt :

b 3 Q1 o
R.c . e, = ee” sin (& —

soda? diese Glieder alle vom 4. Grade sind. Nur
im Falle des 4. Gliedes von ey, folgen Terme nie-
drigeren Grades, indem sich unter Integralion

des schon oben fixierten Gliedes ergibt :

Sl{s.[.(l/:jlsini(l’ — 0 .dl= —

bei Unterdriickang des rein peviodischen Teils,

soda’ bei Wombination mil der aus

Resulla, enlonces, de los dos primeros términos :

sin? (b — @) . &,

mientras que del lercero:
»)sin (26" — 20) . £,

de tal suerte que lodos ellos son de 4° grado. Solo
en el caso del 4° término de e, hay olros de menor
grado, que resultan de la integracion del término

antes definido :

Lcosi (U — 1)
L(n' — n)

prescindiendo de la pdrte periodiea pura, de modo

que combinando con la derivada R.e; obtenida de

R=cecosli(l — 1) — & + o

lolgenden Ableitung Re: als Poisson-Teil von «,
erhalten wird :

Ree . €, =

d. h.ein Term 2. Grades.
IF'erner ergibt sich, wenn 1m Falle der beiden
ersten Glieder in ey | 4+ (| = 1, also A =/l 4

+ il — 26 4 & geselzt wird :

)

l':}p('llll -

et sin® (&' -

resulla como parte de Poisson de a,:
™),

es decir, un término de 2° grado. Ademas, si en el
caso de los dos primeros términos de e, se pone
[ 4] =1, es decie, N=00 4+ i~ 206+ & re-

sulla :

e’ cos A

'n"+i.n
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m Bezug aufl das Poisson-Glied allein; folglich ist
R.c zu entnehmen aus R = ¢ cos (7 + il — @), so-

daZ schliesslich

R: ..e, =

Wenn ferner im selben IFalle der ersten beiden Glie-
der von e, R die Form erhilt: R=¢%cos A, so
mu3 A=0+ d-— & oder 'l + i — 3w sein,
d.h. [ 4+ ¢ = 1 oder = 3. Dann ist in Bezug auf

das Poisson-Glied allein, im 1. Falle :

”

j e . €y . dt = —

sodag R.eaus B = ¢e? cos (' 4+ il — &) entnom-
men werden muj, und alsdann als entsprechendes
Sitkularglied in a, erhalten wird : R, . e? = 2/

sin (6 — &). Im 2. Falle wird :

20

refiriéndonos al término de Poisson solamente;
pot counsiguiente, hay que deducir R., de R =

ecos (UI'+ il — &), de manera que finalmente se tiene

2lsin? (& — @) . L.

\demas, st en el mismo caso de los primeros (ér-
minos de es., R tiene la forma: R = e®cos A, debe
ser A=0U+i—6 6 A=+ il—-36, es decir
|/ + ¢|=103. Resulla, pues, en el 1° caso, refi-

riéndonos solo al término de Poisson :

ee¢’ . 1cos A
’'n’ + in

luego R: debe deducirse de: R = ¢e?. cos(/l' +
il — &), porlo que se obtiene finalmente en a; como
término secular: Ry . e, = 2l sen (6 — o).

nel 2° caso resulta :

| o't cos (1l | — 3
jv._,‘,.ul.,n:,“ S (V0 + il — 30)

(nur Poissonglied), sodaj Re. aus

'n’ 4 in

(s0lo término de Poisson) de modo que hay que

deducir R.. de

R =e%cos[tl + il — 26 — '] + ec?cos [l + il — & — 28]

zu entnehmen und somit schliesslich als (-Glied in
a, erhalten wird :

5 L . ~
Ree . 6, = %2 . . sin (B —

soda% in diesen beiden letzteren Fillen nur Glieder

f. Grades in den Exzentriziliiten erlangt werden.
Das niichsle in e, zu beriicksichtigende Glied ist

eos oy

Gliedern aufgebaut sind, so kinnen aus diesem

Da beide Faktoren nur aus periodischen

Tetle von e, keine Poisson-Glieder entstehen und
deshalb auch Keine rein-siikularven Glieder in R, . e,
also auch keine * — Glieder in a,.

\nders verhiill sich nun das letzte Glied von e, :

w) + e.

obteniéndose, finalmenle, en a, como término en (:
eBtsin (207 — 26),

luego solamente se obtienen términos de 4° grado
en las excentricidades en estos dos 1ltimos casos.

Il término que ahora debemos tomar en cuenta
en ¢y, es s, . L. Yaque los dos factores constan sola
mente de (¢rminos peridodicos, no pueden resultar
de esta parte de e,, términos de Poisson, v por tan-
to, tampoco se han de originar lérminos seculares
puros en Ree . ey, m términos en £ en ay.

Distinto es lo que aconlece con el tltimo térmi-

no de ¢, :
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wenn e,; rvein periodisch ist, sodag >-Glieder in ay
nur in Verbindung mit den rein-sitkularen Storun-
gen von &, méglich sind. In

|/l — e

?
Comy —

Ky a

I . B .
wird das 1. Glied — R vom niedrigst-maglichen o.
e

Grade, wenn fiir R das Glied 1. Grades angesetzl
wird: R =cecos [ill — (i — )] — &]; dagegen ist
das 2. Glied : eR.5; mindestens vom 2. Grade. Mit-
hin fiithrt das 1. Glied allein zu dem foigenden Pois-

son-Term :

Sl ey es periodico puro, en cuyo caso solo pueden
aparecer en @, lérminos en (2 junto con las pertur-

baciones seculares puras de &;. En

[—{ R(T;{T» -+ 1 (U -+ 'I' US) de»l
e 2 !l

I
el 1°" término - Rgg resulta ser del menor grado po-
e

sible, — cero — si se reemplaza R por el término
de 1" grado R =ecos[il' —(i— )| —&]; en cambio,
el 2°: eRR.y, es porlo menos de 2° grado. De mane-
ra, que solamente del 1 término resulta un térmi-

no de Poisson, a saber:

£ o %(ac +oae)teosfil — (i — 1)1 — &),

sodaj :

de modo que :

Ples)i= l(ae + ge)tsin il — (1 — 1)1 — &
p v

Der gewiinschte rein-siikulare Term in a; entsteht
dann, wenn R ein Term 1. Grades in e enlnommen
wird, soda? Ree = sin [il! — (i — ) | — &, sodaj

alsdann :

Folglich entstehen in a,; Glieder in 12, die anch Pole
zu haben scheinen, indem wir a; nach dem lelzlen

Ausdrack auch die Form geben kinnen :

Y
s(ay) = (:x + 8 —) £,

soda? teils von den Exzenlriziliiten unabhiingige,

teils aber mit einem Pole e = o behaltete Glieder

erscheinen. Diese letzteren Glieder erregen aber Be-
denken, da bei kleinen Exzentrizitiiten ein Anwach-
sen der Sikularstorungen schon nach kurzer Zeit

iitber alle Grenzen stattlinden honnte. Es ist deshalb

El término secular puro requerido en a;, se obtie-
ne cuando R se deduce de un término de 1 grado
en e, luego R.e = sin [(' —(1—{)[—w], ¥ por con-

siguiente :

ze + {e) L.

s ((‘1;;) e ]:(

Por tanto resultan en a; lérminos en  que pare-
cen tener lambién polos, pues podemos dar a a,

segin la ultima formula, la lorma:

donde aparecen términos ya sea independientes de
las excentricidades, o bien afectados del polo e = o.
Pero estos dltimos términos suscitan duda, puesto
(ue pequetias excentricidades producirian perturba-
ciones seculares tan grandes como se (uiera en poco

tiempo. Por lo lanto investigaremos si eslos térmi-
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u untersuchen, ob diese Glieder sich nicht gegen
andere wegheben, ebenso wie die von den Exzentri-
ziliiten unabhiingigen Glieder.

In der Entwickelung von a gemid den Formeln
(4), (6) und (6a) nach Potenzen von Aa, Ae, Al
und Ao sind die Glieder in Ae und Ao die kriti-
schen Glieder, die mit Polen e=o behaltet sein kisn-
nten, niimlich: R... Ae + R.5 . Aw. Fiihren wir aber
statt ¢ und o neue Vanmable ein: esin & = Z und
ecos & =1, so geht der genannte Ausdruck leicht in

eine Funktion von 2 und ¢ iiber, indem zuniichst :

nos como asimismo los términos independientes

de las excentricidades pueden eliminarse con otros.

Enel desarrollo de seguiin potencias de Aa, Ae, Al
y Aw de acuerdo con la formula (4), (6) y (Ga), los
términosen Aey en Ag, asaber R . Ae + R.z . Aw
son criticos pues pueden contener polos (e = o).
Pero si en vez de e y o introducimos nuevas varia-
bles: esing =% y ecosé =1, dicha formula se
transforma factlmente en una funcion de 5y ., sien
do por ahora :

e = ])\55 sin ¢ + l)‘s-r, COS )
Rea = Rz . — Ry . &
u. ferner: y ademils :
- o
Ae = = AE + —Aq
w w
. :
W = ‘_) — — _\f;
w? 1w?

wo noch w = |22 4+ 42 Folglich wird :

donde: w = JZ* + . Se liene enlonces

]{(;',:_ . .’_\C + ]{E(Z‘MA(T) - l;:‘: s AE + Ri'll = _\/},

wo die Ableitungen Rz u. Rey, ketne Pole inZ und 4
besitzen, wetl R keine solchen besitzt, wie aus der
Potenzentwickelung von R nach Potenzen von  und
7 folgl (s. die Entwicklung von Charlier, in seinem
Buche: Die Mechanik des Himmels, Bd. 1, pag. 290,
etc.). Die Koeflizienten sind dann nur noch von den

Achsen und mittleren Lingen abhlingig, die als

oD
restliche Variable beibehalten werden. Andererseits
[olgen aus der Definition von Z und 4 als deren zeit-

lichen Ableitungen :

SJuAT

¥ =.C08 ) 7 — €SN @) —

also folgt ber Substitution der Ausdriicke fiir e und ¢

nach (1) unter Transformation der Ableitungen R,

. de
=S &) =

dl

~+ ¢ cos o

y eslas derivadas R.: y R;, carecen de polos en 3 v
7, puesto que R no los contiene, como resulta del
desarrollo de R segun las potencias de S v 4 (véase
el desarrollo de Charlier en su libvo: Die Mechanil:
des Himmels, t. 1, pag. 296, elc.). Los coeficien-
tes, no dependen, pues, nada mds que de los ejes
y de las longitudes medias, variables que se man-
lienen, como las restantes. Por otra parte, de la
resulta  derivando

definicion de 2y 4 respecto

de ¢ :

do
dl
dey
dl

Lll(‘gO, reem [)Ii\Z[\ll(lO (&

%

y & por sus expresiones (1),

y transformando Re v Rg, mediante las formulas
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und Ry aul Geund obiger Formeln in solche nach

zud -, unter leilweiser Polenzentwickelung der Fak-
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anteriores en derivadas respeclo de 2y 7, y desarro-

llando en parle los [acloves segin polencias de e,

toren nach e: lenemos :
- Jr —e? ]"/' —e 1 1 ‘
- . . / (5]
S = X Hrl = 5 e + =10 + E.n:
na’ na*  \2
f——‘,; "—__—:; <
. V1.— €* I'I—L?'(I T,
w=— ——— Rt ———— =4 -2 + ...| 7R,
d na’ ' na* \2 8 ) :

\us der Form der rechten Seiten folgt, dag hier nur
positive Polenzen von £ und 7 auftreten konnen.
Folglich ergibt die Polenzentwickelung der rechten

Seiten nach Az und Av, wenn £ =&, + A% und

De la forma de los 2° miembros resulta que aqui
solo pueden aparecer polencias positivas de 2y 7.
Por consiguiente, desarrollando los 2° miembros

segin potencias de AZ y Ay, resultan las nuevas

7 = 1, + v, die neuen Gleichungen : ecuaciones : donde 2 = 2, + A2 vy ¢ =, + A7
E= 5, + [Eda + ZAN + BAE + Z,Aq] + i[...]z Sue
5 =T, + [Hada + HAL + HAE + Hode] + S [+
Substituieren wir folglich weiter: St seguimos sustituyendo : 5=, 4+ &, y =1, + s,
S=&+5&
=" + N+ -

wo Z; und v; die Stérungen . Ordnung bezeichnen,

so ergibt sich :

- — -

—_—()y =9

wobei wieder hihere Ableitungen von Z und 4 nicht
benétigl werden, um die Stérungen 3. Ordnung in
a zu erhalten. \nalog zu (4) folgt unter Potenzent-
wickelung nach Aa, A/, AL und Ay :

a=A, + [Ac. Aa + AAl + A:AE + AL A7) +

wobel das Quadrat wie schon oben in bekannter
Weise nur als ein symbolisches zu betrachten u.
entsprechend aufzulosen ist. Unter Zerlegung der

Aa, etc., lolgl dann fir a, :

Zad, + ...
Hy, 1y = Moty + ... + H, 0y

donde Zi y wni jrepresentan las perturbaciones de
t-ésimo orden, resulta :

+ By

)

no siendo necesarias las derivadas superiores de 5 v

 para obtener las perturbaciones de 3° orden en «.

Analogamente a (4) resulta, al desarvollar segin
o | o

polencias de Aa, A/, A%y Ay

e o
[

debiéndose considerar el cuadrado, como de cos-
tumbre, solamente simbolico — como ya vimos an-
teriormente — y en consecuencia desarrollarlo.
Descomponiendo los A«, ete. resulta, entonces,

para ay:
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1 I
il o= Aaa2 + .. AT{Q? T ; [Aa”alz + ... + -\'r.'!,rilz + 2A(l-:allj G sae e 25\(1",")1“1-01 +

+ 28y + 20l 4 2As 8]

Nun sind die Koeflizienten =, E, ... =, und ebenso
die U, He, ..., H,, wie aus den Gleichungen (20)
fir £ und r hervorgeht, frei von Polen £ = 4 = o,
sodaB zuerst %, und 7, bei Integration frei von Po-
len sind, ebenso wie auch a, und [;, da A, fret von

Polen auf Grund der Gleichungen :

De las ecuaciones para %’ y +’ resulta ahora que
los coelicientes =, Zq ... Z, lo mismo que los H,,
He ... H,, carecen del polo § = % = 0, de modo que,
en primer lugar, al integrar, &, y 7, carecen de
polos, y en segundo lugar también a, v /|, puesto

que A, no los tiene, segun las ecuaciones :

a, =Ay L =¢ + p,,

WO

|

donde

3 n,

= "¢

und nach (1) :

sodaf es sich folglich in beiden Fillen um Potenz-
rethen nach positiven Potenzen von Z und x4 han-
delt, frei von Polen in £ = o undy = o. Dann aber

ergibt auch die Substitution der Rethen fur a,, [,

P

2, und 4, in die Ausdriicke fir %, u. 7, aufs neue
Rethen nach £ und +, die ebenfalls frei von Polen
sind; schliesslich ergeben sich auch ber der Substi-
tution von Z, und 7, nebst &, und 4, in d3 eine von
Polen freie Potenzreihe nach 5 und 4, also endlich
in ag selbst. Durch die Verwendung der neuen Va-
riablen £ und 4 haben sich also die Pole, die die
Lésung bedrohten, weggehoben. Deshalb erscheint
es zwechmiissig, wenn von vornherein sowohl bei der
Berechnung von ay wie bet allen anderen Elementen
die Entwickelung der Stérungsfunktion nach Poten-
zen der Variablen & und 4 vorgenommen worden
wiire. Dazu wiire aber die fertige Entwickelung von
R notig gewesen oder aber ihre Ableitung aus der

bekannten Entreicklung von Le Verrier. Die Char-

1)1 —e

2 Ny

2 a,

y segun (1) :

B)
0

(ER: + 1R,),

2

tratandose, pues, en los dos casos de series de poten-
cias positivas de Z y 7, libres de polos en§ =0y
n = 0. Ademas por la sustitucion de a,/}, 5, y 4,
por sus series, en las formulas para Z y 1, resultan
nuevamente series segiin 3y v también libres de
polos ; finalmente, al sustituir en a3 32 Y 6 v tam-
bién &, y 7, resulta una serie de potencias en 3 y v,
libre de polos % y « y por tiltimo, en a; mismo. Con
el empleo, pues, de las nuevas variables 3 y 1, se
han eliminado los polos que dificultaban la solu-
cion. Por lo tanto, parece tlil, para el calculo de ay
y demds elementos, haber desarrollado previamente
la funcion perturbadora segun potencias de las varia-
bles & y 7. Pero, para este objeto hubiera sido nece-
sario poseer el desarrollo completo de R, o su de-
duccion del conocido desarrollo de Le Verrier. El
desarrollo de Charlier, segin elementos canonicos
que coinciden cou nuestros elementos, salvo series
de potencias de e y un factor dependiente del semi-
3
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liersche Entwickelung nach kanonischen Elemen-
ten, die bis auf Potenzreihen nach ¢ und ferner bhis
auf von der grogen Achse abhiingige Faktoren mil
den obigen & und v iibereinstimmen, ist aber unfer-
tig, weil noch die Fourierreihen fiir die negativen
ungraden Potenzen der gegenseitigen Entfernungen
der Planeten zu subslituieren sind, um dann unter

Multiplikation mit den schon vorhandenen Faktoren
: sin_ : . R
der Form (' 4+ 1. 1) die definitive Form zu
COS

erhalten, aus der man dann die partikuliren Glieder
zur Bestimmung der Sikulartetle von aj ele., her-
aussuchen kann. Aus diesem Grunde habe 1ich die
Benutzung der Le Verrierschen Entwickelung in
den Annales de U'Observatoire de Paris, Bd. 1, 2
und 10 vorgezogen.

Betrachten wir nun in Fortsetzung des 4. Gliedes

in e, dessen 2. Teil :

0

P (62) e I\‘/a(—)

so ist eR.y mindestens vom 2. Gliede, da R.3 min-

destens vom 1. Grade :

V1 — ey
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eje mayor, no esta completo, puesto que para obte-
ner la forma definitiva hay que desarrollar todavia
en series de Fourier las potencias impares negalivas
de las distancias mutuas de los planetas que apare-

cen en dicho desarrollo, multiplicando finalmen-
sen . : i )

te con los factores (tl" + il). De la serie asi
cos

obtenida se pueden elegir los términos particulares
que permiten determinar las partes seculares de as,
etc. Para eludir estas dificultades hemos preferido
hacer uso del desarrollo de Le Verrier Annales de
['Observatoire de Paris, tomo 1, 2 y 10.

Consideremos ahora el 4° término de é,, cuya

segunda parte es :

i P -
2 (o + €0°) Regy + &y

resulla enlonces ¢li:, por lo menos de 2° grado,

puesto que Rz es por lo menos de 1°" grado :

Rie = e.cos il — 1)1 — &),

sodaf also der gemischt-siikulare Teil :

P (p, (e2)) = le(ae + fe') .

da deshalb zur Erzengung eines Sikulargliedes in
ay: Ree = sin (il — (i — ) | — &) sein muB, wird

alsdann :

s(Ree . ) =

und folglich :

s (ay) =

sodag mithin auch Glieder der Form e?. ¢ und

e.e . *in ayaultreten konnen, womit die Haupt-

de modo que la parte mixta secular es:

sin[il/ — (1 — )l — &) ;

y como para poder formar un término secular en
ag, debe ser : Ree =sin [ill — (i — 1) | — &] re-

sulta :

e(ae + pe) ¢,

Yy por COllSlngC‘lltC 5

e(ae + pe). £

Luego pueden aparecer en «; también términos

de la forma e** y e. ¢’ . t*, con lo cual quedan deter-
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formen der Glieder in p, (a,) infolge der Terme
Py (&) festgeslellt worden sind.
Das niichste Glied von (5) lautel nun :

minadas las formas principales de los términos de
P2 (a3) en base a los de p, (e,).

El término siguiente de (5), es, ahora:

ofla .
Ps (a3) = %‘ R.. (22 + ¢2)

siendo seguin (6) :

wobei gemiif (0) :

€9 = 2004 + c9e6y + 32311 -t 3'_’(?')("')1

o 3 a "
pp= — 5~y t =50,
2 G, 8 a,
Aus der Form der Koeflizienten ¢4 ... 225 nach (6a) De la forma de los coeficientes zq ... 225 segin

folgt mit Riicksicht aul das Nichtvorhandensein
cines Poles e = o1na, e, und [}, dass die entsprech-
enden Terme von e, frei von solchen Polen sind; in

Bezug auf das letzle Glied von ¢, :

T 2fo -Rfu?) +
K

=2 l!)l =

folgt, da Res infolge der Ableitung nach @ stets mit
e als Faktor versehen ist, daj @, . Rqg frei von Po-
len ist, und da3 ferner auch &, . e. Rea pollrei ist,
weil das Produkt eq, polfrel ist.

Zur LErzeugung von {,-Gliedern in a; st dann, da
die Ableitung R.. in py (a;) eine rein periodische
IFunktion ist, die Aufsuchung der Poisson-Glieder
in ¢, + o, = [, erforderlich, und zwar in den mit
¢; und @, als Iaktoren bhehafteten Gliedern in /.
Diese Glieder sind in (6) ersichtlich und ihre IFak-
loren in (6a) dargestellt. Sofort erledigist ¢,, da
oy = €14y + ¢y (a,)* (¢; und ¢, Konstanten) wegen a,
Poissonglieder enthiilt, wiihrend (a,)? als Quadrat
einer reinperiodischen Funktion nur aus Konstan-
ten und reinperiodischien Gliedern zusammengeselzt
sleibt. Wie schon frither ausgefithrt, werden die
bleibt. W I friil gefiihrt, den d
Poisson-Glieder von a, im Falle niedrigsten Grades

von der Form :

e

2K Ja

(64), v de la inexistencia del poloe = o0en a,, ¢, v
[;, resulta que los términos correspondientes de s,
carvecen de dicho polo. Por ser el dltimo léemino

de g, :

— ¢ (I + ;'02) I’.,,,_;-,‘ o,
y por aparecer Rqg,siempre con el factor e, a causa
de la derivacion respecto de & sigue que o, Rqg care-
ce de polos, y también w,eReq, porque el producto
¢ . ®, no contiene polos.

Para hallar en @, términos en #, es necesario
buscar en z, + p, =/, los términos de Poisson,
(pues el factor R., que aparece en p;(a;) es una fun-
cion periddica pura), y esto debe hacerse en los tér-
minos de [, que conlengan ¢, y @, como factores.
istostérminossonevidentesen (0)y susfactoresestin
representados en (6¢). Por lo quese refiere a ¢, no
hay dificultad ya que éz = ¢,ay + ¢, (;)? (siendo ¢,
y ¢, conslantes) contiene lérminos de Poisson por
ay, Mientras que (a,)? o sea cuadrado de una fun-
cion periddica pura, consta solamente de constantes
y términos periodicos puros. Como ya lo habiamos
explicado, los términos de Poisson de a,, en el caso

del grado méds bajo, son de la siguiente forma:

Pay) = te'sinfill — (i — Ol — @] + t(xe + pe')cos|il — (i — )l — &,
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d. h. vom 1. Grade in den Exzentrizitiiten. Yon
derselben Form sind die entsprechenden Glieder in

z,. Folglich muf R, aus

es decir, de 1°" grado en las excentricidades. Los
términos correspondientes de ¢, son de la misma

forma. Por consiguiente, debemos sacar R;. de

R=¢cos[ill —(i—1U)l—a]+ecos[il —(i—1)l— 0]

enthommen werden, sodag folglich a; durch diese

Glieder insgesamt die Form erhiilt :

de modo que, por medio deestos términos a, obtie-

ne, en suma, la forma :

a; = 2 + e . el2.

Der niichste Term von qj folgt aus der Gleich-

ung :

: afa .,
Pa (a3) = T ]"E(BQ)Qy

wobei die Koellizienten wieder 1n (6) resp. (6a) dar-
gestellt sind. Aus den schon bekannten Griiuden sind
evenluelle Pole e = o nur in den Koeflizienten @z . e,
und @y - », von o, moglich.

Der Koefficient

WY — —— | — Nee —

. . I
hat an den Stellen Pole ¢ = 0, wo die Glieder — Re,
e

I ; L
und — R solche Pole besitzen, was der Fall ist,
JE

wenn schon nur der 1. Grad in den Exzentriziliiten
beriicksichtigt wird. Dann ist nur ein Glied dieser
Form moglich; R = ecos|ill — (i — 1)] — o], so-
daj folglich :

I 1

éz_(l e =5

also :

'

— 82) c“(l — e?)

El subsiguiente término de a;resulta de la ecua-

cion :

~

estando representados de nuevo los coeficientes en
(6) ¥y (6a). Por razones ya conocidas, sélo puec-
de haber polos ¢ = o0 en los coelicientes Gz . €, ¥
W2 - 0 de o,

El coeficiente

I 1

2=

1

liene polos en los puntos en que los tienen los tér-
) I I

minos — Ree y — Re, lo que ocurre solamente cuando
e e

se considera el primer grado en las excentricida-
des. Entonces, hay un sélo término de esta forma :

R= ecos[ill — (¢t — 1)l - &|, por consiguiente :

cos [ill — (i — 1)l — &),

luego :

P (o) = f;_;/SiIl [t — (i — ) = B).

Folglich muf dann weiter also zar Ableitung von

R.q sein :

Por tanto, para poder deducir Ry, debe ser:

R=e.c%cos[ill —(i— 1)]— 28+ & + e2'cos[ill —(i— 1)+ & — 28]
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Folglich wird dann das £-Glied in p, (a;) von der  Por consiguientle, en p,(as), el término en ¢ resulta
Form : de la forma :

. o3 _
Slay) = ?tcos(zd)’ — 20) + ¢%. lcos (& — o),

soda’ hier also neben einem Gliede mit dem Pole de modo que aqui, al lado de un término con el polo

e = o auch ein Glied mit dem Faktor ¢’ auflritt. ¢ = 0 aparece lambién otro con el factor ¢,
Bei der Wahl eines Gliedes 2. Grades in R muj Al elegir un término de 2° grado en R, eliminan-

unter Wegfall der Glieder in ¢2, weil nur Differen-  do los términos en ¢ que no interesan al derivar

tiationen nach ein Frage kommen, gesetzt werden :  respecto de ¢, hay que poner:

R=c¢cos[ill — (i —2)l— 28)] +ee.cos[tl/ —(i—2)1 —& — o]+ e*cosi[ll —])

+eccos[i(l — 1) — o + &

sodaf de manera que

| I 2 2 . : 4
—Ree————-=xRo=|-———|cos[ill —(1— 2} — 28] — —————=cos [—(i—2) | —&'—&
e e’ (1 — é?) ¢ [e e(r -—62)} [ ( ) @] et (1 — é?) et ) &' — o]

+ [i — —;—J cost(l! — 1) — c cos|t(U — 1) — & + &)

e e(r— e e (1 — e?)

Unter Potenzentwickelung des Nenners 1 — e? enl- Al desarrollar el cocienle 1/(1 — ¢*) segun potencias

steht dann : de e resulla :
) V1 — e? : . . » : e : : . :
e = —=— | — 2e(cos[ill — (i — 2) — 20] + cosi (I — 1)) — (5 + c’) cos (/' — (1 —2)— & — o))
K/a e
+cos(L(l — 1) — & + &)
sodaj luego

P (&) =¢ . tlesin[ill — (i —2) — 28] + esine (I — ) — (Z_Z - e’) (sinf[i(! — (¢t —2)l— & — o))
+sin[i(l — 1) — & + ol

Folglich mu zur Ableitung des Faklors R.s sein:  Por consiguiente, para poder deducir el factor R.g,

debe ser :
R=c.ecos[ill —(i—2)l—& —a]+ecos[i(l'—1)— &+ o]+ ecos[i(l' — (1 —2)l—20)] +

+ 4. Grad fur das letzte Glied in P (&,), sodag sich  + 4° grado para el altimo término de P (@,), de
nach Bildung der Ableitung R.; ergibt : suerte que después de haber formado R.g, resulla:

s (ag) = (€% + €?) sin (&' — ).

Es verbleibt jetzt die Untersuchung des 2. Terms Queda por mvestigar ahora el 2° término de &, :

In o, :
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6)2 — —=
KJa
Die Funktion Re; erfordert, dass im Falle niedrig-
sten Grades der folzende Term zu belrachten ist:
R = ecos|il/ —
sodag mit Riicksicht aul den Sidkularteil von @,
folgt:

ae + (¢

e

lJ 5 e
ey » (l)l —

also ist welter :

Fo M 4
ae + (3¢
2

P (@,
() = =
folglich ist R4 zu entnehmen aus demselben R wie
oben, womit das zugehorige Sikularglied von a,

wird :

ae + e
$ [P.L )l ==~
e
soda? hier ein neues von den Exzentrizitiiten unab-
hiangiges 2-Glied zu dem Gliede mit einem schein-
baren Pol hinzutritt. Die niichsthoheren Glieder in

Rew fithren i ag zu Gliedern der Form : e?t, ee’i?
23

Li 2 . g
22 und — . 2, d. h. nicht zu neuen Termen.
e

Nunmehr miissen wir za den in «;, ¢, [, und @,
(uadratischen Gliedern in ay iibergehen, zuerst also

ZU

Ja

)5 () .
Ps 14 [N
Da a,, also auch «;* frei von Polen ¢ = 0 wie auch
die Ableitung R.qq, so bleibt aueh a, frer von Polen.
Da R.aq Wie auch a, reinperiodische Funktionen der
Zeit sind und in a* nur noch Konstanten hinzutre-

len, so treten in ay honstante Glieder, in a, also sii-

J1 — ¢

./2:(7,_;_
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I
o = R(‘,')(; - Wy
e

La funcion Req exige que en el caso de menor
grado se considere el siguiente término :

(i— Ol — o)

de modo que, atendiendo a la parte secular de o,,

resulta ;

(sin[ill — (i — 1) — 3]

y ademas :

tcos|ill — (i — 1)l — &];

por consiguiente, debemos formar R.; del mismo
R, como antes, resultando el siguiente término secu-

lar correspondiente a a, :

>/
Ol’_ l?
= )
(¥

Como se ve, se afiade aqui al término con un polo
aparenle, un nuevo término en {? independiente de
las excentricidades. Los términos inmediatos supe-

riores en R.g, dan, en a;, términos de la forma

3
3 e 2, PPy — 1P es decir, no dan términos
Yoe

de nueva forma.
Ahora tenemos que ocuparnos de los términos de
ay, cuadrdticos en a,, ¢, [, v &, ; en primer lugar

(E

Iis(((( ’ (ll'-'.

Gomo a;, y por consiguiente ¢, lo mismo que Ry,
carecen de polos ¢ = o, también carece de polos ¢.z3.
Siendo Riue lo mismo que a,, lanciones periddicas
puras del tiempo, y apareciendo constantes en a.?,

liguran términos constantes en ay, es decir, términos
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kulare {'-Glieder auf, aber keine Glieder in 2. Des-

halb kénnen wir auf das niichste Glied tibergehen :

seculares en {!, pero ningan término en 2. Por tanto,
podemos pasar a considerar el término siguiente, a
saber :

.- a .
Ps (a3) = I!_\“ Reee - €,%;

da e, aus periodischen und reinsiikularen Gliedern

zusammengeselzt 1st, soda :

ya que e, consta de téerminos periodicos v seculares

puros, o sea

e, = p(t) + €t

wo p (¢) die periodischen Glieder fixiert, so wird :

representando p (¢) los términos periodicos, resulta:

e,? = py (1) + const. + 2¢lp(t) + . £,

soda? 1nfolge der Periodizitat von Reee nur der
Term: 2¢tp (¢) . Reee zu reinen ¢-Gliedern in d3, also
?-Gliedern in a, fithren kann; wegen der doppelten
Ableitung nach e muj R¢c. mindestens vom 2. Gra-
de in ¢ sein.

Setzen wir zuerst zur Darstellung von ¢, unter

Absehen zuniichst vom 2. Grade in e :

de modo que a causa de la periodicidad de R.., solo
el término 2¢/p (). Reee puede dar en ag términos
seculares puros en /, es decir, términos en (% en a;.
Debido a la doble derivacion respecto de e, R.ce debe
ser por lo menos de 2° grado en e.

Si al representar e, — dejando aparte por el mo-
mento el 2° término en él — ponemos :

R=ccos[t/ —(t—1).1T =&

de modo que

e, =cos[il' - (i— 1).l— o)

so muj Reee aus dem folgenden Gliede 3. Grades

entnommen werden :

y por consiguiente debemos formar R.ee del término

de 3" grado sigutente:

R=¢e*. ¢cosfill — (1 — 1).l— &

sodag folglich das entsprechende Poisson-Glied :

de donde, el término correspondiente de Poisson es :

P (Reee - ¢,%) = s (& — o)

also

Ps (az) = €2 . sin (&' — o).

Gehen wir zu einem Term 2. Grades tiber, zwecks

Berechnung von e, so muss R sein :

luego

Pasemos ahora a un término de 2° grado, alin de

poder calcular e,. Debe ser entonces :

1 R=¢e.ecos[ill — (i —2){—& — &l
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sodap folglich : y por consiguienle :
e, =e€cos|il — (it —2)l— & — &]
also 1st zur Berechnung von Rgee zu wiihlen : y para calcular R :
R=¢*cos[ill — (i — 2)— 20],
soda? der Sitkularteil : de modo que la parte secular sera :
s(Riee . €2) = e#Lsin (o — ®),
also st auch p; (as) von der Form : y por tanto es también p, (a;) de la forma:

~

Ps (as) = €282 . sin (&' — o).

Im Falle 2) ist zur Bastimmung von e, zu setzen: Enel 2°caso, para poder calcular e, hay que poner :
2° R=¢e.cos[tl —(1— 2)— 25]
folglich wird dann : por consiguiente, resulta :

e, =e.cosil' — (i —2)] — 28],
sodaj in Bezug auf R..e sein muj : y para el calculo de R.ce, debe ser:

R= 4. Grad = &*¢’cos[il! — (i — 2) — &' — &]

folglich wird dann s (a3) von der Form : ¢%2. de donde resulta ser s(a;) de la forma : e .
sin (& — @) = 4. Grad. sen (& — &) = 4° grado.

R R=ce'cos[i(// — ) — & + o];
dann 1st resulta, pues :

e, =¢sii(l — ) — & + &,
sodaf in Bezug auf Reee setn muf : de manera que ahora debe ser:
R=¢*cosi(l = 1)
also : es decir:
$(Reee . ¢%) = €2 . tsin (o' — o,
also : por lanto :

P (as) = 2 sin (&' — &
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Jetzt bleibt noch die Betrachtung des Einflusses des
2. Gliedes in ¢, aul die Sikularglieder in a;, d. h.

yoi

1)1 — €
e = — ———5—

2

Beriicksichtigen wir zuerst den allgemeinen Term c.
Grades in R, also R =cos i (// — [), sodaj e, =
e cost (I’ —1), so muss zur Kombination mit R, R
dem 4. Grade entnommen werden, da Terme 2.
Grades in e mit dem Argument ¢ (// — /) nebst einem
Agregat in & und & nicht existieren, wohl aber bei

weilterem Faktore. e d. h.

Queda todavia por averiguar la influencia del 2°

término de e, sobre los seculares en aj, es decir, de

ve . K.

na?

Tomando primeramente en cuentael término gene-
ral de grado o de R, es decit R = cosi(l' — [), de
manera que ¢, = ecos i (' — [), hay quesacar R del
4° grado para poder combinarlo con R.e, puesto
que no existen términos de 2° grado en e con el
argumenlo ¢ (/' — /) salvo términos en &' y &, pero

si con el factor e . ¢/, es decir

R=¢é%cos[i(ll — ) — & + &];

dann wird

resulta, pues:

Recee 2 = e2e2tsin (6 — o),

soda’ der entsprechende Teil von a;:

de manera que la parte correspondiente de ay:

s (ag) = €% sin (&' — @)

vom 4. Grade in den Exzentrizititen 1st.
Wiihlt man ein Glied 1. Grades in R in Bezug auf

2 £}
e, aus, sodaj

e, = ¢e*.cos |l —

oder

es de 4° grado en las excentricidades.
Si se escoge un término de 1° grado de R respecto

de e , de modo que
(it — 1)l — 0]

(0)

e.ecosit' — (1 — 1)1 — &/,

so ist entsprechend in Bezug auf R.e. za wiihlen :
R = ¢,

resp.

debemos elegir correspondientemente R.e de:

¢.cos[il — (i —1).l— &

y

R=¢e.cos[t —(t—1).1l— 0.

In beiden Fillen ist folglich s (ay) von der Form:

respectivamente. En ambos casos resulta, por con-

sigulente, s (a;), de la forma :

s(ag) = €. ¢%. sin (o — o).
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Wird R so gewiihlt, dass Riec vom 0. Grade wird, Al elegir R de tal modo que R.c. resulte de grado

sodaj o, de modo que
R = e?cos|[t(! — 1)),
also Y

Rece = sin[i (! — {],

so ist R in Bezug auf R, zu entnehmen aus dem Term  habra que sacar R, para el cilculo de R; del término

2. Grades : de 2° grado :
R=ccos[i(l' = 1) — & + o]

FFolglich wird a; auch in diesem Falle vom 4. Grade: ~ Por consiguiente, resulta a; también en este caso de

4° grado :
s (as) = e2e?sin (o — o).

Der niichste Term : El proximo término

ist frei von Polen ¢ = o, weil beide Faktoren von carece del polo e = o, porque los dos factores care-
solchen frei sind, und ferner konnen in aJ keine cen de él, y ademds no pueden formarse en a, tér-
sikularen ¢-Glieder entstehen, weil (/) eine mit minos seculares en ¢, puesto que (/,)* es una serie
einer Konstanten behaftete periodische Reihe ist, periodica mas una constante, y R... es periodico

und R rein periodisch ist, sodass p; (as) frei von  puro, de manera que p; (a;) esta libre de términos

2-Gliedern ist. en 12
Der nichste Term : El siguiente término
. [a v
1)8 (”’3) T K 1{3(7)(7) . &')12

besitzt einen Pol ¢ = o, aber nicht ¢* = o, weil der  contiene el polo ¢ = 0, pero no & = o, porque R34
Faktor R.s mindestens e' als FFaklor enthalten debe contener al menos el factor ¢, mientras que o,
mu, wihrend (&,)? hochstens den Nenner ¢? enthal-  puede conlener a lo sumo el denominador . Re-
ten kann. Ein gemischi-sikularer Teil in (¢,)* enl-  sulla ahora una parte secular mixta en &,%, andloga-
steht analog wie bei ¢;* nur aus dem in §,* auftre-  mente a e,?, solo del siguiente término de &,*:
tenden Summanden :

" ae + 3¢

2p (o) s (@) = p

. p(®y).

Lin quadratischer oder einfach sikularer Term (o,)*  Un lérmino secular cuadratico simple de &%, con el

wiirde mil dem rein-periodischen Term R.se als  término periddico puro de R.36 como factor, pro-
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IFaktor nur zu Poissongliedern der Form ¢® cos A duce solamente términos de Poisson de la forma

und ¢ sin A fihren. . cosAyt.sen\.
Wird der periodische Teil von &, zuerst zur Ver- Al deducir primeramente, para evilar polos, la
meidung von Polen aus dem allgemeinen Gliede 2. parte periddica de ¢, del término general de 2° grado

Grades in R abgeleilet, alsoaus R = e?cos i (I’ — [), de R, esdecir, de R = ¢®cos i (' — [), de manera que

sodad p (@,) = sin (I’ — [), so muj R.sa aus p(®,) = sen (' — [), debemos sacar R.z4 de
R=c¢.e.cos|i(l' — ) — & + o]

entnommen werden, sodaj de modo que resulta :

S (Reipin - @,%) = (2 4+ B€’) . e'tcos (0 — &)

also dementsprechend : y correspondientemente :

s{az) = (ae + pe) . ¢ . 2cos (o — &)

frei von Polen ¢ = o. carece de polos e = o.
Wird p (@,) aus einem Gliede 1. Grades be- Si se deduce p (&,) de un término de 1* grado, lo
stimmt, so ist dies nur aus cual solo es posible del siguiente

R=c.cos[t/ — (1 — 1) — &]
moglich, womil echalten wird : resullara :

p (o) = L sin [l — (- -~ &

e
Folglich wird der gemischt-siikulare Teil von (»,)?:  Por consiguiente, la parte secular mixta de & * es:

D @ p!
P (5,2) = ‘—“—f—‘e—’z e R

Folglich kann Rcgs, da dieser Faktor ein Sinus-  Ya que Repe, esun término seno, y ademas, P (&,7)
Term ist, und fermer P (&,%) einem Sinus propor-  es proporcional a un seno, puede obtenerse R.gq, a
tional ist, aus demselben R wie im Falle von p (&,) (in de poder producir un término secular del mismo,
entnommen werden, um einen Sikulartermzu erzeu- R que en el caso de p(o,), de modo que

gen, sodaj

Rioo = c¢.sinfit! - (1 — 1)l — &]

und somilt v por consiguiente

(o + Be')
s (ay) = ——— 1,
C
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sodag hier ein Glied 0. Grades in den Exzentrizititen — Aparece pues aqui un término de grado o en las ex-
neben einem Gliede mit dem Pole ¢ = o erscheint, centricidades junto a un.término con el polo ¢ = o,

wobei aber spiiter an anderer Stelle ein Wegheben y ambos serdan eliminados maés adelante.

der Glieder stattfinden muj.
Wiihlt man nun wieder ein Glied 2. Grades zwecks lilijamos ahora para deducir p (&) un término de

Ableitung von p (&,), indem 2° grado. Sea por ejemplo
R=¢2.cos[ill — (1 — 2)] — 28],
sodaj de modo que
@y = sin |l — (1 — 2){ — 28],

so muf R.ss aus 2 gleichwertigen Termen von R Debemos sacar R.44 de dos términos adecuados de

entnommen werden, ndmlich : R, a saber :
R=¢*cos[ill — (1 —2)l—2d]+e.cos[ill —(i—2)l—& — &l
sodaf : de modo que :
P (Rioe - 0,%) = (ae + 3€¢) . e. t + (ae + 3¢/) €t cos (¢ — o);
folglich wird : resultando pues :

Pslag) = e . 2+ edt? + (e.e . 8 + ?t%)cos (&' — &),

eine Losung ohne Pole. es decir una solucion sin polo.
Hieran schliesst sich nun der Fall, wo ¢, aus dem Sigue ahora el caso en que &, puede deducirse del

folgenden Term 2. Grades von R ableithar ist, nim-  siguiente término de 2° grado de R :

lich :
R=c¢.ecos|il/ —(i—2)l— & — &

Alsdann ist R.4¢ wie im vorhergehenden Falle wie-  Entonces como en el caso anterior, hay que sacar
der aus 2 Termen 2. Grades von R zu entnehmen, R.3g otra vez de dos términos de 2° grado de R, a

nimlich : saber :
R=eecos |t — (i —2)l — & — &)+ e2cos[ill — (i — 2)| — 23]
sodaj jetat: de manera que ahora es:

~ ae + e’
P(Rea - ,7) = ——— 2t + (x¢ + Be¢') €'t cos (&' — &),

e

sodaf folglich : resultando
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() ]

9,49 e ¢ / 9 ¢ ., ~
pylay) = %8 + o ? + (el? + ?1%) cos (& — &),

also behaftet mit einem Pole ¢ = 0, ohne im Ubri-

gen neue Formen der Noeffizienten.

Wird &, schliesslich aus der letzten Form der

Terme 2. Grades abgeleitet, nimlich aus

es decir, con un polo e = o, pero sin nuevas formas
de los coeficientes.
Deduciendo finalmente &, de la altima forma de

los términos de 2° grado, es decir, de

R=c¢.ecos[i(l' = ) — & + ],

soda? de modo que
& + .
By = —sin [i(l =) —& + &],

so wird notwendigerweise in Bezug auf den Faktor

R.456 auf Grund desselben soeben fixierten R ;

debe resultar necesariamente para el factor R.46 en

base del mismo R recién determinado, la expresion :

Reoo = e.&sin[i(l’ — 1) — & + &,

also
s (Reao - 0,°) =
folglich :
ps (ag) = e

Insgesamt sind also die sikularen {*-Glieder mit
Koeffizienten der folgenden Formen behaltet: ¢2, ¢,
e >3

e¢’, — — und schliesslich mit von den Exzentriziti-
e e

ten unabhingigen Faktoren.

Das niichste Glied von a, lautet :

2 V'ﬁ

1)9 ((f;:,;) = ——l\——

worin die Ableitung von R wie auch a, und e, frei
von Polen e = o sind, sodass folglich auch p, (a;)
frei von Polen ist. Nur die Kombination der stets
periodischen Terme von Reqe und a, mit den Siku-

largliedern von e, fihrt zu den gesuchten (2-Gliedern

ae + [e

(4
2+ 22
e

por consiguiente es

’
2 -
l.e~,

resultando :

4

En definitiva, pues, los términos seculares en ¢* con-

tienen coelicientes de las siguientes formas : €%, ¢,

, o 8/3
ee’, —s
e

y finalmente, factores independientes de

e
las excentricidades.

El término siguiente de a; es :

Rege « @, « By,

y puesto que la derivada de R, lo mismo que a, y e
carecen de polos ¢ = o, también carece de polos
Py (a5). Solamente la combinacion de los términos
siempre periodicos de R.qe y @, con los términos

seculares de e, nos dara los términos en * de a; que
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in a;. Da R.e. mindestens vom o. Grade in ¢, so hat

hier R erstens die Form :

nos interesan. Gomo R, es, por lo menos, de grado

o en e, R es en primer lugar de la forma :

R=ccos[il — (i 1)]—&];

folglich muj, da R ein Sinus-Ferm, der Cosi-

nus-Term «a, aus

por consiguiente, pueslo que Rgqe es un seno, el

término coseno de a, debe resultar de :

R=¢cos[ill —(1—1)l— &

hervorgehen, also

es decir

a, = e cos[il' — (1 — 1)l — &1].

Folglich ist mit Riicksicht darauf, dass e, =

el sin (&' — @), schliesslich :

- .
Por lo tanlo, yva que e, = ¢lsin (&’ — &), resulta
| 1 ’

finalmente :

S (Reae - ;. ¢)) = [?sin? (&) — &),

also

es decir

Po (ay) = 22 sin? (& — ).

Wihlt man jetzt in @, das Glied o. Grades, also

allgemein a, = cos 1 (' — 1), so ist R in Bezug aufl

Ri«e 70 entnehmen aus:

Alelegir enlonces en a, el lérmino de grado o, es
decir a, = cosi (!’ — [), hay que tomar R para cal-

cular Reee de la forma :

R=e.ccos[i(1/ — 1) — & + o]

Folglich wird

S (Reqe - ay . ¢y) = te

und somit auch

Por consiguienle, resulta
Zsin® (& — o),

y por lo tanto también

Py (ay) = e sin® (o — &)

womil dieselbe Form wie im ersten Falle erhalten
worden ist.

Entnehmen wir jetzt R.e aus den Termen 2.
Grades von R = e*cosi (I’ — 1), so muj q, folgen

mitlels

habiéndose, pues, obtenido la misma forma que en
el primer caso.

St calculamos ahora R.ee de los términos de 2°
grado de R = efcos i (I’ — [) debe resultar ¢ me-

diante

R=c.ccos[i(V' — ) — & + &];

folglich ist

por consiguiente es

s (Reqear, . €,) = 22 sin? (& — &)
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sodad
palay) = e

d. h. von jetzt ab ergeben sich Glieder 4. Grades,
ohne daj weitere Glieder zu untersuchen sind.

Das niichstfolgende Glied ist:

1)10(6.13) =

dieser Ausdruck ist fret von Polen, weil die 3 Fak-
toren R.q:, a, und /, von solchen Polen frei sind,
ferner sind auch keine rein siikularen ¢-Glieder
moglich, weil a, wie [, keine solchen Terme enthal-
ten. Deshalb kénnen wird sogleich zu dem niich-

sten Gliede tibergehen:

Dieser Ausdruck hat keinen Pol, weil der Pol
e = o von @, durch den e-Faktor in R.qs, der min-
destens vom 1. Grade isl, aufgehoben wird. Ein
sikulares £1-Glied in a ist nur moglich, wenn die
Sikularstorung von o, verwendet wird. Wird fiir
R.wi der Mindesllerm 1. Grades in e substituiert,
sodass das-Argument also A = ' — (i — ) — o,
so darf zur Entstehung eines konstanten Termes im
Produkt R.us. a,

Glieder in Bezug auf a, auch dasselbe Argument

wegen der Cosinusform beider

neben dem immer zulissigen verschiedenen Argu-

ment gewihlt werden, sodap also :

/2(2

2jap
N

T zl/;L
P11 (@5) = <

-—
~1

de modo que
sin? (o — &),

es decir, resultan ya términos de 4° grado de ma-
nera que no hay que examinar otros.

El término siguiente es :

sazy . 11 ;

y carece de polos, porque no los tienen los tres facto-
res Reqe, @, ¥ /;; ademas, no puede haber términos
seculares puros en {!, por no contener términos tales
ni ¢, ni /. Por lo tanto podemos considerar inme-

diatamente el proximo, que es:

1{?_(6(7) al(\'.) 1°

Iiste término no tiene ningun polo, porque el polo
e = o de &, se elimina por medio del factor en e de
R:aw, que es por lo menos de r* grado. En a, solo
puede haber un término secular en ¢', si se aplica la
perturbacion secular de &,. Sustituyendo en R.qq el
término de grado minimo (1°) en e, de modo que el
argumento es A\ = il’ — ({ — 1){ — &, se puede ele-
gir también el mismo argumento para a, a tin de
que se forme un término constante en el producto
Reae - @, 5 pero por ser un producto de cosenos,
también pueden ser distinlos los argumentos de

modo que :

a, =ecos[tf —((— 1)l -] +ecos[il — (1 — 1)l =&

FFolglich erhidlt man als Sikularterm von a, :

Por consiguiente, se obliene como término secular

de a,:

$ (dﬂ) = |ae + Z¢'sin (& — o)] (e + ¢ cos (o — &),

soda¥ also a; von der IForm

s(ay) = [e* + ee’ sin (& — &) + e¢’ cos (& — &) + ¢*sin (20" — 20)] £

resultando a, de la forma

b
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Entnimmt man weiler a; aus einem Gliede O.
Grades, sodap also a, = cos i (I’ — 1), so ist R in

Bezug auf R.qs zu entnehmen aus :

Sacando ademas, a, de un término de grado o,
de manera que sea a, = cos i (' — [), debemos tomar

R para calcular R.qs de la forma :

R=cecos|t(l — 1) — & + o];

folglich wird

("(RE(?(T) . al) = ¢e.

und folglich

s (a;)

d. h.

luego
e cos (& — &)

y ademas

[ae + Be'sin (& — &) e cos (& — &) 7,

es decir :

s(ag) = |e’cos (& — o) + ¢?sin2 (& — &)] 2

also entstehen hier auch von der Exzentrizitiit e
unabhiingige, mit ¢’ allein behaftete Glieder. Alle
weiteren Kombinationen kénnen nur zu Gliedern
hoheren Grades als bisher fithren. Deshalb kénnen

wir zu dem niichsten Term in a, tibergehen :
2

Da e, und /, frei von Polen sind, so auch a;. Durch
den Siikularteil von e, werden auch Sikulargheder
in d3 bei passender Wahl der Argumente von Ree:
und /, herbeigefiihrt, wobei die Argumente beider
Faktoren in Bezug auf & u. & von einander ver-
schieden sein miissen, weil der erste Faktor eine
Cos-Reihe, [, aber eine Sinus-Reihe ist. Da ferner
auf Grund der Gleichungen (1), wenn im 2. Gliede
rechler Hand von 5‘1 eine Polenzentwickelung nach
e erfolgl und nur das Hauptglied mitgenommen und

ferner o gebildet wird, e, und g, die Form erhalten :

2}

o sea, resultan aqui, ademds, términos independien-
tes de la excentricidad e, que contienen solamente ¢’.
Todas las demas combinaciones no pueden dar sino

términos de un grado mayor que el procedente. Por

lo tanto podemos ocuparnos del préximo término

en a:

Ja Rie: . e

P12 (‘.13) =

Ya que e, y [, eslan libres de polos lo mismo sucede
con ag. Por la parte secular de ¢, se producen tér-
minos seculares en a;si se eligen convenientemente
los argumentos de Ree: v [, ; dichos argumentos de-

~/

ben ser distintos respecto de & y &, porque el pri-
mer factor es una serie de cosenos y /, una serie de
senos. Obtlendremos ahora para él Y ;cl basindonos
en las ecuaciones (1), previo desarrollo del 2° tér-
mino del 2° miembro de ;51 en series de potencias
de e, considerando solo el término principal, y pre-

vio cidlculo de p, las siguientes expresiones :

—219R, + ZeR,
2
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so folgt, dass alle Terme =, und 5, vom gleichen

1
Grade 1 Bezug auf die Exzentrizititen sind, falls ein
beliebiger von e und zugleich auch von /abhiingiger
Term aus R herausgenommen wird; ist das ausge-
wiihlte Glied von ¢ unabhiingig, so wird ¢, = o.

Da der siikulare Teil von ¢, notwendigerweise mit
¢ als FFaktor behaftel ist, kéinnen hier von den kEx-
zentrizitiiten unabhiingige Glieder in den siikularen
12-Gliedern nicht auftreten.

Geht man zuerst von Gliedern o. Grades in [, aus,

soda?

11151+91L

so mu’ R..e aus

19

s decir, todos los términos _‘ y z son del mismo
grado respecto de las excentricidades, siempre que
se tome de R cualquier término dependiente de e
y al mismo tiempo de /; si el término elegido es

independiente de z, resulta: ¢ = o.

1

Ya que la parte secular de ¢, debe contener nece-
sariamenle ¢ como factor, no pueden formarse
en los Lérminos seculares en (* términos indepen-
dientes de las excentricidades. Partiendo primera-

menle de términos de grado o en [, de modo que
SR

debemos calcular R... de

R=c.ecos[i(l' =) — & + &

entnommen werden, soda? folglich :

de manera que:

s (Reecl) = € sin (& — ),

es decir :

Pi2(dg) = €% sin (&' — &) . £

Wiihlt man jetzt einen Term ersten Grades zur
Bestimmung von [, aus, so mujZ, wenn R in Bezug
aul Ree: ebentalls vom geringstmaoglichen Grade 1

cewihlt werden soll, notwendig gesetzt werden :

R = ¢ cos|i(l -

sodaj

Eligiendo ahora un término de 1° grado para la
determinacion de/,, hay que poner necesariamente,
si para el cilculo de R..: R debe elegirse también

del menor grado posible (1) :

(L — 1)yl — &),

de manera que

[l: C"Si“‘il, o= (l‘ S l)l o (:)’J;

dann dart in Bezug auf R... gewihit werden :

Eligiendo ahora :

R=c¢cos|il - (1 — 1) — &)

soda’

resulta

Reee = cos{ill — (1 - 1){ — &]
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y por tanto :

s(ag) = s (o — &) . .

Wiire in Bezug auf [, der Term

Si se calculara !1 del término

R=-cecos[il —(i—1)]— @]

oewithlt werden, so hiitte

[, = esin | -

nur mit einem Term 3. Grades in R beziighch R...
kombiniert werden kénnen, sodass alsdann in a,
Terme 4. Grades entstanden wiiren. Wir konnen

deshalb nun zum niichsten Gliede in a4 tibergehen :

/’1:;(’.‘3):

Da o, einen Pol ¢ = o besilzt, Ferner R..; mindes-
tens vom Grade ¢°, und e, polfrei ist, so enthilt
P13 (ay) Pole ¢ = o. Da lerner sowohl ¢, wie ¢, mit
einem Sihkulargliede in ¢ behaftet ist, so folgt aus

dem Produkl

resultaria
(1 — 1) ~ &)

y Reee deberia calcularse de un término de 3°" grado
por lo menos en e de R, de modo que en a, resulta-
rian términos de 4° grado. Por tanto, podemos con-

siderar el término que signe en a; :

2| a .
S ey -

Ya que &, contiene el polo ¢ = o, v ademas R..z es
1 v -
. i . A - > - .
por lo menos de grado ¢” y ¢, carece de polos, p , («;)
posee el polo e = 0. Puesto que ¢, lo mismo que &,

contiene un término secular en £, el producto

ey By = [pley) + s (e)][p (&) + (&)

da? Poisson-Glieder nur durch die Terme
)

S(ey) plog) +

entstelien und zu £-Gliedern in ay fishrven kinnen.
Die anderen Produkt-Glieder in e, . &, fithren nur
zu konstanten, periodischen oder *~Gliedern, also
in a;zu sikularen ('-Gliedern und Poisson-Gliedern
der Form : £#.sin A\, {.cos A, und zu periodischen
Gliedern.

Da p (&,) eine Sinusreihe, p(e,) aber eine Cosi-
nusreihe darcstellt wie auch R..s, so miissen die Ai-
gumente der Faktoren in demi Produkt Reeg p (o))
in Bezug aul ¢ und & verschieden gewiihlt werden,

wiithrend, siein R gep (e,) auch gleich sein konnen,

contendra Léeminos de Poisson solo por la suma
s (o) p(ey)

ue puede dar en «; términos en (2. Los olros tér-
minos del producto ¢, . &, nos dan tnicamente tér-
minos constantes, periodicos o en (% es decir, que
en ay producen lérminos seculares en (', términos
de Poisson de la forma: 2. sen \, . cos \, v tér-
minos periodicos.

Representando p (o,) una serie de senosy p(e))
una seriec de cosenos lo mismo que R, hay que
elegir los argumentos de los factores del producto

’

R.eop (@,) distintos en & v & mientras que en
1. K |

Reaep (¢)) dichos argumentos pueden ser iguales.
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Selzen wir zuerst zwecks Ableitung von e, in die St ponemos, a fin de poder deducir e, en su co-
entsprechende Diflerentialgleichung rrespondiente ecuacion diferencial

R=ccos|d —- (i — 1)] — &,
soda’ de modo que

ple) = cos[il — (i — 1) — &,

so ist unter Beibehaltung desselben Rauch fir R.; resulta, conservando el mismo R también para R...;,

der Sikularteil : la parte secular siguiente :

e + e
S [REPFUS ((7)1)]) (('1)] _— 7_i .t

(]

sodaj folglich : luego :

>/

Prs(ag) = 2t® + 5 = 1%,

e

d. h. neben einem Polglied erscheint auch ein von  es decir, junto a un término con polo aparece un
? )

den Exzentrizitiiten unabhiingiger Term. término independiente de las excentricidades.
In dem korrespondierenden Gliede, abhingig IEn el otro término del producto s (¢,) . p (»,) apa-

vom Produkies(e,). p (&) tritt ein Glied minimal-  rece un término de grado minimo, si para obtener
sten Grades ein, wenn zur Erzwingung eines Gliedes  un término de grado o en p(@,), se substituye :
o. Grades in p (@,) substituiert wird :

R = ¢*. cosu(ll — Iy,

sodag &, = sini (I — {); dann ist folglich in Be- de manera que &, = sen (!’ — /); hay que poner

myg aunl R e entonces para el cilculo de R.eq -
R=ce.ecos[t(l' — ) + & + &
zu selzen, sodaj : de manera que:
$ [Reeas (e ploy)] = e Esin® (& - ©)
und deshalb : v por tanto:

Puslag) = €7 2 sin® (o) — o).

Wird zur Ablettung von p (e)) emn Term 2. Gra- St para la deduccion de p (e)). escogemos un tér-
des in R gewihlt, sodaj : mino de 2* grado en e, de manera que sea :

R = e*cosfil — (¢ — 2)! — 25)]
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so isl p (¢,) = ecos A; analog folgt mit demselben tendremos: p(e;) = ecosA; analogamente se ob-

A\ und einem weiteren analogen Gliede mit A’ = tiene con el mismo A y otro término andlogo A =
=il —(i—2)— & —&:Reep=ecos A+ ¢cos A, =i —(1—2)l—&"—&, Ree =ecos A+ ¢ cos
soda’ schhesslich : y finalmente :

Pis (as) = (ae + Be) (e + € cos (&' — &)) . £

Setzt man zur Aleitung des korrespondierenden Si ponemos para la deduccion del término corres-

Gliedes in Bezug auf 6 : pondiente en ¢

R = ee¢’ cos A WO A=l -l -+ 0o

e e

soda% o, = — sin A, so wird mit Hilfe des ncuen de manera que &, = —sin A, resulta, con ayuda del
[ e o

nuevo :

R=cecos[i(l' =) + & — &] :

o2
s [Reeas (e1) p (61)] = —sin (20" — 20) . sin (&' — &) ¢,
' e
sodaj folglich - y por tanto :
e
Pis(ag) = — 2 .sin (& - ) sin 2 (&' — &)-
e
Ist p (&,) mit einem Pol behaftet, wenn nimlich Si p (&,) esta afectado de un polo, siendo

R=ccos[ill —(i— 1)l — &

soda’ de manera que
T : :
. o =-—sinfill — (i —1)l— ol
(“

so mu? Reg aus einem Term 3. Grades entnom-  debe calcularse R..q de un término de 3= grado, es

men werden, nimlich : decir :
R=c¢e*cos[ill — (i --1)]— 25 + &'|;
alsdann wird der Sikularteil la parte secular sera, pues
s [REe,;)[) (J)l)] = ¢ sin (& — @),
sodaj : de manera que:

~

s[p (ag)] = e sin? (&' — D).
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Wird &, aus etnem Term 2. Grades entnommen, Si se deduce @, de un término de 2° grado, po-
indem niendo

R=ecos[ill — (i — 2)— 25
sodaj de manera que
By = sin[ill — (i — 2){ — 28],
so mu? R.ep folgen mittels debe obtenerse R.c; por medio de
R=c.ecos[ill —(i— 2)]— ¢ - &];
dann wird de donde
s [Rieap (00,)] = € sin (&’ — &),
also y por tanto
s (pis(ag)) = ¢Zsin? (o — o). L2
Wird weiter &, mittels St se obtiene ¢, por medio de

R=c¢.ccos[tf/ — (1t —2)l— & — ]

entnommen, sodaj de manera que
e’
O, =—sinfill — (1 — 2) — & — &,
¢
so muj R.e; folgen mittels debe calcularse R.eq por medio de

R=¢.cos[ill — (i — 2)]- 28],

sodap alsdann : luego :

S Il'{u_\mp ()] = ¢ sin (@ — ©),

also : y, por consiguiente :

S [Py (a)] = e?. s (& — @) . L
Entnelimen wir R in Bezug auf p (e;) aus St caleulamos p (e,) por medio de

R=c.ccos|t(l' —1)- & + o],

sodajd obtendremos

ple) =rccosli(l — ) — & + Bl
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so folgt mittels desselben R :

y mediante el mismo R resulta:

Rico = ¢ [l — 1) — & + 0)];

folglich wird :

por tanto :

$ [Reeap (61)] = €72,

folglich

s{pyglag)) = .

behaftet mit einem Pole ¢ = o.
Schliesslich bleibt zur Erledigung der Glieder 2.

Grades noch die Ableitung von p(e,) aus

<

To P 4
ger-=N5e

e

. 12

esta afectado del polo e = 0.

Si finalmente deducimos p (e,) de

R=cecos[ill —(i—2)l-- & — &l

soda?, wenn R..; entnommen wird aus:

ultimo término de 2° grado v sacamos R, de:

R=c.ccos|ill —(i—2)l—& — &)+ ecos[ill — (i— 2)(— 20],

folgt:

resulta :

s |Reeap(e)] = €2 + e. ¢ cos (&' — );

folglich ist dann:

Das niichste Glied in df, lautet :
Prla) =

Der Pol ¢ = o von &, wird durch den Faktor ¢
von R::; ausgeglichen, sodass p,, (ay) frei von Polen
ist. Da ferner R..q wiel Sinus-Reihen sind und nur
@, ein Sikularglied enthiltl, so sind die Glieder auf-
wsuchen, die im Produkt R..;. [, eine Konstante
ergeben; wegen der Sinus-Form beider Faktoren
dieses Produktes diirfen die Argumente sowoh!
gleich als auch verschieden in Bezug auf &’ und 6

seln.

' 2

s [pys (a5) = (a2 + 3¢) (

:z};t

de donde :
+ e’ cos (o — G»)) L2,

El término siguiente de a, es:
HSE,;, . [1(7)1.

El polo ¢ = o de &, se elimina con el factor ¢ de
R::s, de modo que p, . (a;) queda libre de polos. Ya
que, ademds, Ry y [, son series de senos, v s0lo 6,
contiene un término secular, hay que busecar los tér-
minos (ue dan una constante en el producto R.., . l;
pero por ser senos los dos factores, los argumentos

pueden ser iguales o distintos en &' v o.
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In dem Produkte Re.o/, wird der niedrigste Grad

erveicht, wenn in die Differentialgleichung fir [,

Para lograr el grado més bajo del producto R..ql,,
pongamos en la ecuacion diferencial de /,
nach (1) substituiert wird :

R=-ccos[tl — ({— 1)]— ],
sodad de manera «que
[ =cesin|il' — (i — 1) — &]

und bei notwendiger Verwendung desselben R : y aplicando el mismo R :

Ricw = e.sin il — (i — 1) — &;
dann wird folglich por tanto resulta
S(Plsa(n . ll) —

und deshalb v

s | pug ()] = e(ze + 3¢ 2.

Wird zur Erzielung eines Gliedes o. Grades in /|
geselzl : R = cos o (' — ), sodass [, = sin. o (I’ —1),

so muj in Bezug auf R..; geselzl werden :

Para lograr un término de/ de grado o, ponga-
mos : R=cos (/' 1), desuerte que [ =sen i (I'—1);
luego se debe deduciv R..q por:

R=c.ccosfe(V — 1) — & + &]
dann wird

de donde

s{Rieo L) =c. e cos(a - a),

also

s (P lag)) = ¢ (2e + se)ycos(o) — ). F.

Wird im Anschluss an den ersten FFall [ aus der De la 2® forma posible de 1*" grado de R, es de-

zweiten noch maglichen Form 1. Grades von Rent- cir:

nommen, niimhich aus:
R=¢cosfd — (it — 1) — &
soda?

podemos obtener andlogamente la siguiente expre-
sion para (|

[, =¢sin[il — ({ - ) — &,

so mu’n Bezug anl R..; sein: v para calcular R debe ser:

R=c¢.cos|ill — (i — 1) — &),
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$ (\REEU) . [1] = @

also :
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de modo que :
e’ cos (o — o),

Y por tanto :

s [pralag)] = € (ze + Be’) . 1. cos (&' — o).

Wird {, aus einem Terme 2. Grades gewonnen,
soday R =

sini (I’ —l); folglich muj in Bezug auf R::4 gewihlt

e? cos [ (I' — 1), so wird: [, = &%

werden :

R =
dann wird folglich :
S (R-:w

also

S1 se saca /; de un término de 2° grado, de manera
que R=e?cosi (I'—1), resulta {,=¢?.sen i (I'= I);

entonces debe escogerse para calcular R..4:

e.ccos|i(l — ) — & + &;

de donde

Ay =€ e cos (& — o),

s ( Py (ag)) = e2e't* (ae + (¢') cos (&' — &)

sodass also von nun ab Glieder hoher als vom 2.
Grade erhalten werden.

Das nichste Glied 1n &3 lautet nach (9):

Ja

Pm(ds) K

es enthilt keine Pole und 1n den Faktoren auch
keine der Zeit ¢ proportionalen Sikularglieder, sodaj
auch Keine sikularen 2-Glieder in a; moglich sind.
Deshalb konnen wir sogleich zum nichsten Term

in (9) iibergehen :

Va

1’14;(‘;3) =K

Da a, Poisson-Glieder enthiilt, sind im Produkte
mil R, reine Siikularglieder in ¢!, in a,, also auch
£-Glieder moglich. Da d2 nach (6) eine lineare Funk-
tion vona, e, [, und &, ist, wobei die Koeflizienten
periodische Funktionen der Lingen /und ¥ sind, so
entstehen Poisson-Glieder in a, nur in den mit den

Koeffizienten ¢, und ®, behafteten Gliedern, wenn

de modo que desde ahora resultaran términos de un
grado mayor al segundo.

El término siguiente de a; se expresa segun (J):

I g
=K 1{5_((,(112 ‘
a

no contiene polos ni términos seculares en ¢?; de
manera que tampoco son posibles términos secu-
lares.

Por eso podemos ahora tratar el término siguiente
en (9):

1
'f' l{a' (12.

a

Ya que a, contiene términos de Poisson, son posi-
bles en el producto de a, por R; términos seculares
puros en (', por eso pueden exislir en ay términos
en (2. Siendo a, segin (6) una funcion lineal de «,,
e Ly @y, cuyos coelicientes son lunciones perio-
dicas de las longitudes [ y /, resultan términos de

Poisson en a,, solo en los términos (ue conticnen
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von den letzteren nur die sikularen Teile beriick-
sichtigt werden. Folglich sind nur die folgenden

Teile zu beriicksichtigen :

2)a
% =K

WO =

(Rsc . e + BS(I)(\'.)[%

€y

Folglich entstehen Terme niedrigsten Grades, wenn

R.. aus

R

—e¢.cos A WO

l’

entnommen wird, sodass

7
los coelicienles e, y &,, considerando en los recién

mencionados unicamente las partes seculares. Por

eso tomamos en cuenla solo las partes siguientes :

ze + e

e

e sin (& — @) . ! und o= . L.

Por eso resultan términos de menor grado, sacando
R.. de

A

1

=i’ — (l‘ — 1)[-— @

luego

P (a;) = [Reeey . dt = ¢'sin (&' — &) . L.cosAy;

also muss
R.aus R = ¢ . cos A,,

entnommen werden, sodass folglich:

WO

por tanto

Ay=' — (i — 1)l - )

de mancra que:

s [pis (ag)] = ¢#sm* (0" — @) . 1%,

Wird jetzt umgekehrt R, ein Term o. Grades anstelle

von Re, indem
R:. = sin \,,

so muj? R.e aus
R—=e¢.

e cos Ay, WO

entnominen werden; dann wird zunichst

p (ay) = € sin (&’

folglich wird weiter :
b,/'.’

S [[’11; ((1:3)1 —

womil alle Terme niedrigsten G rades erschoplt sind.

Im 2. Teil von «, folgl das Glied niedrigsten

Grades von R.g; aus

R =¢.cos\, WO

WO

. R,

Calculando inversamente R. de un término de

grado o, resulta

A, =i(I' = D),
en cuyo caso R.. debe obtenerse de
AA=i(l—-h—-o"+ a0

resultando pues :

— o)t .cosA;;

y ademas :
sin (6 — o),

con lo que se han agolado todos los términos de
grado mas bajo.
Para oblener el término de grado mas bajo de la
O .

segunda parte de a, debe calcularse R de

Ay =il — (i — )l — &,
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de modo que

P (R.po,) = (2e + 5¢/) . L. sin A,

Folglich ist R; abzuleiten aus :
R = e¢cos A\, + ¢ cos A,

Folglich wird

WO

Por consiguiente R; resulta de
M= —(—1l-&.

v por lo tanto

$ Py (a3)) = [2e + 3¢] [e + ¢ cos (& — &)] £

Wird endlich in Bezug auf R gewiblt :

R=e¢.¢.cos]\, WO

so wird

St se calcula finalmente Rq por medio de

A=l - D) — & + o

resulta

P (a,) = (ae + B¢’ €'t;

folglich ergibt sich mit R=cos A,, wo A,=¢ (')

R. = siu A,, also

por consiguiente R. se obtiene por medio de

R=cos A, y A, =i(/' — ) R: = sen \,, luego

S | pyg (ag)] = (ee' + ¢*) 2 cos (& — &),

sodag immer Glieder 2. Grades zum Vorschein kom-
men.

Der niichste Term in a, lautet :

: Va
P (a3) = K
folglich sind keine Pole ¢ = o vorhanden. Die Form
der Losung ist dieselbe wie fir p, (ay), mdem nur
anstelle von Reqe in p, (aj) die Ableitung R.. getre-
ten ist, wobeir die Ableitung nach a ohne Linfluj
aul die Form der Losung ist. Folglich haben die
Glieder niedrigsten Grades die in p, (“3) fixierte
Form :

$|piq (15)] = €

Der niichste Term in «a, ist :

Va

Pis (ay) = Kk

- —- R .

1

de manera que siempre aparecen términos de 2°
grado.

Il término que sigue en a; es:
1

1€y,
a

por consiguiente, carcce de polos ¢ = o. La forma
de la solucion es la misma que para p, («), con solo
sustituir la derivada Riqe por Ree, ya que la deri-
vada respecto de a no liene influencia en la forma
de la solucion. Por consiguiente, los términos de

grado mds bajo lienen la forma fijada en p, (ay):

sin? (@ — @) . A,

El término siguiente de a, es:

R . a,l;;
a
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aus der Eigenschall der IFaktoren folgt die Nicht-
existenz von Polen ¢ — 0 wie auch das Nichtauflre-
ten von reinen *-Gliedern. Deshalb kiénnen wir

sogleich zum nichsten Term in a; iibergehen :

(- ) Ja
g \Aq) = —
P19 \q3 K
wo, wie im vorhergehenden Term keine Pole e=o0
vorhanden sind ; die Form der Lisung ist dieselbe
wie in py,; (a;), indem anstelle von Reqe die Ableit-

ung R.q erscheint; folghich lautel die Losung :

29
de la propiedad de los factores se sigue que no exis-
ten polos e = 0 y que tampoco aparecen términos
seculares puros en (. Podemos pasar a considerar

inmediatamente el término siguiente :

I :
e [{34})([1(‘!)1,
a

que, como en el caso recién considerado carece de
polos; la forma de la solucion es la misma que para
P11 (@) st se sustituye la la derivada R.qq por R.g;

fuego la solucion es:

S |p (as)] = (2 + ¢ . ¢ + €?) 2
Nunmehr kommt der letzte Term von a;: Llegamos asi al ultimo término de ay:
g 2 LFL iANE " 1 n :
() = — JE (LI R . a2)= - 2. LR, . ax;
1 H)U( 0) l\ ((\ (l') - 1) fl [\- - 1

dieser Term enthiillt weder Pole ¢ = 0 noch sitku-
lave £>-Gheder, soda? keine weitere Untersuchung
dieses letzten Termes in a, notig ist.

Wie schon oben gezeigt worden ist, heben sich
die mit einem Pol ¢ = o behaftelen Glieder allge-
mein fort, wober wir hinzufiigen konnen, dag dies
zugleich fir die von den Exzentrizititen freien Glie-
der gilt; denn diese entstehen nur in Verbindung

mit dem Siikularteil von

dessen Umformung auf

0y = (I

den Term o. Grades ersichtlich macht, der also
gleichzeilig mit dem Pol ¢ = o weggchoben wird.
Schon nach obigen Darlegungen wissen wir, daZ

aus der Kombination mit dem Siikularteil e,
et sin (& — &) keine Polglieder enstehen kon-

nen, also auch wegen des Faktors ¢’ ntemals Glie-

este término no contiene polos e = o ni términos
seculares en (2, de manera que no es menester nin-
cuna tnvestigacion a su respecto.

Como ya se demostro en general se eliminan los
términos alectados por un polo e = o, lo que vale
también, podemos agregar, para los que estan libres
de términos dependientes de las excentricidades.
Pues, en efeclo, se forman Gnicamente por la com-

binacion con la parte secular de

cuya transformacion a la forma

2

.
+ <)
‘)/

pone en evidencia el término de grado o, que se
elimina simullaneamente con el polo ¢ = 0. Sabe-
mos por las explicaciones anteriores que por la coni-
binacion con la parte secular ¢, = ¢/t sen (¢ — @),
no pueden resultar lérminos con polos, ni tampoco,

por el factor ¢/, términos de grado o. Gomo es evi-
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der 0. Grades. Wie aus der Darslellung von a; in
(3) ersichtlich und dann weiterhin ausfithrlich dar-
gelegt worden ist, treten Polglieder nur in den Glie-
dern p, (as) Py (ay), Ds a3) und p, (a3) auf. Aus der
expliziten Darstellung dieser Glieder ist dann zu
ersehen, wie die siimtlichen Polglieder sich weghe-

ben, und zwar in der Weise, daj die Polglieder in
py sich gegen die in py; und die von p, sich gegen
die von pg wegheben. Auch auf Grund der Zusam-
mensetzung dieser Glieder f{indet man in Verbind-
ung mit einem Vergleich der Diffesenziationen nach
den entsprechenden Elementen die enlgegengeselzle
Gleichheit der Glieder in p, und pg, resp. in p, und
Pis-

ser spezielle Beweis iibergangen werden.

Aber nach dem allgemeinen Beweise kann die-

Aus der Analyse anderer Glieder in ¢; kann man
ferner zeigen, da? sich noch andere sikulare Teile
auch wenn es sich

Ich

greife p, (a3) und p, (&3) als Beispiel heraus, also :

von a, gegenseilig zerstoren,

nicht um Glieder mit Polen ¢ — o handelt.

21a

I (£t3) == l,\ R.«.a,, wo
und
; 9 ‘J
Piz (a3) = K
wo /, aus (1) zu ersehen ist.
Wird Ry in p; aus R =cos A\ wo A = i (! — )

d. h. einem Term o. Grades, enlnommen, so moge,
um die Moglichkeit zum Wegheben von Termen zu
erhalten R, in /, aus demselben R hervorgehen ;
dann aber muj Ree in p; aus R = ¢¢’ cos N/, wo

= o — 0 — 3+ B,
ebenso wie Re: in py,. Die Dilferentiationen nach ¢

entnommen  werden,
erfolgen in p, wie py, zweimal, wobei das Argument
in Bezug auf = beidemal dasselbe ist, sodas dadurch
der entsteliende Faktor derselbe wird, aber mit ent-

gecengeselzlem Vorzeichen, entsteht :

sodad

dente por la representacion de a; en (3) y como se
explico plecedenlemente solo Iesu]tan términos con

as); Ps ( ay) Y Pis (“3)- Por la

representacion explicila de estos términos es posible

polo en los p, a3) Py

ver como se opera la eliminacion de los términos
con polo, de tal modo que los de p, se eliminan
con los de p;; y los de py, con los de p,. En base a la
composicion de estos lerminos y por comparacion
de las derivadas respecto de los elementos corres-
pondientes se halla que los términos p, y pg son
iguales y de signo contrario, y analogamente p, y py.
Pero después de la demostracion general se puede
prescindir de esta comprobacion especial.

Del analisis de otros términos de ds se puede de-
mostrar, ademas, que se eliminan aun otras partes
seculares, si bien no se trata de términos con los
polos e = 0. Destacaremos como ejemplo p, (a;) ¥

0 (a5) es decir :

Ay = ?_l‘\it [R e; + R.p - @y
}T
Rece . [, . ¢,

donde /; esta definido por (1).

Si se calcula el factor R.q que aparece en p,, del
téermmo R — cos A, donde A = /(! — ) término
que es de grado cero, serd necesario, para (ue sea
posible la eliminacion de términos, calcular el factor
R, de l.l del mismo R; pero entonces debera obte-
nerse R.. de la expresion R = ee¢’ cos A/, donde
\VV=1i(I' — ) — & + &, v del mismo término el
factor R.c: que aparece en p,,. Las derivadas respecto
de = aparecen dos veces en p, y p,,; el argumento
respecto de = es el mismo en ambos casos, de ma-
nera que los factores que resultan son iguales, pero

de signo contrario. Luego vesulta :
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P (d:,‘) = — ¢t'sin A cos A/

P (a3) = + €'l cos A sin \/,

sodaj also die Summe dieser siikularen Glieder
verschwindet. Die iibrigen Glieder heben sich nicht
weg, wobet das aus R . o, entstehende Glied frei
von einem Pole 1st, weil R.; den Faktor e enthiilt.
Endlich verbleibt noch in p, der in [, auftretende
Term e . Re, aus dem aber keine sich weghebenden
Glieder, folgen.

Die Gesamtheil der sikularen 2-Glieder in a; 1st
nun in der weiler nulen folgenden Liste zusammen-
cestellt, gemii3 dem in diesem Paragraphen darge-
legtem Verfahren zur Ableitung der Siikularglieder
aus allen p; (ay), wo ¢ = 1, 2... bis 20. Zur Ableil-
ung der Koellizienlen dieser Glieder sei das I'olgende
bemerkt: Da alle p; als Stérungen der grojen Achse
a dieser proportional sem miissen, wurden die sich
unmittelbar ergebenden Koeffizienten immer so um-
geformt, da? die Achse a als allgemeiner Propor-
tionalitiitsfaktor in Erscheinung tritl; das wurde
dadurch erreicht, daf die GauBsche Konstante A*
millels des 3. Keplerschen Gesetzes umgeformt
wurde mittels : &% (1 + m) = a*n®. Die dann, abge-
sehen vom Proportionalititsfaktor «', verbleibende
Polenz a? dient dazu, erstens die Nennerfaktloren von
a aufzuheben und zweitens daza, die siimtlichen
von den Laplaceschen Transcendenten abhingenden
Koeflizienten der Storungslunktion wie thre Aleitun-
gen nach a aul die Dimension o zu bringen, und
zwar jeden hoeflizienten fiir sich. Von den Potenzen
von ndient n® als hoeflizient von £2in a,, da die Siiku-
larstorungen tatsichlich nur von der Liingeniinder-
ung, also von nt resp. n2* abhiingig sind Die res-
tlichen Potenzen von n bewirken, da3 die bei der In-
tegration der pertodischen und der Poisson- Glieder
entstehenden Divisoren der Form zn + %n/ mit den
n-Faktoren einen rationalen Bruch bilden, der, von
den Absolutwerten von den n und n/ unabhiingig,
nur von dem Verhiiltnis der mittleren Bewegungen

ablingen kann.

de suerle que se anula la suma de estos términos
seculares. Los otros no se eliminan ; el término que
resulta de R.; . &, carece de polo porque R.g; con-
tiene el factor ¢. Finalmente, resta todavia en p, el
término e . R; que aparece en [, y que no puede

eliminarse con términos de p,.

La tolalidad de los términos seculares en % de a,
puede verse en el grupo de formulas que se inserta
mas adelante, formada segin el procedimiento ex-
plicado en este parrafo al tratar la deduccion de
los términos seculares de todos los p,'(@), siendo
{ = 1, 2... hasta 20. Con referencia a la deducci/n
de los coelicienles de eslos términos debemos agregar
lo sigutente. Ya que todos los pi, como perturba-
ciones del semieje mayor a, deben ser proporciona-
les a éste, los coeficientes resultantes se transforma-
ron stempre de tal modo que a apareciera en todos
los casos como faclor general ; esto se ha logrado,
lransformando A% (constante de Gauss) por medio
de la tercera ley de Kepler: k% (1 4+ m) = a’n®.
Prescindiendo del factor general «', resta lodavia el
[actor a? (ue se emplea primero para compensar los
faclores a en los denominadores, v segundo para
reducir a la dimension o cada uno de los coelicien-
tes de la funcion perturbadora que dependen de las
transcendentes de Laplace v de sus derivadas res-
pecto de a. Con relerencia a las potencias de n, se
emplea n* como coeliciente de {* en ay, porque las
perturbaciones seculares dependen solo de la varia-
cion de la longitud, es deciv de nt o de n**. Las
potencias restantes de n forman con los divisores
an 4+ 4n’ que resultan de la integracidn de los tér-
minos periodicos y de los de Poisson una fraccion
racional independiente de los valores absolutos de
n v, vsolo dependiente de la razon de los movi-

mientos medios.
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Die Siikularglieder von e, und &, sind in der fol-
genden ebenfalls der Linge nf proportionalen Form

angeselzt worden, indem, wie schon oben : ¢;=e, nf

(5] 5 no. 5 o . -
und &, = — nl, wobei die Koeflizienten in 1. Niiher-
e

ung linear in den Exzentriziliiten sind, und zwar ¢
linear in ¢’und &, lincar in eund ¢'. Ferner ist beziig-
lich der Verwendung und Bezeichnung der in der
Storungsfunktion auftretenden hoellizienten \;, By,
etc., zu beachten, da3 sie alle homogene Funktio-
nen vom -1. Grade in ¢ und @ sind, soda? « . Aj,
a . Bi, etc., homogene Funktionen vom o. Grade
werden, die nur von dem Verhiiltnis < abhiingig
a
sind. Zur Vereinfachung der Darstellung wurden

die folgenden Abkiirzungen gewiihlt :

a . A= Ay, a.

analog wurden fiir die Differentialquotienten der A;,
Bi, etc., nach «, da diese Ableitungen homogene
Funktionen vom -2. Grade sind, die folgenden Ab-
kirzungen eingefithrt :

. OA;

as .« —
it

Aim

Der Koeflizient A; ohne Angabe eines Argumentes
bedeutet stets die Abhiingigkeil nur von @ und «'.

Ist aber Ay, B, etc., von a”, a”, etc., abhiingig, so

tolt ok
wird das Argument durch Akzente angedeulet, soda
im ersten Falle A\”;, ferner A", elc., geschrieben
wird, withrend a unveriindert das andere Argument
fixiert. Ferner wird dann, analog dem obigen Ver-

fahven : a. A”; = A", elc. Ebenso entsteht fiir die

Differentialquotienten die folgende Bezeichnung :

a \ ”l' -

d

o

a= -

Ferner ist in Bezug aufl den Massenfaklor aller
unten folgenden Sikularteile von a, zu bemerken,

da?, weil stets nur e, oder &, als Faktor jedes ein-

a’ .
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Los términos seculares de e; y &, también pro-
porcionales a la longitud nf, han sido representa-
dos como antes en la forma siguiente ¢ = ¢, . nl, v
L ) o :

@, = — nt, siendo los coelicientes en la primera
aproximacion, lineales en las excentricidades, a sa-
ber ¢, lineal en ¢ Y &, en e y ¢/. Ademas, con refe-
rencia al uso y designacion de los coeficientes A;,
Bi, ctc., de la funcion perturbadora, es de observar
ue todos ellos son funciones homogéneas de grado
~tenay d, luego a. Ay, a. By, etc., son funciones
homogéneas de grado o dependientes solo del co-
s a ! .
ciente — Para simplificar la representacion elegimos
a

las abreviaturas siguientes :

B; = B;, etc. :

andalogamente adoptamos las siguientes abreviaturas
para las derivadas de los A;, By, elc., respecto de a,
siendo estas derivadas funciones de grado -2 :

1]
Di

o

—= iji(( y elc.

Il coeliciente A; sin indicacion de argumento.
significa siempre la dependencia de a y a’ solamente.
Pero si A;, Bi, etc., dependen de ay a”, 0o ay a”,
elc., el argumento se fijard por acentos, o sea en el
prumer caso se escribe A”;; en el segundo A, etc.;
ademas pondremos analogamente aA”; = N7, elc.
De la misma manera, para las derivadas usaremos

la designacion siguiente :

A, elc.

Observaremos, ademas, con referencia al factor
de las masas de todas las partes seculares de ay, que

apareciendo solo e, 0 &, como factor de cada tér
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zelnen Termes auftritt und die Sikularstorungen e,
und &, der Masse m aul der Anziehung aller tibrigen
Planeten des Sonnensystems beruhen, die Faktoren
¢; und @, linear aus den Massen m’/, m”, m'”, etc.,
susammengeselzt sind. Im tibrigen tritt infolge der
Zusammensetzung aller einzelnen Glieder von a, aus
dem Produkt von 2 Gliedern nur aus R' (resp. sei-
ner Ableitungen) der gemeinsame Factor m’* hinzu;;
insgesamt ist also der gemeinsame Faktor aller
Glieder von ay: m” (am’ + «”m” + ...), wobel z,
%, etc., entweder aus ¢; oder &, entstammen. Han-
delt es sich um die Anzichung nur emer Masse, so
ist m™® der gemeinsame Gesamtfakior.

Alsdann erhalten die ¢ Sikularglieder 3. Ord-
nung der Masse die folgende Form, immer abge-
schen von dem Massenfaktor, der, wie soebhen ge-

zeigl, leicht hinzufiighar ist :

mino individualmente y correspondiendo las per-
turbaciones seculares ¢, y &, de la masa m a la atrac-
cion de todos los demas planetas del sistema solar,
los factores ¢; y @, son funciones lineales respecto

de las masas m’, m”

, m"” etc. Ademas, por el hecho
de que todos los términos individuales de a, estan
formados por el producto de solo dos términos de R?
(es decir, de sus derivadas), figura agregado el factor
coman m’™ y por consiguiente, el factor comun de
todos los términos de a, es: n/2 (am’ + 2'm” + ...},
resultando los coelictentes z, 27, etc., dee; 0 &,. En
el caso de la atraccion de una sola masa el factor
comun es m's.

Los lérminos seculares en £* del 3° orden respecto
de la masa, lienen la forma siguiente, prescindiendo
sitempre del factor de la masa, facilmente asociable,

como hemos demostrado :

_ e (1 — 1)n e .e . ,
I sp, (a)] = + = aCiDiu - _ . = sin (@ - o) (nt)?
* “l( 3] +,’| I — tyn (1 4+ m)® 2
I — L — 1)%n » - — — . i
IIQ ) = — — lL(ju' : ( 5 ) . - > eGi - ",l)iu cos (o — m) (nt)”
‘ 4 ' - (1 — 1)yn (1 + m)y*- :

4

1 — e e ,
I~ » = — e Nia I F o)l —2 _=in (' — &) (nb)?
' W — ( : Y1 4+ m)?
I l./[ = = = = . N =
I3 ) = o e Bt Aia (I‘i — |‘~i> ¢ cos (& — ) (nl)*
1 n’ —n
1 Jr—é (- /= - in R T L
Il slpe (pa)] = — — a 3§ Ai (Fi — F_g) —— — CiDi :
- 1 (r + m)={ n —n m' — (t— 1)n
— — 1 — 2)n — — l 1)1 B S . ,
4+ E;G; ( — ) - 4 C;L; ,_*_,( s S (‘lt’, sin (o) — o) (nt)*
in' — (1 —.2) i - (L — 1yn)
I T — e? (1t — X} R —\, & ,
1% « =+ga ' e (Ci) = (n)
8 (t+m)y* ' — (t—1)n ¢
! I e” . n (= oy e o B 15 ~ - 07) v
1 » =t ma TN N(F)e g (F )2 aFiF i cos (20— 20) § 2 (nt)?
' 92 (1 4+ m)* (n’ — n) Te
. T — e Il —2)n == B & )
1% ) = b al — At=2)n (-;;(_n,‘t" + Eiecos (&' — &)y — (nt)?

e
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slpe(ps)] = +1.0a

s [ps(as)]

S[P4(a3”

Vl . ¥ (i-?)’l ?SI'T = - g
- . E;i)=Gi¢ cos(d — @) + —Eiet &, (nt)?
(r +m)> i’ — (1 —2)n 18" ( ) ht 1 (nd)
1 V1 — ¢ n. .= =5 = \=
— Bi (I‘i — l‘-i) M€ . cos (& — o) (nt)?

16 (r +m)*n —n

I D; . Sy S . -
A a m (i — 1)2{ Rysin (& — &) + Sycos (& — &) | € (nt)?
I C' D) 9.
— g ———— 8¢ (nt)?, wobei
4 (1 + m)®
i 1 en 3 = i — 1)n® —
(_11([ — S ‘/I —=NCs CL o 5 == O 1 7 ( ) ) (0)1
4 mn (t—1)n 2 i — (1 — 1)n]?
= - n - 3= (t — 1)n?
ia — 7)1 — €2 Gi = s - .
( 3 ' e (s 1)n g g it 1)nf? *
I T = fi—,= =
—a Ai 3 Fig — F_ia — Fi — F_—
/l n— n i ? i i /l ( i 1>

3 i = = ) ;18, . oy ., 9
( i k2> \ (I——l-nT):’ sin (o — @) (n!)

I n —“ g = == i e o
74— ) — Fin+ — 1““C')l‘i""l‘——ia—?“l—é‘zt‘—i
4 ol h A
3 n — — \ o ,
" (h — l*_i> —2 _cos (& — &) (nl)
an’ —n Y (1 + m)?
1 )1 — e (i—1)n &
e — = \g @
3 @ e ; ( 8= fal)!
S (r+m)y*in’ —(t—1)n" """ e

)

v ge ne : ~ .
isin(o'—o)— — Mi—sin(23 — 28)
9 e ’

1 f1 — € (i—1)n =
Saeld e :
16 (v +m)y*wn’ — (t—1)n /

l
il

= o . I — . o
Lie? sin (¢ — @) — — Mjee’ sin (20 — 26) : e’ (nt)?

9 ’
1 V1 — & n == "= . ., ) "
— - — Y e, sin (20" — 2) (nt)
16 (1t 4+ m)y*n —n e '
I I — e° (t — 2)n — - o . :
=a J GiEiee sin (&' — @) (nt)®

8 (1 4+ myin — (1t —2)n

I f1 — e (t—2)n = E G R ’
Ei % aEie + Gie’ cos (&' — &) | &, (nt)?

a = = ;
8 (1 +m)*in — (i — 2)n
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1 V1 — ¢ (il—2)n = ¢ = s
s[p, (a)| = + — a - = . Gi 1 2Eie cos (& — & Gie |
[P (a5)] = + 39 (t+myEin’ —(i—2)n T ( ) + Gie'

ﬂl.e’
’

o 1 _,2
2

101 o

e
(D

~

(0% (J/
(41

1)?

/ 2
I l’[—e n \ _V)2 (_1' 2 SR ~ w')
» = koo L= ((Fi)P+(F—i)? —2FiF_; cos (28’ — &) §
o2 (. 4+ m)y*n —n - ‘
— .
: I 1 — e (t—1)n -, = =N\ - . .
s [pe (ag)] = + = a S = . Ci(— Ki + L;) e’ sin (& — &) (nt)?
[Ps (a5)] +8 (1 +miin’ = (i— 1)n l EE e AL,
/ 2
I /1 — e n o = /= = N= . . :
) = — —a l - — Bi (i + F_i) e sin (& — &) (nt)?
16 (1 4+ m)y*n — n '
e : \
1t I C (l-’-fl)/l S . . N VS .
» = 4+ —a J o : siiiee’ sin (& — &) (nt)?
10 (r 4+ m)> i’ — (1 — 2)n
I Vi — e* (1L — 1)n — \2 O ;
s [ps (ag)] = — 5 a N : (Ci)* 22 (nty?
S (1 4+ m)yrwm — (t--1)n e
I f1 — ¢? n = \ =
» = = === 5 B:(Fi — F—i) e cos (o — &) (nt)*
16 (. +m)y*n” —n
/ 2
1 J1 — e n o S )\ Tr stk
) — 5 — %(I<,~)—’+(l<_,- +2liF_;cos (20 — o)
02 (L 4+ m)y*n’ — n ‘
l”/l — ¢ n(t— 2) T I
D) — — 1L Xda = - Yi (i VH + =
(1 +m)y2 i — (i —2)n 4 10
e .
1 0 == (= /I(l“‘-?.) =~y = . . =
» — L 5 — > G; ' aEiecos (&' — &) + C'(Jil :
22 (I 4+ m)y* ' —(t — 2)n
I m_xono_n oo el 2
s[py (a3)] = + AT A Vi — F i m““(m — o) (nl)
I (i —1¥n == e.e e ~ .
» = — —a s : DiCia ‘—1_, sin (& — @) (nt)?
/i /
b n (t — X} 8 (r -+ m)-
g[) (a )] e ] « (i~ 1)n Cin 1 Gyt + Die’ cos (& ™) ¢ Oy (I
; . — — - = < Ader 116 Jie S L) — G T
P hoiw — (L — 1yn U : (1 + m)?
I n - = = o ) . s
» — = = — Ai | By — Fy | commibee ¥ 608 (0 — o) (nt)”
£ ’ 2
i n’ —n (1 + m)
- I & —1¥ R = \ - 3 (t—1)n —
slpis(a)] = 4 = a = Ci{ — Dia + = - . D; | X
[Pz (a3)] +>/‘ (- )yn “ 2 —(t— 1)n \
ee
N —— sin (&' — @) (nt)?
(L + m)°

(=]

(nt)?

*(nt)?

(nt)*

(_3,'0' cos (& — o) : gl (nt)*

(nt)?
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S “’12 (a3)] = -

S 1P (/Ia)] L

n _— =
»n = +
» = -+-

I in — ; V- 3 n — ) e . )
2 r!{—(l‘,‘— l‘__,‘)} == Nig 2 = S (o' = o) (nl)*
A 0 — n 250 — n (1 4 om)E

i (=l { 1)1 - \2 M
- | S = ,( (Ci)* = (nty?
So(r 4+ myFuw — (- 1)n (

— ) J )
I D t— I)n — A= . _ ; 11— ¢ _ ,
—a —l-——, - ,—( — ; ) Lisin (& =&) + = M; =sin (2% - 29)
10 (v Fmy ' —(t—1)n 2 ¢

— Nisin (& - o) £ ey’ (nt)?

(i
I T = 5 n — ;= - -
. 5 — Bi (Fi + I
ih (1 4+ m)yn —n

I Fr — é? (t—1nyn =\
« 3 -, . ‘}
S (e +m¥um — (L 1)n f

R— .("

I . = .h,
+ - Mi—sin (25" — 2@6) 2 el (nl)?

Slpistay) = +

»n - =

+ ¢ cos (o

t

1 |l __.;vf (i'_'}’).H (_,Iq_ ' . £ nry ) /)
— = . silsie e sin ( — o nt)=
S (v +m2a — (i —o2)yn " (nf)
I = (t — 2)n

e e e — Eid 2lie + =G/ cos (o — &)L &y (nh)?
8 (1 4+myu —((—»2)n "¢ g ( )'w W)

1’ 2 o
yd L= == < ) : { 0y :
—a — - G; § 2lbie cos (& — &) + = Gt 02 ¢ (nl)?
th (L 4+ m)? / ) 9 T\ e i)

I f1 — ¢* n : = - '
\ v \o 3 9 eI oy T n 9
— (] 5 o ? (I',‘)'+{_|‘_;)‘~ 21‘;|‘_,'(‘0.\‘).l(.>'—(.))\-—I- e~ (nl)*?
92 (1 + my ' — n ¢
1 i — & n T e? . (2 -
— - Gl e, — sin (20" — 26) (d)F
16 (1 +my¥n —n e ' ) (nd)
I in — = A\ 3 n -
5 T . / 0 : _ .
7 « ‘,—'(h( I f)lf —_— »\ul‘{" P D \I\ "“"]——-—_,L',('().\"ln),' ’u))(/l/)'
| n — n 2N —n (L 4+ m)
I (¢t — 1)¥n -\ {ﬁ 1 — Yy (6= tYm =
= = . '[;,"..*' /ll — el — == - l'.'.\
Vo — (1) \ I 21 — (1t — 1yn )

: (! = lld g (_: l_) Flt‘ . N B
T : 1) ———— sin _ 2
ST~ (i— )n i l(l ) Sin (w w) (nt)

1‘/1 = e . o ¢
a — -\ <|‘1 - l‘_;>

S (& — &) (nt)?
e S (0 @) (nt)

)|
(L + m)

ZEl =
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XVIvy $[pig (a3)] = — % a [,l/(izillz /Il) p Ci % Cie + l—_)w, cos (o — o) i (—%lm)—' (nt)?
XVI3 S| ps(ag)] = + (—Iq a ,—L,—”_I——HT, (T, — F_)) (T%_L;)T)J cos (&' — &) (nt)?
\XVII; s[pi(as)] = + éa = i . —\.1 <F1 — F—i) “;fm—_, sin (& — &) (nl)*
N VIS ) = — é a l.n,(i__(’.lf ’Il) > D;C; G—(-—;le;l—l)" sin (& — o) (nt)*
XIX S pw (ag)| = + % a I_m(i--(ilji-’ lll) - C; | Ce + D;¢ cos (&' — & ! (r%m—)’ (nt)?
AIN3 == % ¢ p—lﬁ—n A (Fi—F_y) T i‘in)__, cos (& -- o) (nl)*.

Bei nitherer Betrachtung dieser Glieder erweist
sich, daj sich e grojer Teil, mehr als die Hilfte
aller Terme, durch Wegheben zerstirt, einschlie’-
tich aller mit einem Pol ¢ = o behafteter Glieder.
Die folgende Zusammenstellung enthilt die sich
weghebenden Glieder :

I% gegen Nlla, 1 Glied.

Examinando en delalle el caso de todos eslos tér-
minos, se advierte en seguida que gran parte de ellos
— mas de la milad — desaparece por eliminacion,
incluso todos aquellos que estin afectados por un
polo e = o. El cuadro que sigue muestra claramente

los términos (ue se eliminan :

[5, 1. und 2. Glied gegen NIV, 1. und 4. Glied.

[~ gegen NI, 1. Glied.
15 gegen NIVy, 1. Glied.

Iz, 3, Glied gegen V.

13 gegen VI«
[~ »  VI.
11z » VIl

lz, 2. Gl gegen VIIIZ, 1. GI.

[T gegen VI,

g, 1. Ghied in R,

gegen I\,

-, 3. Glied gegen NIV 3, 2. Glied

IVx gegen \llla.

IV » XHIZ und \IIIZ.
Ny » XL
IVe »  \Hl:.

IVe + 0+ 7 + NI +

'r‘+9 0.
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VI3 gegen NI1I-.

VI~ » Il 3. Glied.

ViLz » g

VI » 12

VI » 1y,

VIIIZ, 1. Glied gegen 1lz, 2. Glied.
VIlI: gegen 2.

Nz »  HIE, 1. Teil.

INg  » Iy, 1. Glied in R,.
\llz, 1. Glied gegen L.

N3, 1. Glied gegen I-.

XHE. 2. » n I3, 3. Teil.
XHIx gegen 1Va.

\HI% + & gegen IVE.

N[y gegen VI-.

\II: » IVs.

NI » IVe.

NX1Vz, 1. Glied gegen 13, 1. Glied.
\IVa, 2. » Iy, 3. Glied.
NIVE, 1. 4+ 4. Glied gegen 15.
NV x gegen XVII3.

VIG5 » N\Vlla.

XVIv o o Nl

NVIE  »  NING.

NVile » NVIZ

AVIIZ » NVl

NNz » NV

\IN%  »  AVIB.

Folglich verbleiben dann als von o vorschieden Por consiguiente, solo restan los términos distin-
die folgenden Glieder, die die Basis der Anwendung  tos de 0 que van a continuacion y que constituyen
bilden : la base para las aplicaciones :

1 V1 —e \— /= = in —— (t—1)*n
16 (1 + m)” “n’ — n in' — (t—1)n
— (tL—1)n /- . . :

+ GiL; e sin (& — o) (nl)* +

: 3 .
I j1 — e == (t—2)n = : . .,
g @ ——7 KLitsi v —— ), & c08 (&' — @) (nt)?
O (I + m)* mn — (t— 23)n
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1 Di(i — 1) :
S{ps(ag)] = — v a —— ) Rysin (& — &) + Y, co8 (0 — o) | e (nt)?
[13 dJ /I ([-{*—lil)‘z 0 ( ') 0 ') )
k L = i) - 3 ([ — 1) in® o
WO Ry = + -/t — ¢ Cia . e — — —— . Gio,
A m — (L — 1)n 2 [t — (1 -- 1) n]
‘ _ I - — 1) — 3 - (l* I)/l;) =
Dy = — Cia - 7 1 — e G - 2 . 0, + — Ci = z : 5 & €4
\ ' — (1 — 1)n 2 i — (t—1)n/
s (al) = + o L= R (F, _ F_) o sin (& — ) (al)
S s {da)l = —a - . i(" — ;) ee s (o — o) (nd)
Ps 43 16 (1 4+ m¥2n —n ‘ ) ¢ )
1 mn (= - 1 — /= . o . . 3
) =i & RS ; Fig — F—ia — 7 l’l - (l‘i — ‘_,'> ( ———— ¢/ cos (»(.)' ~= &}) (\/l/)'
i - . (1 + m)*
1 Ji—¢  (i—1)n - —\- :
S|ps(as)| = + s a _ : Of, (——' K: + L,‘> e sin (o — o) (nl)*
Lps (. 8 (14 myw' — (@ —1)n ‘ A
I V1 — €2 (t--2)n =—=- ;
s[pe (a)| = — — a - = . EiGio.e (nt)?
[1s (45) 16 (1 +my?in — (L —2)n 1
I (t—1¥n = | = - ) el & 2
slpulag)l = + 7 a ~——— Cia ¢ Gie + Di¢’ cos (& — &) § ——— (nt)?
o — (Lt — 1)n ‘ ‘ (1 + m)-
1 n — = = » , , ,
) T2 e o (e A; (l‘ v — l‘_iu> ————1——, ¢’ cos (o m) (7nt)*
1 n—n ' (1 + m)”
, I (t— 1¥n = — 3 (1 — 1)n ' e ; r
s[pizas)] = + e e e ) Di« + - — ; D; ( : -sin (o — o) (nt)*
: T R ) { 2 i — (i — L)A §11+/11)~
1 (L—1¥n =\ I - 3 (t — 1)n -
slpu = =4 PR R O N N R S S0
[P ()] hoin' — (i—1)n | ’|I ' — (L —1)n
3 (1t — 1) n - ' , ®
- =~ —t— Dse’ cos (&' — &) - 2— (nt)?
2 i’ — (L — 1)n V(4 m)?

§ 4. Der Einflu? der Kombination der direkten Stor-
ungen durch Jupiter, Saturn, etc., sowie die Riick-
wirkung ihrer gegenseitigen Storungen auf die
Sakularanderung 3. Ordnung der gro“en Achse des
gestorten Korpers.

Bisher ist nur der Einflu? eines einzigen storen-
den Korvpers auf die Sikularinderung der grogen

Achse des gestorlen Korpers untersucht worden.

$ 4. La influencia de la comhinacion de las pertur-
baciones de los grandes planetas y [a repercusion
de sus perturbaciones mutuas sobre la perturba-
cion secular de tercer orden del semieje mayor de
la grbita del cuerpo perturbado.

Hasta aqui nos hemos ocupado tnicamente de la
influencia que ejerce un solo planeta sobre la varia-

cion secular del seniieje mayor de la.Orbwa del cuer-
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Dadurch ist zugleich auch die Ermittelung der di-
rekten Wirkung jedes anderen Korpers unter bloger
Verlauschung der Buchstaben des storenden Korpers
ermiglicht, aber es fehlt die Kombinalion dieser
direkten Storungen, insofern jeder Term des Aus-
drucks fiir ay resp. ay in (5) ans 3 Faktoren besteht
(auch a,, e,, I, und o, bestehen nach der Definition
(6) aus 2 Faktoren) von denen jeder eine Slorung
darstellt, die jedem der storenden Korper zuge-
schrieben werden darf. Deshalb ist es zuerst notig,
den allgemeinen Ausdruck (5) der Potenzentwicke-
lung der Storungen durch Verallgemeinerung zu er-
weilern. Zuniichst ist, da jede Storung sich aus der
Summe der Storungen durch alle anderen Koérper

7 o
9 o

rusammenselzt, zu beriicksichtigen, daj

‘a; = ay,; + s + -
’ ¢y = €y + €5 + ..
ele.

\

wo zur Abkiirzung J den Jupiter, S den Saturn, etc.,
fixiert, Da es sich in der vorliegenden Schrift allein
um die Aufsuchung der sikularen #-Glieder in a;
handelt, sind zu der hierfiir notwendigen Erzeugung
von Poisson-Gliedern nur die mit e, und &, behat-
teten Glieder 1 (3) zu beriicksichtigen, weil die
Grogen a; und [, keine der Zeit { proportionalen
Terme enthalten; dabei ist zu beachten, da? die
auch auftretenden Koeflizienten a,, e,, {, und o,
ebenfalls von e, und &, abhiingige Glieder enthalten,
wie aus den Definitionen (6) folgt.

Betrachten wir nun daraufthin das 1. Glied von

(5):

so st zuerst zu beachten, dag nunmehr :
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po perturbado. Pasaremos ahoraainvestigar el efecto
direclo de otro planela cualquiera, para lo cual basta
una stmple permutaciéon de los indices que corres-
ponden al cuerpo perturbador. Ahora falta combinar
estas perlurbaciones direclas, va que cada término
de la expresion (3) de dy 0 a,, consla de 3 factores
(segun la definicion (6) también ay, €y, {5y &, cons-
tan de 2 factores), cada uno de los cuales representa
una perturbacion que puede atribuirse a cualquiera
de los planetas perturbadores. Por eso es que para
una generalizacion se requiere, en primer lugar,
ampliar la expresion general (5) del desarrollo de
las perturbaciones en serie de polencias. Por de
proato, como cada perturbacion se compone de la
suma de las perturbaciones producidas por todos los

demas cuerpos, debemos considerar que :

59 f.f’i — 5 -‘f'r],_ 4+ ...

°)

, f
€1 = Fees + \

siendo, para abreviar, J Jupiter, S Saturno, etc.
Pueslo que en esta publicacion solo buscamos los
términos de @y seculares en (%, nos limitaremos al
estudio de los términos afeclados por e, y &,, tinicos
que pueden producir los términos de Poisson nece-
sarios, yaue a, y ¢, no countienen lérminos propor-
cionales a £; asimismo debemos lener presente que
los coeficientes ay, €,, {, ¥ &, lambién estan afecla-
dos pore, y &, como resulla de las ecuaciones de
definicion (6).

Consideremos, pues, ¢l 1°° término de (5):

y observemos que es en primer lugar
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’ Aoe == (l,lgg
e 7yl
Ay = A 2
\ — nl_
Age! = A~ ge!
, Ay = al‘Zh)’
Ave!l =— a2_/_c/1

f)
\ “2(-)” oo’ a“zwrr

wo der obere Index 1 sich auf Jupiter, 2 auf Saturn,
elc., bezieht. Folglich erhilt dann a, unter Aus-
schlug der nur von J und ¢; und &, abhingenden,
oben bereits erlediglten Glieder die erweiterte Form :
2 ‘/5
K

5

(L“);gc .

[alze’

€y

9
a et . €4

wobei die weiteren Glieder dadurch entstehen, da3
der ober Index 2 durch 3, 4... und ¢”, &” durch ¢,

~ FIr
]

. erselzt werden. Ferner ist zur Anwendung der
IFormeln zu setzen :
alt) ye = RO, und

In Bezug auf die sikularen Glieder ist, wie bisher,
stets die Summe der Stérungen der in Belracht
kommenden groZen Planeten zu substituieren und
rwar in der schon lixterten Form :
e, . nl
wobel ¢, und o, stels vom 1. Grade der Exzentrizi-
titen sind, wobei aber in e, kein Glied in e aulteitt.

Bringen wir nun die oben abgeleiteten allein ant
die Anziehung durch Jupiter (. h. nur einen Pla-
neten) beziiglichen £2-Sikularglieder mit Riicksicht
aul ihre Entstehung allein auf Grund der Sikular-
lerme von ¢, und &, allgemein symbolisch auf die

Form :

i)

und

I (ci;,) == d

+ @ + ...
+ (42'_’(1) + /

\

reliriéndose el indice superior 1 a Juptler, 2 a Sa-
turno, etc. Por lo tanto, a, tiene la forma ampliada
que sigue, con exclusion de aquellos términos que

dependen solo de J y e, y &, ya considerados :

/

. €y Sk dlzm . (7),]

9 -
+ a%s , Wy

+ @ . 0]

y los demas términos se logran reemplazando el

indice superior 2, por 3, 4, ... y ¢, &”, ... pore”,
o, ... Ademas, parala aplicacion de las formulas,

se debe poner :
a® 9oy = RiB 0.

Los términos seculares deben sustituirse, como
anles, por lasuma de las perturbaciones de los gran-
des planetas considerados, y, de acuerdo a la forma

ya flijada:

siendo e, y ;‘._)1 siempre de 1°° grado en las excentri-
cidades, y faltando en ¢, el término en e.

St transformamos ahora los términos seculaves en
12, refiriéndonos solamentle a la atraccion por Jupi-
ter (e. d. un planeta, unico) originados solamente
por los términos seculares de e, y p,, podemos escri-

bir en general, simbolicamente

L) daeydt,
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so 1st nunmehr abzuleiten :

de donde se deduce :

b) p(ag) = J; [ Spedt;

folglich sind in dem frither abgeleiteten J, nur die
Argumente m’, @, ¢/,... mit m”, a”, ¢’, ... zu ver-
tauschen, soda3 die Laplaceschen Entwickelungs-
koeflizienten ebenfalls von a und a” abhingig zu
machen sind; ferner ist wegen der Notwendigkeit,
Siikular-Glieder zu erzeugen, zu beachten, dag der
Faktor J, nur von den Lingen [ und !’ abhiingt,
dagegen S, nur von { und /7, soda3 das Produkt
von J, mit dem | Sye; df nur dann zu einem rein-
silkularen Term, unter Weglassung des unbrauch-
baren periodischen Teils, fuhren kann, wenn in J,
und S, nur die Glieder ausgesucht werden, die in
Bezug auf J, von /' und in Bezug auf S von /” un-
abhiingig sind; es sind aber beide Funktionen stets
von [ abhangig, weil J, als Differentialquotient
nach ¢ resp. { immer von [/ abhingt. Es ist folglich
nur nach den Termen in J, und S, zu suchen, in
denen in der Stérungsfunklion gleichzeitig i=o0 1st.
Analog ergibt sich der Term

por consiguiente hay que permutar en la magnitud

’

J, antes deducida, los argumentos m’, @/, ¢/, ... con

m, a, e, ... de modo que los coeficientes de Laplace
seran ahora funciones de a y a”; ademas, debe ob-
servarse, para producir términos seculares, que el
factor J, depende solamente de las longitudes [y 7,
y S, solo de/y {7, de tal manera que el producto de
J, por la integral | S,e, dt solo puede producir un
término secular puro, prescindiendo de una parte
periodica, si se eligen en J, los términos que son
independientes de /, y en S, los independientes de
I ; pero las dos funciones siempre dependen de /,
porque J, es una derivada respeclo de z, es decir,
siempre depende de [. Por consiguiente deben bus-
carse en J, y S, solamente términos que correspon-
den al valor i = o.

Analogamente resulta el término :

c) p(ci:;} =8.]J.e .dt,

der nur die Umkehrung des Falles b darstellt, und
endlich
d) pla) =S .|

der nur eine Vertauschung der Funktion J in a mit
S darstellt, also durch Vertauschung von m’, ', ¢,
.. enlsteht.
Analog sind die gleichen Vertauschungen vorzu-
nehmen, wenn anstelle von ¢, nunmehr &, in den

Integralen erscheint, entsprechend dem Anteil

que es el caso inverso del (b), y finalmente :

cey . dl,

que significa s6lo una permutacion en (a) de J con

S, es decir de m/, «’, ¢, ... con m”, a”, ¢’, ...
Anilogas permutaciones deben hacerse, si en las

integrales aparece en lugar de ¢, @,, como por

ejemplo en la parte :

p(ag) = Rl | a®opi,dl.

Dasselbe gilt in Bezug auf die Terme, die in a, die
Faktoren ¢}, @'y, ¢”; und ¢ unler den Integralen

haben.

Lo mismo vale con respecto a los términos en a,,

cuyos integrandos estan afectados por los factores

/ =00 {74 ;o N
Cy W, €N 0y
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Die inder Entwickelung (5)auf p, (a;) folgenden Los términos que siguen al p, (ay) en el desarro-
Glieder p, (d3) bis p, (a%) sind wie p, (ay) zu behan-  lo () : py(asy) hasta p, (a;) deben ser tratados como
deln, sodag prinzipielle Unterschiede nicht bestehen.  p,, porque no existen diferencias esenciales.

Grundsiitzlich werden im Folgende in p, (a;) bis “n lo sucesivo representaremos sistematicamente
P2r(as) in deren expliziten Koeflizienten Ri.,, Ri.., en p, hasta p,, solamente los términos relativos al
etc., nur die auf den Index i=1 beziiglichen Glieder indice =1, en los coeficienles explicitos Riq, R'.e,
dargestellt werden, weil die anderen direkt durch  ete., pudiendo deducirse directamente los demas por
die entsprechenden Vertauschungen der Elemente las permutaciones correspondientes. Los términos
abgeleitet werden konnen. Hauptterme sind deshalb  principales son, pues, los siguientes :
die folgenden

2 V_(;

]’1 ((i:j’) = ngaaz, (1)

K

wo also siendo

> 2| : 2~ . : : ,
P (flii) = —]\— 3 azicel o= (1226)(')1 = alsc’ell + ales . (011 =F azsc” . 8”1 = (l‘?g_,jl,“ . (1)”1 s

Da a%. = R%,, so folgt der von !” unabhingige Ya que a®. = R%., se obtendra el término de
Term niedrigsten Grades aus dem folgenden Term grado mas bajo independiente de {” por medio del
1. Grades, der in der Numerierung unserer Glieder, término siguiente de 1 grado que segtin la nume-
gemid den p; von ay, den Fall (14) charaklerisiert:  racion de nuestros términos p; de a; designaremos

como caso (Iq):

R? = i? ;- C”, cos (I — ), (1a)

sodap der resultierende Poisson-Term lautet : luego el término de Poisson resultante sera :

2

. /L'" [ o
Pipia) = K Ja C”e, t cos (I — &)

wo der Koeffizient ¢, mindestens vom 1. Grade in  siendo el coeficiente ¢, por lo menos de 1°° grado
¢’ ist. Folglich ergibtsich fiir den 2. Faklor von (1):  en ¢/. Por lo lanlo se obliene para el 2°factor de (1)

la expresion :

' 3D, .
Rty = — &2 e JUN ({ — o),
2 da ‘

womit dann in ay der Sikularteil entsteht, in der  que nos da en a; en primera forma la parte secular

1. Form : sigutenle :

1kt 3D, e
s (py(ay)) = 7 a € Ay ——

£Zsin (o — o).
da n ‘
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Bei Substitution von Si se tiene en cuenta que
k* a’n?
K2 (1 + m)?

und Beriicksichtigung der oben fiir die Laplace- y siconsideramos las abreviaturas introducidas para
schen Transcendenten und ihre Ableitungen nach a  las transcendentes de Laplace y sus derivadas res-
eingefithrten Abkiirzungen erhilt man dann als defi- pecto de «, se obtiene como expresion definitiva,
nitiven Ausdruck, den notwendigen Massenfaktor suponiéndose incluido siempre el factor necesario

stets hinzugfiigt gedacht : de las masas:

(& — o) (nt)?

s{plas)) = ;l a Cy (a”) Dyae,e sin

(1 + m)?
Massenfaktor ist m”m’l (m’, m”, ...)). siendo el factor de las masas en este caso m’m”l (m/,
m”, ...).
Der erhaltene Ausdruck ist vom Grade ¢/, e, also La expresion obtenida es de grado ¢’ . e, es decir

dem 2. Grade der Exzentnzititen, und zwar vom de 2° Grado en las excentricidades, o sea del menor
niedrigst moglichen Grade, da die Wahl weiterer  grado posible, ya que la eleccion de otros términos
geeigneter Terme in den Faktoren von ¢y nur zu  adecuados en los factores de aj, solo puede conducir
Gliedern 4. und hoheren Grades fithren kann. Des-  a términos de 4° y mayor grado. Por tanto podemos

halb konnnen wir sogleich zum nichsten Falle tiber-  pasar ahora al proximo término del caso principal

gehen, innerhalb des vorliegendes Haptfalles (1) : presente (1):
‘ 2}/&
pl(as) = X Ba . &y, (10)
"o siendo
W = - E)lnt

e

und @, die Siknlarwirkung aller grogen Planeten y &, el efecto secular de todos los grandes planetas,
enthaltend, vom 1. Grade in den Exzentrizititen 1st. que es de 1°" grado en las excentricidades. El tér-
Das Glied niedrigsten Grades in p (a,) entsteht aus  mino de grado mas bajo de p (a,) resulta del
dem folgenden Term von R?: Lérmino siguiente de R*:

>

g 9 € .
R2 = /2 5 C//(, cOS ([ — ®),

sodap : de manera que:

/1'2 It -
P(p(ay)) = Va C”6, nt sin ([ — &);
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folglich ist R'cq abzuleiten aus

£

|1
k? |- eC, cos (I — &
2

sodaj, unter Benutzung derselben Transformation
der Fakloren wie in (14), [tiv den sikularen Anteil

von p; (a3) erhalten wird :

St
G,

(1 + m)?

s (py(ag)) = — 7

Weilere Glieder von demselben 2. Grade existie-
ren nicht, weshalb wir zum niichsten Term iiberge-

hen konnen, wo

9 a

K

P (as)

wo ¢, = ¢, . n'tund ¢/, vom 1. Grade der Exzentri-
zititen der slorenden Korper ist; das Glied niedrig-

sten Grades von p (a,) ergibl sich mittels

’

l)llgc' .

ejes mayores de las orbitas planetarias

|

lnego, Rl se deduce de:
o
) + S e D, cos (I — &)}

y por consiguiente aprovechando la misma transfor-
macion de los factores, que en (14), se obtiene para

la parte secular de p, (a), la expresion :

[c(_](,a + ¢ cos (& — ®) D(,u] (—7)1 (nt)?

G

podemos pasar a ocuparnos del proximo término :

omo no existen otros términos de igual grado (2°)

A (1¢)

donde ¢/, = ¢y . 't v ¢, esde 1°" grado en las excen-
tricidades de los cuerpos perturbadores. El término

de grado mas bajo de p (a,) resulta de:

e . : ‘ _
R! = k2 5 D cos [/ — (¢ — 1)l — &/'], (%)
sodaj de manera que
k- (t—1)n" — » :
P(p(a,)) == « Ja D; - . e. tcos[i! — (1 — 1)l — &
Folglich 1st R'. nur zu entnehmen aus : Por tanto R'.4 solo resulta de :
26 . . )
Rt=hk2-Cicos [l — (1 — 1)1 — ],
D)
soda? luego
1 D;C; I —-1)n - ; e
S (1)l (/1.‘)) = — - a — - m_) : ,( ; ) cl’ cesin (o — o) (nd)?
' A 4+ myFwm — (1 —1)n ’
Ein weiteres Glied 2. Grades entsteht mittels des  Otro término de 2° grado resulta de :
Terms :
('U,,, ey - - Al £ ~ 2 ~ ‘G
Rt = /2 [k i COS | ([’ -0 —& + o| + 2 I'_; cos l,l -1 - + m] i (%)

4
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sodaj luego
, 1.~k e | . ol gl Lot
Plp(a))] = — -} K,——ntg Fijcos i (! — ) — & + &+ Fojcos [t (' = )+ & — &
% 9 n' — n

Mithin muj R'., folgen aus:

Por consiguiente R'. se deduce de

Rt = 4% . Ajcosi (I — 1)
soda? schlieslich de manera que finalmente :
e 1 ' Xl T P % E’le in (& — @) . (nt)?
gl = —~ =g Aia i — Fj{ ————=sin (&' — &) . (n
s (p1(as)) 7 e R N+ mp (& — o )

(Massenfaktor = m2 (m”, m", ...).
Weitere Glieder 2. Grades liegen nicht vor. Des-

halb gehen wir zum nachsten Falle iiber, namlich :

2 |a

K

1) ((L2) Bled)' . (‘l“)’l,

und &’; mit den linearen Gliedern &/, =«'¢’+ §'e” -+
Gliedern 3., 5. Grades, etc., beginnt. Das Glied

X . oG ; 1 y o
niedrigsten Grades von Rl.g, folgt aus :

(el factor de las masas es m2l (m”, m", ... etc.)).
No quedan mas términos de 2° grado. Por lo tanto

procederemos a considerar el proximo caso, a saber :

WwWo o'
y @' empieza con los términos lineales &/, = ¢’ +
@e” + términos de 3¢, 3° grado, elc. El de grado

mas bajo de Rl resulta de:

R! — &2 ;_ D; cos [ill — (i — 1)1 — &), ()
sodaj : de manera que
- - k2 | - - . :
P(p(a) = — Ja K i (l_ G 1_) ’i) ; Dia/ ¢ sin [l — (1 — 1)l — &'];

folglich 1st R';¢ zu entnelimen aus :

Por consiguiente R, se obliene de :
O

I : : . :
R! = A2 ; & Cicos [ill — (i — 1)l — ]+ i e¢Dicos il — (1 — 1)1 — &),
sodaj : luego :
s (P (ay)) = — s « (i — 1)’ Di } Ciqe cos (0 — o) + ¢ Dt — E)l', — (ntl)?
i A i —({—x)n 't S ' U+ my? '

Ein weileres Glied 2, Grades ist moglich bei De la deduceion de R de la expresion siguiente,

Ableitung von R mittels : es posible obtener otro término de 2° grado :



A. Wukess, La aceleracion secular de los ejes mayores de las orbitas planetarias

R'= k2 2 Fyicos[i (1 — ) — &
A
sodaj:
P (p(ay) = N Fisin [t (I —1 %
P (p (ay _HEMI—\'.; ismi(l =0 —&

Mithin st R, abzuleiten aus :

+ o]+ Foicos i (' = 1) + & — @] | (

luego

+ ‘T’J — F_isin [l([’_ [) LT G)] % €0y

n —n

L.

Por consiguiente R'.4 se obtiene de

R' = E2\; cos i (I — 1),

sodaj : de manera que
I i/l, = = L’(?.),l :
S (py Jas)) = — Tl = Aia (l‘,‘ —- t‘_i> ———— cos (o — @) (nt)?

h n — (L + m)*

Damit sind die Terme 2. Grades erschipft, soda?

aul den niichsten Term iibergegangen werden kann
p (a,)

wo ¢’ = E”l 7t und der Koeflizient ;”1 vom £. Gra-
de, mit ¢’ beginnend. Der entsprechende Sikular-
term in a4 entsteht aus den Termen von (1) durch
Vertauschung von m/, «’, ¢/, ..., mil m”, a”, ¢’ in
p (ay), ferner von ¢;” mit ¢,” und allgemeine Be-
schrinkung auf i = o, falls Sikularteile aus dem
Produkt der Ableitungen von R und R* entstehen
sollen. Folglich wird nach dem Term (x) von (1.)

allein, indem der Term (3) bei { = o wegliillt :

I —_— —
S (I)l (az)) = 7' ’ID”()C(W
Sin analoges Verfahren ist ber dem niichsten Term

einzuschlagen :

P ((;._,) —

: _
wo o, = — ", uud &,
el’

2 V(—'L

N

linear in ¢, ¢”, etc. Auf

Con esto se han agotado los términos de 2° grado,

y podemos pasar a tratar el proximo :

]‘2341" . I. l{'}

6”11

donde ¢”; = ¢”, . n”’t y ¢ es de primer grado y em-
pteza con ¢. El término secular correspondiente de
a, resulta de los de (1.) por la permutacion de n,
a,e,...,conm’, a”’, ¢, ...enp(a,), ydee cone.
A fin de que puedan lograrse partes seculares del
producto de las derivadas de R' y R? serd necesaria
ademads la limitacion a ¢ = o. Por consiguiente, eli-
minandose el lérmino (2) con ¢ = o, se obtiene por

medio del término (x) de (1¢):

n” esin (o” — o) - .
e L . (,//l ( n. [).3
n (1 + m)°
(Con el término pr()xinm debe seguirse un procedi-
miento analogo :
2 “(l . - -
—K“ ])\-zlb” - Wy { I/)

I . .
&7,y &, es lineal en ¢, ¢”, etc. Si
7 *

donde &,
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Grund der erforderlichen Vertauschungen in (14)  electuamos las permutaciones necesarias en (1)

folgt dann im vorliegenden Falle : oblenemos en el caso presente :
: P e . . = O RIIE .
S ( [) (ll:;)) =i = '/— L)’/“ ' (10"(7 CcOS ((o)”“’(l)) + ()Nl)()ﬂ X T 1T e A PTG (’l/)‘
1 nolr - m)°

Weitere Glieder 2. Grades sind nichl vorhanden.  No quedan ya mas términos de 2° grado.

Gehen wir nun zam 2. Hauptghede unserer Grup- Si nos ocupamos ahora del 2° término principal
pe iiber, so ist nach (3) zu untersuchen : de nuestro grupo, debenmios segiin (5) examinar ahora

la expresion :

-
. o) a
ps(az) = 'S Rl . ey, (2)
wobei die hier nolwendige Iirwetterung jetzt lautet :  y la generalizacion necesaria conduce a :
. ’ aee— U;’ et Y 3 1 / 1 oy x » 5 TR
/' ((’:!) == ’]—l_— ) C72¢ . €4 + €795 - Wy + e 20 - €4 + €20 « Wy 4+ €7 el . €y = Chap!" . 1
\J

Der Faktor ¢ des 1. Terms ist nach (G4) bei Ent- El factor %, del 1 término se expresa, segiin (Ga),

wickelung nach Potenzen von ¢: por desarrollo en serie de polencias de e
. = I : L. Eyiapt i e
(?“)-_),» = — P\J,;',c o l)l_)(;’, + — C]{')E(» —|" — (I S L?')) ]{')3.
e e (1 — e) 2 2 iy
In Bezug aufl die Glieder 1. Grades von R? sind in cuanto a los términos de 1™ grado de R2, el
der 1. und der 2. Term folgendermazen davstellbar:  1° ¥ 2° se pueden representar como sigue :
. I oo I o I g I 9
I = = R%;. = - R%; und Il =———-R%G ==R% (1 + e+ e'...),
( e e (L — ¢€°) e*
sodag ihve Differenz: 1 - 1 = — R2; (1 + ¢ + ...) de manera que su diferencia l — = — R%; (1 +¢*+
frei von Polen ¢ = o wird, ebenso allgemein in Be-  ...) carece del polo ¢ = 0; eslo sucede en general

rug aul alle Glieder hoher als vom 1. Grade. Da (2) también con todos los érminos de grado mayor al

sich aus einem Produkt von R',. und, zuniichst in  1°. Componiéndose (2) de un producto de R, por

Bezig aul derivadas de R* refiriéndonos primeramente a :
‘ 1 —é& ,
ple) = — ——— €% . ¢,, (2a)
N a

Abletlungen v 2 Jusam sel; SR o o . Lo :
mgen von R? zusammensetzt, so ist i = o zu  debemos elegir i = o, Por eso resulta p(es), en pri

wiihlen. Folglich ergibt sich p (e,) zaniichst ans mer lugar, de:
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e )
Rt = k)

N | -

FFolglich fithrt das 1. Glied in p (e,) unter Verwen-
8 P e

dung von R2= (e cos (! — &) zu einem Poisson-
Ghiede der Form ¢ cos ([ — &); andererseits fithrt

b
der Faktor R'. in (2) mittels R' = ecos ([ — &) auf
den Multiplikator R';e = — sin ({ — &), soda3 folg-
lich in Verbindung mit dem soeben fixierlen P-
Gliede kein reines (-Glied in a, moglich ist. Folglich
3 1IN0Z g

bleibt wirksam in e%, nur das letzte Glied, und
zwar das 2. Glied in R2?, das in D), sodag man
findet :

I /1'2 ‘/

4K

P(p(ey)) =

also m Verbindung mit

)
I (o =
—‘I—/"— l)”()t’l(/’u { cos (/ — (T),/);
/

: | ‘
eC”, cos (I — &) + 5 e"D”, cos (I — &) ¢ (x)

Por consiguiente, el 1°" término de p (e,) produce
por aplicacion de R? = G . ¢ . cos (! — &), un tér-
mino de Poisson de la forma ¢ cos ([ — &); por otra
parte el factor R'., de (2) nos suministra por medio
de Rl=ecos ({— &) el factor R;e= —sen ({ — &) de
modo que en el producto con el término P ya men-
cionado, no es posible formar en a, ningin término
puro en (. Por consiguiente queda de €%, solo el
allimo término o sea el 2° término de R?, con el

factor D, de manera que se halla:

5

luego en combinacion con

R = A {E C,cos (I — &)

zur Ableitung von Rl :

I~
1 _ J1 — eé*
$ (P ((a5) = 6 (L + my

In Bezug auf R? ist auch die Berticksichtigung

der analogen Glieder 3. Grades notwendig, niimlich

R=F

el =

Mithin wird dann unter Wegfall der Terme in K,

und M, :

P(p(e)) = + KT
a

soda? folglich bei Kombination mit

3 : L - = 1
e*e"K”, cos (I — &) + §e-’e”L”“ cos ([ + & — 20) + 5
' C

I /llz lI - L’z

para la deduccion de R'., resulta :

SoD7gee” sin (&7 — o) (n . ).

7s necesario considerar en R2 también los térmi-

nos analogos de 3¢ grado, a saber :

L,(,//-_)M//“ coS ([ — 20" + ®) (

8 \

Por consiguiente, ya que los términosen K, v M, se

eliminan, resulta :

L”e.e’t cos (L + & -~ 26)

de manera que calculando R' por medio de

R, =5 ; C, cos (I — )
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in Bezug aut R'c erhalten wird : se obliene

! ‘l =g T T T ~ 7/ ~ 9
S (Pl? ((l:;)) —— + ;—6- a (I—_!..—]n)é (_AoL 0(316’ Sin ((n) = (D)‘) (/) . ,)'

Ferner ist ¢, aus den Termen 2. Grades zu ermit- Ademas, se debe sacar e, de los términos de 2°

teln, indem : arado :

L I

R — /2 ; - 2L, cos (2l — 2&) + i ee’G"cos (20 - & — &) : W)
-

In e%, hebt sich dann der Term in G, weg und es Eliminandose entonces en ¢, el término en (x, re-

wird bis zu den Gliedern 1. Grades emnschliedlich :  sulta hasta los términos de 1°" grado nclusive :

K VI — ¢ 7 %
——— e, L cos (2] — 25).

P 2 9) = + rva
R S

=~ -

Folglich wird der gesuchte Siikularterm, wenn R,  El término secular buscado se obtiene sacando R'.,

aus de
st

, ee , -
R'=Fk — G, cos (2l — & — &)

Q4
entnommen wird : D

I I/I — eé B N e
S(p._)(fl:i)) = + ;6 a (I+—m)3 G“lﬁ e, e sin (o — o) (nh).

o

Damit sind alle Terme 2. Grades in p, (a3) erschopft, Con eslo quedan agolados lodos los términos de 2

soweil sie in p (ey) von €% . ¢, abhingen. Deshalb  grado de p,(a;) que en p (e,) dependen de e . e,.

gehen wir nunmehr zum Falle (25) tiber, wo Pasemos ahora al caso (20). es decir:
. ' [ e ()2
P (4’2) D S e (.’2-_'(;', . (T)l, (Qb\’
]\l‘ a
_ ioder = o, = . . , - My = :
wo wieder o, =  ntund ¢, = linear ine, ¢, ..., donde nuevamente es : &, = — n!, v o, es lineal en
e e

ferner _ e, ¢, ..., ademas :

g i e
("_)'.Zr?) = HJ(I\(?) +
e

N | o

e (l + -:; ('2) R,

sodaj der 1. Term von e mindeslens vom o. Gra-  de manera que el 1° (érmino de e es por lo menos

de und der 2. Term vom 2. Grade. Entnimmt man  de grado o v el 2° término de 2° grado. Si sacamos

I ] . .
deshalb - . R2;; zuerst aus - - R¥;5 primeramente de
e
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5 e

R%2 = k% -
so st p (e,) wegen &, mit dem Pole e = o behaflet,
der auch in p, (a;) nicht verschwindel, weil der
IFaktor Rl in (2) infolge der notwendigen Ver-

wendung von

C”, cos (I — &), ()

queda alectado e,, a causa de @, por el polo e=o.
Iiste polo tampoco desaparece de p,(ay), porque el

factor R'c. de la (2) obtenido necesariamente de :

Rl = k2 g G, cos (I — &)

vom o. Grade wird ; der Siikularterm wird :

I

s(pg(ag)) = — s a

S (1

- D N ( } ; 0
und hebt sich gegen den Pol-Term (a) in pg (a3) fort.
Dagegen ergibt der 2. Term von €% etnen pol-

losen Term indem

I 9 g (o | o
—eR%, = k% - C”; cos (I — @), (3)
2 h

sodap folglich

pley) = — 7+ =

. h K ya

und deshalb R!., zu entnehmen ist aus :

1 k)1 — €

es de grado o ; el término secular resulta :

y se elimina con el Lérmino («) con polo de py (a;).

Por otra parte, el término segundo de ¢%; origina

un término sin polo, pues :

de manera que:

C”»et sin (I — &),

R'.. debe obtenerse de :
y

Rt = k* c Cycos (I — &)
3

dann wird schlieglich :

s(ps (a3)) = +

1
— (]
10

Von Gliedern 2. Grades kommt dann beziiglich
R* in Betracht :

9
>

(r + m)*

restltando defimtivamente :

|//l — e?

GG ise (nt)*

2

De los términos de 2° grado de R* hay que consi-

derar ahora el siguiente :

R2 = /2 — E”, cos (2l — 28), (~)

h

soda? der Term niedrigsten Grades :

/)'2 ”——*'—'2 :
ple=

2 l\ V{L

de manera que el término de grado mas bajo es:

E” o, t sin (20 — 25);
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folglich ist beziiglich R'., zu wiihlen : por consiguiente debemos elegir para obtener Ri.,:
“¥ 7L L 1 . e
Rt = k2 ; — €E, cos (2l — 28) + 7 ee’G, cos (2l — &' — & §
| ]

sodad de modo que :

I T —e §, .= I = . <% £ T g
3(1)2(”:;)) = —ig ——l . i ) 2(’}30 + & U,(’”u cos (&' — @) \ l“”n(‘)l (”[)2

8 (1 4+ m)3!

Bei der Verwendungsmiglichkeit der Terme 3.  Respeclo de la posibilidad de emplear términos de

Grades ist im vorliegenden Falle zu beriicksichti- 3¢ grado, debemos considerar en el caso presente :
gen :
2 gy 3 ~ 1 112N\ 1/ o I o 7 W ‘ s ol
il ) g ¢ J7,cos (I — &) + 5 ee”? N, cos (I — &) + 5 e*’L”, cos (I + &" — 28)
(8 8 8
I 1 3 e
+ g (,’(’N')A\l”“ COS (l — 2(1)” + ())) : (a)

sodag man unter Beriicksichtigung des Hauptglie- de manera que resulta, considerando el término

I . s - b= o 1
des = R2;; 1n %2 erhiilt : principal - R%;; de ey ¢
e e
T o . - ON o ~ F
A 1 /: V1 — € \ e*J”,sin (I — &) + N’ sin (| — &) [ &, y
LT Va |+ bdee”L”;sin ([ + &” — 26), + ¢”*M”; sin (2] — 26" + o) \ e
IFolglich ist R? zu entnehmen aus : Por consiguiente, debemos sacar R! de:
R' = k? = C, cos (I — &
== ¥ 1= iy COB (t — @)
sodaj : luego :
/ 2 XV 1IN 7 [ ~ 77 ~ =
, | f1 -— e = SeJ v+ N, + hee’L”, cos (& —o)))(.) ’
s (ps (a3)) = — 5 ‘ ! 5 7t =2 (nt)?

S Vi . -
32 (1 +m)? | 4+ ¢*M”, cos (28" — 20) \ e

soda? sich das 2. und 4. Glied wegen des Poles de manera que los términos 2° y 4° deben eliminarse

e = o anderweitig wegheben miissen, niimlich ge-  con otros a causa del polo ¢ = o, es decir, con los

gen (y) 1n pg (a). () de pg (ay).
Entnimmt man ferner R? aus dem letzten Term Si sacamos, ademas, RZ del dltimo término de 2°
2. Grades : grado :
5 g e -, N
R? = /{“T G,” cos (2l — & — &), (<)

so entsteht in p (e;) durch den Pol e = o von &, resulla en p(e,), por el polo e = o de &,, también
ebenfalls e Pole = o; da R!,. alsdann dem Gliede un polo e = 0. Debemos sacar entonces R, del tér-

mino :
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]{1 — ];‘2

I . ) 1 : , N o
5 e’E, cos (20 — 28) 4+ - ee’G, cos (2l — &' — &) (

i \

S ——
—

7u entnehmen 1st, so folgl insgesamt der siikulare  resultando la siguiente cantidad secular :
Betrag :
1 V1 — ¢ ”

5 . - ~ % 5 ~ © g
s(ps(ag)) = — 75 @ T ) 2ell, cos (& — &) + ¢G, cos (0" — &) { G”e” Tl (nt)?

sodag der 2. Term mil dem Pol ¢ = o behaftet ist, El 2° lérmino esta afectado por el polo e = o, pero

sich aber anderweitig, in pg(ay) (5) weghebt. se elimina en otro lugar, con los de (%) de py(ay).
Schlieglich ist hier noch die Verwendung der Es finalmenle menester el empleo de los términos
Terme 3. Grades in R! notig, wenn de 3° grado de R'; si
R? = k2 < €7, cos (! — ¢
" = K ; o COS ( = (o)) (.:)
geselzt wird, soda? R! folgen mud aus: en cuyo caso R' debe obtenerse de:

R = k° ; —:—) e3J, cos (I — &) + % ee’?N, cos (I — @) + % e?¢’K, cos (I — &)

C C (

: | .
+ e%¢’L, cos ([ + & — 28) + 3 ee”?M, cos (I — 20/ + ®) 2

Folglich wird resulta :
P(py(e) = + = = Car, 2 rsin (1 — @)
2 K Ja e '
und deshalb : y
I /1 — 2 o3 = — - . -
S (])._, (/13)) = — —[E (0 (—{—m (.,4”” ) :) lf".l(, -+ <|\|, = LU> ee’ cos (»(v)’ == (n))
+ ' (3’2,\/—1,, cos (20 -- 20) + : v’—’\—‘,, (21 (nt)?
2 2 ) e

Die beiden letzten den Pol ¢ = o enthaltenden Glie-  Los dos altimos términos, que contienen el polo

der heben sich in py (ay), unter (3) fort. ¢ = 0, se eliminan con los (2) de py (ay).
Zum niichsten Untergliede von (2) iibergehend, Si pasamos a considerar el proximo término se-
haben wir den folgenden Term zu untersuchen : cundario, investigando el término siguiente :
: IVI - e
P (}0‘_)) et ("l, (2¢)

NI
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wobel

donde :

I I
elogt = — Rlger + - eRIEe'
e 2

und fiir ¢/, die sikulare Storung durch alle tbri-

gen grofen Planeten zu substituieren ist @ ¢/, =¢',n'l,

wobei der Koeflizient ¢/, mit den Lineargliedern in

e”, ¢, etc., beginnt. Der 1. Term von e'ser d. h.

I . :

— Rl ist slets, da der entsprechende Ausdruch von

e

R' immer mit ¢ und ¢’ behaftet sein mu3, vom o.
I .

Grade, withrend der 2. Term - e R';x mindestens
2

vom I. Gradeist. Beide Glieder sind Sinus-Terme,

sodag p (ey) 1n Bezug auf den Possson-Teil von der

Form tcos A wird. Folglich muf? Argument A zur

Erzeugung von sikularen ¢-Gliedern in p, (ag) we-

gen des Sinusfaktors Rle slets in Bezug aufl das

Agregat der Perihellingen von dem Argumente die-

ses Faktors verschieden sein.

Setzen wir dementsprechend, zuerst zur Ableit-

I
ung von — Rige :

. . - r
y e, debe sustiluirse por la perturbacion secular
de todos los restantes planetas : ¢/, = ¢’ n’t, donde
el coeliciente ¢/; empieza con lérminos lineales en ¢”,
: e o1
¢”, elc. El primer término de ey, es decir, — R,
e
es siempre de grado o, ya que la expresion corres-

pondiente de R! estd multiplicada siempre pore y ¢,

. , . I
mientras que el 2° término — eR'..r, es por lo menos
2

de 1°" grado. Ambos términos son senos, de manera
que p (e,) resulta de la forma de Poisson ¢ cos A.
Para que el argumento A produzea lérminos secu-
laves en ¢ en p, (d3), debe ser siempre distinto del
argumento del factor R'.., que es un seno, en las par-

tes dependientes de las longitudes de los perihelios.

. . I ;
Si ponemos para la deduccion de — Rz en pri-
e

e mer lugar,
R = )2 % yFicos[i(l — ) — & + &)+ Foicos [t (! — 1) + & — ]
A .
+ Gicos [t/ — (i — 2)] - & + &]! (2)
_so wird : se obliene :
' F; s . .
—————cos [i (! — 1) — & + @]
t(n" — n) /
I /1'2 '/l - ('2 - ]? —t - . , o7 -
P([) (('2)) = =~ a K —”— l'l - /1// . .[r(lrl — COS ll ([ o [) + W - (')l

Folglich ist R';, zu entnehmen aus :

R' = R, + A f; Bi cos i (I' — ) + k* o Ei cos [id' — (i
4 |

— )
(x; . . : \
- coS [l// — (= a2yl — &' + o]

— (i~ 2)n

Por consiguiente R, se debe sacar de :

0) I

9
(2 3
A 2 (\nl <
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werden dann die hieraus folgenden Glieder von Rl
mit den Gliedern verschiedenen Arguments in Bezug
aul o und & in P (p(e,)) kombiniert, so erhilt man

als Sikularteil :

I (o
2 |1 e

S (ps (a5)) = — 16 (1 + m)?

Ifiigen wir jetzt das 2. Glied in el hinzu, namlich

i :
—-¢ R, so1st R' zu entnehmen aus :

écBi(m—, + F_y)

sin (2&" — 238) — eGiE; -

Si se combinan los lérminos de R';er que resultan de
este R', con los lérminos de distinto argumento en

oy o de P (p (ey)), se obtiene la parte secular :

n' . — n’
—— sin (o — @) + ¢FiF—; —

n —n n’

X
—~ N

n(t— 2

1 = 5 (_/ ( 2
; sin (o — o ¢ €, (nl)*
i’ — (i — 2)n €1 nl)

Si agregamos ahora el 2° término de e's, es decir,

1
—eR'.r, hay que sacar R' de:

2 D)
Rt = k2D; % cos [t/ — (1 — 1)l — &), (8)
sodaj folglich : de manera que :
121 —e Di(i —1)n - » . .,
P(p(e)) = A T v ee/;tcos [l — (1 — 1)l — &].

Mithin 1st R'., abzuleilen aus

Con esto R, debe deducirse de :

R = /2 ;- Cicos [t/ — (i1 — 1)l — &),

soda? wir erhalten:

I V1 — e

= D
10 (1 4+ m)*

S (Pz (a3)) = +

Weitere Terme 2. Grades in p, (ay) sind moglich

. . I

bet Entnahme von R' zur Ableitung von - R'ger aus
e

Gliedern 3. Grades; dann ist aber zu beachten, daj

R, aus dem Gliede

9 e .
R! = £2C; — cos [

2

znentnehmen ist. Folglich ist — R'ger, da die betei-
e

liglen Glieder ¢, ¢ und & enthalten miissen, aber
unter Weglall der Glieder mit dem Argument o —
(t—1)! —

Grades zu entnehmen ;

@, nur aus den folgenden Termen 3.

resultando :

(t— 1) =

9

i/ — (L —1)n

e.eysin (o — ) (nt)

Se pueden deducir otros términos de 2" grado en

. I )
Ps (ay), st se calcula = Ry, sacando R! de los tér-

e
minos de 3* grado; pero entonces hay que consi-
derar que R'.e se obtiene del término (+)

—fp = 3l = (T)] LY)

W,

. (N
Por consiguiente debemos sacar — R'ger — ya que
e

los términos a constderar deben contener e, ¢ y @,
excluyendo los términos con el argumento i -
(¢t — 1)l — & — de los siguientes términos de 3°

grudo :
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LB , : : : I . . ph s
=i é gc%’Li cos [/ — (1 — 1)+ &' — 28] + gee’i’Micos[ll’ —(t— 1)l — 20/ + &] %

Folglich wird y por consiguiente

1 kB2 — e? - n't . : .
. 7_7l e ) —eLijcos [t — (1.— 1)l 4+ & — 20]
[} K ‘/(l

p (p () =

+ ¢Micos[ill — (i — 1)l — 20 + &]!
Auf Grund der Ableilung von R';, aus dem schon  Basdndonos en la deduccion de R, del R' ya men-
oben unter (v) fixierten R' erhidlt man alsdann : cionado en (v), obtendremos:
(t— 1)n
= = -
16 (1 4+mPw—(i—1)n

I T

s (py(ag)) = — Ci | eLi sin (& — &) 4+ ¢M; sin (207 — 20) | ¢, (nt)?

Weitere Glieder 2. Grades sind nicht vorhanden, Ya que no exislen mas términos de 2° grado, pase-

mos al caso:

2
"N l/I = A
I) 62 == e s [ Zw’(,!) 1

K//a

wcshalb wir jetzt iibergehen aufl (24)
(2d)
WO donde
1 I
(312(1')’ — = Rl(l)d)' o —CRIE(I’)'
e 2
und y
o'y = —n't
e

und der Koeilizient ¢’; mit den Lineargliedern ine’, el coeficiente &', empieza con términos lineales en

¢”, elc., beginnt. Da R, den faktore. ¢ enthilt, ¢, ¢”, elc. Ya que R'ssr contiene el factore. ¢,

[ } B 1 i .
also — R'; 50 @', untler Elimination des Poles ¢ = o R'se @'y resulta de 1°" grado, pues se eliminan
e e

und ferner auch des Poles ¢/ = o in ¢/'vom 1. Grade ¢l polo e = 0 y el e=0 de &’;. Por otra parte es R'.,

wird, andererseits R'.e vom mindestens 1. Grade  por lo menos de 1°" grado, luego p,(a;) es por lo

1sl, so wird py (a;) vom mindestens 2. Grade; dabei  menos del 2°. En tal caso deben sacarse e'sg vy R

sind e'oqr wie Rle, demselben R zu entnehmen, weil
p (e,) nur von-der Form ¢sin A und R';, nur reine
Sinus-Terme enthiilt. Dementsprechend werde ae-

selzl ;

9 €
U pad

e’ ( Ficos[i(I' — 1) — &' + &)+ Gicos [ill — (1 — 2)l — &/ — &
i ? + Fi_ CUS’[([' w[)—{-(ﬁ'v(?)‘ \

del mismo R', porque p(e,) es de la forma ¢ . sen A
b4 4
y R'ce sOlo contiene términos senos puros. Corres-

pondientemente pongamos :

()
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sodaj

F i

[
1 k)1 — e -, 1(n — n)
1)(02)::—113‘/——_— 1/L/>

Ja Gi

m' — (L — 2)n

IFolglich 1st R'c. abzuleiten aus :
R = 2%

soda@ folglich :

=2 \

(1 m) )2 g

s (ps (a3)) = — o

\ - n—n

—é (ng -+ ELCL cos (o

Der niichste Fall bezieht sich auf die Heranzichung
- o c ok
der Glieder 3. Grades m R' in Bezug auf — Rlge
e
mit dem Argument der Glieder 1. Grades in { und
I’; diese lelzteren sind fir R'.. zu verwenden, da-
mit in p, (ay) wieder Terme 2. Grades entstehen

konnen. Also ist zu selzen :
R = k%4 5 e?e’Li cos [l — (1 —
/8
sodaj folglich

o' 't

By — ¢

sin [1 (I — l) — o + 0] +

— = . sin [t/ —

e’ (Ficos[t (' =) — &'+ &] + F—icos [i (' — ) +
b | + G cos [ — (1 — 2]l — & — o] + Eijcos [ill —

¢ (F% 4+ 2F,F_; cos (28 — 2)

e cos (o —

1) [+ o — 20] + é ee’?M; cos [/ —

Plele)=—71% =1

Entnimmt man dann folglich R'ee aus:
te) @

Rl = /2 : Ci cos [l — (1 —

in' — (i — 1) N+ eM;sin [il! — (i —

de modo que

I A

Sln[ =10+ & — |

i(n’ —

(i—2)l — & — ol

Por consiguiente debemos deducir ;. por medio de

+ o — o] /
(t—2)!— 28] )

de manera que :

n’

+ (F—)2)

n—n

ecos (o — o)

; e
o) + 2f—iBi,,

e

(t—2)n |= 2
Na)is . o'y (nt)*.
U')> ' — At — 2)”$w1(12)

; L .
Para el calculo de  Rlyqr consideraremos ahora

e
el caso que se refiere al uso de los términos de 3°
erado de R! con argumentos en [y [’ correspon-
dientes a términos de 1°" grado ; estos tltimos hay
que emplearlos para R'; a fin de que puedan ori-
ginar en p, (a,) lérminos de 2° grado. Por eso hay

(que poner :

)
C

de modo que

‘( L SIn [l[’ (t — 1)1+ & — 2(7)]

/
1) '~ 38" + (T)] \

sacando R!.. de:

I) [ — (T)J,
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so folgt :

- PR

(t—1)n

resulta :

eLi cos (& — &)

Es bleibt jetzt noch die Verwendung des 2. Ter-
: - 1
mes in p (e,) aus e'sgr d. h.: = R'ger, da auch durch
2
diesen Term ein Glied 2. Grades in p (az) moglich

1st; selzt man ndamlich

(1 +my*i —(1—1)n

C; ‘ " / &'y (nt)?
( + eM; cos (26 — 2d) ,\
Queda por emplear, todavia, el 2°término de p(¢;2):
.1 .
¢lagr, es decir, - e. R';q, ya que es posible obtener
2

por medio de este término uno de 2° grado; ponien-

do, pues:

Rt = k2 % Dicos [/ — (i — 1) — &], ()

so folgt zuerst

G—1)n

resulta primeramente :

- 1 k2
P(p ((32)) = Z—‘ =

I'olglich ergibt sich Rl aus :

T

&' ytsin il — (i — 1)l — &)

- 10 1 o
Sigue luego R, de:

Rt — /2 g Ci cos [ill — (i — 1)1 — 3],

sodaj : de modo que
: I VI — é? (t—1)n — = = . ~ -
s (ps(az)) = T a (I+—m)" i — (i—1)n CiDicoy, cos (& — @) (nt)?

Das nachste Glied von p (ég) lautet dann :

/

P (U.)) =

WO

V1 — €

K fa

El proximo término de p (e,) es :

2 /7
€2l . € 1

. 1. '
e%en = — R2ger + — eR%er
(4 2

und ¢”, = ¢, n” mit Z’”l eine mil linearen Gliedern
in ¢, ¢”, etc., heginnende Reihe ist. Da 1)2(.113) nach
wie vor R!c proportional bleibt, so sind jetzt in R!
wie R? nur die i = o entsprechenden Glieder aus-
zusuchen. Deshalb kommt in Bezug aufl R?;.0 nur

ein Glied 2. Grades von R? in I'rage, niimlich :

ye', = :", n't; Z"l €S una serie (ue empieza con
términos lineales en ¢/, ¢, etc. Yaque p, (a;) queda
como antes propoicional a Rl hay (ue escoger en
R y R? s6lo los términos correspondientes a i = o.
Por eso debemos calcular B2, del siguiente tér-

mino de 2° grado de R*:
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ec//
R? = I* — Gy (a”) cos (2l - &" — &) (x)
i
dann wired entonces resulta :
91/_. 9
, 1 k)1 — ¢ - n” A
P(p(ey)) = —5——— Gy(a”)e’;—tcos[2l — & — &
p\¢é; 6K, o(a”) e’y " [ ]
FFolglich ist R! zu entnehmen aus Por consiguienle, tomando R! de
c:!
R = /= - E, cos (20 — 20)
a
sodaj resulta :
1 J1--¢€2 n" —=

s (P2 (a3)) = — 3

Beriicksichtigen wir den 2. Term in p (e,), also

¢ :
- cR2%.1, millels
2

so ergibt sich zunichst :

p ([' ("2)) = =

folglich mupg R' entnommen werden ans :

sodap :

I

s (pe (ag)) = +

o
(1 4+ m)* n

: ; e ;
R? = kD", — cos (1 — &)

E,G, (a”) e¢’; sin (0" -- &) (nt)?

9 ’ . ) . i .
Calculando el 2° lérmino de p (¢,), es decir, —eR%.»,
2

por medio de

ot

)

resulta:

3 Vl - UL’ 144 _// ,t,/ el 44
— ——— D, (a") e¢”’; — t cos (| — &");
K ya n

o~ -
o~

r
—

Por consiguiente R' debe obtenerse de :
1 ) U ~

R! = k2 .—)' C“ COS ([ = (L)),

de modo que :

b1 — & = n” -

CoDy (@) — ee”; sin (&” -- &) (nt)*.

23—
10 (1 4 m)*

Die Glieder 3. Grades in R, sind auch zu bertick-

stchtigen, da sie ebenfalls zu Termen 2. Grades in

1 . .
- R3¢, so sind nur die
e

), () fithren. Da e®spn =
2 (dy

folgenden Glieder 3. Grades in e, ¢” zu beachten :

n

También debemos considerar los términos de 3**
grado de R*, porque conducen a términos de 2°
w 5 I > o
grado en p, (a3). Ya que e = = R¥Ger, hay que
e
usar solamente los siguientes términos de 3" grado

ene, e’
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2 . J2 \
R )

O| -

FFolglich wird dementsprechend :

soda® R’ zu entnechmen ist aus :

, , 1
e’e’L, (a”) cos [l + & — 2] + 3

e¢*M, (a”) cos [l — 26" + ®] % ()

Por consiguiente sigue :

\ eL, (a”) cos (I + & — 20) /
— ¢”"M, (a”) cos ({ — 2" + &)

de manera que debemos sacar R'., de:

RY = it ;— G, cos (I — &)

und deshalb

s (pe (a3)) =

Schlieslich auf den letzten Term von 1)(é2) tiber-

gehend, haben wir zu betrachten :

P (62) =

~ 17
()

L J1 — e n” 5 | el (a”)sin (& — &) ) -

10 (r+mpn* ? + ¢’M, (@) sin (28" — 26)

por lo tanto

\- ¢’y (nt)?

Ocupandonos finalmente del ultimo término de

p (e5) consideremos :

V1 — €

| ————62 ! (:)” 9
Kja o 1 (2/)

e (14

. - 1 . a B . = L = . .
mit ¢”; = — n”t, wobei ¢”; eine mit den Linear- donde o,” = — n”t, y &,” es unaserie que empieza

e//

gliedern in ¢/, ¢”, elc., beginnende Rethe ist und wo

(4

con términos lineales en ¢/, ¢”, etc., y

5 1 ¢ 1 ¢
U{)rx)” = I 1{'3(;')(}')” e = (’R—)s(})"-
- e 2

Der Pol ¢” = o von &,” hebt sich stels gegen den

Iraktor ¢” in beiden Gliedern von ¢ weg, ebenso

e k)
fillt der Pol e = o im 1. Term von e%4 wegen des
Faktors e von R?;40 weg; da R2%;67 notwendig vom
mindestens 2. Grade ist, ist in Bezug auf R? die

Wahl nur des folgenden Gliedes moglich :

El polo ¢’ = o de ®,” se elimina siempre con el fac-
lor ¢” que aparece en los dos términos de ¢®agr, y el
polo e = o del primer término de ¢*5 se elimina
también por el factor e de R¥gq; ya que RZgq es
necesariamente de 2° grado por lo menos solo es po-

sible elegir el término siguiente de R* :

r’
5 D ('U Al -~ -~
R = k? " G, (a”) cos (2l — &" — &), ()
also wird : resulla enlonces :
k2 — e, - n .
P(p(e)) =5+ —=—Gy(a”) & — tsin (2l — & — ).

S K Va

n
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Mithin folgt R" aus :

| ¢?

9

R!' = k
der Siikularteil ;

. a1 fi=én
S (P (ay)) = 39 ¢ (r + m)?* n

. ‘ I : ;
In dem 2. Gliede von e2,5 1 = eR2 50 15t R? zu enl-
2

? - E, cos (20 — 25&) +
4

Q1
Con esto R sigue :

! )

G, cos (2l — &' -- &) (

h

&

la parte secular:

5,G, (a”) cos (8" — &)

+ ¢G,G, (a”) cos (o — &)

=

(©"1 (nt)?

. , . . I "
Iin el 2° término de e*41 1 —eR%5n hay que sacar

2
nehmen aus : R? de:
G”
R? = k*— D, (a”) cos (I — &"); (B)
2 ‘ -
folglich wird por lo tanto :
1 k21 — ¢ . - n”
P(p(e)=—++«=——D,(a”) ety — tsin (I - - &"
(1 (Lz)) 4K Va 0 ) ew’y ll ( o)
und R'; folgt aus : y R sigue de:
9 € ~ =1y
Ri=—"k ) G, cos (I — &),
sodad [uego :
, I 1T — e n S - . P
s (ps (a3)) = 6 ¢ (t—_{_w L CoDy (a”) ed”; cos (&” -- @) (nt)?

Auch die Glieder 5. Grades von R? lihren zu Ter-
men 2. Grades in p, («;), wobei mit Riicksicht auf
die Ableitung R?;5n nur die folgenden Terme 3.

Grades zu beachten sind :

R2 = 2 : e?e’L, (a”) cos [l + & —

0| =

Mithin folgt far das P-Glied von e, :

, - l _/_1_‘_3 l/i; L” -
P(p(e)) = K ————l_(_t —

También los términos de 3¢ grado de R? originan
lerminos de 2° grado en p, (a;), debiéndose consi-
derar en la derivada 241 solo los siguientes térmi-
nos de 3° grado :
,)\-‘ L I ,,//;’“ 2 ey [ ot ~71 /
20| qu, M, (@) cos [l — 20" + m]\

(

()

Con eslo sigue para los términos de Poisson de e, :

; eliy (a”) sin (I + & — 20) y
o+ e’M,(a”) sin (I — 26" + o)\

1
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Folglich ist R'., abzuleiten aus

Por consiguiente R'.¢ se deduce por medio de

]{1 == . f* (J“ COS (l Com (t))
sodaj : de modo que :
1 l 1 — e n” ~ 1 1" ~ 1/ ~ "M 17 ~ 7/ SN = 2
s(pglas)) = 6 a (ITI_I)— ’y G L',((L ) cos (&7 — o) + ¢’M, (a ) cos (26 — 20) § o (nt)

Alsdann konnen wir zam 3. Hauptllerm unserer Ahora podemos ocuparnos del 3° término prin-
Gruppe iibergehen, nimlich, gemif (5): [

cipal de nueslro grupo, es decir, segtin (5)

ps(as) = qlla Riel, (3)
wo l, = 2, + g und [, jetzt der Gleichung geniigl

donde [, = ¢, + g,y l, salisface ahora a la ecuacion:

9
; _ e . 3 n,
P () = ey + P00, + elowe + loady + elere”y + a0 — — — ay

unter Vernachlissigung derjenigen Glieder nach  prescindiendo de aquellos términos de la (6) que no
(6), die nicht zu Poisson-Gliedern fithren konnen

pueden originar términos de Poisson. Por const-
Also wird zuerst untersucht der Term : 1

cuienle investigaremos primeramente el término

(3a)
wo wieder ¢ = e; nl mit ¢, vom 1. Grade 1n ¢/, ¢/, donde es de nuevo ¢ = ¢, . n¢, siendo ¢, de 1°* grado
c.; ferner ist

en e, ¢’ elc.; ademas es:

= 2| ‘/ - '<1 i "") 12ee (1 - r'-’) R2, !
g AT Roae 2l\|u L +/I(, et A ")

Da R?%;. und R2, mindestens vom o. Grade, also

Ya que R%. y % son por lo menos de grado o
Hauptterme sein konnen, ist zuersl zu selzen I

pudiendo ser, por tanto, términos principales, pon-
dremos en primer lugar :

R? = ? C“ cos (I — &) (%)
Folglich wird enlsprechend : De donde resulta :
I)( ‘(/ )) ) ‘(—/1 \ 1 j(ﬁ,((l ) ll e O ((” § oty / .
- = — 2 — e (5 S —
/ 2 l\ ) .3 a{L \\)ft 0 L ())
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also muj R, sich ergeben mittels

.

y por consiguiente R'.. se obtiene de

¢
R' = /2 - D, cos (I - &),

of

80(1213 :

(s (as)) e
S(ps(ay)) =~ a .
Ps s "o+ my?

Weitere Glieder 2. Grades sind hier nicht vor-
handen, weshalb wir zum 2. Term von p ({,) iiber-

gehen:

p (L) =14 .- &,

-

o) ) =S o o .
wo &, = ' ntund ¢, in erster Niherung linear in
e

e, ¢, elc.; ferner 1st
2 |a

)
20— I

E H 2(( m +
\

Folglich sind R%. und R%.; in den Termen niedrig-
sten Grades zugleich zu entnehmen aus

R2— j2 &

2

soda? unter Polenzentwickelung nach e das Poisson-
Glied entsteht :

2

P(p(ly)) = - l%l”ﬁ E)ll cos (I — &) )

Folghich st in Bezug auf R'e, zu setzen :

1____.‘.3,‘
Rt = k)

sodaj als emnziger Term 2. Grades verbleibt :

I

= IS M= T . .
s(pslag)) = — 7 a|Gon — + Co(a”)] | eCy + ¢’D, cos (& — @)

Der folgende Term in p (4,) lautel dann :

luego :

D, = W -
i ; Gon — 7 Vi — e G, (a”) i e'ey sin (& — o) (nt)?

Como no existen mas términos de 2° grado, pasa-

remos a Lralar el 2° término de p (/) :

. ) - c c o0
donde &, = —L nl y &, es en primera aproximacion
e

lineal en ¢, ¢, elc.; ademas es :

e \
,——e e (l + = | R%a.
2k Ja /

A

Por tanto hay que sacar R%q y R% de los términos

de grado mas bajo, a saber. de:

C, (a”)) cos (I — &),

de modo que, desarrollando en serie de potencias

de e resulta :

\ BCH(“H) -

a ha

Por lo tanto, para calcular R'., tomamos :

e 4 :
— C,cos(l — )Y+ =D, cos (Il — &) ¢
9 (0 1 ( \

luego queda como tnico término de 2° grado :

]
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wo ¢/, = ¢, nt und donde ¢, = ¢/, nt y

i f= T 9
2 |a I i e
512(,: _ — — l.{lc((,’ + - e = ]{1"""
I\ 2 K Ja

Mithin sind nur die folgenden beitden kombinatio-

Por consiguiente, solo son posibles las siguientes
nen in Bezug auf Rleer moglhich :

combinaciones para obtener Rl :

soda’ de modo que

/1.2 . )[ iy
B et e e Tt

AT i,l/_(l._l)nsm[zl—(L—I)l—(o];

folglich muj R! hervorgehen aus : Por lo tanto R! debe oblenerse de

Ru:mgcmmﬁw_u._uz—a]

sodaj de manera que :

s (pg (ag)) = — 1a (o B

—— ce,’ = = Y S
— (L — l)ll CiD[({,(*'———*_——"—],n)ZSIIl ((l)/ — (n)) (/ll)'

Im Falle (%) ist zwecks Ermittelung von Rley und

En el caso (3) pondremos para la deduccion de R
Ree!! zu setzen :

y I{]eg’ .
R = 1222 1 Ficos[i (! — ) — & + &) + Ficos[i(! — 1) + &' — @],

(&

sodaj der Poisson-Term lautet : de tal modo que el término de Poisson es:

: ( ‘_“%mﬁw_“vw+m
]':! Top ! ’a” / 1
l)([)(/..): = _I‘/_MA’“H_[\ | ¢ '

¥’ 9 Ki(n—n oF; L
2 Ki(n'—n) | 4 <37 N 7'_ I*‘_,-) sn[i(l — I+ & — o] \
 O( aa

Mithin ist R'.. zu entnehmen aus : Luego sacando R'.. de:

R! = k®Ajcosi(l! — 1),

sodaf alsdann : resulta :

I I = = 1= ) ee : )
s (pylay)) = - a S Ai 3 Fia + TI Fi — F_iw — T F—i : (T _;l‘,;l? sin (&' — o) (nl)
- . A 2



A. Wikevs, La aceleracion secular de los ejes mayores de lus drbitas planetarias

Weitere Glieder vom niedrigsten Grade (2) sind
nicht moglich, soda? wir zu dem niichsten Term
von (3) iibergehen kinnen :

pily) = ¢

~ /
20 - 0 ¢,

95

No siendo posibles términos de grado mas bajo

(2) podemos acuparnos del proximo de (3) a saber :

(3e)

WO donde
9 l/a I |/[ - ot
El‘.‘m’ == T B](u.)’ o 5 Ot Rle«‘.‘)’-

« Setzen wir, da z'9; mindestens vom 1. Grade,

zuerst und als einziges Glied dieses Grades :

R! = k2 - D cos [il'

’
2

so wird :

/1'2 i b]),

o' 1t

— (1= 1)l — &1,

K /a

Ahora bien, ya que elyg es por lo menos de ¢
grado, escribiremos como término tunico de esle

grado :

()

de donde :

P(p (12)> — KL” Ya in' — ([ o

und deshalb in Bezug auf R'c, :

7 n‘cos[i/’ — (- 1)l - &),

y por lanto se debe calcular R'.. de:

R = /2 : gC,j cos [l — (1 — 1)l — &) + % Dicos [t — (i — 1)l — &) :
also luego
$(py () = ! a el s Dio | Cie 00‘(”’—“)+l—)-c’)-—-il—(/zl)f
< 1)3 == ./l ['/1’ - ([ - I)” i g€ COR ) (O] ) ) (I + ,”)2 .

Selzt man weller in z'gg ein Glied 2. Grades n

R' an, so ist nurein einziger Term moglich :

IF:M%,
sodaj :
(5 -
P(p(l)) = ; f{ Va l(—“,n,_ P o'el 4

Folglich mu% in Bezug aut R'.. gewiihlt werden :

) Ficos [i(l =) — & + 6] + F—icos [i(l = ) + & — &] },

I

ha

( p,)
N oa

Si introducimos en z'ag el siguiente término de

2° grado de R', tinico posible :

resulta ;

/

l“,') cos [[/’ — (1 - 1) - & + & ’

_t l“_,'> cos [t — (i — )+ & — &) \

ha

Por consiguiente debemos elegir para obtener R'c; :
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=}
)

Rl = k2Ajcos i (I — h,
de manera que la parte secular :

soda® der Siikularteil

I n't Ai {h oo = e = V| = 2
s(pg(ag)) = — — a : =) (Fia — F—ia) — - (Fi — F_i) ¢ ed/, cos (&' — &) (nt)?
s (Ps (IIJ)) 7 ( S tin  r T i m> A ( i l> ‘ (O ( ) ( )

Si procedemos ahora a tratar el proximo término

Gehen wir nun zum niichsten Term von p (/,)
de p(l,), tendremos :

itber, so erhalten wir:
(3¢)

donde e, = ¢’ n"t, y ¢”, es de 1" grado en ¢, ¢”,

wo e, — e”n"t mit ¢”, vom 1. Gradein¢’, ¢, elc.,
etc., y

und
[ 9
) 2 ok I J1 — é .
efoet = — K R%qer + a T RZeerr.
\ 2 Kya

Si tomamos, ahora, para calcular R%.., el término

Substituieren wir in Bezug auf RZ%.r das Glied 1.
de 1°" grado :

Grades :

'
{:

e — ke £, (@) cos (1 = &),

resulta :

so wird zuerst :

]‘.2 = HBD ",, . .
P(p(ly)) = — K fa ,:—l __—g’(ﬁlrt e’ L sin (I — &").

Por consiguiente se obtliene R! de :

Folglich ergibt sich R' aus

R!' = &2 : l Gy cos (I — &) + ‘T D, cos ({ — &) :

b

de manera que resulta el término secular :

sodaf folglich das Siikularglied resultiert :
4 _"
¢,
= (A

I n"— — :
s (py(ay)) = 7 a— Dya (a”) % Coe sin (& — &7) + Dy sin (& — &) | i e
. (14 m)

No existen mas términos de 2° grado y el término

Weitere Glieder 2. Grades sind nicht vorhanden
e fihrt zu Gliedern e . R%.r de e%er conduce a términos de 4° grado por

und der Term e. RZ..» in ¢

vom mindestens 4. Grade. Deshalb gehen wir zum  lo menos. Por eso trataremos el pendltimo término

vorletzten Term von p(/,) iiber : de p(l,):
(3 /)

P ([.)) = 5221.)” . ITI"I WO t“;:'l - L
p?
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und &,” linear in ¢/, ¢, ete., beginnt, u.

~
2y

: fa

Byl = — ~

K

Mithin folgt R% im niedrigsten Grade aus:

(,Il

I
== RQ(!(T)" + “2‘ e

=4

97

y ", empicza con términos linealesen e/, ¢, elc., y
2

Vi —e .

T l{"gﬁ," 5
I\ l/a

(3,

Por eso resulta R%.;, en el caso de menor grado
de :

R* = &= b D, (a”) cos (I — &),

sodajg

P(p()==|a—
1 J)) ‘\ l n
mithin muj sein :
T,
Rt = k%) - G, (I —
9
sodap :
I

s(ps (@) =~ a”,

Weitere Glieder 2. Grades treten nichl auf, da
die aus dem 2. Term in e®4 lolgenden Glieder
mindestens vom /4. (Grade werden.

Das letzte Glied von p (1'2) lautet schlieglich :

hervorgegangen aus p,. Dabei hat a, diesclbe Be-
deutung wie oben im Falle (1), soda? die Inlegrale
P (p(a,)) direkt von dort enthommen werden hin-
nen. IFolglich erhiilt man nach Beriicksichtigung
des IFaktors von a, in (34) und Integration im Falle

des Termes niedrigsten Grades nach (14):

(82

K

N O

P(p (L) = —

folglich ist R'.. zu entnehmen aus :

k* — n” 3D, (a))

a— D"y, % eCo €08 (& — @”) + ¢Djycos (& — &) ¢ 2t

1

— — G (a”) et sin (I — &);
K V'(l ()(" ) eyl sin ( o)

de manera que

@yl cos ([ — &);

da

por eso debe ser:

&) + é e'D, cos (I — &) :

luego :

2.
+ m)? ()

) (1

No aparecen otros lérminos de 2° grado ya que

los que resultan del 2° término de %4~ son por lo
menos de 4° grado.

Finalmente el altimo término de p (/y) originado

en ¢y es:

3 n

B () (33
R (l. 1)(

. (24)

in ecsle caso a, tiene el mismo significado que en el
caso (1), de manera que las integrales P (p (a,)) se
pueden oblener directamente de alli. Por consi-
autenle, se obtiene, considerando el factor de a,
en (3¢) e inlegrando en el caso del término de grado

mds bajo segin (ra):

por consiguiente debemos sacar R;. de:
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/

R! — /;2;: D, cos (I - &),

soda? dann nach (3): de manera que segin (3):
, 3 =, . = e’El S . :
s (Pg (ag)) = 3 aC, (a”) D, i i sin (o — &) (ni(®.
Weitere Terme 2. Grades sind nicht vorhanden. No existen mas términos de 2° grado. El proximo
Das niichste Glied von a, folgl aus (1), sodaj : término de a, sigue de (1b), luego :
. 3 £ NS 1 e 0"
P([)(/g))ZEKV—(;C(,((L ) &t cos (I — &); (3)
folglich ergibt sich R';. aus: por consiguiente R!;. se obliene de :
) ST , . I Aot
R =/1* ) — eGycos ([ — &) + — ¢D,y cos ([ — &) ¢
{ 2 2 &
soda@ sich nach (3) ergibt : de manera que resulta por (3):
/ 3 CO (a//) re=qg ~ ~ -
slpulas)) = —=ag———-—1_ 20 ¢Do €08 (&' — &) ¢ &, (nl)?.
(PJ(S)) 3 (I—|—m)3% o & 2 y (nl)
Infolge Mangels weiterer Gliedes 2. Grades folgt A falta de otros términos de 2° grado sigue ahora
jetzt weiter nach (1¢), Fall (2): por (1c), caso (a):

3k n D, (t—1)n

-~ =Dyt it sin il — (i— 1) — & 2
2]\;;’5 l[l/l/—(l——l)/l]")bl sin ¢ ( 1) o’ (+)

P(p () =
Also mu{ 1n Bezug auf R, gewiihlt werden : Por consiguiente debe obtenerse R, de:

R! = 2 ‘; Cicos [il — (i — 1)1 — &)

soda? folglich: luego :
[ 3 TN T —— ce’ .
s(ps(ag)) == a = —— - CiDy ——2—sin (&’ — &) (nt)?
Ps {4 8 | — (1 — 1)n]? ! '(1 + m)* ' 3) (i)
Zum Falle (%) von (1.) iibergehend ergibt sich ; Pasando al caso (2) de (1¢) resulta :

3k 1 nn’ — \Fisin[i(l' — 1) — &' + & )
— ee 4

',(i i(/l — n'y? g ’ + F_; sin Il([' — '+ & — (T)l \ )

—
(S 2

Mithin Mup? R'., abgeleitel werden aus : Por lanto debemos deducir Rt de :
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R' = k2A; cos ¢ (I — 1),

sodaj : luego :
3 inn’. = — ee'
S . ol N 1 . [~ - 9
s(ps(ag)) = s a — f\-(l*-~ [*~>—— 5 sin (o — o) (nt).
3 ¢ < () l () S '
(Ps(3)) 8 (' — n)? (1 + m)? { (5]

Da dieser Term der einzige vom 2. Grade ist, Ya que este término es el unico de 2° grado, con-
gehien wir nun zu (14), Fall () iiber, wonach sich  sideraremos ahora el (1d) caso (%), de donde resulta
das Poisson-Glied ergibt : el término de Poisson :

32 I (t—1)nn =<, sy : o
(LY = 2 & — = - = D'yt cos [if — (2 — 1)} — &' ; (2)
P(/ (15)) 2 K iz (i’ — (i — 1) nf 1 | ) V] 5
folglich ergibt sich R';, aus: por consiguiente R'.. debe deducirse de:

Rt = k2 é :; eCicos [t — (1 — 1) — &] + L D cos [ — (i — 1)l — &] :,

2
weshalb als Siikularterm folgt : de manera que
3 (i—1)Pnn — ( = = o’
s (ps (a3)) = — 5 a = : Di § eCi + ¢Di § ——— cos (&' — @) (nl)*.
5 (Ps (43)) 8 [t — (1 — 1)n)? P (1 -}-m)‘-’co e LR
Als 2. Moglichkeit folgt nach (3) von (14) : Una segunda posibilidad resulta del (%) de (1d):

3k 1 nn' { + Ficos[i(l =) — &' +a] | — )
4 K V‘_‘ nr= n)* ? — F_; cos [[(/’ = e — (T)v] \ ey . L \=)

soda} luego

Rt = k*A; cos i (I' — {)

zu setzen 1st und somit : y por tanlo :
2 ynn’ ~ 7
) Ln = = e ! Cw'y . . 9
s(pa(aa))==a ——5 A iy — F_; { — 5 €08 (o — o) (nt)”
Ps 143 8 (n' — n)? : Y(1 + m)? ( '
In Bezug aufl den niichsten Term auf Grund von Con referencia al proximo término (1e), vale la

(1¢) gilt dieselbe Bemerkung wie unter (1¢); folglich  misma observacion que en (1¢); hay que sacar por
ist der entsprechende P-Term divekt aus (v)zu ent tanto el término corvespondiente de Poisson direc-

nehmen, wenn ¢ = o geselzt und n’, @/, ¢/, ..., nut  tamente de (v), poniendo i = o y permutando n’,

144

m”, a”, ¢’ ..., verlauscht werden, sodas : a,¢, ..., conm” a”, ¢, ... de modo que:

2 /.2 1 7
J K n 17 -// . ~ 1/ .
—= — Dy(a”)e,” . tsin (| — &) ; (7)

P (l’ (lz)) =
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luego resulta :

mithin folgt:
Rt = /2 § 1 eC, cos (I — o) + % D, cos (I — &) y

\

y ademas :

soda :
/! . ~ - -
. Cee sin (0" — &) )

(b (@) 3 z/l” D, (a
S(pzlag)) = 5 a— U
[.5 3 (\1 n 0 ) ( + B“e Sill ((«;)// s (';')I) 5

Der niichste Term folgt aus (17) und bedingt in El proximo término sigue de (17) y exige efectuar
p (ay) von (1q) dieselben Vertauschungen wie im  en p(a,) de (14) las mismas permutaciones que en
vorhergegangenen Falle nebst Substitution i = 0, el caso precedente, y poner i = o, de manera que :
sodag folglich :
3k 1 n” - L
: D, (a”) &t cos ([ — &"); (6)

W

por consiguiente debemos sacar R, de:

mithin 1st R';, zu entnehmen aus :

R = k2 é é eCycos (I — &) + ée’DO cos (I — &)

de modo que:

=~ M

sodaj :

St pasamos ahora al proximo término de nuestro

Weiter gehen wir nun zum niichsten Term un-
grupo principal, oblendremos:

serer [lauptgruppe iiber, wonach
. 2 iﬁ
Py (as) = T R EM -+ ib2a (,l)
wobel donde

2y o =8 ~9 4, . - f
p ((1)2) - (n)-‘_’ecl + (J)-:_'m(l)l + (n)l'__’e'U/l + (1)1'_)(1)’(!)/1 + (1)‘2(:”('”1 + (i)z‘_f(i.”(l),/l-
Entonces, el primer caso es:

Alsdann ist also der 1. IFall :

2N ul\ 2 I S /
I) ((‘)2) - l\'z p ? I{ ee c([ - c:-)-’) }{ e \ . tl (l(l)

donde ¢, = e, nt.

wo e, = ¢, nt.
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Die Ableitungen R.? und Ree? setzen in R®den 1.

resp. 2. Grad voraus, soda3 zuerst :

R = et ; eC (a”) cos (I — o)

und folglich :

sodaj der Faktor R'.;, = Cos-Rethe nur aus speziel-

len Termen 3. Grades entnommen werden muj d.h.
1

R = k)

(8

Dann wird

R —

2 Ky eryi — ¢

101

Las derivadas R% y R%. presuponen que R? sea,
respectivamente, de 1° y 2° grado de modo que en

primer lugar es :
(2)
Y por constguiente :

C‘H() -

et sin (I — &),

luego el factor R!,; = serie de cosenos solo puede

lograrse de términos especiales de 3° ¢rado, es de-
8 8

cir, de

e*¢’Lj cos ([ + & — 26) + é ee”M, cos (I — 20 + &) :

Entonces, resulta :

_ o= L.e sin (& — & >
S (1)4 (a3)‘) = —IG aCO (a//) S OCI Sel’r: _(—(—) ()) (I—(___ll)-) (,l[):.
' ( t5 M, sin (26" — 2d) > o

Das 2. Glied mit dem Pol ¢ = 0 mu3 sich weghe-
ben und zwar in diesem Falle gegen einen entspre-
chenden Term in p,;(as), Fall (6).

Eine Vertauschung von R! mit R? und umgekehrt
im Unterfalle («) bringt ebenfalls Terme 2. Grades

hervor, sodaj wir demetsprechend setzen :

sodag R'es eine Cos-Reihe ist, withrend p (o,)
tcos A, also p (&,) = ¢ sin A in Bezug auf den Pois-
son-Term, soda% Terme der IForm cos (I — &) m
R? wirkungslos und deshalb von vorneweg zu ver-
nachlissigen sind. Folglich bleibt R* beschrinkt
auf :

/

i §

\ %

+l
T3

C

(00

B2 =/

ee’*M”, cos (I —

El 2° término con el polo ¢ = o debe eliminarse, en
el caso presente, con el lérmino respectivo de p,; (as),
caso (b').

Una permutacion de R! con R?, y reciprocamente,
en el subcaso (x), origina lambién términos de 2°

arado ; por consiguiente, escribiremos :
:
(3)

de manera que R';; es una serie de cosenos, mien-
tras que es : p (;T>2) = t.cos A, de donde, refirién-
donos al término de Poisson, p(a,) = .sen A, ya
que se pueden despreciar de antemano los términos
de la forma cos ({ — &) de R?, pues no vienen al

caso. Luego R* queda limilado a:

. ; I , .
e*e"K”, cos (I — &) + 3 e*e"l” cos (I + & — 25) )

).

20”7 + ») 5

(
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Bildet man dann die Parenthese in p (‘(7)2‘), so findet  Si se forma entonces el paréntesis de p (@,) se halla

man den Ausdruck, frei von den Termen in K, la expresion siguiente, libre de términos en K,

und L, : y Ly
R, — e R2, = — ! k(1 + ¢%) . 24 M7, cos [l — 20" + &)
“e(1 —e) ° o e '
sodaf luego
];2 ,’_ =D ’ ; o112 _ - ’
P (p (&) = — %T\' I—Il—_—b (1 + €?) = M”jeit sin (I — 26" + &)
[a

Unter Verwendung des schon fixierten Ausdruckes Empleando la expresion ya fijada de R!, para la de-

fiir R zur Ableitung vou Rl folgt dann : duccion de Rl resulta, pues:

- ——————sin (20" — 26) (nt)?

Dieses mit dem Pol e = o behaflete Glied hebtsich  Esle término afectado por el polo e = o se elimina
gegen den entsprechenden Term in p;5(a;3), Fall (a’) con el término correspondiente de py;(aj), caso (a),
im letzten Term der dortigen Klammer fort. Hiatte altimo término del paréntesis. Si hubiéramos con-
man in dem Ausdruck fiir P(p(¢,)) den in dem siderado, en la expresion de P (p(a,)), el término

Factor en ¢ que figura en el factor

m— 9 I o
|/1 —e(1+e)=1+ 5 e?

auftretenden Term in e beriicksichtigt, so wirenin  habrian aparecido en p, (ay) términos de 4° grado.

), (aq) Terme /4. Grades erschienen.
1 (a3

Soll der Term R%. 1n (44), p (®y) von o verschie- Si el lérmino R%. de p (o), (4«) debe ser dis-
den sein, so 1sl zu setzen : tinto de o, hay que poner :
: 58 1. 2
R? = A? ¥ E”, cos (202 — o) ()

soda? bei Kombination mit dem anderen Term R%  de manera que por combinacion con el otro término

in p (o,) bei Entwickelung des Nenners nach Poten-  R%, p () resulla, desarrollando el denominador en

zen von e? {olgt serie de potencias de e”:
- I ) Loy, :
| |- PYTEE R* = — N k2E” e? cos (2l — 23).
L) M (D — .

Ein analoger Term 2. Grades in e entsteht aber  Pero un término andlogo de 2° grado de ¢ se forma

schon in R%, allein, wenn diese Ableilung aus  ya en RZ%e, si esta derivada se obtiene de un término



A. Wukess, La aceleracion secular de los ejes mayores de las drbilas planetarias

einem Terme 4. Grades und zwar derselben Form
cos (20 — 26) entnommen wird. Da alsdann die
FFunktion p (<f)2) nach (44) vom 2. Grade wird, nim-
lich ¢ . ¢,, so wird Py (ci3) nach Entnahme des Fak-
Grades R' =e. ¢

Grade,

der entstehende Term gegeniiber dem Terme (2)

tors R';; aus dem Terme 2.
cos (2l — &' — @) vom 4. soda? folglich
(vom 2. Grade) zu vernachlissigen ist.

Wihlen wir in R? einen mit dem IFaktor e. e”
Grades,

kommt zuerst das folgende Glied in Frage :

versehenen Term 2. soda3 R¥%. = o, so

ee”
2 L2
R2=1% ,,

&

alsdann wird also :

P(p (&)= — é /1

folglich 1st R'¢s zu entnehmen aus :

Alsdann lautet der entsprechende Sikularteil :

92

&

s (p4 (a3)) =

Es ergibt sich also ein den Pol e = o enthaltendes
Glied, das sich gegen den korrespondierenden Term
in pyy (ay), (¢’) weghebt. Sonst sind keine weiteren
reguliren Glieder 2. Grades mehr vorhanden, wes-

halb wir nun zum niichsten Term tibergehen :

(; ) = ;1 — e’ 1
g )=
i K Va

Zur Ableitung von RZ%, ist im FFalle der Terme nie-

el

drigsten Grades zu setzen :

R =

‘
4

_____)_ / GN“ G”

- C l\ Va (/"'

G()_G—-”U
(1 + m)* e

= I)l)(’m . G)lw

9 €
k*—C",cos (I — &),

103

de 4° grado con argumento de la misma forma, o
sea cos (2/—2w). Ya que entonces, la funcion p ((.7)2)
es por (4q) de 2° grado, es decir, e.-el, resultara
Py (ag) de 4° grado, si se calcula previamente Rl
del término de 2° grado : R'=e . ¢/ cos (20— &' — &),
de manera que el término producido es desprecia-
ble en comparacion con el () (de 2° grado).

St elegimos en R? un término de 2° grado con el
factor e . ¢”. resulta : R%, = o, y debemos entonces

considerar, en primer lugar, el término siguiente :

G, (a”) cos (2l — & — ®);

resultando :

—fsin(al — & — ®);

Por consiguiente R'.; debe obtenerse de :

os (2l — &' — ®).

luego la parte secular correspondientle se expresa asi:

c/c//

e, sin (o — o) (nt?)

Resulla, pues, un término que conliene el polo

= 0y que se elimina con el lérmino correspon-
diente py;(ay), (¢). Gomo ya no quedan otros tér-
minos regulares de 2° grado, vamos a ocuparnos
del proximo término :

o, :ﬂ nt. (Qb)
e

WO

Para la deduccion de R%4, enel caso del término

de grado mas bajo, debemos escribir :

()
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sodaf

weshalb R’ zu folgern ist mittels :

2
~ &

P(p (o)) = — s —
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de manera que

~

o
Gy” — t cos (I — ),
22

por lo cual R'.; debe resultar de:

R' = k2—C,cos (I — &).

e
2
Alsdann wird :

I

s (py (ag)) = — ga .

Dieses Polglied mug such wegheben und zwar gegen
den korrespondierenden Term (a) in py5(a;) 1. Glied.

Glieder 2. Grades unter Beibehaltung desselben
R2, also auch des gleichen P (p (o)) treten ein,
wenn wir in Bezug auf R';; die Glieder vom 3.

Grade heranziehen, nimlich :

1
3
R =k \ ;
o gee’zMu cos (I — 28/ + &)

sodaj alsdann als Sikularglied erhalten wird :

LI (T

s (py (ag)) = — [(}am 0 /

sodaj? das 2. und 4. Glied der Klammer einen Pol
e = o besitzen, der aber durch die Kombination des
obigen Ausdruckes mit dem entgegengeselzt glei-
chen Term in pyy (ay), Fall (v) in Weglall kommt.

Entnimmt man weiter R%,; aus dem folgenden

Vr —e — = &

(1 4+ m)* e

-e3J, cos (I — &) + %ee’zNU cos(l — &) +

G = ) e
. & ;cZJO + Ec“’NU + ee’L,cos (&' — o) /

I == . .
— —e*M;cos (20" — 20)
: :

Entonces se obtiene :

5 2

C”y . Gy —(nt)

Este término con polo se eliminara con el término

correspondiente (a) de py, (ay), 1°° término.
Conservando el mismo R?, es decir, el mismo

P (p (dy)), sc oblendran términos de 2° grado, si se

aprovechan para calcular R', los términos de 3°*

grado :

I 2,/ ~ / ~ )

s e%e’Lycos ({4 & — 20)

b / Iy

) ()

\

de manera que sigue como lérmino secular :

4

)

(nt)*

(4

de modo que los términos 2° y 4° del paréutesis po-
seen un polo e = o, pero se eliminan por combina-
cion de la expresion mencionada con el término
igual, pero de signo contrario, de py; (ay) caso (v).

St se saca ademas, R?% del término siguiente 2°

Term 2. Grades von grado
2 2 ! 21K 7 . . ~ i 7/ " ~ // ~ )
R? = &* A e’E,” cos (20 — 25) + /—|¢'c G, cos (20 — &" — ) (v)

so erhilt man ;

se obtiene
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R
EEVI — e% o),
h K Vc_z e’

P (p (o) =

Folghch st R'cz abzuleiten aus

R! = J? /l e’ cos (20 — 20) +
1

soda? wir alsdann den Sikularterm erhalten :

t

10D

/
/

\ 2el, cos (20 — 26)

®)

I
( + . 3//G“// CcOS (2[ . G)H R
2

\

Por consiguiente, debemos deducir R'.; de:

1 ,
Zce’GU cos (2l — & — o) »

de manera que se obtiene, como término secular:

/ 2 \ ﬁt?QEl)EO/I + C(’”E()(‘Vn" cos (& — ) \ =
( : (1 )) I p I — e ol [ W, (/1[)“’
s fgl) = — —g Gl ———5 T DT o - ce’ =~ " - — i
Ps 14 16 (1 + m)? / + 2e¢E)EG, cos (&' — &) + - o o cos (0 — @) 5 e

Der letzte den Pol ¢ = o enthaltende Term der
Khlammer hebt sich gegen den engegengesetzt-glei-
chen 2. Term (¢) von p, (ay) {ort.

Um weilere Glieder 2. Grades ins (p, (ay)) zu
erhalten, sind noch die folgenden Terme 3. Girades

in R zur Ableilung von RZ%g zu berucksichtigen :

[ I . , :
S gcJJ” cos (I — &
Re =1L :

( + gcc"zM”” cos (I — 20"
Dann wird

/ o]

3
| B — e g 4
P (p (&) :i—'Vi/———b e [\ l
2 K fa € ( & ;c”"’M“" cos ([
|

\

IFolghch haben wir R'.; zu entnehmen aus :

I . ~ -
) + gCJUNI‘ON cos ({ + & — 20) /

El altimo término del paréntesis contiene el polo
e = 0y se elimina con el segundo término, igual
pero de signo contrario (=) pyy (a3).

Para obtener otros términos de 2° grado en
s (py(ag)), debemos considerar todavia los siguien-

tes de 3°" grado de R?, para deducir R%; :

| :
+ o) + gcc’“’NU” cos (I — &) \
(7 |

Entonces resulta :

eJ” cos (I — &) — ee”?Ly” cos (I + & — 2) )

I OINT ~
— 28" + &) — - €Ny’ cos ([ — &) \
A |

Por consiguienle, tenemos que sacar R';, de:

D (/’ ™ -~
l{l ) /]..f e (,10 COS (l = (!)),
9 \

womit sich dann ergibt:

de donde resulta :

9
D o = . o
ret) + ee’Ly” cos (0" — &)
A
1 l'/l — e% \ 1 )//2_1// T ~ E’]
s (py) (a3)) = — Sa — 7 ¢M”; cos (207 —20) —;(n[‘)-

(1 + m)’*’/ A

l i
JI2ZN 7
+ Bt Ne
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Der 3. und 4. Term des Klammerausdruckes mit
dem Pol ¢ = o heben sich gegen korrespondierende
Terme in pyy (ay), Fall (%) fort, 2. und 4. Glied.

Weiter ergibt sich als nitchster Iall :

—= (D

p ((%)2)

wo e,/ der Sikularteil ¢ = ¢/, . 0/t und

G)lgc’ =

Wegen Rlee ist R' mindestens vom 2. Grade und

zwar

72\
]{1_11’

hl - N . . . — .. “ . ) g " .
Folglich ergibt sich als zugehoriger P-Term :

)2 |,’I _ e?

K V&

/

P (p (85) =

o] -

L (W —n) e

IFolglich ergibt sich R':; aus denselben Gliedern
des obigen R', indem die kreuzweisen Produkte
aus I'; u. F_; zu den gesuchten konstanten Teilen
fithren, sodap

|"1 — g~ .

y (py (a —ia "
e (3))7_16 (r +m)y*n —n

VYon den Termen 2. Grades in R' verbleibt dann

nur noch der folgende zur Ableitung von Rleer :

l‘_’c’ .

c_/e_ Ficos[t (! — 1) — & + &]
q

/Z‘F,;sin[i(l’—l)—ﬁ)’—l-d)]
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Los términos 3° y 4° del paréntesis, con el polo
e = 0, se eliminan con los términos correspon-

dientes de p4 (ay), caso () términos 2° y 4°.

El proximo caso que se presenta es:
&y

donde ¢/, es la parte secular ¢/, = ¢/ n't y

Para formar R'¢. debe ser R' al menos de 2° grado,
es decir :

+ C P cos[i(l — ) + & — o] )-

Por consiguiente resulta como término de Poisson :

)_

| + Foisin[i (= ) + &' — o] §

Luego st Rl.5 se forma del mismo R!, las partes
conslanles buscadas resultan de los productos cru-

zados de IY; por I' _;, de manera que :
2

Fili i ¢’¢/; sin (26" — 20) (nt)

De los términos de 2° grado de R? queda todavia,

para la deduceiom de R'eer, el siguiente :

,ee . . ,
R! = k2 — Gicos [l — (1 — 2)l — &' — &], (2)
sodaj de modo que:
; ) 1 k21 — ¢ n’ : (_"1 "y : , ‘
P (p (&) = - = - - Gi—tsin[id — (1 — 1)l — & — &)
4 K fa ' —(i—2)n e
Also 1st R'.; zu entnehmen aus : Por lo tanto hay que sacar R, de:
2 (‘L‘ = . . .
R' = k2 — Eicos [ill — (i — 2)1 — 28],
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womit dann folgt : resultando entonces :
/_—U ’ @
I 1 — e* n (1 — 2) == -, . .
s (py(az))=—a EiGiee’; sin (& — o) (nt)®

16 (1 4+ m)Pin’ —(i—2)n :

Schlieghich liefern noch die Glieder 3. Grades einen  IFinalmente de los términos de 3° grado solo pue-

Beitrag zu R'¢er, ndimlich: den aprovecharse para obtener Rl,er los siguientes :

o

| 5 eKicos (il — (i — 1) {— o] + ge*eLicos [ — i — 1)L+ & — 2a]

e

]2
Rt = k \ (v)
I . . . . .
+ gce“’Mi cos [l — (i — 1) — 20 + O]
sodad als P-Term folgt : de manera que el término de Poisson resulta :
e - (eKisin [l — (i — 1)l — &
By = ¢ n e ( )

+elism [l — (1 — 1)+ & — 28]

1
K ‘== e
Ja LA L ? + ¢Mi sin [ill — (i — 1)1 — 28 + &)

\

Also ist R'.; su entnehmen aus: Por consiguiente, hay que sacar R'.; de:

R = /{-’?Ci cos [ — (i — 1)l — &,

9
womil dann als Sikularterm folgt : obleniéndose como término secular :
I i3 —¢? (t—1)n = (ekisin (¢ — &) — eLisin (¢ — &) i Rk
S(l)"(a”)):—lﬁa(l + m)* i—1)n \ €y nty
jeia ( ) + eM; sin (26 — 2) \
Weitere Glieder 2. Grades existieren nicht, des- Ya que no existen mas lerminos de 2° grado, po-
halb gehen wir iiber zu dem Falle : demos pasar al caso siguiente :
P (6y) = ol - oy (Ad)
o Wy
o J ) - ' . , - - 1y
mit dem Siikularglied &/, = -7' 't und wobei con el término secular o,” = — . n’t y donde
e .
/ 2
_ 1 — ¢ 1
(\')]'_’(I)’ — =———— 4 == lill‘(i)’-
Kfja €

Rice in R Glieder 2. Grades in Ya la derivada R'yr debe formarse de términos de

Da die Ableitung
e und ¢ zugleich vorausselzt, selzen wir zuerst : R' de 2° gradoen ¢y ¢, pondremos en primer lugar :
ee’
R = k2 — | I¥; cos [t (- &'+ (T)] 4 F_.; cos [t (‘l’ -0+ & - (T)] I (%)

(
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soda? als P-Term sich ergibt :

S ) 1 k?
l (1) ((0)._))): '/—-—“ =
AK Y
Deshalb folgt dann R'.; aus derselben Funktion R!
wie oben, sodaj schlieglich folgl:
I i — & n
a 5 —
(I + my n —

Weitere Glieder 2. Grades ergeben sich noch aus

dem folgenden Term 2. Grades von R':

/
, ee
Rb= 22 n Gi cos
sodajd :
By — ¢ n

i (' —n) e

[t/ —(1—21— & — d],
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de manera que resulta como término de Poisson :

2|y — & o &y (| —Ficos[i (' =) — & + &] 2

| + Foicos[i(! — ) + & — &) )

Por consiguiente R';; debe deducirse de la misma

funcion RY, resultando finalmente :

%FL’L- + P2 — 2FiF_; cos (207 — 20) % o’y (nt)?
n '

Se oblendran olros términos de 2° grado conside-

rando el siguiente término de 2° grado de R' :

()

de donde:

P(p () = — % K 7;

Folglich ergibt sich R'.; aus den folgenden beiden

Termen zugleich :

9 | I
Rl = lf" | */;

sodaj

11— e

' — (1 —2)n

(t — 2) n

%tcos[il’—(i—l)l—&’— ]

Por consiguiente, R'.; debe obtenerse de los dos

lérminos siguientes :

cEicos [ — (1 — 2) 1 — 28) + ;ee’Gg cos [l = (i — 2) — &' — &] ‘7

A ';

i

de modo que

S ([74 ((L3)) =2

Schlieglich liefern auch die Glieder 3. Grades

einen Beitrag. wenn in Bezug auf R'¢s gesetzt wird :

G
— e2¢’K; cos

g

]{1 e Iig

’ + i ee*Micos [ill — (i — 1) ] — 20" + ]

C

sodap

1 K2 )1 — e n' &

P De)) = . S : 2
(P (@y)) hK g i —(i— 1)/1(

32 (1 + m)* i’ — (1 — 2)

g 2¢E; cos (&' — @) + ¢Gi y &, (nt).
n

Finalmente también de los términos de 3 grado
se obtiene una conltribuctén si ponemos para calcu-

lar ]{Ic(o’ 5

[ — (1 — 1) — &)+ ° ¢2/L; cos [ — (i — 1)+ & — 2]

8 / |
\ :

de manera que:

eRicos [l — (i — 1) — &) ‘)_‘
— e¢Licos [t — (¢t — 1) | + & — 20)] Wy
+ eMicos [ill — (i — 1)l — 26" + &, ‘

- L
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Mithin ist R4 abzuleiten mittels :

109

Por consiguiente, hay que deducir Rl de :

R! = /{-’g(—.],t cos [t/ — (1 — 1)1 — &],

sodap :

9

1 1 —e  (i—1)n

= —a

16

s (py (ag))

womit die Glieder 2. Grades erschopfl sind. Des-

halb folgt nunmehr der Fall:

TG 0 2 A —
([ + m)in — {1} == ]) n ( + ¢M; cos (26 — 2m)

de modo que :

—\e (KL — Ei) cos (o — o) ) =
S @y (nt)?.

con lo cual hemos agotado los términos de 2° grado.

En consecuencia sigue ahora el caso :

p <(”,)2> = &% . &, WO ef=e"n .1 (he)
und y
[ 9
. r — e 1 .
(ﬁiz‘ze” = —= RZcer.
KJa €

Da R%e in P (p (&,)) zu einem Term der Form
{.sin A fihrt, withrend der Faktor Rl eine Cos-
Reihe darstellt, ist in Bezug auf R%.» nur eine Wahl

innerhalb der Terme 2. Grades moglich, namlich :

Ya que RZ.» produce en P (p (o)) un término de la
forma ¢. sen A, y el factor R';; es una serie de cose-
nos, la untica eleccion posible dentro de los términos

de 2° grado, para el calculo de R%. es ésta :

I
5 5 €€ N . :
R2 =/ G, (a”) cos [2] — & - ], (2)
I
sodag folglich : de manera que:
r k2 fr — é n e .
P(p(d)) == - ——— G, (¢) — 2 ¢sin 2l — &7 — &)
Mithin ist R'.s abzuleiten aus : Por consiguiente, hay que deducir R'.; de:
o2
R = £? 7 I3, cos (20 — 26)
sodaj : de modo que :
I V[ — e == - . 5
s(p,(a)) = — —a————— - — E,G, (a”) ee,” sin (&7 — o) (nl).
(Il( %)) l() (l +”l)' n 0 0( ) 1 ( )( )

Ferner liefern die folgenden Glieder 3. Grades

von R? einen Beitrag :

Hay que considerar ademds, los siguientes térmi-

nos de 3 grado de R2:
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e M I - o
\Q«w-vkt. (@) cos (I — &) + g %Ly (a”) cos (I + & — 28) |
¢ C
Re = k. : (#)
l “ ~> - \
’ =B q ee”*M, (a”) cos ({ — 28" + &) ‘
soday : luego :

2 — e n”e”  \ eK, (a”) sin (I — &) + el, (a”) sin (I + & — 26) 2

I
H Y £ T T R T G R . .
| (l' (¢ _)) ll I\ "[ non ’ o (,//\lu (”II) sin ([ — 25" + m) \

Folglich haben wiv R'.; abzuleiten aus : Por consiguiente, tenemos que deducie R'.; de:
5 2 E
R! = k2-C, cos (! — &),
()
sodap : de manera que:

10 I — e n’= \€ (K, (a”) — L (a”)) sin (& — o) | - ,
s (py (a3)) = — iod a '——(— . (J‘,‘ ( ? e,” (nt)*.
I

(r +m)* n ( + M, (a”) sin (26" — 2&)

womit alle Terme dieses Falles erschopftsind. Des-  Con lo cual hemos agotado todos los términos de

halb folgt nunmehr der Fall : este caso. Por lanlo consideremos ahora el caso
siguiente :
P (8y) = &2a10,” (4)
i . b ! v
wo @, sikular: ¢, = -—”—l n”’t, und ferner : donde &, = -7,1 n”t, es secular y ademas :
e e
V1 — e 1
(")22(”” Siem——— e I{3("1')”
Kja ¢
Auch mn diesem FFalle sind die Glieder 2. und 3. También en esle caso hay que considerar los tér-
Grades in R? zu beriicksichtigen, zuerst mittels minos de 2°y 3 grado de RZ, tomando primera-
mente :
(,()I/
R2 = /2 = G, (a”) cos (2l — &" — &). (2)
A
Deshally wird : de donde resulta :
2. 9 Ly
1 k21 — e n” o,
~ 1 ~ ~
P (p(ay)=— 5w ———0G, (a) tcos (2l — &” — &),
SK ya n e

also folgt R';; aus : y, por consiguiente R'.; resulta de:
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S
R' = [ : A e’E, cos (2] — 28) +

Sikularbeitrae :

Mithin folgt als g:

-

+ N | -

<

|

s (p (a3)) = e
I my)= n

[n Bezug aul die Terme 3. Grades sind nur zu

beriicksichtigen :

(L 4 0 : E )
\ g e’e’K, (a”) cos (I —. &”) + 3 e’¢’L, (a”) cos (I + &" — 2&) /
( C
R‘) = /i"‘) < ((3)

’ + % ee”?M,, (a”) cos (I — 2

\ (@

Folglich wird

(A {4

I

; e¢’G, cos (2l — &' —
1

formandose la contribucion secular :

N ~

el cos ((.)”~ ™)

Gy, cos (& —

P

on referencia a los términos de 3°° grado s6lo debe-

mos considerar :

o + o)

|

de donde resulta :

ek, (a”) cos ([ — &)

1 k2n” o \ = . .
P (p (@) = — A K n - ) — eLy (a”) cos ([ + & — 20)
Ak n e ) )
. + ¢'M, (a”) cos (I - 26" + &)
Mithin ist R',; zu entnehmen aus: Por consigniente vamos a sacar R'.; de:
1 9 L‘ B | = ~
R* = k* =, cos ([ — o),
2
soda? der Sikularbeitrag : de manera que el aporte secular sera :
i 8 | I
— ( = — 7 ~ )
1 Jo—er n— Ve Ky(a”) — Ly (a”) cos (& — &) | =, ,
s (py(ag)) = -- ——a —= 5= gy . e o ., ) [ 01 (nt)=.
16 (1 + m)* n ( + ¢’M, (a”) cos (20" — 26)

Damit sind alle Terme des Hauptterms p, (@) erle-

diel, sodas nummehir iiberzueehen ist auf :
O b D

Ps (1'13)

Da aber («,)* stets nur aus konstanten Tetlen und
periodischen Gliedern zusammengeseltzt ist, so auch
Ps (a3), sodad wirinfolge des IFehlens siitkularer Glie-

der sogleich zum niichsten Term :

—
2)a 1 L
71\‘ : l{la([([ ((11)3.

Con esto quedan agolados todos los términos de

polay) y podemos ahora ocuparnos de :

Pero puesto gue (a,)* solo consta de partes constan-
tes v términos periodicos, lo mismo sucede con
Py (1}3), de manera que no resultavin términos secu-
laves y podemos pasar inmediatamente al proximo

Caso



iibergehen konnen.
Sind s (e,) die siikularen und p (e,) die periodi-

schen Glieder von ¢, so vermag in

9 l-'J

PG ((l%) - I\.

a1
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(6)

— Rlcee ()2
2

Si s (e;) y p(e) son, respectivamente, los térmi-
nos seculares y periadicos de e, resulta del des-

arrollo :

(31)2 = [S (61)]2 + [P (6’1”2 + 28 (6’1) 1L (el)

nur das letzte gemischt -siikulare Glied 2. s(e;) .
p (e;) zu den fiir unsere Zwecke notwendigen Pois-
son-Gliedern zu fiithren, wenn der periodische Iak-
tor Rleee von pg (da) noch hinzugefiigt wird. Dabei
fixiert hier, wie bisher immer, der Faktor s (e;) die
Gesamtheit der Sikularstorungen aller storenden
Korper, wihrend der anderc Faktor p (¢,) die perio-
dischen Stérungen nur durch Satarn, Uranus etc.
unter Ausschluf des schon zu Beginn unserer Unter-
suchung beriicksichtiglen Jupiter enthilt, soda?
R = R?resp. R3 etc., zu selzen ist.

Da nun der Faktor R, Glieder mindestens vom
2. Grade 1n R! voraussetzt, so ist in diesem Falle
auch in p (e)) die Storungsfunktion K* vom mindes-
tens 2. Grade. Deshalb ist zuerst und zwar als ein-

ziger Term von R! zu wiihlen :

9

que soOlo el iltimo término, secular mixto, multi-
plicado por el factor periodico R, puede produ-
cir en pg (&3) un término de Poisson que interese a
nuestro fin. Como siempre, el factor s (e;) contiene
la suma de las perturbaciones seculares producidos
por lodos los cuerpos, mienlras que el otro factor
p (ey), contiene las perturbaciones periddicas pro-
ducidas por Saturno, Urano, etc., excluyendo Ju-
piter ya considerado precedentemente; y se debe
poner R = R?%, R = R?, elc.

Ya que, ahora, el factor R'.c. presupone términos
de 2° grado por lo menos de R!, también debera ser
la funcion perturbadora R2, en este caso, de 2° grado
al menos, para obtener p (e;). Por lo tanto, hay que

elegir en primer lugar y como tnico término :

9 l,— ~
R' = I - E, cos (2! — 20). ()
: ;
IFolghich ist in: Por eso hay que elegir primeramente en
- V1 — all W I {
) () = e A H“'(;, — ('R;)f >
ple) Ny le - °

zur Ableitung von R2; zuerst zu wiihlen :

ee’”’

R = k2 &
|

soda3 mit Riicksicht aufl s (e,) = ¢, . nt :

2p (e,) s (ey) = + K /
(1

1 /1'2 ll —gt

para deducir R%; :

Gn (a’”) cos [2[ — (".)»l‘

de modo que, considerando s (e,) = e, . nt vesulta :

G, (a”) e’eit cos (2l — & — ®).
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Folglich ergibt das Produkt mit dem Faktor
l a
T l‘lgec:

I
—
16

2
6 (a3)) = — (V[I_{_*’Z)é
Das 2. Glied inp (e-l): e . R2, fithrt zu Termen vom
mindestens 4. Grade, ist deshalb also zu vernach-
lissigen.
Wihlt man weiter R! vom 3. Grade, so kommen
wegen der Form der Funktion R'c. und da p (¢))

eine Cos-Reihe 1st

’

nur die folgenden Terme in
Frage:

/
‘,ec

Rl =

{ K, cos (I — &)
sodaj folglich
= Co (a’

und deshalb :
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Por consiguiente, se obtiene, multiplicando por

Vf"" R,

k

E,G, (a”) ¢’e, sin (& — &) (nt)2.

El 2° término de p (¢,) : e . R% produce términos de

4° grado por lo menos, y puede despreciarse.

1 4 1 er
Si se escoge, ademas, R* de 3 grado, hay que
considerar, debido a la forma de la funcion Rl y
al hecho de que p (e,) es una serie de cosenos, sdlo
los términos siguientes :

+ L“ COS ([ + (n) — 2(1) 2 )

o
de modo que :

') cos ([ — &)

y por lo tanto :

1 — é? =
ap fe;) 8 (&) = V C,"e,l cos (I — »)
l\ l/(L
Folglich wird aul Grund von R': Por consiguiente, basindonos en R' obtendremos :
/ 2
I V1 — e = (= = 0~ . )
s(pe(as)) = + — a - CG", 3 K, — L, § ¢e, sin (&' — &) (nt).
([u( -i)) 16 ([+,’1)3 0t 2o 0 ) 1
Der niichste Hauptterm in ay lautet : El proximo término principal de a; es:
- 2fa 1

= 1 2 -
pq (ag) = ‘[‘\—;R cee - (L)% (7)

fallt aber fort, weil in (/,)* keine Poisson Glieder

moglich sind, soda? wir sogleich auf den niichsten

Term tibergehen konnen :

2 Va 1

Ps (c'13)

y no interesa porque en (/;)* no son posibles térmi-
nos de Poisson. Luego podemos pasar ya al proxi-

mo lérmino :

~

Wy)

9

R sl » (
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wo analog zum vorhergegangenen Falle p; (a;) mit
(e,)? als Faktor, der fiir unsere Zwecke brauchbare

Teit von (&,)? zu reduzieren ist auf :

(&) = 2p (o) -

c ®
wobei s (&,) = — nf und
e

wo in R? der periodische Teil zu substituieren ist.
Da R4 wie auch p (&,) Sinus-Rethen sind, so
diirfen R! wie R2 aus denselben Gliedern von R ent-

nommen werden. Ist also zuerst :

J1 —

Kya ¢
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donde analogamente al caso precedente de p; (a;)
con (e,)? como factor, la parte de (&,)? que nos inte-

resa, debe reducirse a :

s (1),

-

donde s (&) = ot ST
e

t'2

1 Bs

y R? debe sustituirse por la parte periodica.
Ya que R'cas y p (o) son series de senos, R'y
R? pueden sacarse de los mismos lérminos de R.

Es, pues, en primer lugar:

e - v
Re = B G, cos (I -- &), ()
so wird der P-Term von (&,)?: de donde el término P de (&,)? serd
Bt —&— & . .
25 (&) p (&) = K l——_—— S 21 tsin (I — &);
N Ja e

folglich wird, wenn dementsprechend

y pouniendo correspondientemente :

R = & % Cycos (L - &)

gesetzt wird, erhalten :

 §

s (pg (ay)) = + 5 a

se oblendra :

(\l‘) 1

p— ("‘ St

1 A g
—— (1”(4”“ 7 (/1,)').

o) (f + m)?

Dieser Ausdruck ist also mil einem Pole ¢ = o
behaftet und hebt sich deswegen gegen den analo-
gen Term in p, (ay), Fall (2b) (2) weg.

Sntnehmen wir jetzt p (@) aus den Termen 2.

Grades von %, so ergibt sich der Fall :

Esta expresion conliene el polo ¢ = oy se elimi-

na con el término andlogo de p, (ay), caso (20), ().

Sacando ahora p (@) de los términos de 2° grado

de R? resulta el caso:

2 2V I 5 ~ 1 - -
R? = k? ) —e?E”, cos (3l — 28) + 7 ee’G", cos (2l — &" — &) . (3)

/A

—

\
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Damit erhiilt man dann Con eslo se obtiene :

b2 1 — € &, s
\ e? |

2p (&) $ (o) =

K ya

N |

Folglich st R'c44 aus dem zu R? analogen Ausdruck

von R! zu entnehmen :

e I . )
eE”, sin (20 — 28), + v e"G” sin (2l — & — &) ;

Por tanto hay que sacar R';44 de la expresion de R!

analoga a R?:

R! = /2 % /i e’E,cos (20 — 28) + /1 ee'G, cos (2l — &' — &) %
{l )

1
sodaj de manera que :
— = ee” — — _
R G )
‘ 1—e 2
S (p% <_U3)) — ]I a (—+——)—2 j Eﬁ (llt)d
’ [+ m , 1 - ) — . . \ o
— Zee’G(,E”” cos (&' — @) + < ¢e’G” G, cos (& — &) ]

Auch hier ergibt sich ein Glied mit einem Pol und
zwar 1m 4. Gliede des Klammerausdruckes, es hebt
sich aber gegen den korrespondierenden Term (e)
In p, (a;) weg.

Schheglich ergibt auch die Verwendung der Glie-
der 3. Grades noch brauchbare Terme 2. Grades in
Py (a3), und zwar sowohl bei Verwendung in R? wie

in R2. Zuerst 1st im Falle

R? = /;2\ ;

T . ) ¥ ¢ : . \
, + = e*"L”  cos (I + & — 28) + §cc”-’\’l”(, cos (I — 20” + ®)

8

Folglich ergibt sich der Poisson-Term :

b2

3 . . ) I one,, - .
—e2J”, sin (I — &) 4+ = &N, sin ([ — &)
2 D) :

(o) s (o) = PN
2D (w4) S(wy) = — — — —
1 o | V1) 2[\ l/(—( e

-+ %c”:’\’l(,(u”) sin ({ — 28" + &)

Mithin st dann R'.;e 2u entnehmen aus :

Lt 4+ ee”K”, sin (I — &”) + ee”L”, sin ({ + &" — 2&)

También aqui resulta un término con un polo, a
saber, el 4° del paréntesis, pero se elimina con el

término correspondiente de p, (a;).

Finalmente, empleando los términos de R! y R?
de 3° grado, se pueden formar en py(a;) términos

aptos de 2° grado. Primeramente tenemos el caso :

I 1 : . 1 )
| ?e3J”U cos (I — &) + gee”QN”o cos (I — &) + 5 ¢e%”"K”, cos (I — &)

S /

\@

Liego resulta el término de Poisson :

\

/

Por lo lanto, se debe sacar Rl.zq de:

R — 2 (i Cycos (I — ),

X

&
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soda@ de modo que:

/3

- I et

2 2
o eZJ//O_I_ — e N//0
2 2

=

I I/I T 62 _C b, 1 _K// E// < (1 ~ 51 )2
s (ps (as)) = T m o ¢ + e’ [K”, + L] cos (&” — &) 3 (nt)

I 2 i
+ —ee”?M”, cos (2" — 2)
2

Die einen Pol e = o enthaltenden Glieder in N, Los términos en N, y M del paréntesis contienen

und M, der Klammer heben sich gegen die korre-
spondierenden Glieder (3) von p, (a3) fort. correspondientes (&) de p, (as).

Setzen wir in Bezug auf die Glieder 3. Grades Consideremos ahora para la deduccion de R'.54
los siguientes términos de 3°" grado :

un polo e = 0, pero se eliminan con los términos

znr Ableitung von R'¢ga :

/” % e’Jycos (I — @) + éee’2N0 cos (I — o)
Ri— g 1 (3)
( - éch’Lo cos (I + & — 2&) + 3 ee”M, cos (I — 28 + &),

andererseits aber El por otra parte :

I
®

RQ

e
= C”, cos (I — &),

sodad : de modo que :

1 — e S
2p ((7)1) S ([;)1) :ﬁ !/T— C"() 2)1_ t sin (1 — (‘-))
[ a e”

so wird schlieglieh : Resulta, pues, finalmente :

el

/ 9 =y

1 [ —" " - \ I == - - » G

S (/),\ (”;;)) = Z a ill—_i_—m? (,4”“ 2 + : (/'U,L“ CcOS ((l), S (l)) \ __l (/l/)3
. / 2 e

| l /‘i.— S ~ 7 ~
| =+ 3 "M, cos (26 — 2d)

(

Das 2. und das letzle Glied der Klammer enthalten  Los términos 2° y tultimo del paréntesis contienen
den Pol ¢ = o, und heben sich gegen die analogen el polo ¢ = 0, y se eliminan con los términos ani-

Terme in p, (ay) (20), Fall (2) weg. Damit sindalle  logos de P (a3), (2b), caso (). Con esto hemos ago-

b
I'erme von pg(ay) erledigt. tado todos los Lérminos de py («).
Der niichste Term der Hauptgruppe lantel nun : El proximo téemino del grupo principal es ahora :
2 ;/u

Py (('1;5) — T l{‘g({(' . Q. 6, (9)
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wobei a, aus R? zu entnehmen ist und ¢, die Gesamt-
heit der Sikularstorungen fixiert.

Da R'iee elne Sinus-Reihe, aber a, eine Cos-
Reihe, fixierl, so diirfen nur Glieder verschiedener
Argumente in Bezug anf ¢ und &’ kombiniert wer-
den, um die erforderlichen Poisson-Glieder zu erlan-
gen. Entnimmt man R'., aus dem Term niedrig-
sten Grades, so mu3, noch mit Riicksichtaufi=o,

sein :

Rl

Folglich ist a; abzuleiten mittels :

N7
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donde a; debe sacarse de R? y ¢, contiene la suma
de las perturbaciones seculares.

Ya que R'cee es una serie de senos, y a, una serie
de cosenos, hay que combinar solamente términos
de argumentos distintos en @& y ', para obtener los
terminos de Poisson necesartos. Si se saca R'.q. del
término de grado mas bajo y se considera que (=0
debe ser :

, e )
k? 5 C, cos (I — &),

Luego hay que formar a, por medio de :
8 1

: 9/ , y
RZ = k? — D", cos (I — &").
p)

sodajs

k>
ae; = + K

Mit Riicksicht auf das schon fixierte R wird dann :

X 1 i
s (py (a3)) = — /;“ D" Coa

womit schon alle Glieder 2. Grades erschoplt sind.

Das niichste Hauptglied

P1o (az) =

filhrt wegen des Koellizienten [, der [ret von Siiku-
largliedern ist, nicht zu Termen in £ in a;, weshalb

wird zu demn weileren Term

P (a3)) =

iibergehen. Hierin ist wieder fur o, die Sitkularsto-
rung und fiir a, die aus R? elc., folgende periodi-

sche Storung zu subslituieren, unter Bertcksichti-

de modo que :

2 Ja D et cos (I — o).

Si consideramos la expresion de R! ya tijada se ob-

licne :

4
ee . . _
sin (&7 — &) (nt)?

9

(14 m)° '

y con eslo hemos agotado todos los términos de 2°

grado. El proximo término principal

REogea, . I (10)

no produce términos en {* en ay, porque el coefi-
cienle /, carece de lérminos seculares. Por consi-

cuiente consideremos el proximo :

(11)

Ryea-a, . &

Aqui hay que substituir de nuevo &, por la pertur-
bacion secular, y a, por la perturbacion periddica

que resulta por R2, considerando que por el factor
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gung von t=o0 wegen des Faktors R'.q. Da sowohl R4 debe ser ¢ = 0. Ya que tanto R'..s como a,
Rl.ae wie a, Cosinusreihen darstellen, sind in bei-  son series de cosenos se pueden utilizar términos de

den Funktionen Glieder gleichen wie verschiedenen —argumenlos iguales o distintos en las longitudes de

Argumentes in den Perihellingen zu benultzen. los perihelios.
Entnehmen wir Rl¢q,, zuerst aus dem einzig mog- Si sacamos Rl.; primero del tnico término
lichen Gliede 1. Grades: posible de 1° grado :

R]—_—/ﬁgcocos (I — o)

so mup R? zur Ermittelung von a, folgen aus : debe formarse R? para obtener a, por medio de:

/7

R?=F® % Co (a”) cos (I — &) + ej D”, cos (I— &") %

sodajd : de modo que:
= /1,'2 P ’ 23] 4 /7 =7 o / ~
a - & = Va } C”yecos (I — &) + D"y a e’ cos (& — &) ! &, L,
Folglich wird dann : Luego resulta :
I = = =~ . <\ ) ) 2
S ([)11 (([;5)) = Z a CNU“ t (,4”““0 + D”UU// COS ((O)” = (1)) § ——(I +1ln )2 (“l) ¢

Im Ubrigen gibt es keine weileren Glieder 2. Gra-  No hay, pues, mds términos de 2° grado.
des.

Mithin hefert der nichste Hauptlerm : El proximo término principal es:

P12 (43)) = f*ll&(l Rlceceyl;, (12)

wo von den beiden Faktoren ¢, und /; nur ¢, die  donde solamente el primero de los dos factores ¢, y

erforderlichen Sikularterme enthilt. Ferner ist hier /| contiene los términos seculares necesarios. Ade-

zu beachlen, daj mds hay que considerar aqui que :
2;’: ¢ I I/[ D) 9 *
i : — e _ 3 n
h=¢+p=— K RPqdt + —e ——— \ R%dt — — - | a, (I, ") dt.
2 2 a

K Ja

e

Entnimmt man nun R'... aus den Gliedern niedrig-  Si se saca ahora R.. de los términos de grado mas

sten Grades von R!, also aus bajo de R!, es decir, de :

>

9 € Y ~
“l - /a"' 5 (A“ COS ([ -~ (0))y
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so ist [ abzuleiten nur aus : .

N4

R? =
weil hier Glieder nur mit verschiedenem Argument
in Bezug aul & und &” kombinterbar sind. Wie
man ersieht, bt dann der 2. Term der rechten
Seite von [/, keinen Einflu? aus, weil R.2 verschwin-
det; es miigten die Glieder 3. Grades von gleichen
Argument in [ und " herangezogen werden, aber
dann wird das entsprechende Glied 1 pg, (a;) vom
i. Grade, also hier hinfillig. Folglich erhiilt man

1m niedrigsten Grade :

k2

K

e, =

IFolglich muj K¢ aus dem schon oben fixierten R!

abgeleitet werden, womit dann erhalten wird :
L o,
s (plz ((l:;)) - 7' a G, ) D"4a +

Weitere Glieder 2. Grades (reten hier nichtl auf.

Deshalb kommen wir nun zu dem Hauptlerm :

afa

1)1:5 (a.'5) l(
wo sowohl e, wie &, sitkular sein konen. Sind beide
FFaktoren zugleich siikular, so entsteht 1n pyy (ay)
direkt ein Poisson-Term, aber keine reine Sitkular-

. e o 42
beschleunigung in 2.

is werde zuersl @, sikular angenommen, also
3 0y
ny = —

(4

. nt. Substituieren wir dann:

R! = £2C,

so 15t R'..q eine Cosinusreihe, ebenso wie der Aus-
druck fiir e;, der hier mittels R%, etc., zu bilden ist,

soda® R? zuerst zu entnehmmen ist aus

a ) Dasin ([ — &) +

‘.
; cos ({ - &),

Il9

¢, debe deducirse de :

e o
k2 — D", cos (I — &),
) .

puesto que aqui solo pueden combinarse términos
conargumentos distintosen & y &’. Se observa enton-
ces que el 2° término del 2° miembro de /; no ejerce
ninguna influencia ya que R.?se anula; se deberian
considerar los términos de 3°" grado del mismo argu-
mento en [ y I, pero en tal caso resultaria el térmi-
no correspondiente py, (a;) de 4° grado, es decir,
innecesario aqui. Por consiguiente, se obliene, en
los términos de grado mas bajo :

3D . .

— ——sin ([ -

dll 4 d l/_
e’e, .t
2 a ‘ = )\ ]

Por lo tanto debe deducirse R'.e. del R ya fijado,

resultando :
‘,; é
LT Q1 ~ I/ = 2
: D7, ¢ e . e SN (& — o) (nt)=.
Como no quedan mas términos de 2° grado, pase-
mos ahora al principal :

R €y - Wy, (13)
donde tanlo ¢; como &, pueden ser seculares. Si
ambos facltores son seculares a la vez, se forma en
P13 (ay), directamente, un término de Poisson; pero
en cambio no se formard ninguna aceleracion secu-
lar pura en (%

Supongamos primeramente, o, secular, es decir

-

) .
L. nt. Poniendo entonces ;
e

W, =

(%)

resultan R'.eq ¥ ¢, series de cosenos, debténdose for-
mar ¢, aqui por medio de R*, de modo que, prime-

ramente deduciremos R? de :
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Ri=1 s C”, cos (I — o).

Folglich wird auf Grund der Differentialgleichung

VI—621
Kya ¢

Cl‘—_—'——

erhalten :

k2 VI — e°

p (&) s(o;) =

I
2
Folglich wird endlich :

. I

s (a3 (a3)) = g2

Dieser Ausdruck enthilt den Pol e = o, und zwar
im 1. Gliede der Klammer, es findet aber ein Weg-
heben dieses Gliedes gegen das analoge in p, (ay),
Fall (46), (2) statt, wihrend der 2. Term der Klam-
mer ein normales Glied 2. Grades ergibt.

Wir konnen nun Rl mit demselben Ausdruek
o. Grades wie im FFalle (a) kombinieren mit Termen
3. Grades in R?, sodag mit Riicksicht auf Rg? in ;31

gewiihlt werden darf :

Luego obtendremos, basindonos en la ecuacion di-

ferencial :

Por consigulente resulta :

1 —ée — (A e
e O} o 3T |

| e

Esta expresion contiene el polo e = o, en el pri-
mer lérmino del paréntesis, que se elimina con el
término analogo de p, (a5), caso (4b), (»), mientras
que el 2° término del paréntesis forma un término
normal de 2° grado.

Podemos ahora combinar R'.; con la misma
expresion de grado 0 que en el caso (a), tomando
para calcular R%; de t.’-l los siguientes términos de
3 grado de R*:

i I ans
\/ 3 e*J”, cos (I — &) + 3 ee”*N” cos (I — &) )
R? = 2] : ¢
I o 2 W4 ~ 1/ ~ i 2 (‘ )
-+ g e L7, cos ({ + & — 26) + 3 ee*M”, cos (I — 26" + &)
\ C

Unter Ausschaltung des Termes e R% in ¢;, aus

dem Glieder 4. Grades in a; hervorgehen wiirden,

folgt dann :

o

A_.

| -

p (1) s (o) =

0

(

Folglich erhalten wir mit Riicksicht auf Rl :

1 Vl — e? - SCZJ//“ = (,//ZN//“

S (1)13(([3)) — 3—‘ a ——

2 (1 +m)? °| + 2e¢’L”,cos (&” — &) — ¢2M”, cos (20" — 2&) ) e

i— ¢ | e*J”ycos (I — @) + ¢*N”; cos (| — &) ) By

( + 2ee”L” cos (I + &” — 28) — ¢”?M”;cos (| — 20" + @) \ e

Prescindiendo del término e . R.2 de ¢;, que pro-

duciria términos de 4° grado en a;, resulta :
(nt)?
Por lo tanto, obtendremos, considerando el tactor

i .
I{ e o

Ii)‘ (nt)?
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wo sich das 2. und 4. Glied mit dem Pol ¢ =0 donde los términos 2° y 4° con el polo e = o se eli-

gegen korrespondierende Glieder von p, (a;) weghe-  minan con el término correspondiente de p, (a;),

ben, in (4 b), (2). (4b), (3).
Vertauscht man in () die Ausdriicke fiiv R und St permutamos en () las expresiones de R' y R2,
R?, so ergibt sich der FFall : se forma el caso :
R? = [2 O, ;—) cos (I — &), (¥}
kombiniert mit combinado con
i S . | \
=e*J,cos (I — &) + 3 ee’*N, cos ([ — &) /
R )
TR , , . I 9 - =
( - 3 e?e’Lj cos (I + o — 20) + 3 ee”?M, cos (I — 20" + ®)- )

Folglich geniigt ¢;, demselben Ausdruck wie im  Porconsiguiente e, . &, satisface la misma expresion
Falle (), wobei wir aber hier in (v) von der Mit- que en el caso (x); pero pudiéndose prescindir aqui
nahme des aus eR% hervorgegangenen Gliedes abse-  de considerar el término ¢R.?, ya que originaria tér-
hen kénnen, daeszu Termen 4. Grades AnlaZ geben  minos de 4° grado, resulta :

wiirde ; mithin wird alsdann :

9

J 971 I ONT —_— . . “
— \ 7 ety + 7 ¢*N, + ee’Ly; cos (0" — @) |
‘ N A A [ o, g
(P () =g & (e Oy % (1)
/ — — e”M, cos (28’ — 2d)

A

wo das 2. und 4. Glied den Pol ¢ = o besilzen und  donde los términos 2° y 4° contienen el polo e = o

sich neswegen gegen die analogen Terme in p,(ay), v por consiguiente se eliminan con los términos

Fall () fortheben. analogos de p, (ay), caso (3).
Sntnchmen wir jetzt RYy,, aus den Termen 2. St sacamos ahora Rl de los términos de 2° gra-
Grades von R!, so isl zuerst: do de R', resulta, en primer lugar:
UZ
R o= f* 7 E, cos (2! — 2®). (2)
soda folglich R* entnommen werden mu{ aus: de modo que hay que sacar R* de :

10 G- I : .
R = 2 % i e’E cos (20 — 20) + i ee’G”, cos (2l — " — ®) :

Folglich wird Por eso resulta:

/1'2 ‘//l o (32 \/ 1 1 é (:"—)1
i o~ — —p 4 ~ 2 P o ~ . 1 g P D .
P (e;) s(dy) = K ——V; /7 eE”, cos (20 — 26) + S G”, cos (2 — & w) £ 2
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also :

1 Ji—é =

s (Pys (ag)) =

a6 “(1 + m)

{frei von Polen ¢ — o.
Alsdann bleibt nur noch-ein Term 2. Grades in

R' zur Verwendung fiir R'. :

Al

/
5 B8
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luego :

don 1 T~ - ¢
5 Eo é el”, + = e"G”, cos (0" — &) o'y (nt)?,

carece de polos ¢ = o.
Queda, pues, solo un término de 2° grado de R!

para el calculo de R';eq, a saber :

R = k2 — G, cos (2] — &' — @), (2)

4

sodag R* demselben Ausdrucke wie 1m Falle (3)
gentigen muj. Demnach folgtauch fiir das Produkt
p(ey) s (o) derselbe Ausdruck wie in (). Mit Riick-

sicht auf ded neuen Wert von R! wird dann :

1 Ji—e = |
g e S e
IU(L(I + m)? %

s(ps(as))
wobel das 2. Glied mit dem Pol ¢ = 0 gegen das
analoge Glied (1) (%) von p, (az) weglillt. Zugleich
sind alle Terme 2. Grades von p,, (a;) erledigt, so-
weit o, als siikular belrachtet wird.

Betrachten wir nun ¢, als siikular, soda3 alsdann
@, eine periodische Sinusreihe darstellt, wihrend
R'..s eine Cosinusreihe bleibt, so fallen alle Terme
mit demselben Argument in ¢ und &’ fiir unsere
Zwecke fort. Wiihlt man also im Falle der Terme

niedrigsten Grades

Rl — /l.:;_)(]” cos ([ — &),

so isl R* zur Ableitung von &, nur aus den Termen

3. Grades moglich, und zwar nur den folgenden :

eE, cos (&'

de manera que R? debe salisfacer la misma expre-
s10n que en el caso (2). Luego resulla también para
el producto p(e;) s(oy) la misma expresion que en
(3). Considerando el nuevo valor de R! se obliene

enlonces :

oY)

| G :
— ) 5 e"G”, cos (& -- &) 2 e — (nt)>.

e

donde el 2° término con el polo e = o se elimina
con el término andlogo (1), (3) de p,(a;). Al mis-
mo tiempo se agotan todos los Llérminos de 2° grado
de pyg(ay), st consideramos @, como secular.

Si consideramos ahora ¢, secular, de manera que
@, s una serie periodica de senos, mientras que
R'.cq es una serie de cosenos, ltodos los términos
con el mismo argumento en ¢ y &' no vienen al
caso. Eligiendo, pues, en el caso de términos de

grado mas bajo :
(a’)

solo serd posible deducir 6, de los términos siguien-

les de 3° grado:

fIL e . | B N =1
\ gee 'K”, cos (I — &) 3 e*e’L” cos (I + & — 20) )
( C
R® = /#
v ) \
’ + g ee”?M” cos ([ — 28” + @) /‘
\ C

Dann wird zuniichst

Resulla entonces
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1 B
= ee” K", sin (I — &) ‘n
A

. VI = a"\ 1 . ) X /Z,
p(6,)s(e) = | + 7 ee’L”,sin ([ + & — 26) , 24
A Va ] \ e
1 112N\ 77 3 [ ~ // ~
| + :;c M7 sin (I — 26" + &) |
T § ,
so daj folglich mit Ricksicht aut R!; de modo que, considerando la expresion de R, se
| B | I J
obliene :
, , 1 1 —e = ((L7, — R”)c”sm — @ \
s (pis (a3)) = 16 (‘V————— Gy <( _r ' / -
19 (1. + m)® Ie W ; l)*=.
= M bl]l (‘)(.) — 2w > \
2 e ;

Das lelzte mit einem Pole ¢ = o behaftete Glied der Ll «iltimo término del paréntesis con el polo e = o,

Klammer fillt gegen das entsprechend engegenge-  se debLm)e con el correspondiente término (4a),
selzle Glied (44) () von p,(ay) fort. (3) de p, (ay).
Ermitteln wir jelzt o, an (a) anschiefend, mil- Si a partir de (a) deducimos ¢, por medio de:
tels:
R? = 122 Gy cos (I — &), (b)

so folgl R'wq nur aus den lolgenden Termen 3. se obtiene Riceg sOlo de los términos siguientes de

Grades von R': 3° grado de R':

= /”:S e*e’Liycos (I + & — 20) + % ee”?M,cos ([ — 28" + &) (

(&

Mihin wird znnichst ; de donde en primer lugar resulta :

s 1 k2 l‘J’I — e
1 {(@dy) » S(€)) = =z e G /Slll(/— ),
/ ( 1) I) 9 K V(l 0 e
also folglich : y por consiguiente :

(U Lysin (& — o)

(Pis(ag) = — sa 2 =€ ’ (;
$(pis(ag)) = — za _C 1e?— (nt
S8 (1 + m)? “( M‘,\m( 2% — )(.))\ =
(T he )
Der 2. Term hebt sich wegen des Poles ¢ = o El 2° término con el polo ¢ = o se elimina con

gegen den entsprechenden Term (4«), (2) von py(«y) el término correspondiente (4a), (a) de p, (ay).
fort.
Ermitteln wird jetzt R'iei aus den Termen 2. Si calculamos ahora R'es por medio de los tér-
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Grades von R!, so isl hier zusammenfassend zu set-

zen .

_12)1
R! = '

FFolghch mui dann &, ermittelt werden aus:

: Sy , I .
R? = 1.73; ,7;6’0"(3"0 cos (2l — & — &) + i el cos (2l — 26)

dann wird ;

[

e .
o e‘"’\ ey G”ysin (21 —
e

p (o) s(e) = ZK '_Vz‘—e

soda? lolglich :

1
s(piz(as) =sa )
— e

Der letzte Term, den Pol ¢ = o enthaltend, hebt
sich gegen den korrespondieren Term in p, (a;) (4«)
(2) fort. Damit sind dann alle Terme 2. Grades
erledigt, soda? wir zum nichstend Hauptterm tiber-

gehen konnen :

P14 (,‘7"3) =2

wo nur ¢, sikular sein kann und der Faktor /, von
R? abhingig ist. Da die Funktion Rl stets den
Faktor e enthiilt, &, aber den Pol e = o besitut, so
verschwindet der Pol im Produkt, sodag nur pol-

freie Terme entstehen. Die Storung [, folgt mittels

. 2 l‘/u 1
L ows = k.
K 2

Da R, wie [, Sinusreihen sind, ist die Beriick-

sichtigung auch gleicher Argumente in beiden Fak-

+ E”;sin (20 — 26)

— — . 1=, ~ , .
\ — E,G”¢” sin (& — &) + —Q—E”OGOG’ sin (& — &))

sin (& — &") \

2 l'/l—‘L

K

[T 32
g g on
S ]{JU, + —e [_/T l’lz(; i (l, [”).
l\}/(t 2 a
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minos de 2° grado de R!, debemos poner :

—e’E,cos (20 — 26) + ’I‘C‘flGo cos (2 — &' — &) g (')

(

Por consiguiente debe determinarse ¢, por medio de

)

—

Luego resulla:

o — o) -
ey .1

de modo que :

ey (nt)?.

El dltimo término contiene el polo e = o y se eli-
mina con el correspondiente de p,(a3), (4a), (3).
Con esto se agolan lodos los términos de 2° grado
de mancra que podemos pasar al proximo término

principal :

1{155(2’)[1 . (\")1 (l-/l)
donde solo @, puede ser secular y el factor [, depen-
de de R%. Ya que la funcion R g contiene siempre
el factor e y &, el polo ¢ = o, unicamente se for-
maran lérminos hibres de polos. La perturbacion [,

resulta por medio de:

Ya que R'e y [, son series de senos pueden con-

siderarse tambicén iguales argumentos en los dos
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toren zuliissig. Dann ist, da /; von R? abhiingt, nur

ein einziger { = o entsprechender Term 2. Grades

n py, (a3} moglich ; man muf setzen :

R?:k?%l
2

soda8 mithin das Produkt :

eC”y cos (I — &) + é e"D”, cos (I — &) ¢

factores. Por depender [, de R, s6lo es posible un
tiinico término de 2° grado en py, (a;) correspondiente
a t = o; se debe, pues, poner:

)

de manera que :

. 4 bC"” I [~ 2 (' 3 17 \

l {2 (')1 t < e Sin (l — (:)) ['— a a(( Z V[ — & C a9 5 C ﬂ} /
1(0)1 ] ) 17 ‘ ¢
I\Va ¢ ,’—c”sin(l—&’)”)[bD”+%D} \,

Folglich ist R'; zu entnehmen aus :

Rl

|

sodaj der Sikularteil entsteht :

(:I ”“([, T

I
§ (P14 (a3)> = Z a G,

Alle iibrigen Glieder fithren zu Termen 4. Grades.

Die von unserer Ifauptgruppe noch verbleiben-
den Glieder : p,, (a3) bis py, (a;) lassen sich leicht
aus den oben schon abgeleiteten Termen ermiltleln,
da es sich bei diesen Termen nur um solche han-
delt, die allein aus der Valldl)lhhlt des Koellizienlen
la des Ausdruckes von ad in Verbindung mit der
intwickelung von RY; hervorgehen.

Zuerst 1st zu betrachten :

P1s ("':;) = -

Dieser Term filll von vorneweg fort, weil («,)? kein
Poisson-Glied enthilt.

Der folgende Hauptterm ist:

2 |a .

P1s (‘;3) K

[ — =
i V1 — e G +

+ ¢’ cos (& — ®) [D”(,a - S 3 4

2 Ja

N 2a

— RE g,

Por lo tanto debe sacarse R, g de:

2 ?2_ C, cos (I — &),

de manera que:

)
;€ :|
. C//
0 =
2 (OF]

— q J '(—I—+—,”)—_) (12/).“.

Todos los demas conducen a términos de 4° grado.

Los términos que faltan todavia de nuestro grupo
principal, a saber, p,; (a;) hasta p,, (a,) se deducen
facilmente de los términos ya calculados, puesto
(ue se trata de términos que solo resultan de la
variabilidad del coeficiente J« en la expresion de a

conjuntamente con el desarrollo de R'.

Primeramente hay que considerar :

- Rl (a,)? (19)

iste Lérmino se elimina de antemano, porque (a,)?

no contiene ningun término de Poisson.

El siguiente término principal es :

I

2a - (10)
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hier liefert a, die erforderlichen Poissonglieder
durch die mit den KFaktoren ¢, und &, versechenen
Terme von a,. Das Endresullal folgl direkt aus dem
Hauptterm p, (a;), indem, wie der Vergleich von
Py (ay) zeigt, nur die Differentiationen nach a zu
unterdriicklen und ferner p, (a;) durch 2a zu divi-
dieren ist. Demnach erhilt man die folgenden ent-

sprechenden Terme, jetzl akzentuiert :
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a, produce aqui los términos de Poisson necesartos
mediante los términos que contienen los factores e,
y &;. El resultado final se logra directamente del
término principal p, (as), como resulta de la compa-
racion de py; (az) con p, (ay) con solo prescindir de
la derivacion respecto de a y dividir p, (a5) por 2a.
Se obtienen los siguientes lérminos correspondien-

les, que distinguimos ahora por acentos

, _ == e'e = - .
(1a)y s{pis (a3)) = 3¢ G, (a”) D, m sin (o — o) (nt)?
’ Lot - Vol N > ol & 2
(1b) =5 aCy (a”) } eCy + Dy cos (&' — o) § (1+—lm)ﬁ (nt)?
; £y | D.C. (t—1)n E/le L e 1)
(1e)a Tk L (i—1)n(1 + m)? S e A
; . I mn’ TR = E’L’ . . -
(rey’ SR e Ai < g — l‘—i> G L P sin (o — ) (Ill)g
(1d) « Expa (i— 1) w D; } ¢Ci cos (& — &) +e2l—J'§ (—lel (nt)?
- 8 SNt D+ meE
(1) UL R S Y P a2 g g
1 o = — —a s i — o~ E 5 COS == / &
: 8w —=npitt? (1 m) Bl S
’I" EI/ e
ey = + = a — D, (¢”) Cy ——— sin (&” -- &) (nt)?
( ) + 8 " 0( ) U(I -{—1)1)2 ((0 “)( )
(Lfy e et 3 D (a) t eC, cos (& — &) + eD, 2 &y (nt)*
== 8 > 0 ( 0 S \W ) 0 ([ + /n)'—’

Der niichste Hauptterm ist dann :
Pi7 (a3) =

der sich von p, (a,) ebenfalls nur durch die oben
genanuten Differenzen unterscheidel, sodas man

hier erhiilt :

I — —
7
— 5 a I) n(‘u

$ (Puz (ay)) =

Der niichste Term pg(a,) enthilt keine sikularen

*-Glieder, soda3 wir sogleich iibergehen auf :

S (1 4+ m)*

que resulla de p,(ay), electnando las operaciones
mencionadas, nos permite escribir :

N
('l(

=sin (0" — o) (nt)?.

El proximo término, pyg (a;), no conliene términos

seculares en £7, de manera que pasaremos a :
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: afa 1 .
Pio (ap) = K o Riepa, . &y; (19)

das entsprechende Sikularglied folgt unter Beach-
tung der schon fixterten Bedingungen aus py, (ay),

soda? sich ergibt :

I

S (P19 (a3)) = s a Gy 3 eC”y + ¢’D” cos (& — (-3)%

8

Schlieglich liefert das letzte Glied der Hauptgruppe :

el término secular correspondiente resulta de p,, (a;)
considerando las condiciones ya fijadas, de modo

que a

0y p

Finalmente, el tiltimo término del grupo principal :

)Vﬁ I

P20 (a5) = — K 84 R, (a, )

keinen Beilrag zu den gesuchten Sikulartermen.

iermit 1st die Behandlung der gesamlen Haupt-
gruppe erledigt. Die parallele Hauptgruppe hierzu
erhiilt man, indem man in allen Formeln der be-
handelten Gruppe von (1) bis (20), den oberen Index
1 mit 2 und umgekehrt vertauscht, d. h. indem man
iiberall die Elemente m’, o', ¢/, ... mit m”, a”, e”, ...
verlauscht und umgekehrt; die Glieder maigen mit

(1), (2), etc., bezeichnet werden; so ist also

2 a

no aporta ninguna contribucion a los términos secu-
lares buscados.

Con esto queda terminada la investigacion de todo
el grupo principal. El grupo principal paralelo se
obtiene permutando en todas las formulas del grupo
ya tratado desde (1) hasla (20) el indice superior 1
con 2 e inversamenle, es decir, reemplazando en to-

/

das partes los elemenlos m/, a,” ¢’, ... por m”, a”,

¢”, ... e inversamente ; designando estos lérminos

con (1’), (2'), etc., se obliene

* (l, ¢ ]
P1 ((L:i) = K Rzgu“‘g (r')
S donde
‘1 9 /a 1 1 = 9 I 9 ~ 17 1 / ~ | ~ f
1) (“ 2) = _]_ 3 a 5('("1 + a 9m 1) + (L“:‘)('”(: 1 + U“:_:(\.')” - )y + a 21-’ . € 1 + a 2(‘,",' O E
\

u. s. w. Die s-Glieder von a, ergeben sich dann ent-
sprechend unmillelbar aus den obigen Resultaten.

Unsere niichste Aufgabe bestehtl weiter davin, die
Storungen der Elemente von Jupiter, Saturn, ete.,
anslatt bisher indivekt, nunmehr direkt in Riicksicht
zu zichen. Zu diesem Zweck ist die Formel fir &3

gemii’ (D) aul die folgende FForm zu erweilern :

Los términos seculares de «; resultan entonces, de
inmediato, de los resultados precedentes.

Nueslra proxima larea consisle en considerar
directamente, en lugar de indiveclamente como
hasta ahora, las perlurbaciones de los elementos de
Jupiter, Salurno, ele. Paraeste fin, hay que ampliar
la fOrmula referente a @, segun (5) de la siguiente

manera :
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2)a
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1) ((l;) = _—> Rlsu' . (l'._, + RISC' ¢ 0'2 + Pllss'1/2 + Rlsﬁ)’ . G),2

I < I I 9 I -
+ - Rlsa’a' . 0'21 s 12 ;Rlse’e’ . 3121 + ’2‘ Ras's'l’“1 + ERIE&'(B’ s
2 )

+ Rlwar - a . (I,'l + (Rlsae’ale,l) o Rleas’a11l1 o (Rlsa({)' .

+ Rleceare, . @’y + (Rlaee'elell) == Rlsea’ellll S (Rlsed)’ <€y

a,w'y)

@'y)

-+ Rlss(l'll caly + (P\lsse’lxcq) + Rlies'[l : l’1 + (P‘liid)' : 11 0 ‘7),1)

~+ ng(f,(,'ﬁ)](l'l + (RIS(I)L" . 6)18’1) =t Rlad)s’(:)1l,1 o (Pllsd'nb’ . (T)I(T)'l)

+ Rleqrer . a5l 6”1 + Rlsa’s’a’l . [,1 + Rlwa - ay .oy + Reerer . €. 1/1

I
2a

I
3= Rlse'd>’ . 0’1 . C)ll of Rlesd')’ . 1,10)11 v % Rlsa'al : all +( Rie'ale,l)

I I
-+ ;l Rlss’al . [’1 -+ (2—({ Rlaa‘)' . (llm'l) %

Yon diesen 34 Gliedern fillt die Mehrzahl fiir
unser Ziel der Ermittelung der Sikularglieder in £
fort; nur 1o-Glieder sind brauchbar, die durch Pa-
renthesen gekennzeichnet sind. Simtliche Glieder
enthalten wegen der Differentiation von R' nach e die
Liinge [. Dagegen sind alle Faktoren a’;, ¢/}, /;, und
»; frei von [, weil wir annehmen, da3 die grojen
Planeten Jupiter, Saturn, etc., keine Stoérungen
durch die kleinen Planeten oder die Erde erfahren,
soday sie zumindest hier vernachlissigt werden diir-
fen. Infolgedessen konnen nur die Glieder einen
Betrag liefern, in denen die von / abhiingigen Fak-
loren a,, e, ||, oder &, auftreten, wobei zugleich
zur Entstehung der notwendigen Poissonglieder
stets e,” oder &,” als Faktoren auftreten miissen und
von diesen der Sikularbetrag zu verwenden ist. s
sind ¢, und &,” die von allen anderen Planelen her-
vorgerufenen Sikularstorangen des Jupiler, wiih-
rend die Faktoren a, e, [, und &, die periodischen
Stérungen durch Jupiter, Saturn, etc., enthalten.
Im ersteren Ifalle (Jupiter) durchliuft der Index i
alle Werte 1 = 0, + 1, + 2, elc., aberim 2. Falle

(Saturn, ete.) ist immer ¢ = o. In Bezug auf die

La mayoria de estos 3/ términos no interesa a
nuestro objeto, que es la investigacion de los térmi-
nos seculares en (? y hemos destacado con paréntesis
los diez términos utilizables. Todos los términos
conlienen la longitud [ a causa de la derivacion de
R! respecto de ¢ 6 [. Por el contrario todos los fac-
tores a,’, e/, [/ y ®,/ carecen de [, pues suponemos
que los grandes planetas Jupiter, Saturno, etc., no
sufren perturbaciones debidas a los asteroides o la
Tierra, de modo que ellas, al menos aqui, pueden
ser despreciadas. Por consiguiente solo pueden pro-
ducir una contribucion los términos dependientes
de len los cuales aparecen los factores a,, e, |, 0 &,,
y para que se puedan producir los términos de Pois-
son necesarios, deberan aparecer e’ v %,” como fac-
tores. Los factores e’ y &," son las perturbaciones
seculares de Jupiter producidas por todos los otros
planetas, mientras que los factores ¢y, e, [, y &, con-
tienen las perturbaciones periodicas por Jupiter,
Saturno, etc. En el primer caso (Jupiter) el indice ¢
toma los valores i = o, + 1, + 2, etc., pero en el
2° caso (Saturno, elc.), es siempre { = 0. Gon refe-

rencia a los primeros cuatro términos en ay', e,’, 1)
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ersten 4 Glieder in @'y, ¢y, I, und 6/, ist speziell zu
bemerken, da? diese Faktoren wohl Poisson-Glie-
der enthalten, deren periodischer Teil aber von ',
., ... roder ¥ 8,

KRombination zu einer Konstanten durch das Hinzu-

... etc., abhiingt, soda? eine

treten des slets von [ abhiingenden Faktors Rl.y,
elc., nicht maoglich ist. Ferner ist zu bemerken, daj
alle 1o Glieder von Polen e=o0 und ¢’=o frei sind.
Denn prinzipiell konnen solche Terme nur in den
mit den Koeflizienten ¢, oder &', oder mit beiden
behafteten Gliedern auftreten. Entsprechend dem
Prinzip der Entwickelung der Stérungsfunktion
nach Taylors Theorem mup aber das Auftreten der
genannten Faktoren stets von einer Differentiation
von R, nach ¢ oder & oder beiden begleitet sein ;
andererseits miissen dann gemi? den Eigenschaften
der Storungsfuntion die Exzentrizititen e oder ¢’ oder
beide als Faktoren auftreten, sodaf die in &, und ¢,
oder &, ., auftretenden Pole e =0 und ¢ = o
aufgehoben werden.

Tritt anstelle der gestorten Bahn des Jupiter die
des Saturn, etc., so ist in den ro Termen R! durch
R?, etc., und analog die Faktoren ¢’; und &', durch
e”, und ", zu ersetzen. Dann erhilt diese Parallel-

gruppe also die {olgende Form :

e

p ((.13) —

—+ Rgsst‘”11e,/1 -+

20

Dabei ist wieder fiir a,, e;, [, und &, die Summe der
periodischen Storungen durch Jupiter, Saturn, etc.,
zu subslituieren, ebenso fiir ¢’ und ¢, die Summe
der Sikularstorungen des Saturn durch alle tibrigen
grogen Planeten.

Gehen wir jetzt zur Behandlung des 1. Gliedes
unserer ersten Gruppe iber, soist (1) Rlcqer a,¢’; 2u
bilden, wobei wieder ¢/, — _(,;’1 'l sein muj und ;’1

etn Glied nundestens vom 1. Grade in ¢”, ¢, ete.,
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y @, hay cue observar especialmente que estos fac-
tores contienen términos de Poisson. cuyas partes
periodicas dependen de I/, I, ... o U, I'", ... etc.
Luego no es posible formar una constante en el pro-
ducto por Rleq, pues R'.y, depende siempre de /.
Ademas, hay que observar que todos los 10 térmi-
nos carecen de polos e = 0y ¢ = 0; pues en prin-
cipto estos términos solo pueden formarse en los
productos afectados por los coeficientes &, 0 &,/, 6
por los dos. De acuerdo al desarrollo en serie de
Taylor de la funcion perturbadora los factores men-
cionados aparecen siempre acompaitados de una de-
rivacion de R! respecto de & O & o de ambas ; por
otra parte, las excentricidades e 6 ¢/, o ambas deben
aparecer segun las propiedades de la funcion pertur-
badora, de modo que los polose =0y ¢ = o que

aparecen en &, Y @,” 0 en & . »’ se eliminen.

Si se sustituye la Orbita perturbada de Japiter
por la de Saturno, hay que reemplazar en los diez
términos R! por R?, etc., y analogamente los facto-
res e,/ y &, por e/” y »,”. Lntonces, este grupo pa-
ralelo obtiene la forma siguiente :

ae”’; + Riuana, 0"y + Rieere e’ + R%:ed"e, s,

I.{")ss,:,"[ld')"l -+ Rzg,:,g”ﬁ)lt’”l +- B"’s,:,(r,”ﬁ)l . 07

I .. ; S )
+ =—— ]{JSQ’”(LIC ,1 + z_l I{JS(D” . (I| . (‘),,1 :‘
(85

Hay ue sustituir otra vez «, e,, [, y &, por lasuma
de las perturbaciones periddicas por Jipiter, Sa-
turno, ete.; asimismo, ¢,” y &,” por la suma de las
perturbaciones seculares de Saturno debidas a todos
tos otros grandes planetas.

Si pasamos ahora a considerar el primer lérmino
de nuestro primer grupo debemos formar (1) R qer.
a,e,/, donde ¢,/ = Z’l’ n't,y 1}; es un término de 1°*
grado por lo menos en ¢”, ¢, elc. Ya que R'iyer es

9
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ist. Da R!.qe durch eine Sinus-, a, aber durch eine
Cos-Reihe dargestellt wird, so sind Glieder vom
gleichen Winkelargument in beiden Faktoren aus-
zuschliegen. Deshalb ist, wenn R'cer in den Glie-

dern niedrigsten Grades auf Grund von

\-;-e’l),- cos [ill — (i — 1) | —
B

I -
[+ 7 ee [Ficos [i (! — 1) -

abgeleitet wird, die periodische Storung a, durch

Jupiter zu biiden milttels :

Rt =k § Ay cos [i ( — D] +  Cuecos i — (i - 1)l—a] !

Die entsprechende periodische Storung a, durch Sa-
turn fordert, dag, weil R, von [ und /', a, aber von [
und {7 abhingt, das Glied mit: = o aufzusuchen
ist. Ferner ist es jetzt nicht nur gestattet, sondern
wegen des Grades des Gliedes notwendig, zu dem

zur Ableitung von q, erforderlichen R-Gliede :
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una serie de senos, y @, una serie de cosenos, que-
dan excluidos del producto de los dos factores los
términos del mismo argumento angular. Por lo
tanto, si deducimos Rl¢qer de los términos de grado
mas bajo, o sea de

]

o + o]+ F_icos[i (I — 1) + & — &]

debemos formar la perturbacion periddica a, produ-

cida por Jupiter mediante la expresion :

\

/

La perturbacion periodica correspondiente a, debi-
da a Saturno, exige elegir el término con i = o, ya
que R' depende dely / y a, depende de [ y !".
Ademas para deducir a; no solo es licito sino tam-

bién necesario anadir al término siguiente de R”:

R k# —Z— Gy cos (I — &)

noch den folgenden Teil hinzuzufiigen :

la parte :

AR = 12 = D7y cos (I — &),

wiihrend bei a; durch Jupiter das zu D; gehorige
Argument : o/ — (1 — 1) ! — o in R nicht wulissig
war. Folglich lautet die Summe der periodischen

Storungen durch Jupiter und Saturn :

mientras que en a, (perturbacién por Jupiter), el
argumento del término con Dy : o/ — (1 — 1) | — &’
no era admisible en R'. Por consiguiente la suma
de las perturbaciones periddicas originadas por Ji-

piter y Saturno es:

3 (1 — 1) S e . . cos t(I' — 1))

k Ji2 V‘ ( Aj P ([ : ])/[ € COS [1[ — ([ s l) ! - (1)] + 2:\, ﬁ)
| B = K a /' &

( — I(l C”ycos (I — &) - 1,_1 D", cos (I — &) \

sodaf folglich im Produkt mit R, fir die gesuchte
Sikularstorung gefunden wird :

de modo que la perturbacion secular buscada se

halla por medio del producto de a, por R' e :
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/ . \2 /

[rs i L — I)'n . . o ot R o 7 RO

[ GiDig - ,( . ) esin (& — o) + G Dye — e sin (&' — &)

' — (L—1)n \ n
I \ = = n . . TT mn’ S e IS ¢
ag=—7a/ — D" Dya — &sin(&” — &) + AiFie —— e sin (&' — ) ——— (nt)?
h n n —n \(1 + m)? "
— in’ .
| = AiF _iq ——, ¢sin (& — o)

\

Der 2. unserer kritischen Teme hingt ab von der
Funktion :

].)l]s(u}‘ﬂa]f‘h’lg WO
und &’; mindeslens vom 1. Grade. Die beiden an-
deren Faktoren sind beide Cosinus-Reihen, sodap
im den zugeharigen Storungsfunktionen auch Terme

cleichen Argumentes zu beriicksichtigen sind. Im

Falle niedrigsten Grades von R'.qq st zu wiihlen :

R' = k2 — Dj cos [il

folglich ist @, (Jupiter) zu ermitteln mittels :

Rt =k €

\

In diesem Falle 1st R? in Bezug auf die Ableitung
von a, (Sat.) aus dem zu R' analogen Ausdruck zu
bilden, nur unter Vertauschung von m/, a’, ¢/, ...
mil m”, a”, e”, und Substitution ( = o. Dann

wird folglich in Bezug auf Jupiter und Saturn :

+§G.® on [ — (i — 1)1~ 3]

El 2° de nuesltros términos criticos depende de la

funcion :
-E)f
. 1
@) = S n't (2)
e

es por lo menos de 1 grado. Los olros dos factores
son series de cosenos, de modo que en las funciones
perturbadoras correspondientes hay ¢ue considerar
también términos del mismo argumento. En el caso

de grado mas bajo de R'..5' debe elegirse

R

—(1—=1)l—&];

—

por lo tanto debemos sacar a, (Jupiler) por medio de

+ l)g%cos (il — (1 — 1) — &] %

En este caso, para la deduccion de a, (Saturno), for-

mamos R* de la expresion analoga de R!, permu-

’

tando m’, a’, ¢’, ... con m”, a”, ¢”, ... y poniendo

{ = 0. Entonces resulta, para Japiter y Saturno :

Al — 1 . : : } (t— 1) - : .1 )
= . ) Ciecos [il — (i — 1)l — & + - ; Dicos[i/ — (1 — 1) — &) |
5y ’ i ’
Ji2 \ll}—(l—l)lt mn' —(t—1)n
g, =5 — la :
l I\ / X N7 ~ ! n o, ~ 1/ \
— —C"ecos (Il —&)— =D",e”cos (I — &")
\ n n /
und somit schlieglich : y, finalmente :
(t—1)*n (== ) . = 1
\ ., 3 {7C¢l)[u € COS ((;)’ — (])) + l)ii)l.(l . ()/‘) _:’
I ' — (1 —1)n ™'y 9
ay = - a , T (nt)
b 4 Y [G Do e cos (& — ) + DDy ¢ cos (& — &) | 0 T ™)
7[— | Lo pa € COS ((n) ) oYou € S\ 0] |
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Ferner ist Rl.qz auch aus Termen 2. Grades von R!  Ademas Rl.q; puede lograrse de términos de 2°

entnchmbar, soda3 grado de R, o sea
. . . = £ : g 2 :
R! = ’ k%ee’ | F; cos [t -0 —& + o]+ F_icos [L (! — [) + o — o) (B)
4
sodag a, (Jup.) zu folgern ist mittels : de manera que a, (Japiter) resulta por medio de:

R! = k*Ai cos it (I — 1),

sodaj : luego:
k* — . cosi(I' — 1)
a = — 2— Va A; -
IK (n" — n)
Mithin ergibt sich dann : y por consiguiente, se obtiene:
— an

I o o o .

g = - a » A[ L % hia — l‘_.ia % . € COS (('), = (')) ('),1 (/ll)2
= i n—n

ohne Hinzufiigung von Gliedern, die aus a, (Sal.) sin la inlervencion de términos que podrian resultar

hervorgehen kénnten, weil @, (Sat.) fiir 1 = o ver- de a, (Saturno), puesto que a, (Saturno) desaparece

schwindet. para { = o.
Weitere Glieder 2. Grades in ay sind hier nicht Como no hay otros términos de 2° grado en a,

vorhanden, deshalb gehen wir iiber zu : pasamos a :
I{Eeg’ele’l . (3 )

Aus Griinden analog zu denen in den vorhergegan-  Por molivos analogos a los de los casos precedentes

genen Fillen ist dann R'.er im Falle der Terme nie-  hay que sacar R'c.er, en el caso de términos de gra-

drigsten Grades zu entnehmen aus: do mis bajo de :
A— /-:2‘-;— V=) — &+ e+ Foicos[e(l! — D) + & — o). o (a)
: ,

Da éx Ya que L'l
' l‘/l -8 { 3 I )
€y = — e } -— H,;, + (’Rg >9

Kya (€ 2 )
so ist folglich in Bezug aul e, (Jup.) zu selzen : hay que poner para la deduccion de e, (Jipiter):
- \ l'()’ - | ol -~ ~ ] Al ag ~ bod
R! = /2 ; T [F—icos[t(!! — 1) + & — o] + Ficos [l(/' - ) — & + o] + Aicos i (I -- 1) (

\

soda3 de modo que:
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/ 1 , I—“L
| =€ -
k2|1 _02\2 L(n' — n)
ey = — = = .
2 l\ V(l ( . ic, -7
2 i1(n—n

In Bezng auf e, (Sal.) sind in Verbindung mit den
soeben genannten Gliedern bei den analogen Argu-
menlen in der Linge : ((/’ — [) keine Sikularteile
1n d3 moglich, weil bei dem notwendigen : = o die
Groge e, = t . const. = siikular, wird, wiihrend
I{lscc' = 0.

Weiter ist R';.r dem folgenden Gliede 2. Grades

Zu en Lnehmcn a

ee
R! = &2 - G; cos
4

folglich ist dann e, (Jup.)zu ermitteln ans:

2

g €
Rl = /‘i'a Z I
wober der Term e. R'. in e, zamm Wegfall kommt,
da er zu Termen 4. Grades in a, fithren wiirde ; also

wird, noch mit Riicksicht aul den Anteil Saturns

sl = )

i —
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A;

n.— n

N

[i(ll’ — l) + o —a]—e

~

Si consideramos conjuntamente los términos ya
mencionados con el argumento ¢(/ — /), con los
argumentos andlogos que corresponden a e, (Satur-
no), no seran posibles partes seculares en ;13, yaque
por ser necesariamente { = o, resultae; = ¢ . const.
= secular, mientras que R';er = 0.

Ademas R';er se debe sacar del siguiente término
de 2° grado :

(t—2)l— & + 0]; (b)

por consiguiente e, (Jupiter) se obtiene de:

sicos [ (1 — 2) — 28],

donde el término e. R'; de ¢; se elimina porque
origina en ay términos de 4° grado; luego resulta,

considerando la contribucion de Saturno parai =o0:

bei 1 = o:
, 1 B2yt — e (., ecos[il(i — 2)] — 26 e /
e; (Jup. + Sat.) = — o V—_ g E; .l, — - ] + E7) — cos (2 — 25) !
2K e | ' — (1 — 2)n 2N \

Schlieglich fithren noch die folgenden aus dem 3.
Grade von R'sich ergebenden Terme zn Gliedern 2.

Grades in agy, zwecks Ableitung von R;eer:

Ll

<

= eeKicos[ill — (1 — 1)l —

—
(0]

Bt = &

-+ gec’zMi cos [ — (1 — 1)l — 20 + ©]

Folglich ist dann das entsprechende e, (Jup.) zu

entnehmen aus:

Finalmenle se originan aun términos de 2° grado en

ay, st Rz se deduce de los sigutentes términos de

(3]

3¢ grado de R':

a)/] + éUZC,Li COS [ll/ — ([ — I)[ oF o 2G)J /

(¢
\ )

/

Por consiguiente, el valor correspondiente de e,

(Jupiter) debe tomarse de :

lp:mgcw%uw*u_mz—m,
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sodag, wenn auch zugleich der bei { = o entstchen-

de Beitrag von Saturn beriicksichtigt wird :

1 k2 1 —é

cOS

Gi
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de manera que, considerando la contribucion de

Saturno correspondienle a { = o, se obliene:

[ i =)

cos ([ — &)y

e, (Jup. + Sat.) = ’
: Ja

2 K

Insgesamt wird folglich aus alien 3 Fillen (a),
(b) und (¢) die Siikularstorung :
,"—__._, ( o,
it L T

G et
(I + m)* (

n

n—n

(t — 2)n’

Al

in' — (1 — 2)n

o= = . . .
+ — E”,Gye sin (&' — &)
n '

n = r
144
—;Co‘_—

<KU ==

Der 4. Term unserer Spezialgruppe ist abhingig

von der Funktion :

¢ sin (20 — 26) — A.-(Fi — l"_i>

+ Cr 2 By,

in' —(t—1)n n \
Por tanto se obtiene en total, de los 3 casos (a),

() y (¢) la perturbacion secular :

esin (¢ — ),

'— n

n

(i o 1) 1! — (KL — E,) esin (& —

EiGie sin (& — &) + Gi -

E(,) e sin (& — &) — Mye sin (20" — 26))] g

o)
' — (L —1)n | — M sin (26 — 26) J
&, (nt)2.

Ll 4° término de nuestro grupo especial depende
de la funcion :

Hlacr;}’b’lt:fl, ( ,l)

Abgesehen von der Freiheilt dieses Produkles von
Polen unterliegen die Argumente keinerlei Bes-
chrinkung, weil die beiden ersten FFakloren von (1)
Cos-Reihen sind. Da das Produkt Rl . ', bei
Ableitung des 1. IFaktors aus Gliedern 3. Grades
infolge der Ableitung nach ¢ und der Neutralisie-
rung des Poles ¢/ = 0 vom 2. Grade wird, so bleibt
das gesamte Produkt (4) vom 2. Grade, wenn e,
wie R'ceq aus den Termen desselben Argumenles

in [ und ! entnommen werden, niimlich :
A=l — (¢ —

wo gemip den Eigenschaften der Storangsfunktion
a + = — I sein mup.

So erhalten wir zur Ableitung von R'.eq als er-
sten IFall :

‘J/

Rt = &2

"4

s —

Ficos i (= 1) — & + 6] + Ficos [i (! — ) + & — &) |

St prescindimos del hecho de que este producto
carece de polos, los argumentos no eslan sujetos a
ninguna restriccion, ya que los dos prim'eros facto-
res de (/) son series de cosenos. St R! se deduce de
términos de 3°° grado, resulta del 2° grado el pro-
ducto R, . &), a cansa de la derivacion respectlo
de e y de la neutralizacion del polo ¢ = o ; por tanto
el producto total (4) resultara también de 2° grado,
si e, y Rleeqr se toman de los términos de igual argu-
mento en [ y ', a saber :

]b) [+ a0 + Lo,

donde debe ser por las propiedades de la funcion
perturbadora: a + 3 = — 1.
Por eso obtenemos, para deducir R'.s, como

primer caso :

(a)
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sodag e, (Jup.) abzuleiten 1st mittels der folgenden
Funktion

| ee

1 2l Y S
Rl=k '

Folglich wird :

L)
o

/ Fl -/ ’
e mCOS[t([—[)—

sl

—
|

S

2
4

+ 2

— n,ecosi(l’— l):

Periodische Storungen e, (Saturn) aus Termen die-
ser form liefern in Verbindung mit R'..s keine
Sdkularstérungen in a;.
Das nichste brauchbare Glied von R! zur Ablei-
tung des Faktors Rleq 15t
ee’

R! = k2 " G; cos

soda3 e, (Jup.) abzuleiten ist aus :

2

R! = &? %E cos [ill — (i — 2) | — 20)
soda
)__I/'izl/l — ¢ I
“T 3K fa W —(i—2)n

Schlieglich sind in dem Falle, wo die Glieder 3.
Grades der Storungsfunklion herangezogen werden,
um Rl zu ermilteln, allein die folgenden Glieder

zu beriicksichtigen :

\
\

Also ist e; (Jup.) dann nur zu folgern aus :

[0 — (1 —2) — & — o],

g é— eedKicos [l — (1 — 1)l — &' + % e2e'Licos [t — (1 — 1) [ 4+ & — 28] /

’ +§ee’2Mi cos [t/ — (i — 1)1 — 28 + &] \
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de manera que se debe deducir ¢, (Jupiter) por me-

dio de la funeion siguiente :

(Ficos[i(I' =) — &'+ &)+ F_scos [t (! — )+ & — )]+ A cosi(l! — 1)

Luego resulta :

Las perturbaciones periodicas e, anilogas a estas
producidas por Saturno, no dan en a; perturbacio-
nes seculares.

El proximo término util de R! para deducir el
factor Rl e, €8:

(6)

de manera que ¢; (Jupiter) debe sacarse de :

ee’
4+ — Gy cos

; il — (i — a2}l — & — &) ¢

\7

de suerte que :

2¢E; cos [/ — (1 — 2){ — 28]
+ eGicos [l — (i — 2) — &/ — &] \

Si constderamos finalmente, para deducir Rcq
términos de 3° grado de la funcion perturbadora,

solo podemos tomar :

Por lo tanto e, (Jupiter) se logra solo de :

R = k‘zgc,- cos [ill — (i — 1)l — &),
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womit man erhilt :

Gt

1 k)1 — é

OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

de donde se obtiene : .

L)l-:_,.__

2 K- g an = (v~
Die aus ¢! (Sat.) sich ergebenden Terme folgen in
den Fillen (b) und (¢) bei Substitution ¢ = o bei

gleichzeitigem Ubergange von m’, o/, ¢, ... aufm”,

I)n

cos [l — (1 — 1)l — &].

Los términos correspondientes a ¢, (Saturno) se for-
man en los casos (b) y (¢) poniendo ¢ = oy permu-

tando m’, a’, ¢, ... conm”, a”, ¢”, ... en las [6rmulas

a”, ¢’, ... in den aufgestellten IFormeln. Alsdann eslablecidas. Entonces se obliene, en suma :
erhilt man insgesamt :
I I —e? ( e n ) o« et e S & l'/l,, o J
a; = —a ‘ , R : ¢’ cos (20" — 20) — A, ———— e Cosin =—rh
10 (1 + m)={ 2 n—n n--n
I =—=N\o = I I /= \o N I—— n’ g B
+ - (l‘,-> - ¢ + — (l‘_,> ——— ¢ — —FiF_i -—— ¢ cos (20 — 2)
p) n—n 2 n—n 2 n—n
i 7
_ = 4 ] 4 — . 1 = n
+ F_A; e cos (& —.0) = G (t— 2) |- Gi+— : e
n - n - 2 =2
7 ’L, AU ~a - el ,L/ _l _‘_II 24 ~ 1/ g —‘// =0 ~
+ Ei — . ecos (o — )| + G, — |- G"e” cos (0 — &) + E”, cos (&' — &)
i — (1 —2)n n |2 ‘
{2 — %t = - e - == -, . T e -n]
T - ) e Ll\,‘c COB (D — B) — L:2 cos (& — o) + Mie’ cos (26 — 26 )
n' — (L — 1)n
/ -\
v U ~ 7 ~ T ~ 7 ~ 1V Y ~ 7 ~ ‘( ~ 2
+ 7, — [Kgecos (& — &) — Lyecos (& — @) + Mye/ cos (26" — 26)] { D1 (nel)?.
B '

Der niichste Term unserer Gruppe laulet dann:

Rlgee. .

sodaf die notigen Konstanten aus dem Produkt ei-
ner periodischen Sinus- mit einer Cosinus-Rethe zu
suchen sind, sodag folglich Terme gleichen Argu-
mentes in den Storungsfunktionen ausgeschlossen
sind.

Da R';,r mindestens vom o. Grade, muj R! die
folgenden Glieder enthalten, um Terme niedrigsten

d. h. 2. Grades in a, zu erlangen :

»p!

R! = /2 ) ‘5 Dicos [l — (1 — 1)l — &'] + %—Fg cos[t(l — 1) — & + &+ F_icos[i(l'— 1)+ & — G):]2

Alle anderer Glieder 2. und hoheren Grades fithren

zu Termen 4. Grades in a,. Da

El proximo término de nuestro grupo es pues:

(5)

le,

de manera que hay que buscar las constantes nece-
sarias en el producto de una serie de senos por una
serie de cosenos, quedando excluidos de las funcio-
nes perturbadoras los términos del mismo argu-
mento.

Ya que R':.er es por lo menos de grado o, R! debe
conlener los términos siguientes a {in de lograr los

del grado mas bajo en a;:

)

Todos los demis términos de 2° grado o mayor

producen términos de 4° grado en ay. Ya que
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= / 2
. 2)a 1 /1 —e 1
e o, = el Rl(t’*‘ Sl UR(;,
! o K 2 K VLL
WO donde
5 0 -
, 3 n 3(2)a
o e A )
2 2 N

so 1st {; wie auch g, abzuletlen mittels :

R!

\

Man findet alsdann :

hay que deducir /; y g, por medio de:

i % Gi cos [ill — (i — 1) [ — 28] + Aicos [i(I — 1)]§ ‘

Hallase entonces :

k2~ 2Ci sin [l — (1 — 1)l — ¢ Aisin (! — 1), k2 )1 — €
[, = — 2 -ya\lc \m“., (L. ) o ?_‘——————SI,nt( )/_}_l__V_——_—l —° e
N {2 2da m' — (1 — 1)n da (W —n) V4K Va
o sin [{'/’ (L.-- 1)l — o) 3/1—)/4 icCi(i_l)Si!l '[[[’ = (I - 1?)(/— o] ilm[([f ,A[')(
' — (t—-1)n K Va ( 2 [t/ — (1 — 2)n]? t(n — n)* \
Folglich erhilt man unter Beriicksichtigung des Por consiguiente se obtiene, considerando el factor

IFaktors R'ser, und ferner nach Ableitung des ent-

sprechenden Termes {; (Sat.):

Rl;er y deductendo ademas el término correspon-
diente /; (Sat.):

i . I e (L— 1 n 7 — i - = S
11:,1(1—___),‘35111((1,’_ @) |+ DiCGia — . e A — (Fi — F_;)
(1 4+ m)* ? L L (t— 1)n it n—n
I e R 3 e i — 1)ynn O o i’ \|
— — 1 — & GD; —7—— - 5 (DiC; — - Al S I
10 e — i — Ljn S\ in" — (1 — 1)nf \at — RJ
I — . n — n' — |
——Dylesin (& — @) [—-3 -0 —2— g0+ =1 —e2—C”
A 0 n 0 n 0 2 J n 0
- . oo V= fif = = )
+ ¢’ sin (@" — @) (.3 " D7, + o o I)”(,,,)J : ¢y (. ).

Der niichste Term unserer Gruppe ist der folgende :

1
R czw! -

Da bei siikularem Verhalten des letzten Faktors die
beiden ersten Faktoren Sinusreihen sind, sind Ter-
me gleichen Argumentes i ithnen zulissig. Der
ersle Iaklor ist zuerst aus der folgenden IFunktion

zu bilden :

El proximo término de nuestro grupo esel siguiente:

~ f »
L&- (6)
Ya que los dos primeros factores son series de senos
y el ultimo factor es secular, son admisibles en ellos
términos del mismo argumento. El primer factor se

forma, en primer lugar, de la funcion :
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ee

R! = Ii2§§e’Dicos[il’ — (=10 l—-&]+ i

withrend alle weiteren Glieder 2. und hoheren Gra-
des nur zu Termen 4. und hoheren Grades in ay
fibren kinnen. Folglich sind dann /; und ¢, abzu-

leiten aus:

N | -

= |
(
sodaj :

e ——

[Ficos[i(l —)— &' + o] + F_icos[i (V' — 1) + &' — &]]

eCitos il = (= 1)} L ol T ey cos [it — (G2 1)1 = & + Kecos i (=Dt
' (=1
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e~

micntras que todos los demas términos de 2° grado

o mayor solo pueden introducir en ag términos de
o E o /& St -

4° grado o mayor. Por consiguiente /; y ¢, deben

deducirse de

!

de modo que :

y D sin [t/ — (1 — 1)1 — &)

——KVCl\

da i’ — (I — 1)n

‘ %gsini(l’-—l)e

K~ 3Cisin[il — (1 — 1)l — &]
L ) :

k1 — &

da i’ — (L—1)n

sin[il — (i — 1)l — @]

=

1
Y L(n' — n) \+Z

(i = 1)

zKVT—L?L i[in’—(i— 1)n]

FFolglich wird, nachdem auch /; (Sat.) gebildet wor-

den 1st, mittels Substitution von ( = o und Uber-

Ja

osin [ilf — (¢ — 1)l — ®]

sin [i/ —(t—1)l— &'+ A

i in(i — 1)n

sini(l - 1))
)

: 1(n — n)?

Por consiguiente, después de haber formado /; (Sat.)

haciendo ¢ = o y permutando m’, @', ¢/, ... con m”,

ganges van m’, a’, ¢, ... aut m”, a”, ¢’, ..., der a”, ¢’, ..., resulla la siguiente expresion de a, :
folgende Aunsdruck fiir a, erhalten :
I~ . - I [= n’ o T n' 1, —; n’
(13:——\1),'(1—])2{—— Cia - ; : CCOS((-)'—(.))—i— Diu‘.—,—.—(], ——;l/l —(,'“)./—.———X
2( | 2 il —{i—1)R imn'—(—1)n o) ' —(t—1)n
— N 3 (= (t — 1)nn L — (t — 1)nn ’
X Giecos (0 — o) + 7 |Gi = - ;s ecos (0 — @) + Di — ; = @
4 [i" — (1 — 1) n]? [t — (1 — 1)n)?
I = — ' 3 —— nn'
+ ~ FiAig ———— € cos (&' — &) — = FiA; - ¢ coS (&' — &
2 n—n { ) 8 (n" — n)* ( )
I = — ' S - inn’  —
— —F_iAig — ecos (@ — @)+ =F—i—————=Aiecos (&' — @
9 ‘ ) ( )+ 3 (' — n)? ( )

¢

n — n |
+ ee” cos (0" — @) (— 2 o DV%a — 3 ;D”(,)J f

— - - n = 1 f—— n —
— —Dylecos (&' — )| — 2—C"pa + )1 — € —
n 2 n



A. Wikens, La aceleracion secular de los ejes mayores de las orbitas planetarias

Der niichste der Hauptterme ist :

Rlad)e' . rq'u113’1

da der 1. Faktor durch eine Cos-, der 2. durch eine
Sinusreihe dargestellt wird, so sind in beiden gleiche
Argumente ausgeschlossen. Folglich ist Reger, da die
zugehorige Funktion R!' wegen der Diflerentiation
nach @ und ¢ mindestens vom 2. Grade sein muj,

zuerst zu entnehmen aus :

= fFc d
+ F_icos[i(l — ) + & — &)

Folglich ist &, aus demn folgenden R' zu ermitteln :

/

=

soda? sich fiir o, (Jup.) ergibt :

/i ee’'Gicos [t — (1 — 2)l — & — &) + %ee’ [Ficos[t (I — D)o — & + &) )

139

5l proximo de los términos principales es :

(7)

ya que el primer factor es una serie de cosenos y el
2° una serie de senos, se excluyen de los dos facto-
res los argumentos iguales. Por lo tanto debemos
obtener en primer lugar R.ge, de la expresion si-
guiente, pues la funcion R' correspondiente debe
ser por lo menos de 2° grado a causa de la deriva-

cion respecto de & y ¢':

g (a)

/

Por consiguiente deducimos o, de:

\ i—cincos [ — (i — 2) — 26] + ;Ice’ [Ficos[t (! — 1) — & + o] |

( + F_icos[i(l — ) + &' — &)} + /ic"Bz cosi (! — 1) \

1

de manera que resulta o, (Jup.). :

I o sinfidl — (3 — 3){ — 24| I, 1 e okl

; /1‘2 Vl — 62 : g 7| (,lq in' — (L - 2)[1 -/; e m [l i S1I [ll — [) ==") + (')] )
(= e U

k fa ¢ ( + F_isin[e(U — ) + & — &]] + éL"Bi sin ¢ (I — 1) \

Da es nun auch mdoglich ist, dag das Produkt
Rige . @, vom 1. Grade wird, wenn der 1. Faktor
aus Termen 3. Grades und &, aus Termen 1. Gra-
des von R! entnommen wird, unter Neulralisierung
des Poles ¢ = 0, so sind von den Termen 3. Grades

diese und nur diese zu beriicksichtigen :

Rt = k)2
(3

Folglich ergibt sich ¢, mitlels :

Ya que ahora es posible que el producto R'.qer . o,
resulte también de 1°" grado, si el primer factor se
saca de los términos de 3° grado y o, de los térmi-
nos del 1°" grado de R!, con neutralizacion del polo
¢ = 0, debemos considerar de los lérminos de 3¢

grado éstos y solo eslos términos :

=e2Licos [l — (i— 1)+ &' — 20| + = e¢’M; cos [ — i — 1)l — 20 + & : (b)

8

Por consiguiente &, resulta por medio de :

R! = — k2C; cos [ill — (i — 1)1 — @]

2
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sodaj luego :

—

/1.2 l/l e (32 . 1 sin [L[’ — (I — l)[ o (T)]
e i —

1 e E ’
1 K ya e in

/

N

—(t—1)n

Fiigen wir in den beiden Fallen (a) und (b) noch  Si afadimos ademas en los dos casos (a) y (b) la
die Storuang &, (Sat.) hinzu, durch Substitution von  perturbacion o, (Sat.), haciendo ¢ = o en los térmi-
{ = o in die entsprechenden Terme, so erhalten nos correspondientes, obtendremos finalmente :
wir endlich :

[ g 5 ’ ’
I 1 — ef — — (t — 2)n e " = — n . 3 "
ds =1 l_, é — 2GiE; — . esin (& — @) — 2FiF_; ———— ¢ sin (20" — 26)
32 (1 4+ m)* | i’ — (1 — 2)n n—n
== Sl L, == n' N |
— 2Bil'i ——e sin (¢ — &) + 2BiF—i ——e sin (¢/ — ®)
n—n ' n—n
— (L2 A e e AT iy - e R
— 20; — . ‘eLi sin (& — &) + ¢M; sin (20 — 2(.))J + 2G,E”, —esin (&' — &)
B M) T n
—— L n; - = 17—
— G,G"y—¢"sin (0" — &) + 2C”07 [eLO sin (o' — o) + ¢M;sin (26/—26) | : ¢y . (ntl)*
0 : , p / ,
Der niichste Term der Hauptgruppe lautet : El proximo término del grupo principal es :
I{IE’,”,'IJ . f‘l"] . (:ll ; (k\‘)

sowohl der 1. wie der 2. Faktor werden durch Si-  tanto el primer factor como el 2° son series de senos,

nusrethen dargestellt soda? gleiche Winkelargu- de manera que son admisibles argumentos angula-

mente zuliissig sind. res 1guales.
Pa R'.;; mindestens vom 2. Grade 1st, beruhl Ya que R';4qr es por lo menos de 2° grado, el

er 1. IFall aul der folzenden Zusammenselzung priner caso se basa en la siguiente composicion
d IFall [ der folgenden Z tzung b | g { i
von R': de R':

R? — J2 Lc’ (Ficos[i(l/ — )l — & 4+ &] + Ficos[i(l! — 1) + & — o] )

< 3 . . . . a)
4 | + Gycos[ill - (i —a)l — &' — @] \ {
sodap de modo que
: l‘/l — e
(\',)l £5 Tamm——— ¢ l{lc
K Ja C
zu ermilteln isl aus: se deduce de :

/

o~ -

e’B; cos i([’ — /) + ;ec' |l“;vcus |l.(/' — l) — o + :;Sl + F_; cos [[(/’ - I} < e ol
R! — /1.25 4l gl ' /

, + /lczl'],‘ cos [il' - (i — 2)] — 28] + : e¢’Gicos [l — (1 — 2) — & — &] \
| A /
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sodaj

sin [il/ — (1

in' — (1

X
+ — Eze
2

In Bezug auf &, (Sat.) ist zu bemerken, da? das
O 1 V]
Produkt R.;s . », infolge i = o in diesem Ifalle

= 1 o]
nur von den Funktionen K, und G, abhingig wird.
Weiter folgen auch aus bestimmten Termen 3.
Grades von R* zur Ableitung von R'.44 brauchbare
Teile von a;, wenn &, aus dem in e linearen Term

von R! berechnet wird, soda?

,1{15(;,(;,: vom I.
ee

Grade, e. &, vom o. Grade und ¢6/, vom 1. Grade
werden. Man hat dementsprechend nur die folgen-
den Terme in R zur Ableitung von R'.4q0 zu be-

riicksichtigen :

[ I . ;
= e*e’Li cos [
o)

8

Folelich ist zur Bestimmune von ), zu wiihlen :
D D 1

hi(n — n)

[ 74 »
+ZCG1,

I :
— ee”?M; cos

fin
el

lnego :

e’ I (F,- sin [t (I' — 1) — & + @]

+F s (l — 1)+ & — G’)])
sin [i[’ — (i — 2 — & = o] [

i’ — (1 — 2)n )

v

Respecto de &, (Sat.) hay que observar que el
producto R':sa . ®; depende en este caso (por i=o0)
solamente de las funciones E; y G,,.

Ademas resultan partes ttiles de a,, si se deduce
R'.z4 de ciertos términos de 3" grado, y st se calcula

@, del Lérmino linecal en ¢ de R!, de manera que sea

, Rliger de 177 grado, e. @y de grado oy ¢ . &,
ee

de 1°" grado. Por este motivo debemos considerar

anicamente los siguientes términos de R! para de-

. 1 .
ducir Rl ;6 :

—(iw[)[+(7)/~2(T>J ,
(b)
[[l’ == ([ — l)[ — 20 + o \
/
Por consiguiente, para la determinacion de &,, de-
bemos elegir :

R = k22 Cicos [ill — (i — 1) — &),

»
2
sodaj

(0)1 — ¢

Alsdann erhilt man aus den Termen (a) und ()

zusammen, unler EinschluZ von &, (Sat.):

L
(7=

de manera (ue

sin [t — (1 — 1) — )

m — (1 — 1).

1l

intonces se obtiene por (a) y (b), incluyendo o,
(Sat.):
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’ ’

I f1i—e ( == n n
G, = — a » ———— 1 eF;B; cos (&' — &) + e¢FiF—i —— cos (28’ — 28
716 (1 + m)* ! YW —n Tl ‘" —n (23 )
n' - — I — g
— — eF_i{Bi———cos (&' — & —e’(t“_)“——
+ 2 (b“ n n o —n (.m w) + 2 S
S i—a)n = = I — 2}
——e (Gi>9. ( - ) — i ,( - ) cos (& — )
2 ' — (L—2)n ' — (1— 2)n
C (L__ l)ll' i ~ / ~ M ~./ ~
i - [eLi cos (&' — @) + ¢M; cos (26 — 20)]
e = i=orpn :

/

A % N I
+ E”,G,—ecos(»" — @) + 5

n

/’

ol n = xe
(JNOG _l_e// COS( A (D’)

I

= C/’ _[ [_JO coS (.(]’)’ — (”,)) - C'MO CcoS (2(7)’ — 2(7))]

n

Weiter lautet der vorletzte Term unserer Gruppe:

afa 1
K 2a

ay =

das Resultat ergibt sich aus dem entsprechenden
Term (1

nur durch die Differentiation nach a in (1) und

) unserer Gruppe, da beide Funktionen sich

den Divisor 2ain (9) unterscheiden. Die Beachtung
dieser Unterschiede ergibt unmittelbar :

a,

(4”(,])(, e 8in (& — &) — D7,Dy—

Schhiezlich lautet der letzte Term der Gruppe :

2 V/a I

B TX

20
Auch dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem
analogen Term (2) unserer Gruppe nur durch die

schon unter () erwihnten Operationen. Folglich

erhiilt man 1n ihnlicher Weise :

mn'
T i:] /

% oy (nt)?.
El término peniltimo de nuestro grupo es:

1
— Rleer . ay . ¢y (9)
el resultado se obtiene del término correspondiente
(1) de nuestro grupo, ya que ambas funciones difie-
ren solamente en la derivacion respecto de a en (1)
y el divisor (2a) en (9). Por la observacion de estas

diferencias resulta inmediatamente :

)sin (C)' — )

ne—n

(J)l

(1—|—m

" sin (& — &) ) - (nt)?.

Finalmente, el dltimo término del grupo es:

Hlsu“)’“l . CJ,]- (IU)
También esta expresion se distingue del término
andlogo (2) de nuestro grupo sélo por las operacio-
nes ya mencionadas en (g). Por consiguiente, se

obtiene de modo semejante :
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a (Fi— Fo) Rt

da =
. { n—n

| -

’

— n - - YA
+ CgDy ¢ cos (&' — &) + DDy —

Hiermit sind alle Terme der Gruppe erledigt, sodaj
nunmehr auch die Parallelgruppe unmittelbar ableit-
bar 1st, wenn Saturn mit Uranus, etc., vertauscht
wird, zu welchem Zweck nur m”, a”, ¢’, ... mit
m’, a”, e, ... zu vertauschen ist.

Eine weitere Hauptgruppe ergibt sich durch die
Vertauschung des oberen Index 1 in dem 1. Faktor
z. B. bei Rliqerae’; des Termes (1) mit 2, 3, etc.,
und entsprechender Vertauschung von m’, o/, ¢, ...
mit m”, a”, ¢”, ... resp. mit m”, a’”’, ¢, ..., elc.,
in den Ableitungen von R, etc., wic in dem zuge-
horigen 2. und 3. Koeflizienten, um dadurch von
der Hauplstorung durch Jupiter aul die tibrigen
grogen Planeten iibergehen zu kénnen. Dabei bleibt
a, von der Form a, = a, (Jup.) + a, (Sat.) + a,

(Uran.) + elc., analog ¢, [, und &,.

§ . Der Fall innerer storender Kirper

Bisher war angenommen worden, dag der ge-
storte Korper sich innerhalb der Bahnen der storen-
den Korper befinde, sodad jetzt der ebenso wichtige
umgehkehrte Fail zu untersuchen bleibt. Im Falle
der Erde ist diese Umkehrung durch den Effekt des
Planelen Venus besonders charaktervisiert, ferner im
IYalle des Saturn durch die Anziehung des Planeten
Jupiter, elc.

Der Ubergang von der obigen Darstellung der
2-Sikularstorung a, eimes imneren gestorlen Korpers
der Masse m durch die dufere Masse m’ aal den
umgekehrten FFall ist aul Grand der obigen For-
meln folgendermagen moglich. Da jetzt m’ die ge-
storte Masse ist, so sind zuerst in obigen Formeln

’ !

fiir a4 alle Elemente m, a, e, ... mut m/, «, ¢, ..

*9

ecos (& — o) + [C‘ine cos (" — ») + ¢ (T),)

=
W

(t—1)2n

i’ — (1— 1)n

2

]

= n o’
¢’ cos (& — G)’) [ 21

(nt)2
,\ O+ mp (nt)*.

Con esto hemos agotado todos los términos del
grupo y podemos ahora deducir el grupo paralelo
correspondiente a Urano, elc., para lo cual basta

permutar m”, a”, ¢”, ... con m"’, a"”, ¢, ...

Se obtiene otro grupo principal permutando el
indice superior 1 del primer factor de cada término
del grupo antertor, por ejemplo del (1) : R'.eer ae/,
con los indices 2, 3, ..., y reemplazando corres-
pondientemente m’, a’, ¢, ... por m”, a”, ¢’, ... 0
por m”, ", ¢, ..., tanto en las derivadas de R?,
elc., como en los factores 2° y 3°, a {in de poder pasar
de la perturbacion principal de Jupiter a las de los
demas planetas. Luego queda a, de la forma a, = a,
(Jup.) 4+ a, (Sat.) + a, (Urano) 4 .

menle ¢, {; v &;.

y analoga-

§ b. Las perturbaciones producidas por cuerpos
interiores

Masta ahora hemos supuesto que el planeta per-
turbado se mueve dentro de las Orbitas de los cuer-
pos perlurbadores; queda, pues, por investigar el
caso inverso, igualmente importante. Si se trata de
la Therra, este caso esta caracterizado especialmente,
por el efecto del planeta Venus, st de Salurno por

la atraccion de Jipiter, ete.

Para pasar de la deduccion anterior que da la
perturbacion secular en 2 de a;, de un cuerpo inte-
rior de masa m debida a uno exterior de masa m’,
al caso inverso, mediante las formulas anteriores,
debe procederse como sigue. Ya que ahora m’ es la
masa perturbada, debemos permutar en primer

lugar, en las formulas anteriores referentes a ay
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zu vertauschen auger in den durch die Integrationen
nach der Zeit erhaltenen Nennern . n' — (i — k). n,
die beim Uvergange auf nunmehr a’; unverindert
bleiben, weil die Winkelargumente in beiden Fil-
len in Bezug auf ! und I unveriindert sind. Nur die
Koeffizienten der trigonometrischen Funktionen die-
ser Argumente erfahren durch die A.nderung des
Nebenteiles der Storungefunktion eine Anderung,
soda® die A;, Bi, etc. Abiinderungen erfahren, die
umittelbar am einfachsten dem ro. Bande der An-
nales de I'Observatoire de Paris, ab pag. fo zu ent-
nehmen sind. Da ferner die Diflerentialgleichung

der grogen Achse nunmehr lautet :

OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

todos los elementos m, a, e, ... etc., conm’, a’, ¢, ...
salvo en los denominadores in” — (¢ — k) n, obteni-
dos por la integracion respecto del tiempo, que no
alteran s1 pasamos a a’y, porque en los dos casos que-
dan invariables los argumentos angulares. Los coe-
ficientes de las funciones trigométricas de estos argu-
mentos estan sujetos a alteracion debido al cambio
de la parte complementaria de la funcion perturba-
dora, de modo que los A;, B;, etc., varian, pudién-
dose tomar éstos del tomo X de los Annales de
['Observatoire de Paris, desde la pag. 4o. Ya que,
ademas, la ecuacion diferencial del semieje ma-

yor, es:

/
7 g

a:[\

wo I’ die neue durch den Nebenteil abgeinderte
Storungsfunktion fixiert, tritt auf der rechten Seite,
auch bei der Potenzentwickelung der rechten Seite
nach den storenden Massen, immer der Differential-
otient nach ¢ auf, also wegen des allgemeinen Ar-
gumentes i . I’ — (i — k) { + Vielfachen von & und
&', auch der Faktor i, d. h. in den Formeln ist
iiberall der bisherige Koeffizient (: — %) durch -izu
ersetzen. Im Spezialfalle k= o, also beim Argu-
mente ¢ (I — [), erscheint infolge Integration nach
der Zeit t der Nenner ¢ (n’ — n) ; vielfach erscheint
aber in den Formeln nur der Nenner n’ — n, weil
der koeflizient i durch einen entsprechenden Faktor
1 im Zihler weggehoben wurde. Deshalb ist der
Nenner in diesen Fillen immer durch Hinzufiiguug
des Faktors ¢ ergiinzt zu denken, ebenso wie der
Zihler, damit auf diese Weise festgestellt wird, ob
;2

¥

im Zihler der urspriingliche Faktor ¢ durch -
durch -2, & durch -3, ete., zu erselzen isl. Bei
k== o0 kommt im allgemeinen Falle des Nenners

174

— (i — kyn eine analoge Uberlegung nicht in
FFrage. Da ferner anstelle der urspriinglichen Difle-
renziationen nach ¢ und e nunmehr solche nach ¢’

und € treten, so ist in dem Ausdruck fiir a, auch

donde R’ es la nueva funcion perturbadora alterada
por la parte complementaria, aparece siempre en el
2° miembro, aun en el desarrollo en series de poten-
cias de las masas perturbadoras, la derivada respeclo
de ¢ y por consiguiente el factor i, pues el argumento
general es i/ — (¢ — k){ 4+ multiplos de & y &'
Luego, debemos reemplazar en nuestras formulas el
coeficiente anterior ¢ — k siempre por-i. En el caso
especial en que k = o, es decir, st el argumento es
1({’ — [y aparece por la integracion respecto del
tiempo ¢, el denominador i (n" — n): pero muchas
veces en las formulas aparece el denominador n’— n,
pues el coeficiente i se ha eliminado con un factor:
el numerador. Por consiguiente en estos casos hay
que agregar el factor i al denominador y al numera-
dor, para constatar, si en el numerador el factor
original ¢ debe ser reemplazado por —i, 2 por 2,
P por — 3, ete. Si k=0, eslamos en el caso ge-
neral in’ — (i — k) n y la observacion anterior no
viene al caso. Ya que las derivadas anteriores ves-
pecto de & y e deben calcularse ahora respecto
de & y ¢, deberemos permutar en la expresion
de ay, Gi con Di en todos los términos de 1° gra

do de la funcion perturbadora. Andlogamente
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stets C; mut D; zu vertauschen, was die Glieder 1.
Grades der Storungsfunktion anbetrifft. In den

Gliedern 2. Grades 1st analog der Faktor E; von

A
mit H: von

I

(

zu vertauschen und umgekehrt. Dagegen erfihrt G;

als Koeflizient von

tl

wegen der Symmelrie dieses Gliedes in ¢, ¢/ wie in
» und &' keine Veriinderung. Dagegen sind die F;

und F_; als Koeffizienten von

I
4

bei Differentiationen nach ¢’ wegen der Asymme-
trie des Avgumentes in Bezug aufl ¢ und & mit -1
resp. -F__; zu vertauschen, wiilirend bei doppelter
Differentiation nach & oder &’ oder bei gleichzeitiger
Differentiation nach & und ¢’ die Vorzeichen von I;
undlF _—; unverindert bleiben. In Bezug aut die Glie-
der3. Grades mit demselben Argument wie die des
1. Grades beziiglich  und " ber gleicher oder vers-
chiedener Zusammenselzung in ¢ und ¢ gehen die
hoeffizienten J; in P;, N; in k;, und L; in M; iiber,
wenn «y in o'y iihergehit, wie man auns der oben ge-
gebenen Darsteltung dieser Ghieder 3. Grades erse-
hen kann ; auch hier tritt eventuell eine Umkehrung
der Vertauschung ein.

Schlieglich ist noch zn beachten, dajZ, withrend
frither im ersten Falle a\; = \;, aB; = B; und ana-
log ber den Differentialquotienten, nunmehr im
Falle a’, die A;, Bi, etc., die folgende Bedeutung
haben : A; = a’\;, B; = «’By, ete., und bet den Dif-

ferentialquotienten :

—e.e cos [i(l-

en los términos de 2° grado hay que permular el
factor E; de

¢ cos [ — (1 — 2)] — 28]

con H; de

e? cos [t — (1 — 2) (I — 25/]

e inversamentle. Por el contrario Gj, coeficiente de

I : :
—e.¢ecos [l — (i — 2)l — & — o]

no estd sujelo a alteracion alguna, pues este término
es simétrico en ¢ y ¢ lo mismo que en & v &' En

cambio los coefictentes I; y F_; de

deben permutarse al derivar respectode &’ con — i y
— F_irespectivamente, por las asimelrias de los ar-
gumenlos en ¢’ y &; mientras que en las dobles deri-
vadas, respecto de g0 &’ o de o v &, los signos de I
v I'_ino varian. Con referencia a los términos de 3°
grado con igual argumento en ! y I que los de 1
arado e 1guales o distintos en & v & observaremos
que los coelictentes J; se transforman en P;, los N;
en N, y Li en M; y viceversa eventualmente, al cam-
biaren 'y, como resulta de la representacion prece-

dente de estos términos de 3¢ grado.

Finalmente hay que observar que mientras en el
caso anterior era a\; = A;, «B; = B; y andlogamenle
en las derivadas, ahora en el caso de &y, los \;, By,
elc., lienen la siguiente significacion @ A; = a’Ay,

Bi; = ’Bi, elc., y en las derivadas :

10
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= A
.y —— 2
i\llt’ = a-“. b(l’ etC.,
bei allen anderen Koeflizienten. y lo mismo para los olros coeficienles.

Alsdann erhiilt man aus der Davstellung von ay Luego se obtiene de la represenlacion de ay, la
die folgende Form der Sikularvstorungen fir @'y,  forma siguienle para las perturbaciones seculares de
soweit sie {* proportional sind : a’y proporcionales a (% :

I ] e mn e 2n/
S [1);, (a'3)) = + —=a l—,—, A,‘(l‘,‘ - l‘_i> i — GiD; - - :
- 16 (1 4+m)t n —n n — (L —1)n

N 2 i/L ' W

— D:M; P e ¢y esin (o — &) (n'f)
: 1, J1 — e® in’ == =
slpslda)l = —=a’ _ - - GiHioe cos (& — &) (n't)?
P2 (4'5)] 8 (r14+m)* i’ — (1 —2)n s ko i
I = . ) ‘
s[pslas)] = — - a’Gii? ! — R/, sin (&' — @) + Sy cos (& — @) | — = (n't)?
[1 3 3 :] '_/l t 0 L 0 ( ) ) ) (I + In/)2 ( )
WO donde
P n' - 3 in'? -
R, = -1 — % Diw - : gy 4 == . Dioy’
! /4' T S [T TR
’ e 1 — — n' - 5= n'? -
b’“ = — (D[((’ e 7 "'[ — eF D( oy Y (:)ll T Dl . s 12 c,l
A ' — (1 — 1)n 2 i — (1 — 1)np?
I ' — fi1—e% = - \N=- .
sps(ay))| = — —wa —— Ay | (Fi — b_,-> ee sin (& — &) (n't)?

16 0 —n (14 m)

/

‘ I > i/l — | = = I 7% (T = : ~
S’[[)3((l d)] - 71 a Y ——Il \1> l‘iu’ — F_ i — 7" [ —&* (l‘,‘ = l‘_,'> < (————[ —‘:lm’)? e COoS (C)’ — a')) (ll'[)‘
, 1, fr—e? mn' — — —\ - . .
S [[’.; (d3)] = + 5 a J c U,‘(—— N; + ;\’li> eesin (o — &) (n't)?

8 (rt+4+m)?im — (i—1)n

1, J1—e? mn' —

s [ps (a5)] = + BV e = T HiGio' e (n't)?

8l pylaz)l= + —-a’'- - B 8 —l—j.(,/ (—j't' 208 (3T — & ! 1 24\2
[ln 3)] A —(i—1)n ia' y Die" + G s (o “H_—_(I—i—m’)" (n't)
: + 1 - i’l/ T <F' F > E)’] . "
) - -Qq — A pl — )] —p ‘08 “' o = 2
A e TAe ia ax m,)zt cos (o w) (n'l)
1 n - - 3 o’ — ¢
s[pie(@y)]= — - @ - : (] = Lggr — ey : C; ¢ —i_— eain (@' — 3 4}y
’ Ao — (- nyn ! “ 20 — (1 — 1)n V(1 + m) ¢ s (@ L ieh
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I
e |- -/—VI¥(/’,Z ],)i—i——
q

-
. l

3 n’ -

D;

2 — (1 —1)n / E"l
5y ——— (n'l)?
n \ (1 4+ m’)?

== Cie cos (o — @)

I n’ = )
S|pu(@'y)]= + - a’- . D; ¢ .
Ao’ — (1 — 1)n / 3
i 2 in/

Im Falle weilerer storender innerer Planelen
auger m, nimlich m(); m(") etc., ist in den soeben
abgeleiteten Formeln m, a, e, ..., mit m(), a(), !,
etc., zu vertauschen, zugleich auch in den Koeffi-
zienten A;, B;, ete.

Gehen wir nun weiter zu den in §. 3 behandelten
Kombinationen der Stérungen des Saturn durch
Jupiter und umgekehrt, ete., in ihrer Riickwirkung
aul die Sikularbeschleunigung o', iiber, so sind in
den oben fiir a; abgeleileten Formeln wieder die
Elemente m, a, e, ... mit m’, o/, ¢/, ..., und umge-
kehrt, generell zu vertauschen, unter Beachtung der
schon oben dargelegten Bedingungen fiir die hoel-
fizienten und Vorzeichen bei bestimmten Funktio-
nen und Diflferentiationen. Treten ferner zu dem
stirenden imneren Planeten m noch weilere stiérende
innere Massen m(), m(", elc., hinzu, so sind wiede-
rum die Elemente m, a, e, ... in den sogleich folgen-
den Formeln nut m(), al), e, ..., elc., zu verlau-
schen. Treten schlieglich zu der storenden éduferen
Masse m”, noch die weileren dujeren Massen m”,
elc., hinzu, so sind in den folgenden Formeln die

Elemente m”, a”, ¢, ... nmt ', a'”, ¢, ..

. Zu
vertauschen.
Man erhilt alsdann die folgenden Ausdriicke fur

die entsprechende Sikularbeschleunigung a’; an-

—(t—1)n

Iin caso de que existan ademas de m otros plane-
tas perturbadores interiores, digamos m!), m("),
etc., hay que permular simultineamente en las for-
mulas anteriores y en los coeficientes \;, B;, etc.,
m, a, e, etc., con m\), al’) el elc.

Si pasamos ahora a las combinaciones de las per-
turbaciones de Salurno por Japiter e inversamente,
tratadas en el §. 3 en su repercusion sobre la acele-
racion secular ', debemos cambiar nuevamente en
general, en las formulas deducidas para a;, los ele-
mentos m, a, e, por m’', &, ¢, v reciproca-
mente, considerando las condiciones ya lijadas sobre
los coeficientes y signos de determinadas funciones
y sus derivadas. Si se agregan aun otras masas per-
turbadoras interiores m(), m(") elc., a lawnterior m,
hay que cambiar en las formulas siguientes los ele-
mentos m, a, e, ... por m{), al) e, ... v {inalmente
agregando a la masa perturbadora exterior m” otras
masas exterioves n’”, ... hay que permutar en las
formulas siguientes los elementos m”, a”, ¢”, con

1244 "

m",a”, e, .

Se obtiene entonces, para la aceleracion secular

@'y, las siguienles expresiones nameradas como

geordnet wie oben : antes :
(1a) § | py (a%)] = D" Cou £ sin (o' — o) (n't)?
P — e e T [} S e
1 1 3 ,/l 00 (1 + ,,l/).{
b = . 'D”, | eDear + e cos (& — ”)C :“——i‘——(/z’l)"
(I ) ) — Za 0 ¢ Vo S (W W o' | ([ i ”l,)._,
I == n e e
(1¢)2 » = —;a CiDia’ = - ; —5 SIN (@ — o) (n'l)
A i’ — (1t — 1)yn(r + m')*
Lo R (Fo — Fi) = 9 sin (@ — &) (W0
1¢)2 e - —a A; i <_~> = SID AW — O -
( }H + ,4 i ) i & p (l T "1/)2



I /38 OBSERVATORIO ASTRONOMIGO DE LA UNIVERSIDAD NAGIONAL DE LA PLATA

5 %
I 2n — (= . . — o y
(1) i = e ' —(1—1)n Getj D oos (& — B) + el | (I—-l-lﬂl_’—‘ (=
- 1 T ,
. I in = = — C’E)l i o 7IND
(l({)‘j » = + —{; a’ T Am! <| i —1) m,)_z COS (0) - u)) (Il [)
I e 2’”18' . :
le — —a — C/Dyg ———— sin(o” — ') (n't)*
( L) ) i5 4 Y 0 oa (I + m/)z ( )( )
7 . _ ~
» I, n =, ’ L~ ~ 7 ) 1 14\2
(I/) ) — — /l a —/L_/ (A 0t D()a,'e CcOS ((z) -— W ) + e C()a’ } ([_——i-l—nT)—Z (Il t)"
K : {0 l’I — Gl e ~ /1 ~ 7 74\2
(2a)a sipslasl=+ e (—I—mDOC 1€’ sin (o7 — &) (n't)
@ I “/I S N o o i (= ' 71\2
(2(],)‘3 ) = + -1—6 a’ m DOL\I Oellel S1I ((1)// —_ (7),) (’Z l)
» 1, Ji— e L e
(2a)y » =—a T+ m) G H” e e sin (&' — @) (n't)
. ot
‘ I 1 —¢? == &
2b)x » SRS BRI | e T
( ) 8 (I + Hl')z 0 0 6’ ( )

hebt sich gegen den analogen Polterm (x) in pg (a’s)  se elimina con el término analogo con polo () de

fort. Ps (@)

. 1 f1—e? == -
{'.!h hj ) = + E (L, (I—_:F’)Z DODHO(L)’IL” (/l/[)z

T e 1 = ) 5, =
‘2(»‘]‘: D} = — g a m ) 2(3/[1“ + ; b’G//“ COS ((;‘), — ®) \ H”UG),I (/l’[)2

T .8 Y X7a T o - =

; = 1 , l/ = el3 _ C/‘)P”(, + c//.!l\//“ + ,/ICIUHNI”“ cos ((1)” - (1)’) &
{23‘}}0 n = T a 7\2 0 72y 1 ~ 1 ~ /
32 (14 m')? + 217 cos (20" — 2")

Das 2. und 4. Glied heben sich gegen das Glied Los términos 2° y 4° se destruyen con el término (y)

() von pg (a'5) weg. de pg (@'3).
(20)z ) = L ————Vl A 2¢'H, cos (& — &) + el cos (" — @) ¢ G” 8 o'y (n1)?
- — — < b ‘; O 0 7 b om_— \
327 (14 m) ! ! ' ! F3= g %0

Der 2. Term mit dem Pol ¢ = o hebt sich gegen El 2° término con el polo ¢ = o se elimina con el

den Term () von py (&) forl. término (3) de py (a'y).
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- I ; ll = (3,2 '—,/ 2D M o/ » o=t
(26); N =— = a (T——{-_m’)—z D, , o p o+ ( + | \l‘,> e'e cos (o — o)
I Zl 21 'T /
+ 5 2 ) COS (2(') — Z(l)) + 4 \” s l)

Die beiden letzten Glieder fallen gegen die ent-  Los dos dltimos lérminos se destruyen con los tér-

-~

O
sprechenden Glieder () von pg (a’,) fort. minos correspondientes (Z) de py(a's).

£ Vi—e? noo= . ; :
(2¢)2 s e i et A T R R LA

no == . { in —— I =
i Y — FiF__ie sin (26" — 20) — o GiHie'sin (& — o) :e, (n't)?
I l/[ e — — in - .
2¢)( D) B D;C; e sin (o — o) (n't)?
(36} 16 ( (1 + m')? i — (i —1)n " (@" = &) (n%)
(26)” ) _ —_l— l/I === i’l = \ C'\L S[Il (0) —— (')) , e (/L [)
‘ - 16 (1+m)~ m' — (1—1)n " 4+ eL;sin (28 —a2p) )
I ‘/I ' T(—, . = 2 5 3 n
_ ;)2 F_; FiF_icos (26 — 26) ——
(2d)a ) 35 0 ( T m) e |\ ¢> 5 ( ¢> + il _icos (20 W) — n
= i , o, r = N n . o, ~
— ak;B; o, ¢ cos (& — o) — 2F_;B; € €08 (0 — )
2 e « (7 ~ in (= 1£\2
+ e [(Gi)* + HiG; cos (&' — o)] P el (n't)
/ )2 / IM: cne (2 = .
1 1 —e ) - ( ¢M; cos (o ) ? 5
2d)5 — —a’ - < D; A Loy ()3
(2d)3 ! o h (1+m)2i —(i—1)n : l + el cos (20" — 2m) ) G ()
— _
I I — n —— = , : o
(2d)y » o e e ] l) Cide cos (& — o) (n't)?

16 (1 +m)2in — (1 — 1)1

(2e)x ) = — —a ——— — H,Gye"¢ sin (& — &) (n't)?

8 (r+m)n

I 1—e? n ==, - o ) ;
(2¢)f » = —l/—-—-—-— DO(/’Oe”le’ sin (6 — &) (n't)?
I() (1 +m')n

2\ ; — 4 r J1 — e? sy e’L_V—”(,_sin (0 — &) o (nty?
( e)n T 16 ( + ,n) n 0 ( _|_ euL//O sin (2(7)” . 2(1-)/) 1
I VI —e2 n’ ) 2(:’}_10(—}”‘, cos (0" — o) |

@:
T
I
|
oo

" (n't
__w)>“ 1( )

()

(1 + m) n [ + eG,G”, cos (&



(30)

(3¢)a

s[ps
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/ 2 1
I f1r—e* n' 5 = ~ 1/ ~ 7 15\2
+—ad —-7=—D C” w"e cos (& -- &) (n't
16 (14m)En 0001 P
1 1 —e? "= | eM’, cos (8" — & ;
+ <z |__/2 - — D, ) i ) ~ (‘7’"1 (n't)*
16 (14 m)* n ( +eL,)COs(2(.) — 20/) )
I C f e, o
== — ; Dow — -1 — €2 D' : eiesin (o — &) (n't)y?
h (1 4 m) I

| — 1 — —— = 1 )
— g - = DY e - (. cos (i = DY ———r (R
7 ( [ 0 i 0. 1e’Dy + el cos (o W) Gt (n't)
4 1 a’ Ll D—iéml o e’ sin ((I')' - (7)) (Il’[)2
h ' — (L—1)n (1 m)?
1 n — \ = = 1 =\ e
— Ai i Fot — F_i F; — F_ ————¢ sin (& — &) (n't
hoonw—n "4 3 eE 4 ( '> \ (14 m) (&' )ty
N £t Cio 3 Die’ cos (& Y+ G 1 Gy (n't)y?
== == (i ¥ % / w — (J) i€ ey -
h ' —(—1)n ol e (14 m)?
I in  — \ F —= L _F )5 -
~/ f - . . > ’$\2
+ ;i Ui prie Aj ) o — F_iw — Z<FL - F_l> [ o € cos (& — o) (n't)
17 _/l
—ta C”ar 3 Dye’ sin (0" — o) + C,e sin (& — &) % ——— (n'})?
hoon S . (1 4 m)?

/l G)lll

1 ~ 7 > 17 . 14\2
=7 a = Coa' ? D, cos (8" — & ) + Cqe cos (&” — &) | m (n't)
3 = ¢ e fm
g a D”O(JO G—:l—,T)Q € Sin ((1) - (1)) (/l [)2
0 a’D”y} €D, + eC,cos (o — &) % ——_— (n't)?
-8 ! ? ! (1 4+ m’)?
3 cnn’ — e, c: L
— — a’ - - : : ‘L. e S o/ S ~/ & Vi 2
-+ 3 a = (i= 1) AP i T T m) ¢ . s (o o) (n't)
3, i — = e B daw ah D
-8— a m Ai <l‘¢' o b_¢> (_1:1177)_2 e Sin (_(0 —‘ (n)) (ll t)Z
3 “nn - — — (—:)1 , )
= - ‘ “. 7). 3 DR L W= 12
g 8 [in" — (1 — I)IL]2L %EDl + oG (1 +ln)‘3COS 0 = )l
- v dar A (T F > Gy ' cos (& — o) (n't)?
e » i\y — ' —q¢ 5 € S({w —
(n' — n)* (1 + m')? ‘ # =
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((;f/)'f » = 4 s a’ iy C” 4 D, sin (®” ») + C,.e sin (" o) : ____Z,Hl (n't)?

ty = —_ —— ' [l == ' 0l ' - b \ 5

i S n 0 0 0 (14 m)?

‘ 3 n - — - - o

(39)0 » =4 gad =0 % Dge’ cos (& -- &) + Cye cos (" — &) | ——— (n't)?

h n (r — m’)*

(ha)a s[pa(as)] = — L a’ D ) M, e sin (o — o) + bl L—Z L. sin (20 — 20) —L’l— (n't)?

S 16 0y e ‘ 9 e’ ‘ (1 + m')?

Das 2. Glied mit den Pol ¢ = o fillt cegen den
DD

entsprechenden 2. Term in p, («y) Fall (1) fort.

R 12 0’1
4 V4
D()L 07

;’(

(ha)?

3([)4(5‘,3)) = 312 a

Dieses (zlied mit den Pole ¢/ = o hebt sich gegen
den entsprechenden Term (a’) in pyy («’5) fort, und

zwar in letzten Term der Klammer.
(ha)y

/ a2
(b4a) s[pi(as)] = + —I— a fr—e G,G”,

Dieses Ghied mit den Pol ¢’ = o hebt sich gegen den
Term (¢/) in pyy (a/y) forl,
Vi — e? B

+ m’)*

(hb)x —=a

8 [P»L (a,:s)J = 8 (1

Dieses Polglied hebt sich gegen das Polghed (%) in

pisld’y), 1. Ghied, fort.

|
9

(40)3

und

gegen die entsprechenden Terme (+) in p;(d'y) fort-

wo das 2. h. Ghied mit den Pole ¢ = o sich

heben.

|I — ¢

{
(ﬁb}': S[p4((l/3)] — — ~L.( 3?

+ m')?

s[py(a

ee
32 (14+m)? " 0 ¢

’ ~
=, T “) /
/ 1
D ,(‘)I)n ’LT (

213n + é ‘):{Kn + (’g’V[“

lv|F-l

u’”H(,[l”(, + ee”H,G”, cos (&
+2¢¢/H” G, cos (&' — &)+ —e H(J“ 1o C

Il 2° término con el polo ¢’ = o se elimina con el

2° término correspondiente de p,; (@’;) caso (b).

sin (26" —

o) (a't)?

Este término con el polo ¢ = o se elimina con el
término correspondienle (a’) de p,, (a'y), es decir,

con el ultimo término del paréntesis.

3)] = 4. Grad

ey sin (&7 — &) (n't)?

Iiste término con el polo ¢ = o se destruve con el

término (¢’) de p5(a’s).

n'ty?

Iiste término con polo se elimina conel 1° térnuno

con polo (a) de py(a’y),

cos (o — o) | —

L(, cos (20 — 20)

donde los términos 2° y 4° con el polo ¢ = o0 se

destruyen con los términos correspondientes (v) de

Pus (d'y).

— ) -
~ 2

&y, ...

I : ==Lty

os(a’"—o)\ ¢
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Der letzte Term mit den Pol ¢ = o hebt sich gegen  El tltimo término con el polo ¢’ = o se elimina con

den 2. Term in () von p,;(«’s) fort. el 2° término de (<) de py, (a'y).
/3 2P 1N ~ /7 ~ \
- \7c~P o + ee'M”, cos (& — &) =
(4b)2 [p, (a'y)] Sy e 1 (w2
4o0)% D, \A ¢ — e
; ! 8 8 (14 m)? 4

0
I oT » " el o
— — "L, cos (28" — 2&') + - ¢?K”,
4 A ’

Das 3. und 4. Glied mit den Pol ¢/ = o fallen gegen  Los términos 3° y 4° conel polo ¢’ = o se eltminan
die entsprechenden 2. und 4. Glieder in (%) von con los lermmos 2° y 4° correspondientes de (2) de
Py (@y) fort. Pis (d's).

[/‘/1—-——05 n

(he)a s[py(as)] = — =5 ¢ GrmEm—n FiF_lee sin (26 — 26) (n't)?

12 ’
T I ’VI-C mn

(4e)d » :+lﬁﬂl+wyw_u_gmﬁﬁgeWWW—GNWF

G e e e T S
(hd)a » = + ;—2 ('I/I—_*__:i:;, v ﬁ = { (Fi)? + (F—i)? — 2FiF i cos (26 — &) | oye (n't)?
(hd)s » = — 312 a’ (V—I‘F——?') P (l;.,l_p P dae'H; cos (& — &) + eGi b o, ()2

(4d)y ’ L 1_16 l ("iTI:z) in’ ! D’ . <V o > o ) :01 (n't)?

— (1 —1) ( + Lie cos (28 — 20)) 5

(/ . I ’ l’/I - 0,2 N o Fu TR ] ek ~ /7 ~ N\ a?$\2
,|€)a N == E a (4 ,—)-),)—:“—/ ll(, b PN AT sin (& — © ) (‘Ill)'

Lhe) ) - L J1—¢e? n” D \ <.\”‘, - \l”“> sin (& — &) ( -, (1)
5 = ——a ——Dyy" =+ . . ) e’ (n't)?
16 (r4+m)*n | 4+ L7e” sin (28" — 20) V!
P
- I f1—e¢® n'’= {1 = = i=
(4))x » = ——d —— . — G", —¢'H, cos (& — & G, cos (8" — &) L &, (w0)?
; gt L g fe 7093 I, cos (& o) + ely, cos (» ) (O (n't)
S—— N V1 - .
) . B J1—e? n" = (N, — M”U> e cos (0 — o) 2 5 (
A = — M = »"y ('t
16 (14+m)2n 0 4 L7e” cos (28 — 28) y
I f1—e?
» - - ’ o T3 N - . ~ -~ .,
(())1 $ [1)12 ('l ii)} = [_6 a (—_{Tl)_ I ,t' IL Sin ((D” e (a)’) (/l’[)'3
T 1 f1—e? — = oA g
(6)8 v = 5 e Do (Yo = My)eesin @ — @) ()
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A‘I

e

(8)x sIpa (@) = + g @ s Do 5 (w0?

Dieser Term mit dem Pol ¢ = o hebt sich gegen den  Este término con el polo ¢ == 0 se elimina con el

analogen Term (20) x in p, (a’;) fort. término analogo (26)a de p, (a’;)
/ —— o l B .
Iy k e*HH”, + — e’e”HOG”O cos (0" — o) / =
I ¥~ 0
®p slp@]=q9 i 1 (wiy
b / + i ee’GOH'O cos (&' — &) + 3 ee”Go(“”O cos (0" — ) \

Der Pol-Term, das 4. Glied der Klammer, hebt EI término con polo (4° del paréntesis), se destruye

sich gegen den Term (20) < in p, (a’;) fort. con el término (2b) < de p, (a'5).

/OP//0 + '/2[(//

- 2 —
1 ‘/1_6/2 . . ~ 7

(8)7 S [['8 ((1/3)'] — 1—6 a/ m DO + (N//O + N //0) e’ cos ((-)” o (T)') \ _“# (ll'l)2

€

I~ ) ) |
+ 3 L”e"* cos (20" — 26) ]

/

Das 2. und 4. Glied mit dem Pol ¢/ = o heben sich  Los términos 2° y 4° con el polo ¢/=o0, se eliminan
gegen die entsprechenden Glieder & in (20) von con los lérminos correspondientes (26) 2 de p, (ay).

ps (a's) fort.
| 4 %e’Ql—)O -+ éeQKO

I f—
) ool = S 2
D7, ¢ + 5 ee'M, cos (& — &) , — (n'l)

I
I Lo cos (26 — 2d)

\ 3

Das 2. und 4. Glied mit den Pol ¢/ = o heben sich  Los términos 2° y 4° con el polo ¢’ = o se destruyen

gegun die entsprechenden Glieder (26) { von py (a’y)  con los tlérminos correspondientes (zb) ¢ de pg(a'y).

fort.
(9) s[p, (a’s)] = - /11 a,C”oBOa’ (—[_,f_—lm/)z ¢’ sin (6" — @) (’”)2
(1r) s[pula’y)] = + . a'Dowr | D¢/ + Cye” cos (0" — &) l ' (n't)*
B A @ { 0 0 ) (1 + m/)z
' ] 1 N ,—"/ 3—*// / E, " o ~ 7/ ~ 7\ ([ 2
(12) s[p(ay)] = — A “'Do% Car + 5(1 0 % ([—4_1,"7)? e’ sin(@” — &) (n't)°
/T — o2 <7
. 1, |1 —e? - Q— Loy |9
. s[ps(as)] == @/ —— 0o— — €Dy 0 — ('t
(13) s [ pis(a's)] g @ 0T m) D(,? Dy 37 D (n't)?

11



154 OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Der 1. Term mit den Pol ¢ = o hebt sich gegenden  El 1*" término con el polo ¢ = o se elimina con el

analogen Term in (41b) a von p, (a’5) fort. “término analogo de (4b) « de p, (a’s).
[ rQI_)// 4 e//QK// e
/ 2 e 0t 0 ~ /
(13)8 SUMUQHZSLW%%;ﬁyDJ-FMWM%aBW”—&0$?Uﬂr
2 //QL// CcoS (2~// . 2(-/)

Das 2. und 4. Glied mit den Pol ¢ = o heben sich ~Los términos 2°y 4° con el polo ¢’ =0 se destru-
gegen die entsprechenden Glieder in (4b) & von yen con los términos correspondientes de (46) 2 de

pa(a’y) fort. Py (a'3)

4

AL‘

LT
(1 + m')? DO(

2

(ﬁe’QPO + —e2K, + ee'M, cos ( o — ®) )
(13)y  slpul@y)]=+g : \

I —
— — 2L, cos (20 — 20)

h

wo das 2. und 4. Glied mit dem Pole ¢ = 0 gegen donde los términos 2° y 4° con el polo ¢ = o se

die entsprechenden Term in (46)3 fortfallen, destruyen con los términos correspondientes de
(1b) 5.
VI — = = I ) =
) = H /H// //G// s gp Ly % = 't 2
(13) 16 ( +m) 0%‘3 0'*‘2 cos (& w)‘(‘)l(n)
/1 — &2 — ) ed
< I I = ) ~ ~ "o 1 \2
S = 5 (e e O T cos (5 = ) + 67 cos (7 = )| Sy

/

Das 2. Glied mit den Pol ¢ = o fillt gegen das Ll 2° término con el polo ¢ = o se elimina con el
: ‘ ’ . ey 2 |
analoge Glied (4b) 3 von p, (a'y) fort, término andlogo (46) 3 de p, (a's).

(M7, — N7)) ¢’ sin (& — &) )
12

- L”, sen (25” — 28

(3 s[pylal=+ — o e

Ie

z )

,) )Z,l (n't)?

/
\
g c\[,, sin (&' — )
s

[
5 I l'[ = U - ’
(13)b D =+ = — T c~ e, (n't)?
" 8" (1 + m)? "o ) sin (20 — 26) \ )
T e S g L — :
— H,G"pe” sin (& — &) — — H”,Gye sin (&' — &)
. ; I '/l - L), S 2 = Q
(33)e ! =tg (1 + m')? ’ = =, e ey (nt)
' - (J ki, \
\ ra )

Der letzie Term mit den Pol ¢ = o hebt sich gegen  El dltimo término con el polo ¢ = o se elimina con

den korrespondierenden Term (4a) 3 in py(a’y) fort. el téemino correspondiente de (4a)3 de p, (@'y).
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/
/

\©

(14) s[pu(ds) = + ’;‘ a’ B0

= P - 1
D”Ou’ . 7"//1 . e/_) DHO + ; I)”(,

’ + el/ coS (C)” . ‘-‘-)I) LC”O(l' + ECH()

’: 5/1 (n’t)?
3= 1\ (1 +m)? wl)

I — ==
16) (1ay s ay)Y = — = a’ D’ ,Cp ——————— e s (& — &) (n'1)?
(16) (1a) [P16 (@3)] : oMo Iy m) (¢ ) (1)
I — — - o ,
1hy » = ——a D"} eD, + Cue cos (& — & V21 ()
( ) S 0t 0 0 ) ) “ + ,",);_) ( )
I in — e : )
(1c)a » = — 5 ad — : CiDi ——— ¢ sin (& — &) (n1)?
8 ' —(t—1)n (1 4+ m’)*
I in — j— — e
1c)f D) = 4+ -a — Ai(Fi—F_;) : e sin (& — o) (n't)?
(1)t 8 n' —n l(' V(14 m')? ( ®) (t)
(l(l)'a » ! a’ n C: } ¢D; cos (o m) + eC; ¢ i (n't)?
e ~ - iy i N ) g~ [ A M T o
8 ' —(t—1)n ¢ YL+ m)?
1 n - (= — & , :
1dy ¢ » = 4+ -a ——A;} Fi—=F : e cos (& — @) (n't)?
( Vi S nw—n " ' (1 4+ m’)* (
, 1., 0= = ¢
ie) » - =gl e (DY ek Rin (a2 =S Y
8y +8 201+ m')? (@ @) ()
. 1 n - — - o
I / ) — . ”/ o U// L’ll) cos ((:)/; . (';) _+_ (,//(" ! __l_(“/,)':
( /) S n' 0 % 0 ) 0) (v + /“,)-_,
(17) S[py (@) = — ! D ;,l— e’ sin (& — &) (n't)?
17 3 N 00 ([ + I",)g

(19)

I'erner bleibt parallel zom Falle der Beriicksich-
tigung der divekten Storungen von Jupiter aul Sa-
tuen und wimgekehet, i ihrem Emflusse aut die
Nikularstorong a,, die Darlegung der analogen
Storung, wenn jetzt o, . h. emn in Bezug auf m
dngerer Planet, anstelle von m als gestorter Korper
zu betrachten ist. Die Funktion R geht dann aber
i R, mit dem Massenfaktor m, nur wegen des Ne-
benteils der Storungsfunktion verschieden von R

Aber da jetet m’ dec gestorte Planet ist, ist in den

: | E = =
S l‘[)l ) (ll,”)] = 4 § (l’l)“ 3 (‘Il)”“ - ('”(4”“ cOs ((T)” — (T)’) :

(:‘)/1 5 2
et (i
(1 4+ m’)?

Pavalelamente al caso de considerar la influencia
sobre la pertarbacion secular ay, de las perturbacio-
nes de l'lpitor sobre Saturno y reciprocamentle,
queda por explicar el caso en que el cuerpo pertur-
bado sea m’, planeta exterior a m. La funcion R se
transforma en R con el factor masa m, distinta de
R! solamente en la parte complementaria de la tun-
cion perturbadora. Pero ya que ahora es m’ el pla-
neta perturbado hay que permutar en las expresio-

nes de ag m, a, e, ... con.m’, d, ¢, e inversamente.
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Ausdriicken fiir agtiberall m, a, e,...mit m’, a’, ¢,
und umgekehrt zu vertauschen. Zugleich ist, wie
schon oben, C; mit D;, E; mit H;, etc., zu vertau-

schen. Schlicplich ist tberall ¢, i — 1,1 — 2, etc.,
mit -7 zu vertauschen, wihrend die iiberall auftre-
tenden Nenner in’ — (i — k) n unveriindert bleiben,

wie oben schon ausgefilirt wurde ; ist der Nenner

aber k. n,

{ = 0 herrithrend, so ist zur Darstellung von a’; n

von dem Argumente k.l — A% im Falle

mit n’ zu verltauschen, entsprechend dem Argumente
k.l — k' der Storungsfunktion. Die m” entsprech-
enden Elemente m”, a”, ¢”, ... bleiben dagegen stets
unveriindert. Im IFalle der Anziehung weiterer inne-
rer Planeten m(), m("), etc., sind 1n den folgenden

Ausdriicken zur Gewinnung der entsprechenden

Storungsanleile nur die Elemente m, a, e, ... mit
m(), al); e()) ... resp. mit m("), a("), e("), etc., zu

vertauschen, ebenso wie 1m, Falle weiterer duferer
storender Korper neben m” mit den Elementen m”,

a”, e, ... resp. mv, a'v, eV  etc., die Elemente

124 n

m”, a”, ¢, etc., mit den genannten neuen Elemen-
ten zu vertauschen sind. Alsdann lauten die von
dem inneren Planeten m und dem augBeren Planeten
m” abhingenden kombinierten Stérungen o’y des

Planeten m’ gema3 den fritheren Formeln folgender-

OBSERVATORIO ASTRO_‘J(SMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Simultaneamente hay que cambiar, como ya vimos,
C; con D;, E; con H;, etc.
1,1 — 2, etc., por — I,

Finalmente debemos
reemplazar siempre i, ¢ —
(¢ — k) nque per-

salvo en los denominadores in’ —

manecen inalterados, como ya explicamos; pero si

el denominador es kn, producido por el argumento

kl — ko (caso i = o), debemos permutar n con n’/

para representar a’s, pues el argumento de la funcion
perturbadora es Al' — kg'. Los elementos corres-

144

pondientes a m”, es decir, a”, ¢”, ... permanecen,

<n el caso de atraccion
debe

cambiarse en las expresiones que siguen, a fin de

por el contrario, inalterados.
de otros planetas intertores ml(), m("), etc.,

obtener las partes de perturbacion correspondientes,
(), e,

: asimismo, debe sustituirse, si

los elementos m, a, e, ... con m(), a ...ocon
I?l(’l), (l(ll),

existen ademds de m” otros cuerpos perturbadores

e'), ete.

4

exteriores, los elementos m”, a”, ¢”, etc., por los

1444 414

elementos m"”, a"”’, e

aty, elc.

, O por mlv, B
Luego las perturbaciones @’y del planeta m’ debidas
al planeta interior m y al planeta exterior m” se

expresa segun las formulas anteriores como sigue :

magjen :
([ ’ = I ’ ]—j_c inl 730 ~ 7 ~ nr O n e ~ 7 ~
) Bg == + Z a ia LT (l — l)ll ¢ Sin (u) = (.)) — D (,Cw' ;, ¢ sin ((.) = (o)
-_— = n . . - e n s
— (7 Coa — ¢’ sin (0" — &) — AiFiw —— ¢ sin (&' — @)
n Y — n
o= == i/l . o g
+ AF i —— ¢’ sin (& — (1 (/1’[)3
n' —n ) m’)?
I ’n e _ .
(27) s =+ - a : DiCiwe’ cos (& — & CiCia' . e
\ 3 A i —(G—1)nt iYia ( )+ iUia |
_ o B ;
4+ = D”Cowre cos (&' — &) + C (,Cwe cos (»"” — 1,))4 \ 0T 1” - (n't)?
v
I in = (= = ) o
(26 Ay = — —a — Ait{ Fiat — F_ia' § € cos (& — &) ———— (n'l)?
)i 3 A = il Uia ia' § (l ) (1 + HI’)") (n'l)
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I fr —’e = = n
(@ +b+¢ - FiF _ esin (20" — 2§
(3) ( + ) +1()(1+m’)2 A 5 %
— = — gl mn —_—
— A (l‘i — F —i> y ¢ sin (&' — o) — — . HiGie’ sin (6 — &)
n —n ' — (1 — 2)n
in + < =
. : D-[— Ni — M;) ¢ sin (20 — 24
n — (L — I) n v ( 1 L) ( 0] (0))
= . - . n =, = . . .
— Lie sin (28— 28)] — = H”,Gye’ sin (&' — &)
+ 2D {— (N —M)e’ sin (& — &) — L, esin 2(1)—2mw e\ L g
o 0 0 0 +m R
(ﬁ)'(a’—{-b’—i—c’) Al — a’ l/l — ol® ( . 1 —‘i_‘:—i e e cos (28 — 20) + FL—\-, & ¢ cos (0 — o)
5716 (1 +1n’)2( 2 = n w— n :
T = n g n . ;
———<‘i)2 - -e—--—(P_;>2———-e+—l4l<_, e cos (20 - 20)
2 no—n 2 n —n n' — n

n

- 1 — 11 =
— F_iA; ; - ¢ cos (& — o) + G; |- G; - - - e
n—n 2 i/ —(1— 2)n

— in
St — (i — 2)n

- = N | —= . .
e’ cos (& — (o)} + G, - [— G,e¢” cos (0”7 - @)
n |2

in — | Nie’ cos (&' — &) — Mie cos (v — @)
yn

+ H”; cos (& — C’)} + + Li¢ cos (28" — 20)

' — (L — 1

+ U” o ( Noe’ cos (& — &) — \106 cos (& — &) + Lue cos (23 — ‘)(.))ngl (n't).

: ’n I — mn = —
(5)’ (a’ + [)/ + C,) al3 == + (l, % - C), Sln ((() - (0) lr (J Du(,’ i/l’ — (l i ) » + Zl I\iu’ m <|:11 - E——l)
2. n 3 /== Bnn’ TR 2
— — 1= = (GiD; = . >+ Ai (Fi — F—;
Vl ¢* DiCi, in" = (i — 2)n 8<(‘D[m’-— (L-——l)llj"+ < ' >

inn’\ 1 —= . . o N = n —
% p——all =% Co|—€¢sin(& —a)| -3=D" - 2—- D",
) ] n n

—n)
(

L= n 7 ~ 1/ ” o ) e V'l
+5l/1-—e2,?1)0)+05m( - (5—00“ (“’“')}\m< v
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(6)/ ((l’ 4 b/ + cl) a13 —

(7)/ (a/+ bl+cl) (1'3

(8) (¢ + '+ ¢') d
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n

e’ cos A(G)' - 6')) R (—jia' :

) n

1
n--n

in

n - n

Die’ cos (&' — &) —
¢ cos (&' — &) +
¢ cos (& — @) +

3 = n — 1 -
—Colecos() = @)l — 2 =Dt + -1 —e?
/l 0 ( ) Il’ 0 9 V

(n n =,
'LW‘SQC%%

3 e
i’ — (1= 2)n

3 inn’ Di¢’cos (o — 6’)))
i —(i— 1)nP\+ Ci.e .

- nn’
FiA;

= ¢ cos (0 — o)

inn’
e, cos (&' — o)

F
I 2

g (n —

ool v o] w

= S
= DUO 2008 — I)//O)
n n

(7)1 (”lt)2
(1 + m')?

/ ~ /! -~ n
+ €' cos (0" — @) | — 2 —
' . n
I V1 — e2 ==
- 5 L o 2G1Hz e
32 (1 4+ m) mn
= n i
+ o2FiF_i — + 2BiF;
A —_—
— 2B; T a ¢ sin (0 — o) — 2D;

-

? ax g e
~ 2)ne sin (& — @)

[¢M;sin (& — &)

=—a — ¢F;B cos (&' — &) — eFsF_; 20/ — 20
10 (1—}—/)1’)-’% Tt —n ( ) STt n( ' )
I /= n - I /= \o N
——¢ (F,->2 - + ¢F__;B; cos (&' — @) — —e (l* _¢>° —
2 n — 2 n—n
I -/=\c in S in — in
+—€(G;>2., : + ¢HiGi — : cos (&' — o) — Di — - X
2 m' —(L—2)n i’ —(1—2)n ’ ' — (1—1)n

‘,_ _ — —n
X Mie’ cos (& — @) + Lie cos (2 — 26))] + H”7,G, p ¢ cos (& — &)

S n =
M > . [~ ~
+ 5 GI’(]GU 'I_l', L,, COS ((j_) 4 — ())) - DO

+ Lge cos (20" — 26))_] by (1),

i [Moe’ cos (0 — @)

nl
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’n

(9)/ (a'+1)’+c’) (1’3:%015 .

C

@@L

m — (1 — 1)n

e . - =
— D”O(J,)h—, ¢ sin (&' — &) — C”,C, =

(1) (@ + b +e) ay= + L} (F

=n

mn' — (L — 1)n

e e Jf)
e o ~ / ~
+ D O(JO ; e COS ((1) = (1))

+ C”,C %o cos (&7 — @
0 O,ye (@ o)

Hiermit ist der ersle Teil der Untersuchung be-
ziiglich der Ableitung der reinen Sikularstérungen
in (% erledigt. Der zweite Teil wird die entsprechen-

9 - ] 3 5 SII
den Poisson-Terme der Form (2 A enthalten.
cOS

- /= = in . _
+ Ay(F: — F_y) i n) ¢ sin (&' — &)
2 e sin (& — w) ) ;1 (n't)?
n N+ m)y?

{B,Ci e cos (0 — o)+ e (‘Ci)ﬂ

My J NS
m (/l [)2.

Con esto terminamos la primera parte de la inves-
tigacion realizada para deducir las perturbaciones
seculares puras en t*. La segunda parte contendra
los términos correspondientes de Poisson, es decir,
sen

Al

COS

los términos de la forma (2



PARTE II. DIE POISSON-TERME IN ¢

PARTE II. LOS TERMINOS DE POISSON EN ¢

§ 1. Der Einflug der direkten Storungen der gro3en
Planeten auf die Sdkularbeschleunigung a, des ge-
storten Kdorpors.

Im 2. Teil der vorliegenden Abhandlung sollen
in unmittelbarem Anschlug an den 1. Teil, der die
rein sikularen Storungen der grofen Achsen von
der Form ¢2 enthilt, die entsprechenden Poisson-

cos :

Terme der Form #2 . Sn A abgeleitet werden. Die
Aufsuchung dieser Glieder wird, wie wir sogleich
sehen werden, noch durch einen besonderen Um-
stand erleichtert werden. Man mochte vielleicht von
vorneweg annehmen, da? diese neuen Glieder in
Analogie zu den rein-sidkularen in (% ebenfalls min-
destens vom 2. Grade der Exzentriziliten sind;
tatsiichlich aber sind die Poisson -Glieder min-
destens schon vom 1. Grade der Exzentrizititen,
sodaj wir bel Beschrankung der Untersuchung aut
die Terme niedrigsten Grades von denen des 2.
Grades werden zuniichst absehen konnen.

Zuerst ist jetzt festzuslellen, welche Vorausset-
zungen ein Term der Differentialgleichung von ds
(Formel (5)) erfillen mu@, damit der Term im In-
tegral a; zu Gliedern der Form 2. C,Os A fiithren

sin

kann. Die Differentiation eines solchen Termes
zeigt, dag er wiererum zu einem Term der gleichen
Form fuhrt, da A eine lineare Funktion der Zeit ist;
setzen wir A = af + 3, so laulen andererseits die

1ntegrale ;

§ 1. La influencia de las perturbaciones directas de
los grandes planetas sobre la aceleracion secular
a, del cuerpo perturbado.

Después de haber deducido en la primera parte
de esta memoria las perturbaciones seculares puras
en {2 de los semiejes mayores, deduciremos en esta
segunda parte Jos términos correspondientes de

cos
Poisson, de la forma (2. A. La busqueda de
sen
estos términos se aliviara, como vamos a ver en
seguida, gracias a una circunstancia particular.
Podria, quizds, suponerse de antemano que estos
nuevos términos sean al menos de 2° grado en las
excentricidades, analogamente a los seculares puros
en (2. Pero en realidad estos términos de Poisson
son por los menos de 1°" grado en las excenlricida-
des, de modo que podemos limilar nuestra imvesti-
gacion prescindiendo primeramente de los términos

de 2° grado.

En primer lugar debemos determinar las condi-
ciones que ha de cumplir un término de la ecua-
cion diferencial de c.l3 (formula (5)), a fin de que
puedan producirse, en la integral a;, Wérminos de
la forma (2. A. La derivada de este término

sen
da origen a un término de la misma forma, ya
que A es una funcion lineal del tiempo, digamos
A = at 4 3, y por otra parle las integrales de tér-

, . cos -
minos de la forma de az son :

Sen
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?cos (al + B)dt = 1

a

sin (2t + B) dt = — 1

Daraus ist ersichtlich, dag auch noch andere Funk-
oS
tionen, zuniichst £ . <in A, ber Integration zu Ter-
. cos

men der gewiinschen Poisson - Form 2 i A
fuhren konnen; diese folgen aber, wie aus den friihe-
ren Untersuchungen hervorgeht, erst aus den Ter-
men 4. Ordnung der Masse, von denen wir einst-
weilen allgemein abgesehen haben.

IFolglich ist unsere nunmehrige Anfgabe, aus der
Differentialgleichung von d3 nur diejenigen Glieder

cos
. A enthal-
sin

herauszusuchen, die den IFaktor ¢2.

ten, wo A eine lincare IFunktion der Zeit ist. In
jedem einzelnen Term von (D) ist der von den Ableit-
ungen der Stérungsfunktion I explizit abhingige
Koeflizient rein periodisch, weil jeder Koellizient
die Ableitung nach der Linge = enthilt. Folglich
mup der zur Erzeugung eines Poisson-Termes der
oben genannten Art noch notwendige Faktor £ aus
den Faktoren ay, ey, ... (@))% (e))?, ... a, . e}, a, . 2,

ey, hervorgehen. Das aber ist nur moglich,
wenn in den zuniichsl nur aus 2 gleichen oder ver-
schiedenen Multiplikatoren bestehenden Koellizien-
ten jeder einzelne Faktor einen rein sitkularen Beir-
trag der Form ' enthilt. Da die FFaktorven «;, und [,
keine solchen Stérungen enthalten, kommen ganz
allein nur die folgenden Terme in Frage : €%, 67,
und e, . oy, d. h. Faktoren, die nurin p, ((.13), Ps ((13)
und pyy (‘13) vorkommen. Von den noch iibrigen
Multiplikatoren : ay, e,, {, y o, fillt der erste in a,
sogleich weg, weil dieser nach dem Theorem von
Poisson keine reinen Siikularglieder in (% enthilt ;
wohl aber euthalten die tbrigen 3 IFaktoren e,, [,

und g, reine Siikularterme in 2. Das ersieht man

o sin (af + @) 4

, cos (al + )

cos (af + B) ) sin (af + )

ol ad

9%

sin (at + §) cos (at + B)
s et ok Ren s
a x
Luego es evidente que, por inlegracion de otras
co

s
A pueden
sen

funciones, en primer lugar de 3.
producirse lérminos de la forma deseada de Pois-
cos
son : [ A; pero estos proviencn, como resulta
sen ' '

de las investigaciones anteriores, de los términos
de 4" orden en la masa que hasta ahora no hemos
considerado en general,

Por consigunienle nuestra tarea queda reducida a
buscar en la ecuacion diferencial de d3 unicamente

co

aquellos términos que contienen el factor # on A,
sitendo A una funcion lineal del tiempo. En cada
uno de los términos de (35) el coeficiente que de-
pende explicitamente de las derivadas de la funcion
perturbadora, es periodico puro, porque cada coe-
ficiente contiene la devivada respecto de la longi-
tud ¢. Por consiguiente el coelicientle {*, necesario
para producir términos de Poisson del tipo men-
cionado, debe resullar de los factores a,, e, ...,
(@)% (e, -

posible, si en primer lugar cada factor de eslos

o Q€0 W3y, ..., €. Pero eso solo es
coeficientes que cousisten de dos factores iguales o
distintos. conliene una conlribucton secular pura
de la forma . Ya que los factores a; y [, no con-
tienen perturbaciones tales, debemos considerar
() (0 Y ey, es

decir, factores que aparecen solamente en pg (a,),

sOlo los términos siguienles

o (-:!3] Y Pus (('13). De los demas coelicientes : a,, e,,
l, ¥ &, €l primero se elimina inmediatamente, por-
(que no conliene, segin el teorema de Poisson,
ningin término secular puro en *; pero los tres
restanles factores e,, [, y &, contienen términos

seculares puros en 2. Esto resulta mas sencilla-
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einfachst aus den Bedingungsgleichungen (06), wo-

nach zuerst :

IS e e ’("_w - @ + ese .

und ganz analog in Bezug auf l, und o,. Sikular-
glieder in ¢* gehen dann beziiglich ¢, nur ans den
mit den Faktoren ¢, und ¢, behafteten Gliedern von
‘;z hervor, wetl nur diese dir erforderlichen Siku-
larterme der Form ' und zngleich die Koeflizienten
ese und es; honstante Teile enthalten, soda? die In-
tegrale ¢,, wie auch /, und &, rein-siikulare £2-Glie-
der enthalten ; folglich sind also die Glieder p, (_¢i3),
Ps (('13) und p, (d3) zu untersuchen. Zuerst betrachten
wir :

P (03) o

die 1n Belracht kommenden Koellizienten lauten nun
ber Potenzentwickelung nach e :

OBSERVA FORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

mente de las ecuaciones de condicion (6), donde
primeramente

ey -4 (&) [1 -+ Crd

o1,

y andlogamente para l, v &,. Resultan entonces en
e, términos seculares en ) inicamente de los tér-
mMnos (ue en cl2 contienen los factores ¢; y &, por-
que solo eslos poseen términos seculares de la forma
t,, a la vez que los coeficientes e, y ¢,5 Lieneu Lér-
minos conslanles, luego las integrales ey, [, y @y
contienen términos seculares puros en * y por tanto
debemos investigar los lérminos p, (ay), py (as) y

P4 (az). Consideremos primeramente

—
2)a
= —\ l{lge . €9,

desarrollando los coeficientes segin polencias de ¢

resulta el primero :

€2 = 2 Rge — 1—2(;1 + e+ ...) Rg +§(1 + 1e2+ ) R.. + i (1 — 1c2-i- ) R.-
e e :

Die beiden letzten Glieder fallen weg, weil sie
rein periodisch sind, wihrend die beiden ersten
Glieder 2uch die nolwendigen Konstanten enthal-
ten. Es ist nun zweckmdjig, zugleich den zweiten
in e, in Betracht kommenden Koeflizienten in Riick-
sicht zu ziehen :

wo der zweite Term, weil rein periodisch, in Weg-
fall kommt.

Bringen wir nun den Sikularteil der Storungs-
funktion unter der, wie wir sogleich sehen werden,
notwendigen Beriicksichtigung der Terme 4. Grades
auf die bekannte Form von Laplace Le Verrier,
wobei die Koeflizienten Ai, die Transcendenten von

Laplace nebst ihren Ableitungen fixieren :

A A

De los dos ultimos términos podemos prescindir,
pues son periodicos puros, pero no, en cambio, de
los dos primeros que contienen las constantes nece-
sarias. Es conveniente considerar al mismo tiempo

el segundo coeficiente de e, :

\

e(l o ;82 + ) R:g.

donde el segundo término carece de interés por ser
periodico puro.

Consideremos ahora la parte secular de la fun-
cion perturbadora, tomando en cuenta los términos
de 4° grado lo cual es necesario como veremos, en
la forma conocida de Laplace-Le Verrier, donde
los coelicientes A‘y representan las trascendentes
de Laplace y sus derivadas :
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, 3
(A% + A%) (e* + ¢?) + E—(:\O3 + A9,) et

4 é(AO1 + 7A% + 12A% + GAO,) ¢

3
+ g (A% + BA% + 3A% + A% ¢, +

3,
— % (2A"y 4+ 9Al; + 6A1,) cos (&' — &)

.

‘_’5_(;\10 — AL, — Al)cos (' — @)
68,3 1 1 1 KAl
—l—?(;\O—Al— 11AY, — 15A1,

3 ,
— 6A1)) cos (& — &) + —1—60%'2(1\20 — A% + A%, + 4A% + 2A2) cos (28 — 26)

so wird bet Beschrinkung von ey auf die Terme 2.

Grades d. h. auf

I
eze = — Rge —

(4

und wenn noch auf die frithere Bezeichnung der
Koeflizienten der Storungsfunktion Riicksicht ge-

_— o (AL 1 1y — K g
nommen wird, indem 2 (A'; — Al — Al)) = K so
wird :

e /

: : ¢ .
ese = K2 |(— F, + 5f4)Tsm (0 —

Dabei haben die Koeflizienten f;, f; und f; der
3 letzten Terme der Storungsfunktion die Bedeu-
tung :

Ji

Resulta asi, limilandose a los términos de 2°

grado,

<)

y si ponemos como antes 2 (\!; — Al — AL) =1,

se obtiene :

SR
w) + ge“' 5sIn (20" — 20)|

Los coeficienles f, fy y /i de los 3 dltimos términos

de la funcion perturbadora tienen los significados :

2AL, + gAl; + 6AL,

fo = Al — AL — 11AY, — 15AY — 6AY,
fo =A% — A% + A%, + 4AZ, + 2AZ,.

Aus der Darstellung oben von ey ersieht man also,

da? der Koellizient f; nicht mehr vorkommt, indem
L).*:i

sich 2 Polglieder der Form  ergeben, die sich
e

infolge absoluter Gleichheil, bet aber verschiedenen

Vorzeichen, wegheben, soda? es. frei von Polen ist.
’ D ’ M L2

Analog erhilt man :

/
9 €

En la representacion anterior de ey el coeficiente f;

no aparece ya, pues ha resultado ser factor de 2
73

términos con polo de la forma s iguales en valor

L’
absoluto y de distinto signo, de modo que ¢y, carece
de polos.

Analogamente resulta :

e = — k /—FU cos (& — ®) + 3. Grad. 4 5. Grad. etc.

4
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frei von Polen. Folglich ergibt die Integration in
Bezug auf e, mit Riicksicht darauf, da3 e, = e;nt

(T} 1

und &, =  nt, wobei e, wie &, Terme 1.+ 3. Gra-

€

des, etc., sind :

f1 — &
RARTE T

Da ey nach obiger Rechnung mindestens vom 2.
Grade, aber e,; mindestens vom 1. Grade und zwar
in ¢, so wird folglich e,.e, mindestens vom 3. Gra-

My ..

de, wihrend e, ” einen Pol e = o hat. Zum Uber-
gang auf p, ((i3) ist dann noch der Faktor R, zu
beriicksichtigen, der nach willkirlicher Wahl vom
0., oder 1., oder 2., ... Grade sem kann. Wird R
so gewihlt, dag R.. vom o. Grade wird, so bleibt
der Pol e = 0 in a; erhalten, muf sich aber, wie
schon frither bei den Polen der rein-siikularen 2-
Glieder, wegheben und zwar gegen den analogen
Term in py (as).

Ist R.c vom 1. Grade in ¢, wenn niimlich R aus
den Gliedern in F; und G; gewiihlt wird, so bleibt
auch dann das Glied mit dem Pole e = o bestehen,
hebt sich aber gegen das entsprechende Glied in
Ps (ag) fort. Nur wenn R.. mindestens vom 1. Grade
in ¢, soda% der Koeftizient e den Pol e = o aufhebt,
so wird das entsprechende Glied in a;: exp6, vom
2. Grade und der Form : ¢ (2¢ + §e’) withrend das
Polglied, falls R.. vom o. Grade, die Form erhiilt :

Wir Kénnen uns hier nun nicht auf die Bemerkung
beschrinken, da3 dieses Glied sich gegen ein ent-
sprechendes Glied von py (a,) weghebt, sondern miis-
sen unlersuchen, ob nicht bei dieser Elimination
der Polteile noch Resle positiven Grades iibrigblei-

ben. Denn es 1st:

e2g .

ae + (¢

OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

libre de polos. Por consiguiente se otbiene inte-

grando respecto de e, y considerando que e, = e;nt
- 0y = GO
Yy o = —nt donde e, como &, son término de
e

1" + 3° grado, etc.

Ya que ey es, segtin el calculo anterior, por lo me-
nos de 2° grado, pero e, por lo menos de 1° grado
en ¢/, resulla ey, . e, al menos de 3" grado, en tanto
0y .
que e - — tiene un polo e = 0. Para pasar a p, (as)
hay que considerar ain el factor R. que puede ele-
girse arbitrariamente de grado 0,1 0 2, etc. Eligien-
do R de modo que R¢, sea de grado o, se mantiene
en a, el polo e = o, pero tiene que eliminarse como
antes con los polos de los términos seculares puros

en {2, es decir, con los términos analogos de pg (a;).

S1 ahora es R.. de 1°" grado en ¢, o seasi R se
elige de los términos de coeficientes I'; y G, existe
ain el término con el polo e = o, pero se destruye
con el término correspondiente de pg (a;). Guando
Ree es por lo menos de 1°° grado en e, de modo que
el coeficiente ¢ destruye el polo e = o, el término
correspondiente de a; : €25 . &, es de 2° grado y de
la forma : ¢ (xe + 3¢’), mientras que el término

con polo resulta de la forma :

(a)

e

st Ree es de grado o.

No es suficiente Limitarnos aqui a la observacion
de que esle término se elimina con un término co-
rrespondiente de p, (ay), sino que debemos investi-
gar ain si la eliminacion es completa o si quedan

restos de grado positivo. Es
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_ale,

Ps (d3) =X

sodag, da R¢se mindestens vom 1. Grade in e:
entsteht :

'y
€

Sl

REG)G') ((7)1)2
Folglich hebt sich (a) gegen (b), abgesehen vom
Vorzeichen, nur teilweise weg, wie aus der folgen-

den Zerlegung folgt :

ae + (e

(xe + f¢')
¢

1 \2
o (ae 4 3¢)* =
dann stimmt also der 2. Summand mil (a) iiberein,
withrend der 1. Summand einen Rest fixiert, der
vom 1. Grade der Exzenlrizititen isl, also von nie-
dererem Grade als die bereits oben abgeleiteten
Terme in p, (a3), die vom 2. Grade waren. Mithin
folgt hieraus, daj3 die Poisson-Glieder von a; der
co

S - Al
. A mindestens von 1. Grade der Ex-
sin

Form ¢2.

zenlrizitilen sein konnen. Um feslzustellen, ob das
gefundene Glied 1. Grades sich nicht noch gegen
andere analoge Glieder wieder weghebt, ist einer-
seits die exakle explizile Form und andererseits die
eventuclle Exislenz weiterer Glieder 1. Grades 1n
den tbrigen Termen p; (ag) abzuleilen. Erst dann
konnte die Aufsuchung der Glieder 2. Grades forl-
gesetzl werden. Setzen wir dementsprechend zur

Ableitung von Ree in py (a3) :

R

so wird mit Riicksicht aufden 2. Term in dem Aus-

druck fir e, oben :

e -

~

1 k%

3 l\.z'/l — e* (i — 1) nGiF;

Pz (da) = +

e

Andererseits erhiillt man mit demsclben R zur Ableit-

ung von Rz den folgenden Ausdruck fir py (ay) :

I
- Rlaﬁ)ﬁ) .
2

— Wy

() ]

[

(6’1)2

de manera que, por ser R.4s por lo menos de 1°
grado, resulta :

(xe + Be’)? (b)

!
e
Luego, prescindiendo del signo, (a) y () se elimi-

nan solo parcialmente, pues, por la descomposicion

o
= (ae + &) 2 + & —(ae + Be);
C

se ve que el 2° sumando coincide con (a) y el pri-

mero da un resto de 1" grado, es decir, de grado

menor que el de los términos de p, (a;) deducidos

anleriormente, o sea del segundo. Luego resulta

que los términos de Poisson de a; de la forma
cos

A pueden ser por lo menos de 1°" grado en
sen '

2.

las excentricidades. Para conslatar, st el término
hallado puede eliminarse con olros términos andalo-
gos, es menester por una parle deducir su forma
exacta explicita, y por otra parte indagar la existen-
cia eventual de otros términos de 1 grado en los
demas términos p; (ay). Solo entonces podria pro-
seguirse la basqueda de los términos de 2° grado. St

ponemos, por tanto, para la deduccion de R.q de

P2 ((13) :

/f:’;lci cos [ill — (i — 1)l — &),

resulta, considerando el 2° término de la expresion

anterior de e, :

cos (o — @) Esin [l — (1 — 1)1 — &]

Por otra parte se obtiene deduciendo R.gq del

mismo R, la expresion siguiente de py (ay) :
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™ 2 ~ )2
. 2 VII I 1 /f s 9 ((0)1> 9 * .1, ~ o
e (@) = — —Rlge - 04 = — ——= (I —1)n?Ci—Esm[il — (i — 1)l — &]
Ps (as) K ED@ 1 G K ( ) S [ ( ) ]
! 01 . . Wy
Da nun der Sakularteil &, = — - nt, so wird : Ya que ahora la partesecular o, = -nf, resulta:
e e
2 .. p2
= ew =€
Il(:)l =-_1= = Re = ae + (je’,
! KYa
wobet donde :
1 k21 — & 1 k21 — ¢ . -
= —o ————— (Aol =t A"\OQ), lrj St I/\ — FO cos ((‘), S (1))
2 K Va [l ;/a
Folglich erhalten wir in pg (a5) den Faktor : Por consiguiente obtenemos en pg (a3) el factor :
2 (~ \2 < /
n°\w > 71(,1)1 = e -
<1 = (ae + Be) =ayn + f—o, .1
e e e
wo der 1. Summand der letzten Summe vom 1. donde el 1°" término del ultimo miembro es de 1°

Grade ist, withrend der 2. Summand das Polglied grado, en tanto que el segundo coutiene el polo

mit dem Pol e = o enthilt. Folglich wird : e = o. Por tanto resulta :
. 1 k? . - e - . s :
ps(as) = — EK(z —1)G; <a6>1n + ﬁ;dwz) Esin[ill — (1 — 1)l - ]
oder bet Substitution von § zur Feststellung des o por substitucion de 3, por fijar el término con
Polgliedes : polo :
a it — 5 6/: . - : -1 . -
ps(as) = — el —¢ (1 — I)IICiFOz ®y cos (& — @) tsin[l — (1 — 1) — &]

soda? dieser Term sich gegen den obigen Polterm  de modo que este término se elimina con el término
von p, (ag) weghebt, wiihrend in Ps (d3) im Gliede con polo anterior de p, (d3), mientras que en el
mit dem Faktor x noch ein Term 1. Grades tibrig  término con el factor x de py (d3) queda todavia un
bleibt. Bei Substitution des Teiles z5,n von n® (o,)®  término de 1° grado. Substituyendo entonces la

und des entsprechenden Ausdruckes von x erhillt  parte ap, de n? (&,)? y la expresion correspondiente

man dann : de %, se obliene :
=
ps (ag) = — }--Fl-‘l — &G (0= DA% + A% onlsin (i — (1 — 1) — &)
K2 A .
Sada e Bulleaia o hunchdeminooh kit a’n® de modo que resulta por integracion, substituyendo
? O ) - e 2 4 3,2
\ (14 m) 5 a’n

. ; . . —_—— aplicando a los coeficientes de
geselzt und fiir die Laplaceschen Koeflizienten die  K* (1 + m)? ya

entsprechenden Abkirzungen eingefithet worden  Laplace las abreviaciones correspondientes :
sind, ergibt :
I~ 9 .
1 J1 — é (t—1)n

Ps (ag) = 7la . Ci(A°, + z—\“2> E)l(nl)" cos[ill — (1 — 1)l — &]

(r +m)*in’ — (1 — 1)n
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womit das Glied 1. Grades in pg(a;) abgeleilet ist,
da o, = ae + {e'.

Da im Ul)rigen in keinem anderen Terme p; (a;)
auger in pg(ag) der Faktor (&;)? auftritt, so muj in
allen iibrigen Gliedern ein totales Wegheben der
Glieder mit dem Pole e = o stattlinden. Denn die
weiteren Polglieder stammen allein noch aus den
Termen:

ol

I& e 6)2 und

P4 (d3) =

Die in Betracht kommenden Terme in &, sind die
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con lo cual hemos obtenido el término de 1° grado,
ya que 51 = xe + (€.
Puesto que el factor (&,)? no aparece en ningun
otro Lérmino p; (ag), con excepcion de pg (az), debe
tener lugar una eliminacion total de los términos
con el polo e = 0. Pues los otros términos de polo

resultan solo de estos :

Los términos a considerar en &, son los siguientes :

folgenden :
: =€ L
[y = = [0)2(3 ' 61 + Woa - 0)1],
Kya e
werin zu substituieren ist : donde hay que substituir :
. I
W2e =— RC’B T __2— RC
e(1 — é%)

und ¢es = Rep, sodad hier nur die 1. Potenz von
(»,) erscheint und deshalb in der Summe von p, (a3)
und p;4 (ds) ein unmittelbares Wegheben der Terme,
die in &, den Pole ¢ = o enthalten, slattfinden kann.

s handelt sich aber weiter um die Frage, ob in
dem schon behandelten mit einem Pol ¢ = o behaf-
telen Term p, (a3) und den iibrigen Gliedern p; (ad)
noch Glieder 1. Grades der Exzentrizititen vorhan-

den sind.

Zuniichst ist in dem obigen Ausdruck fiir p, (a3)
die Ableitung R.; wegen der Differentiation nach &
mindestens vom 1. Grade, sodag R entnehmbar ist

aus .

(7

2

Den koeflizienten &, bringen wir auf die Form :

e

: V1 — e|[(1 I
g — - |:(—‘ R(.'c

y &2p = Rew, de modo que aparece aqui so6lo la 1*
[)Otel.l(li{l de &, y por lanto, en la suma de p, (a;) y
Pis (@y) la eliminacion de los términos con polo es
total.

Se trala ahora de establecer si el término con
polo e = o ya tratado, es decir, p, (a;3), y los otros
términos p; (a;) conlienen también términos de 1°*

grado en las excentricidades.

Primeramente la derivada R.; de la expresion

anterior de p, (a.) es por laderivacion respecto de o,
1 a3 t

por los menos de 1° grado, de manera que debemos

tomar

cos [l — (1 — 1) — &].

Al coeficiente &, podemos darle la forma :

—ﬂﬂQ—RJq+lRm.@}
e e
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woraus zuerst bei Betrachtung des 1. Gliedes allein
auf Gruand des oben gegebenen Sikulartetls von R

folgt, unter Substitution von ¢, = e; nl:

/:‘Zi/l_— e?
K fa

~

Wy

5
h
sodaf :

P4 (.‘;3) =

d. b. man erhiilt bei Integration, da e, vom 1. Grade,
einen weiteren Term 1. Grades, der unter Umfor-

mung der Koeflizienten die Form annimmt :

= IaVI——e‘-’ (—1n =
) IS R=—=——— = 5
P4 d3) h (1 + mpPi’ —(1—1)n

worin fiir ¢, die Sikularstérung durch alle grogen

Planeten gesetzt werden darf.

1 .
. R, . e, tritt, da

In dem 2. Term von o, :

R,

¢’ (2¢ + pe’) als Multiplikator auf, soda3 beim Uber-

= ae + ¢/ und e, proportional ¢ ist, stets
cang auf p, (a;) entweder Polglieder oder Terme
vom mindestens 2. Grade, niemals aber solche vom
1. Grade auflreten.

Aus dem 3. Term in &,: Re . e, folgt aus dem-

selben Grunde nur ein Term 2. Grades, soda? des-

halb in p, (a;) durch das Hinzutreten des IFaktors
R.y, der mindestens vom 1. Grade ist, mindestens

ein Term 3. Grades entsteht.
. 4. E I .
Das 4. Glied in &y : = Reg - &, fithret, da Reg pro-
. |

portional ¢ ist, und da ferner

m p, (ay) nach Hinzutreten des Faktors R, propor-

tional mindestens zu e, zu einem Polgliede, oder,

(AOI + AO?)
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de donde sigue, considerando en primer lugar solo
el 1°" término de la parte secular dada anterior-
mente y substiluyendo e, = ¢, . nt :

e
1

—=ni?,
e

de manera que :

V1 — (i — 1) Ci (A% + A%) enl® cos [ill — (i — 1)l — &]

es decir, se obtiene por integracion, ya que e, es de
1°" grado, otro término de 1°* grado, cuya forma

es, previa transformacion de los coeficientes :

Ci<X01 - X‘)?) e, (mt)? sin [ — (i — 1)1 — &)

donde e, es la perturbacion secular debida a todos
los grandes planetas.
1

—T)R(;.

En el 2° término de @, :
€"

e, aparece siem -

pre ¢’ (ae 4+ 3¢’) como faclor, ya que Re = ae + 3¢
y e, es proporcional a ¢, de modo que en p, (as)
aparecen términos con polo, o términos de 2° grado

por lo menos, pero nunca términos de 1° grado.

Del 3° término de o, : Re . e, resulta, por el

mismo motivo, solo un lérmino de 2° grado, de

maneta (ue p, (a;) contiene, por el agregado del
factor Regr de 17 grado por lo nienos, un término
de 3°" grado por lo menos.
1
EL 4° término de &, : ; Res . &, originaen p, (ay),
agregandole el factor Res, proporcional a e, un
término con polo, ya que Re;, es proporcional a ¢

y ademdas es

o por lo menos da origen a un ermino de segundo

grado con el factor ¢ (xe + f¢') en caso de que se
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wenn in R.; das Glied proportional e gewiihlt wird,
um den Pol zu eliminieren, mindestens zu einem
Term 2. Grades mit dem IFaktor ¢’ (ze 4+ £¢’) d. h.
auch hier sind keine weiteren Glieder 1. Grades
moglich.

Untersuchen wir jelzt weiter die iibrigen Terme
Pi (()3), soweil sie zu Poisson-Gliedern der FForm

co

3 .
2 . A Anlaj geben konnen, so 1st zuerst
sin

ps (ag) =

zu betrachten, womit wir bereits oben begonnen

haben. Da

fr=¢

K/a

ey —

und der erste Summand ey, . ¢, vom mindestens 3.
Gradeist, wie oben gezeigt wurde, so bleibt noch zu
unlersuchen, ob der2. Term: ey . 6, wenn wirnoch
in p, (ag) von dem Faktor R, der mindestens vom o.
Grade ist, absehen, vom 1. Grade sein kann. Da e,

nach der oben gegebenen Definition mindestens

I
Rk we)

vom 1. Grade, falls ndmlich der Sikularteil

: , . , ‘ ce + Ge
vom Mindeslgrade 1 in ¢/, und lerner ¢, =

>
substituiert wird, so entsteht ein Polterm; dieser
hebt sich anderweitlig fort, wenn nicht R..=r1. Grad
gewiihll wird, sodaj alsdann in p, (a3) ein Term
¢ (ze 4 3¢/), d. h. ein Term mindestens vom 2.
Grade erscheint, aber kein Term 1. Grades.

Der niichste Hauptterm lautet :

Ps ((;;i) =

wo der Faktor /, einen Siikularterm in ¢ enthilt, .

h. [, einen solchen in £, da {3 nach (5) in Bezug auf

die in Betracht kommenden Teile zusammengeselzt

st aus :

gegc .

2 ) a

[\

16g

elija en R el término proporcional a e, para eli-
minar el polo. Luego tampoco aqui son posibles

mas términos de primer grado.

[nvestiguemos ahora los lérminos de Poisson de

la forma 2

\ en los demas pj (a;), considerando
sen

primeramente el término :

i; R. . e
K - -

que ya habiamos empezado a tratar.

Ya que

€y - Con - (T)l :

y el primer sumando ey, . e, es por lo meno de 3*
grado, como hemos probado antes, queda todavia
por investigar. si el término esg . &, prescindiendo
en p, (ag) del factor R., que cs por lo menos de
grado o, puede ser de 1°° grado. Ya que ez, segun
la delinicion anterior es al menos de 1°* grado, en

I
caso de que la parte secular
¢

Rie es al menos de

grado 1 en ¢’, y se pone ademas &, = ) se

origina un término con polo. Este se elimina con
olro Llérmino, si no se elige R., de 1 grado, de
modo que resulta en p, (a;) un término ¢ (xe + 2¢'),
es decir un término de 2° grado al menos, pero
ninguno de 1°° grado.

Ll proximo término principal es :

Ree « L.

donde el factor ?2 contiene un término secular en ¢,
es decir, [, contiene un término en %, ya que [, esta
compuestlo, segun (9), prescindiendo de las partes

innecesarias, de esta forma :

{2 = E£9¢€ - g94) - h‘\l.
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wobei nach Entwickelung nach Potenzen von e
entsteht :

2 lf’f(—z lr/ I — e

Ferner ist :

Da in 9. und z,5 nur die sikularen Teile zu bil-
den sind, sind alle Glieder rvechter Hand, weil sie
von den Ableitungen nach : unabhingig sind, in
Riicksicht zu ziehen. Da R, mindestens vom 1.
Grade und zwar von der Form e + 2¢/, ferner Re.
von 0. Grade und R, vom 1. Grade: ze + %€, so
ist, aus der Definition von sz, ersichtlich, daj ez
mindestens vom 1. Grade und deshalb 25 . ¢, min-
destens vom 2. Grade in der iform: ¢ (pe + ¢e’),
withrend der Faktor R, in py (\a'3) vom o. oder 1.
oder 2. Grade etc., sein kann. Folglich entstehen
durch den 1. Term von [2 nach der Inlegration (*-
Glieder, aber mindestens vom 2. Grade, also Pois-
son-Glieder in #in py(ag). In Bezug auf den 2.
Summanden 1n l.g folgl, dad =34, weil Rgg mindes-
vom 2. Grade von der Form e¢ sin (¢ — &), 1

Produkt mit &, ergibt :

o

oK Va
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donde los coeficientes desarrollados en polencias

de e, son :

2 1 I
i 4+ —_ _p2 . 2 .
K Ru,c g _‘/;1_ [8([ + !'e)Ra + (l Vl‘e)R]

Ademas es:

i
—el1 4 —é°]| Reg.
/ ]

Ya que hay que formar solamente las partes secu-
lares de 23, y 236, debemos considerar todos los
términos del 2° miembro, porque todos son inde-
pendientes de las derivadas respecto de =. Ya que
Ree es al menos de 1°" grado, de la forma ve + 2¢/,
Ree de grado o y Re de 1°7 grado de la forma ae 4 3¢/,
es evidente, por la definicion de zs., que 200 es de
1* grado por lo menos, y por tanto s . e, es al
menos de 2° y de la forma : ¢’ (pe + ¢¢’); mientras
que el factor Re; de pg (&3) puede ser de grado o, 1,
2, elc. Por consiguiente se originan, integrando,
terminos en (* por el 1° término de b pero al
menos de 2° grado; luego términos de Poisson en
12 en py(ay). Respeclo del segundo sumando de /,
resulla, por ser Ry al menos de segundo grado, de

la forma : ee’ sen (¢ - &), el producto de s por o, :

26 - 0, = 0, = (ae + fB¢’) . ¢ = 2. Grad,

soda’ auch hier kein Term 1. Grades entsteht.

Da p, (a3) schon behandelt worden ist, folgt als

niichstes zu betrachtendes Glied :

: 2| a
[)U ((13) =5 ll\

1 ,
- > )2

;I{sea . (C]) )
sodag direkt der Poisson-Term 2. sin A in py (ay)
erhalten wird, und zwar behaftet mit dem Faktor
¢'y, weil e in erster Niherung ¢’ und ferner den Ex-

zentrizititen aller anderen storenden Planeten linear

es decir, que tampoco aparecen aqui términos de
1°* grado.
Ya que p, (ag) ha sido tratado, el proximo tér-

mino a considerar es :

wo (e = (e, (1),

de modo que resulta directamente el término de
Poisson : . sen A de pg (ay), alectado por el factor
e, porque e, en la aproximacion es proporcional a

¢ y a las excentricidades de todos demas planetas
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proportional i1st; feruer ist R... zuersl vom o. Grade
withlbar, soda? folglich keine Glieder 1. Grades in
Ps (ag) existieren.

Der nichste Hauptterm

P1 (ds) =

enthiilt keine Poisson-Glieder der gesuchten Form ;
ferner ist der dann folgende Term pg (ay) bereits
untersucht worden, soda? wir sogleich zum letzten

in Betracht kommenden Term iibergehen konnen :

2|/c_1,

P13(.d3) =K

da e, = e, 2} (nt)® 1st, so entstehen bei Kombina-
e

tion mit Rees Polglied, falls R.s, vom o. Grade
wird, durch Entnahme aus den Termen 1. Grades
von R ; diese Terme heben sich aber in p,{ay) ge-
gen die entsprechenden korrespondierenden Glieder
wez. Wird R.; aber vom 1. Grade in e gewiihlt,
so entstehen in p 5 (ag) Glieder der Form : ¢, d. h.
¢’ (x2e + 3¢'), die also mindestens vom 2. Grade sind.

IFolglich verbleiben die Glieder 1. Grades in
Py (ag) und py(ay) als die einzigen Terme niedrig-

v cos

sten d. h. 1. Grades der Poisson-lForm: # . “in A

in Bezug aul die 3. Ordnung der storenden Massen.

§ 2. Der Einfluz der kombinierten und der gegensei-
tigen Storungen der groZen Planeten auf die Sdku-
larbeschleunigung «,.

Die Differentialgleichungen fiir a; aut Grund der
genannten Stirungen der grogen Planeten sind die-
selben wie frither in Teil I, §. 4. Die ersteu Grund-

formeln sind also :

i

perturbadores. Se puede elegir primeramente R..,
de grado o, de modo (ue no exislen términos de
ar o g

1°" grado en pg (ay).

Ll proximo téemino principal :

no contiene ningin término de Poisson de la forma
buscada y el lérmino siguiente py (a;) ya ha sido
investigado, de manera que podemos pasar a con-

siderar en seguida el ultimo término :

HEL’(.'; - €. G)l;

* = g - .
‘a que e, . m; = e, . — (nty, resultan por combina-
1 I 1 ) |
e

cion con Reeq términos con polo, si R, es de gra-
do o, o seasi se consideran los términos de 1°" grado
de R; pero estos términos se eliminan con los tér-
minos correspondientes de py (az). Tomando Reeq
de 1°" grado en e, resullan en p,;(a;) términos de la
forma : e;&,, es decir, ¢ (z¢ + 3¢'), luego por lo
menos de 2° grado. Por consiguiente los términos
que ¢uedan de p, (a;) y pg (¢3) son los inicos Lér-
minos de grado mas bajo (primero), de la forma de
cos

Poisson : ¢?

\, en el 3° orden de las masas per-
sen :

turbadoras.

§ 2. La influencia de las perturbaciones combinadas
y mutuas de los grandes planetas sohre la acele-
racion secular «a,.

[Las ecuaciones diferenciales de a; referentes a
las perturbaciones mencionadas de los grandes pla-
netas son las mismas que las anteriores de la parte
[, § 4. Las primeras formulas fundamentales son,
por tanto :

22y ele. (2)
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wo jetzt in die Koeflizienten a,, ¢,, [ und &, die von
Saturn, eltc., abhiingenden Storungen von m wie
auch die gegenseitigen Storungen aller grogen Pla-
neten einzufithren sind, wihrend die nur von Jupi-
ter abhiingenden Faktoren : Rleq, R, ele., erhalten
bleiben, wodurch also eine Kombination der Sti-
rungen einlritt. Unscre Aufgabe ist dann, unter der
genannten Voraussetzung in a,, ey, etc., bis e, . &,
die Sikularstorungen in (% zu ermitteln, damit dann
bei Integration der Produkle von a,, e,, etc., mit
den Ableitungen Rl.q, Rlce, elc., die gesuchten Pois-
son-Terme entstehen konnen. Zuerst 1st dann 1m

FFalle :

(0. — 2|
Piids) = ¢
Da nun in der hlammer die hoeflizienten a2, a’g,
ete., infolge der Abhiingigkeil von der Liange ¢, ge-
mi% den Definitionen (6,) in Teil [, nur rein-perio-
dische Glieder sind, so enthilt c'zQ, nachdem ¢, &,
¢, &'y, ete., durch ihre siikularen Teile ersetzt sind
und Integration stattgefunden hat, stets nur Glieder

sin

der gemischt-siikularen Form ¢ . A, nicht aber
S

co
von der rein-sikularen Form ¢2; also kénnen auch
in dem Anteil p, (a,) keine (2 Glieder auftreten, also
auch in a; keine Poisson-Glieder der genannlen
Form.

Dagegen kann das 2. Glied unserer Gruppe :

P2 ((ld) =

J1 — €

p ((;.,) e

K Ja

zu rein-silkularen Termen £ fisthven, weil die Koefli-
zienten €%y, etc., alle neben periodischen auch kon-

stante Teile enthalten, denn es ist :
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hay que introducir en los coeficienles ay, ¢y, I, ¥ &,
las perturbaciones de m dependientes de Saturno,
etc., como asimismo las perturbactones mutuas de
todos los grandes planetas, mieutras que los fac-
lores R'.q, Rl elc. dependientes solo de Japiter,
se manlienen. Se lrata pues de una combinacion de
perturbaciones.

Nuestra laren consiste entonces en deducir en a,,
ey, elc., hasta e;5,, en la hipdtesis precedente, las
perturbaciones seculares en {2, a fin de que puedan
originarse, integrando los productos de a,, e,, elc.,
por las derivadas R':«, R'ee, etc., los términos de
Poisson buscados.

Primeramente tenemos el caso :

fa 9 o~ . ; -
mi ”22#\‘-'| + a3 W, + 51126'(3’1 + f?i'_'r'u’w’l + agere”; + Ao . @ f (1)

Ya que los coeficientes a®., a3, etc., del parénte-
sis, son siempre términos peridédicos puros, por la
dependencia de la longitud ¢, segin las definicio-
nes (6a), Parte I, «, contiene, previa substitucion
de e, oy, €, @'y, elc., por sus partes seculares e
itegracion, solamente lérminos de la forma secu-

sen

lar mixta ¢ A, pero no de la forma secular pura
o I _

08

en t?; por consiguiente no pueden aparecer en la
parte p; (ay) ningin término en (2, y por consi-
guienle tampoco en a;, términos de Poisson de la
forma mencionada.

Por el contrario, el 2°término de nuestro grupo :

/_.
2)a
_l—(_ l‘lse - (/)2’ {3 I

donde

-9 9 ~
€72¢eCy + €% - (OF

N 9 o0
+ Ul‘_’("‘ 1 T €% . W q

2 ’” 2 ~ /f
e . €7+ @7y

produce términos seculares puros en #*, porque to-
dos los coelicienles ¢*y, etc., contienen, aparte de

términos periddicos, parles constantes, pues es :
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‘ L I :

c.!_-,” _— Hz(hc e S T HJ!I)
4 e(1 — e?)
P

(5] 5

€2 = — HZ.:}«;’»
e

sodag, R? entsprechenden, aul Grund der fritheren  de modo que, si R? se deduce de la representacion

Darstellung in Bezug anf R': antertor de R, resulla :
/‘.,\ I 74 Wi '3 7 //‘ : ~ 1! ~ ‘; TIvar e = ~ 1/ ~ '
Colg = r? = 7100 F”, + 7168/ 4 sIn (0”7 — ) + gc fesin (2" — 2 ))\
2 ! L4 PR o ff ~
Loy = — A'~7c F” cos(0” — o).

" “Ferner erhiilt man fiir die sikularen Teile der Ademads se obtiene, como partes seculares de los

nichsten Koeflizienten : coeficiententes siguientes :

I .
1 = — Rlge = ~- E*F, sin (& — &
e 0 \

I I . : .
AT — ; RI(«’-”-")/ = 4 7 lfgelkoCOS ((:), = (J)).
A .

Die zugehérigen Faktoren, von denen nur die Los factores correspondientes, de los cuales solo

sikularen Teile zu beriicksichtigen sind, erhalten  solo debemos considerar las partes seculares, resul-

die Form : tan de la forma :
_ &
= 1
ey = ehn't, 0y =—-n't
e
» (?)u
N Y A | 1
gly = e nt, (.)17—7-11[
wihrend mientras que :
2 1 2117 5 ~ 7/ ~ 2 I 2 1K ~ /7 ~
200 = — 7/; F”7,sin (" — &) e = + 5 k2e”F",cos (& — &)-
/1 4

Alle Koeflizienten €%, ¢%, etc., sind frei von Po- Todos los coelicienles ¢%,., %, elc., carecen de
len e = o, wihrend @, o'y, etc., mit den Polen polos e = o, mientras que o, &’,, etc., estdn afec-
e = ¢ = ¢” = o behaflel sind. Zur Vermeidung der tados por los polos e = ¢ = ¢” = ¢. Paraevitar los
entsprechenden Pole, ist deshalb R! so zu wiithlen, polos correspondientes, hay que eligir R', de modo
daj die Funktion R'.. den IFaktor e enthiilt, also R'  que la funcion R';. contenga el faclor ¢, por consi-
vom 2. Grade ist, withrend in den iibrigen Fillen guiente que R! sea de 2° grado, mientras que en los

der 1. Grad geniigt, also: demas casos basta el primero, luego :

Rf = k25 Cicos[ill — (i — 1)1 — &),

2
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dagegen in den Fillen cines Poles: y en los casos de un polo :

e e . . . iR, :
it k2=7e*‘hicos [/ - (1t — 2)]— 26] + 7ezBlcos LI — )]

C : : i
Folalich erzibt sich in Bezug auf die Terme niedrig- Por tanto se obtiene para los términos de grado
sten Grades von p, (a;) das folgende Bild fiir die  mas bajo de p, (a;) las siguientes expresiones de

Verteilung des entsprechenden Grades jedes Sum-  reparticion del grado correspondiente de cada su-

manden von L (es): mando de L (ez) ;i
(1) [Rlie.€%e.] =0+ 2+ 1 = 3. Grad
F 1{1 25 - = 2l »//\1 9)_1. =30 G ad()”—" )
(2) [BRle .62 0] =)+ e’V + @ . — 2 GE (m Y
(3) (Rle. @20 ¢yl = 0 + 0. L1 (&) =1. » ()
o -
\ ~ i | ' ~
{ 11 {Rlzc . 01247)' . (‘)’1] = O + I (6’) + 0 'e_,' = 1I. D ((0,1)
(D) Rl sen.e)= 0 + 0 Fi-() =1. » (¢)
] ¢ S fp 1 ~
(D) [ng,; . % . m”lj — O =LA (8”) + 0 o ) = ‘s i (m”l)
FFolglich Jauten die Glieder niedrigsten d. h. 1. Gra-  Por consiguiente los términos de grado mas bajo,
des wie folgt : e. d. primero, son :
9
I Ip—" il 2 . s ~ \ _‘—/ : ~ 7 i)
pelag) = + —a—Ci (i — 1) (nl) cos[il — (i — 1)l — 8]y — Foe/; sin (&' — &)
- h (1 4+ m)* ; ‘
n — — n . . n
+ — : + Fyo'ycos (0 - @) — . — F7pe” sin (& — &) — .
St — CE mn’ — (1t — 1)n mn' —(t—1)n
ey : n" {
+ F70" cos (& — &) — - \’
m' — (1t — 1)n
Der nachste Hauptlerm ist dann der folgende : 1 proximo término principal es :
. a2 Va
- - 1
ps(ag) = K
wo [, = z, + 5, der Differentialgleichung geniigt:  donde [, = =, + 2, satisface la ecuacion diferencial :
= 9
I el . -2 ~ 1 / .1 ~ / .2 , 1 -2 ~ 11 2+ N
1)(2)—°QC'L'|+:2r})-(1)1+€2(3’-€1'Jr‘:.".'(;‘.’ (01+;2¢e”-(«l +c’.’(;)”-u) g -) -1'(12.
2 (

Die Koeflizienten %, ... sind dieselben wie frither Los coelicientes %, etc., son los mismos del caso

bei der Aufsuchung des kombinierten, aber rein-  en gue buscabamos los términos combinados, pero


FolglichlautendieGliederniedrigstend.il
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sakularen £2-Glieder von a;, nur sind jetzt die kon-
stanten Tetle derselben Koeffizienten zu bestimmen,
um nunmehr die entsprechenden gemischt-sikula-
ren Terme von a; zu erhalten. Substituiert man in
die einzelnen Teile der rechten Seite von p (1) den
sikularen Teil, so erhiit man fiir jedes Glied von [2

den folgenden Grad in Bezug aul die Exzentrizititen:

1

2. ) (‘.’)1 y )}
3. » ey, »
h. » 't »
J » ey »
0. » oy, »

Der 7. Term in a, ist nach dem Theorem von Pois-
son frei von rein-sikularen {~-Gliedern.

Die fiir p, (a;) sich ergebenden (2-Poisson-Glieder
sind also allgemein alle vom mindestens 2. Grade
und fallen deshalb gegen die vom 1. Grade fort.

Der nichste Hauptterm lautet :

1)1(’."3) —

wo jelzt

“2_l‘/_(l' ]‘ 1 S ¢
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seculares puros en t? de a,, solo que ahora debemos
deducir las partes constantes de los mismos coefi-
cientes para obtener los correspondientes términos
seculares mixtos de a;. Reemplazando cada término
del segundo miembro de p ([2) por su parte secular
se obtiene para cada lérmino de /:2 el grado siguiente

en las excentricidades :

. Term, Faktor e, entsprechend des fritheren analogen (3a) : Grad = 2

n (36 : » = o
» (3c): » = 2
» (3d)y: » — =2
» (3e): » =2
» (3fy: » =2

El 7° término con el factor a,, carece seguin el teo-
rema de Poisson, de términos seculares purosen '

Liuego los términos de Poisson en * de p, (ay)
son, en general, de 2° grado por lo menos y puede
por tanto, despreciarse.

El proximo término principal es :

-—
~—

3, (

donde ahora

~ 2 ~ 7 ~ ~ ~ ~ ! ~ ol ! ~ 2 ~ /7
1) ((1)2) = W2 . (’1 + (0’)2'..’(}') S OF + (l)l'..’.(j,’ . U,l + (,0)1'_'(;)’ O] + 0)226” -0y + w2 . W .

In Analogie zu dem [alle p, (ay) in§ 1 (Teil 1)
ergibt zuerst in Bezug auf die beiden ersten Glieder
(IFaktoren ¢, und o, ) nurdas 1. Glied einen Term 1.
Grades in a;. Deshalb wird :

/1'2 V‘l . c:!

I
= K
soda?, wenn R'.; aus

2¢

Andlogamente al caso p, (a;), § 1 de esta parte,
resulta que de los dos primeros términos (factor ¢
er

y &), so6lo el primero produce un término de 1

grado en ay. Luego es :

[(:\()1 )// + (A\02)//] Z’lllli)

de manera que, tomando R'; de

R' =k -Cicos [l — (i — 1)l — &]

)

A

entnommen wird, nach Integration folgt :

se obtiene, previa integracion :
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R I 1'17:70'2 — (i — 1)A
Jelde) = — = - b5 .
P9 h (1 +m? i —(i—1)n

Der niichste Teil-Term von (4) beruht auf:

[(A%)” 4+ (A%)Y”] e, (nt)sin [ill —(i—1){—&].

((hayu. (4b))

El proximo término parcial de (/) se basa en la

expresion :
(@) = orzer . €y (he)
WO donde
fi=e
, I —é% 1
Fr— e (S Riger.
Kfa ¢

1
Folglich ist a,, da - R'.; mindestens vom Grade o,

e e
vom Grade des Produktes R'eer . ¢y, also wegen des

Faktors ¢/, mindestens vom 1. Grade. Da

Rl = ;—k2Focos (& — o),
i

so ergibt sich, wenn R'.; wieder aus demselben R!

wie tm Falle (44) entnommen wird : que en el caso (a) :

: 1
Ya que — R';; es al menos de grado o, a; resulta

del grado del producto R'ue’y, es decir, por el fac-

tor ¢’;, por lo menos de 1° grado. Ya que

resulta, st volvemos a tomar R, del mismo R!

: 11 —ée K _ - = e
p (i) = 5 — F,cos (&' — o) e n't?,
8 eifa K
also por consiguiente :
o I 1 — e <= - (i—1)n - .
Pila3) = — ga——— _ G;Fy¢/; cos (& — &) - . (nt¥sin[il — (1 — 1)l = &)
8 (1 +mp ! (@ .)lll'—f(‘l—l)/l | ) )

Der folgende Teil-Term wird dargestelll durch :

El siguiente término parcial esta representado por :

(4d) ) (Do) = B2y . &y, WO
2 1

Der Nenner e in ¢lag fiillt in ag wieder weg infolge
des FFaktors R.¢ soda3 der Grad von a, bestimml

~ f
tl‘l

wird durch das Produkt: RYys. o', Da ', = — n't,

¢
andererseits aber R'zzr stets mindestens mit dem
IFaktor (¢')! behaltet ist, so fallt der Pol ¢’ von &,

mmmer fort, und ag wird vom 1. Grade, weil @,

[~ o
1 —e* 1
mlﬂa‘)' ey Rle(;n
Kja ¢
El denominador e de ¢'s5r se elimina en ag por el
factor R, de modo que el grado de «; esta determi-
t:; ’
. ~ . 0y
nado por el producto : R'egre,/. Ya que &,/ = — nt,
t‘
y por otra parte, Rle esta afectado siempre por el
factor (¢/)' al menos, el polo ¢ de &, se elimina y

ag resulta de 1° grado, pues ¢, es siempre de 1°
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mindestens vom 1. Grade ist : ¢/, = o'¢/ + e,

Entnchmen wir dann R'.; aus dem folgenden Term
1. Grades :

e

R! = k?C;i - cos [ill —

2

so folgl nach Integration von a; der Ausdruck 1.

Grades :

/ .
. 1 J1 — e (t—1)n
1 (as) = 4+ =@ - : -
Pi(as) 8 (1 + m)? ‘i — (I — 1)

Der nichste Term von &, lautel :

|.“,.,G’)’1 sin (¢ -
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. g = 1
erado al menos : o/, = 2’¢’ 4+ Z’¢”. Sacando enton-

ces Rlcs del siguiente término de 1 grado :

(= t3— al,

se obtiene previa integracion de ay, la expresion de

1°" grado :
) (nt)sinit — (i — 1)0 — 5]

El proximo término de @, es :

P (dy) = &2 . €y, wo ¢’y =¢" .n"t=1.Grad
und y
‘ 2
1 —e* 1 .
W2 = —— ] - RZ(’L”’
Kja ¢

1
Das Produkt
()

R.; 15t wieder mindestens vom o.

Grade uund R%.r . ¢”, mindesltens vom 1. Grade d.
L. proportional e, also auch a,. Dazu ist wieder R4
aus dem Terme 1. Grades in ¢ zu withlen, sodajl

schlielich nach Integration von a, erhalten wird :

Vl SRt

(1 + m)?

I
_f_(l

Py ((13) — 3

In Bezue aut den nichsten Term :
@]

K7 Cie’| cos (" — &) -

El producto  R.q vuelve a ser de grado o al menos,

"
v RZeer . ¢ de 1°" grado al menos, es decir propor-
cional a e, y por tanto, lambién a a;. Luego debe-
mos clegir nuevamente R';; del término de 1
orado en e, de manera que, en definitiva, resulla,

previa integraciom de ay

(nt)?sinjill — (i — 1)l — &

) n

Respeclo del término siguiente :

~ pf
, = o € . . (OS]
(/|/) [) ("’2) = (.)‘32(,'\” . (-)“1, WO (,)”1 — '(~)—,, "
und y
. b — & T .
W2 = __‘/_-— = '{'(w;,",
Kja €
bedarf es zur Ableitung des Resullates nur einer  basta para deducir el resultado, permutar a’, ¢/, &’

Vertauschiung von «’, ¢/, &' und n’ in p (&,) von (4d)

mit «”, ¢”, & u. n”; folglich wird dann :

y 0’ de p (&) de (4d), con a”, ¢”, &" y n”; por

tanto resulla :
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|

E o jr = = (= a)a
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=~ Jy

Palag) = g“ (1 + m)? & AT THES Y F70” sin (& — &) (nt)?sin [ — (1 — 1)1 — &).
Da das 5. Hauptglied: Ya que el 5° término principal :
afar

1)5(‘;3) =

wegen der Zusammensetzung von (@, )? nur aus einer
Konstanten und periodischen Gliedern nicht zu
fithren Kkonnen wir

Poisson-Termen zu vermag,

sogleich zum nichsten Hauptterm iibergehen :

Ps (’;.‘;) =K

wo e, = e;n. t. Da e, vom 1. Grade und Rl.¢e min-
destens vom o. Grade, so wird p; (a;) mindestens
vom 2. Grade und ist deshalb gegeniiber den Ter-
men 1. Grades za vernachlissigen.

Da das Hauptglied (7):

aus dem analogen Grunde wie im Falle (6) keine
der gesuchten Poisson-Terme hervorbringen hann,

konnen wir sogleich zam niichsten Term schreiten :

Ja

K

2

Ps(ag) =

da

K

21'_

ar. :
ST ‘; ngcg . (81)2,

I
B Blccg -\ )2
5 (a2

no puede producir términos de Poisson, debido a
que (a,)? se compone solo de una constante y de
términos periodicos, podemos pasar inmediata-

mente al proximo término principal :

(6)

donde e, = e;nt. Ya que ¢; es de 1°" grado v Rl
al menos de grado o, p; (ay) resulta por lo menos

de 2° grado y puede, por tanto despreciarse.

Puesto que el término principal :

R':e no puede producir términos de Poisson bus-
cados, por motivo analogo al del caso (6), podemos

pasar al proximo lérmino :

I
-~ Rt 0In)
2

~

-((1)1)2

)

(d)

yYa que

~

- Wy
@y = — nl

die Sikularglieder in Bezug auf alle grozen Planeten
enthilt, sind dadurch die Einflissse kombinierten
Ursprungs bereits erfagt. Da (&,)? den Pol ¢? = o
enthilt, andererseits R, immer mit einem Faktor

mindestens 1. Grades in e, behaftet ist, so enthiilt

C

contiene los términos seculares de todos los gran-
des planetas, las influencias de las combinaciones
quedan ya consideradas. Ya que (&,)? contiene el
polo ¢* = o, y por otra parte Rlye estd afectado

stempre por un factor de 1° grado en ¢; al menos,
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Pr (a3) das Polglied e; — o, das sich gegen das kor-
respondierende Glied in py (a4) forthebt. Bei diesem
Proze3 bleiben aber Terme 1. Grades in pg (a;) be-
stehen, wie n § 1 dieses Teiles Il zu ersehen ist.
Wird in Rt etn Glied mindestens 2. Grades beriick-
sichtigt, soda3 R'.us ebenfalls mindestens vom 2.
Grade in ¢ ist, so hebl sich der genannte PPol ¢ — o
weg und py (a;) wird mindeslens vom Grade von
{.(_2)1)2, d. h. mindestens vom 2. Grade. Dann aber
sind diese Terme gegen die vom 1. Grade wieder zu
vernachlissingen.

Die nun weiler folgenden Terme von ay :

17

resulta que pg (ay) contiene el término con polo

€1

= 0 que se elimina con el término correspon-
diente de p, (a;); pero quedan términos de 1" grado
en pg (ag), como hemos visto en el § 1 de esta par-
te I1. Si consideramos en R! un término de 2° grado
al menos, de modo que Rl también sea de 2°
arado en ¢ al menos, el polo mencionado ¢ = o se
elimina v py (ay) resulla del grado de (6,)?, es decir,
de 2° grado por lo menos. Mas entonces eslos tér-

minos pueden despreciarse.

Los lérminos siguientes de a, :

9)  mit dem IFaktor a e,

(
(10) »
(rr1) »
(12) )
cos .
enthalten nur Terme der Form : (! “in A, also 1m

Integral a; keine Poissongleider der gesuchten IForm
, COS

sin

Der letzte Term : (13) mit dem Faklor e;o, ent-
hatt, wie schon in § 1 dieses Teiles 11 ber Beriick-
sichltigung der Jupiterstéorangen allein gezergl wur-
de, woh! Terme der gesuchiten Poisson Iform, aber
vom 2. Grade, sodaj sie deshalb lier wegtallen.

Damit sind alle Terme dieses Typs erledigt.

Nunmehe komunen wir zne Untersuchuung der
Teile von (i3, welche die Wirkung der gegenseitigen
Storungen der grofen Planeten in dem Ausdruck
fiir a; schon explizit in den IFaktoren enthalten. Der
entsprechende Ausdruck fiir ayist im Teil 1 gegeben
worden. Dabei hatten sich zar Ableitung der rein-
sikularen (2 Glieder nur 1o Terme als brauchbar
erwiesen. Jelzt sind bei der Ableitung der Poisson-

cos ,
Glieder der FForm (%. “ A\ weitere Terme heran-

ruziehen, wobei folglich alle die Terme weglallen,

" a,l,
» r‘llrﬁ‘
» el
. r ’ . N COos
contienen soOlo términos de la forma: # A, v
sen :

pot consiguiente en la integral a; no existen térmi-
CcOSs
nos de Poisson de la forma buscada : (2 A.
sen
El ulimo término : (13) con el factor e;m, con-
tiene, como ya hemos probado en el § 1 de esla
patte 11, considerando las perturbaciones por Juipi-
ter, términos de Poisson de la forma buscada, pero
de »° grado, de modo que podemos despreciarlos.
Con lo cual quedan agotados todos los términos de
este tipo.

Pasemos aliora a la investigacion de las pavtes
de a, que coutienen explicitamente en los factores
el efecto de las perturbaciones mutuas de los gran-
des planelas en la expresion de (i3. La formula
correspondiente ya ha sido establecida en la parte 1.
Solo 1o de los términos resultaron ttiles para de-
ducir los términos seculares puros en *. Para la
deduccion de los términos de Poisson de la forma

cos ..
i e A, debemos aprovechar ahora otros térmi-

nos, prescindiendo de los que solo pueden producir
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COS . N
dic nur den Faktor (' . . A hervorbringen kon-
sin

nen. Deshalb sind die allein in Betracht kommen-
den Terme die folgenden, die sich unmittelbar aus
der Erweiterung von (3) Teil I auf die Potenzent-
wickelung nach «’;, ¢, I’y und &', sowie nach a’y,

¢y, U'3 und o/, ergeben :

[ = =~ Riee . (¢,)°

N | e

I = Rl . ¢,
l\ = 1{3(,)’ . (-1")/2
\ l — Iilff'mr .

-~

91 . () 1
VIII = R0 - 0, - 'y

wobel

. afa

plas) = K
Mithin haben wir zuerst zu untersuchen :
(I e
) (ae) = —

wo ¢/ = n't. L, wo L eine Reihe ist, die mit den in
den Exzentrizititen e”, ¢, elc., linearen Gliedern
beginnt. Da andererseits R';erer mindestens vom o.
Grade, so liefert I nur Terme vom Grade 2 in Bezug
auf die gesuchle Form der Poisson-Glieder.

Der 2. Term unserer Gruppe ist :

(11)

aus der obigen Behandlung des analogen Gliedes

der Haupltreihe :

wissen wir, dag sich hier die vorhandenen Polglie-

der gegen diejenigen in

UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

cos )
el factor {1 A. Por lo lanto, los términos a con-
sen

stderar solo son los siguientes, que resullan inme-
diatamente de la amphiacion de (D), parte I, y del
desarrollo en series de potencias de a’), ¢/}, l'] ¥ &/,

como asimismo de @'y, ¢y, U5 ¥ 0/, :

- -;- Ricorar - ()2
Il = R, . £,

V = Rleee . 04€;
VII = Rigger . &, - ¢

NI = Rl . ¢y . &'y

donde

(I 4+ I + ... + IX).

Pos eso debemos investigar primeramente :
o]
I :
: 5 Ivsc’c’ (3,1)3;

donde ¢/, = n/t . L, y L es una serie que empieza
con términos lineales en las excentricidades ¢”, ¢,
etc. Ya que, por otra parle, es Rl.ror de grado o,
al menos, la formula [ da s6lo términos de Poisson
de la forma buscada de segundo grado.

El segundo termino de nuestro grupo es :
lil's(i)’(i)' ((;‘)/1 )2 ’

sabemos por la investigacion anterior del término

analogo de la serie principal :

~ 9
Rleon - ()2

|
2

ue los términos con polo que aqui existen se elti-

minan con los de
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1)2(’.’:;) == 9 l/“ Rlee . €y

wegheben, wobei aber ein Restglied 1. Grades iibrig  pero queda un término de 1" grado. Luego se ori-
bleibt. Deshalb entsteht hier ein analoges Restglied — gina aqui un resto analogo al término 117 :
gegeniiber dem Term :

(”n) 1)// (u‘}) - le(l Rlﬁl' ; ,12;

es ist in dem fritheren Restgliede von pg (a5) nure  debiéndose permular en el vesto precedente de py(ay)
mit ¢, also der Koeflizient C; mit D; zu vertauschen, e con ¢, es decir, el coeliciente C; con D;, o sea &

also auch & mit & und n mit n’, soda? man erhiilt:  con o’ y n con n’. Se obtiene, entonces :

Vi —e = (i—1)n
1 +m)? i —(i— 1)n

pilay) = ;la( [aA% (a’a”) + aA (a’ :L”)] o'y (nt)?cos [l — (i — 1) — &]

Der Proportionalititsfakior a folgt aus der Umfor- El factor de proporcionalidad a resullta de la
mung der Gauj schen Konstanten : transformacion de la constante de Gauss :
3,9
_ a’n
/1'2 —_— 2
I+ m

um zugleich auch den Proportionalititsfaktor (r’¢)*  para obtener al mismo tiempo el factor (nl)*; pre

zu erhalten ; schilieglich wurde noch viamente hemos puesto
5
. 1
(J)ll = 5 ’,[
e
geselztl.
Der nichste Term lautet : Il término siguiente es :
% ya
= 1 /
(ITI) p (a'y) = < R0,

da I, rvein-sikulare Glieder in (* enthilt. Schon pues [, conliene términos seculares puros en (-

frither wurde bewiesen, da3 : Hemos probado anteriormente, que la parte secu-
lar de
‘)l(z V1 — 02 4
€268 — = K B(t(.) P — I + C[{é’.(?)
2K Ja i

in seinem Sikularteil mindestens vom 2. Grade ist, es al menos de 2° grado, y por lanto, analogamente,

analog folglich auch <55 bei Abhiingigkeit von den también la de 45 que resulta depender de los ele
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Ilementen yon m”. Folglich ist (111) gegeniiber den  mentos de m”. Por consiguiente, los lérminos de

Termen 1. Grades zu vernachlissigen. (111) son despreciables en comparacion con los de
1°" grado.
Der niichste Term unserer Gruppe ist : IXl siguiente término de nuestro grupo es :
2 [*’/5
(IV) p(ag) = K Rl . @5

dieser Term bildet das Analogen zu dem fritheren esle lérmino ecs analogo del anterior p, (a3), siendo
Py (ag), wobel nur
12

. e U] ; - )
Wy = — n'l? = l\'" 1 — ¢?—=[A% (a'a”) + A% (a’a”)] &\n'2.
e e

Der Faktor R'e; ist zuerst aus dem Term 1. Grades  Debemos sacar primeramente el factor R':z del

in ¢ z2u entnehmen: término de 1 grado en ¢ :

/

. e . . P

R'=Fk2.Di-—cos(il — (i — 1)l — &),

2

sodag schheslich unter Wegheben des Poles ¢ = 0 de modo que queda, finalmente, previa eliminacion

das folgende Poisson-Glied 1. Grades iibrig bleibt :  del polo e = o, el siguiente lérmino de Poisson de
1°" grado :

RO OSP S  SETE T S -~ ,
A miEin — (- 1)n Di [aA® (o', a”) + aA®% (a’, a”)] . ¢y (nt)* X

X sl — (i — 1)l — &)

Weitere Terme 1. Grades sind in IV nicht vorhan-  No habiendo mds términos de 1*" grado en (LV),

den, sodaZ wir zum folgenden Term iibergehien : pasaremos al término proximo :
v : 2| a Rt .
(V) plag) = cee! . €1 .64,

[N

die Existenz des Produktes ¢,¢/; neben dem Faktor el producto de e, . ¢, por el factor R'zeer de grado o
R'.eer, der mindeslens vom o. Grade isl, zeigl an,  por lo menos, nos indica que el término (V) es de
da? der Term (V) mindestens vom 2. Grade, also  2° grado al menos, y por tanto despreciable.
inuerhalb unseres Rahmens wegfillt.

Der nichstfolgende Term ist : 2} tlérmino siguiente es :
2 l’/:l
K

(V) [)((L;_‘) =

l{lsl-‘(h’ . Ul&)’l .

Der Faktor R'..; enthiilt wegen der Differentiation  contiene stelpre como factor al menos (¢)', a

o - ‘ = A .
nach &’ stets mindestens (¢')! als Faktor, der den Pol  causa de la derivacion respecto de &', de modo que
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¢ = ovon o eliminierl, sodas insgesaml, da e,
vom 1. Grade ist, der Ausdruck (VI) mindestens
vom 2. Grade : ¢, (&'¢/ + Z’¢”), also zu vernachlis-

sigen ist.

In dem folgenden Term :

(VI p(ay)
fillt analog zum IFalle (V1) der Pol e = 0 von o,
gegen den in Rlgger auftretenden Faklor e weg, sodaj
der Term (Vil) mindestens vom 2. Grade wird und
zu vernachlissigen bleibt.

Der nun folgende Term

(V1) p (ag) =

enthilt durch den Faktor R'. 44 stets auch den Mul-

tiplikator e . ¢/, der die Pole e=o0 in &, resp, &=o0
in ¢/, neutralisterl, soda3 (VIII) mindestens vom 2.
Grade wird, ausgedriickt durch das Produkt &,¢/,.

Schlieglich lautet das letzte Glied :

9 a

(I\) ——
K

plag) =
Wird Ry aus dem Term 1. Grades in e in R
entnommen, so gibt der Faktor &', zu etnem Pole
¢ = o Anlaj. Das so entstehende Polglied hebt sich

aber gegen den entsprechenden Term in
(Iv)

Wiihlen wir R'iergr aus den Termen 2. und hoheren
Grades in ¢, so hebt sich der Pol fort und es ent-
steht in (IX) ein Glied vom mindestens 2. Grade,
ausgedriickt durch das Produkt: ¢/, .¢/,. Im tl)l‘igell
sind keine weiteren Glieder 2. Grades vorhanden.

Die unmittelbar analoge Gruppe zu [-IX ergibt

sich durch die Vertauschung von ¢, &', ... mil ¢”,

"

o, ... oder mit ¢, e0v) . d. h. durch Vertau-

schung des 1. Faktors in (I) RY.ppr mit R2rer oder

2 l/(.—t
K

2 |a
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el polo ¢ = o de ¢'; se elimina, y por lanto, ya que
e, es de 1 grado, la expresion (VI) es al menos de
2° grado : e, (x'¢/ + %’¢”), y por consiguiente des-
preciable.

in el término siguiente :
Rlsme'(:')]t"l

analogamente al caso (V). el poloe = o de @, se
elimina con el factor e de R'ger, de manera que el
término (V1) resulta de 2° grado por lo menos,
luego despreciable.

El téemino que sigue ahora :

~ ~
R‘E(T)lf), B OTEEN O]

contiene, por el factor R':zar siempre el multipli-
cador e . ¢ que neutraliza los polos e = o de @
¢ = o de &', de manera que (VIIl) es un término
de 2° grado, al menos, expresado por el producto
o, . ©,.

FFinalmente el dltimo término es :

]{13("(;’,’ . (.’,1 > (T),l.

Tomando Rlig del término de 1°" grado en ¢ de
R', el faclor ¢/, introduce un polo ¢’ = o. Mas esle
Lérmino con polo se elimina con el término corves

pondiente de :

R'.qay fort.

Eligiendo Rl de los términos de 2° y mayor
grado en ¢, el polo se elimina, originandose en

(IN) un término de 2° grado al menos, expresado

por el producto : ¢

&'i- En lo que resta no existen
mas términos de 2° grado.
El grupo immmediato analogo a [-IN resulta per-

mutando ¢, &', ...con e”, &”, ... 0con &, e(1v) .

es decir permutando el 1 factor de (I) R';pr con

R2,ren & R3.mem, ete., con cual la perturbacion
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R, ete., wodurch die Hauptstorung von a;
durch Jupiter durch die von Salurn, elc., ersetzl
wird, also enteprechend auch der Faktor (¢/,)* durch
()% resp. (€))%, elc. Dabei fixieren dann e”, elc.,
die Summe aller Sikularstorungen von m” durch

s

die iibrigen grogen Planeten, analog ¢, elc.

§ 3. Der Einflu der inneren Planeten

Die nun folgenden Betrachtungen tber den Iiin-
flus der mneren storenden Korper schlie%en sich
) \

unmiittelbar an die in § 3, Teil T an.

Die dorl abgeleiteten Voraussetzungen fiir den
Iﬂl)m‘gang von den Formeln beziiglich der Wirkung
deréiugeren storenden Korper auf die durch die in-
neren Planelen behalten auch hier bei der Ableitung
der Poisson-Terme in {* thre Giiltigkeit. Wihrend
hier im periodischen Teil der Storungsfunktion die
hoeflizienten der trigonomelrischen Funklionen
durch die :Xnderuug des Nebenteils der Storungs-
funktion eine enlsprechende Abhiinderung erfahren,
bleibt der Sikularteil ohne jede ;fﬁnderung. Unter
Beachtung der in § 5, Teil I fixierten durch den
Isinflnj der inneren Planeten bedingten Umformun-
gen der Koeflizienlen der Integrale p; («;) folgt dann

als erster Term niedrigsten d. h. 1. Grades :

I 1 — &2 mn’
pg (ds) = — - a’ . J — -
] (r + m")* " —

(t — 1)n

wo bel den Koeflizienten zu beachten ist, dad jetat :
Di = «’Di und AY) = @’A°, : es sind also alle Koelli-

zienten jetzt mit dem Faktor o’ statl a versehen und
- &
. ) . . 0 ; .
o' istdurch den in &/, = — 2/t vorhandenen Koel-
e

lizienten fixierl, wobei o/, die Gesamtstorung durch
alle inneren wie iiugeren storenden Korper darstellt.

Der 2. Term, der aus p, hervorgeht, ergibt als
Resultat der Umformungen :
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principal de a; por Jupiter se reemplaza por la de
Salurno, ete., y por consiguienle el faclor (¢/;)? por
(e”)?, etc. Entonces ¢, elc., fija la suma de todas
las perturbaciones seculares de m” por los otros

grandes planelas v anilogamente ¢, elc.

§ 3. La influencia de los planetas interiores

Las invesligaciones que siguen sc relieren a la
influencia de los cuerpos perturbadores internos y
constituyen la continuacion inmediata de las del § 5,
parte 1.

Las proposiciones que deducimos aca sobre el
pasaje de las formulas relativas al efecto de los cuer-
pos perlurbadores exteriores a las referentes a los
planetas interiores valen también para la deduccion
de los términos de Poisson en 2. Mienlras que los
coelicientes de las funciones lrigonométricas de la
parte periodica de la funcitn perturbadora varian
por la alteracion de la parte complementaria de la
funcion perturbadora, la parte secular queda inalle-
rada. Counsiderando las transformaciones del § D,
parte I, de los coeficientes de las integrales pi ()
condicionadas por la influencia de los planetas inte-
riores resulta como 1°" término de grado minimo,

es decir 1°" grado :

D, (»:_\"1 +- K”.) ;T)', (wity*cos [ill — (i — 1)1 — &/

donde hay que observar, sobre los coelicientes, que
ahora es: D = a'D; v K“l = a'A" ; luego todos los
coeficientes contienen ahora el factor @’ en vez de a,
Y @'; estd fijado por el coeliciente corvespondiente

~ ) 1 x .
de o'y = 'ty siendo ¢, la perturbacion total de
L
los cuerpos perturbadores inlerioves v exleriores.
El 2° término que resulta de p, produce como

resultado de las transformaciones :
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mn’

+ m')in — (1 — 1)n

V1 — e

a’
hoo(1

1)4 ((113) = +

§ 1, Teil 11,

lichen Stérungen direkter Form erschapfl sind,

Da hiermit gemip die allein mog-

gehen wir, gemij Teil H, za dem Einflug der
kombinierten und gegenselllgen Storungen der gro-

Ben Planeten iiber. Alsdann erhalten wir zuerst den

B&K”] + K"2>e (n't)?* sin [ill —

189
(i — 1)l — (-)'].

Ya que, segun § 1, parte I, las perturbaciones posi-

bles de forma directa se han agolado, pasamos,
segun § 2, parte I, a la influencia de las perturba-
ciones combinadas y mutuas de los grandes plane-

tas. Obtendremos, pues, primeramente el lérmino

folgenden Term 1. Grades : siguiente de 1°7 grado :
/ VI — ¢ 7£\2 ’ ; Y . ai i %
palt’s) = 7 (1 e Dyi ()2 cos [il! — (i — 1)l — o']) Foersin (6" — @) x
il

n n —- - n”
e e F.o Wy COS(® — 0)= = — Fe” sin (& — o :
in' — (i — 1)n siaecs )m’—(t—l)/z ol " ')uz (i —1)n

17
F// o (1 ~ / n /
+ B ,@",cos (@ — &) =

dabeir ist zu beachten, da3, weil m’ jetzl der gestorle
Korper ist, F”, nunmehr von a” u. a’ (frither von
144 8 on D ot
a” und a) abhingig 1st.
Die weiteren Terme folgen dann aufl Grand der
O

Formel fiir p, (a5) :

in' — (i —1)n)

donde hay que observar que siendo ahora m’ el cuer-
po perturbado, ¥”; depende de a” y a’ (anterior-
mente de a” y a).

Los otros términos resultan entonces en base de
la formula de p, (a3) :

1 J1 — €% = in’ , - —
n, (as) = + —a i —~ (A%Y’ 4+ A%)’] e, (n't)? sin [il! — ) - o
py(a’s) G mE i — (l—l)lz[' 1 2)"] ¢4 ) I ]
1, Jr —é€? —= - in L _
) ('3) = + 50 ———= Dil e, = - —cos (& — @) (nt¥sinfill — (1 — 1)l — &
Y 8 (r4+m)? " "l — (i—1)n ' : J
T in N _ . :
Y — 4L fr— ¢ DiE : sin (o — o) (wt)?sin il — (1 — 1) — &
pu(a’s) = + 0wy T3 : A
S 8 (1 4+ m')? in' — (L—1)n
_ I 1 — €2 —= - n'’ ) . P :
play) = + V - DiF” e’ — . cos (& — &) (n'ty?sin[ill — (i — 1)1 — o'
8 (1 4+ m')* i’ — (1 — 1)n
Hiermit sind alle Terme der betrachteten Gruppe Con esto hemos agotado todos los términos de
erledigl. nuestro grupo. '
Weiterhin sind dann diejenigen Teile von g zu Debemos investigar ahora las partes de g que
untersuchen, in denen die gegenseiligen Storungen — contienen explicitamente, las perturbaciones mu-

der grogen Planelen von vorneweg explizil enthal-
len sind. Unter Erweiterung der urspriinghichen
10 Glieder aul die unserer Vorausselzung entspre-
chenden Terme wird der erste Term nmiedrigsien,

also 1. Grades nach 11’:

tuas de los grandes planetas. Ampliando los 10 tér-
minos originales con los términos que corresponden
a nueslra proposicion, resulta el 1* término de gra-

do mas bajo, es deciv 1" grado, segin 11”:

13
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2)a’

P (‘i/s}) -

der gegeniiber den Polgliedern iibrig bleibende

Term auf Grund der Kkombination mit dem Term :

1-'// (;113) —

st dann :

1 1 — e? — n
1)// ((lqu) e 7 (1’ l -~ f—s . [’»l'~\”1 ((l,
' h 9yt +m)? an' — (1 — 1)n

wo die Noeflizienten der Sikularterme der Klarheit
halber explizit dargestellt worden sind.

Der niichste und zugleich letzte Term der Gruppe,
der Beriicksichtigung erfordert, ist der dem Falle

(IV) entsprechende :

entsprechend der dort gegebenen Formel lautet dann

die entsprechende Storung :

i ey .

I, )1 — e? in —

) (a's) = + —a’ - o - Ci[a’A° (a
P%s h (1 4+ m2in’ — (i — 1)n Flatd,

Die zu diesem Gliede gehdrende volistindige Grup-
peergibt sich durch Hinzuftigung der Storungeng,
die aus weiteren inneren storenden Korpern hervor-
gehen, die wir mit m(), m("), etc., bezeichnen wol -
al),

ete., oder a(, e, ete. Folghch ergibt sich diese

len und zu denen die Elemente gehoren : el'),
Gruppe vollstindig, wenn die Elemente m, a, e, ...
mit m®, a®), ", ... oder weiter mit m('"), a"), (")

. 10 unseren obigen Formeln verlauscht werden.

2 a’

K

. ald
P(a’.ﬂ;):'lz—,
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I
K’

2

Ri'ti’)m . (‘7)1)2;

prescindiendo de los términos con polo, queda en

hase a la combinacion con el término

a’) + 'A% (a, a”)] éy (W) cos (il — (i — 1)1 — &]

donde los coeficientes de los términos seculares han
stdo representados explicitamente, por claridad.

El proximo y ultimo término del grupo, que
exige consideracion, es el que corresponde al caso

(IV) :

Ra’d') .

iy

la perturbacion correspondiente es entonces, segun

la formula escrita :
a’) + a’A% (a, a”)]é, (sl — (1 — 1) — &)

El grupo completo que pertenece a este término
resulta por adicion de las perturbactones que se ori-
ginan por olros cuerpos perturbadores internos de-
signados con m(), m("), elc., con elementos: a(’),
e(), ete., 0 a, '), etc. Por consiguienle este gru-
po completo resulta permutando en nuestras for-
mulas los elementos m, a, e,

o m) al, e

....con m), a(), "),



o

S

L o

i

1311

oo

INHALT
TEIL 1. DIE THEORETISCHEN GRUNDLAGEN

Bmdertung .

Die allgemeine Entwickelung der Bahuclemente nach Potenzen der stérenden Massen und die Differentialgleichung
des Gliedes 3. Ordnung der grogen Achse.

Die Methode der Aufsuchung der den Zeilpotenzen ¢ und 2 proportionalen Sikularglieder der 3. Ordnung dec

grozen Achse des gestorten Korpers dureh augere storende Planeten

Der Einflug der Kombination der direkten Storungen durch Jupiter, Saturn, ete., sowie dic Riickwirkung ihrer
gegenseitigen Storungen auf die Sikularinderung 3. Ordnung der grogen Achse des gestorten Korpers.. . . .
Der Fall innerer storender Korper

TEIL 11 DIE POISSON-TERME IN ¢

Der Einflug der dircklen Stérungen der grogen Planeten auf die Sikurbeschleunigung a; des gestorlen Korpers.

Der Eintlag der kombinierten und der gegenseitigen Stornngen der grogen Planeten aut die Sikularbeschleu-
LT £ T A

Der Einflug der inneren Planeten.

INDICE
PARTE 1. FUNDAMENTOS TEORICOS

Introduccion

Desarrollo general de los elementos de la 6rbita segin potencias de las masas perturbadoras y ecuacién diferencial
del término de 3¢ orden del eje mayor., , .,

Método para hallar los Lérminos seculares de 3°F orden del eje mayor, proporcionales a las potencias { y * del
Lempo, en caso de ser las 6rbitas de los planetas perturbadores exteriores a las del cuerpo perturbado, ... ||
La influencia de la combinacion de las perturbaciones direclas por Japiter, Saturno, etc., y la repercusién de sus
perturbaciones mutuas sobre la perturbacion secular de 3¢* orden del eje wayor de la orbita del cuerpo per-
lurbado

PARTE 1. LOS TERMINOS DE POISSON EN 2

LLa influencia de las perturbaciones directas de los grandes planetas sobre la aceleracién secular a, del cuerpo
perturbado

La influencia de las perturbaciones combinadas y mutuas de los grandes planctas sol)re la aceleracién secular «,
La influencia de los planetas interiores.

bo
143

151
18]

I

18






u : . - : *:_-
R IR & I
: -- I-.I. -h HII: . : . : I"l:-.. II..*.::-: N

.'I.:“I | _ [ ] wle o -

e Lo .. .L.E..., :
T S
i
ﬂ.g:l - I.IE.I: 1 m

S A e
20 -
- .":“ -

:




iy

.- =
™" 9
w

e, S
.4”'. *f

"?'







||||| -———— ——

R
R

LT
Py Al
3673

Pt A t DAL C i Al L Bl L TR P 3T R N B e e At S U N A R R RN, S5 Ha T AR




