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I.A ACELERACION SECULAR DE LOS EJES MAYORESDE LAS ORBITAS PLANETARIAS
DIE SAKULARBESCIILEUNICUNG DER GROSSEN ACHSEN DER PLANETENBAHNEN

PARTE I. FUNDAMENTOS TEORICOS
TEIL 1. DIE THEORETISCHEN GRUNDLAGEN

§ i • Einleitung

Die Frage nach den Säkularstörungen der gros­
sen Achsen der Planetenbahnen hat sich mit der 
Zeil vom theoretischen wie praktischen Gesichts­
punkt aus zu einem akuten Problem entwickeln 
müssen. Denn die Genauigkeit der weiter zurück­
liegenden wie der neueren Beobachtungen fordert 
zwecks Darstellung der Abweichungen zwischen 
Beobachtung und Theorie — insbesondere bei einer 
neuerlichen Prüfung des Gravitationsgesetzes — die 
dringliche und exakte Berücksichtigung der Störun­
gen mindestens bis zur 3. Ordnung der Massen, 
sowohl hei den öfter und viel länger beobachteten 
grossen Planeten, wie auch schon bei den Plane­
toiden; insbesondere ist eine scharfe Darstellung 
des Ortes der Erde resp. der Sonne als dem Basis­
punkt für alle Messungen im Sonnensystem not­
wendig.

Theoretisch und praktisch werlxoll war der, wie 
Jacobi sich ausdrückte, «mit einen Federstrich» 
erbrachte allgemeine Beweis von Lagrange bezüg­
lich des Laplaceschen Theorems zur N ichtexislenz 
säkularer Gleider 1. Ordnung der störenden Masse 
hei den großen Achsen der Planetenbahnen. Ebenso 
überraschend war der spätere von Poisson erbrachte 
Nachweis der Nichtexistenz rein säkularer Glieder

S i. Introducción

El estudio de las perturbaciones seculares de los 
semiejes mayores de las órbitas planetarias, había 
de convertirse con el correr de los años en un deli­
cado problema desde el doble punto de vista práctico 
y teórico. Pues la exactitud de las observaciones, 
tanto antiguas como modernas, exige imperiosa­
mente que se tome en cuenta — con el lin de poder 
interpretar las discordancias entre la observación v 
la teoría, y particularmente para una nueva prueba 
de la ley de gravitación — el efecto de las perturba­
ciones por lo menos hasta el 3or orden respecto de 
las masas, no sólo en el caso de los grandes planetas 
observados durante muchísimo tiempo, sino tam­
bién en el de los asteroides. En especial es necesario 
representar rigurosamente la posición de la tierra 
respecto del sol, punto fundamental éste para todas 
las mediciones del sistema solar.

La demostración general del teorema de Laplace 
hecha por Lagrange, de « una plumada » — según 
la expresión de Jacobi —, sobre la inexistencia de 
términos seculares de i01 orden de la masa pertur­
badora en los ejes mayores de las órbitas planetarias, 
fué de valor, desde luego, teórica y prácticamente. 
Por igual asombrosa resultó la comprobación poste­
rior de Poisson en cuanto a la inexistencia de térmi-
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2. Ordnung der störenden Massen. A iel umständli­
cher war dann der nach einer Methode von I isserand 
durch S. Haretu erbrachte Beweis der Existenz von 
säkularen der einfachen Potenz der Zeil l proportio­
nalen Glieder 3. Ordnung der Massen (s. /l^nn/es 
de l'Observatoire de Paris, Bd. 18, und Comp­
tes rendus de l'Académie des sciences de Paris, 
Bd. 82).

In Bezug auf dieses Ergebnis bedeutete aber eine 
ausserordentliche Ueberraschung der im Jahre 1987 
von Sundmann erbrachte Zusatz, daß gegenüber 
der großen Achse ihre Quadratwurzel keine der 
einfachen Potenz der Zeit proportionale Säkularstö­
rung besitzt, soweit cs sich um die 3. Ordnung der 
Massen handelt (s. Vierteljahrsschrift der Astron. 
Gesellschaft, Jahrgy. 1937, Helft 4, pág. 3n-3i2) ; 
in der Quadratwurzel aus der Achse haben sich die 
Säkularglieder in Z1 weggehoben.

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass die 
Säkularglieder der 3. Ordnung der Massen in der 
großen Achse mit den der Zeit Z1 proportionalen 
Gliedern noch nicht erschöpft sind, dass vielmehr 
auch noch rein säkulare Glieder in t2 existieren und 
dass diese neuen Glieder gegenüber denen in Z1 als 
die Hauptglieder zu betrachten sind, da gezeigt wer­
den kann, daß die Glieder in Z1 wie die in ¿2 von 
demselben, nämlich 2. Grade der Exzentrizitäten 
sind. Haretu hat in seiner obenzitierten Abhandlung 
aus dem Jahre 1878 nur die theoretische Existenz der 
der Zeil Z1 proportionalen Glieder 3. Ordnung der 
Massen erwiesen, ohne weder eine explizite analy­
tische Darstellung noch auch nur eine Angabe über 
die Größenordnung dieser Terme zu geben. Erst 11 
Jahre später wurde eine analytische Ableitung der Zl 
Glieder von Eginitis gegeben, und zwar im 19. Ban­
de der 4/ma/es de T Observatoire de Paris (1889) in 
einer Ablandlung mit dem Titel : Mémoire sur la 
stabilité du système solaire, aber auch hier ist die 
letzte klare und einfache Form der analytischen Ord­
nung der Säkularstörung in Z1 nicht ausgesprochen 
w orden. Auffällig ist ferner, dass Eginitis noch nicht 

nos seculares puros de 2° orden en las masas per­
turbadoras. Mucho más complicada venía a ser la 
comprobación de la existencia de términos seculares 
proporcionales a la simple potencia de Z en el 3er 
orden de la masa, hecha por Haretu según un método 
de Tisserand (Aéase: Anuales de íObservatoire de 
Paris, tomo 18, y Comptes Rendus de ï Académie 
des Sciences de Paris, tomo 82).

Pero, por lo que se refiere a este resultado, signi­
fica una sorpresa extraordinaria el siguiente agrega­
do hecho por Sundmann en 1987 : la raíz cuadrada 
del eje mayor, no posee perturbaciones seculares 
proporcionales a la simple potencia Z1 tratándose del 
3er orden de las masas (Véase: Vierteljahrsschrift 
der Aslron. Gesellschafl, Jahryany 1937, lomo Z¡, 
págs. 311-12); los términos seculares han sido eli­
minados en la raíz cuadrada del semieje.

Se demostrará en lo siguiente que los términos 
seculares de 3er orden de las masas no se han agotado 
aún con los términos proporcionales al tiempo Z1, 
sino que existen también términos seculares puros 
en Z-. Además hay que considerar estos nuevos tér­
minos en Z2 como principales en comparación a los 
en Z1, puesto que se puede demostrar que los térmi­
nos en Z1 son del mismo grado que los en Z2, es decir, 
por lo menos del 20 grado en las excentricidades. 
Ilaretu sólo comprobó en su memoria del año 1878 
antes citada, la existencia teórica de términos de 3er 
orden en las masas proporcionales al tiempo Z1, sin 
dar ni una explícita demostración analítica ni tam­
poco un solo dato del orden de magnitud de estos 
términos. Sólo 11 años después, Eginitis publicó 
una deducción analítica de los términos en Z1 en el 
lomo 19 de los Annales de l'Observatoire de Paris 
(1889), en un trabajo titulado : Mémoire sur la sta­
bilité du système solaire; pero tampoco acá se dió a 
conocer la última forma, clara y sencilla, del orden 
analítico de la perturbación secular en Z1. Además, 
es notable que Eginitis 110 pensara aún en la exis­
tencia de términos seculares en Z2, que por ser del
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an eine Existenz von Säkulargliedern in I2 gedacht 
hat, die wegen derselben Ordnung in Bezug auf die 
Exzentrizitäten viel rascher als die in Z1 anwachsen 
müssen.

Die Existenz von /- Säkulargliedern zieht hei der 
Anwendung auf die Erde unmittelbar zwei weitere 
neue Probleme nach sich, und zwar in Bezug auf die 
Mondbewegung. Die erste Frage ist die, ob die Sä­
kularstörungen der großen Achse der Erdbahn in 
ihrem indirekten Einfluss auf die grosse Achse der 
Bahn des Mondes und damit auf seine Länge einen 
neuen Beitrag zur Darstellung der beobachteten Sä­
kularbeschleunigung der Mondlänge zu liefern ver­
mögen, da die Laplacesche Erklärung auf Grund der 
säkularen Änderung der Excentrizität der Erdbalm 
nur einen Teil der beobachteten Säkularbeschleu­
nigung darzustellen vermag. Zweitens ergibt sich 
die Aufgabe, die direkte Säkularstörung der großen 
Achse der Mondbahn durch die Störung der Sonne 
im System Erde-Mond-Sonne zu ermitteln, in Ana­
logie zum Säkular-Problem bei den Planeten; ent­
scheidend ist dann die Feststellung, ob die Summe 
der genannten beiden Säkularstörungen die notwen­
dige positive Vergrösserung des bisher nach der 
Laplaceschen Annahme abgeleiteten Betrages der 
Säkularbeschleunigung des Mondes in Länge her­
beizuführen vermag. Wenn auch die Veröffentli­
chung der Bearbeitung dieser Fragen in der vorlie­
genden Publikation noch nicht erfolgen wird, so ist 
doch schon hier das Folgende vorwegzunehmem. 
Nach der numerischen Rechnung von Eginitis (s. 
päg. H15 seiner oben zitierten Abhandlung) ist die 
/‘-Säkularstörung der großen Achse der Erdbahn 
negativ, was, wie man leicht zeigen kann, nicht eine 
Säkularbeschleunigung, sondern eine Verzögerung 
der Mondlänge zur Folge hat, sodaß der Laplace­
sche Betrag noch zu verkleinern ist. Während nun 
die Z1 Säkularstörungen der großen Erdbahnachse 
Säkularänderungen der Mondlänge von der Form 
c I2 hervorbringen, entstehen durch die t2 Säkulars­
törungen der Erdbahnachse Änderungen der Mond-

7 

mismo orden respecto de las excentricidades, de­
ben crecer mucho más rápidamente que los en Z1.

Por lo que respecta a la Tierra, la existencia de 
términos seculares en Z2, implica inmediatamente 
otros nuevos problemas en relación con el movi­
miento de la Luna :

i° Se trata de saber si la perturbación secular del 
eje mayor de la órbita de la Tierra con su influencia 
indirecta sobre el de la órbita lunar y su longitud, 
podría contribuir nuevamente a una demostración 
de la aceleración secular de la longitud de la Luna, 
puesto que la explicación de Laplace basada en la 
variación secular de la excentricidad de la órbita de 
la Tierra, sólo es capaz de demostrar una parte de la 
aceleración secular observada;

2o Hay que investigar la perturbación secular di­
recta del semieje mayor de la órbita lunar por la 
atracción del sol en el sistema Tierra-Luna-Sol, 
análogamente al problema secular de los planetas.

Decisivo es, entonces, conocer si la suma de las 
dos perturbaciones seculares implica el necesario 
aumento positivo del valor de la aceleración secular 
de la longitud de la Luna, calculado hasta ahora 
según la teoría de Laplace.

Aunque no se publicará todavía la elaboración de 
estas cuestiones, anticiparé aquí, sin embargo, lo 
siguiente. Según el cálculo numérico de Eginitis 
(véase pág. 1115 de su mencionado trabajo), la per­
turbación secular en Z1 del eje mayor déla órbita de 
la Tierra, es negativa, por lo (pie no resulta, como es 
fácil demostrarlo, una aceleración secular, sino una 
disminución de la longitud déla Luna; luego el va­
lor de Laplace debe ser reducido aún más.

Mientras que las perturbaciones seculares en Zl del 
eje mayor de la órbita de la Tierra, producen alte­
raciones seculares en la longitud de la Luna de la 
forma el2, resultan, a causa de las perturbaciones 
seculares en t2 del eje de la órbita de la Tierra, alte­
raciones de la longitud de la Luna de la forma f. Z3.
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länge von der Form /’. Z3. Die entscheidende Frage 
ist die, ob der Koeffizient f positiv ist, wie cs sein 
müsste, wenn der Sinn der beobachteten Längenän­
derung des Mondes dargestellt werden soll. Dabei 
kann /bereits die Summe der Wirkungen, die aus 
der Säkularänderung der großen Erdbalmachse 
durch die großen Planeten und einer Säkularände­
rung der Mondbahnachse durch die Sonnenstörung 
entsteht, mit einschliessen. Deshalb ist die analyti­
sche Darstellung der planetaren Z2 Säkularglieder die 
erste dringliche Aufgabe, die in der vorliegenden 
Publication zuerst zu behandeln ist.

Als Sundmann sein Theorem bezüglich der Wur­
zel aus der großen Achse veröffentlichte (llerbst 
19^7)’ war mcinc vorliegende Untersuchung bereits 
weit vorgeschritten, sodaß etwa die Verwendung von 
\a anstelle von a für mich nicht mehr in Frage kam, 
aber auch rein sachlich besteht bei den Z2 Säkular­
gliedern der 3. Ordnung der Massen kein prinzipiel­
ler Unterschied in der Behandlung von a oder |a, 
weil beide Parameter mit Z2-Säkulargliedern behaf­
tet sind. A ompraktischen Gesichtspunktaus dürfte 
die Darstellung von a nützlicher als die von |'a sein, 
weil a eine Größe einfachergeometrischerBedeutung 
isi, deren unmittelbar ersichtlicher Verlauf mit der 
Zeit, besonders in kosmogonischer Beziehung, von 
I nteresse ist. Wenn man deshalb die Z1 proportiona­
len Säkularglieder von a zu ermitteln sucht, nachdem 
man f u nach Potenzen der Massen dargeslellt hat, 
so ist der folgende A\ eg zu beschreiten. Man habe 
|a in der folgenden Form erhalten : | u = a = a() -J- 
Xi 4- a2 + a3 wo die oq die Störungen i. Ordnung der 
Masse darstellen ; dabei ist a0 eine Konstante, oq 
enthält als Störung 1. Ordnung nur rein periodische 
Glieder, während a2 außer solchen Gliedern wie 
sogleich gezeigt werden wird auch noch Poisson- 
lerme enthält, also Glieder der gemischt-säkularen 
Form Z . cos A und Z. sin A, wo A eine lineare Funk­
tion der Zeil bedeutet, während x. nach dem Sund- 
mannschen Theorem keine Z1 -Säkularglieder ent­
hält. Bildet man dann a durch Quadrieren der Reihe

La cuestión decisiva es, pues, saber si el coeficiente 
/es positivo, como debe ser, cuando se quiere repre­
sentar el sentido de la alteración observada en la 
longitud de la Luna. Con esto J' ya puede conte­

ner la suma de los efectos que resultan de la altera­
ción secular del eje de la órbita por los grandes 
planetas y de la alteración secular del eje lunar por 
la acción del sol.

Por lo tanto, la primera tarea urgente es la deduc­
ción analítica de los términos seculares en Z2 en el 
caso de los planetas, y de ella trata la presente publi­
cación.

Guando Sundmann publicó su teorema (1987) 
sobre la raíz cuadrada del semieje mayor, la pre­
sente investigación oslaba muy adelantada, de modo 
que el uso de |/u en vez de a ya 110 venía al caso ; pero 
desde el punto de vista práctico, tampoco hay nin­
guna diferencia esencial tratándose de los términos 
seculares Z2 de 3er orden en las masas en el empleo 
de a o de fu, porque los dos parámetros contienen 
términos seculares Z2.

Prácticamente parece ser más útil representar a 
en vez de fa, puesto que a es una magnitud de sig­
nificación geométrica sencilla, cuyo cambio, direc­
tamente visible con el tiempo es de interés, en espe­
cial, desde el punto de vista cosmogónico. Si se 
quieren deducir los términos seculares de a propor­
cionales a Z1 después de haber desarrollado \a según 
potencias de las masas perturbadoras, hay que seguir 
el siguiente método. Obtendremos \a en ^a forma 
siguiente : | u = a — a0 + oq + a2 + a3 donde los a¿ 
representan las perturbaciones de ¿ ésimo orden en la 
masa; es una constante, jq contiene como pertur­
bación de ini orden sólo términos periódicos puros, 
mientras (pie a2, aparte de tales términos contiene 
términos de Poisson, como demostraré inmediata­
mente, es decir, términos de la forma secular mi vía 
Z . cos A y Z. sen A, donde A representa una función 
lineal del tiempo, mientras que a3, según el teorema 
de Sundmann, no contiene ningún término secular 
en Z1. Al formar entonces a cuadrando la serie de f u, 
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für | <1, so lauten die uns allien interessierenden Glie­
der 3. Ordnung: n3 = 2z0a3 4- 2i^2. Der erste Term 
enthält wegen des konstanten Faktors z() keine Glie­
der neuer Form, wohl aber der 2. Term, y.xx2, der auf 
Grund der Zusammensetzung von oq und z2 zu Glie­
dern vom Poisson-Typ der Form P = / cos A cos A' 
führt, wie man folgendermaßen leicht zeigen kann. 
Aus der bekannten Differentialgleichung von a : 

los términos de 3er orden, únicos de interés para 
nosotros, son : a3 = 2z0z3 + 2a1a2-

El primer término no contiene otros de nueva 
forma por ser constante el factor a0, pero sí el 2° tér­
mino, oqa2, que a causa de la composición de zt y a., 
da términos del tipo Poisson de la forma P = 
/eos A .eos A', lo que se puede comprobar fácil­
mente por lo que sigue.

De la ya conocida ecuación diferencial para a:

wo B die Störungsfunktion, / die mittlere Länge und 
K — k | l + m (/? — Gaußsche Konstante), folgt 
direkt die Differentialgleichung für z = K \a : 

donde B es la función perturbadora, / la longitud 
media y l\ = /r | i 4- ni [Id = constante de Gauß), 
resulta inmediatamente la ecuación diferencial para

bekannt auch aus der kanonischen Form der Diffe­
rentialgleichungen. Setzt man dann neben z = a0 + 
Az, wo Az = Z] + a2 + a3 + ..., die entsprech­
enden analogen Ausdrücke : e — e0 4- Ae, / = /0 4- A/ 
und w = w0 4~ Awi wo edie Exzentrizität und g) die 
Perihel länge fixieren, und Ae = 4- e2 4- e3, A/ =
G 4- /2 4- Z3, Aw — g)| 4~ g)2 4~ w3, in Analogie zu z, 
so ergibt die Potenzentwicklung der Störungsfunk- 
tion B bis zu den linearen fermen in den Az, etc. :

conocida también por la forma canónica de las 
ecuaciones diferenciales. Poniendo, pues, junto a 
z — <z(j 4- Az, donde Az — Zj 4- z.> 4- z3 4~ ..., las 
correspondientes expresiones análogas: e = e0 4- Ac, 
Z = Z() 4- A/ y ó = g>0 4- Acó, siendo e la excentrici­
dad y ¿Ó la longitud del perihelio, y Ae = cq 4- ^2 T- 
A/ — Z^ 4~ G "h G’ ~ 4“ g)2 4~ (O3, resulta el
desarrollo de la función perturbadora B en serie de 
potencias hasta los términos lineales en los Az etc.:

Folglich ergibt die Gleichsetzung der Störungen 2. 
Ordnung auf beiden Seiten der Differentialgleich­
ung, wobei B von der 1. Ordnung der Masse ist : 

Por consiguiente, igualando las perturbaciones de 
2" orden en ambos miembros de la ecuación diferen­
cial, donde II es de f orden eu la masa, resulta :

Ami enthält die Störung oq, wie unmittelbar aus der 
entsprechenden Differerentialgleichung folgt, nur 
periodische Terme, ebenso auch /r, wenn die säku- 

La perturbación zx contiene, como resulta directa­
mente de la ecuación diferencial correspondiente, 
sólo términos periódicos, lo mismo que/p si la per-



IO OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Jare Längenstörung mit der mittleren Bewegung 
vereinigt gedacht und diese letztere direkt den Beob­
achtungen entnommen wird. Dagegen sind q und 
(7j1 mit Z1 -Säkulargliedern behaftet, sodaß folglich 
bei Substitution derselben in die Differentialgleich­
ung für 7.9 in dem 2. und f\. Glicde rechts Poisson- 
Terme zum Vorschein kommen, da die Ableitungen 
P2R\ , p2R\ , 1 ,und —,— wegen der Dillerenlialion nach Z 
\^e/0 \^IQ ° 
nur rein periodische Faktoren sind. Folglich treten 
bei der Integration dieser Poisson-Glieder neben 
rein periodischen Störungen auch wieder Poisson- 
Glieder in y.2 auf, die sich nicht wegheben, ebenso­
wenig wie in a2. In dem Produkte . a2 mit Glie­
dern der Form :

P = z eos A eos A' gehl dann bei denjenigen Ter­
men, deren Argumente A und A' in Bezug auf die 
Längen allein gleich sind, das Produkt der Cosinus­
se in eine Konstante und folglich P in einen der 
Zeit allein proportionalen Säkularterm von a über, 
den wir suchten. Um denselben also aus |u ableiten 
zu können, ist die Kenntnis der Terme a2 bezüglich 
ihrer Poisson-Anteile nötig, weshalb es ebenso 
zweckmässig ist, das Z1 -Säkularglied von a direkt 
mit Hilfe der Differentialgleichung für a resp. 
abzuleiten, w obei auch hier vorher a2, entsprechend 
y.2, bekannt sein muß, w ie aus dem Folgenden her­
vorgehen wird.

Im Zusammenhang mit der Existenz von Z2 -Säku­
largliedern in u3 stehl die in ihrer praktischen Aus­
wirkung ebenso wichtige Tatsache, daß, so wie die 
Glieder 2. Ordnung bereitsPoisson-Termeenthalten, 
auch in a3 Poisson-Glieder auftreten und zwar von 
der Form Z . eos A und auch Z2 . eos A, wie man aus 
den folgenden Darlegungen unmittelbar ersehen 
kann. Diese Poisson-Glieder verschwinden in klei­
neren w ie größeren Perioden und wachsen mit der 
Zeit stark an, sodaß auch sie einer genauen Darstel­
lung bedürfen, insbesondere auch in Bezug auf die 
Mondbahn. Denn nach Newcomb weist die Mond­
bahn noch Abweichungen auf, die allerdings rein 

turbación secular de la longitud está considerada 
junto con el movimiento medio, sacándose este últi­
mo directamente de las observaciones. En cambio, 
í?i y contienen términos seculares en Z1; por con­
siguiente, al sustituir éstos en la ecuación diferencial 
de a2 aparecen términos de Poisson para a2 en el 2o 
y á0 términos del 2o miembro, porque las derivadas 

/<)2R\ p2R\
derechas —- y —— a causa de la diferenciación

Wo
respecto de / sólo son factores periódicos puros. Por 
consiguiente, al integrar estos términos de Poisson, 
aparte de perturbaciones periódicas puras, aparecen 
también de nuevo términos de Poisson en a2 que 
no pueden ser eliminados, lo mismo que en a2.

El producto ata2 contiene términos de la forma 
P=Z eos A eos A', cuyos productos de cosenos dan 
una constante, si los argumentos A y A' son iguales 
en las longitudes, resultando por tanto en P un tér­
mino secular de a, sólo proporcional al tiempo 
como queríamos demostrar. Para poder deducir di­
cho término pormedio de fu, es necesario conocer 
los términos de Poisson de a2 y para ello conviene 
deducir directamente el término secular en Z1 de a 
por medio de la ecuación diferencial para u3, debién­
dose conocer antes a2 lo mismo que z2, como vere­
mos en seguida.

Junto a la existencia de términos seculares en Z2 
aparecen en u3 términos de Poisson en la forma 
Z eos A, (¡ne aparecen también en u2, y también tér­
minos de la forma Z2. eos A, como veremos inmedia­
tamente en las demostraciones que siguen, lo cual 
es importante por su efecto práctico. Estos términos 
desaparecen después de períodos más o menos largos 
y van creciendo tanto con el tiempo, que necesitan 
ser conocidos exactamente, especialmente con rela­
ción a la órbita lunar. Pues, según Newcomb, la 
órbita lunar muestra todavía desviaciones, que pa­
recen ser periódicas puras con un período de varios 
siglos y que no han podido ser aclaradas aún. Por 
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periodischer Natur mit einer Periode mehrerer Jahr­
hunderte zu sein scheinen und bisher nicht aufklär- 
har waren. Es erscheint aber auch nötig, deshalb 
den Einfluß der Poisson-Glieder mit Faktoren lan­
ger Periode der großen Achse der Erdbahn auf die 
Mondbalm bezüglich einer eventuellen Erklärung 
der Newcomb-Terme zu untersuchen, aber in einer 
späteren Publikation.

Zum Schluß möchte ich dem Direktor des Obser­
vatoriums, Herrn Ing. Felix Aguilar, meinen herz­
lichsten Dank zum Ausdruck bringen für sein stets 
lebhaftes Interesse an der vorliegenden Untersu­
chung, besonders inBezug auf den möglichst exakten 
castellanischen Text, im Hinbl ick auf die künftigen 
praktischen Anwendungen, die seine Erwartung 
besonders anregen. Ebenso nöchte ich den Herrn 
Dr. R. Cesco und A. Guillen, deren ständiger 
treuer Mitarbeit an der Redaktion des castellani­
schen Texte sich mich erfreuen durfte, meinen tief­
sten Dank, insbesondere für ihre unerschöpfliche 
Ausdauer, zum Ausdruck bringen.

eso misino parece ser necesario, investigarla influen­
cia de los términos de Poisson del eje de la Tierra, 
con factores de períodos largos, sobre la órbita lunar, 
con miras a una aclaración eventual de los términos 
de Newcomb; pero esto lo haremos en una publica­
ción futura.

I 1

Deseo exteriorizar mi más cordial agradecimiento 
hacia el señor director del Observatorio ingeniero 
Félix Aguilar, por el vivísimo interés que ha mani­
festado en todo momento por nuestra investigación 
y especialmente por que el texto castellano resultara 
lo más exacto posible, con miras a las aplicaciones 
prácticas futuras, cosa que le preocupa de modo se­
ñalado.

Al doctor R. Cosco y al señor A. Guillén, con 
cuyo concurso decidido lie contado durante la redac­
ción castellana, deseo también expresarles mi pro­
fundo agradecimiento por su perseverancia inago­
table.

§2. Die allgemeine Entwickelung der Bahnelemente 
nach Potenzen der störenden Massen und die Dif­
ferentialgleichung des Gliedes 3. Ordnung der gros­
sen Achse.

In der vorliegenden Untersuchung werden Potenz­
reihen nach kleinen Parametern, den störenden Pla­
netenmassen, als die Lösungen simultaner Differen­
tialgleichungen mit 6 Variablen angesehen, weshalb 
eine Bemerkung zur Konvergenzfrage angebracht 
ist. Die Entwickelungen unterliegen in jedem Falle 
gemäß den Theoremen von Caucby Poincare einer 
Konvergenzgrenze in Bezug auf die Zeit. Diese 
Grenze kann unendlich sein, ist aber bis heute 
allgemein nicht sicher angebbar. Die Konvergenz­
grenze ist in Anbetracht der kleinen Planetenmassen 
im Sonnensystem sicher sehr weit entfernt, um so 
ferner, je kleiner allgemein die Massen sind, sodaß 
die Potenzentwickelungen auch ein um so genaueres

§ 2. Desarrollo general de los elementos de la órbita 
según potencias de las masas perturbadoras y ecua­
ción diferencial del término de 3er orden del semi­
eje mayor.

En la presente investigación se consideran las 
soluciones de ecuaciones diferenciales simultáneas 
con 6 variables, desarrolladas en series de potencias 
de pequeños parámetros, las masas perturbadoras, 
siendo por tanto oportuno, hacer una advertencia 
respecto de la cuestión de la convergencia.

Los desarrollos están siempre sujetos a un límite 
de convergencia referente al tiempo según los teore­
mas de Gauchy-Poincaré. Dicho límite puede ser 
infinito, pero hasta hoy no ha sido posible lijarlo 
con seguridad. Por ser pequeñas las masas de los 
planetas del sistema solar el límite de convergen­
cia es ciertamente muy grande, tanto más, cuanto 
menor sean las masas. Luego l as soluciones serán 



I 2 OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Resultat ergeben, je höher die noch mitgenommene 
Ordnung ist, solange man sich ¡innerhalb der Kon­
vergenzgrenze bewegt.

Ferner sei bemerkt, daß ich die folgenden Ent­
wickelungen auch auf die gegenseitigen Neigungen 
und Knoten längen ausgedehnt habe; in der vorlie­
genden Publikation werden aber nur die von den 
Knoten und Neigungen unabhängigen Teile der Stö­
rungen, d. h. die Hauptbestandteile der Variationen 
wiedergegeben.

Ist a die halbe große Achse, e die Exzentrizität, 
/ == e + f/idZ die mittlere Länge, wobei s die mitt­
lere Länge der Epoche und n die mittlere tägliche 
Bewegung und schliesslich w die Perihellänge des 
gestörten Körpers, zur Abkürzung mit E (Erde), 
bezeichnet, so lauten die Differentialgleichungen 
der Elemente, wie sie im Folgenden immer ge­
braucht w erden sollen, mit R als Störungsfunktion : 

tanto más exactas cuanto mayor sea el orden cpie se 
ha empleado, en tanto que se esté dentro del límite 
de convergencia.

Además, quiero advertir que he extendido los 
desarrollos siguientes también a las inclinaciones y 
a las longitudes de los nodos correspondientes; pero 
en la publicación presente serán reveladas sólo aque­
llas partes de las perturbaciones que son indepen­
dientes de los nodos y délas inclinaciones, es decir, 
las parles principales de las perturbaciones.

Sea a el semieje mayor, c la excentricidad, l = 
6 4- [ ndt, la longitud media (donde s representa la 
longitud media de la época y n el movimiento medio 
diario) y finalmente, w la longitud del perihelio del 
cuerpo perturbado. Con E designaremos la Tierra. 
Las ecuaciones diferenciales de los elementos, tal 
como serán empleados en adelante, con R como fun­
ción perturbadora, son :

woRc=—-etc., und wobei Id die Gaußsche Kon- 

staute,/// die Planetenmasse fixieren und K2-=/r(i +///) 
bedeutet. Die Störungsfunktion R verwenden wir 
in der Laplace-Le Verrierschcn Form. Da wir die 
Säkularglieder 3. Ordnung der störenden Masse 
bis zu den Gliedern 2. Grades der Exzentrizitäten 
ableiten wollen, ist die Entwickelung von R bis 
zu den fermen 2. Grades mindestens darzustel­
len; Andererseits werden wir noch sehen, daß die 
Entwickelung wegen der Differentiationen nach den 
Exzentrizitäten und wegen des in den Differential-, 
gleichungen teilweise auftretenden Nenners e viel­
fach eine Berücksichtigung auch noch der ferme 3. 

siendo Rs = — etc., y representando Id la constante 

de Gauß, m la masa del planeta, y K2 = Id (i + in). 
Empleamos la función perturbadora R en la forma 
de Laplacc-Lc \ errier. a que deseamos deducir los 
términos seculares de 3er orden de la masa perturba­
dora hasta los de 2" orden en las excentricidades, 
debemos escribir el desarrollo de R por lo menos 
hasta los términos de 2o orden. Por otra parte vere­
mos que el desarrollo que aparece parcialmente en 
las ecuaciones exige considerar también los términos 
de 3er orden a causa del denominador e y de las deri­
vadas respecto dee, para poder conseguirla demos­
tración exacta de la perturbación secular hasta el 2o
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Grades notwendig macht, um die exakte Darstellung 
der Säkularstörung bis zum 2. Grade der Exzentri­
zitäten zu erreichen. Werden die Elemente des stören­
den Körpers J (Jupiter, etc.) dann noch mit a', e', 
1' und (7/ bezeichnet, so lautet die Funktion R folgen­
dermaßen :

R = k2 j A; cos i (j' — /) 4- y Bz (e2 4- e'2) cos z (/' — /) 4- - C/c cos [il' — (i — i) / — (7>]
4 2

4— D/c' cos [/’/' - (z — i) I — (ö] 4- E,c2 cos [il' — (i — z)l — 2(7)| 4- y Ixce' cos [
i i

i (j' — l) — io' 4- w] 4~ F—¡ee' cos [z (/' — /) 4~ w' — (oj 4~ t G/ec' cos [//'
4 4

— ( / — 2) / — (7/ — (7)] 4- y H/c'2 cos [il' — (z — 2) / — 2<o'] 4- g Jic3 cos [z7' — (1 — 1) / — (7)] 4- 

4- | N¿ec'2 cos [il' — (z — 1) l — c7)J 4- | l\ie2e' cos [il' — (Z — 1) / — (7/J 4- 3 P/e'3 X
o 00

X cos [il' — (z — 1) l — (7)'j 4- j LzeVcos |z7' — (z — 1) l 4- <7/ — 2 io] 4- * M/ce'2 X
o (S

ordenen las excentricidades. Si se designan además 
con a', e', l’ y (7/, los elementos del cuerpo pertur­
bador.I (Júpiter, etc.) la función R resulta :

X eos [il' — (i — i) l -- 2(o' + (7)]

Der Index z läuft bei den Koeffizienten A«, Bi, F +/ 
und F_fnur von 0 bis 4~ dagegen bei allen 
anderen von i — — oo bis z = 4- 00, weil man bei 
den A< und B¿ infolge des Argumentes z (/'—•/) die 
Koeffizienten mit negativem Index vermeiden kann 
und diese Vereinfachung auch bei den F¿ ein treten 
lassen kann, weil das Argument in Bezug auf die /' 
und l dasselbe ist u. bei der später notwendigen 
Produktbildung der A/, B/und F±¿ -Glieder unter­
einander die Beschränkung auf nur positives z eine 
Vereinfachung bedeutet, wenn dann auch notwen­
digerweise die beiden Koeffizienten Fy_¿ und F_/, 
beide für nur positives i auftreten müssen.

Die Koeffizienten A«, B¿, etc., sind den Annalen 
der Pariser Sternwarte, Bd. 1, 2, etc., indirekter 
Form am einfachsten dem 10. Bande zu entnehmen, 
wobei auch auf die Mitnahme der aus dem Neben­
teil von R folgenden Glieder zu achten ist. Auf die 
Berechnung der Transcendente!! A¿, B¿, etc., und 
ihrer Ableitungen brauche ich hier zunächst nicht 
weiter einzugehen.

El índice i varía en los coeficientes A , B/, Fy., y 
F—j sólo desde o hasta 4- 00 i en cambio en todos 
los demás, desde z = — 00 hasta i = 4- porque 
en los A¿ y B/, en razón del argumento i (/' — /), se 
pueden evitar los coeficientes con índice negativo y 
simplificar también los F¿, puesto que el argumento 
es el mismo respecto de los /' y l, y, al tener que 
formar después los productos de los términos A/, B' 
Y E y- i entre sí, la restricción a i sólo positivo, signi­
fica una simplificación, aunque entonces los coefi­
cientes Fy-i y F_í deben aparecer, ambos, para i 
solamente positivo.

Los coeficientes A;, B;, etc., pueden verse en los 
Anales del Observatorio de París, tomo 1,2, etc., 
y más detalladamente, en el tomo 10, debiéndose 
considerar que hay (pie lomar en cuenta, también, 
los términos resultantes de la parte secundaria de 
R. No debemos mencionar por el momento el 
cálculo de las trascendentes A/, B¿, etc., y de sus 
derivadas.
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Zur Vereinfachung der Bezeichnung der Ablei- 
• tungen von R für den Druck werde weiter allgemein 

gesetzt :

^2r _
iaie ~ ae’ ia)i.

Allgemein setzen wir dann die folgenden Potenz­
entwickelungen an :

a = u0 + rtx + a.> + • ••> 

/=/()+ Z1 +

wo die ai, a, lt und ¿5/ die Störungen i. Ordnung 
der Elemente fixieren.

Da a nach (i) der Größe R£ proportional ist, also 
schon mit der i. Potenz der störenden Masse in' 
behaftet ist, so bedarf der Faktor IF wie auch der 
Faktor | a in a nur noch der Potenzentwickelung bis 
zur 2. Ordnung der Masse d. h. bis einschließlich 
rt2, c2, /2, w2 resp. (<q)2, (e^~, etc., resp. rtpq, etc., 
bis . <o1, damit auf den rechten Seiten der Gleichun­
gen (i) allgemein die Glieder 3. Ordnung der Mas­
sen erscheinen. Folglich ist deshalb allgemein :

ai = Ai («0, ...

mit analoger Darstellung der <?/, /¿und <7>/, sodaß die 
ai, ct, etc., bis zur Ordnung i bekannt werden, so­
bald vorher alle aY, a2 bis rti_i, q c2 bis e/_i, etc., 
ermittelt worden sind.

Unsere Aufgabe ist deshalb die Entwickelung der 
Ai bis i = 3, d. h. in Bezug auf die Entwickelung 
nach den öi, a, etc., bis zur 2. Ordnung, einschließ­
lich der Kombinationen derselben bis /j . (7)r Führt 
man die abkürzende Bezeichnung ein :

a = u ß Art, e 

wo

oo
Art = A rti, l

Además, con el fin de simplificar para la imprenta 
la representación de las derivadas de R, pondremos, 
en general :

- = Watell.S.W.)e
• <

Adoptamos, en general, los siguientes desarrollos 
en series de potencias :

c = c0 + + e2 + ...
<•) — (o,) 4“ <i)2 4- ...

representando los rt¿, e¡, l¡ y ¿5i las perturbaciones de 
orden i de los elementos.

Por ser a, según (i), proporcional al término Re, 
es decir, como ya contiene la primera potencia de 
la masa perturbadora m', el factor Rs, lo mismo 
que el factor \a en a debe ser desarrollado en serie 
de potencias solamente hasta el 2o orden de la masa, 
es decir, incluso hasta rt2, c2, /2, w2, («i)2, (^i)2,- etc., 

etc., hasta . g)-|_, para que, en los 20S miem­
bros de las ecuaciones (i) aparezcan en general los 
términos de 3er orden en las masas.

Por consiguiente, resultaen general :

C(), í’| ... li—i, ... <i)¿—i)

con análogas representaciones para e¿, /¿ y <7)¿, luego 
los rt¿, c¿, etc., serán conocidos hasta el orden z, 
tan pronto como hayan sido calculados lodos los tq, 
rt2 hasta rt¿_], q, c2 hasta e¡~ i, etc.

Luego nuestra tarea consiste en desarrollar los A¿ 
hasta i = 3, es decir, según los rt¿, r’¿, etc., hasta el 
2° orden, incluso las combinaciones de los mismos 
hasta . ¿q.

Introduciendo como abreviatura :

— + Ac, etc.

donde
oo

u? = A etc.
i — i
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die Summen der Störungen aller Ordnungen fixie­
ren, so ist zum Zwecke der Ableitung der Säkular­
störungen 3. Ordnung der großen Halbachse auf der 
rechten Seile der Definitionsgleichung : 

representan las sumas de las perturbaciones de todos 
los órdenes, es necesario, a fin de poder deducir las 
perturbaciones seculares de 3er orden del semieje 
mayor a, desarrollar las funciones Re y cp que apa­
recen en el 2o miembro de la ecuación de definición :

die Funktion R£ wie bis zur 2. Ordnung der Aa, 
Ae, A/ und Aw zu entwickeln. Diese Entwickelun­
gen nach dem Taylorseben Satze ergeben dann die 
folgenden der erforderlichen Ausdehnung entspre­
chenden Darstellungen von B£ und : 

hasta el 20 orden en los Aa, Ae, A/ y Aw.
Por el teorema de Taylor se obtienen, en las ex­

tensiones necesarias, las siguientes representaciones 
de R£ y :

wobei der Index o den betreffenden Fnnktionswert 
auf Grund der ungestörten Elemente aQ, c(), etc., 
fixiert.

Bei weiterer Entwickelung der rechten Seiten von 
R£ und 'p infolge der notwendigen Zerlegung der 
Koeffizienten A«, (An)2, Ae, (Ae)2, etc., nach den 
a{, etc., ergibt sich dann die folgende Differen­
tialgleichung fiirn.. in der für die Anwendung zweck­
mäßigen Form :

donde el índice o representa el valor respectivo de 
la función para los valores de los elementos sin per­
turbación a0, e(), etc.

Reemplazando en los 2OS miembros de Re y *p  los 
coeficientes An, (A«)2, Ae, (Ae)2, etc., en fun­
ción de ¿/p ¿y, etc., resulta, pues, la siguiente ecua­
ción diferencial para a.¿ en la forma adecuada al 
uso.
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G>)

wobei alle Ableitungen von R mit den ungestörten 
Elementen zu berechnen sind; der Einfachheit hal­
ber wurde der Index o unterdrückt.

Zur Erweiterung der Entwickelung auf die Be­
rücksichtigung der von den Bahnneigungen abhän­
gigen Terme sind diese liier von vorneweg hinzuge­
fügt worden.

Der konstante Teil der rechten Seite von (5) lie­
fert bei Integration die in der Zeit l rein säkularen 
Störungen der großen Halbachse; falls dieselbe 
rechte Seite auch der Zeit t proportionale Glieder 
enthalten sollte, entstehen in der Achse Säkularglie­
der in was nachzuweisen bleibt.

Zu diesen Zwecke sind die einzelnen Glieder von 
(5) in Bezug auf ihren Beitrag zu den soeben gestell- 
len Fragen zu untersuchen, nachdem die Glieder i. 
und 2. Ordnung aller Elemente allgemein integriert 
und eine Feststellung ihrer Brauchbarkeit zur Er­
zeugung konstanter oder der Zeil / proportionaler 
Glieder in a3 erfolgt ist.

Leitet man deshalb analog zu (5) die Glieder 2. 
Ordnung in a, e, etc:, ab, so erhält man die Diffe­
rentialgleichungen :

debiéndose calcular todas las derivadas de R con los 
elementos sin perturbaciones; para simplificar, el 
índice o lia sido suprimido.

El desarrollo se ha extendido a los términos de­
pendientes de las inclinaciones de las órbitas, inclu­
yendo desde ya los términos correspondientes para 
el caso (pie se quiera hacer aplicación de ellos.

La parte constante del 2o miembro de (5), sumi­
nistra, por integración, las perturbaciones seculares 
puras en el tiempo l del semieje mayor; en caso de 
que el mismo miembro contuviera también términos 
proporcionales al tiempo /, aparecerían en el eje tér­
minos seculares en loque queda por comprobar.

Para este objeto hay que examinar el aporte de 
cada uno de los términos de (5), a las cuestiones 
recién mencionadas, después de haber integrado en 
general los términos de i8' y de 2o orden de todos los 
elementos y haber comprobado que pueden produ­
cir términos en constantes o proporcionales al 
tiempo /.

Al deducir análogamente a (5) los términos de 2’ 
orden en a, e, etc., resultan las ecuaciones diferen­
ciales :
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wobei die Koeffizienten von í/2a, a2e, etc., die fol- donde los coeficientes de n2rt, etc., significan : 
gende Bedeutung haben :

Man erhält durch einfache Quadratur auf Grund 
dieser Formeln unmittelbar die Koeffizienten a2, e2 
und ü)2, sobald die Terme erster Ordnung a{, et, lY, 
¿¡q aus den Formeln (i) abgeleitet worden sind, 
wenn rechter Hand alle Funktionen mit Hilfe der 
Anfangselemente a0, c0, s0, w() und der sonst expli­
ziten Zeil / berechnet worden sind, Der Koeffizient

Los coeficientes a2, e2 y w2 se obtienen directa­
mente en base a estas fórmulas por una simple cua­
dratura, tan pronto como se hayan deducido los tér­
minos de Ier orden at1 ct, l{, Ó>1, mediante las fór­
mulas (i), teniendo en cuenta que todas las funcio­
nes del 2o miembro han sido calculadas por medio 
de los elementos iniciales u0, c0, e0, w0 y del tiempo t,
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Z2 ergibt sieb erst, nachdem gemäß (6) der Koeffi­
zient a2 integriert worden ist.

Analog zu (5) läßt sieb die analoge Differential­
gleichung für e3, Z3 und w3 aufstellen, deren Integra­
tion in gleicher Weise für die Praxis von W ichtig- 
keit ist; da ich mich in der vorliegenden Arbeit aber 
auf die Behandlung der säkularen Veränderungen 
der großen Achse beschränke, ist eine Darstellung 
der Differentialgleichungen der e3 etc., im Augen­
blick unnötig, liegt aber schon für eine andere Pub­
likation fertig vor.

generalmente explícito. El coeficiente Z2 se obtiene 
después de haber integrado el coeficiente a2 por 
medio de la (6).

Se pueden establecer ecuaciones diferenciales aná­
logas a (5) para e3, l3 y ó3 cuya integración es de 
igual importancia para el uso práctico; pero concre­
tándonos en esta memoria a tratar de las alteracio­
nes seculares del semieje mayor, no necesitamos de­
mostrar las ecuaciones diferenciales de los e3, etc., 
por el momento, si bien las tenemos ya terminadas 
para una próxima publicación.

§ 3. Die Methode der Aufsuchung der den Zeitpoten­
zen t und P proportionalen Säkularglieder 3. Ord­
nung der grossen Achse des gestörten Körpers, 
durch äussere störende Körper.

Um nun auf Grund der Gleichung (5) die kon­
stanten resp. die der Zeit / proportionalen Terme zu 
erhalten, ist das folgende Verfahren einzuschlagen. 
Dabei soll zuerst das allgemeine Verhalten der der 
Zeit t proportionalen Säkularglieder in a festgestellt 
werden, in Bezug auf die analytische Form und den 
Grad in den Exzentrizitäten, um dann nach der ana­
logen Untersuchung bei den /- -Gliedern in a eine 
Entscheidung über die größere praktische Wichtig­
keit der einen oder anderen Glieder gruppe treffen 
zu können.

Da die Störungsfunktion eine Cosinus-Reihe aller
• * 2 V1 aWinkelargumente ist, so ist a — —Rt eineSinus-

K
reihe, sodaß auch jedes Glied in a3 eine Reihe von 
Sinus-Termen ist. Folglich erhält man aus dem 1. 
Gliede in (5) : R^ a2 als Produkt einer Sinus—mit 
einer Cosinus — Reihe, einen konstanten Term nur 
aus der Kombination derjenigen Glieder von R.a und 
a2, deren Argument A resp. A' in Bezug auf die bei­
den Variablen l und l' dasselbe ist, während die 
Agregate in <7/ und ¿j verschieden sind. Es muß also,

§ 3. Método para hallar los términos seculares de 
tercer orden del semieje mayor, proporcionales a 
las potencias i y P del tiempo, en caso de ser las 
órbitas de los planetas perturbadores exteriores a 
la del cuerpo perturbado.

Para obtener, pues, a base de la ecuación (5) los 
términos constantes, y los términos proporcionales 
al tiempo t, hay que emplear el siguiente método. 
En primer lugar, es preciso determinar el compor­
tamiento general de los términos seculares en a, 
proporcionales al tiempo Z, o sea la forma analítica 
y el grado en las excentricidades, después de haber 
hecho análoga averiguación con los términos en l2 
de a, y decidir acerca de cuál de los grupos de tér­
minos tiene más importancia práctica.

Por ser la función perturbadora una serie de 
cosenos de lodos los argumentos angulares, resulta 

á = —R£ una serie de senos ; de modo que cada
K

término en ¿i3 es también una serie de senos. Del i®1 
término del 20 miembro de (5) obtenemos por consi­
guiente, como producto de una serie de senos por una 
de cosenos, un término constante como resultado de 
combinar aquellos términos de Rea y a2 cuyos argu­
mentos A y A' son los mismos en las dos variables 
l y pero distintos en los términos que contienen 
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wenn von nun ab (f) die Ordnung resp. nur die 
Form der Funktion f fixiert, und deshalb die 
belanglosen Koeffizienten der Abkürzung halber 
unterdrückt werden, sein :

ó y g/. Si desde ahora (/) representa el orden, es 
decir, solamente la forma de la función f y si se 
suprimen para abreviar los coeficientes sin impor­
tancia, tendremos

(Rsa) — sin A = sin (a/ -f- ß/z -f yo) 4- og/)

(f/9) = eos A' = eos (7.1 -j- ß/z 4~ y'gj 4- qV/)

indem nur in diesem Falle bei der Produktbildung 
und Zerlegung in 2 Sinusglieder ein konstanter

1
Term : -sin (y~ y') g) 4-(3— 3') g/entsteht, während

2 < • < / \ /

der andere periodische Term nicht weiter zu beach­
ten ist, weil er für unser Ziel nicht in Frage kommt. 
Im speziellen Falle, wo A ■— A', entsthen nur rein 
periodische, also nicht in Betracht kommende Glie­
der.

Sollen ferner in (5) Glieder zum Vorschein kom­
men, die/1 proportional sind, so muß, da R infolge 
der Abhängigkeit von z stets eine periodische Reihe 
ist, aus dem 2. Faktor a2 ein Glied der gemischt­
säkularem Form / . sin A' resp. / . cos A' ausgesucht 
werden, um dann im Produkt einen rein säkularen 
Term in /*  zu erhalten. Solche Glieder, bekanntlich 
Poisson-Glieder genannt, da Poisson sie zuerst nach­
gewiesen hat, existieren in a2, während die rein 
säkularen /-Glieder in a2 nach Poissons Theorem 
nicht existieren. Die Integration j Rs(l . a2. dt führt 
dann unmittelbar auf Glieder in l2, falls die Argu­
mente A und A' so gewählt werden, daß die Glieder 
in / und l' in der Differenz der Argumente ver­
schwinden.

In Bezug auf die /’ proportionalen Glieder der 
Achsen kann nun auf Grund der allgemeinen Eigen­
schaf ten d er S tö rungs fu n k t i o n d er fo 1 ge nde Sa tz a b ge - 
leitet werden. Allgemein ist die Form eines beliebi­
gen Gliedes von a3, wenn c und d zwei beliebige der 
) Elemente a, e, z und w ILcrf u. q u. dx Störun­
gen 1. Ordnung fixieren : ILrrf . q . dt. Allgemein ist 
dann bei Auswahl beliebiger Glieder :

Resulta solamente en este caso — al formar el 
producto y descomponerlo en suma de dos senos —

un termino constante

mientras que el otro término es periódico y nada 
tiene que ver con nuestro propósito. En el caso 
especial, en que A = A', resultan sólo términos 
periódicos puros que, por eso mismo, no vienen al 
caso.

Además, para que en (5) aparezcan términos 
proporcionales a Z1, hay que elegir del 2o factor a2 
un término de la forma secular mixta / . sen A' o 
/. cos A' (pues R es siempre, por depender de e, una 
serie periódica), para obtener después en el produc­
to un término en Zl secular puro. Tales términos 
(conocidos como de Poisson, puesto que él los ha 
comprobado por primera vez) existen en a2 mien­
tras que según el teorema del mismo autor no exis­
ten en a2 términos en / seculares puros. La integra­
ción j R£«. a2dt produce inmediatamente términos en 
l2, si los argumentos A y A' se eligen de tal modo 
que las variables l y l' desaparezcan en la diferencia 
de los mismos.

Con referencia a los términos del semieje a, pro­
porcionales a /l, se puede deducir ahora, en virtud 
de las propiedades generales de la función pertur­
badora el resultado siguiente. En general, la forma 
de cualquier término de ¿3 es la siguiente, si c y d 
representan dos cualesquiera" de los ] elementos a, 
e, z y ó y cl y </t las perturbaciones de i01 orden : 
Rscd c\ . d{. Al elegir términos’arbitrarios resulta, 
entonces, en general :
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da nach den Eigenschaften der Slörungsfunktion 
sowohl

•h = äi + ßi "

Avie auch

52 = y2 + 3ä "

so ist folglich auch

53 = + ß3 "

sin
Soll nun das Produkt aus c. . (L und R,^ = A.,J cos
wo

Ä4 = 24/ + ß4/'

zu einem konstanten Gliede führen, unabhängig von 
den mit der Zeit t linear Veränderlichen Z4 und Z2, 
so muß sein : a3 = a4 und ß3 = ß4, sodaß A4 die 
Form erhält :

Como, según las propiedades de la función pertur­
badora, no sólo es

Yi + Oí = o

sino también

Y2 + o2 = °

resulta

Ya + = °-

sen
Si el producto de c4 . <Z4 y RcCd = ./±c donde

+ Ya(,) 4*  64g>/,

debe dar como resultado un término constante, 
independiente de las variables l y Z' lineales en el 
tiempo /, entonces se tiene a3 = a4 y $3 = £4 i hie- 
go A4 es de la forma :

A4 — a3Z 4- ß3Z' + y4(<) + S4g/,

sodaß alsdann

Da ¿3 eine Sinusreihe sein muß, Avird folglich, 
Avenn c (rr) den konstanten Teil von x fixiert: 
c(R eedG-^i) proportional der Sinusfunktion. Da

por lo que resulta :

Yi) <•> + (53 — Oj) id'] = const.

Como ¿3 debe ser una serie de senos, resultará, 
si c (¿c) representa la parte constante de x : c (Rsfd

. íZ4) proporcional a una función seno. Puesto que
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auf Grund der Eigenschaften von R dio Sum- de acuerdo con las propiedades de R las sumas de-

sein müssen, so folgt :
1 Í

resulta :

sodaß das Argument A in RSCf¿. q. dt : de manera que el argumento en R£C<¿ . q dt es :

und somit : y por eso :

wo i = + 1 + 2, ..., während i — o zu keiner von o 
verschiedenen Konstanten führt. Folglich ist die der 
Zeit proportionale Säkularstörung 3. Ordnung stets 
proportional sin i (¿5' — w) (i — 1, 2, 3, etc.). Aber 
auch über den Minimalgrad des Koeffizienten in 
Bezug auf die Exzentrizitäten ist eine Aussage mög­
lich. Hat das Produkt q . dt den Minimalgrad o in 
Bezug auf die Exzentrizitäten e und e', und hat es in 
Bezug auf die Längen die Form :

donde i= + i-|-2, mientras que para i=o no se 
obtiene ninguna constante distinta de o. Por consi­
guiente, la perturbación secular de 3er orden pro­
porcional al tiempo t es siempre proporcional a 
sen i (ó' — ó) (i— 1, 2, 3 etc.). Pero también es posi­
ble determinar el grado mínimo del coeficiente res­
pecto de las excentricidades. Si el producto q . dt 
tiene, respecto de las excentricidades eye', el grado 
mínimo o, y respecto de las longitudes, la forma :

so bedingt die Erscheinung einer Konstanten ¡111 debe resultar, a causa de la aparición de una cons-
Produkt R£C¿ • <j . , daß R.ct¿ von der Form sein laute en el producto RÍC(/. q . dv que RSCÍ¿ tiene la
muß : siguiente forma :

(í = 1,2 ...)

Folglich muß der Grad des Koeffizienten wegen 
der Eigenschaften von R gleich 2Z sein; folglich ist 
mindestens vom 2. Grade der Exzentrizitäten. Da das
Argument aber bei i = 1 die Form l' — l + ¿5' zg ¿5 

Por consiguiente, el grado del coeficiente j\ debe 
ser *2  i debido a las propiedades de R ; o sea es a 
lo menos del 2° grado en las excentricidades. Ya que 
para Z= 1, el argumento tiene la forma l'— l 
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hat, so ist der Koeffizient eines solchen Gliedes von 
der Form e . e' und das Argument des säkularen 
Teils : w' — w. Das Resultat ist also, daß die der 
Zeit t proportionalen Säkularglieder der großen 
Achse von der Form sind :

(«3) = ■

wo s (/) von nun ah immer den säkularen, der Zeit 
Z1 oder Z2 proportionalen Teil der Funktion /'fixiert.

Die Glieder des nächst höheren Grades der Stör­
ung von «3 sind infolge Ansteigens der Grades des 
Koeffizienten eines Störungsgliedes resp. eines Glie­
des der Störungsfunktion desselben Winkelargu­
mentes um eine grade Potenz der Exzentrizitäten der 
Form e3 . e', e~ . e'~ und e . ef?) und so fort zu höheren 
Gliedern.

In der Praxis erfolgt die Aufsuchung der in Be­
tracht kommenden Glieder in der Weise, daß man 
in c die Glieder niedrigsten Grades in den Exzentri­
zitäten e und e' sukzessive mit den korrespondieren­
den Gliedern niedrigsten Grades in comhiniert, 
um dann nach Ableitung der Integrale c1 und 
dasjenige Glied R£C<z mit dem entsprechenden Win- 
kelargument auszusuchen, das im Produkte milc/Zj 
zu einer Konstanten in R£Ci/. cx . c/1 führt.

Darüber hinaus sind nun und das ist unser Haupt­
ziel, auch die Z2 proportionalen Säkularglieder von 
a.¿ ahzuleiten. Zn dem Zwecke sind zuerst die in dem 
entsprechenden Ausdrucke von a3 auftretenden Stö­
rungen 2. Ordnung der Masse und der Poisson Form 
xon a2, e2, l2 und ö2 aufzusuchen; denn nur diese 
Glieder können, bei passender Auswahl der Argu­
mente zu den gesuchten Gliedern in Z2 in führen 
wenn der Faktor R£Ci/, der stets periodisch ist, hin- 
zutritl. Daß a2 solche Poisson-Glieder der Form

cos
f- . A besitzt, folgt aus der 1. Gleichung (6) inVer- sin 0 0 \ /
bindungmit(ßa). Aberdas 1. Glied rechter Iland von

+ ¿y zp ¿o, el coeficiente de tal término es de la for­
ma e. e' y el argumento de la parte secular : Co'— w. 
Resulta entonces que los términos seculares del 
semieje mayor proporcionales al tiempo t, son de 
la forma :

e' sin (g/ — w)

donde .$ (/), representará desde ahora, la parte 
secular de la función /' proporcional al tiempo 
Z1 o Z2.

A causa del mayor grado del coeficiente de un 
término de perturbación, o de un término de la 
función perturbadora del mismo argumento angu­
lar, los términos de grado inmediato superior de la 
perturbación de a3 son potencias de las excentrici­
dades de grado par, de la forma e3 . e', e2 . e'2, y 
e . c/3, y así sucesivamente para los términos su­
periores.

E11 la práctica, se descubren los términos en cues­
tión combinando sucesivamente en c los términos 
de menor grado en las excentricidades e y e', con 
los términos correspondientes de menor grado en 
f/j, y eligiendo después de haber deducido las inte­
grales cx y aquél término R£Cd con el argumen­
to angular correspondiente, que da como resul­
tado en el producto por q . </j, una constante en 
RecíZ • Cj • íZx.

A. más de esto, loque es nuestro fin principal, 
también hay que deducir de «3 los términos secu­
lares proporcionales a Z2. Con este objeto debemos 
hallar primero las perturbaciones de 2° orden de la 
masa y del tipo Poisson de a2, e2, -2 y w2,rpues sólo 
éstos términos pucdenylar en n3, si se eligen" bien 
los argumentos, los términos requeridos en Z2, ya 
que el factor R£c.(/ siempre resulla periódico. De la 
1a ecuación (6) junto con la (6a), resulta que a., 
contiene tales términos de Poisson de la forma

cos
Z . A. Alas, siendo, por una parte, Rs y lEa, ysen 1 v - v
por otra, funciones periódicas puras, el 1a1 tér-
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a2 kann, da R£ undR£it einerseits und«! andererseits 
nur periodische Funktionen sind, nicht zu Gliedern 

cos . .
der Form t . A führen, ebensowenig wie das 3. 

sin
Glied in da es nur periodische Glieder enthält; 
denn die der Zeit t proportionalen Säkularglieder 
von sind von vorneweg in die mittlere Bewegung 
n einbezogen gedacht, indem n direkt aus den Beob­
achtungen entnommen und in die Störungsfunk­
tion und ihre Ableitungen substituiert gedacht wird. 
Nur das 2. und 4- Glied von (6a) liefern Poisson- 
Glieder, weil ex und G)r der Zeit t proportionale Säku­
larstörungen besitzen. Wie aus (5) ersichtlich ist, 
ergeben sich insgesamt 20 derartige Glieder, die zu 
Poisson-Termen führen, wobei die Glieder a2, e2, l2 
und g)2 je 2 entsprechende Glieder liefern, propor­
tional q und Wp wozu auch der Term mit dem Pro­
dukt gehört, wenn der eine Faktor als perio­
disch, der andere aber als säkular betrachtet wird. 
Dabei kann man den Gliedern niedrigsten Grades in 
dem Säkularteil von er und g^ die Form geben :

mino del 20 miembro no puede dar términos de la 
cos

forma t A, ni tampoco el 3er término de /r, pues­

to que contiene sólo términos periódicos ; desde un 
principio, pues, los términos seculares de pro­
porcionales al tiempo t, se suponen incluidos al 
movimiento medio a, considerándose n deducido 
directamente de las observaciones y sustituido en 
la función perturbadora y sus derivadas. Sólo el 20 
y 4° término de (6a) dan términos de Poisson, por­
que eY y g)j contienen perturbaciones seculares pro­
porcionales al tiempo t. Como se puede ver en (5), 
resultan en total veinte términos tales, que dan tér­
minos de Poisson, suministrando cada uno de los 
a2, e2> 4 y <^2 d°s términos correspondientes, pro­
porcionales a e1 y G)t, incluso*  el término con el 
producto considerándose aquí como secular 
un factor, cuando el otro sea periódico. Se puede, 
pues, dar a los términos de menor grado en la par­
te secular de eY y g^ la forma siguiente :

und

indem s (ex) u. s (¿h) stets der Längenänderung 
A1 = nt proportional und die Koeffizienten c, d, 7. 
u. ß nur von a und a' abhängige Konstanten sind.

Wenden wir uns nun der Integration des 1. Glie­
des von (5) zu, so ist das erste Integral : j R£« . a2dt, 
wobei a2 durch die 1. Gleichung von (6) definiert 
ist. Da nur die den Koeffizienten cq und propor­
tionalen Glieder zu berücksichtigen sind, so ist dem­
entsprechend zuerst = Rsc^i zu behandeln.
Da im Gliede niedrigsten d. h. o. Grades : 

siendo s (ex) y s (wj proporcionales a la variación 
de la longitud A l = nt y siendo los coeficientes c, 
d, 7 y 3 constantes que sólo dependen de a y a'.

Al integrar ahora el Ier término de (5), resulla la 
primera integral : | R£rt . a2dt, donde a2 está definida 
por la primera de las ecuaciones (6). Gomo sólo 
hay que lomar en cuenta los términos proporciona­
les a et y debemos ocuparnos primero de estos 
últimos : = IL^i-

Gomo término de menor grado, es decir, de 
grado o, es :
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so folgt in Bezug ¿uif das 2. Glied von (6a) als Pois- résulta cou respecto al 20 término de (6a) el de Bois
son-Term von a2, im Folgenden immer mit B son de à2 (designado en general con B) :
bezeichnet :

B (a2) = e' sin (<ö' — w) / sin [il' — (i — 1 ) / — wj,

sodaß Bor consiguiente es :

Folglich ist zur Gewinnung eines in / säkularen Bor lo tanto, para obtener en R£a . a2 un término
Gliedes in R:a. a2 der folgende Term aus R auszu- secular, hay que elegir el siguiente término en R : 
suchen :

R = e' sin |/7' — (i — 1 / — g/],

sodaß folglich : por lo que resulta :

mithin ist die Säkularstörung von a3 in /2 vom 2. 
Grade der Exzentrizität, ebenso wie die in i1.

Setzt man in a2 im2. Gliede Rse = e sin Z (/' — /), 
also einen Term 1. Grades ein, so ist zu wählen : 

Luego la perturbación secular en Z2 es de 20 grado 
en las excentricidades, lo mismo que la perturba­
ción en Zl.

Si se introduce en el 20 miembro de a2 : R5C = 
e sen Z (/'-•/) o sea, un término de 1” grado, debe 
elegirse :

Folglich entsteht dann in a., ein Term der Form: 
l2 e2 e'2 sin2 («' — g>), und so fort.

Wenn
R£e = e' sin \ i (l' 

und folglich Rsa = sin Z (/' — /), so entsteht auch 
ein ferm der Form l2e'2 sin2 (g/ — o>), sodaß also ein 
\ erseh winden der l2 -Glieder cintrill, wenn cödere' 
verschwinden oder gj — g>' = o oder 180° ist. Im 
asleroidischen Balle ist demnach bei kreisförmiger 
Bahn des störenden Körpers bei diesen Gliedern 
weder eine /’ — noch l2 — Säkularstörung vorhan­
den.

Gehen w ir jetzt zu dem Gliede von (6a) über, 
d. h. zu Rsto.Gip so entsteht ein Poisson Term nur,

Bor consiguiente, resultará en a3 un término de la 
forma : z2e2e'2 sen2 (ó'— co), y así sucesivamente :

— /) — (ü' T G)j

y por consiguiente Rat = sen (Z (/' — /), resulta tam­
bién un término de la forma Z2e'2 sen2 (&'—w), de 
tal suerte que los términos en Z2 desaparecen, si se 
anidan eúe', ó si g/—gi = o ó 180o. En el caso de 
asteroides y en la hipótesis de un cuerpo perturba­
dor de órbita circular (Júpiter), no hay perturba­
ciones seculares en Z ni en Z2.

Ahora, pasando al 4o término de (6a), es decir a 
Rs¿ . G)t, resulta un término de Boisson, solamente
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swenn in Gq der säkulare Teil g>1 = gewählt

wird und die Kombination mit einem beliebigen der 
stets periodischen Glieder von R£(0 stattfindet. Da 
nun das Glied niedrigsten Grades im Säkularteil 
von (ox die Form hat :

si se elige de g)l, la parte secular ¿q = s y si

tiene lugar una combinación con cualquiera de los 
términos de R£~ siempre periódicos. El de menor 
grado en la parte secular de Gq tiene, entonces, la 
forma :

so ergibt die Kombination mit dem Term niedrig­
sten Grades von R£& :

Re(~ = e cos [il'

nach der Integration, abgesehen von dem rein perio­
dischen Teil, das P Glied :

P (ft/J = Z sin [il' —

Folglich ist zur Erzeugung eines säkularen l2 -Glie­
des in a3 das folgende Glied in R;tt herauszusuchen :

R£<( — e sin [il' — (/ — i) l — g

sodaß die Z1 proportionalen Glieder allein die fol­
gende Form erhalten :

= [c + ac' cos (w' — co)

sodaß a3 von der Form :

+ ßt’c'cos (g/ —

wobei der Maßenfaktor m',i ist, als allgemeine 
Form der Säkularstörungen 3. Ordnung in l2 in den 
Termen niedrigsten Grades. Die Glieder höheren 
Grades wachsen dann, analog wie beiden Gliedern 
in stets um 2 weitere Einheiten auf e1, e.ef,i, etc., 
an. Folglich ergibt sich aus den bisher abgeleiteten 
Gliedern, daß die Glieder in Z- die in Zl allgemein 
an Größe überlrefien müßen, da diese Glieder bei-

La combinación de este término con el de menor 
grado de Re& es decir :

— — i) Z — ¿oj

da como resultado, después de la integración, sin 
contar la parte periódica pura, el término de Pois- 
son :

(í — 1)1 — ó] 6*  (/oj-

Por consiguiente, para poder producir un término 
en a3 proporcional al tiempo Z2, hay que elegir el 
siguiente término de R£a :

>] 4- e' sin [il' — (i — i ) l — ¿o'|,

de modo que los términos proporcionales a Z1 sola 
mente pueden tener la forma

|ae + fie'cos ( ó)1 — g>J Z,

luego se obtiene la expresión :

gí) T ye'2 eos2 (ó/ — ¿o)] . Z'

(siendo m'2> el factor de las masas) como forma gene­
ral de las perturbaciones seculares de 3er orden en /- 
en los términos del menor grado. Los de grado supe­
rior crecen entonces, análogamente a los términos 
en Z‘, siempre de dos unidades en dos a partir de 
el, e . c'3, etc. Por consiguiente, de los términos 
hasta ahora deducidos resulta que el valor délos 
términos en l2 debe en general superar al de los en 
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de vom gleichen 2. Grade der Exzentrizitäten sind. 
Wir müssen aber prüfen, ob nicht die weiteren 
Glieder in a3 noch zn Gliedern niederen Grades in 
den Exzentrizitäten führen können.

Gemäß der Formel (5) ist der nächste Term, der 
zu untersuchen ist, das 2. Glied p2 (a3) = 1UC . e2, 
wobei e.> oben in (6) definiert worden ist. Da deshalb 
das 1. und das 3. Glied in e2 infolge Multiplikation 
mit ar resp. d. h. mit rein periodischen Funktio­
nen im Produkt mit den konstanten oder periodi­
schen Koeffizienten nur wieder zu rein-periodischen 
oder konstanten Gliedern führen, so fallen diese 
Teile von e2 wegen ihres Mangels an Poisson-Ter- 
men für die Erseugung von Säkulargliedern in t2 in 
a3 fort, während aber die rein periodischen Teile bei 
Kombination mit passend ausgewählten periodi­
schen Gliedern von R.e zu reins äkularen Gliedern in 
Zl in a3 führen.

Die gewünschten gemischt-säkularen Glieder in e2 
können nur aus dem 2. und 4- Teil von e2 entstehen, 
und zwar nur in A erbindung mit den rein säkularen 
Teilen von und Der Koeffizient e2e (s. die For­
mel unter (6a)) bedarf noch einer näheren Untersu­
chung, weil die Nenner e resp. e2 im 1. und 2. Gliede 
zu negativen Potenzen in e9 zu führen scheinen. 
Wählt man deshalb das niedrigst mögliche, die Pe­
ri liellänge w enthaltende Glied aus der Störungs- 
funktion aus :

Z1 puesto que ambos términos son del mismo grado 
(segundo) en las excentricidades. Pero todavía debe­
mos examinar, si los otros términos en a3 pueden dar 
o no, otros de menor grado en las excentricidades.

Según la fórmula (5) el próximo término que hay 
que examinar es el 2° : p2 (a3) = R£e. e2, donde e2 ya 
ha sido definido en (G). Por ser los términos i° y 
3o de e2 productos de ax y respectivamente, que 
son funciones periódicas puras, por coeficien­
tes constantes o periódicos puros, son términos 
constantes o periódicos puros, es decir no son tér­
minos de Poisson y no vienen al caso en a3 para 
producir términos seculares en Z2, mientras que las 
partes periódicas puras al combinarlas con adecua­
dos términos periódicos de R£<?, dan en a3 términos 
seculares puros en Z1.

Los términos seculares mixtos deseados en e2 sólo 
pueden lograrse de la 2a y 4a parte de e2, y esto 
únicamente en combinación con las partes secula­
res puras de ex y cóp El coeficiente e2e (véase la fór­
mula (6fí)) debe examinarse más exactamente toda­
vía, porque los denominadores e y é2 parecen originar 
en el ier y el 2° término respectivamente potencias 
negativas en e2. Al elegir, pues, de la función per­
turbadora, el término de menor grado posible que 
contenga la longitud ó del perihelio :

so wird, wenn im 2. Gliede von e->c nach Potenzen 
der als klein angenommenen planetaren Exzentrizi­
täten entwickelt wird, erhallen :

se obtiene, desarrollando el 20 término de eze según 
potencias de las excentricidades planetarias, supues­
tas pequeñas:

luego la diferencia critica es :sodaß die kritische Differenz
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womit also die Glieder mit dem Pole c = o elimi­
niert worden sind. Zum gleichen i. Grade führen 
nun aber auch alle R-Glieder 3. Grades, soweit sic 
mit den Faktoren e2e' und c3 versehen sind. Ist 
zuerst R = e2e' cos A, wo A — i'l' + il — 2o> + ¿5' 
und i und i so zu wählen sind, daß ? + / — 2 + 
+ i = o, so wird das kritische Glied in e2:
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y, los términos con el polo c = o han sido, pues, 
eliminados.

A este mismo grado — i°— conducen también 
todos los términos de R de 3er grado siempre que 
posean los factores e2e' y e3. Siendo, en primer lugar, 
R — cVcosA donde A = i'/1 -f- ¿7—20 + ó', y te­
niendo que elegir ¿' e i de tal modo que i' 4- i - 2 
± i = o resulta el término crítico en e2:

also ebenfalls vom i. Grade, während in dem noch 
fehlenden Falle, wo R = e . e'2 cos A und A = i'l' 4- 
4- d 4- g) — 2w', analog wie im allerersten Falle, 
wo R vom i. Grade in e, infolge des Faktors c'2 nun 
ein Glied 3. Grades mit dem Faktor e . e'2 in e^c 
entsteht.

Andererseits entstehen durch den 3. und 4- Term 
in c2e:

es decir, también de i01 grado ; mientras que en el 
caso restante, en que R = ce'2 cos A y A = i'l' 4- il 
4- ¿T— 2w', resulta ahora en análogamente al 
primer caso, en que era R de primer grado en e, a 
causa del factor c'2, un término de 381 grado con el 
factor e . e'2.

Por otra parte en base al 3er y 4Ü término de t’2e, 
es decir :

Glieder vom bereits o. und auch i. Grade, wenn 
im 1. Falle II = cos (/' — /) gesetz wird.

Die Integration des oben berechneten i. Teiles 
von e2e führt nun mit dem säkularen Teil von er als 
Faktor zu einem Term der Form : | e sin A . t . dl, 
sodaß mit Rücksicht auf A = il' — (/’ — l) l — « 
und nur auf den Poisson-Teil des Integrals ent­
steht :

resultan ya términos de grado o, poniendo B = 
cos y también términos en 1er grado.

La integración de la 1a parle de antes calcu­
lada, da ahora, con la parte secular de tq como fac­
tor, un término de la forma: j esen A . I. di, de 
modo que, por ser A = il'— (i — i)/- co resulta, 
considerando solamente la parte de Poisson de la 
integral:

es decir de i01 grado. Análogamente resulta en el a” 
caso, cuando es R = e3 cos A donde es ahora

also vom i. Grade; analog wird im 2. Falle, wenn 
R = e3 cos A, wo jetzt

sein muß :
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Folglich führt der 2. Term in a3 zu einem konstan­
ten Term, nur wenn das eben abgeleitete Integral mit 
einem Gliede aus R£e kombiniert wird, das nur den 
folgenden 3. Termen 3. Grades von R zu entneh­
men ist :

Por consiguiente, el 2o término da en a3 solamente 
un término constante, si la integral recién deducida 
se combina con un término de R£g que debemos 
tomar de entre los tres siguientes términos de 3er 
grado de R:

Alsdann ergeben die beiden ersten Terme : o Resulta, entonces, de los dos primeros términos :

mientras que del tercero :während der 3. Term ergibt :

sodaß diese Glieder alle vom /¡. Grade sind. Nur 
im Falle des Z|. Gliedes von e2e folgen Terme nie­
drigeren Grades, indem sich unter Integration 
des schon oben fixierten Gliedes ergibt :

de tal suerte que todos ellos son de Io grado. Sólo 
en el caso del 4o término de e2e hay otros de menor 
grado, que resultan de la integración del término 
antes definido :

bei Unterdrückung des rein periodischen Teils, 
sodaß bei Kombination mit der aus

prescindiendo de la párle periódica pura, de modo 
cpie combinando con la derivada R£C ; obtenida de

folgenden Ableitung Re£ als Poisson-Teil von as 
erhalten wird :

resulta conio parle de Poisson de :

d. h. ein Term 2. Grades.
Ferner ergibt sich, wenn im Falle der beiden 

ersten Glieder in e2c | i' + i | = i, also A — i'l -f 
+ il — 2(7) 4- 6/ gesetzt wird :

es decir, un término de 2o grado. Además, si en el 
caso de los dos primeros términos de c2e se pone 
| ¿' + / | = i, es decir, A = i'l' + il 2w + <7>' re­
sulta :



luego solamente se obtienen términos de V grado 
en las excentricidades en estos dos últimos casos.

El término (pie ahora debemos lomar en cuenta 
en ¿2, es e2z . /t. A a que los dos factores constan sola­
mente de términos periódicos, no pueden resultar 
de esta parte de e2, términos de Poisson, y por tan­
to, tampoco se han de originar términos seculares 
puros en R£C . e2, ni términos en /- en a3.

Distinto es lo que acontece con el último térmi­
no de ¿2 :

sodaß in diesen beiden letzteren Fällen nur Glieder 
/j. Grades in den Exzentrizitäten erlangt werden.

Das nächste in e2 zu berücksichtigende Glied ist
Da beide Faktoren mir aus periodischen 

Gliedern aufgebaut sind, so können aus diesem 
Teile von e2 keine Poisson-Glieder entstehen und 
deshalb auch keine rein-säkularen Glieder in R£C. e2, 
also auch keine /- — Glieder in «3.

Anders verhält sich nun das letzte Glied von e2 :

zu entnehmen und somit schliesslich als /-Glied in 
a» erhalten wird :

obteniéndose, lilialmente, en a.. corno término en /:

(nur Poissonglied), sodaß Ree aus (sólo término de Poisson) de modo que bay qiie 
deducir R£e de

sodaß R£C aus R = e'e2 cos (¿7' 4- z7 — c7f) entnom­
men werden muß, und alsdann als entsprechendes 
Säkularglied in a., erhalten wird : R£C . e2 = e2e'2t 
sin (<7/ — <7)). Im 2. Falle wird:

luego R£C debe deducirse de: R = e'e2 . cos{i'l' 4- 
il — <7)'), por lo que se obtiene finalmente en a.} como 
término secular : B£t> . e2 = e2e'2t sen (¿o' —¿o).

En el 2o caso resulta :

Wenn ferner im selben Falle der ersten beiden Glie­
der von e-2e R die Form erhält: R — e3 cos A, so 
muß A = i'l' + il — (7) oder i'l 4- il — 3o) sein, 
d. h. | ? + i | = i oder = 3. Dann ist in Bezug auf 
das Poisson-Glied allein, im i. Falle:

Además, si en el mismo caso de los primeros tér­
minos de e-2e, B tiene la forma : R = e3cosA, debe 
ser A = ?/'4-¿7 — c7) ó A = ¿7'4-// —3 ó, es decir 
| i' 4- i\ = i ó 3. Resulta, pues, en el i” caso, refi­
riéndonos sólo al término de Poisson :

in Bezug auf das Poisson-Glied allein; folglich ist 
R£C zu entnehmen aus R = e cos {i'l' 4- il — w), so­
daß schliesslich

refiriéndonos al término de Poisson solamente; 
por consiguiente, hay que deducir R£C de R = 
ecos {i'l' il — c7>), de manera que finalmente se tiene
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wenn e2& rein periodisch ist, sodaß /^’-Glieder in a3 
nur in Verbindung mit den rein-säkularen Störun­
gen von möglich sind. In

si e2u es periódico puro, en cuyo caso sólo pueden 
aparecer en a3 términos en l2 junto con las pertur­
baciones seculares puras de úp En

wird das i. Glied - R^^ vom niedrigst-möglicben o. 
c

Grade, wenn für R das Glied i. Grades angesetzt 
v\ ird : R = e cos [//' — (i — 1)1 — w]; dagegen ist 
das 2. Glied : eR£& mindestens vom 2. Grade. Mit­
hin führt das i . Glied allein zu dem folgenden Pois- 
bon Term :

I
el iei término - resulta ser del menor grado po-e
sible, — cero — si se reemplaza R por el término 
de ier grado R = c cos[z7'—(z —/)/ —g>] ; en cambio, 
el 2o : cRço», es por lo menos de 2o grado. De mane­
ra, que solamente del iei término resulta un térmi­
no de Poisson, a saber:

sodaß :

Der gewünschte rein-säkulare Term in a3 entsteht 
dann, wenn R ein Term i. Grades ine entnommen 
wird, sodaß R£C = sin [//' — (i — l) l — co], sodaß 
alsdann :

El término secular puro requerido en <73, se obtie­
ne cuando R se deduce de un término de iei grado 
en e, luego R£e = sin [//' —(z —/)/ —gi], y por con­
siguiente :

Folglich entstehen in a3 Glieder in die auch Pole 
zu haben scheinen, indem wir a., nach dem letzten7 o

Ausdruck auch die Form geben können :

Por tanto resultan en a3 términos en l2 que pare­
cen tener también polos, pues podemos dar a 
según la última formula, la forma :

sodaß teils von den Exzentrizitäten unabhängige, 
teils aber mit einem Pole e = o behaftete Glieder 
erscheinen. Diese letzteren Glieder erregen aber Be­
denken, da bei kleinen Exzentrizitäten ein Anwach­
sen der Säkularslörungen schon nach kurzer Zeil 
über alle Grenzen stattiinden hönnte. Es ist deshalb 

donde aparecen términos ya sea independientes de 
las excentricidades, o bien afectados del polo e — o. 
Pero estos últimos términos suscitan duda, puesto 
cpie pequeñas excentricidades producirían perturba­
ciones seculares tan grandes como se quiera en poco 
tiempo. Por lo tanto investigaremos si estos térmi-

de modo que :
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zu untersuchen, ob diese Glieder sich nicht gegen 
andere wegheben, ebenso wie die von den Exzentri­
zitäten unabhängigen Glieder.

In der Entwickelung von a gemäß den Formeln 
(4), (6) und (6a) nach Potenzen von Aa, Ae, A/ 
und Aw sind die Glieder in Ae und Aw die kriti­
schen Glieder, die mit Polen e = o behaftet sein kön­
nten, nämlich : Ree . Ae 4- R£& . Aw. Führen wir aber 
statt e und w neue Variable ein : e sin w = ; und 
ccos w = t;, so geht der genannte Ausdruck leicht in 
eine Funktion von ; und rt über, indem zunächst :

3i

nos como asimismo los términos independientes 
de las excentricidades pueden eliminarse con otros.

En el desarrollo de a según potencias de Aa, Ae, Al 
y Agj de acuerdo con la fórmula (4), (6) y (6rt), los 
términos en Ae y en Aw, a saber R£C . Ae 4- R£¿ . Aw 
son críticos pues pueden contener polos (e=o). 
Pero si en vez de e y w introducimos nuevas varia­
bles : esin ó = c, y e eos w = rj, dicha fórmula se 
transforma fácilmente en una función de ?y /¡, sien 
do por ahora :

u. ferner: y además :

wo noch w = |c2 4~ rj. Folglich wird : donde: w = | ;- 4- V- Se tiene entonces

wo die Ableitungen R£? u. R£y) keine Pole in ; undr, 
besitzen, weil R keine solchen besitzt, wie aus der 
Potenzentwickelung von R nach Potenzen von ; und 

folgt (s. die Entwicklung von Charlier, in seinem 
Buche: Die Mechanik des Himmels, Bd. i, pag. 296, 
etc.). Die Koeffizienten sind dann nur noch von den 
Achsen und mittleren Längen abhlängig, die als 
restliche Variable beibehalten werden. Andererseits 
folgen aus der Definition von ; und 7; als deren zeit­
lichen Ableitungen :

y estas derivadas B:r y R£r carecen de polos en ; y 
7¡, puesto que R no los contiene, como resulta del 
desarrollo de R según las potencias de ; y 7; (véase 
el desarrollo de Charlier en su libro: Die Mechanik 
des Uimmels, t. I, pág. 296, etc.). Los coeficien­
tes, no dependen, pues, nada más que de los ejes 
y de las longitudes medias, variables que se man­
tienen, como las restantes. Por otra parle, de la 
definición de ; y t¡ resulta derivando respecto 
de t :

also folgt bei Substitution der Ausdrücke für e und (7) Luego, reemplazando e y w por sus expresiones (1), 
nach (r) unter Transformation der Ableitungen Re y transformando Re y R¿, mediante las formulas



Sa OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

und R(;j auf Grund obiger Formeln in solche nach 
- ud r,, unter teilweiser Potenzen I Wickelung der Fak­
toren nach e:

anteriores en derivadas respecto de ; y y desarro­
llando en parle los factores según potencias de c, 
tenemos:

Kus der Form der rechten Seilen folgt, daß hier nm- 
positive Potenzen von H und rt auftreten können. 
Folglich ergibt die Potenzentwickelung der rechten 
Seiten nach A; und Ar,, wenn c — £() + A; und 
r, = r,0 4- Ar,, die neuen Gleichungen :

De la forma de los 20s miembros resulta que aquí 
sólo pueden aparecer potencias positivas de ; y rt. 
Por consiguiente, desarrollando los 20S miembros 
según potencias de A£ y Ar,, 
ecuaciones : donde ; = ;0 +

resultan las nuevas
A? y v¡ = r,0 + :

Substituieren wir folglich weiter: Si seguimos sustituyendo : ;

wo und rlt die Störungen i. Ordnung bezeichnen, donde zi y rti 
so ergibt sich : i-esimo orden,

]representan las perturbaciones de 
resulta :

wobei wieder höhere Ableitungen von z, und t¡ nicht no siendo necesarias las derivadas superiores de 5 y 
benötigt werden, um die Störungen 3. Ordnung in rt para obtener las perturbaciones de 3er ordenen«. 
« zu erhalten. Analog zu (4) folgt unter Potenzent- Análogamente a (4) resulta, al desarrollar según 
wickelung nach Au, A/, A£ und Ar, : potencias de Au, A/, A^ y Ar, :

wobei das Quadrat wie schon oben in bekannter 
W eise nur als ein symbolisches zu betrachten u. 
entsprechend aufzulösen ist. Unter Zerlegung der 
Au, etc., folgt dann für u.. :

debiéndose considerar el cuadrado, como de cos­
tumbre, solamente simbólico — como ya vimos an­
teriormente — y en consecuencia desarrollarlo. 
Descomponiendo los Au, etc. resulta, entonces, 
para á.¿:
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a3 — ^aa2 + ... AT(7J2 + - [Ada«! + .. . + ^\a=aj} + ... + 2AdT|*rj 1íffr;1 +

+ + 2A£Tj/1rd + 2A^rJ;17]1].

Nun sind die Koeffizienten Eo, Eo... EZ( und ebenso 
die H0) IL II., wie aus den Gleichungen (20) 
für § und r( hervorgeht, frei von Polen § = rt = o, 
sodaß zuerst und bei Integration frei von Po­
len sind, ebenso wie auch ar und /p da Ao frei von 
Polen auf Grund der Gleichungen :

De las ecuaciones para y r/ resulta ahora que 
los coeficientes Eo, E« ... EZ| lo mismo que los Ho, 
H» ... H-n, carecen del polo £ = tj = o, de modo que, 
en primer lugar, al integrar, y 7^ carecen de 
polos, y en segundo lugar también y /t, puesto 
que Ao no los tiene, según las ecuaciones :

wo

und nach (1) :

donde

y según (i) :

sodaß es sich folglich in beiden Fällen um Potenz­
reihen nach positiven Potenzen von c und y; han­
delt, frei von Polen in £ — o und 75 = o. Dann aber 
ergibt auch die Substitution der Reihen für aA, l},

und tjx in die Ausdrücke für £2 u. rt2 aufs neue 
Reihen nach £ und 7], die ebenfalls frei von Polen 
sind; schliesslich ergeben sich auch bei der Substi­
tution von c2 und rl2 nebst und 7^ in a3 eine von 
Polen freie Potenzreihe nach 5 und rt, also endlich 
in a3 selbst. Durch die Verwendung der neuen Va­
riablen § und rt haben sich also die Pole, die die 
Lösung bedrohten, weggehoben. Deshalb erscheint 
eszwechmässig, wenn von vornherein sow ohl bei der 
Berechnung von a3 wie bei allen anderen Elementen 
die Entwickelung der Störungsfunktion nach Poten­
zen der Variablen 5 und rt vorgenommen worden 
wäre. Dazu wäre aber die fertige Entwickelung von 
R nötig gewesen oder aber ihre Ableitung aus der 
bekannten Entreicklung von Le Verrier. Die Ghar- 

tratándose, pues, en los dos casos de series de poten­
cias positivas de $ y rt, libres de polos en $ = o y 
rt = o. Además por la sustitución de a^l^ y rd 
por sus series, en las fórmulas para ;2 y ‘^2 resultan 
nuevamente series según ; y r( también libres de 
polos ; finalmente, al sustituir en a3 ;2 y ri2 y tam­
bién y ‘Gi resulta una serie de potencias en $ y rt, 
libre de polos ; y r¡ y por último, en «3 mismo. Con 
el empleo, pues, de las nuevas variables ; y tj, se 
han eliminado los polos que dificultaban la solu­
ción. Por lo tanto, parece útil, para el cálculo dett3 
y demás elementos, haber desarrollado previamente 
la función perturbadora según potencias de las varia­
bles ^y rr Pero, para este objeto hubiera sido nece­
sario poseer el desarrollo completo de R, o su de­
ducción del conocido desarrollo de Le Verrier. El 
desarrollo de Charlier, según elementos canónicos 
que coinciden con nuestros elementos, salvo series 
de potencias de e y un factor dependiente del semi-

3



OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATAo /
04

liersche Entwickelung nach kanonischen Elemen­
ten, die bis auf Potenzreihen nach e und ferner bis 
auf von der großen Achse abhängige Faktoren mit 
den obigen ; und rt übereinstimmen, ist aber unfer­
tig, weil noch die Fourierreihen für die negativen 
ungraden Potenzen der gegenseitigen Entfernungen 
der Planeten zu substituieren sind, um dann unter 
Multiplikation mit den schon vorhandenen Faktoren 

sin
der Form ii'l' + i. I) die definitive Form zu cos
erhalten, aus der man dann die partikulären Glieder 
zur Bestimmung der Säkularteile von a3etc., her­
aussuchen kann. Aus diesem Grunde habe ich die 
Benutzung der Le Verrierschen Entwickelung in 
den Annales de iObservatoire de Paris, Bd. i, 2 
und 10 vorgezogen.

Betrachten wir nun in Fortsetzung des/|. Gliedes 
in ¿2 dessen 2. Teil :

eje mayor, no está completo, puesto que para obte­
ner la forma definitiva hay que desarrollar todavía 
en series deFourier las potencias impares negativas 
de las distancias mutuas de los planetas que apare­
cen en dicho desarrollo, multiplicando finalmen-

sen
te con los factores (il' + il). De la serie así cos
obtenida se pueden elegir los términos particulares 
que permiten determinar las partes seculares de a3, 
etc. Para eludir estas dificultades hemos preferido 
hacer uso del desarrollo de Le Verrier Annales de 
1'Observatoire de Paris, tomo 1, 2 y 10.

Consideremos ahora el á° término de e2, cuya 
segunda parte es :

so ist eR£¿ mindestens vom 2 Gliede, da R£¿ min- resulta entonces íjR£W por lo menos de 2° grado, 
destens vom 1. Grade : puesto que R£¿ es por lo menos de ier grado :

IL*  = e . cos [il' — 1) l — íü],

sodaß also der gemischt-säkulare Teil : de modo que la parte mixta secular es :

da deshalb zur Erzeugung eines Säkulargliedes in y como para poder formar un termino secular en 
a3: R£C = sin [il' — — /) l — ¿0] sein muß, wird a3, debe ser : Bec = sin [il' — (¿‘ — 1) / — ¿0] re- 
alsdann : sulta :

und folglich : y por consiguiente :

s (a3) = e (ae + ße') . P

sodaß mithin auch Glieder der Form é2. P und Luego pueden aparecer en a.¿ también términos 
e. e'. P in a.¿ auftreten können, womit die Haupt- de la forma e2P y e . e'. P, con lo cual quedan deter-
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formen der Glieder in p2 (u3) infolge der Terme minadas las formas principales de los términos de 
p4 (ea) festgestellt worden sind. p2 (a3) en base a los de p{ (e2).

Das nächste Glied von (5) lautet nun : El término siguiente de (5), es, ahora :

wobei gemäß (6) : siendo según (6) :

Aus der Form der Koeffizienten e2a ••• ¿2ß nach (6«) 
folgt mit Rücksicht auf das Nichtvorhandensein 
eines Poles e ■= o in at, eY und dass die entsprech­
enden Terme von e2 frei von solchen Polen sind; in 
Bezug auf das letzte Glied von s2 :

De la forma de los coeficientes e2«---£2w según 
(6a), y de la inexistencia del polo e = o en a{, eY y 
/p resulta que los términos correspondientes de s2 
carecen de dicho polo. Por ser el último término 
de e2 :

folgt, da Raß infolge der Ableitung nach ¿0 stets mit 
e als Faktor versehen ist, daß . Raß frei von Po­
len ist, und daß ferner auch (7>1 . e . RCß polfrei ist, 
weil das Produkt pol frei ist.

Zur Erzeugung von Z2-Gliedern in a3 ist dann, da 
die Ableitung R2£ in p.} (a3) eine rein periodische 
Funktion ist, die Aufsuchung der Poisson-Glieder 
in e2 + P2 = 4 erforderlich, und zwar in den mit 
er und cojl als Faktoren behafteten Gliedern in l2. 
Diese Glieder sind in (6) ersichtlich und ihre Fak­
toren in (6c/) dargestellt. Sofort erledigest p2, da 
p2 = cra2 + c2 (a^)2 (ci und c2 Konstanten) wegen a2 
Poissonglieder enthält, während (aj)2 als Quadrat 
einer rein periodischen Funktion nur aus Konstan­
ten und reinperiodischen Gliedern zusammengesetzt 
bleibt. Wie schon früher ausgeführt, werden die 
Poisson-Glieder von a2 im Falle niedrigsten Grades 
von der Form :

y por aparecer Rau,siempre con el factor e, a causa 
de la derivación respecto de ó sigue que G^Rad) care­
ce de polos, y también o^eR^, porque el producto 
e . no contiene polos.

Para hallar en a3 términos en t2, es necesario 
buscar en e2 + p2 = l2 los términos de Poisson, 
(pues el factor R.£ que aparece en p3(n3)es una fun­
ción periódica pura), y esto debe hacerse en los tér­
minos de /2 que contengan et y ói como factores. 
Estos términos son evidentes en (6) y sus factores están 
representados en (6«). Por lo que se refiere a p2 no 
hay dificultad ya que p2 = qíig + c2 (ax)2 (siendo 
y c2 constantes) contiene términos de Poisson por 
a2, mientras que (at)2 o sea cuadrado de una fun­
ción periódica pura, consta solamente de constantes 
y términos periódicos puros. Gomo ya lo habíamos 
explicado, los términos de Poisson de a2, en el caso 
del grado más bajo, son de la siguiente forma :

P (a2) = le' sin [il' — (t — /) / — w] + / (ae -f- ße') cos |í/' — (i — 1)1 — ¿o],
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el. h. vom i. Grade in den Exzentrizitäten. Von es decir, de icr grado en las excentricidades. Los
derselben Form sind die entsprechenden Glieder in términos correspondientes de e2 son de la misma
e». Folglich muß R££ aus forma. Por consiguiente, debemos sacar R££ de

R = ef eos [il' — (¿ — l) l — ¿5'] + e eos [il' — (Z — i) / — w]

entnommen werden, sodaß folglich as durch diese de modo que, por medio de estos términos a3 obtie-
Glieder insgesamt die Form erhält: ne, en suma, la forma :

a3 = e'1 2t2 + e . e't2.

1 R Ä____L_
e2(i-*2) e c2(i -

also :

P (w2) = t sin |

Der nächste Term von a3 folgt aus der Gleich­
ung :

Pt («s) =

wobei die Koeffizienten wieder in (6) resp. (6u) dar­
gestellt sind. Aus den schon bekannten Grüuden sind 
eventuelle Pole e = o nur in den Koeffizienten C^e ■ ex 
und ¿o2d> • «i yon w2 möglich.

Der Koefficient

El subsiguiente término de a3resulta de la ecua­
ción :

LIe¿Í>W2,

estando representados de nuevo los coeficientes en 
(6) y (6a). Por razones ya conocidas, sólo pue­
de haber polos e = o en los coeficientes w2e • y 
W2¿¡j • de tiig.

El coeficiente

1hat an den Stellen Pole e = o, wo die Glieder - Re(? e
i

und — Re solche Pole besitzen, was der Fall ist, e
wenn schon nur der i. Grad in den Exzentrizitäten 
berücksichtigt wird. Dann ist nur ein Glied dieser
Form möglich; R = e cos 117' — (Z — i) l — w], so­
daß folglich :

tiene polos en los puntos en que los tienen los tér-
i i

minos - Ree y ~2 Re, lo que ocurre solamente cuando

se considera el primer grado en las excentricida­
des. Entonces, hay un sólo término de esta forma : 
R= e cos [il' — (¿ — /) l — <o], por consiguiente :

J- COS [H' — (i — I ) / — (ó],

luego :

il' — (i — i) l — w).

Folglich muß dann weiter also zur Ableitung von Por tanto, para poder deducir R£&, debe ser: 
R£ov sein :

R = e . e'2 cos [il' — (i — i) l — 2ó' + ó] + e2e' cos [il' — (i — i) / + ó' — 2¿5]
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Folglich wird dann das ¿-Glied in p4 (a3) von der
Form :

Por consiguiente, en p4(u3), el término en t resulta 
de la forma :

de modo que aquí, al lado de un término con el polo 
c = o aparece también otro con el factor e'2.

Al elegir un término de 2° grado en R, eliminan­
do los términos en e'2 que no interesan al derivar 
respecto de e, hay que poner :

sodaß hier also neben einem Gliede mit dem Pole 
e = o auch ein Glied mit dem Faktor e'2 auftritt.

Bei der Wahl eines Gliedes 2. Grades in R muß 
unter Wegfall der Glieder in e'2, weil nur Differen­
tiationen nach ein Frage kommen, gesetzt werden :

sodaß de manera que

Unter Potenzentwickelung des Nenners 1 — e2 ent­
steht dann :

Al desarrollar el cociente 1/(1 — e2) según potencias 
de e resulta :

luegosodaß

Por consiguiente, para poder deducir el factor R£(ó, 
debe ser :

Folglich muß zur Ableitung des Faktors R£& sein :

—|— 4° grado para el id timo termino de P (tog), de 
suerte que después de haber formado R£(o, resulta :

+ 4- Grad für das letzte Glied in P (i>2), sodaß sich 
nach Bildung der Ableitung R£& ergibt:

Es verbleibt jetzt die Untersuchung des 2. Terms 
in a>2:

Queda por investigar ahora el 20 término de ¿¡j2:
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Die Funktion RC(i) erfordert, dass im Falle niedrig­
sten Grades der folgende Term zu betrachten ist :

La función Re¿ exige que en el caso de menor 
grado se considere el siguiente termino :

R = e eos |¿7' — (¿ — /) l — ¿o]

sodaß mit Rücksicht auf den Säkularteil von de modo que, atendiendo a la parte secular de Óq,
folgt : resulta :

also ist weiter : y además :

sodaß liier ein neues von den Exzentrizitäten unab­
hängiges Z2-Glied zu dem Gliede mit einem schein­
baren Pol hinzutritt. Die nächsthöheren Glieder in 
Red, führen in a3 zu Gliedern der Form : e'2t, ee't2 

e2l2 und — . d. h. nicht zu neuen Termen.e

Nunmehr müssen wir zu den in a{, und w1 
quadratischen Gliedern in a3 übergehen, zuerst also 
zu :

Da a1, also auch aq frei von Polen e = o wie auch 
die Ableitung Reaii, so bleibt auch a3 frei von Polen. 
Da Rgrta wie auch reinperiodische Funktionen der 
Zeit sind und in nur noch Konstanten hinzutre­
ten, so treten in a3 konstante Glieder, in a3 also sä- 

Como se ve, se añade aquí al término con un polo 
aparente, un nuevo término en l2 independiente de 
las excentricidades. Los términos inmediatos supe­
riores en RS(ó, dan, en a3, términos de la forma 

e'3
e'2 .t2, e.e'l2, e'2l2 y —es decir, no dan términos e
de nueva forma.

Ahora tenemos que ocuparnos de los términos de 
n3, cuadráticos en cq, tq, y óq; en primer lugar 
es :

O Q 
OÖ

folglich ist Rg& zu entnehmen aus demselben R wie 
oben, womit das zugehörige Säkularglied von a3 
\\ ird:

por consiguiente, debemos formar R£¿ del mismo 
R, como antes, resultando el siguiente término secu­
lar correspondiente a a¿ :

Como av y por consiguiente a2, lo mismo que Rgaa, 
carecen de polos e = o, también carece de polos a3. 
Siendo Re(ia lo mismo que cq, funciones periódicas 
puras del tiempo, y apareciendo constantes en a^, 
figuran términos constantes en u3, es decir, términos
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kulare /'-Glieder auf, aber keine Glieder in /2. Des­
halb können wir auf das nächste Glied übergehen :

Po («3) = 

da et aus periodischen und reinsäkularen Gliedern 
zusammengesetzt ist, sodaß :

«1 = P (0 

wo p (/) die periodischen Glieder fixiert, so wird : 

er2 = (/) 4- const.

sodaß infolge der Periodizität von R£ee nur der 
Term : ze'tp (/) . R£ee zu reinen /-Gliedern in a3, also 
/2-Gliedern in a3 führen kann ; wegen der doppelten 
Ableitung nach e muß R£Ce mindestens vom 2. Gra­
de in e sein.

Setzen wir zuerst zur Darstellung von e± unter 
Absehen zunächst vom 2. Grade in er :

R = e cos [il' — 

sodaß :

er =. cos [il' - 

so muß R£ee aus dem folgenden Glicde 3. Grades 
entnommen werden :

R = e2. e' cos [il' - 

sodaß folglich das entsprechende Poisson-Glied :

P (Rgee . ej2) = 

also

Pa («3) = e,2l2

Gehen wir zu einem Term 2. Grades über, zwecks 
Berechnung von e1, so muss R sein :

? ejes mayores de las órbitas planetarias 09

seculares en /’, pero ningún término en /2. Por tanto, 
podemos pasar a considerar el término siguiente, a 
saber :

Reee • ^2;

ya que eJ consta de términos periódicos y seculares 
puros, o sea

+ e'/,

representando p (/) los términos periódicos, resulta :

F ‘2e'tp (/) + e'2 . t2,

de modo que a causa de la periodicidad de Recc, sólo 
el término ze'lp (/). R£Ce puede dar en a3 términos 
seculares puros en /, es decir, términos en t2 en a3. 
Debido a la doble derivación respecto de e, R£Ce debe 
ser por lo menos de 20 grado en e.

Si al representar e1 — dejando aparte por el mo­
mento el 2o término en er — ponemos :

- 1) . 1 - (7)],

de modo que

(/ - r) . / — ó]

y por consiguiente debemos formar R£Ce del término 
de 3er grado siguiente:

- - 1) . / - Ó'J,

de donde, el término correspondiente de Poisson es :

e'2t sin (£/ — ¿0)

I negó

. sin (w' — w).

Pasemos ahora a un término de 2° grado, a lin de 
poder calcular e1. Debe ser entonces :

1 R = e . e' cos [il' — (i — 2) / — ¿5' — ó]
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sodaß folglich : y por consiguiente :

¿q = e! cos [il' — — 2) / — ó' — ó]

also ist zur Berechnung von R£Ce zu wählen : y para calcular Reee :

R = e2 cos [il' — (i — 2) l — 2w],

sodaß der Säkularteil : de modo que la parte secular será :

s (Reee . ex2) = e'2l sin (ó/ — co),

also ist auch p6 (a3) von der Form : y por tanto es también p6 (a3) de la forma :

p6 (^3) — e'2l2 ■ sin ~ &)•

Im Falle 2) ist zur Bastimmung von e1 zu setzen : Enel 2°caso, para poder calcular e1? hay que poner :

2° R = e2. cos [il' — (¿ — 2) l — 2gS]

folglich wird dann : por consiguiente, resulta :

ei = e . cos [il' — (/ — 2) / — 2w],

sodaß in Bezug auf R;ee sein muß : y para el cálculo de R¿ee, debe ser

R = 4- Grad = ese' cos [il' — (i — 2) l — &' — ¿5]

folglich wird dann s (a3) von der Form : c2e'2t2 . de donde resulta ser s (n3) de la forma : e2e'2t2 . 
sin (g/ — gi) = 4. Grad. sen (¿5' — ¿5) = 4° grado.

3° R = ee' cos [i (l' — /) — w' + g>|;

dann ist resulta, pues :

ex = e'sin [i (l' — /) — w' + wj,

sodaß in Bezug auf R£ee sein muß : de manera que aliora debe ser:

R == e2 cos i (l' — l)

also: esdecir:

s (R£ee . tq2) = e'2. t sin (w' — w,

also : por tanto :

Po (aò) — e'¿l2 s*n (<o' — co.
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Jetzt bleibt noch die Betrachtung des Einflusses des Queda todavía por averiguar la influencia del 2o 
2. Gliedes in e1 auf die Säkularglieder in a3, d. h. término de e1 sobre los seculares en a3, es decir, de 
von

Berücksichtigen wir zuerst den allgemeinen Term o. 
Grades in R, also R = eos i (j' — l), sodaß et = 
e eos i (1' — /), so muss zur Kombination mit R£ee R 
dem 4- Grade entnommen werden, da Terme 2. 
Grades in e mit dem Argument i (j' — l) nebst einem 
Agregat in ó'und ¿5 nicht existieren, wohl aber bei 
weiterem Faktor e . e' d. h.

Tomando primeramente en cuenta el término gene­
ral de grado o de R, es decir R = eos ¿ (/' — /), de 
manera que <q = e eos i (/' — /), hay que sacar R del 
4° grado para poder combinarlo con R£ee, puesto 
que no existen términos de 20 grado en e con el 
argumento i (l' — l) salvo términos en g/ y ó, pero 
sí con el factor e. e', es decir

dann wird

sodaß der entsprechende Teil von a3 : de manera que la parte correspondiente de as:

vom 4- Grade in den Exzentrizitäten ist. es de 4° grado en las excentricidades.
Wählt man ein Glied 1. Grades in R in Bezug auf Si se escoge un término de Ier grado de R respecto 

¿q aus, sodaß de e , de modo que

oder o

so ist entsprechend in Bezug auf R£ee zu wählen : debemos el egli col ìespon diente me n te R^cc de :

resp. y

Inheiden Fällen ist folglich s (a3) von der Form: respectivamente. En ambos casos resulta, por con­
siguiente, s (u3), de la forma :
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Wird R so gewählt, dass R£Ce vom o. Grade wird, Al elegir R de tal modo que R£CC resulte de grado 
sodaß o, de modo que

R = e2 cos [i (l' — /)'],

also y

Rsec = sin [i (/' - /],

so ist R in Bezug auf R£ zu entnehmen aus dem Term habrá que sacar R, para el cálculo de R£ del término 
2. Grades : de 2o grado :

R = ee' cos [i(l' — /) — ó' + ó].

Folglich wird a3 auch in diesem Falle vom 4- Grade: Por consiguiente, resulta a3 también en este caso de 
4 o grado :

s (a3) = e2e'2t2 sin (ó' — w).

Der nächste Term : El próximo término

ist frei von Polen e = o, weil beide Faktoren von 
solchen frei sind, und ferner können in n3 keine 
säkularen /-Glieder entstehen, weil (/p) eine mit 
einer Konstanten behaftete periodische Reihe ist, 
und R£££ rein periodisch ist, sodass p1 (n3) frei von 
Z2-Gliedern ist.

Der nächste Term :

carece del polo e = o, porque los dos factores care­
cen de él, y además no pueden formarse en a3 tér­
minos seculares en /, puesto que (/J2 es una serie 
periódica más una constante, y R£££ es periódico 
puro, de manera que p7 (u3) está libre de términos 
en /2.

El siguiente término

Un término secular cuadrático simple de Gq2, con el 
término periódico puro de R£did> como factor, pro-

contiene el polo e = o, pero no é2 — o, porque R£(j,¿5 
debe contener al menos el factor ev mientras que ó.2 
puede contener a lo sumo el denominador e2. Re­
sulta ahora una parte secular mixta en Gq2, análoga­
mente a e2, sólo del siguiente término de Gq2 :

besitzt einen Pol e = o, aber nicht e2 = o, weil der 
Faktor R£&(o mindestens e1 als Faktor enthalten 
muß, während (Gq)2 höchstens den Nenner e2 enthal­
ten kann. Ein gemischt-säkularer Teil in (Gq)2 ent­
steht analog wie bei e2 nur aus dem in ¿q2 auftre­
tenden Summanden :

Ein quadratischer oder einfach säkularer Term (oq)2 
würde mit dem rein-periodischen Term R£w& als
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Faktor nur zu Poissongliedern der Form t2 cos A 
und t sin A führen.

Wird der periodische Teil von Gq zuerst zur Ver­
meidung von Polen aus dem allgemeinen Gliede 2. 
Grades in R abgeleitet, also aus R = e2 cos i(l' — /), 
sodaß p (¿oj = sin i(l' — l), so muß R^oco aus

duce solamente términos de Poisson de la forma 
t2. cos Ay/, sen A.

Al deducir primeramente, para evitar polos, la 
parte periódica de w1 del término general de 20 grado 
de R, es decir, de R = e2 cos i (L — /), de manera que 
p (óq) — sen i (l' — l), debemos sacar de

entnommen werden, sodaß de modo que resulta :

also dementsprechend : y correspondientemente :

frei von Polen e = o.
W ird p (wx) aus einem Gliede 1. Grades be­

stimmt, so ist dies nur aus

carece de polos e — o.
Si se deduce p (óq) de un término de 1” grado, lo 

cual sólo es posible del siguiente

möglich, womit erhallen wird : resultará:

Folglich wird der gemischt-säkulare Teil von (oq)2: Por consiguiente, la parte secular mixta de ¿q2 es :

Folglich kann R£ww> da dieser Faktor ein Sinus- 
Term ist, und fermer P (oq2) einem Sinus propor­
tional ist, aus demselben R wie im Falle von 
entnommen werden, um einen Säkularterm zu erzeu­
gen, sodaß

RcCoa) = 0 • sin [¿T'

und somit

Ya (pie R£(o(o, es un término seno, y además, P (óq2) 
es proporcional a un seno, puede obtenerse R£(ó(o, a 
iin de poder producir un término secular del mismo, 
R (pie en el caso de p (wj, de modo (pie

- — 1) l — ó]

v por consiguiente

/ o
40
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sodaß hier ein Glied o. Grades in den Exzentrizitäten 
neben einem Gliede mit dem Pole e = o erscheint, 
wobei aber später an anderer Stelle ein Wegheben 
der Glieder slattfmden muß.
Wählt man nun wieder ein Glied 2. Grades zwecks 
Ableitung von indem

R = e2. cos [il'

sodaß

= sin \il' —

so muß Rgwd) aus 2 gleichwertigen Termen von R 
entnommen werden, nämlich :

JMVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Aparece pues aquí un término de grado o en las ex­
centricidades junto a un- término con el polo e = o, 
y ambos serán eliminados más adelante.

Elijamos ahora para deducir p (wj un término de 
2o grado. Sea por ejemplo

- (í — 2) / — 2(3],

de modo que

i — 2)1 — 2wJ,

Debemos sacar R£d>d> de dos términos adecuados de 
R, a saber:

R = e2 cos [il' — (¿ — 2)1 — 20] + e . e' cos [il' — (¿ — 2)1 — ¿3' — ¿3],

sodaß : de modo que :

P (R£(ofo . ói2) = (ae + ße') . e . Z + (ac 4- ße') e't cos (¿3' — ¿3);

folglich wird : resultando pues :

p8 (a3) = e2 . Z2 + ee't2 + (e . e'. Z2 + e'2t2) cos (¿3' — ¿3),

eine Lösung ohne Pole. es decir una solución sin polo.
Hieran schliesst sich nun der Fall, wo oq aus dem Sigue ahora el caso en que óS1 puede deducirse del 

folgenden Term 2. Grades von R ableitbar ist, näm- siguiente término de 2° grado de R : 
lieh :

R = e . e' cos [il' — — 2) / — ¿3' — ¿3].

Alsdann ist R^^ wie im vorhergehenden Falle wie- Enlonces como en el caso anterior, hay que sacar
der aus 2 T 
nämlich :

ermen 2. Grades von R zu entnehmen, Re¿¿ otra vez de dos términos de 2° grado de R, a 
saber :

R = ee' cos [il' - (Z — 2) / — ¿3' — ¿3] + e2 cos [il' — (i — 2) / — 2¿3],

sodaß jetzt: de manera que ahora es:

P (Rewto • ói2) = > e'2t + (ae + ße') e't cos (¿3' — ó),

sodaß folglich : resultando
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also behaftet mit einem Pole e — o, ohne im übri­
gen neue Formen der Koeffizienten.

Wird schliesslich aus der letzten form der
Terme 2. Grades abgeleitet, nämlich aus

es decir, con un polo e = o, pero sin nuevas formas 
de los coeficientes.

Deduciendo finalmente w1 de la última forma de 
los términos de 2° grado, es decir, de

so wird notwendigerweise in Bezug auf den Faktor debe resultar necesariamente para el factor R£¿(o en 
Rcww auf Grund desselben soeben fixierten R ; base del mismo R recién determinado, la expresión :

R£(oü> = e . e' sin [i (l' — l) — (7)' + ó],

also por consiguiente es

folglich : resultando :

Insgesamt sind also die säkularen /'-Glieder mit 
Koeffizienten der folgenden Formen behaftet: c2, e'2, 

e,2>ee',----- und schliesslich mit von den Exzentrizitä-
e e

ten unabhängigen Faktoren.
Das nächste Glied von a3 lautet :

En definitiva, pues, los términos seculares en t2 con­
tienen coeficientes de las siguientes formas : e2, e'2, 

¡e e'2
ee', — y finalmente, factores independientes de

ee
las excentricidades.

El término siguiente de a.¿ es :

worin die Ableitung von R wie auch tz1 und et frei 
von Polen e = o sind, sodass folglich auch p;) (u3) 
frei von Polen ist. Nur die Kombination der stets 
periodischen Terme von RettC und al mit den Säku­
largliedern von Cj führt zu den gesuchten Z2-Gliedern

y puesto que la derivada de R, lo mismo que y e 
carecen de polos e = o, también carece de polos 
p9(a3). Solamente la combinación de los términos 
siempre periódicos de Rírte y ar con los términos 
seculares de er nos dará los términos en t2 de a.¿ que

de modo quesodaß
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in a3. Da Reae mindestens vom o. Grade in e, so hat nos interesan. Como R£«ees, por lo menos, de grado
hier R erstens die Form : o en e, R es en primer lugar de la forma : 

R = e cos [il' — (z — i ) / — ¿o] ;

folglich muß, da R£ac ein Sinus-Ferm, der Cosí- por consiguiente, puesto que R£rte es un seno, el
nus-Term a1 aus término coseno de íZj debe resultar de :

R = e' eos [il' — (i — i) Z — w'J

hervorgehen, also es decir

e/1 = e' eos [z7' — (z — i) / — ¿o'].

Folglich ist mit Rücksicht darauf, dass cx = Por lo tanto, ya que eT = e'l sin (&' — ¿5), resulta 
e'l . sin ((7)' — w), schliesslich : final mente :

also

N (R£ílc . czj • ej — te'2 sin2 ((7)' — w),

es decir

p9 (a3) = t2e'2 sin2 (g/ — w).

Wählt man jetzt in a1 das Glied o. Grades, also Al elegir entonces en e/1 el término degrado o, es 
allgemein ax = eos z (/' — /), so ist R in Bezug auf decir a1 = eos i [1' — /), hay que tomar R para cal-
Re<ie zu entnehmen aus : cular R£fte de la forma :

R = e . e' eos [z (i' — i) — <7/ + (7)]

Folglich wird Por consiguiente, resulta

s (Rerte . . Cj) = /e'2sin2 (ó' — (7)),

und somit auch y por lo tanto también

p9(«3') = /2e'2 sin2 (<7/ — (7>)

womit dieselbe Form wie im ersten Falle erhalten habiéndose, pues, obtenido la misma forma (pie en
worden ist. el primer caso.

Entnehmen wir jetzt R£tte aus den Termen 2. Si calculamos ahora Reae de los términos de 2o 
Grades von R = e2cosz(/' — /), so muß aT folgen grado de R = e2 eos z (/' — l) debe resultar a me-
mittels diante

R = e . e' cos [z (/' — /) — <7/ + ¿5] ;

folglich ist por consiguiente es

N (Rgae«! • e}) = e2e'2/2 sin2 (<7/ — ¿o)
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sodaß ele modo que

p9(a3) = e2e'2t2 sin2 (o/ — ¿5),

d. h. von jetzt ab ergeben sieb Glieder Grades, es decir, resultan ya términos de ú° grado de ma-
olme daß weitere Glieder zu untersuchen sind. ñera que no hay que examinar otros.

Das nächstfolgende Glied ist: El término siguiente es :

/ * 2 |/c¿ ,
Pío (^3) = “g- Rsae^i • <1 j

dieser Ausdruck ist frei von Polen, weil die 3 Fak­
toren R£il£, cq und /x von solchen Polen frei sind, 
ferner sind auch keine rein säkularen ^-Glieder 
möglich, weil n1 wie keine solchen Terme enthal­
ten. Deshalb können wird sogleich zu dem näch­
sten Gliede übergehen:

y carece de polos, porque no los tienen los tres facto­
res R£ae, «j y ; adenicás, no puede haber términos 
seculares puros en t1, por no contener términos tales 
ni a1 ni lv Por lo tanto podemos considerar inme­
diatamente el próximo, que es :

Dieser Ausdruck bat keinen Pol, weil der Pol 
e = o von (7q durch den e-Faktor in Rg^, der min­
destens vom 1. Grade ist, aufgehoben wird. Ein 
säkulares Z1-Glied in n3 ist nur möglich, wenn die 
Säkularstörung von oq verwendet wird. Wird für 
Rgaw der Mindestterm 1. Grades in e substituiert, 
sodass das-Argument also A = il' — (i — Z) l — w, 
so darf zur Entstehung eines konstanten Termes im 
Produkt Rgaß. al wegen der Cosinusform beider 
Glieder in Bezug auf a1 auch dasselbe Argument 
neben dem immer zulässigen verschiedenen Argu­
ment gewählt werden, sodaß also :

«1 = e cos [il' — (i — 1) / -- wi

Folglich erhält man als Säkularterm von «3 :

s (n3) = |ac + ßc' sin (¿5' -

sodaß also a:i von der Form

s (as) = le‘2 + ee' sin “ &) + ee'

Este término no tiene ningún polo, porque el polo 
e = o de <ox se elimina por medio del factor en ede 
Rsaw, que es por lo menos de ier grado. En a3 sólo 
puede haber un término secular en Z1, si se aplica la 
perturbación secular de q. Sustituyendo en R£ft¿> el 
término de grado mínimo (i°) en e, de modo que el 
argumento es A = il' — (i — 1) l — se puede ele­
gir también el mismo argumento para cq a fin de 
que se forme un término constante en el producto 
Rgaw • cq ; pero por ser un producto de cosenos, 
también pueden ser distintos los argumentos de 
modo que :

+ e'cos [il' — (i — 1) / — w'J.

Por consiguiente, se obtiene como término secular 
de n3 :

w)J (c + e' cos (ó' — ó'),

resultando a3 de la forma

¡os (ó' — w) 4- c'2 sin (2(7/ — 2(5)] Z2.
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Entnimmt man weiter rq aus einem Gliede O. Sacando además, ax de un término de grado o, 
Grades, sodaß also cq — eos i (lf — l), so ist R in de manera que sea — eos i (l' — l), debemos tomar 
Bezug auf R£rtu, zu entnehmen aus : R para calcular IL^ de la forma :

R = eer eos | i (l' — l) — + w];

folglich wird luego

c (R6a¿5. ax) = e . e' cos (<7/ — gj)

und folglich 

d. h.

y además

es decir :

also entstehen hier auch von der Exzentrizität e 
unabhängige, mit e' allein behaftete Glieder. Alle 
weiteren Kombinationen können nur zu Gliedern 
höheren Grades als bisher führen. Deshalb können 
wir zu dem nächsten Term in a3 übergehen : 

o sea, resultan aquí, además, términos independien­
tes de la excentricidad e, que contienen solamente e'. 
Todas las demás combinaciones no pueden dar sino 
términos de un grado mayor que el procedente. Por 
lo tanto podemos ocuparnos del próximo término

Da e und /x frei von Polen sind, so auch a3. Durch 
den Säkularteil von tq werden auch Säkularglieder 
in a3 bei passender Wahl der Argumente von R£eg 
und /j herbeigeführt, wobei die Argumente beider 
Faktoren in Bezug auf ¿5 u. <5' von einander ver­
schieden sein müssen, weil der erste Faktor eine 
Gos-Reihe, aber eine Sinus-Reihe ist. Da ferner 
auf Grund der Gleichungen (i ), wenn im 2. Gliede 
rechter Hand von ex eine Potenzentwickelung nach 
e erfolgt und nur das Hauptglied mitgenommen und 
feiner p gebildet wird, ex und px die Form erhallen : 

Ya que e1 y están libres de polos lo mismo sucede 
con a3. Por la parte secular de c se producen tér­
minos seculares en a3si se eligen convenientemente 
los argumentos de R£g£ y l1; dichos argumentos de­
ben ser distintos respecto de g) y ó', porque el pri­
mer factor es una serie de cosenos y /T una serie de 
senos. Obtendremos ahora para ex y px basándonos 
en las ecuaciones (i), previo desarrollo del 2o tér­
mino del 2o miembro de ex en series de potencias 
de e, considerando sólo el término principal, y pre­
vio cálculo de p, las siguientes expresiones :
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so folgt, dass alle Terme und pT vom gleichen 
Grade in Bezug auf die Exzentrizitäten sind, falls ein 
beliebiger von e und zugleich auch von / abhängiger 
Perm aus R herausgenommen wird; ist das ausge­
wählte Glied von g unabhängig, so wird px = o.

Da der säkulare Teil von notwendigerweise mit 
e' als Faktor behaftet ist, können hier von den Ex­
zentrizitäten unabhängige Glieder in den säkularen 
/2-Gliedern nicht auftreten.

Geht man zuerst von Gliedern o. Grades in aus, 
sodaß

Es decir, todos los términos y px son del mismo 
grado respecto de las excentricidades, siempre que 
se tome de R cualquier término dependiente de e 
y al mismo tiempo de /; si el término elegido es 
independiente de s, resulta : px = o.

A a que la parte secular de debe contener nece­
sariamente e' como factor, no pueden formarse 
en los términos seculares en Z2 términos indepen­
dientes de las excentricidades. Partiendo primera­
mente de términos de grado o en / , de modo que

so muß aus

/( — £] 4~ p] — sin i (/' — /),

debemos calcular Reeé» de

z= e . e' eos [z — <7/ 4- (7)

entnommen werden, sodaß folglich : de manera (pie :

s(R£es^) = e' sin (<7/ —(7)),

also : es decir :

Pi2(^3) = sm2 ((7)' — ó) . t~.

Wählt man jetzt einen Term ersten Grades zur 
Bestimmung von / aus, so muß, wenn R in Bezug 
auf Rees ebenfalls vom geringstmöglichen Grade 1 
gewählt werden soll, notwendig gesetzt werden :

Eligiendo ahora un término de 1er grado para la 
determinación de / , hay que poner necesariamente, 
si para el cálculo de R5e2 R debe elegirse también 
del menor grado posible (1) :

sodap

R = e' cos \ i (l' — (z — [ ) / — <7/),

de manera que

/t = e' sin |z7' -- (í — 1 ) / — w'] ;

dann darf in Bezug auf R2es gewählt werden : Eligiendo ahora :

R = ecos|z7' -- (z — 1)/ — w],

sodaß resulta

R£e£ = cos[z7' — (z -• i)l — <5]

4
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und deshalb : y por tanto :

x (n3) = er~ sin- (g/ — ó) . /“.

W äre in Bezug auf /x der Term

R = e cos [/’/' 

gewählt werden, so hätte

/1 = e sin [il'

nur mit einem Term 3. Grades in R bezüglich RSC£ 
kombiniert werden können, sodass alsdann in a3 
Terme Grades entstanden wären. Wir können 
deshalb nun zum nächsten Gliede in a3 übergehen :

2
Pl3(«3) = ’

Si se calculara del término

— (i — i) / — (7)]

resultaría

(¿ — i) / — <7))

y R£C£ debería calcularse de un término de 3er grado 
por lo menos en e de R, de modo que en a3resulta­
rían términos de 4o grado. Por tanto, podemos con­
siderar el término que sigue en n3 :

Da oq einen Pol e = o besitzt, Ferner R£C(o mindes­
tens vom Grade e", und tq polfrei ist, so enthält 
Pi3 (a3) Pole e = o. Da ferner sowohl tq wie tq mit 
einem Säkulargliede in / behaftet ist, so folgt aus 
dem Produkt

A a que c7>1 contiene el polo e = o, y además R£C¿ es 
por lo menos de grado y tq carece de polos, p13 (a3) 
posee el polo e — o. Puesto que e2 lo mismo que í>1 
contiene un término secular en /, el producto

tq . tTq — \p (tq) + x (tq)| [p (t7q) + x (iïq)]

daß Poisson-Glieder nur durch die Terme contendrá términos de Poisson sólo por la suma

s(g)P(G)i) + x (oh)(tq)

entstehen und zu /^-Gliedern in a3 führen können. 
Die anderen Produkt-Glieder in tq . ó, führen nur 
zu Konstanten, periodischen oder /--Gliedern, also 
in a3zu säkularen /‘-Gl iedern und Poisson-Gliedern 
der Form : /-' . sin A, / . eos A, und zu periodischen 
Gliedern.

Da p (iq) eine Sinusreihe, p (tq) aber eine Cosi­
nusreihe darstellt wie auch RSC(;,, so müssen die Ar­
gumente der Faktoren in dem Produkt R£e¿ p(<íq) 
in Bezug auf ó und ó'verschieden gewählt werden, 
während, sie in R£(^ep (tq) auch gleich sein können.

que puede dar en a3 términos en t2. Los otros tér­
minos del producto tq . tTq nos dan únicamente tér­
minos constantes, periódicos o en l2; es decir, que 
en a3 producen términos seculares en Z1, términos 
de Poisson de la forma : t2 . sen A, /. cos A, y tér­
minos periódicos.

Representando p (w ) una serie de senos y p (tq) 
una serie de cosenos lo mismo que R£<>¿5, hay que 
elegir los argumentos de los factores del producto 
RgewP (u)j) distintos en t7> y g/ mientras que en 
ReweP (g) dichos argumentos pueden ser iguales.
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Selzen wir zuerst zwecks Ableitung von e} in die Si ponemos, a fin de poder deducir e en su co- 
entsprechende Differentialgleichung rrespondiente ecuación diferencial

R = e eos \il' — (i — i) / — (7),

sodaß de modo que 

p (ej == cos [il' — (i — t ) / — (7)],

ist unter Beibehaltung desselben Rauch für Rse¿> resulta, conservando el mismo R también para R^,
der Säkularteil : la parte secular siguiente :

sodaß folglich : luego :

d. li. neben einem Polglied erscheint auch ein von 
den Exzentrizitäten unabhängiger Term.

In dem korrespondierenden Gliede, abhängig 
vom Produktes (tq). p (7q) tritt ein Glied minimal­
sten Grades ein, wenn zur Erzwingung eines Gliedes 
o. Grades in p (Gq) substituiert wird :

B — e2 • cos

sodaß <7q — sin i (j' — /); dann ist folglich in Be­
zug auf lEew:

es decir, junto a un término con polo aparece un 
término independiente de las excentricidades.

En el otro término del productos (cj . p (c7q) apa­
rece un término de grado mínimo, si para obtener 
un término de grado o en p (tTq), se substituye : 

de manera que óq = sen i {lf — /); hay que poner 
entonces para el cálculo de Rse¿, :

R — e . e7 cos |/ (l' — l) -f- 4- <•>|

zu setzen, sodaß :

und deshalb :

de manera que :

s [Rc^s (tq)p(aq)] = e'2 . Zsin?(ó' — ó)

y por tanto:

/hJ'G) = e'2 • /2sin2(w' - ¿o).

Wird zur Ableitung von p (ej ein Term 2. Gra- Si para la deducción de p (ejh escogemos un tér- 
des in R gewählt, sodaß : mino de 2° grado en e, de manera que sea :

R = e2 cos \il' — (z 2) / — 2o)]
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Setzt man zur Aleitung des korrespondierenden 
Gliedes in Bezug auf w :

sodaß Wj = - sin A, so wird mit Hilfe des neuen

sodaß folglich • y por tanto :

so ist p (ex) = ecos A; analog folgt mit demselben 
A und einem weiteren analogen Gliede mit A' = 
= — — 2)/ — g)' — g) : = e cos A + e'cos A',
sodaß schliesslich :

tendremos: p (ej = ecos A; análogamente se ob­
tiene con el mismo A y otro término análogo A' = 
= il' — (l — 2) l — — G), Reeco = e cos A 4- ef cos A',
y finalmente :

Si ponemos para la deducción del término corres­
pondiente en g>

de manera que g)j = — sin A, resulta, con ayuda del

nuevo :

Ist p (wj mit einem Pol behaftet, wenn nämlich Si p (¿3J está afectado de un polo, siendo

de manera quesodaß

so muß R5ew aus einem Term 3. Grades entnom­
men werden, nämlich:

debe calcularse R£e¿5 de un término de 3er grado, es 
decir :

la parte secular será, puesalsdann wird der Säkularteil

sodaß: de manera que:
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Wird toj aus einem Term 2. Grades entnommen, Si se deduce ój de un término de 20 grado, po- 
indem niendo

p (ej) = e' eos ’lí (/' — /) — ¿o' + ó|,

R — e2 cos [il' — (í — 2) / — 2(7)],

sodaß de manera que

g)1 = sin [il' — (¿ - 2) / - 2ó],

so muß R£C(0 folgen mittels dehe obtenerse R£e¿ por medio de

R = c . e' cos [il' — (¿ — 2) / — c7)' — ó*)] ;

dann wird de donde

s [R-eewP (&i)] == e' sin (ó)' — ó),

also y por tanto

*(P13 («3)) = C'2 sin2 ((7)z — ¿5) . t2.

Wird weiter f1)1 mittels Si se obtiene í)1 por medio de

R = e . e' cos [il' — (¿ — 2) l — (i}' — ó)]

entnommen, sodaß de manera que

6>Z . .
¿a, — - sin [il' — (¿ 

e
— 2) l — ¿7/ — ¿7>],

so muß R£eu> folgen mittels debe calcularse R£eó por medio de

R = e2 . cos [il' -- - 2)/ — 2¿o|,

sodaß alsdann : luego :

= c' sin (¿7)' — <7)),

also : y, por consiguiente :

•5 [/>13 («s)J = e'2- sin2 (c7)' — (7>) . t2.

Entnehmen wir R in Bezug auf p (ex) aus Si calculamos p (tq) por medio de

R = c . e' cos \i(l' — l) - <7/ + w],

sodaß obtendremos
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Schliesslich bleibt zur Erledigung der Glieder 2. Si finalmente deducimos p(e4) de 
Grades noch die Ableitung von p (cj aus

so folgt mittels desselben R : y mediante el mismo R resulta :

folglich wird : por tanto :

folglich

behaftet mit einem Pole e = o. está afectado del polo e = o.

R = ee' cos [il' — (/ — 2) l -- &' — ¿5],

sodaß, wenn R£C¿, entnommen wird aus : último término de 2° grado y sacamos Rera> de :

R = e . e' cos [il' ~ (i — 2) l — ~ ó) + e2 cos [il' — [i — 2) Z — 2w],

folgt: resulta :

s [Reeöp(^i)| = e'2 + e ■ e'cosfó' — w);

folglich ist dann : de donde :

Das nächste Glied in a,. lautet : El término siguiente de a3 es :

Der Pol e = o von Gq wird durch den Faktor e 
von R££(o ausgeglichen, sodassp14 (a3) frei von Polen 
ist. Da ferner R££(ü \\ ie lx Sinus-Reihen sind und nur 
ój ein Säkularglied enthält, so sind die Glieder auf­
zusuchen, die im Produkt R££i;,. Z1 eine Konstante 
ergeben; wegen der Sinus-Form beider Faktoren 
dieses Produktes dürfen die Argumente sowohl 
gleich als auch verschieden in Bezug auf und <0

El polo e — o de w1 se elimina con el factor e de 
R££(o, de modo que p14 (a3) queda libre de polos. Ya 
que, además, R^¿ y son series de senos, y sólo <5 
contiene un término secular, hay que buscar los tér­
minos (pie dan una constante en el producto R££(O . / ; 
pero por ser senos los dos factores, los argumentos 
pueden ser ¡guales o distintos en ó' v ó.

sein.
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In dem Produkte R^/j wird der niedrigste Grad Para lograr el grado más bajo del producto Rg^/p 
erreicht, wenn in die Differentialgleichung für l{ pongamos en la ecuación diferencial de l : 
nach (i) substituiert wird :

R — e cos [il' — (i — i) l — cd],

sodaß de manera que

lt — e sin [il' — (i — i)l — ü)J
1

und bei notwendiger Verwendung desselben R : y aplicando el mismo R :

R-c(0 = e • sin [il' — (¿ — i) / — c7> J;

dann wird folglich por tanto resulta

S (Rsew - l¡) = d¿

und deshalb y

s lPu(a;d] = e^-e + ße') t2.

VV ird zur Erzielung eines Gliedes o. Grades in Para lograr un término de lx de grado o, ponga-
gesetzt : R = cos i (l' — l), sodass lx —■ sin . i (/' — l), mos : R = cos i(/' — l), de suerte que lr = sen i (l' — l); 
so muß in Bezug auf R££¿ gesetzt werden : luego se debe deducir R££ó) por:

R = c . e' cos [i (l' — /) — + ó]

dann wird de donde

s (R££(0 . 11) = e . e' cos ((7)' - - ó),

a I so Y

s (Pu («3)) = e' + 3^') eos (<7/ - (7>) .

Wird im Anschluss an den ersten Eall l{ aus der De la 2a forma posible de 1er grado de R, es de­
zweiten noch möglichen Form 1. Grades von Reul- cir : 
nommen, nämlich aus :

R ■— e' eos [il' — (i — 1) l — co'|,

sodaß podemos obtener análogamente la siguiente expre­
sión para lx :

/, •— e' si n [il' — (í — 1)1 — (7)',

so muß in Bezug auf Rg£Ä sein : y para calcular R££(;, debe ser:

R = e . cos [il' — (i — 1 ) / — (7)],
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sodaß : de modo que :

s (R£ew . 1 = e . e' cos (£>' — ài),

also : y por tanto :

s [p14 (n3)J = e' (ac 4- ße') . Z2 . cos (à/ — ó).

Wird / aus einem Terme 2. Grades gewonnen, Si se saca de un termino de 2° grado, de manera 
sodaß R = e2 cos i (1' — l), so wird : = e2 . que R = e2 cos i (l'—l), resulta /x = e2. sen i (l' - /); 
sin [ ([' _ /j; folglich muß in Bezug auf R5£* gewählt entonces debe escogerse para calcular R3£ä):
werden :

R — d . c' eos [¿ (/' — /) — w' 4- ¿o] ;

dann wird folglich : de donde

s (Rö£ö • /J = e3 . ef . cos (&' — ài),

also
s (Pu (^3)) — c2c'z2 (aß + ßc') cos (ài' — ài)

sodass also von nun ab Glieder höher als vom 2. de modo que desde ahora resultarán términos de un 
Grade erhalten werden. grado mayor al segundo.

Das nächste Glied in a3 lautet nach (5) : El término siguiente de a3 se expresa según (5) :

es enthält keine Pole und in den Faktoren auch 
keine der Zeit l proportionalen Säkularglieder, sodaß 
auch Keine säkularen Z2-Glieder in a3 möglich sind. 
Deshalb können wir sogleich zum nächsten Term 
in (5) übergehen :

• •
Pietas) — £

Da «2 Poisson-Glieder enthält, sind im Produkte 
mit Re reine Säkularglieder in Z1, in n3, also auch 
l2 Glieder möglich. Da n2nach(6) eine lineare Funk­
tion von /j und ¿q ist, wobei die Koeffizienten
periodische Funktionen der Längen/und/' sind, so 
entstehen Poisson-Glieder in a2 nur in den mit den 
Koeffizienten und ¿q behafteten Gliedern, wenn

no contiene polos ni términos seculares en Z2; de 
manera que tampoco son posibles términos secu­
lares.

Por eso podemos ahora tratar el término siguiente 
en (5):

- • R¿ • a2.
a

\a que a2 contiene términos de Poisson, son posi­
bles en el producto de a2 por Rs términos seculares 
puros en Z1, por eso pueden existir en términos 
en Z2. Siendo a2 según (6) una función lineal de ut, 
G’ ¿1 y <*>i>  cuy°s coeficientes son funciones perió­
dicas de las longitudes / y /', resultan términos de 
Poisson en a2, sólo en los términos que contienen
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von den letzteren nur die säkularen Teile berück­
sichtigt werden. Folglich sind nur die folgenden 
Teile zu berücksichtigen :

los coeficientes er y g)p considerando en los recién 
mencionados únicamente las partes seculares. Por 
eso tomamos en cuenta sólo las partes siguientes :

Folglich entstehen Terme niedrigsten Grades, 
Rse aus

wenn Por eso resultan términos de
R2£ de

menor grado, sacando

entnommen wird, sodass

also muss

luego

por tanto

R£ aus R = e' . eos A2, wo A2 = ¿7' — — 1) l -- G)')

entnommen werden, sodass folglich : de manera que :

Wird jetzt umgekehrt R£ ein Term o. Grades anstelle 
von Ree, indem

Calculando inversamente 
grado o, resulta

R, de un término de

R. = sin A3, w o

so muß R5C aus en cuyo caso R£í> debe obtenerse de

R — e . e' cos Ap wo

entnommen werden ; dann wird zunächst resultando pues :

y además :

womit alle Terme niedrigsten Grades erschöplt sind. con lo que se han agolado todos los términos de 
grado más bajo.

Para obtener el término de grado más bajo de la 
segunda parte de a2 debe calcularse R3¿ de

R = e . cos Ap w o Ax = il' — (i — 1 ) l — ó.

folglich wird weiter :

Im 2. Teil von a2 folgt das Glied niedrigsten 
Grades von lG^ aus
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sodaß

P (RctoWi) =

Folglich ist Re abzuleiten aus :

R = e cos Aj + e' cos A'p

Folglich wird

S (P16 («3)) = [*<- ’ +

V\ ird endlich in Bezug auf R£(o gewählt :

R = e . e' . cos Ap v

so wird

de modo que

j.e + ße') . t . sin Aj.

Por consiguiente Re resulta de

wo A'j = il' — (¿ — 1) Z — w'.

y por io tanto

ßc'J [e + e' eos (ó' — co)J t2.

Si se calcula finalmente R£¿ por medio de

o Aj — i (lf — — ¿t)/ 4- 0),

resulta

folglich ergibt sich mit R = eos A2, wo A2 = ¿ (Z' — Z): por consiguiente R£ se obtiene por medio de 
R¿ = sin A2, also R = cos A2 y A2 = i (l' — Z) : R£ = sen A2, luego :

5 [PlB («3)] = iee' + e'2) l2 C0S (&' - &),

sodaß immer Glieder 2. Grades zum Vorschein kom­
men.

Der nächste Term in a3 lautet:

folglich sind keine Pole e = o vorhanden. Die Form 
der Lösung ist dieselbe wie für p0 (n3), indem nur 
anstelle von Reae in p9 (a3) die Ableitung R£C getre­
ten ist, wobei die Ableitung nach a ohne Einfluß 
auf die Form der Lösung ist. Folglich haben die 
Glieder niedrigsten Grades die in n0 (n3) fixierte 
Form :

de manera que siempre aparecen términos de 2° 
grado.

El término que sigue en a3 es :

por consiguiente, carece de polos e = o. La forma 
de la solución es la misma que para p9 (tf3), con sólo 
sustituir la derivada R£íie por R£e, ya que la deri­
vada respecto de a no tiene influencia en la forma 
de la solución. Por consiguiente, los términos de 
grado más bajo tienen la forma fijada en p0 (n3):

Der nächste Term in a.. ist : El término siguiente de «3 es:
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aus der Eigenschaft der Faktoren folgt die Nicht­
existenz von Polen e = o wie auch das Nichtauftre­
ten von reinen /“'-Gliedern. Deshalb können wir 
sogleich zum nächsten Term in a3 übergehen :

de la propiedad de los factores se sigue que no exis­
ten polos e = o y que tampoco aparecen términos 
seculares puros en /“. Podemos pasar a considerar 
inmediatamente el término siguiente :

wo, wie im vorhergehenden Term keine Pole c = o 
vorhanden sind ; die Form der Lösung ist dieselbe 
wie in pn (n3), indem anstelle von R£«co die Ableit­
ung FU(0 erscheint; folglich lautet die Lösung :

que, como en el caso recién considerado carece de 
polos; la forma de la solución es la misma que para 
Pn (a.¿) si se sustituye la la derivada por IU¿; 
luego la solución es:

Llegamos así al último término de tz3 :Nunmehr kommt der letzte Term von a3 :

dieser Term enthält weder Pole e = o noch säku­
lare /“’-Glieder, sodaß keine weitere Untersuchung 
dieses letzten Termes in a3 nölig ist.

ie schon oben gezeigt worden ist, heben sich 
die mit einem Pol e = o behafteten Glieder allge­
mein fort, wobei wir hinzufügen können, daß dies 
zugleich für die von den Exzentrizitäten freien Glie­
der gilt; denn diese entstehen nur in Verbindung 
mit dem Säkularteil von

este término no contiene polos e = o ni términos 
seculares en Z2, de manera que no es menester nin­
guna investigación a su respecto.

Gomo ya se demostró en general se eliminan los 
términos afectados por un polo e = o, lo que vale 
también, podemos agregar, para los que están libres 
de términos dependientes de las excentricidades. 
Pues, en efecto, se forman únicamente por la com­
binación con la parte secular de

dessen Umformung auf cuya transformación a la forma

den Term o. Grades ersichtlich macht, der also 
gleichzeitig mit dem Pol e — o weggehoben wird. 
Schon nach obigen Darlegungen wissen wir, daß 
aus der Kombination mit dem Säkularteil tq = 
e't sin (i/ — g)) keine Polglieder enstehen kön­
nen, also auch wegen des Faktors e' niemals Glie-

pone en evidencia el término de grado o, que se 
dimina simultáneamente con el polo e = o. Sabe­
mos por las explicaciones anteriores que por la com­
binación con la parte secular tq = e't sen (g7 — ¿j), 
no pueden resultar términos con polos, ni tampoco, 
por el factor e', términos de grado o. Como es evi-
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cler o. Grades. Wie aus der Darstellung von a3 in 
(5) ersichtlich und dann weiterhin ausführlich dar­
gelegt worden ist, treten Polglieder nur in den Glie­
dern p2 (a3), pi (a3), p8 (u3) und p13 (a3) auf. Aus der 
expliziten Darstellung dieser Glieder ist dann zu 
ersehen, wie die sämtlichen Polglieder sich weghe­
ben, und zwar in der Weise, daß die Polglieder in 
p4 sich gegen die in p13 und die von p2 sich gegen 
die von p8 wegheben. Auch auf Grund der Zusam­
mensetzung dieser Glieder findet man in Verbind­
ung mit einem Vergleich der Diffesenziationen nach 
den entsprechenden Elementen die entgegengesetzte 
Gleichheit der Glieder in p2 und ps, resp. inp4 und 
p13. Aber nach dem allgemeinen Beweise kann die­
ser spezielle Beweis übergangen werden.

Aus der Analyse anderer Glieder in a3 kann man 
ferner zeigen, daß sich noch andere säkulare Teile 
von a3 gegenseitig zerstören, auch wenn es sich 
nicht um Glieder mit Polen e = o handelt. Ich 
greife pr (a3) und p12 (a3) als Beispiel heraus, also :

dente por la representación de a3 en (5) y como se 
explicó precedentemente sólo resultan términos con 
polo en los p2 (a3), pt (a8), p8 (a3) y pí3 (a3). Por la 
representación explícita de estos términos es posible 
ver cómo se opera la eliminación de los términos 
con polo, de tal modo que los depuse eliminan 
con los de p13 y los de p2 con los de p8. En base a la 
composición de estos términos y por comparación 
de las derivadas respecto de los elementos corres­
pondientes se halla que los términos p2 y p8 son 
iguales y de signo contrario, y análogamentep4 y p8. 
Pero después de la demostración general se puede 
prescindir de esta comprobación especial.

Del análisis de otros términos de a3 se puede de­
mostrar, además, que se eliminan aún otras partes 
seculares, si bien no se trata de términos con los 
polos e = o. Destacaremos como ejemplo pr (a3) y 
P12 (u3) es decir :

und v

wo aus (i) zu ersehen ist.
W ird R£rt in pY aus R = cos A wo A = (/' — /)

d. h. einem Term o. Grades, entnommen, so möge, 
um die Möglichkeit zum Wegheben von fermen zu 
erhalten Rrt in aus demselben R hervorgehen ; 
dann aber muß R£e in pr aus R = ee' cos A', wo 
A' = i (lf — 1} — 6)' -p g), entnommen werden, 
ebenso wie R£C£ in pl2. Die Di Heren Rationen nach e 
erfolgen in p4 w ie p12 zweimal, wobei das Argument 
in Bezug auf e beidemal dasselbe ist, sodaß dadurch 
der entstehende Faktor derselbe wird, aber mit ent­
gegengesetztem Vorzeichen, sodaß entsteht: 

donde está definido por (i).
Si se calcula el factor R£tt que aparece en pp del 

término R = cos A, donde A = i(/' — /) término 
que es de grado cero, será necesario, para que sea 
posible la eliminación de términos, calcular el factor 
Rrt de l{ del mismo R; pero entonces deberá obte­
nerse Rge de la expresión R — ee' cos A', donde 
A' = ¿ (/' — /) — ó' + w, y del mismo término el 
factor R£e£ que aparece en p12. Las derivadas respecto 
de s aparecen dos veces en pA y p12; el argumento 
respecto de = es el mismo en ambos casos, de ma­
nera que los factores que resultan son ¡guales, pero 
de signo contrario. Luego resulta :
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(ag) = — e't sin A eos A'

p12 (as) = + cos A. s'n A.',

sodaß also die Summe dieser säkularen Glieder 
verschwindet. Die übrigen Glieder heben sich nicht 
weg, wobei das aus R£(;> . g^ entstehende Glied frei 
von einem Pole ist, weil den Faktor e enthält. 
Endlich verbleibt noch in p12 der in l} au (tretende 
Term e . Rc, aus dem aber keine sich weghebenden 
Glieder, folgen.

Die Gesamtheit der säkularen /2-Glieder in a3 ist 
nun in der weiter nuten folgenden Liste zusammen­
gestellt, gemäß dem in diesem Paragraphen darge­
legtem Verfahren zur Ableitung der Säkularglieder 
aus allen pi (a3), wo i = 1, 2... bis 20. Zur Ableit­
ung der Koeffizienten dieser Glieder sei das Folgende 
bemerkt' Da alle p/ als Störungen der großen Achse 
a dieser proportional sein müssen, wurden die sich 
unmittelbar ergebenden Koeffizienten immer so um­
geformt, daß die Achse a als allgemeiner Propor­
tionalitätsfaktor in Erscheinung tritt; das wurde 
dadurch erreicht, daß die Gaußsche Konstante k2 
mittels des 3. Keplerschen Gesetzes umgeformt 
wurde mittels : k2 (1 + in) = a/’n2. Die dann, abge­
sehen vom Proportionalitätsfaktor a1, verbleibende 
Potenz a2 dient dazu, erstens die Nennerfaktoren von 
a aufzuheben und zweitens dazu, die sämtlichen 
von den Laplaceschen Transcendenten abhängenden 
Koeffizienten der Störungsfunktion wie ihre Aleitun- 
gen nach a auf die Dimension o zu bringen, und 
zwar jeden Koeffizienten für sich. Von den Potenzen 
von n dient n2 als Koeffizient von/2in a3, da die Säku­
larstörungen tatsächlich nur von der Längenänder­
ung, also von nt resp. n2l2 abhängig sind Die res­
tlichen Potenzen von n bewirken, daß die bei der In­
tegration der periodischen und der PoissomGlieder 
entstehenden Divisoren der Form y.n + $n' milden 
//-Faktoren einen rationalen Bruch bilden, der, von 
den Absolutwerten von den n und n' unabhängig, 
nur von dem Verhältnis der mittleren Bewegungen 
ablängen kann.

de suerte que se anula la suma de estos términos 
seculares. Los otros no se eliminan ; el término que 
resulta de R£ío • ofi carece de polo porque R£¿5 con­
tiene el factor e. Finalmente, resta todavía en p12 el 
término e . R£ que aparece en y que no puede 
eliminarse con términos de p¡.

La totalidad de los términos seculares en t2 de a., 
puede verse en el grupo de fórmulas que se inserta 
más adelante, formada según el procedimiento ex­
plicado en este párrafo al tratar la deducción de 
los términos seculares de todos los pi («3), siendo 
i = 1, 2... hasta 20. Gon referencia a la deducción 
de los coeficientes de estos términos debemos agregar 
lo siguiente. Ya que todos los pi, como perturba­
ciones del semieje mayor a, deben ser proporciona­
les a éste, los coeficientes resultantes se transforma­
ron siempre de tal modo que a apareciera en todos 
los casos como factor general ; esto se ha logrado, 
transformando k2 (constante de Gauss) por medio 
de la tercera ley de Kepler : Zc2 (1 + n?) = a3//2. 
Pi •escindiendo del factor general a[, resta todavía el 
factor a2 que se emplea primero para compensarlos 
factores a en los denominadores, y segundo para 
reducir a la dimensión o cada uno de los coeficien­
tes de la función perturbadora que dependen de las 
transcendentes de Laplace y de sus derivadas res­
pecto de a. Con referencia a las potencias de //, se 
emplea n2 como coeficiente de Z2 en a3, poique las 
perturbaciones seculares dependen solo de la varia­
ción de la longitud, es decir de nt o de n2t2. Las 
potencias restantes de n forman con los divisores 
y.n + $n' <pie resultan de la integración de los tér­
minos periódicos y de los de Poisson una fracción 
racional independiente de los valores absolutos de 
n y n', y sólo dependiente de la razón de los movi­
mientos medios.
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Die Säkularglieder von pj und (7>1 sind in der fol­
genden ebenfalls der Länge nl proportionalen Form 
angesetzt worden, indem, wie schon oben : e1 = <?1 /?/ 

und = — /iZ, wobei die Koeffizienten in 1. Nähcr- 
e 

ung linear in den Exzentrizitäten sind, und zwar 
linear in e' und <7^ linear in e und ef. Ferner ist bezüg­
lich der Verwendung und Bezeichnung der in der 
Störungsfunktion auftretenden Koeffizienten A/, B/, 
etc., zu beachten, daß sie alle homogene Funktio­
nen vom -1. Grade in a und a' sind, sodaß a . A¿, 
a . B,, etc., homogene Funktionen vom o. Grade 

werden, die nur von dem Verhältnis abhängig 
a 

sind. Zur Vereinfachung der Darstellung wurden 
die folgenden Abkürzungen gewählt :

a . A¿ = Äi, a 

analog wurden für die Diflerentialquotienten der A¿, 
Bi, etc., nach a, da diese Ableitungen homogene 
Funktionen vom -2. Grade sind, die folgenden Ab­
kürzungen eingeführt:

9 _ Ta • ~ — Ai«,

Der Koeffizient Ai ohne Angabe eines Argumentes 
bedeutet stets die Abhängigkeit nur von a und af. 
Ist aber A/, Bi, etc., von a", af", etc., abhängig, so 
wird das Argument durch Akzente angedeutet, sodaß 
im ersten Falle A"i, ferner A"'«, etc., geschrieben 
wird, während a unverändert das andere Argument 
fixiert. Ferner wird dann, analog dem obigen Ver­
fahren : a . A"i = A"'i, etc. Ebenso entsteht für die 
Diflerentialquotienten die folgende Bezeichnung :

Ferner ist in Bezug auf den Massen fak tor aller 
unten folgenden Säkularteile von a3 zu bemerken, 
daß, weil stets nur eY oder ¿jj als Faktor jedes ein-

Los términos seculares de e} y (7>1 también pro­
porcionales a la longitud nl, han sido representa­
dos como antes en la forma siguiente e = . nt, y

(7)j = — nt, siendo los coeficientes en la primera 
e

aproximación, lineales en las excentricidades, a sa­
ber lineal en e' y <7)1 en e y e'. Además, con refe­
rencia al uso y designación de los coeficientes A;, 
B¿, etc., de la función perturbadora, es de observar 
que todos ellos son funciones homogéneas de grado 
-1 en a y a', luego a . Ai, a . B¿, etc., son funciones 
homogéneas de grado o dependientes sólo del co­

ciente -• Para simplificar la representación elegimos 
a

las abreviaturas siguientes:

. B¿ = B¿, etc.;

análogamente adoptamos las siguientes abreviaturas 
para las derivadas de los A¿, B¿, etc., respecto den, 
siendo estas derivadas funciones de grado -2 :

9 ^b¿ —a- •-— = Bia , etc.da

El coeficiente A» sin indicación de argumento, 
significa siempre la dependencia de a y a' solamente. 
Pero si A¿, Bt, etc., dependen de a y a", o a y a'", 
etc., el argumento se fijará por acentos, o sea en el 
primer caso se escribe A"-, en el segundo X"'¡, etc.; 
además pondremos análogamente aX"¡ = X'"¡, etc. 
De la misma manera, para las derivadas usaremos 
la designación siguiente :

A"/«, etc.

Observaremos, además, con referencia al factor 
de las masas de todas las partes seculares de a3, que 
apareciendo sólo e1 o ¿51 como factor de cada tér- 
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zelnen Termes auftritt und die Säkularstörungen et 
und <7)i der Masse in auf der Anziehung aller übrigen 
Planeten des Sonnensystems beruhen, die Faktoren 
q und G)r linear aus den Massen in', in", in'", etc., 
zusammengesetzt sind. Im übrigen tritt infolge der 
Zusammensetzung aller einzelnen Glieder von a3 aus 
dem Produkt von 2 Gliedern nur aus R1 (resp. sei­
ner Ableitungen) der gemeinsame Factor in'2 hinzu ; 
insgesamt ist also der gemeinsame Faktor aller 
Glieder von a3 : in'2 (nm' + ¿'m" + ...), wobei a, 
a", etc., entweder aus er oder ¿^entstammen. Han­
delt es sich um die Anziehung nur einer Masse, so 
ist m'3 der gemeinsame Gesamtfaktor.

Alsdann erhalten die t2• Säkularglieder 3. Ord­
nung der Masse die folgende Form, immer abge­
sehen von dem Massenfaktor, der, wie soeben ge­
zeigt, leicht hinzufügbar ist :

mino individualmente y correspondiendo las per­
turbaciones seculares y ¿h de la masa m a la atrac­
ción de todos los demás planetas del sistema solar, 
los factores ex y ¿o1 son funciones lineales respecto 
de las masas m', m", m'", etc. Además, por el hecho 
de que todos los términos individuales de a3 están 
formados por el producto de sólo dos términos de IV 
(es decir, de sus derivadas), figura agregado el factor 
común m'2 y por consiguiente, el factor común de 
todos los términos de a3 es : ni'2 (a.m' + ¿'ni" + ...), 
resultando los coeficientes a, a", etc., de o ¿Úp En 
el caso de la atracción de una sola masa el factor 
común es m'3.

Los términos seculares en t2 del 3er orden respecto 
de la masa, tienen la forma siguiente, prescindiendo 
siempre del factor de la masa, fácilmente asociable, 
como hemos demostrado :
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Bei näherer Betrachtung dieser Glieder erweist 
sich, daß sich ein. großer Teil, mehr als die Hälfte 
aller Terme, durch Wegheben zerstört, einschließ­
lich aller mit einem Pol e — o behafteter Glieder. 
Die folgende Zusammenstellung enthält die sich 
weghebenden Glieder :

Examinando en detalle el caso de todos estos tér­
minos, se advierte en seguida que gran parle de ellos 
— más de la mitad — desaparece por eliminación, 
incluso todos aquellos que están afectados por un 
polo e = o. El cuadro que sigue muestra claramente 
los términos que se eliminan :

la gegen XIla, 1 Glied.
Iß, 1. und 2. Glied gegen XlVß, 1. und [\. Glied.

Iy gegen XHß, 1. Glied.

16 gegen XIV a, 1. Glied.
Ha, 3, Glied gegen Vlv.

Hß gegen Villa.
II- » VllD.1 *

116 n VHk.

11s, 2. Gl. gegen VII16, 1. Gl.
Il£ gegen VTHß,

Illa, 1. Glied in R() gegen IXß.
III- 3. Glied gegen XI\ a, 2. Glied 

l\ a gegen XI 11a.

lVß )) Xlllß und XIIIo.
IVv » XIII/.

IVS » XIII-.

IVe + £ + t; + XHk +■/; + 9 = o.
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VIg gegen XlIIy.
VIv ))1 lia, 3. Glied

Villa » Ilß.
VHIß » IL.
VIIIv ))4 II-.i
VI1I5, 1. Glied gegen Ile, 2. Glied.
Vllk gegen IIS.

IXa n 11 [3, i- Teil.
1x3 » lila, 1. Glied in R().
Xlla, 1. Glied gegen la.

XII3, 1. Glied gegen k.
Xllß. 2. » » 11 Iß, 3. Teil.
Xllla gegen 1 \ a.
VHIß + 5 gegen IVß.
XIlív gegen Vly.

Xllk » IV6.
Xllh' » IVv.
XlVa, 1. Glied gegen 16, 1. Glied.
XÍVa, 2. » Uly, 3. Glied
XIVß, , 1. + V Glied gegen Iß.
XVIa gegen XVHß.
XV13 » XVI la.
XVIvi » XIXa.
XVI6 » XlXß.
XA lia » XA Iß.
XVII3 » XVI a.
XlXa )) XVIy.
XIX3 )) XV16.

Folglich verbleiben dann als von o vorschieden 
die folgenden Glieder, die die Basis der Anwendung 
bilden :

Por consiguiente, sólo restan los términos distin­
tos de o que van a continuación y que constituyen 
la base para las aplicaciones :
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§ 4- Der Einfluß der Kombination der direkten Stör­
ungen durch Jupiter, Saturn, etc., sowie die Rück­
wirkung ihrer gegenseitigen Störungen auf die 
Säkularänderung 3. Ordnung der großen Achse des 
gestörten Körpers.

Bisher ist nur der Einfluß eines einzigen stören­
den Körpers auf die Säkularänderung der großen 
Achse des gestörten Körpers untersucht worden.

§ 4- La influencia de la combinación de las pertur­
baciones de los grandes planetas y la repercusión 
de sus perturbaciones mutuas sobre la perturba­
ción secular de tercer orden del semieje mayor de 
la órbita del cuerpo perturbado.

Hasta aquí nos hemos ocupado únicamente de la 
influencia (pie ejerce un solo planeta sobre la varia­
ción secular del semieje mayor de la órbKa del cuer-
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Dadurch ist zugleich auch die Ermittelung der di­
rekten Wirkung jedes anderen Körpers unter bloßer 
Vertauschung der Buchstaben des störenden Körpers 
ermöglicht, aber es fehlt die Kombination dieser 
direkten Störungen, insofern jeder Term des Aus­
drucks für «3 resp. a3 in (5) aus 3 Faktoren besteht 
(auch a2, e2, l2 und w2 bestehen nach der Definition 
(6) aus 2 Faktoren) von denen jeder eine Störung 
darstellt, die jedem der störenden Körper zuge­
schrieben werden darf. Deshalb ist es zuerst nötig, 
den allgemeinen Ausdruck (5) der Potenzentwicke­
lung der Störungen durch A erallgemeinerung zu er­
weitern. Zunächst ist, da jede Störung sich aus der 
Summe der Störungen durch alle anderen Körper 
zusammensetzt, zu berücksichtigen, daß: 

Í?1   ^l.T + rtlS + •••> -----

. Cj = C]J + Cis + ..., c'1 = 

v etc.

wo zur Abkürzung .1 den Jupiter, S den Saturn, etc., 
fixiert, Da es sich in der vorliegenden Schrift allein 
um die Aufsuchung der säkularen /2-Glicder in a3 
handelt, sind zu der hierfür notwendigen Erzeugung 
von Poisson-Gliedern nur die mit er und Gq behaf­
teten Glieder in (5) zu berücksichtigen, weil die 
Größen und keine der Zeit l proportionalen 
Terme enthalten ; dabei ist zu beachten, daß die 
auch auftretenden Koeffizienten a2, e2, l2 und w2 
ebenfalls von e1 und Gq abhängige Glieder enthalten, 
wie aus den Definitionen (6) folgt.

Betrachten wir nun daraufhin das 1. Glied von 
(5) :

po perturbado. Pasaremos ahora a investigar el efecto 
directo de otro planeta cualquiera, para lo cual basta 
una simple permutación de los índices que corres­
ponden al cuerpo perturbador. Ahora falta combinar 
estas perturbaciones directas, ya que cada término 
de la expresión (5) de ¿z3 o a3, consta de 3 factores 
(según la definición (6) también a2, e2, l2y oi2 cons­
tan de 2 factores), cada uno de los cuales representa 
una perturbación que puede atribuirse a cualquiera 
de los planetas perturbadores. Por eso es que para 
una generalización se requiere, en primer lugar, 
ampliar la expresión general (5) del desarrollo de 
las perturbaciones en serie de potencias. Por de 
pronto, como cada perturbación se compone de la 
suma de las perturbaciones producidas por lodos los 
demás cuerpos, debemos considerar que :

+ + • • •
+ e'ls + ... ' 

siendo, para abreviar, J Júpiter, S Saturno, etc. 
Puesto que en esta publicación sólo buscamos los 
términos de a3 seculares en l2, nos limitaremos al 
estudio de los términos afectados por ¿q y ¿jp únicos 
que pueden producir los términos de Poisson nece­
sarios, ya que y e1 no contienen términos propor­
cionales a /; asimismo debemos tener presente que 
los coeficientes a2, e2, l2 y G>2 también están afecta­
dos por tq y Gq, como resulta de las ecuaciones de 
definición (6).

Consideremos, pues, el ier término de (5) :

so ist zuerst zu beachten, daß nunmehr : y observemos que es en primer lugar
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wo der obere Index i sich auf Jupiter, 2 auf Saturn, 
etc., bezieht. Folglich erhält dann a2 unter Aus­
schluß der nur von J und cq und w1 abhängenden, 
oben bereits erledigten Glieder die erweiterte Form :

I *1  

refiriéndose el índice superior 1 a Júpiter, 2 a Sa­
turno, etc. Por lo tanto, a2 tiene la forma ampliada 
que sigue, con exclusión de aquellos términos que 
dependen sólo de J y ev y g)p ya considerados :

wobei die weiteren Glieder dadurch entstehen, daß 
der ober Index 2 durch 3, 4... und e", ¿5" durch e"r, 

ersetzt werden. Ferner ist zur Anwendung der 
Formeln zu setzen :

y los demás términos se logran reemplazando el 
índice superior 2, por 3, 4, • •• y 0", ó", ... pore"', 
¿o"', ... Además, para la aplicación de las fórmulas, 
se debe poner :

ad)2e = Rú)£e und aú)2c(i) = R(0£C(<).

In Bezug auf die säkularen Glieder ist, wie bisher, 
stets die Summe der Störungen der in Betracht 
kommenden großen Planeten zu substituieren und 
zwar in der schon fixierten Form :

e1 = tq . nl und

wobei <q und aq stets vom 1. Grade der Exzentrizi­
täten sind, wobei aber in c1 kein Glied incauftritt.

Bringen wir nun die oben abgeleiteten allein aut 
die Anziehung durch Jupiter (d. h. nur einen Pla­
neten) bezüglichen /2-Säkularglieder mit Rücksicht 
auf ihre Entstehung allein auf Grund der Säkular­
terme von e1 und c7)I allgemein symbolisch auf die 
Form :

Los términos seculares deben sustituirse, como 
antes, por la suma de las perturbaciones de los gran­
des planetas considerados, y, de acuerdo a la forma 
ya lijada :

gu = — nt,e

siendo eL y c7)r siempre de iei grado en las excentri­
cidades, y faltando en eL el término en e.

Si transformamos ahora los términos seculares en 
t2, refiriéndonos solamente a la atracción por Júpi­
ter (e. d. un planeta, único) originados solamente 
por los términos seculares de e{ y /)p podemos escri­
bir en general, simbólicamente

p (a8) = Ji j L2eplt,
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so ist nunmehr abzuleiten :

b)

de donde se deduce :

P (as) =

folglich sind in dem früher abgeleiteten J2 nur die 
Argumente in', a', e',... mit in", a", c", ... zu ver­
tauschen, sodaß die Laplaceschen Entwickelungs­
koeffizienten ebenfalls von a und a" abhängig zu 
machen sind; ferner ist wegen der Notwendigkeit, 
Säkular-Glieder zu erzeugen, zu beachten, daß der 
Faktor nur von den Längen l und l' abhängt, 
dagegen S2 nur von / und l", sodaß das Produkt 
von J2 mit dem | S2et dt nur dann zu einem rein­
säkularen Term, unter Weglassung des unbrauch­
baren periodischen Teils, führen kann, wenn in Jx 
und S2 nur die Glieder ausgesucht werden, die in 
Bezug auf Jx von t' und in Bezug auf S von l" un­
abhängig sind; es sind aber beide Funktionen stets 
von l abhängig, weil als Differentialquotient 
nach e resp. I immer von l abhängt. Es ist folglich 
nur nach den Termen in Jx und S2 zu suchen, in 
denen in der Störungsfunktion gleichzeitig i = o ist.

Analog ergibt sich der Term

por consiguiente hay cpie permutar en la magnitud 
J2 antes deducida, los argumentos ni', a', e', ... con 
m, a, e, ... de modo que los coeficientes de Laplace 
serán ahora funciones de a y a"; además, debe ob­
servarse, para producir términos seculares, que el 
factor Jx depende solamente de las longitudes l y l', 
y S2 sólo de l y l", de tal manera que el producto de 
Jx por la integral ] S2q d/ sólo puede producir un 
término secular puro, prescindiendo de una parte 
periódica, si se eligen en los términos que son 
independientes de l', y en S2 los independientes de 
l" ; pero las dos funciones siempre dependen de /, 
porque es una derivada respecto de s, es decir, 
siempre depende de l. Por consiguiente deben bus­
carse en Jx y S2 solamente términos que correspon­
den al valor i = o.

Análogamente resulta el término :

p = S . | J . q . dt,

der nur die Lmkehrung des Falles b darstellt, und 
endlich

rf) /> (a3) = S . [ S .

der nur eine Vertauschung der Funktion J in a mit 
S darstellt, also durch Vertauschung von in', a', e', 
... entsteht.

Analog sind die gleichen Vertauschungen vorzu­
nehmen, wenn anstelle von e1 nunmehr iq in den 
Integralen erscheint, entsprechend dem Anteil

p (a3) = IP

Dasselbe gilt in Bezug auf die Terme, die in a2 die 
Faktoren e\, e'\ und g/'j unter den Integralen
haben.

que es el caso inverso del (6), y finalmente :

¿q . dt,

que significa sólo una permutación en (a) de J con 
S, es decir de m', ci', e', ... con ni", a", e", ...

Análogas permutaciones deben hacerse, si en las 
integrales aparece en lugar de eA, como por 
ejemplo en la parte :

c« í ■

Lo mismo vale con respecto a los términos en 
cuyos integrandos están afectados por los factores 
/>' A' p" v A"i > a) i, t- i j u) i •

/ ¿
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Die in der Entwickelung (5) aufp, (a3) folgenden 
Glieder p2 (u3) bis p4 (cf3) sind wie pt (a3) zu behan­
deln, sodaß prinzipielle Unterschiede nicht bestehen.

Grundsätzlich werden im Folgende in pt (a3) bis 
p2a (a3) in deren expliziten Koeffizienten R7£rt, Röc, 
etc., nur die auf den Index i— i bezüglichen Glieder 
dargestellt werden, weil die anderen direkt durch 
die entsprechenden Vertauschungen der Elemente 
abgeleitet werden können. Hauptterme sind deshalb 
die folgenden

Los términos que siguen al pt (a3) en el desarro­
llo (5) : p2 (u3) hasta pi (a3) deben ser tratados como 
pt, porque no existen diferencias esenciales.

En lo sucesivo representaremos sistemáticamente 
en pr hasta p20 solamente los términos relativos al 
índice i= i, en los coeficientes explícitos Rq«, R'£C, 
etc., pudiendo deducirse directamente los demás por 
las permutaciones correspondientes. Los términos 
principales son, pues, los siguientes:

Da a22£ — R2ee, so folgt der von l" unabhängige 
Term niedrigsten Grades aus dem folgenden Term 
1. Grades, der in der Numerierung unserer Glieder, 
gemäß den pt von a3, den Fall (ia) charakterisiert:

R2 = k2 - C"o2

sodaß der resultierende Poisson-Term lautet :

Ya que u2oe = R2£e> se obtendrá el término de 
grado más bajo independiente de l" por medio del 
término siguiente de i01' grado que según la nume­
ración de nuestros términos de u3 designaremos 
como caso (ifí) :

eos (/— Cü), (iu)

luego el término de Poisson resultante será :

wo der Koeffizient <q mindestens vom 1. Grade in 
e' ist. Folglich ergibt sich für den 2. Faktor von (1): 

siendo el coeficiente eY por lo menos de 1er grado 
en e'. Por lo tanto se obtiene para el 20 factor de (1) 
la expresión :

womit dann in ¿z3 der Säkularteil entsteht, in der
1. Form :

que nos da en u3 en primera forma la parte secular 
siguiente :

wo also siendo
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Bei Substitution von Si se tiene en cuenta que

und Berücksichtigung der oben für die Laplace­
schen Transcendenten und ihre Ableitungen nach a 
eingeführten Abkürzungen erhält man dann als defi­
nitiven Ausdruck, den notwendigen Massenfaktor 
stets hinzugfügt gedacht:

y si consideramos las abreviaturas introducidas para 
las transcendentes de Laplace y sus derivadas res­
pecto de a, se obtiene como expresión definitiva, 
suponiéndose incluido siempre el factor necesario 
de las masas:

Massenfaktor ist m"m'l (mr, m", ...)).

Der erhaltene Ausdruck ist vom Grade e', e1} also 
dem 2. Grade der Exzentrizitäten, und zwar vom 
niedrigst möglichen Grade, da die Wahl weiterer 
geeigneter Terme in den Faktoren von a3 nur zu 
Gliedern 4- und höheren Grades führen kann. Des­
halb könnnen wir sogleich zum nächsten Falle über­
gehen, innerhalb des vorliegendes Haptfalles (i) : 

siendo el factor de las masas en este caso m'rrí'l (m', 
m", ...).

La expresión obtenida es de grado e'. ev es decir 
de 2° Grado en las excentricidades, o sea del menor 
grado posible, ya que la elección de otros términos 
adecuados en los factores de a3, sólo puede conducir 
a términos de á° y mayor grado. Por tanto podemos 
pasar ahora al próximo término del caso principal 
presente (i) :

(i6)

wo

und (7)x die Säknlarwirkung aller großen Planeten 
enthaltend, vom i. Grade in den Exzentrizitäten ist. 
Das Glied niedrigsten Grades in p (a2) entstellt aus 
dem folgenden Term von R2:

y ói el efecto secular de todos los grandes planetas, 
que es de Ier grado en las excentricidades. El tér­
mino de grado más bajo de p (a2) resulta del 
término siguiente de R2 :

74

de manera que:sodaß :
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folglich ist R’e« abzuleiten aus luego, Rl£a se deduce de :

sodaß, unter Benutzung derselben Transformation 
der Faktoren wie in (irt), für den säkularen Anteil 
von pr (a3) erhalten wird :

y por consiguiente aprovechando la misma transfor­
mación de los factores, que en (i(t), se obtiene para 
la parte secular de (a), la expresión :

Weitere Glieder von demselben 2. Grade existie­
ren nicht, weshalb wir zum nächsten Term überge-

Como no existen otros términos de igual grado (20) 
podemos pasar a ocuparnos del próximo término :

lien können, wo

wo e\ = e\ . n't und e\ vom 1. Grade der Exzentri­
zitäten der störenden Körper ist; das Glied niedrig­
sten Grades von p (a2) ergibt sich mittels 

donde e\ = e\ . n't y e\ es de 1er grado en las excen­
tricidades de los cuerpos perturbadores. El término 
de grado más bajo de p (a2) resulta de :

sodaß de manera que

Folglich ist lV£rt nur zu entnehmen aus : Por tanto R1^ sólo resulta de :

Ein weiteres Glied 2. Grades entstellt mittels des
Terms :

Otro término de 2° grado resulta de :

luegosodaß
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sodaß luego

Mithin muß Rh« folgen aus : Por consiguiente Rha se deduce de

R1 — k2 . Ài eos ¿ (/' — l)

sodaß schließlich de manera que finalmente :

(Massenfaktor == m’2l (m", m'", ...).
W eitere Glieder 2. Grades liegen nicht vor. Des­

halb gehen wir zum nächsten Falle über, nämlich :

P (^2/ — R ew' • w 1>

und to'i mit den linearen Gliedern = aV + ß'e"+ 
Gliedern 3., 5. Grades, etc., beginnt. Das Glied 
niedrigsten Grades von R1^, folgt aus :

(el factor de las masas es m'2l(jn", ni"', ... etc.)).
No quedan más términos de 2° grado. Por lo tanto 

procederemos a considerar el próximo caso, a saber :

wo &' =-úr'n't.
e

y (7)^ empieza con los términos lineales c7)\ = z'e' + 
3'e" + términos de 3°, 5o grado, etc. El de grado 
más bajo de Rl£w' resulta de :

sodaß :

R1 = k2 C- Di eos [i/' — (i — 1) / — £/],

de manera que

folglich ist Rh« zu entnehmen aus : Por consiguiente R1^ se obtiene de :

sodaß : luego :

Grades ist möglich beiEin weiteres Glied 2, 
Ableitung \on R mittels : 

De la deducción de R de la expresión siguiente, 
es posible obtener otro término de 2° grado :
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(ß)

sodaß : luego

Mithin ist Rh« abzuleiten aus : Por consiguiente Rh« se obtiene de

R1 = k2Ai eos i(l' - l),

soda3 : de manera que

Damit sind die Terme 2. Grades erschöpft, sodaß Con esto se han agolado los términos de 2° grado, 
auf den nächsten Term übergegangen werden kann : y podemos pasar a tratar el próximo :

wo e'\ = e'\ n"t und der Koeilizient e'\ vom 1. Gra­
de, mit e' beginnend. Der entsprechende Säkular­
term in rz3 entsteht aus den Termen von (ic) durch 
Vertauschung von m!, a', e', ..., mit zn", a", e" in 
p (a2), ferner von ej mit ej' und allgemeine Be­
schränkung auf i = o, falls Säkularteile aus dem 
Produkt der Ableitungen von R1 und R- entstehen 
sollen. Folglich wird nach dem Term (7) von (ir) 
allein, indem der Term (ß) bei i = o wegfällt: 

donde e'\ = e'\ . n"t y e'\ es de primer grado y em­
pieza con e'. El término secular correspondiente de 
u3 resulta de los de (ic) por la permutación de m', 
a', e', ...,con ni", a", e", ... enp (a2), y de c/con q". 
A fin de que puedan lograrse partes seculares del 
producto de las derivadas de R1 y R2 será necesaria 
además la limitación a i = o. Por consiguiente, eli­
minándose el término (3) con i = o, se obtiene por 
medio del término (2) de (ic) :

Ein analoges Verfahren ist bei dem nächsten Term Con el término próximo debe seguirse un procedi- 
einzuschlagen : miento análogo :

wo w'h = — w"! und — linear in e', e", etc. Auf 
e"

donde w'h = 1 ó'h v ó'h es lineal en e', e", etc. Si 
e"
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Grund der erforderlichen Vertauschungen in (if/) efectuamos las permutaciones necesarias en (u/) 
folgt dann im vorliegenden Falle : obtenemos en el caso presente :

Weitere Glieder 2. Grades sind nicht vorhanden.
Gehen wir nun zum 2. Ilauptgliede unserer Grup­

pe über, so ist nach (5) zu untersuchen :

Vo quedan ya más términos de 2° grado.
Si nos ocupamos ahora de! 2° término principal 

de nuestro grupo, debemos según (5) examinar ahora 
la expresión :

wobei die hier notwendige Erweiterung jetzt lautet: v la generalización necesaria conduce a :J O

9Der Faktor e2-_>: des 1. Terms ist nach (6fí) bei Ent- El factor c22c del Ier término sc expresa, según (Gu), 
wickelung nach Potenzen von e : por desarrollo en serie de potencias de e:

In Bezug auf die Glieder 1. Grades von K2 sind 
der 1. und der 2. Term folgendermaßen darstellbar:

En cuanto a los términos de 1er grado de R2, el 
i° y 2° se pueden representar como sigue :

sodaß ihre Differenz : I - II = — R2(i) (1 -g e2 + ...) 
frei von Polen e = o wird, ebenso allgemein in Be­
zug auf alle Glieder höher als vom 1. Grade. Da (2) 
sich aus einem Produkt .von Rlgc und, zunächst in 
Bezug auf

de manera que su diferencia I —11= — R2¿ (1 + e2 + 
...) carece del polo e = o ; esto sucede en general 
también con todos los términos de grado mayor al 
i°. Componiéndose (2) de un producto de Rl£e por 
derivadas de R- refiriéndonos primeramente a :

(2U)

Ableitungen von R2 zusammensetzt, so ist i — o zu 
wählen. Folglich ergibt sich p (c2) zunächst aus: 

debemos elegir i = o, Por eso resulta />(e2), en pri 
mer lugar, de :
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Folglich führt das i. Glied in p (c2) unter Verwen­
dung von R2 = C/'0ecos (/ — w) zu einem Poisson- 
Gliede der Form t cos (/ — <7>); andererseits führt 
der Faktor Rl£C in (2) mittels R1 = ccos (/ — w) auf 
den Multiplikator R1^ = — sin (/ — c7>), sodaß folg­
lich in Verbindung mit dem soeben fixierten P- 
Gliede kein reines Z-Glied in a3 möglich ist. Folglich 
bleibt wirksam in c22e nur das letzte Glied, und 
zwar das 2. Glied in R2, das in Do", sodaß man 
findet :

Por consiguiente, el iei término de p (c2) produce 
por aplicación de R2 = Go" . e . cos (/ — g>), un tér­
mino de Poisson déla forma t cos (/ — w); por otra 
parte el factor Rhg de (2) nos suministra por medio 
de R1 — e cos (/— g>) el factor R£e — — sen (/ — ¿5) de 
modo que en el producto con el término P ya men­
cionado, no es posible formaren n3 ningún término 
puro en Zl. Por consiguiente queda de e2u sólo el 
último término o sea el 20 término de R2, con el 
factor Do, de manera que se halla :

also in Verbindung mit luego en combinación con

R1 = k2 - Co cos (7 — (7))

zur Ableitung von Rhg : para la deducción de 1V£C resulta :

In Bezug auf R2 ist auch die Berücksichtigung 
der analogen Glieder 3. Grades notwendig, nämlich

Es necesario considerar en R2 también los térmi­
nos análogos de 3er grado, a saber :

Mithin wird dann unter Wegfall der Terme in Ko Por consiguiente, ya que los términos en Kn y Mo se
und Mo : eliminan, resulta :

sodaß folglich bei Kombination mit de manera que calculando R1 por medio de
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in Bezug auf Rl£ß erhalten wird :

1 nt und iq = linear in e, e', donde nuevamente es : Gq ~ — fit, N óq es lineal en
e e

e, e', ..., además :

se obtiene

Ferner ist e2 aus den Termen 2. Grades 
teln, indem :

zu ermit- Además, se debe sacar e2 de los términos de 2U• i
grado :

In e22e hebt sich dann der I erm in G() weg und es Eliminándose entonces en e~zc el termino en Gn re-
wird bis zu den Gliedern 1. Grades einschließlich : sulta hasta los términos de Ier grado inclusive :

Folglich wird der gesuchte Säkularterm, wenn Rl£C El término secular buscado se obtiene sacando Rl£í- 
aus de

R1 = A’2 — Go eos (2/ — <7/ — &)
4

entnommen wird :

Damit sind alle Terme 2. Grades in p2 (a3) erschöpft, 
soweit sie in p (e^) von abhängen. Deshalb
gehen wir nunmehr zum Falle (2/,) über, wo

Con esto quedan agotados todos los términos de 2” 
grado de p2(a3) que en p (e2) dependen de e22< . 
Pasemos ahora al caso (26), es decir:

(26)

wo wieder £q

ferner

sodaß der 1. Term von e2-?^ mindestens vom o. Gra­
de und der 2. Term vom 2. Grade. Entnimmt man

deshalb - . R2^ zuerst aus
e

de manera que el ior término de é2 es por lo menos 
de grado o y el 2° término de 20 grado. Si sacamos

- • R2¿5¿> primeramente de
e



A. VVii.kens, La aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias 8i

so ist p (e2) wegen <7^ mit dem Pole e = o behaftet, 
der auch in p2 (a3) nicht verschwindet, weil der 
Faktor Rl£e in (2) infolge der notwendigen Ver­
wendung von

queda afectado e2, a causa de oq, por el polo e=o. 
Este polo tampoco desaparece de p2(a>¿), porque el 
factor R'£e de la (2) obtenido necesariamente de :

void o. Grade wird ; der Säkularterm wird : es de grado o ; el término secular resulta :

und hebt sich gegen den Pol-Term (a) in ps (<z3) fort.
Dagegen ergibt der 2. Term von e22& einen pol­

losen Term indem

y se elimina con el término (a) con polo de (a3).
Por otra parte, el término segando de origina 

un término sin polo, pues :

sodaß folglich de manera que :

und deshalb REg zu entnehmen ist aus : y Rhe debe obtenerse de :

dann wird schließlich : resultando definitivamente :

Von Gliedern 2. Grades kommt dann bezüglich 
R- in Betracht :

De los términos de 2o grado de R- hay que consi­
derar ahora el siguiente :

(ï)

sodaß der Term niedrigsten Grades : de manera que el término de grado más bajo es :

6
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folglich ist bezüglich IV^zu wählen : por consiguiente debemos elegir para obtener R*c C:

de modo que :

Respecto de la posibilidad de emplear términos de 
3er grado, debemos considerar en el caso presente :

Bei der Verwendungsmöglichkeit der Terme 3 
Grades ist im vorliegenden Falle zu berücksicliti 
gen :

(5)

sodaß man unter Berücksichtigung des Ilauptglie- 

des - R2G>d> in e22d> erhält:
e

de manera que resulla, considerando el termino 

principal - R2¿0 de e22& -
e

Folglich ist R1 zu entnehmen aus :

sodat3 :

sodaß sich das 2. und 4- Glied wegen des Poles 
e = o anderweitig wegbeben müssen, nämlich ge- 
gen (v) in ps (a3).

Entnimmt man feiner IV aus dem letzten Term 
2. Grades :

de manera que los términos 20 y 4o deben eliminarse 
con otros a causa del polo e — o, es decir, con los 
(y) de/>8(a3).

Si sacamos, además, R2 del último término de 2" 
grado :

(O

so entsteht in p (e2) durch den Pol e = o von ój resulta en p (e2), por el polo e — o de ¿51, también 
ebeníalls ein Pol e = o; da R1ee alsdann dem Gliede un polo e — o. Debemos sacar entonces R1^ del tér­

mino :

sodaß

luego :

Por consiguiente, debemos sacar R1 de:
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zu entnehmen ist, so folgt insgesamt der säkulare 
Betrag:

resultando la siguiente cantidad secular :

sodaß der 2. Term mit dem Pol e = o behaftet ist, 
sich aber anderweitig, in p8(a3)(3) weghebt.

Schließlich ist hier noch die Verwendung der 
Terme 3. Grades in R1 nötig, wenn

El 20 término está afectado por el polo c = o, pero 
se elimina en otro lugar, con los de (3) de p8(n3).

Es finalmente menester el empleo de los términos 
de 3er grado de R1; si

G)

gesetzt wird, sodaß R1 folgen muß aus : en cuyo caso R1 debe obtenerse de:

Folglich wird resulta :

und deshalb :

Die beiden letzten den Pol e = o enthaltenden Glie­
der heben sich in ps (a3), unter ($) fort.

Zum nächsten Untergliede von (2) übergehend, 
haben wir den folgenden Term zu untersuchen :

Los dos últimos términos, que contienen el polo 
c _ o, se eliminan con los (c) de ps (u3).

Si pasamos a considerar el próximo término se­
cundario, investigando el término siguiente :
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wobei

und für e\ die säkulare Störung durch alle übri­
gen großen Planeten zu substituieren ist: 
wobei der Koeffizient e\ mit den Lineargliedern in 
e", e"', etc., beginnt. Der j. Term von d. h.

- R1^' ist stels, da der entsprechende Ausdruch von 
e
R1 immer mit e und e' behaftet sein muß, vom o.

Grade, während der 2. Term - e R1^' mindestens
2

vom i. Grade ist. Beide Glieder sind Sinus-Terme, 
sodaß p (e2) in Bezug auf den Possson-Teil von der 
Form t eos A wird. Folglich muß Argument A zur 
Erzeugung von säkularen ¿-Gliedern in p2 (a3) we­
gen des Sinusfaktors R1^ stets in Bezug auf das 
Agregat der Perihellängen von dem Argumente die­
ses Faktors verschieden sein.

Setzen wir dementsprechend, zuerst zur Ableit­

ung von - R1^':
e

y er debe sustituirse por la perturbación secular 
de todos los restantes planetas : e\ = e' n't, donde 
el coeficiente e\ empieza con términos lineales en e",

e"', etc. El primer termino de cLe', es decir, - R1^', 
e

es siempre de grado o, ya que la expresión corres­
pondiente de R1 está multiplicada siempre por e y e', 

mientras que el 2° término - cR1^', es por lo menos
2

de Ier grado. Ambos términos son senos, de manera 
que p (e2) resulta de la forma de Poisson ¿ eos A. 
Para que el argumento A produzca términos secu­
lares en t en p2 (n3), debe ser siempre distinto del 
argumento del factor Rhe, que es un seno, en las par­
tes dependientes de las longitudes de los perihelios.

Si ponemos para la deducción de-R1^' en pri- 
e

mer lugar,

, so wird : se obtiene :

Folglich ist IV£¿ zu entnehmen aus : Por consiguiente R^g se debe sacar de :

donde
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werden dann die hieraus folgenden Glieder von 1V£C 
mit den Gliedern verschiedenen Arguments in Bezug 
auf (7) und ¿5' in P (p (e2)) kombiniert, so erhält man 
als Säkularteil :

Si se combinan los términos de Rlee' que resultan de 
este IV, con los términos de distinto argumento en 
ó y ó/ de P (p (e2)), se obtiene la parte secular :

Fügen wir jetzt das 2. Glied in ehe hinzu, nämlich Si agregamos ahora el 2° término de ehe, es decir,

- e lV£e', so ist IV zu entnehmen aus : -dV£C', hay que sacar IV de :
2 2

sodaß folglich : de manera que :

Mithin ist IV£e abzuleiten aus Con esto 1V£C debe deducirse de :

sodaß wir erhalten : resultando :

Weitere Terme 2. Gracies in p2(öf3) sind möglich 

bei Entnahme von R1 zur Ableitung von - Rhoe' aus 
e

Gliedern 3. Grades; dann ist aber zu beachten, daß 
Rlse aus dem Glicclc

Se pueden deducir otros términos de 2" grado en 

p2 (n3), si se calcula -R^e', sacando R1 de los tér- 
e

minos de 3er grado; pero entonces hay (pie consi­
derar que R’ce se obtiene del término (y)

zu entnehmen ist. Folglich ist - IV,da die hetei- 
e

ligten Glieder <?, e' und g> enthalten müssen, aber 
unter Wegfall der Glieder mit dem Argument il' — 
(«- 0l — ö), nur aus den folgenden Termen 3. 
Grades zu entnehmen ;

Por consiguiente debemos sacar - R1^' — ya que 
e

los términos a considerar deben contener e, e' y ó, 
excluyendo los términos con el argumento il' - 
(¿ — i) l — g) — de los siguientes términos de 3er 
grado ;
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Folglich wird y por consiguiente

Auf Grund der Ableitung von JV£e aus dem schon 
oben unter (y) fixierten IV erhält man alsdann :

Basándonos en la deducción de IV £e del R1 ya men­
cionado en (y), obtendremos:

Weitere Glieder 2. Grades sind nicht vorhanden, 
weshalb wir jetzt übergehen auf (2^)

Ya que no existen más términos de 2° grado, pase­
mos al caso:

wo

(2¿)

donde

und y

und der Koeifizient w'j mit den Lineargliedern ine', 
e", etc., beginnt. Da R1^', den Faktor e . e' enthält, 

also - Rhoö)' g/j unter Elimination des Poles e = o 
e

und ferner auch des Poles e' = o in w'/vom i. Grade 
wird, andererseits R1ee vom mindestens i. Grade 
ist, so wird p2 (u3) vom mindestens 2. Grade; dabei 
sind ex2&' wie R’£e demselben R1 zu entnehmen, weil 
p (e2) nur von der Form / sinA und Rl£e nur reine 
Sinus-Terme enthält. Dementsprechend werde ge­
setzt ;

el coeficiente empieza con términos lineales en 
e', e", etc. Ya que R1^' contiene el factor e . e',

R'ww' resulta de ie‘ grado, pues se eliminan 
e
el polo e = o y el e = o de Por otra parte es Rl£í> 
por lo menos de ittr grado, luego />2(u3) es por lo 
menos del 20. En tal caso deben sacarse el2<5' y Rlse 
del mismo Rl, porque p (e2) es de la forma t. sen A 
y lV£e sólo contiene términos senos puros. Corres­
pondientemente pongamos :
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sodaß de modo que

Folglich ist 1V£C abzuleiten aus : Por consiguiente debemos deducir IV£e por medio de

sodaß folglich : de manera que :

Der nächste Fall bezieht sich auf die Heranziehung 

der Glieder 3. Grades in IV in Bezug auf-R.1^' 
e 

mit dem Argument der Glieder 1. Grades in l und 
diese letzteren sind für Rlee zu verwenden, da­

mit in p2 (a3) wieder Terme 2. Grades entstehen 
können. Also ist zu setzen :

Para el cálculo de 1 R1^' consideraremos ahora 
e

el caso que se refiere al uso de los términos de 3er 
grado de R1 con argumentos en l y l' correspon­
dientes a términos de Ier grado ; estos últimos hay 
que emplearlos para Rlee a fin de que puedan ori­
ginar en p2 (n2) términos de 20 grado. Por eso hay 
que poner :

sodaß folglich de modo que

sacando IV£C de :Entnimmt man dann folglich IV£C aus :
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so folgt : resulta :

Es bleibt jetzt noch die Verwendung des 2. Ter- Queda por emplear, todavía, el 20 término dep(e2): 

mes in p (e2) aus e12&1 d. h.: - R1^', da auch durch ei2&'> es decir, - e . RhwS ya que es posible obtener
2 2

diesen Term ein Glied 2. Grades in p (tz3) möglich por medio de este término uno de 2° grado; ponien- 
ist; setzt man nämlich do, pues :

(y)

so folgt zuerst resulta primeramente:

Folglich ergibt sich lV£e aus : Sigue luego R1££ de :

sodaß : de modo que

Das nächste Glied von p (e2) lautet dann : El próximo término de p (e2) es :

(ae)

WO

und e'\ = e'\ n"t mit e'\ eine mit linearen Gliedern 
in <?', e'", etc., beginnende Reihe ist. Da p2 (n3) nach 
wie vor IVse proportional bleibt, so sind jetzt in R1 
wie R2 nur die i = o entsprechenden Glieder aus­
zusuchen. Deshalb kommt in Rezug auf R2^» nur 
ein Glied 2. Grades von R2 in Frage, nämlich :

y e'\ = e'\ es una serie que empieza con
términos lineales en e', e'", etc. Ya quep9 (a3) queda 
como antes proporcional a R1^» hay que escoger en 
Rl y R2 sólo los términos correspondientes a ¿ = o. 
Por eso debemos calcular K2¿>£" del siguiente tér­
mino de 2° grado de R2:
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ee,f
IV' = /V _ G0(a") eos (2/ - ó" — w) w

dann wird entonces resulta :

Folglich ist IV zu entnehmen aus Por consiguiente, tomando Rl de

sodaß resulta :

Berücksichtigen wir den 2. Term

- eR2ee", mittels
2

in p (e2), also
Calculando el 2° término dep (e2), es decir, —eR2£<;",

2
por medio de

(3)

so ergibt sich zunächst: rcsult¿i :

folglich muß IV entnommen werden Por consiguiente IV debe obtenerse de :ans :

sodaß : de modo que :

Die Glieder 3. Grades in R2 sind auch zu berück­
sichtigen, da sie ebenfalls zu Termen 2. Grades in 

P2 (aa) führen. Da e22c" = - R2tbe", so sind nur die
e

folgenden Glieder 3. Grades ine. e"zu beachten :

'También debemos considerar los términos de 3er 
grado de IV, porque conducen a términos de 2° 

grado en p2 (a3). Ya que e22e" = - R2we", hay que
e

usai solamente los siguientes términos de 3er grado 
en e, e";
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Folglich wird dementsprechend : Por consiguiente sigue :

sodaß JUge zu entnehmen ist aus : de manera que debemos sacar R’£C de :

und deshalb por lo tanto

Schließlich auf den letzten Term von p (e2) über- Ocupándonos finalmente del último término de 
gehend, haben wir zu betrachten : p (e2) consideremos :

P («2) = - ^lVtr- «V' • “"1 (2/)
K\a

// _
mit (¿"i = —- n"t, wobei eine mit den Linear- donde wx" = — n"t, y es una serie que empieza 

e" e"
gliedern in e', e", etc., beginnende Reihe ist und wo con términos lineales en e', e", etc., y

Der Pol e" = o von wx" hebt sich stets gegen den 
Faktor e" in beiden Gliedern von e22&" weg, ebenso 
fällt der Pol e = o im 1. Term von e22d>" wegen des 
Faktors e von R2^^" weg; da R2*̂"  notwendig vom 
mindestens 2. Grade ist, ist in Bezug auf R- die 
Wahl nur des folgenden Gliedes möglich :

El polo e" — o de ó/'se elimina siempre con el fac­
tor e" que aparece en los dos términos de e22¿>", y el 
polo e = o del primer término de e22a>" se elimina 
también por el factor e de R2w¿>"; ya que R2(0<b" es 
necesariamente de 2° grado por lo menos sólo es po­
sible elegir el término siguiente de R2 :

also wird : resulta entonces :

(a)
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Mithin lolgt IV aus : Con esto IV sigue :

la parte secular:der Säkularteil :

In dem 2. Glicde von c22w" • — cR2e¿5" ist R2 zu ent- 
2

nehmen aus :

En el 20 término de e2-^" • -tfR2sw" hav que sacar 
2

R2 de :

folglich wird por lo tanto :

und IV £C folgt aus : y 1V£6 sigue de :

sodaß luego :

También los términos de 3er grado de R2 originan 
términos de 2° grado en p2 (a3), debiéndose consi­
derar en la derivada R2^" sólo los siguientes térmi­
nos de 3er grado :

Auch die Glieder 3. Grades von R2 führen zu Ter­
men 2. Grades in /)2(n3), wobei mit Rücksicht auf 
die Ableitung ll2^" nur die folgenden Terme 3. 
Grades zu beachten sind :

Mithin folgt für das P-Glied von e2 : Con esto sigue para los términos de Poisson de e2:
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Folglich ist lVce abzuleiten aus Por consiguiente Rhe se deduce por medio de

sodaß : de modo que :

Alsdann können wir zum 3. Hauptterm unserer
Gruppe übergehen, nämlich, gemäß (5) :

Ahora podemos ocuparnos del 3er término prin­
cipal de nuestro grupo, es decir, según (5) :

(3)

wo l2 = =2 + p2 und 1-2 jetzt der Gleichung genügt : donde l2 = e2 + p2 y /2 satisface ahora a la ecuación :

unter Vernachlässigung derjenigen Glieder nach prescindiendo de aquellos términos de la (6) que no 
(6), die nicht zu Poisson-Gliedern führen können. pueden originar términos de Poisson. Por consi- 
Also wird zuerst untersucht der Term : guíente investigaremos primeramente el término :

wo wieder e = Cj nt mit vom 1. Grade in c', e", 
etc.; ferner ist

donde es de nuevo e = tq. /zZ, siendo ¿q de Ier grado 
en c', e", etc.; además es :

Da R2ae und R2e mindestens vom o. Grade, also Ya que R2ac y R2e son por lo menos de grado o, 
Hauptterme sein können, ist zuerst zu setzen : pudiendo ser, por tanto, términos principales, pon­

dremos en primer lugar :

Folglich wird enlsprechend : De donde resulta :



A. Wilkens, £a aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias g3

also muß R1££ sich ergeben mi liéis y por consiguiente IV££ se obtiene de

IV — k2 L Do eos (/ — ói'),

sodaß : luego :

s (Ps («3)) = j , +°fw)2 j G"°a ~ 0 — Co (a") ' e'e¡ sin (ó' - íó) (n/)2

I
w eitere Glieder 2. Grades sind hier nicht vor- Como no existen más términos de 2° grado, pasa - 

banden, weshalb wir zum 2. Term von p (/2) über- remos a tratar el 20 término de p (l2) : 
gehen:

P (^2) ~ -22<o • wl> (*^)

wo oh = G>1 nt und ¿q in erster Näherung linear in donde = — nt y ¿q es en primera aproximación 
e e

e, ef, etc,; ferner ist lineal en e, e', etc.; además es :

= ...+ ^4,+
K 2K|/u \ 4 /

Folglich sind R2«¿¡j und R2e¿5 in den Termen niedrig- Por tanto hay que sacar R2«^ y de los términos 
sten Grades zugleich zu entnehmen aus de grado más bajo, a saber, de :

sodaß unter Potenzentwickelung nach e das Poisson- de modo que, desarrollando en serie de potencias 
Glied entsteht : de e resulta :

Folglich ist in Bezug auf R’eg zu setzen : Por lo tanto, para calcular Rles, tomamos :

sodaß als einziger Term 2. Grades verbleibt : luego queda como único término de 20 grado :

Der folgende Term in p (l2) lautet dann : El siguiente término de p (G) es :

(3c)
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wo e\ = e\ nt und donde e\ — e\ nt y

Mithin sind nur die folgenden beiden Kombinatio­
nen in Bezug auf R1«^' möglich :

Por consiguiente, sólo son posibles las siguientes 
combinaciones para obtener R1^' •

sodaß

(a)

de modo que

folglich muß R1 hervorgehen ans : Por lo tanto R1 debe obtenerse de

sodaß de manera que :

Im Falle (ß) ist zwecks Ermittelung von R1«^ und En el caso (ß) pondremos para la deducción de R1««' 
Reed zu setzen : y R^e' •

(ß)

sodaß der Poisson-Term lautet : de tal modo que el término de Poisson es :

Mithin ist RLc zu entnehmen aus : Luego sacando R1SS de :

sodaß alsdann : resulta :



A. W ilkens, La aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias 9^

Weitere Glieder vom niedrigsten Grade (2) sind 
nicht möglich, sodaß wir zu dem nächsten Term 
von (3) übergehen können :

No siendo posibles términos de grado más bajo
(2) podemos ocuparnos del próximo de (3) a saber :

wo donde

(3d)

I

' Setzen wir, da mindestens vom 1. Grade,
zuerst und als einziges Glied dieses Grades :

Ahora bien, ya que e12ö' es por lo menos de ier 
grado, escribiremos como término único de este 
grado :

O)

so wird : de donde :

und deshalb in Bezug auf R’ee: y por tanto se debe calcular R‘££ de :

also luego

Setzt man weiter in £12w' ein Glied 2. Grades in 
R1 an, so ist nur ein einziger Term möglich :

Si introducimos en el2<o' el siguiente término de
2° grado de R1, único posible :

sodaß :

(3)

resulta :

Folglich muß in Bezug auf 1V££ gewählt werden : Por consiguiente debemos elegir para obtener 1V££ :
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IV = /;2A; cos - /),

sodaß der Säkularteil de manera que la parte secular :

Gehen wir nun zum nächsten Term von p (/2) Si procedemos ahora a tratar el próximo término 
über, so erhalten wir: dep(/2), tendremos :

/)(4) = e22<!" .e"i, (3e)

wo e'\ = e'\n"t mit e"j vom i. Grade in e', e'", etc., donde e'\ — e"1n"l, y e", es de i“r grado en e', e", 
und etc., y

Substituieren wir in Bezug auf R2ae" das Glied 1. Si lomamos, ahora, para calcular R2ae", el termino
Grades : de Ier grado :

R- = k2 — Do (a") cos (/ — ó"),

so wird zuerst : resulta :

Folglich ergibt sich R1 aus

iv = - c0 cos (/ -

sodaß folglich das Säkularglied resultiert :

s (/}3 («3)) = 7 « — Ooa («") 1 Coe sin (w 
l\ n

W eitere Glieder 2. Grades sind nicht vorhanden 
und der Term e . R2egn in e22e" führt zu Gliedern 
vom mindestens Z|. Grade. Deshalb gehen wir zum 
vorletzten Term von p(/2) über :

p (/2) = e22o)" .

Por consiguiente se obtiene IV de :

) + — Do eos (/ — c</)

de manera que resulta el término secular :

w") + 1),/ sin (<7/ — ó") j —Ll— („A2

No existen más términos de 2° grado y el término 
e . R2ec" de i22c" conduce a términos de 4" grado por 
lo menos. Por eso trataremos el penúltimo término 
de p (/2) :

wo n"two
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und ¿o/' linear in e', e'", etc., beginnt, u. y ñ'\ empieza con términos lineales en e', e'", etc., y

(3/)

Mithin folgt R2îiôs" im niedrigsten Grade aus: Por eso resulta R2«^", 
de :

en el caso de menor grado

I

sodaß de manera que

mithin muß sein : por eso debe ser :

sodaß : luego :

nicht auf, daWeitere Glieder 2. Grades treten 
die aus dem 2. Term in e22«" folgenden Glieder 
mindestens vom Grade werden.

Das letzte Glied von p (/2) lautet schließlich :

No aparecen otros términos de 2o grado ya que 
los que residían del 2o término de £22<í>" son por lo 
menos de 4o grado.

Finalmente el último término de p (/2) originado 
en p2 es:

(3<¡0

hervorgegangen aus p2. Dabei hat a2 dieselbe Re- 
deutuug wie oben im Falle (i), sodaß die Integrale 
P (p(a2)) direkt von dort entnommen werden kön­
nen. Folglich erhält man nach Berücksichtigung 
des Faktors von a2 in (37) und Integration im Falle 
des Termes niedrigsten Grades nach (ia) :

En este caso a2 tiene el mismo significado que en el 
caso (i), de manera que las integrales P (p (a2)) se 
pueden obtener directamente de allí. Por consi­
guiente, se obtiene, considerando el factor de a2 
en (óg) e integrando en el caso del término de grado 
más bajo según (iu) :

folglich ist IV££ zu entnehmen aus : por consiguiente debemos sacar Rl££ de :
7
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sodaß dann nach (3) : de manera que según (3):

Weitere Terme 2. Grades sind nicht vorhanden.
Das nächste Glied von a2 folgt aus (i&), sodaß :

No existen más términos de 20 grado. El próximo 
término de a2 signe de (16), luego :

(ß)

folglich ergibt sich R’££ aus : por consiguiente R1££ se obtiene de :

sodaß sich nach (3) ergibt : de manera que resulta por (3) :

Infolge Mangels weiterer Gliedes 2. Grades folgt A falta de otros términos de 2° grado sigue ahora 
jetzt weiter nach (ic), Fall (7.): por (ic), caso (a) :

Also muß in Rezug auf R1^ gewählt werden :

sodaß folglich : luego :

Zum Falle (ß) von (ic) übergehend ergibt sich ; Pasando al caso (ß) de (ic) resulta :

0)

Mithin Muß 1V££ abgeleitet werden aus : Por tanto debemos deducir Rl££ de :

Por consiguiente debe obtenerse R1££, de :
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sodaß :

Da dieser Term der einzige vom 2. Grade ist, 
gehen wir nun zu (m), Fall (a) über, wonach sich 
das Poisson-Glied ergibt :

2 L2 1 (¿‘ — 1) nn'

folglich ergibt sich B’££ aus :

R1 = k2 j - eCi cos \il' — (i — l — 
[ 2

A a que este término es el tínico de 2° grado, con­
sideraremos ahora el (id) caso (a), de donde resulta 
el término de Poisson :

por consiguiente IU££ debe deducirse de :

ó] 4- - c'Di cos [il' — (i — 1) l —

weshalb als Säkularierm folgt : de manera que

Als 2. Möglichkeit folgt nach (ß) von (ifz) : Una segunda posibilidad resulta del (ß) de (id) :

sodaß

zu setzen ist und somit :

luego

R1 — Z4A ¿ cos i (l' — l)

y por tanto :

In Bezug auf den nächsten Term auf Grund von 
(ic) gilt dieselbe Bemerkung wie unter (1 c); folglich 
ist der entsprechende P-Term direkt aus (7)211 ent 
nehmen, wenn i = o gesetzt und ni', a', e', ..., mit 
in", a", e", vertauscht werden, sodaß :

Gon referencia al próximo término (ic), vale la 
misma observación (pie en (ic) ; hay (pie sacar por 
tanto el término correspondiente de Poisson direc­
tamente de (y), poniendo i = o y permutando m', 
a', e', ..., con ni", a", e", ... de modo que :



too OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

mithin folgt :

sodaß :

luego resulta : 

y además :

Der nächste Term folgt aus (iy) und bedingt in 
p (n2) von (irf) dieselben Vertauschungen wie im 
vorhergegangenen Falle nebst Substitution i = o, 
sodaß folglich :

El próximo término sigue de (iy) y exige efectuar 
en p (n2) de (i^) las mismas permutaciones que en 
el caso precedente, y poner ¿ = o, de manera que :

(o)

mithin ist R1££ zu entnehmen aus : por consiguiente debemos sacar 1V££ de :

sodaß : de modo que :

W eiter gehen wir nun zum nächsten Term un­
serer Hauptgruppe über, wonach :

Si pasamos ahora al próximo término de nuestro 
grupo principal, obtendremos:

(O

wobei donde

Alsdann ist also der i. Fall : Entonces, el primer caso es :

(4«)

wo Cj = Cj nt. donde ¿y = ex nt.
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Die Ableitungen Re2 und Rce2 setzen in R2 den i. 
resp. 2. Grad voraus, sodaß zuerst :

Las derivadas R2e y R2ee presuponen que R2 sea, 
respectivamente, de i° y 2o grado de modo que en 
primer lugar es :

und folglich : y por consiguiente :
1

0)

sodaß der Faktor R1^ = Gos-Reihe nur aus speziel- luego el factor Rl£(?) = serie de cosenos sólo puede 
len Termen 3. Grades entnommen werden muß d.h. lograrse de términos especiales de 3er grado, es de­

cir, de

Dann wird Entonces, resulta:

Das 2. Glied mit dem Pol e = o muß sich weghe­
ben und zwar in diesem Falle gegen einen entspre­
chenden Term in]913(u3), Fall (6').

Eine Vertauschung von R1 mit R2 und umgekehrt 
im Unterfalle (a) bringt ebenfalls Terme 2. Grades 
hervor, sodaß wir demetsprechend setzen :

El 2o término con el polo e = o debe eliminarse, en 
el caso presente, con el término respectivo dep13 (a3), 
caso (//)•

Una permutación de R1 con R2, y recíprocamente, 
en el subcaso (a), origina también términos de 2o 
grado ; por consiguiente, escribiremos :

(ß)

sodaß RUw eine Gos-Reihe ist, während p (w2) = 
/cos A, alsop(G)2) —- t sin A in Bezug aufdenPois- 
son-Term, sodaß Terme der Form cos (/ — w) in 
R2 wirkungslos und deshalb von vorneweg zu ver­
nachlässigen sind. Folglich 
auf:

bleibt R2 beschränkt

de manera que IU£¿ es una serie de cosenos, mien­
tras que es : p (¿Ó2) = t. cos A, de donde, refirién­
donos al término de Poisson, p (¿52) = t. sen A, ya 
que se pueden despreciar de antemano los términos 
de la forma cos (/ — ó) de R2, pues no vienen al 
caso. Luego R2 queda limitado a :
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Bildet man dann die Parenthese in p (a>2), so findet Si se forma entonces el paréntesis de p (w2) se halla 
man den Ausdruck, frei von den Termen in Ko la expresión siguiente, libre de términos en Ko 
und Lo : y Lo :

T z I é/^2
R"ee — —-------- R2e = — — &2 (I + e~) .   M"o COS [l — 2fj)" + í))

e (i - e2) b e

sodaß luego

I Ä’2 I I — ß2 —
r (P («2)) = - s K ----Ü + e2) ~ M"o«¡z sin - 2«" + ü)

0 K \a e

Unter Verwendung des schon fixierten Ausdruckes 
für R1 zur Ableitung von R1^ folgt dann :

Empleando la expresión ya fijada de R1, para la de­
ducción de R1£(s resulta, pues :

Dieses mit dem Pol e = o behaftete Glied hebt sich 
gegen den entsprechenden Term in p13 (n3), Fall (a') 
im letzten Term der dortigen Klammer fort. Hätte 
man in dem Ausdruck für P (p (w2)) den in dem 
Factor

Este término afectado por el polo e = o se elimina 
con el término correspondiente dep13(n3), caso (a'), 
último término del paréntesis. Si hubiéramos con­
siderado, en la expresión de P (p (co2)), el término 
en e2 que figura en el factor

auftretenden Term in e2 berücksichtigt, so wären in 
p4(n3) Terme 4- Grades erschienen.

Soll der Term R2ce in (4«), p (w2) von o verschie­
den sein, so ist zu setzen :

R2 = k2 ~ E"
4

sodaß hei Kombination mit dem anderen Term R2e 
in p (w2) bei Entwickelung des Nenners nach Poten­
zen von e2 folert

habrían aparecido en p4 (n3) términos de 4o grado.

Si el término R>e de p (w2), (4«) debe ser dis­
tinto de o, hay que poner :

COS (2/ 2—0)) (y)

de manera que por combinación con el otro término 
R2e, p (i7)2) resulta, desarrollando el denominador en 
serie de potencias de e2:

Ein analoger Term 2. Grades in e entsteht aber Pero un termino anälogo de 20 grado de e se forma 
schon in R2ce allein, wenn diese Ableitung aus ya en R2ee, si esta derivada se obtiene de un termino
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einem Terme Y Grades und zwar derselben Form 
cos (2/ — 2(7)) entnommen wird. Da alsdann die 
Funktion p (w2) nach (4a) vom 2. Grade wird, näm­
lich e . er, so wird p4 (u3) nach Entnahme des Fak­
tors R1^ aus dem Terme 2. Grades R1 = e . e' 
cos (2/ — w' — w) vom /¡. Grade, sodaß folglich 
der entstehende Term gegenüber dem Terme (a) 
(vom 2. Grade) zu vernachlässigen ist.

Wählen wir in R2 einen mit dem Faktor e . e" 
versehenen Term 2. Grades, sodaß R2ee = o, so 
kommt zuerst das folgende Glied in Frage :

R2 = F Go (a")
4

alsdann wird also :

de /¡° grado con argumento de la misma forma, o 
sea cos (2/—2¿5). Ya que entonces, la funciónp (ó2) 
es por (d«) de 20 grado, es decir, e . e4, resultará 
pt(a3) de á° grado, si se calcula previamente RCw 
del término de 2° grado : R*=e  . e'cos (2/—g/--Ój), 
de manera que el término producido es desprecia­
ble en comparación con el (a) (de 20 grado).

I 'I

Si elegimos en R2 un término de 2° grado con el 
factor e . e". resulta : R2ee — o, y debemos entonces 
considerar, en primer lugar, el término siguiente :

cos (2/ — ¿5" — ó);

resultando :

folglich ist IVew zu entnehmen aus : Por consiguiente Rl£¿, debe obtenerse de :

Alsdann lautet der entsprechende Säkularteil : luego la parte secular correspondiente se expresa así:

Es ergibt sich also ein den Pol e = o enthaltendes 
Glied, das sich gegen den korrespondierenden Term 
111 (c') weghebt. Sonst sind keine weiteren
regulären Glieder 2. Grades mehr vorhanden, wes­
halb wir nun zum nächsten Term übergehen :

Resulta, pues, un término que contiene el polo 
e = o y que se elimina con el término correspon­
diente p13 (a3), (c')- Como ya no quedan otros tér­
minos regulares de 2° grado, vamos a ocuparnos 
del próximo término :

(40

Para la deducción de R2£¿j, en el caso del término 
de grado más bajo, debemos escribir :

(a)

Zur Ableitung von R2£(o ist im Falle der Terme nie- 
dri gsten Grades zu setzen :
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so erhält man : se obtiene

io4

sodaß de manera que

por lo cual Rl£(o debe resultar de :weshalb Rhw zn folgern ist mittels :

Alsdann wird : Entonces se obtiene :

Dieses Polglied muß such wegheben und zwar gegen 
den korrespondierenden Term (a) inp13 (aä) 1. Glied.

Glieder 2. Grades unter Reibehaltung desselben 
R2, also auch des gleichen P (p (w2)) treten ein, 
wenn wir in Bezug auf R1^ die Glieder vom 3. 
Grade heranziehen, nämlich :

Este término con polo se eliminará con el término 
correspondiente (a) de ior término.

Conservando el mismo R2, es decir, el mismo 
p (p ( óig))} se obtendrán términos de 2o grado, si se 
aprovechan para calcular R1, los términos de 3er 
grado :

sodaß alsdann als Säkularglied erhalten wird : de manera que sigue como término secular :

sodaß das 2. und Glied der klammer einen Pol 
e = o besitzen, der aber durch die Kombination des 
obigen Ausdruckes mit dem entgegengesetzt glei­
chen Term in p13 (a3), Fall (y) in Wegfall kommt.

Entnimmt man weiter R2cä aus dem folgenden 
Term 2. Grades von

de modo que los términos 2o y 4 o del paréntesis po­
seen un polo e = o, pero se eliminan por combina­
ción de la expresión mencionada con el término 
igual, pero de signo contrario, de p13 (n3) caso (v).

Si se saca además, R2ed> del término siguiente 2° 
grado
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Folglich ist lV£f0 abzuleiten aus Por consiguiente, debemos deducir de :

sodaß wir alsdann den Säkularterm erhalten : de manera que se obtiene, como término secular :

Der letzte den Pol e = o enthaltende Term der 
Klammer hebt sich gegen den engegengesetzt-glei- 
chen 2. Term (e) von p13 (n3) fort.

Um weitere Glieder 2. Grades in s (p± (a3)) zu 
erhalten, sind noch die folgenden Terme 3. Grades 
in R2 zur Ableitung von R2eo zu berücksichtigen : 

El último término del paréntesis contiene el polo 
e = o y se elimina con el segundo término, igual 
pero de signo contrario (s) p13 (a3).

Para obtener otros términos de 2o grado en 
s(p4(a3)), debemos considerar todavía los siguien­
tes de 3ar grado de R2, para deducir R2eo •

Dann wird

(5)

Entonces resulta :

Folglich haben wir RU& zu entnehmen aus : Por consiguiente, tenemos que sacar Rhw de :

womit sich dann ergibt: de donde resulta :
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Der 3. und 4- Term des Klammerausdruckes mit 
dem Pol e = o heben sich gegen korrespondierende 
Terme in p13 (u3), Fall (ß) fort, 2. und 4- Glied.

Weiter ergibt sich als nächster Fall :

Los términos 3o y 4o del paréntesis, con el polo 
e = o, se eliminan con los términos correspon­
dientes de p13 (u3), caso (g) términos 2° y 4o-

El próximo caso que se presenta es:

wo e/ der Säkularteil e/ = c\ . n't und donde e\ es la parte secular e\ = e' n'l y

Wegen JUee' ist R1 mindestens vom 2. Grade und Para formar R1^ debe ser R1 al menos de 2° grado, 
zwar : es decir :

. €(if }
R1 = /l2 -y- b¿ eos [¿ (77 — /) — (±)7 + Cü] + -y~ F—i eos [i (77 — /) 4- w7 — w] (a)

Folglich ergibt sich als zugehöriger P-Term : Por consiguiente resulta como término de Poisson :

Folglich ergibt sich R1^ aus denselben Gliedern 
des obigen R1, indem die kreuzweisen Produkte 
aus Fj u. F_i zu den gesuchten konstanten Teilen 
führen, sodaß

Luego si RL*  se forma del mismo R1, las partes 
constantes buscadas resultan de los productos cru­
zados de F¿ por F_i, de manera que :

Von den Termen 2. Grades in IV verbleibt dann De los términos de 2° grado de IV queda todavía, 
nur noch der folgende zur Ableitung von lVee/ : para la deducción de IVeeS el siguiente :

(ß)

sodaß de modo que :

Also ist Rle¿ zu entnehmen aus : Por lo lauto hay que sacar Rl£fo de:
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womit dann folgt: resultando entonces :

Schließlich liefern noch die Glieder 3. Grades einen 
Beitrag zu Rhc', nämlich:

Finalmente de los términos de 3er grado sólo pue­
den aprovecharse para obtener lVt>e' los siguientes :

sodaß als P-Term folgt : de manera que el término de Poisson resulta :

Por consiguiente, hay que sacar Rl£& de :Also ist IV su entnehmen aus:

womit dann als Säkularterm folgt : obteniéndose como término secular :

Weitere Glieder 2. Grades existieren nicht, des­
halb gehen wir über zu dem Falle :

Ya (pie no existen más términos de 20 grado, po­
demos pasar al caso siguiente :

/) (ü)2) = wGw' • a)\

mit dem Säkularglied ¿50 = — . n't, und wobei 
e'

con el término secular ó/ = . n't y donde

Da die Ableitung IVew' in IV Glieder 2. Grades in 
e und e' zugleich voraussetzt, setzen wir zuerst :

Ya la derivada Rhd>' debe formarse de términos de 
IV de 2o grado en e y e', pondremos en primer lugar :
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sodaß als P-Term sich ergibt : de manera que resulta como término de Poisson :

Deshalb folgt dann R1^ aus derselben Funktion IV 
wie oben, sodaß schließlich lolgt:

Por consiguiente R1e¿5 debe deducirse de la misma 
función IV. resultando finalmente :

W eitere Glieder 2. Grades ergeben sich noch aus Se obtendrán otros términos de 20 grado conside- 
dem folgenden Term 2. Grades von R1 : rando el siguiente término de 2° grado de R1 :

(ß)

sodaß : de donde :

Folglich ergibt sich R1£¿) aus den folgenden beiden Por consiguiente, R1^ debe obtenerse de los dos 
Termen zugleich : términos siguientes :

sodaß de modo que

Schließlich liefern auch die Glieder 3. Grades 
einen Beitrag, wenn in Bezug auf RGw' gesetzt wird :

Finalmente también de los términos de 3er grado 
se obtiene una contribución si ponemos para calcu­
lar R^ío' •

sodaß de manera que :
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Mithin ist FUeo) abzuleiten mittels : Por consiguiente, hay que deducir IU£¿ de :

sodaß : de modo que :

womit die Glieder 2. Grades erschöpft sind. Des­
halb folgt nunmehr der Fall :

con
En consecuencia sigue ahora el caso :

lo cual hemos agotado los términos de 2° grado.

und

Da R2ee" in P (p (¿o2)) zu einem Term der Form 
t . sin A führt, während der Faktor IU£fo eine Gos- 
Reihe darstellt, ist in Bezug auf R2ee" nur eine Wahl 
innerhalb der Terme 2. Grades möglich, nämlich :

R2 = /? Go (a")

sodaß folglich :

p (P = g K Go

Mithin ist R1^ abzuleiten aus :

c2
IV = Id - E(

4

sodaß :

/ / w 1 ö -
S (/h («V) =----- 7- Cl 7--------- •4 v 16 (1 + m)~

Ferner liefern die folgenden Glieder 3. Grades 
von R2 einen Hei trag :

\ a que R2ee" produce en P (p (co2)) un término de la 
forma t. sen A, y el factor R1£o) es una serie de cose­
nos, la única elección posible dentro de los términos 
de 2° grado, para el cálenlo de R2ee" es ésta :

eos [2/ — ó" - ó], (a)

de manera que :

/?" e "
(a")----- — t sin | 2/ — ó" — 6)1

n e

Por consiguiente, hay que deducir IV de :

COS (2/ — 2(7))

de modo que :

— E0G0 (a") ee" sin (&" — w) (/z¿)2.

Hay que considerar además, los siguientes térmi­
nos de 3er grado de R2:
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(ß)

sodaß luego :

Folglich haben wir R1^;, abzuleiten aus : Por consiguiente, tenemos que deducir R1^ de :

sodaß : de manera (pie :

womit alle Terme dieses Falles erschöpft sind. Des­
halb folgt nunmehr der Fall :

Con lo cual hemos agotado todos los términos de
Por tanto consideremos ahora el casoeste caso, 

siguiente :

P (w2) = (V)
-*//

wo säkular : g/'j = -—-n"t, und ferner : 
e"

donde g)"j —1 n"t, es secular y además : 
e"

Auch in diesem Falle sind die Glieder 2. und 3.
Grades in R2 zu berücksichtigen, zuerst mittels

También en este caso hay que considerar los tér­
minos de 2° y 3er grado de R2, tomando primera­
mente :

(*)

Deshalb wird :

also folgt R1^ aus :

de donde resulta : 

y, por consiguiente R1^ resulta de:
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Mithin folgt als Säkularbeitrag :

In Bezug auf die Terme 3. Grades sind nur zu 
berücksichtigen :

Con referencia a los términos de 3er errado sólo debe- O
mos considerar :

(?)

Folglich wird de donde resulta :

Mithin ist R.1^ zu entnehmen aus :

sodaß der Säkularbeitrag:

Por consiguiente vamos a sacar IV£¿5 de :

de manera que el aporte secular será :

Damit sind alle Terme des Ilauptterms p4 (u3) erle- Con esto quedan agolados todos los términos de 
digt, sodaß nunmehr überzugehen ist auf: p{ (n3) y podemos ahora ocuparnos de :

Da aber (flq)2 stets nur aus konstanten feilen und 
periodischen Gliedern zusammengesetzt ist, so auch 
p5 (as), sodaß wir infolge des Fehlens säkularer Glie­
der sogleich zum nächsten Term :

Pero puesto que (u4)2 sólo consta de partes constan­
tes y términos periódicos, lo mismo sucede con 
p5 (u3), de manera que no resultarán términos secu­
lares y podemos pasar inmediatamente al próximo
caso :

formándose la contribución secular :
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Pe (aä) = | R1«e (el)2 (6)

übergehen können.
Sind s (q) die säkularen und p (q) die periodi- Si s (e^ y p (q) son, respectivamente, los térmi- 

schen Glieder von rq, so vermag in nos seculares y periódicos de eY, resulta del des­
arrollo :

(«i)2 = fs (e,)]2 + [p (e,)]2 + 2S (e,) p (e,)

nur das letzte gemischt -säkulare Glied 2. s (e^ . 
p (ej zu den für unsere Zwecke notwendigen Pois- 
son-Gliedern zu führen, wenn der periodische Fak­
tor rVeee von pG (a3) noch hinzugefügt w ird. Dabei 
fixiert hier, wie bisher immer, der Faktor s (¿q) die 
Gesamtheit der Säkularstörungen aller störenden 
Körper, während der andere Faktor p die perio­
dischen Störungen nur durch Saturn, Uranus etc. 
unter Ausschluß des schon zu Beginn unserer Unter­
suchung berücksichtigten Jupiter enthält, sodaß 
R = R2 resp. R3 etc., zu setzen ist.

Da nun der Faktor RUee Glieder mindestens vom 
2. Grade in R1 voraussetzt, so ist in diesem Falle 
auch in p (ex) die Störungsfunktion R-vom mindes­
tens 2. Grade. Deshalb ist zuerst und zwar als ein­
ziger Term von R1 zu wählen :

que sólo el último término, secular-mixto, multi­
plicado por el factor periódico RUee, puede produ­
cir en pG (u3) un término de Poisson que interese a 
nuestro fin. Como siempre, el factor s‘(<q) contiene 
la suma de las perturbaciones seculares producidos 
por todos los cuerpos, mientras que el otro factor 
píe-t), contiene las perturbaciones periódicas pro­
ducidas por Saturno, Urano, etc., excluyendo Jú­
piter ya considerado precedentemente; y se debe 
poner R = R2, R = R3, etc.

a que, ahora, el factor R\ee presupone términos 
de 2o grado por lo menos de Rl, también deberá ser 
la función perturbadora R2, en este caso, de 2o grado 
al menos, para obtener p (¿q). Por lo tanto, hay que 
elegir en primer lugar y como único término :

(a)

Po r eso hay que elegir primeramente enFolglich ist in :

zur Ableitung von R2¿ zuerst zu wählen :

sodaß mit Rücksicht auf s (q) = er . nt: de modo que, considerando s (q) = tq . nt resulta :

para deducir R3¿ :
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Folglich
f'ñ
T •Rl-:

ergibt das Produkt mit dem Faktor Por consiguiente, se obtiene, multiplicando por

IV
k

Das 2. Glied in p (ej : e . R%, führt zu Termen vom 
mindestens V Grade, ist deshalb also zu vernach­
lässigen.

Wählt man weiter IV vom 3. Grade, so kommen 
wegen der Form der Funktion R1^ und da p (q) 
eine Cos-Reihe ist, 
Frage :

nur die folgenden Terme in

El 2o término de p (ct) : e . R2£ produce términos de 
á° grado por lo menos, y puede despreciarse.

Si se escoge, además, R1 de 3er grado, hay que 
considerar, debido a la forma de la función lV£ee y 
al hecho de que p (q) es una serie de cosenos, sólo 
los términos siguientes:

(3)

de modo que :

und deshalb : y por lo tanto :

Folglich wird auf Grund von IV : Por consiguiente, basándonos en IV obtendremos :

Der nächste Hauptterm in a3 lautet :

(7)

fällt aber fort, weil in (/r)2 keine Poisson-Glieder 
möglich sind, sodaß wir sogleich aid den nächsten 
Term übergehen können :

y no interesa porque en (/J2 no son posibles térmi­
nos de Poisson. Luego podemos pasar ya al próxi­
mo término :

(8)
8

sodaß folglich

El proximo termino principal de d3 es :
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wo analog zum vorhergegangenen Falle p6 (a3) mit donde análogamente al caso precedente de p0 (a3) 
(ej2 als Faktor, der für unsere Zwecke brauchbare con (e^2 como factor, la parte de (ó1)2que nos inte- 
Teit von (wj2 zu reduzieren ist auf: resa, debe reducirse a :

(Wi)2 = 2p (wj . S (üh),

wobei s (wx) = — nt und
c

P (ih) =

wo in R2 der periodische Teil zu substituieren ist.
Da IVetow wie auchp(c7)1) Sinus-Reihen sind, so 

dürfen R1 wie R2 aus denselben Gliedern von R ent­
nommen werden. Ist also zuerst :

donde s (¿h) = — /?/,
e

K [/& e

y R2 debe sustituirse por la parte periódica.
Ya que R1*̂  y p son series de senos, R1 y 

R2 pueden sacarse de los mismos términos de R. 
Es, pues, en primer lugar :

so wird der P-Term von (üb)2: de donde el término P de (ó1)2 será

folglich wird, wenn dementsprechend y poniendo correspondientemente :

gesetzt wird, erhalten : se obtendrá :

Dieser Ausdruck ist also mit einem Pole e = o 
behaftet und liebt sieb deswegen gegen den analo­
gen Term in p2 (u3), Fall (26) (a) weg.

Entnehmen wir jetzt p (¿jj) aus den Termen 2. 
Grades von R2, so ergibt sich der Fall :

Esta expresión contiene el polo e = o y se elimi­
na con el término análogo de p2(«3), caso (26), (a).

Sacando ahora p de los términos de 20 grado 
de R2 resulta el caso :

(3)
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Damit erhält man dann Con esto se obtiene :

Folglich ist Rbfoo) ans dem zu R2 analogen Ausdruck Por tanto hay que sacar R1*̂  de la expresión de R1 
von R1 zu entnehmen : análoga a R2: 

de manera que :sodaß

Auch hier ergibt sich ein Glied mit einem Pol und 
zwar im V Gliede des Klammerausdruckes, es liebt 
sich aber gegen den korrespondierenden Term (e) 
in p2 (a3) weg.

Schließlich ergibt auch die Verwendung der Glie­
der 3. Grades noch brauchbare Terme 2. Grades in 
p8(a3), und zwar sowohl bei Verwendung in R1 wie 
in R2. Zuerst ist im Falle

También aquí resulta un término con un polo, a 
saber, el á° del paréntesis, pero se elimina con el 
término correspondiente de p2(a3).

Finalmente, empleando los términos de R1 y R2 
de 3er grado, se pueden formar en p8(í?3) términos 
aptos de 20 grado. Primeramente tenemos el caso :

(7)

Folglich ergibt sich der Poisson-Term : Luego resulta el término de Poisson :

Mithin ist dann R^^w zu entnehmen Por lo tanto, se debe sacar R^û de :aus :
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sodaß de modo que :

Die einen Pol e = o enthaltenden Glieder in No 
und Mo der Klammer heben sich gegen die korre­
spondierenden Glieder (3) vonp2(u3) fort.

Setzen wir in Bezug auf die Glieder 3. Grades 
zur Ableitung von Rhw*  •

Los términos en No y Mo del paréntesis contienen 
un polo e = o, pero se eliminan con los términos 
correspondientes (o) de p2(a3)-

Consideremos ahora para la deducción de 
los siguientes términos de 3er grado :

El por otra parte :

(5)

andererseits aber

sodaß : de modo que :

so wird schließlich : Resulta, pues, final mente :

Das 2. und das letzte Glied der Klammer enthalten 
den Pol e = o, und heben sieb gegen die analogen 
Terme in p2(a3) (26), Eall (£) weg. Damit sind alle 
Terme von (n3) erledigt.

Der nächste Term der llanptgruppe lautet nun : 

Los términos 2° y último del paréntesis contienen 
el polo e = o, y se eliminan con los términos aná­
logos de p2 (a3), (26), caso (£). Con esto hemos ago­
lado lodos los términos de p8 (u3).

El próximo término del grupo principal es ahora :

(9)
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wobei ax aus R2 zu entnehmen ist und e} die Gesamt­
heit der Säkularstörungen fixiert.

l)a R'eae etnc Sinus-Reihe, aber eine Gos- 
Reihe, fixiert, so dürfen nur Glieder verschiedener 
Argumente in Bezug auf w und g7 kombiniert wer­
den, 11m die erforderlichen Poisson-Glieder zu erlan­
gen. Entnimmt man R^ae aus dem Term niedrig­
sten Grades, so muß, noch mit Rücksicht auf ¿ = 0, 
sein :

Folglich ist ¿q abzuleiten mittels :

sodaß 

donde ai debe sacarse de R2 y ex contiene la suma 
de las perturbaciones seculares.

A a que R’£ae es una serie de senos, y una serie 
de cosenos, hay que combinar solamente términos 
de argumentos distintos en ¿o yw', para obtener los 
términos de Poisson necesarios. Si se saca Rl£fte del 
término de grado más bajo y se considera que ¿ = o 
debe ser :

Luego hay que formar cq por medio de :

de modo que :

Mit Rücksicht auf das schon fixierte R1 wird dann : Si consideramos la expresión de R1 ya tijada se ob­
tiene :

womit schon alle Glieder 2. Grades erschöpft sind. y con esto hemos agotado todos los términos de 20 
Das nächste Hauptglied grado. El próximo término principal

führt wegen des Koeffizienten /1? der frei von Säku­
largliedern ist, nicht zu fermen in t~ in u3, weshalb 
wird zu dem weiteren Term 

übergehen. Hierin ist wieder für w1 die Säkularstö­
rung und für ax die aus R2 etc., folgende periodi­
sche Störung zu substituieren, unter Berücksicliti-

(10)

no produce términos en t2 en n3, porque el coefi­
ciente lx carece de términos seculares. Por consi­
guiente consideremos el próximo :

(u)

Aquí hay que substituir de nuevo ¿íq por la pertur­
bación secular, y oq por la perturbación periódica 
que resulta por R2, considerando que por el tactor 
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gung von z —o wegen des Faktors R1^. Da sowohl 
R^aci) wie a\ Cosinusreihen darstellen, sind in bei­
den Funktionen Glieder gleichen wie verschiedenen 
Argumentes in den Perihellängen zu benutzen.

Entnehmen wir R1^ zuerst aus dem einzig mög­
lichen Glicde i. Grades :

R1eaü) debe ser i — o. la que tanto R1^, como 
son series de cosenos se pueden utilizar términos de 
argumentos iguales o distintos en las longitudes de 
los perihelios.

Si sacamos IVgacó primero del único término 
posible de Ier grado :

so muß R2 zur Ermittelung von ar folgen aus :

sodaß :

Folglich wird dann : Luego resulta :

Im Einigen gibt es keine weiteren Glieder 2. Gra­
des.

Mithin liefert der nächste Hauptterm :

No hay, pues, más términos de 2° grado.

El próximo término principal es:

wo von den beiden Faktoren e{ und nur ¿q die 
erforderlichen Säkularterme enthält. Ferner ist hier 
zu beachten, daß

donde solamente el primero de los dos factores tq y 
contiene los términos seculares necesarios. Ade­

más hay que considerar aquí que :

Entnimmt man nun R1^ aus den Gliedern niedrig­
sten Grades von R1, also aus

Si se saca ahora Rl£C5 de los términos de grado más 
bajo de R1, es decir, de :

debe formarse R2 para obtener ar por medio de :

de modo que :
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so ist abzuleiten nur aus :

IV = k2 - D"o2

weil hier Glieder nur mit verschiedenem Argument 
in Bezug auf w und g/z kombinierbar sind. Wie 
man ersieht, übt dann der 2. Term der rechten 
Seile von l} keinen Einfluß aus, weil Re2 verschwin­
det; es müßten die Glieder 3. Grades von gleichen 
Argument in l und l' herangezogen werden, aber 
dann wird das entsprechende Glied in pl2 (a3) vom 

Grade, also hier hinfällig. Folglich erhält man 
im niedrigsten Grade :

e{ debe deducirse de :

eos (/ — ó"),

puesto que aquí sólo pueden combinarse términos 
con argumentos distintos en ¿5 y g/. Se observa enton­
ces que el 2° término del 20 miembro de Zj no ejerce 
ninguna influencia ya que Re2 se anula; se deberían 
considerar los términos de 3er grado del mismo argu­
mento en / y pero en tal caso resultaría el térmi­
no correspondiente pí2 (a3) de ó° grado, es decir, 
innecesario aquí. Por consiguiente, se obtiene, en 
los términos de grado más bajo :

Folglich muß 1V£C£ aus clem schon oben fixierten R1 
abgeleitet werden, womit dann erhalten wird :

Weitere Glieder 2. Grades treten hier nicht auf.
Deshalb kommen wir nun zu dem Ilaupttcrm :

wo sowohl er wie oh säkular sein küonen. Sind beide 
Faktoren zugleich säkular, so entsteht in p13 (a3) 
direkt ein Poisson-Terin, aber keine reine Säkular­
beschleunigung in Z2.

Es werde zuerst ¿¡q säkular angenommen, also

äq = — • nt. Substituieren wir dann :
e

R1 = /f2C0 -2

so ist REedi eine Cosinusreihe, ebenso wie der Aus­
druck für er, der hier mittels R2, etc., zu bilden ist, 
sodaß R2 zuerst zu entnehmmen ist aus :

Por lo tanto debe deducirse R1£C£ del R1 ya fijado, 
resultando :

Como no quedan más términos de 2o grado, pase­
mos ahora al principal :

(i3)

donde tanto eL como ¿h pueden ser seculares. Si 
ambos factores son seculares a la vez, se forma en 
p13(a3), directamente, un término de Poisson ; pero 
en cambio no se formará ninguna aceleración secu­
lar pura en ¿2.

Supongamos primeramente, óq secular, es decir

— 0)1. /zZ. Poniendo entonces :
1 e

eos (/ —ó), (*)

resultan Rbeá» y tq series de cosenos, debiéndose for­
mar er aquí por medio de R2, de modo que, prime­
ramente deduciremos R2 de ;
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Folglich wird auf Grund der Differentialgleichung Luego obtendremos, basándonos en la ecuación di­
ferencial :

erhalten : el producto :

Folglich wird endlich : Por consiguiente resulta :

Dieser Ausdruck enthält den Pol e = o, und zwar 
im i. Gliede der Klammer, es findet aber ein Weg­
lieben dieses Gliedes gegen das analoge in p4(«3), 
Fall (46), (a) statt, während der 2. Term der Klam­
mer ein normales Glied 2. Grades ergibt.

Wir können nun R1^ mit demselben Ausdruck 
o. Grades wie im Falle (u) kombinieren mit Termen 
3. Grades in R2, sodaß mit Rücksicht auf R&2 in er 
gewählt werden darf:

Esta expresión contiene el polo e = o, en el pri­
mer término del paréntesis, que se elimina con el 
término análogo de p4(a3), caso (46), (a), mientras 
que el 2o término del paréntesis forma un término 
normal de 2o grado.

Podemos ahora combinar R1^ con la misma 
expresión de grado O que en el caso (a), tomando 
para calcular R2¿ de los siguientes términos de 
3er grado de R2:

Unter Ausschaltung des Termes eR2£ in aus Prescindiendo del término e . R£2 de elf que pro- 
dem Glieder 4- Grades in a3 hervorgehen würden, duciría términos de 4o grado en a3, resulta : 
folgt dann :

Folglich erhalten wir mit Rücksicht auf R^ew : Por lo tanto, obtendremos, considerando el factor 
ni - •seto •
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wo sich das 2. und Glied mit dem Pol e = o 
gegen korrespondierende Glieder von p4 (a3) weghe­
ben, in (4 6), (B).

Vertauscht man in (ß) die Ausdrücke für R1 und 
R2, so ergibt sich der Fall :

R2 = k2 G"o

kombiniert mit

donde los términos 20 y 4o con el polo e = o se eli­
minan con el término correspondiente de pv (a3), 
(4¿), (8).

Si permutamos en (¡3) las expresiones de R1 y R2, 
se forma el caso :

eos (/ - ü), (y)

combinado con

Folglich genügt c1wi demselben Ausdruck wie im 
Falle (a), wobei wir aber hier in (y) von der Mit­
nahme des aus cR2£ hervorgegangenen Gliedes abse­
hen können, da es zu Termen Grades Anlaß geben 
würde; mithin wird alsdann :

Por consiguiente er . ój4 satisface la misma expresión 
que en el caso (a); pero pudiéndose prescindir aquí 
de considerar el término eR£2, ya que originaría tér­
minos de 4o grado, resulta :

wo das 2. und 4- Glied den Pol e = o besitzen und 
sich neswegen gegen die analogen Terme in />4(a3), 
Fall (ß) fortheben.

Entnehmen wir jetzt Rl£C(1) aus den Termen 2. 
Grades von R1, so ist zuerst:

2° y 4° contienen el polo e = o 
se eliminan con los términos 
caso (ß).

donde los términos 
y por consiguiente 
análogos de p4 (n3),

Si sacamos ahora R1^ de los términos de 2° gra­
do de R1, resulta, en primer lugar:

(B)

sodaß folglich R2 entnommen werden muß aus : de modo que hay que sacar R2 de : 

Por eso resulta :

R‘ = /r^
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frei von Polen e = o.
Alsdann bleibt nur noch-ein Term 2. Grades in

R1 zur Verwendung für : 

sodaß R“ demselben Ausdrucke wie im Palle (0) 
genügen muß. Demnach folgt auch für das Produkt 
p (<q) s (wj derselbe Ausdruck wie in (0). Mit Rück­
sicht auf ded neuen Wert von R1 wird dann : 

carece de polos e = o.
Queda, pues, sólo un 

para el cálculo de R^ew, 
término de 2° grado de R1 
a saber :

(£) 

de manera que R2 debe satisfacer la misma expre­
sión que en el caso (B). Luego resulta también para 
el producto p s (0^) la misma expresión que en 
(0). Considerando el nuevo valor de R1 se obtiene 
entonces :

wobei das 2. Glied mit dem Pol e = o gegen das 
analoge Glied (4 6) (ß) von p± (a3) wegfällL. Zugleich 
sind alle Terme 2. Grades von p13 (a3) erledigt, so­
weit (7)x als säkular betrachtet wird.

Betrachten wir nun cq als säkular, sodaß alsdann 
Wj eine periodische Sinusreihe darstellt, während 
RLedi eine Cosinusreihe bleibt, so fallen alle Terme 
mit demselben Argument in w und <7/ für unsere 
Zwecke fort. Wählt man also im Kalle der Terme 
niedrigsten Grades

donde el 20 término con el polo e = o se elimina 
con el término análogo (4ó), (P) de p4(a3). Al mis­
mo tiempo se agotan todos los términos de 20 grado 
dep13(a3), si consideramos como secular.

Si consideramos ahora et secular, de manera que 
Wjl es una serie periódica de senos, mientras que 
RLC(ó es una serie de cosenos, todos los términos 
con el mismo argumento en w y ó' no vienen al 
caso. Eligiendo, pues, en el caso de términos de 
grado más bajo :

so ist R- zur Ableitung von óq nur aus den Termen sólo será posible deducir òq, de los términos siguien-
3. Grades möglich, und zwar nur den folgenden : les de 3er grado :

Dann wird zunächst Resulta entonces
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so daß folglich mit Rücksicht auf IV : de modo que, considerando la expresión de IV, se 
obtiene :

Das letzte mit einem Pole e = o behaftete Glied der 
Klammer fällt gegen das entsprechend engegenge- 
setzte Glied (/ja) (ß) von p.^aj) fort.

Ermitteln wir jetzt oq, an (a) anschießend, mit­
tels :

El último término del paréntesis con el polo e = o, 
se destruye con el correspondiente término (ha), 
(g) de (a3).

Si a partir de (a) deducimos ¿¡q por medio de :

(£>')

so folgt IVgeo, nur aus den folgenden Termen 3. se obtiene IV£eO sólo de los términos siguientes de 
Grades von IV : 3” grado de IV :

de donde en primer lugar resulla :Mihin wird zunächst :

also folglich : y por consiguiente :

Der 2. Term hebt sich wegen des Poles e — o 
gegen den entsprechenden Term (4«), (a) von /q (a3) 
fort.

Ermitteln wird jetzt IV £C^ aus den Termen 2.

El 2o término con el polo e = o se elimina con 
el término correspondiente (Zja), (a) de p^aj).

Si calculamos ahora Rl£e¿j por medio de los tér-
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Grades von R1, so ist hier zusammenfassend zu set- minos de 20 grado de R1, debemos poner :
zen :

(c')

Folglich muß dann ermittelt werden aus : Por consiguiente debe determinarse ój por medio de

R2 = k2 S * ee"G"0 cos (2/ — — &) + c,2E"0 cos (2/ — 2<o) p

dann wird : Luego resulta :

de modo que :

Der letzte Term, den Pol e = o enthaltend, hebt 
sich gegen den korrespondieren Term inp4 (a3) (/|«) 
(0) fort. Damit sind dann alle Terme 2. Grades 
erledigt, sodaß wir zum nächstend Hauptterm über­
gehen können:

El último término contiene el polo e = o y se eli­
mina con el correspondiente dep4(a3), (4<i), (0). 
Con esto se agotan todos los términos de 2° grado 
de manera que podemos pasar al próximo término 
principal :

(U)

wo nur gjj säkular sein kann und der Faktor von 
R2 abhängig ist. Da die Funktion R1^ stets den 
Faktor e enthält, ¿bj aber den Pol e = o besitzt, so 
verschwindet der Pol im Produkt, sodaß nur pol­
freie Terme entstehen. Die Störung lr folgt mittels

donde sólo puede ser secular y el factor/4 depen­
de de R2. Ya que la función Rl££(o contiene siempre 
el factor e y (Ó4 el polo e = o, únicamente se for­
marán términos libres de polos. La perturbación 
resulta por medio de:

Da R1££ù wie ll Sinusreihen sind, ist die Berück­
sichtigung auch gleicher Argumente in beiden Fak-

Ya que R1^ y son series de senos pueden con­
siderarse también iguales argumentos en los dos

sodaß folglich :
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toren zulässig. Dann ist, da von R2 abhängt, nur 
ein einziger i = o entsprechender 'Perm 2. Grades 
in p14 (u3) möglich ; man muß setzen : 

factores. Por depender /4 de R2, sólo es posible un 
único término de 2o grado en p14 (u3) correspondiente 
a i = o; se debe, pues, poner:

sodaß mithin das Produkt: de manera que :

Folglich ist R1^ zu entnehmen aus : Por lo tanto debe sacarse Rhew de :

sodaß der Säkularteil entsteht: de manera que:

Alle übrigen Glieder führen zu Termen /j. Grades.
Die von unserer Hauptgruppe noch verbleiben­

den Glieder : p15 (a3) bis p30 (a3) lassen sich leicht 
aus den oben schon abgeleiteten Termen ermitteln, 
da es sich bei diesen Termen nur um solche han­
delt, die allein aus der Variabilität des Koeffizienten 
|<z des Ausdruckes von a3 in Verbindung mit der 
Entwickelung von R'£ hervorgehen.

Zuerst ist zu betrachten :

Todos los demás conducen a términos de 4° grado.
Los términos que faltan todavía de nuestro grupo 

principal, a saber, p15(a3) hasta p20 (u3) se deducen 
fácilmente de los términos ya calculados, puesto 
([ue se trata de términos que sólo resultan de la 
variabilidad del coeficiente pz en la expresión de a3 
conjuntamente con el desarrollo de Rl.

Primeramente hay que considerar :

Este término se elimina de antemano, porque (at)2 
no contiene ningún término de Poisson.

El siguiente término principal es :

Dieser Term fällt von vorneweg fort, weil (öq)2 kein 
Poisson-Glied enthält.

Der folgende Ilauptterm ist:
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liier liefert a2 die erforderlichen Poissonglieder 
durch die mit den Faktoren und ¿51 versehenen 
Terme von a2. Das Endresultat folgt direkt aus dem 
Hauptterm (a3), indem, wie der Vergleich von 
Pi ; (n3) zeigt, nur die Differentiationen nach a zu 
unterdrückten und ferner (a8) durch za zu divi­
dieren ist. Demnach erhält man die folgenden ent­
sprechenden Terme, jetzt akzentuiert :

(in)'

(ic)' a

00'ß

(i d)' a

Wt

(iß)'

(i/)'

universidad nacional de LA PLATA

a2 produce aquí los términos de Poisson necesarios 
mediante los términos que contienen los factores et 
y <7)P El resultado final se logra directamente del 
término principal (a3), como resulta de la compa­
ración de p13 (fl3) con (a3) con solo prescindir de 
la derivación respecto de a y dividir pi (a3) por 2u. 
Se obtienen los siguientes términos correspondien­
tes, que distinguimos ahora por acentos

Der nächste Hauptterm ist dann : El próximo término principal

der sich von p9 (a3) ebenfalls nur durch die oben 
genannten Differenzen unterscheidet, sodaß man 
hier erhält:

que resulta de p9(a3), efectuando las operaciones 
mencionadas, nos permite escribir :

Der nächste Term p18 (a3) enthält keine säkularen El próximo término, p18(a3), no contiene términos
/¿-G lieder, sodaß wir sogleich übergehen auf: seculares en t2, de manera que pasaremos a :
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([9)

das entsprechende Säkularglied folgt unter Beach­
tung der schon fixierten Bedingungen aus pi} (a3), 
sodaß sich ergibt:

el término secular correspondiente resulta depn (a3) 
considerando las condiciones ya fijadas, de modo 
que :

Schließlich liefert das letzte Glied der Hauptgruppe : Finalmente, el último término del grupo principal :

keinen Beitrag zu den gesuchten Säkulartermen.

Hiermit ist die Behandlung der gesamten Haupt­
gruppe erledigt. Die parallele Hauptgruppe hierzu 
erhält man, indem man in allen Formeln der be­
handelten Gruppe von (i) bis (20), den o6erc/z Index 
1 mit 2 und umgekehrt vertauscht, d. h. indem man 
überall die Elemente m', a', e', ... mit m", a", e", ... 
vertauscht und umgekehrt; die Glieder mögen mit 
(1'), (2), etc., bezeichnet werden; so ist also

no aporta ninguna contribución a los términos secu­
lares buscados.

Con esto queda terminada la investigación de todo 
el grupo principal. El grupo principal paralelo se 
obtiene permutando en todas las fórmulas del grupo 
ya tratado desde (1) hasta (20) el índice superior 1 
con 2 e inversamente, es decir, reemplazando en to­
das partes los elementos ni', a,' e , ... por m", a", 
e", ... e inversamente ; designando estos términos 
con (1'), (2'), etc., se obtiene

dondewo

u. s. w. Die s-Glieder von a3 ergeben sich dann ent­
sprechend unmittelbar aus den obigen Resultaten.

Unsere nächste Aufgabe bestellt weiter darin, die 
Störungen der Elemente von Jupiter, Saturn, etc., 
anstatt bisher indirekt, nunmehr direkt in Röck sicht 
zu ziehen. Zu diesem Zweck ist die Formel für a3 
gemäß (5) auf die folgende Form zu erweitern :

Eos términos seculares de a3 residían entonces, de 
inmediato, de los resultados precedentes.

Nuestra próxima tarea consiste en considerar 
directamente, en lugar de indirectamente como 
hasta ahora, las perturbaciones de los elementos de 
Júpiter, Saturno, etc. Para este fin, hay que ampliar 
la fórmula referente a íi3 según (5) de la siguiente 
manera :
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Von diesen 34 Gliedern fällt die Mehrzahl für 
unser Ziel der Ermittelung der Säkularglieder in Z2 
fort; nur io-Glieder sind brauchbar, die durch Pa­
renthesen gekennzeichnet sind. Sämtliche Glieder 
enthalten wegen der Differentiation von R1 nach £ die 
Länge l. Dagegen sind alle Faktoren a\, e\, l\, und 
w/ frei von /, weil wir annehmen, daß die großen 
Planeten Jupiter, Saturn, etc., keine Störungen 
durch die kleinen Planeten oder die Erde erfahren, 
sodaß sie zumindest hier vernachlässigt werden dür­
fen. Infolgedessen können nur die Glieder einen 
Betrag liefern, in denen die von / abhängigen Fak­
toren er, /t, oder ¿h auftreten, wobei zugleich 
zur Entstehung der notwendigen Poissonglieder 
stets e/ oder ¿5/ als Faktoren auftreten müssen und 
von diesen der Säkularbetrag zu verwenden ist. Es 
sind e/ und g)/ die von allen anderen Planeten her­
vorgerufenen Säkularslörungen des Jupiter, wäh­
rend die Faktoren ar, eY, und ¿h die periodischen 
Störungen durch Jupiter, Saturn, etc., enthalten. 
Im ersteren Falle (Jupiter) durchläuft der Index i 
alle Werte < = o, + i, +2, etc., aberim 2. Falle 
(Saturn, etc.) ist immer 1 = o. In Bezug auf die

La mayoría de estos 34 términos no interesa a 
nuestro objeto, que es la investigación de los térmi­
nos seculares en Z2 y hemos destacado con paréntesis 
los diez términos utilizables. Todos los términos 
contienen la longitud / a causa de la derivación de 
R1 respecto de e ó l. Por el contrario todos los fac­
tores a/, e/, lrf y g)/ carecen de /, pues suponemos 
que los grandes planetas Júpiter, Saturno, etc., no 
sufren perturbaciones debidas a los asteroides o la 
Tierra, de modo que ellas, al menos aquí, pueden 
ser despreciadas. Por consiguiente sólo pueden pro­
ducir una contribución los términos dependientes 
de / en los cuales aparecen los factores aY, ely lx o i/, 
y para (pie se puedan producir los términos de Pois- 
son necesarios, deberán aparecer e/ y <5/ como fac­
tores. Los factores e/ y ó/ son las perturbaciones 
seculares de Júpiter producidas por todos los otros 
planetas, mientras que los factores aiy ¿q, y óq con­
tienen las perturbaciones periódicas por Júpiter, 
Saturno, etc. En el primer caso (Júpiter) el índice/ 
loma los valores / = o, + 1, +2, etc., pero en el 
2o caso (Saturno, etc.), es siempre i = o. Con refe­
rencia a los primeros cuatro términos en a2', e/, /./ 
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ersten \ Glieder in a'2, e'2,1'2 und g/2 ist speziell zu 
bemerken, daß diese Faktoren wohl Poisson-Glie- 
der enthalten, deren periodischer Teil aber von

... oder .... etc., abhängt, sodaß eine
Kombination zu einer Konstanten durch das Hinzu­
treten des stets von l abhängenden Faktors RAaq 
etc., nicht möglich ist. Ferner ist zu bemerken, daß 
alle io Glieder von Polen c = o und e' = o frei sind. 
Denn prinzipiell können solche Terme nur in den 
mit den Koeffizienten öq oder oder mit beiden 
behafteten Gliedern auftreten. Entsprechend dem 
Prinzip der Entwickelung der Störungsfunktion 
nach Taylors Theorem muß aber das Auftreten der 
genannten Faktoren stets von einer Differentiation 
von Rj nach g> oder w' oder beiden begleitet sein ; 
andererseits müssen dann gemäß den Eigenschaften 
der Störungsfuntion die Exzentrizitäten e oder e' oder 
beide als Faktoren auftreten, sodaß die in g)1 und 
oder <£>! • auftretenden Pole e = o und e' — o 
aufgehoben werden.

Tritt anstelle der gestörten Bahn des Jupiter die 
des Saturn, etc., so ist in den io Termen R1 durch 
R2, etc., und analog die Faktoren e\ und G/t durch 
e'\ und zu ersetzen. Dann erhält diese Parallel­
gruppe also die folgende Form :

y g>2' hay que observar especialmente que estos fac­
tores contienen términos de Poisson. cuyas partes 
periódicas dependen de... ó ... etc.
Luego no es posible formar una constante en el pro­
ducto por R1ea', pues R1ECt', depende siempre de /. 
Además, hay que observar que todos los 10 térmi­
nos carecen de polos e = o y e' = o; pues en prin­
cipio estos términos sólo pueden formarse en los 
productos afectados por los coeficientes ¿A o w/, ó 
por los dos. De acuerdo al desarrollo en serie de 
Tavlor de la función perturbadora los factores men­
cionados aparecen siempre acompañados de una de­
rivación de R1 respecto de w o ó' o de ambas ; por 
otra parte, las excentricidades eó e', o ambas deben 
aparecer según las propiedades de la función pertur­
badora, de modo que los polos e — o y e' = o que 
aparecen en y ¿5/ o en ó . 0/ se eliminen.

Si se sustituye la órbita perturbada de Júpiter 
por la de Saturno, hay que reemplazar en los diez 
términos R1 por R2, etc., y análogamente los facto­
res e/ y ó/ por e/' y ¿A". Entonces, este grupo pa­
ralelo obtiene la forma siguiente :

Dabei ist wieder für cq, tq, l{ und aq die Summe der 
periodischen Störungen durch Jupiter, Saturn, etc., 
zu substituieren, ebenso fiirc'A und ui'A die Summe 
der Säkularstörungen des Saturn durch alle übrigen 
großen Pia neten.

Gehen wir jetzt zur Behandlung des i. Gliedes 
unserer ersten Gruppe über, so ist (1) Rleaß' ale\ zu 
bilden, wobei wieder e\ = e\ n't sein muß und e\ 
ein Glied mindestens vom i. Grade in e", e'", etc., 

Hay (pie sustituir otra vez tq, e{, lr y ¿A por la suma 
de las perturbaciones periódicas por Júpiter, Sa­
turno, etc.; asimismo, e1" y ¿5/' por la suma de las 
perturbaciones seculares de Saturno debidas a todos 
los otros grandes planetas.

Si pasamos ahora a considerar el primer término 
de nuestro primor grupo debemos formar (i) RAae'- 
u1e1', donde e/ = e/ n't, y e/ es un término de Ier 
grado por lo menos en e", e'", etc. Ya que RA««' es 

9
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ist. Da R\«e' durch eine Sinus-, at aber durch eine 
Gos-Reihe dargestellt wird, so sind Glieder vom 
gleichen Winkelargument in beiden Faktoren aus­
zuschließen. Deshalb ist, wenn Rhae' in den Glie­
dern niedrigsten Grades auf Grund von

Die entsprechende periodische Störung zz1 durch Sa­
turn fordert, daß, weil Rj von l und ar aber von l 
und l" abhängt, das Glied mit z = o aufzusuchen 
ist. Ferner ist es jetzt nicht nur gestattet, sondern 
wegen des Grades des Gliedes notwendig, zu dem 
zur Ableitung von aY erforderlichen R2-Gliede : 

una serie de senos, y una serie de cosenos, que­
dan excluidos del producto de los dos factores los 
términos del mismo argumento angular. Por lo 
tanto, si deducimos Rhae' de los términos de grado 
más bajo, o sea de

La perturbación periódica correspondiente ar debi­
da a Saturno, exige elegir el término con z = o, ya 
que R1 depende de / y /' y tz1 depende de l y Z". 
Además para deducir ar no sólo es lícito sino tam­
bién necesario añadir al término siguiente de R- :

noch den folgenden Teil hinzuzufügen : la parte :

während bei ar durch Jupiter das zu D/ gehörige 
Argument: z7' — (z — i) Z — w' in R1 nicht zulässig 
war. Folglich lautet die Summe der periodischen 
Störungen durch Jupiter und Saturn : 

mientras que en ¿z1 (perturbación por Júpiter), el 
argumento del término con D¿ : il' — (z — i) l — ó' 
no era admisible en R1. Por consiguiente la suma 
de las perturbaciones periódicas originadas por Jú­
piter y Saturno es :

sodaß folglich im Produkt mit R^ae für die gesuchte de modo que la perturbación secular buscada se 
Säkularstörung geíunden wird : halla por medio del producto de ¿zl por Rle«e':

abgeleitet wird, die periodische Störung durch 
Jupiter zu bilden mittels :

debemos formar la perturbación periódica ar produ­
cida por Júpiter mediante la expresión :



A. Wilkens, La aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias 131

Der 2. unserer kritischen Teme hängt ab von der 
Funktion :

WO

und ó7! mindestens vom i. Grade. Die beiden an­
deren Faktoren sind beide Cosinus-Reihen, sodaß 
in den zugehörigen Störungsfunktionen auch Terme 
gleichen Argumentes zu berücksichtigen sind. Im 
Falle niedrigsten Grades von R1^' ist zu wählen :

El 2o de nuestros términos críticos depende de la 
función :

ó'i = — n't (2)
e'

es por lo menos de 1er grado. Los otros dos factores 
son series de cosenos, de modo que en las funciones 
perturbadoras correspondientes hay que considerar 
también términos del mismo argumento. En el caso 
de grado más bajo de RLCw' debe elegirse

folglich ist «j (Jupiter) zu ermitteln mittels :

R1 = k2 J Ci - cos \il' — (i — 1)1 — 
\ 2

In diesem Kal le ist R2 in Bezug auf die Ableitung 
von at (Sat.) aus dem zu R1 analogen Ausdruck zu 
bilden, nur unter Vertauschung von m', a', e', ... 
mit m", a", e", ... und Substitution i = o. Dann 
wird folglich in Bezug auf Jupiter und Saturn :

por lo tanto debemos sacar a{ (Júpiter) por medio de

. . i
¿o] + D¿ - eos [il' — (¿ — i) l — ó'] J

En este caso, para la deducción de (Saturno), for­
mamos R2 de la expresión análoga de R1, permu­
tando e', ... con ni", a", e", ... y poniendo
i = o. Entonces resulta, para Júpiter y Saturno :

und somit schließlich : y, tiualmente :
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Ferner ist R1^' auch aus Termen 2. Gracies von R1 
entnehmbar, sodaß

Además R1*̂'  puede lograrse de términos de 2° 
grado de R1, o sea

sodaß (Jup.) zu folgern ist mittels : de manera que a1 (Júpiter) resulta por medio de :

sodaß : luego:

Mithin ergibt sich dann : y por consiguiente, se obtiene :

ohne Hinzufügung von Gliedern, die aus ar (Sat.) 
hervorgehen könnten, weil ax (Sat.) für i = o ver­
schwindet.

W eitere Glieder 2. Grades in ci3 sind hier nicht 
vorhanden, deshalb gehen wir über zu : 

sin la intervención de términos que podrían resultar 
de (Saturno), puesto quecq (Saturno) desaparece 
para i = o.

Como no hay otros términos de 2° grado en a3 
pasamos a :

Recebe 1. (3)

Aus Gründen analog zu denen in den vorhergegan- Por motivos anälogos a los de loscasos precedentes 
genen Fällen ist dann IV^e' im Falle der Terme nie- hay que sacar R^ee', en el caso de terminos degra- 
drigsten Grades zu entnehmen aus : do mas bajo de :

nz>'

R> = F— ! Fi [(•(/' - Z) - <ö' + ö] + F_iCos[Z(Z' - /) +<ü'-ö], : (a)

Da er Ya que er

so ist folglich in Bezug auf q (Jup.) zu setzen : hay que poner para la deducción de e1 (Júpiter):

sodaß de modo que :
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In Bezug auf et (Sat.) sind in Verbindung mit den 
soeben genannten Gliedern bei den analogen Argu­
menten in der Länge : z (/' — /) keine Säkularteile 
in «3 möglich, weil bei dem notwendigen i = o die 
Größe e1 — t . const. = säkular, wird, während 
B1£ee/ — O.

Weiter ist R1^' dem folgenden Gliede 2. Grades 
zu entnehmen :

Si consideramos conjuntamente los términos ya 
mencionados con el argumento z (/' — /), con los 
argumentos análogos que corresponden a er (Satur­
no), no serán posibles partes seculares en a3, yaque 
por ser necesariamente i = o, resulta er — t. const. 
= secular, mientras que Rl£Ce' = o.

Además R1^' se debe sacar del siguiente término 
de 2o grado :

folglich ist dann e{ (Jup.) zu ermitteln aus : por consiguiente e} (Júpiter) se obtiene de :

wobei der Term e . IV£ in eA zum Wegfall kommt, 
da er zu Termen V Grades in cz3 führen würde ; also 
wird, noch mit Rücksicht auf den Anteil Saturns 
bei z = o :

donde el término e . Rl£ de e\ se elimina porque 
origina en u3 términos de 4° grado ; luego resulta, 
considerando la contribución de Saturno para i = o :

Schließlich führen noch die folgenden aus dem 3. Finalmente se originan aun términos de 2° grado en 
Grade von R1 sich ergebenden Terme zu Gliedern 2. f¿3, si R'£ee' se deduce de los siguientes términos de 
Grades in n3, zwecks Ableitung von R^ee'*.  3er grado de R1 :

Folglich ist dann das entsprechende q (Jup.) zu Por consiguiente, el valor correspondiente de eL 
entnehmen aus: (Júpiter) debe tomarse de :
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sodaß, wenn auch zugleich der bei i = o entstehen­
de Beitrag von Saturn berücksichtigt wird : 

de manera que, considerando la contribución de 
Saturno correspondiente ai = o, se obtiene:

Insgesamt wird folglich aus alien 3 Fällen (a), Por tanto se obtiene en total, de los 3 casos (a), 
(6) und (c) die Säkularstörung : (6) y (c) la perturbación secular :

Der 4- renn unserer Spezialgruppe ist abhängig 
von der Funktion :

El 4° término de nuestro grupo especial depende 
de la función :

Abgesehen von der Freiheilt dieses Produktes von 
Polen unterliegen die Argumente keinerlei Bes­
chränkung, weil die beiden ersten Faktoren von (4) 
Gos-Reihen sind. Da das Produkt R1£ed>' • <0'1 hei 
Ableitung des 1. Faktors aus Gliedern 3. Grades 
infolge der Ableitung nach e und der Neutralisie­
rung des Pules e' = o vom 2. Grade wird, so bleibt 
das gesamte Produkt (4) vom 2. Grade, wenn q 
wie R1ged>' aus den Termen desselben Argumentes 
in l und /' entnommen werden, nämlich :

A = il' - (i - ] 

wo gemäß den Eigenschaften der Störungsfunktion 
a 4- ß = — 1 sein muß.

So erhalten wir zur Ableitung von R1^' als er­
sten Fall :

R1 = k2 ' ~ F¡ cos [/ (/' - /)-£>' 4-
f 4

Si prescindimos del hecho de que este producto 
carece de polos, los argumentos 110 están sujetos a 
ninguna restricción, ya que los dos primeros facto­
res de (4) son series de cosenos. Si R1 se deduce de 
términos de 3er grado, resulta del 2° grado el pro­
ducto Rheo)' • w/, a causa de la derivación respecto 
de e y de la neutralización del polo er — o ; por tanto 
el producto total (4) resultará también de 20 grado, 
si c\ y R1^' se toman de los términos de igual argu­
mento en l y l', a saber :

) l 4- aó 4-

donde debe ser por las propiedades de la función 
perturbadora : a 4- ¡3 = — 1.

Por eso obtenemos, para deducir R^ed»', como 
primer caso :

w] + F_i cos [z (/' — /) 4- w' — ó] j (a)
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sodaß ct (Jup.) abzuleiten ist mittels der folgenden de manera que se debe deducir et (Júpiter) por me- 
Funktion dio de la función siguiente :

R1 — /c2 [F¿ eos [i (l' — /) — ¿5' + ¿5] + F_i eos [i (l' — /) 4- ¿5' — ¿5]] 4- A eos i (l' — |

Folglich wird : Luego resulta :

Periodische Störungen er (Saturn) aus Termen die­
ser Form liefern in Verbindung mit R1^«' keine 
Säkularstörungen in a3.

Das nächste brauchbare Glied von R1 zur Ablei­
tung des Faktors R1£eäj/ ist

Las perturbaciones periódicas er análogas a estas 
producidas por Saturno, no dan en a3 perturbacio­
nes seculares.

El próximo término útil de R1 para deducir el 
factor Rhew', es :

(b)

sodaß et (Jup.) abzuleiten ist aus : ele manera que (Júpiter) debe sacarse de : 

cle suerte que :sodaß

Schließlich sind indem Falle, wo die Glieder 3. 
Grades der Störungsfunktion herangezogen werden, 
um Rhew' zu ermitteln, allein die folgenden Glieder 
zu berücksichtigen :

Si consideramos finalmente, 
términos de 3er grado de la función perturbadora, 
sólo podemos tomar :

para deducir Rhew'

(c)

Also ist et (Jup.) dann nur zu folgern aus : Por lo tanto e¡ (Jupiter) se logra sólo de :



Tocios los demás términos de 2o grado o mayor 
producen términos de 4U grado en aó. Ya que

Alle anderer Glieder 2. und höheren Grades führen 
zu Termen 4- Grades in n3. Da
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womit man erhält: de donde se obtiene :

Die aus e1 (Sat.) sich ergebenden Terme folgen in 
den Fällen (6) und (c) bei Substitution i = o bei 
gleichzeitigem Übergänge von in', a', e', ... auf 111", 
a", e", ... in den au [gestellten Formeln. Alsdann 
erhält man insgesamt:

Los términos correspondientes a q (Saturno) se for­
man en los casos (6) y (c) poniendo ¿ = o y permu­
tando //?', a', e', ... con m", a", e", ... en las fórmulas 
establecidas. Entonces se obtiene, en suma :

El próximo término de nuestro grupo es pues :Der nächste Term unserer Gruppe lautet dann :

sodaß die nötigen Konstanten aus dem Produkt ei­
ner periodischen Sinus- mit einer Cosinus-Reihezu 
suchen sind, sodaß folglich Terme gleichen Argu­
mentes in den Störungsfunktionen ausgeschlossen 
sind.

Da R1 ££e' mindestens vom o. Grade, muß IV die 
folgenden Glieder enthalten, um Terme niedrigsten 
d. h. 2. Grades in a3 zu erlangen :

de manera que hay que buscar las constantes nece­
sarias en el producto de una serie de senos por una 
serie de cosenos, quedando excluidos de las funcio­
nes perturbadoras los términos del mismo argu­
mento.

A a que R1££e' es por lo menos de grado o, R1 debe 
contener los términos siguientes a fin de lograr los 
del grado más bajo en a.¿:
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wo

so ist lv wie auch abzuleiten mittels :

donde

hay que deducir y por medio de :

Hállase entonces :Man findet alsdann :

desFolglich erhält man unter Berücksichtigung 
Faktors R’££e', und ferner nach Ableitung des ent­
sprechenden Termes lY (Sat.) :

Por consiguiente se obtiene, considerando el factor 
R^ee' y deduciendo además el término correspon­
diente (Sat.):

Der nächste Term unserer Gruppe ist der folgende : El próximo término de nuestro grupo es el siguiente:

R^cSO)' • 1{Ó) 1 .

Da bei säkularem Verhalten des letzten Faktors die 
beiden ersten Faktoren Sinusreihen sind, sind Ter­
me gleichen Argumentes in ihnen zulässig. Der 
erste Faktor ist zuerst aus der folgenden Funktion 
zu bilden :

\ a que los dos primeros factores son series de senos 
y el último factor es secular, son admisibles en ellos 
términos del mismo argumento. El primer factor se 
forma, en primer lugar, de la función :
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während alle weiteren Glieder 2. und höheren Gra­
des nur zu Termen 4- und höheren Grades in n3 
führen können. Folglich sind dann l{ und px abzu­
leiten aus :

mientras que todos los demás términos de 2o grado 
o mayor solo pueden introducir en a3 términos de 
4o grado o mayor. Por consiguiente /t y px deben 
deducirse de

de modo que :sodag :

Folglich wird, nachdem auch /x (Sat.) gebildet wor­
den ist, mittels Substitution von i = o und Über­
ganges van m', a', e', ... auf m", a", e", ..., der 
folgende Ausdruck für a3 erhalten :

Por consiguiente, después de haber formado (Sat.) 
haciendo i = o y permutando ni', a', é, ... con ni", 
a", ¿", ..., resulta la siguiente expresión de n3 :
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Der nächste der Hauptterme ist : El próximo de los términos principales es :

R1£we' • i (7)

da der 1. Faktor durch eine Cos-, der 2. durch eine 
Sinusreihe dargestcllt wird, so sind in beiden gleiche 
Argumente ausgeschlossen. Folglich ist R£(;)e', da die 
zugehörige Funktion R1 wegen der Dilferentiation 
nach ó und e’ mindestens vom 2. Grade sein muß, 
zuerst zu entnehmen aus :

ya que el primer factor es una serie de cosenos y el 
2° una serie de senos, se excluyen de los dos facto­
res los argumentos iguales. Por lo tanto debemos 
obtener en primer lugar R£¿e', de la expresión si­
guiente, pues la función R1 correspondiente debe 
ser por lo menos de 20 grado a causa de la 
ción respecto de ¿5 y e':

deriva-

(a)

Folglich ist Gq aus dem folgenden R1 zu ermitteln : Por consiguiente deducimos Gq de :

sodaß sich für (q (Jup.) ergibt : de manera que resulta Gq (Júp.). :

auch möglich ist, daß das Produkt 
vom 1. Grade wird, wenn der 1. Faktor

Da es nun 
fPctöe' • üq 
aus Termen 3. Grades und Gq ans Termen 1. Gra­
des von R1 entnommen wird, unter Neutralisierung 
des Poles e = o, so sind von den Termen 3. Grades 
diese und nur diese zu berücksichtigen :

Ya que ahora es posible que el producto R1 
resulte 
saca de 
nos del 
e — o,
grado éstos y sólo estos términos :

eaSe1 • <'>i 
también de 1er grado, si el primer factor se 
los términos de 3er grado y <o1 de los térmi- 
1er grado de R1, con neutralización del polo 
debemos considerar de los términos de 3er

(b)

Folglich ergibt sich Gq mittels : Por consiguiente Gq resulta por medio de :
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sodaß

Fügen wir in den beiden Fallen (a) und (6) noch 
die Störung ¿q (Sat.) hinzu, durch Substitution von 
i = o in die entsprechenden Terme, so erhalten 
wir endlich :

Si añadimos además en. Jos dos casos (a) y (6) la 
perturbación ¿Tq (Sat.), haciendo i = o en los térmi­
nos correspondientes, obtendremos finalmente :

Der nächste Term der Hauptgruppe lautet : El próximo término del grupo principal es :

sowohl der 1. wie der 2. Faktor werden durch Si­
nusreihen dargestellt sodaß gleiche Winkelargu­
mente zulässig sind.

Da Rhoxi)' mindestens vom 2. Grade ist, beruht 
der 1. Fall auf der folgenden Zusammensetzung 
von R1 :

tanto el primer factor como el 20 son series de senos, 
de manera que son admisibles argumentos angula­
res iguales.

Ya que Rhwó)' es por lo menos de 2° grado, el 
primer caso se basa en la siguiente composición 
de R1 :

(u)

sodaß de modo que

zu ermitteln ist aus : se deduce de :

luego :
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sodaß luego :

In Bezug auf ¿h (Sat.) ist zu bemerken, daß das 
Produkt R1^ . <o1 infolge i = o in diesem Falle 
nur von den Funktionen Eo und Go abhängig wird.

Weiter folgen auch aus bestimmten Termen 3. 
Grades von R1 zur Ableitung von R1^,' brauchbare 
Teile von u3, wenn Gh aus dem in e linearen Term 

von R1 berechnet wird, sodaß R^««' vom 1. 
ee'

Grade, e . vom o. Grade und e'&\ vom 1. Grade 
werden. Man hat dementsprechend nur die folgen­
den Terme in R1 zur Ableitung von Rl£fow' zu be­
rücksichtigen :

Folglich ist zur Bestimmung von G^ zu wählen :

IV = /V - C; cos 1/7
2

sodaß

1 k2 /1 — e2 1 i
(•>1 = — . * —— G/ — ■2 K e

Alsdann erhält man aus den Termen («) und (6) 
zusammen, unter Einschluß von Gh (Sat.) :

Respecto de Gh (Sat.) hay que observar que el 
producto Rhóüw' • oh depende en este caso (porZ=o) 
solamente de las funciones Eo y Go.

Además resultan partes útiles de a3, si se deduce 
Rhíid)' de ciertos términos de 3er grado, y si se calcula 
u>i del término lineal en e de R1, de manera que sea

1
, * R^toá' de Ier grado, e . de grado oye', G^ 

de Ier grado. Por este motivo debemos considerar 
únicamente los siguientes términos de R1 para de­
ducir Rhóüw' :

Por consiguiente, para la determinación de G¡h, de­
bemos elegir :

— (¿ — 1) l — (7)|,

de manera que

¡n | il' — (/ — 1) / — Gj]
in' — (i — 1) . n

Entonces se obtiene por (a) y (6), incluyendo Gq 
(Sat.) :
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Weiter lautet der vorletzte Term unserer Gruppe: El término pemil timo de nuestro grupo es :

das Resultat ergibt sich aus dem entsprechenden 
Term (i) unserer Gruppe, da beide Funktionen sich 
nur durch die Differentiation nach a in (i) und 
den Divisor 2a in (9) unterscheiden. Die Beachtung 
dieser Unterschiede ergibt unmittelbar : 

el resultado se obtiene del término correspondiente 
(1) de nuestro grupo, ya que ambas funciones difie­
ren solamente en la derivación respecto de a en (1) 
y el divisor (‘¿a) en (9). Por la observación de estas 
diferencias resulta inmediatamente :

Schließlich lautet der letzte Term der Gruppe : Finalmente, el último término del grupo es:

(10)

Auch dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem 
analogen Term (2) unserer Gruppe nur durch die 
schon unter (9) erwähnten Operationen. Folglich 
erhält man in ähnlicher Weise :

También esta expresión se distingue del término 
análogo (2) de nuestro grupo sólo por las operacio­
nes ya mencionadas en (9). Por consiguiente, se 
obtiene de modo semejante :
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Hiermit sind alle Terme der Gruppe erledigt, sodaß 
nunmehr auch die Parallelgruppe unmittel har ableit­
bar ist, wenn Saturn mit Uranus, etc., vertauscht 
wird, zu welchem Zweck nur m", a", e", ... mit 
m'", a'", e'", ... zu vertauschen ist.

Eine weitere Hauptgruppe ergibt sich durch die 
Vertauschung des oberen Index i indem i. Faktor 
z. B. bei R’^a/i des Termes (i) mit 2,3, etc., 
und entsprechender Vertauschung von ni', a', e', ... 
mit m", a", e", ... resp. mit m'", a’", e'", ..., etc., 
in den Ableitungen von R2, etc., wie in dem zuge­
hörigen 2. und 3. Koeffizienten, um dadurch von 
der Hauptstörung durch Jupiter auf die übrigen 
großen Planeten übergehen zu können. Dabei bleibt 
ax von der Form n1 = ar (Jup.) -f- (Sat.) 4- ai 
(Uran.) 4- etc., analog lx und ¿Öj-

Con esto hemos agotado todos los términos del 
grupo y podemos ahora deducir el grupo paralelo 
correspondiente a Urano, etc., para lo cual basta 
permutar ni'', a", e", ... con m'", a'", e'", ...

Se obtiene otro grupo principal permutando el 
índice superior i del primer factor de cada término 
del grupo anterior, por ejemplo del (i) : RUae' ¿Uc/, 
con los índices 2, 3, ..., y reemplazando corres­
pondientemente m', a', e', ... por m", a", e", ... o 
por m'", a'", e'", ..., tanto en las derivadas de R2, 
etc., como en los factores 2o y 3o, a fin de poder pasar 
de la perturbación principal de Júpiter a las de los 
demás planetas. Luego queda ar de la forma ar = aA 
(Jup.) 4- ar (Sat.) 4- r/1 (Urano) 4- ... y análoga­
mente lt y (Tij.

§ 5. Der Fall innerer störender Körper

Bisher war angenommen worden, daß der ge­
störte Körper sich innerhalb der Bahnen der stören­
den Körper befinde, sodaß jetzt der ebenso wichtige 
umgekehrte Fall zu untersuchen bleibt. Lm Falle 
der Erde ist diese Umkehrung durch den Effekt des 
Planeten Venus besonders charakterisiert, ferner im 
Falle des Saturn durch die Anziehung des Planeten 
Jupiter, etc.

Der Übergang von der obigen Darstellung der 
/2-Säkularstörung n3 eines inneren gestörten Körpers 
der Masse m durch die äußere Masse m' auf den 
umgekehrten Fall ist auf Grund der obigen For­
meln folgendermaßen möglich. Da jetzt m' die ge­
störte Masse ist, so sind zuerst in obigen Formeln 
für a3 alle Elemente in, a, e, ... mit m', a', e', ...,

§ 5. Las perturbaciones producidas por cuerpos 
interiores

Hasta ahora hemos supuesto que el planeta per­
turbado se mueve dentro de las órbitas de los cuer­
pos perturbadores ; queda, pues, por investigar el 
caso inverso, igualmente importante. Si se trata de 
la Tierra, este caso está caracterizado especialmente, 
por el efecto del planeta Venus, si de Saturno por 
la atracción de Júpiter, etc.

Para pasar de la deducción anterior que da la 
perturbación secular en t2 de «3, de un cuerpo inte­
rior de masa in debida a uno exterior de masa ni', 
al caso inverso, mediante las fórmulas anteriores, 
debe procederse como sigue, Ya que ahora ni' es la 
masa perturbada, debemos permutar en primer 
lugar, en las fórmulas anteriores referentes a u3
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zu vertauschen außer in den durch die Integrationen 
nach der Zeit erhaltenen Nennern i. n' — (i — k). n, 
die beim Uvergange auf nunmehr a'3 unverändert 
bleiben, weil die Winkelargumente in beiden Fäl­
len in Bezug auf l und l' unverändert sind. Nur die 
Koeffizienten der trigonometrischen Funktionen die­
ser Argumente erfahren durch die Änderung des 
Nebenteiles der Störungefunktion eine Änderung, 
sodaß die Ai, B¿, etc. Abänderungen erfahren, die 
umittelbar am einfachsten dem io. Bande der An­
uales de ÍObservatoire de Paris, ab pag. /jo zu ent­
nehmen sind. Da ferner die Differentialgleichung 
der großen Achse nunmehr lautet :

todos los elementos m, a, e, ... etc., con m', a', e', ... 
salvo en los denominadores in' — (z — k) n, obteni­
dos por la integración respecto del tiempo, que no 
alteran si pasamos a a'3, porque en los dos casos que­
dan invariables los argumentos angulares. Los coe­
ficientes de las funciones trigométricas de estos argu­
mentos están sujetos a alteración debido al cambio 
de la parte complementaria de la función perturba­
dora, de modo que los Ai, B¿, etc., varían, pudién­
dose tomar éstos del tomo X de los Anuales de 
b Observatoire de Paris, desde la pág. áo. Ya que, 
además, la ecuación diferencial del semieje ma­
yor, es :

wo Bz die neue durch den Nebenteil abgeänderte 
Störungsfunktion fixiert, tritt auf der rechten Seite, 
auch bei der Potenzentwickelung der rechten Seite 
nach den störenden Massen, immer der Differential- 
qotient nach s' auf, also wegen des allgemeinen Ar­
gumentes i. I' — (i — k) l + Vielfachen von <7) und 
ó', auch der Faktor i, d. h. in den Formeln ist 
überall der bisherige Koeffizient (z — k) durch -zzu 
ersetzen. Im Spezialfalle k — o, also beim Argu­
mente z(/' — /), erscheint infolge Integration nach 
der Zeit t der Nenner i(n' — n) ; vielfach erscheint 
aber in den Formeln nur der Nenner n' — n, weil 
der Koeffizient z durch einen entsprechenden Faktor 
i im Zähler weggehoben wurde. Deshalb ist der 
Nenner in diesen Fällen immer durch Hinzufüguug 
des Faktors i ergänzt zu denken, ebenso wie der 
Zähler, damit auf diese We ise festgestellt wird, ob 
im Zähler der ursprüngliche Faktor i durch -z, F 
durch -F, F durch -F, etc., zu ersetzen ist. Bei 
Ä*  =|=o kommt im allgemeinen Falle des Nenners 
in' — (z — k) n eine analoge Überlegung nicht in 
Frage. Da ferner anstelle der ursprünglichen Diffe­
renziationen nach gj und e nunmehr solche nach <7/ 
und e' treten, so ist in dem Ausdruck für a3 auch 

donde B' es la nueva función perturbadora alterada 
por la parte complementaria, aparece siempre en el 
2o miembro, aún en el desarrollo en series de poten­
cias de las masas perturbadoras, la derivada respecto 
de z y por consiguiente el factor i, pues el argumento 
general es il' — (z — k) l 4- múltiplos de ó y ó'. 
Luego, debemos reemplazar en nuestras fórmulas el 
coeficiente anterior i — k siempre por-z. En el caso 
especial en que k = o, es decir, si el argumento es 
i(l'— l) aparece por la integración respecto del 
tiempo t, el denominador i (/zz — n) : pero muchas 
veces en las fórmulas aparece el denominador n' — n, 
pues el coeficiente i se ha eliminado con un factor i 
del numerador. Por consiguiente en estos casos hay 
que agregar el factor i al denominador y al numera­
dor, para constatar, si en el numerador el factor 
original i debe ser reemplazado por — z, F por F, 
F por — F, etc. Si Zc=|=o, estamos en el caso ge­
neral in' — (z — k) n y la observación anterior no 
viene al caso. A a que las derivadas anteriores res­
pecto de w y e deben calcularse ahora respecto 
de (7/ y e', deberemos permutar en la expresión 
de a.¿, Cí con Dt en todos los términos de 1er gra­
do de la función perturbadora. Análogamente
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stets Gí mit Df- zu vertauschen, was die Glieder i. en los términos de 2° grado hay que permutar el 
Grades der Störungsfunktion anbetriíft. In den factor E¿ de
Gliedern 2. Grades ist analog der Faktor E¿ von

Y e2 eos [il' — (z — 2) / — 2(7)]

mit Hz von con II¿ de

y e'2 eos jz7' — (z — 2) (/ — 2(7)']

zu vertauschen und umgekehrt. Dagegen erfährt G¿ e inversamente. Por el contrario Gí, coeficiente de 
als Koeffizient von

wegen der Symmetrie dieses Gliedes in e, e' wie in 
g) und g)' keine Veränderung. Dagegen sind die F/ 
und F—z als Koeffizienten von

no está sujeto a alteración alguna, pues este término 
es simétrico en e y e' lo mismo que en ó y ¿o'. En 
cambio los coeficientes F, y F_i de

bei Differentiationen nach g/ wegen der Asymme­
trie des Argumentes in Bezug auf ó und ¿0' mil -Fi 
resp. -F—i zu vertauschen, während bei doppelter 
Differentiation nach <7> oder (7)' oder bei gleichzeitiger 
Differentiation nach ó und ¿j' die \ orzeichen von F¿ 
undF—i unverändert bleiben. In Bezug auf die Glie- 
der3. Grades mit demselben Argument wie die des 
1. Grades bezüglich l und l' bei gleicher oder vers­
chiedener Zusammensetzung in gj und £>' gehen die 
Koeffizienten J/ in P¿, Ni in K¿, und L¿ in Mi über, 
wenn a3 in a'3 übergeht, wie man aus der oben ge­
gebenen Darstellung dieser Glieder 3. Grades erse­
hen kann ; auch hier tritt eventuell eine Umkehrung 
der Vertauschung ein.

Schließlich ist noch zu beachten, daß, während 
früher im ersten Falle aA¿ = A¿, aB¿ = B¿ und ana­
log bei den Differentialquotienten, nunmehr im 
Falle a'3 die A/, Bz, etc., die folgende Bedeutung 
haben : A¿ = a'Ai, B, = cfßz, etc., und bei den Dif­
ferentialquotienten :

deben permutarse al derivar respecto de <7/con — Fí y 
— F—i respectivamente, por las asimetrías de los ar­
gumentos en g*)'  y ó; mientras (pie en las dobles deri­
vadas, respecto de <7j o g/ o de ó) y (7/, los signos de F¿ 
y F—i no varían. Con referencia a los términos de 3er 
grado con igual argumento en / y l' que los de 1er 
grado e iguales o distintos en ó v ÓÓ observaremos 
cpie los coeficientes se transforman en P¿, los N¿ 
en K¿, y L¿ en y viceversa eventualmente, al cam­
biar en a'3, como resulta déla representación prece­
dente de estos términos de 3er grado.

Finalmente hay (pie observar que mientras en el 
caso anterior era (zA¿ = A¿, «B¿ = B¿ y análogamente 
en las derivadas, ahora en el caso de ¿z'3, los A/, B;, 
etc., tienen la siguiente significación : A¿ = a'A¡, 
B¿ = (z'B/, etc., y en las derivadas :

10
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bei allen anderen Koeffizienten.
Alsdann erhält man aus der Darstellung von r/3 

die folgende Form der Säkularstörungen für zz'3, 
soweit sie /-proportional sind :

y lo mismo para los otros coeficientes.
Luego se obtiene de la representación de a3> la 

forma siguiente para las perturbaciones seculares de 
a'3 proporcionales a t2:
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Im Falle weiterer störender innerer Planeten 
außer in, nämlich //?('), z?z("), etc., ist in den soeben 
abgeleiteten Formeln in, a, e, ..., mit m('), u('), e('), 
etc., zu vertauschen, zugleich auch in den Koeffi­
zienten Aj, Bi, etc.

Gehen wir nun weiter zu den in §. 3 behandelten 
Kombinationen der Störungen des Saturn durch 
Jupiter und umgekehrt, etc., in ihrer Rückwirkung 
auf die Säkularbeschleunigung a'3 über, so sind in 
den oben für a3 abgeleiteten Formeln wieder die 
Elemente in, a, e, ... mit /n', a', e', ..., und umge­
kehrt, generell zu vertauschen, unter Beachtung der 
schon oben dargelegten Bedingungen für die Koef­
fizienten und Vorzeichen bei bestimmten Funktio­
nen und Differentiationen. Treten ferner zu dem 
störenden inneren Planeten in noch weitere störende 
innere Massen /??<'), m("), etc., hinzu, so sind wiede­
rum die Elemente in, a, e, ... in den sogleich folgen­
den Formeln mit ni('), a('), c’f), ..., etc., zu vertau­
schen. Treten schließlich zu der störenden äußeren 
Masse in", noch die weiteren äußeren Massen in'", 
etc., hinzu, so sind in den folgenden Formeln die 
Elemente m", a", e", ... mit in'", a'", e'", ... zu 
vertauschen.

Man erhält alsdann die folgenden Ausdrücke für 
die entsprechende Säkularbeschleunigung a'3 an­
geordnet wie oben :

(ia)

(16)

En caso de que existan además de ni otros plane­
tas perturbadores interiores, digamos nd"),
etc., hay que permutar simultáneamente en las fór­
mulas anteriores y en los coeficientes A¿, B/, etc., 
m, a, e, etc., con m('), a('), eí'1, etc.

Si pasamos ahora a las combinaciones de las per­
turbaciones de Saturno por Júpiter e inversamente, 
tratadas en el §. 3 en su repercusión sobre la acele­
ración secular a':i, debemos cambiar nuevamente en 
general, en las fórmulas deducidas para a3, los ele­
mentos ni, a, c, ... por ni', a', e', ... y recíproca­
mente, considerando las condiciones ya fijadas sobre 
los coeficientes y signos de determinadas funciones 
y sus derivadas. Si se agregan aun otras masas per­
turbadoras interiores /??('), /?d"), etc., a la interior ni, 
hay que cambiar en las fórmulas siguientes los ele­
mentos in, a, e, ... porm('), «('), e('), ... y finalmente 
agregando a la masa perturbadora exterior ni" otras 
masas exteriores ni'", ... hay que permutar en las 
fórmulas siguientes los elementos ni", a", e", con 
ni"', a'", e"', ...

Se obtiene entonces, para la aceleración secular 
a'3, las siguientes expresiones numeradas como 
antes :
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(ld)0!

(ld)ß

(ie)

(«/)

(2ti)a

(2fl)ß

(2 a) y

(26)7.

hebt sich gegen den analogen Polterm (a) in p8 (¿d-j se elimina con el término análogo con polo (a) de 
fort. Ps (a'sY

Das 2. und 4. Glied lieben sich gegen das Glied 
(7) von ps (a's) weg.

Los términos 2° y 4° se destruyen con el término (y) 
de p8 («'s)-

Der 2. Term mit dem Pol e = o hebt sich gegen 
den Term (ß) von p8 (a'3) fort.

El 2° término con el polo e = o se elimina con el 
término (ß) de p8 (a'3).
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Die beiden letzten Glieder fallen gegen die ent­
sprechenden Glieder (0) von p8(a'3) fort.

Los dos últimos términos se destruyen con los tér­
minos correspondientes (c) de p8 (a'3).
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Das 2. Glied mit den Pol e' = o fällt gegen den 
entsprechenden 2. Term in p13 («z3) Eall (6') fort.

El 20 término con el polo e' = o se elimina 
2° término correspondiente de /)13 (<z'3) caso

con el
(6').

Dieses Glied mit den Pole e’ = o hebt sich gegen 
den entsprechenden Term (a') in p13 (n'3) fort, und 
zwar in letzten Term der Klammer.

Este término con el polo e' = o se elimina con el 
término correspondiente (a') de p13 (a'3), es decir, 
con el último término del paréntesis.

(Mï

(4«)o

Dieses Glied mit den Pol e' = o hebt sich gegen den 
Term (c') in p13 (a'3) fort.

Este término con el polo ef = o se destruye con el 
término (e') de p13(n'3).

Dieses Polglied lieht sich
1. Glied, fort.

gegen das Polglied (a) in
Pl8(«'s)>

Este término con polo se elimina con el i01 término 
con polo (a) de p13 (a'.¿),

(W

2. und Gliedwo das
gegen die entsprechenden Terme (y) in p13 (a'3) fort­
heben.

mil den Pole e' = o sich donde los términos 2° y V con el polo e' = o se 
destruyen con los términos correspondientes (y) de 
P13 («'s)-
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Term in (e) von /)];5(n'3) fort.
Der letzte Term mit den Pol e’ = o hebt sich gegen 
den 2.

El último término con el poloe' = o se elimina con 
el 2o término de (s) de

Das 3.
A

und 4- Glied mit den Pol ef = o fallen gegen 
die entsprechenden 2. und 
/>13 («'s) f°rt-

Glieder in (ß) von
Los términos 3o y 4o con el polo é = o se eliminan 
con los términos 2o y 4o correspondientes de (3) de 
Pi3 («7)-
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(8)a

Dieser Term mit dem Pol e'= o hebt sich gegen den Este término con el polo e' — o se elimina con el 
analogen Term (2/)) a in p2(a'3) f°rt- término análogo (26) a de p2 (a'3).

(8)3

Der Pol-Term, das Glied der Klammer, hebt El término con polo (/¡° del paréntesis), se destruye 
sich gegen den Term (26) e in p2 (a'3) fort. con el término (26) s de p2 (a'3).

(8)7

Das 2. und Glied mit dem Pol e' = o lieben sich 
gegen die entsprechenden Glieder 0 in 
/’2 («'s) f0rL

(26) von
Los términos 2° y 4o con el polo e' = o, se eliminan 
con los términos correspondientes (26) o dep2 (a'3).

(8)0

Das 2. und 4- Glied mit den Pol e' = o heben sich Los términos 2° y 4o con el polo e' = o se destruyen 
gegun die entsprechenden Glieder (26) vonp2 (a'j) con los términos correspondientes (26) £ de p2 (a'3\ 
fort.

(9)

(11)

(12)

(i3)a

11
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Der i. Term mit den Pol e' = o hebt sich gegen den El ier término con el polo é = o se elimina con el 
analogen Term in (46) a von p4 (a'3) fort. ’ término análogo de (46) a de p4 (a'3).

Das 2. und 4. Glied mit den Pol er = o heben sich Los términos 2o y 4o con el polo é = o se destru- 
gegen die entsprechenden Glieder in (46) 8 von yen con los términos correspondientes de (46) o de 
p4(a'3) fort. p4 (a'3).

wo das 2. und 4- Glied mit dem Pole e' = o gegen 
die entsprechenden Term in (46)ß fortfallen,

donde los términos 2o y 4o 
destruyen con los términos 
(4&)p.

con el polo e' = o se 
correspondientes de

(i3)B

(i3)s

Das 2. Glied mit den Pol e = o fällt gegen das 
analoge Glied (46) ß von p4 (n'3) fort,

El 2o término con el polo e' = o se elimina con el 
término análogo (46) ß de p4(a'3).

Der letzte Term mit den Pol e' — o hebt sich gegen El último término con el polo e' = o se elimina con
den korrespondierenden Term (4a) 8 in p4(a'3) fort. el término correspondiente de (4a) 8 de p4 (a'3).
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Ferner bleibt parallel zum Falle der Berücksich­
tigung der direkten Störungen von Jupiter auf Sa­
turn und umgekehrt, in ihrem Finllusse auf die 
Säkularstörung u3, die Darlegung der analogen 
Störung, wenn jetzt ///', d. h. ein in Bezug auf ni 
äußerer Planet, anstelle von ni als gestörter Körper 
zu betrachten ist. Die Funktion R1 geht dann über 
in R, mit dem Massenfaklor ni, nur wegen des Ne­
benteils der Störungsfunktion verschieden von Rl. 
Aber da jetzt ni der gestörte Planet ist, ist in den

Paralelamente al caso de considerar la influencia 
sobre la perturbación secular de las perturbacio­
nes de Júpiter sobre Saturno y recíprocamente, 
queda por explicar el caso en que el cuerpo pertur­
bado sea ///', planet;) exterior a ni. La función R*  se 
transforma en R con el factor masa ni, distinta de 
R1 solamente en la parte complementaria de la fun­
ción peí turbadora. Pero va que ahora es ni el pla­
neta perturbado hav que permutar en las expresio­
nes de ni, a, e, ... con ni, d, e', e inversamente.
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Ausdrücken für a3 überall m, a, e, ... mit m', a', e',... 
und umgekehrt zu vertauschen. Zugleich ist, wie 
schon oben, C¿ mit D¿, E¿ mit H,, etc., zu vertau­
schen. Schließlich ist überall i, i — i, i — 2, etc., 
mit -i zu vertauschen, während die überall auftre­
tenden Nenner in' — (i — k) n unverändert bleiben, 
wie oben schon ausgeführt wurde ; ist der Nenner 
aber k . n, von dem Argumente k . I — kü> im Falle 
i = o herrührend, so ist zur Darstellung von a'3 n 
mit/¿'zu vertauschen, entsprechend dem Argumente 
k . lf — kb)' der Störungsfunktion. Die m" entsprech­
enden Elemente m", a", e", ... bleiben dagegen stets 
unverändert. Im Falle der Anziehung weiterer inne­
rer Planeten /¿¿('), /¿¿("), etc., sind in den folgenden 
Ausdrücken zur Gewinnung der entsprechenden 
Störungsanteile nur die Elemente m, a, e, ... mit 
ml'), a('), e('), ... resp. mit /¿¿("), a("), e("), etc., zu 
vertauschen, ebenso wie im, Falle weiterer äußerer 
störender Körper neben m" mit den Elementen m", 
a'", e'", ... resp. mIV, aIV, cIV, etc., die Elemente 
m", a", e", etc., mit den genannten neuen Elemen­
ten zu vertauschen sind. Alsdann lauten die von 
dem inneren Planeten m und dem äußeren Planeten 
ni" abhängenden kombinierten Störungen a's des 
Planeten in' gemäß den früheren Formeln folgender­
maßen :

(■)'

Simultáneamente hay que cambiar, como ya vimos, 
Gi con D¿, Ei con H¿, etc. Finalmente debemos 
reemplazar siempre ¿, ¿ — 1, ¿ — 2, etc., por — i, 
salvo en los denominadores in' — (i — k) n que per­
manecen inalterados, como ya explicamos; pero si 
el denominador es kn, producido por el argumento 
kl — Á’w (caso i == o), debemos permutar n con n' 
para representar a'3, pues el argumento de la función 
perturbadora es kl' — k&'. Los elementos corres­
pondientes a ni", es decir, a", e", ... permanecen, 
por el contrario, inalterados. En el caso de atracción 
de otros planetas interiores m('), /??.("), etc., debe 
cambiarse en las expresiones que siguen, a fin de 
obtener las partes de perturbación correspondientes, 
los elementos m, a, e, ... con zn('), a('), c('), ... o con 
mí"), ai"), e<"), etc. ; asimismo, debe sustituirse, si 
existen además de m" otros cuerpos perturbadores 
exteriores, los elementos m", a", e", etc., por los 
elementos m'", a'", e'", o por mIV, aXN, eIV, etc. 
Luego las perturbaciones a'3 del planeta m' debidas 
al planeta interior ni y al planeta exterior m" se 
expresa según las fórmulas anteriores como sigue :
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Hiermit ist der erste Teil der Untersuchung be­
züglich der Ableitung der reinen Säkularstörungen 
in t2 erledigt. Der zweite Teil wird die entsprechen-

sin
den Poisson-Terme der Form t2 A enthalten.cos

Con esto terminamos la primera parte de la inves­
tigación realizada para deducir las perturbaciones 
seculares puras en t2. La segunda parte contendrá 
los términos correspondientes de Poisson, es decir, 

sen 
los términos de la forma t2 A.

cos



PARTE li. DIE POISSON-TERME IN P

PARTE II. LOS TERMINOS DE POISSON EN P

§ i. Der Einfluß der direkten Störungen der großen 
Planeten auf die Säkularbeschleunigung «3 des ge­
störten Körpors.

Im 2. Teil der vorliegenden Abhandlung sollen 
in unmittelbarem Anschluß an den 1. Teil, der die 
rein säkularen Störungen der großen Achsen von 
der Form t2 enthält, die entsprechenden Poisson- 

cos
Terme der Form t2 . . A abgeleitet werden. Die sin
Aufsuchung dieser Glieder wird, wie wir sogleich 
sehen werden, noch durch einen besonderen Um­
stand erleichtert werden. Man möchte vielleicht von 
vorneweg annehmen, daß diese neuen Glieder in 
Analogie zu den rein-säkularen in t2 ebenfalls min­
destens vom 2. Grade der Exzentrizitäten sind; 
tatsächlich aber sind die Poisson - Glieder min­
destens schon vom i. Grade der Exzentrizitäten, 
sodaß wir bei Beschränkung der Untersuchung auf 
die Terme niedrigsten Grades von denen des 2. 
Grades werden zunächst absehen können.

Zuerst ist jetzt feslzustellen, welche Vorausset­
zungen ein Term der Differentialgleichung von a3 
(Formel (5)) erfüllen muß, damit der Term im In­

eostegral a3 zu Gliedern der Form t2 . A führen 
sin

kann. Die Differentiation eines solchen Termes 
zeigt, daß er wiererum zu einem Term der gleichen 
Form führt, da A eine lineare Funktion der Zeit ist; 
setzen wir A = aZ + ß, so lauten andererseits die 
Integrale :

§ 1. La influencia de las perturbaciones directas de 
los grandes planetas sobre la aceleración secular 
«3 del cuerpo perturbado.

Después de haber deducido en la primera parte 
de esta memoria las perturbaciones seculares puras 
en Z2 de los semiejes mayores, deduciremos en esta 
segunda parte los términos correspondientes de 

eos
Poisson, de la forma Z2 . A. La búsqueda de sen
estos términos se aliviara, como vamos a ver en 
seguida, gracias a una circunstancia particular. 
Podría, quizás, suponerse de antemano que estos 
nuevos términos sean al menos de 2° grado en las 
excentricidades, análogamente a los seculares puros 
en Z2. Pero en realidad estos términos de Poisson 
son por los menos de 1er grado en las excentricida­
des, de modo que podemos limitar nuestra investi­
gación prescindiendo primeramente de los términos 
de 2o grado.

E11 primer lugar debemos determinar las condi­
ciones que ha de cumplir un término de la ecua­
ción diferencial de a3 (fórmula (5)), a fin de que 
puedan producirse, en la integral u3, términos de 

eos
la forma Z2 . A. La derivada de este término sen
da origen a un término de la misma forma, ya 
que A es una función lineal del tiempo, digamos 
A = aZ + g, v por otra parte las integrales de tár­

eos
minos de la forma Z2 de a. son :

sen
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Daraus ist ersichtlich, daß auch noch andere Funk­
eos

tionen, zunächst Z3. . A, bei Integration zu Ter-
sin

COS
men der gewünschen Poisson-Form t2 . . A sm
führen können; diese folgen aber, wie aus den frühe­
ren Untersuchungen hervorgeht, erst aus den Ter­
men l\. Ordnung der Masse, von denen wir einst­
weilen allgemein abgesehen haben.

Folglich ist unsere nunmehrige Anfgabe, aus der 
Differentialgleichung von a3nur diejenigen Glieder 

cos 
herauszusuchen, die den Faktor t2 . . A enthal- 

sin
ten, wo A eine lineare Funktion der Zeit ist. In 
jedem einzelnen Term von (5) ist der von den Ableit­
ungen der Störungsfunktion R explizit abhängige 
Koeffizient rein periodisch, weil jeder Koeffizient 
die Ableitung nach der Länge e enthält. Folglich 
muß der zur Erzeugung eines Poisson-Termes der 
oben genannten Art noch notwendige Faktor t2 aus 
den Faktoren a2, e2, ... (cq)2, (^)2, aY. elf aL . ep 
... c1(7)1 hervorgehen. Das aber ist nur möglich, 
wenn in den zunächst nur aus 2 gleichen oder ver­
schiedenen Multiplikatoren bestehenden Koeffizien­
ten jeder einzelne Faktor einen rein säkularen Bei­
trag der Form t1 enthält. Da die Faktoren u1 und l{ 
keine solchen Störungen enthalten, kommen ganz 
allein nur die folgenden Terme in Frage : e21, w2p 
und et . cop d. h. Faktoren, die nur inp6 (a3), ps (a3) 
und p13 (n3) vorkommen. Von den noch übrigen 
Multiplikatoren : a2, e2, l2 y w2 fällt der erste in a2 
sogleich weg, weil dieser nach dem Theorem von 
Poisson keine reinen Säkularglieder in l2 enthält ; 
wohl aber enthalten die übrigen 3 Faktoren e2, l2 
und g)2 reine Säkularterme in t2. Das ersieht mau

Luego es evidente que, por integración de otras
eos

funciones, en primer lugar de l‘ó . A pueden 
sen

producirse términos de la forma deseada de Pois-
cos

son : t2 A; pero estos provienen, como resulta 
sen

de las investigaciones anteriores, de los términos 
de orden en la masa que hasta ahora no hemos 
considerado en general.

Por consiguiente nuestra tarea queda reducida a 
buscar en la ecuación diferencial de u3 únicamente

9 cos aquellos términos que contienen el factor Z2 A,sen 
siendo A una función lineal del tiempo. E11 cada 
uno de los términos de (5) el coeficiente que de­
pende explícitamente de las derivadas de la función 
perturbadora, es periódico puro, porque cada coe­
ficiente contiene la derivada respecto de la longi­
tud e. Por consiguiente el coeficiente Z2, necesario 
para producir términos de Poisson del tipo men­
cionado, debe 
(«1)2> (el)8. •••> 
posible, si en

resultar de los factores a2, e2, ..., 
a1eí, n1£1, ..., Pero eso sólo es 
primer lugar cada factor de estos 

coeficientes que consisten de dos factores ¡guales o 
distintos, contiene una contribución secular pura 
de la forma Z1. Ya que Los factores aY y l{ no con­
tienen perturbaciones tales, debemos considerar 
sólo los términos siguientes : (q)2, (wj2 y ^pop es 
decir, factores que aparecen solamente en p6 (a3), 
Ps Y P13 GM- l°s demás coeficientes : a2, e2, 
L, v g)2 el primero se elimina inmediatamente, por­
que no contiene, según el teorema de Poisson, 
ningún término secular puro en Z2; pero los tres 
restantes factores e2, l2 y ó2 contienen términos 
seculares puros en Z2. Esto resulta más sencilla- 
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einfachst aus den Bedingungsgleichungen (6), wo­
nach zuerst:

mente de las ecuaciones de condición (6), donde 
primeramente

und ganz analog in Bezug auf/2 und w2. Säkular­
glieder in /“ gehen dann bezüglich e2 nur aus den 
mit den Faktoren Cj und ¿q behafteten Gliedern von 
e2 hervor, weil nur diese dir erforderlichen Säku- 
larlerme der Form /’ und zugleich die Koeffizienten 
c’2e und e2w konstante Teile enthalten, sodaß die In­
tegrale c2, wie auch l2 und rein-säkulare /“'-Glie­
der enthalten ; folglich sind also die Glieder p2 (<z3), 
Pa (<7a) /q (^3)zu untersuchen. Zuerst betrachten 
wir :

y análogamente para l2 y ¿52. Resultan entonces en 
e2 términos seculares en /-, únicamente de los tér­
minos (pie en e2 contienen los factores c\ y g)p por­
que sólo estos poseen términos seculares de la forma 
/p a la vez (pie los coeficientes e2e y e2,} tienen tér­
minos constantes, luego las integrales e2, l2 y 
contienen términos seculares puros en l2 y por tanto 
debemos investigar los términos p2 (íz3), p3 (a3) y 

(a3). Consideremos primeramente

Die beiden letzten Glieder fallen weg, weil sie 
rein periodisch sind, während die beiden ersten 
Glieder auch die notwendigen Konstanten enthal­
ten. Es ist nun zweckmäßig, zugleich den zweiten 
in e2 in Betracht kommenden Koeffizienten in Rück­
sicht zu ziehen :

^2(ö = — R(7)gj + - c | e 2 \

wo der zweite Term, weil rein periodisch, in Weg­
fall kommt.

Bringen wir nun den Säkularteil der Störungs­
funktion unter der, wie wir sogleich sehen werden, 
notwendigen Berücksichtigung der Terme V Grades 
aut die bekannte Form von Laplace Le Verlier, 
wobei die Koeffizienten A*^ die Transcendenlen von 
Laplace nebst ihren Ableitungen fixieren :

De los dos últimos términos podernos prescindir, 
pues son periódicos puros, pero no, en cambio, de 
los dos primeros que contienen las constantes nece­
sarias. Es conveniente considerar al mismo tiempo 
el segundo coeficiente de e2 :

i + e2 + .. Rsdj.

donde el segundo término carece de interés por ser 
periódico puro.

Consideremos ahora la parte secular de la fun­
ción perturbadora, tomando en cuenta los términos 
de Z¡° grado lo cual es necesario como veremos, en 
la forma conocida de Laplace-Le Verrier, donde 
los coeficientes Aq> representan las trascendentes 
de Laplace y sus derivadas :

die in Betracht kommenden Koeffizienten lauten nun 
bei Potenzen!wickelung nach e :

desarrollando los coeficientes según potencias de e 
resulta el primero :
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so wird bei Beschränkung von e2e auf die Terme 2.
Grades d. h. auf

Resulta así, limitándose a los términos de 2o 
grado,

und wenn noch auf die frühere Bezeichnung der 
Koeffizienten der Störungsfunktion Rücksicht ge­
nommen wird, indem 2 (A^ — A\ — AJ2) = F0so 
wird :

y si ponemos como antes 2 (A^ — A\ — Ax2) = Fo, 
se obtiene :

Dabei haben die Koeffizienten /* 4, f5 und f. der
3 letzten Terme der Störungsfunktion die Bedeu­
tung :

Los coeficientes/p/g y de los 3 últimos términos 
de la función perturbadora tienen los significados :

Aus der Darstellung oben von e2e ersieht man also, 
daß der Koeffizient f5 nicht mehr vorkommt, indem

sich 2 Polglieder der Form ergeben, die sich 

infolgeabsoluter Gleichheit, bei aber verschiedenen 
Vorzeichen, wegheben, sodaß e2e frei von Polen ist. 
Analog erhält man :

En la representación anterior de e2C' el coeficiente 
no aparece ya, pues lia resultado ser factor de 2 

e'3
términos con polo de la forma ? iguales en valor 

absoluto y de distinto signo, de modo que e2e carece 
de polos.

Análogamente resulta :
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frei von Polen. Folglich ergibt die Integration in 
Bezug auf e2 mit Rücksicht darauf, daß er = ernt 

und = 1 nt, wobei er wie w1 Terme i. + 3. Gra­

des, etc., sind :

Da e2e nach obiger Rechnung mindestens vom 2. 
Grade, aber e2£ mindestens vom i. Grade und zwar 
in e', so wird folglich mindestens vom 3. Gra­

de, während e2& einen Pol e~o hat. Zum Über- 
e

gang auf p2 (u3) ist dann noch der Faktor R£ß zu 
berücksichtigen, der nach willkürlicher Wahl vom 
o., oder i., oder 2., ... Grade sein kann. Wird R 
so gewählt, daß R£e vom o. Grade wird, so bleibt 
der Pol e = o in «3 erhallen, muß sich aber, wie 
schon früher bei den Polen der rein-säkularen t2- 
Glieder, wegheben und zwar gegen den analogen 
Term in p*  (a3).

Ist R£e vom i. Grade in e', wenn nämlich R aus 
den Gliedern in F$ und G*  gewählt wird, so bleibt 
auch dann das Glied mit dem Pole e = o bestehen, 
hebt sich aber gegen das entsprechende Glied in 
p8 (u3) fort. Nur wenn R;e mindestens vom i. Grade 
in e, sodaß der Koeffizient eden Pol e == o aufhebt, 
so wird das entsprechende Glied in u3 : e2(oG)1 vom 
2. Grade und der Form : ef (ae + ße') während das 
Polglied, falls R£e vom o. Grade, die Form erhält :

Wir können uns hier nun nicht auf die Bemerkung 
beschränken, daß dieses Glied sich gegen ein ent­
sprechendes Glied von p8(n3) weghebt, sondern müs­
sen untersuchen, ob nicht bei dieser Elimination 
der Pol teile noch Reste positiven Grades übrigblei­
ben. Denn es ist:

libre de polos. Por consiguiente se otbiene inte­
grando respecto de e2 y considerando que er — ernt 

y ^ = —1 nt donde eí como ¿ój son término de 

Ier 4- 3er grado, etc.

Ya que e2e es, según el cálculo anterior, por lo me­
nos de 2o grado, pero e2ü por lo menos de legrado 
en e', resulta e2e . al menos de 3er grado, en tanto 

que e2á . — tiene un polo e = o. Para pasar a p2 (u3) 

hay que considerar aún el factor R£ que puede ele­
girse arbitrariamente de grado o,i ó 2, etc. Eligien­
do R de modo que Ree sea de grado o, se mantiene 
en a., el polo e = o, pero tiene que eliminarse como 
antes con los polos de los términos seculares puros 
en t2, es decir, con los términos análogos de p8 (u3).

Si ahora es Rse de 1er grado en e', o sea si R se 
elige de los términos de coeficientes F¿ y G¿, existe 
aún el término con el polo e = o, pero se destruye 
con el término correspondiente de p8 (a3). Cuando 
R£e es por lo menos de 1er grado en e, de modo que 
el coeficiente e destruye el polo e = o, el término 
correspondiente de «3 : . <7)x es de 2o grado y de
la forma : e' (xe 4- fie'), mientras que el término 
con polo resulta de la forma :

(«) 

si R£e es de grado o.
No es suficiente limitarnos aquí a la observación 

de que este término se elimina con un término co­
rrespondiente de p8 (u3), sino que debemos investi­
gar aún si la eliminación es completa o si quedan 
restos de grado positivo. Es
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sodaß, da R£<ow mindestens vom i. Grade in e : 
entsteht:

lUä (¿h)2 = —1 e

Folglich hebt sich (a) gegen (6), abgesehen vom 
Vorzeichen, nur teil weise weg, wie aus der folgen­
den Zerlegung folgt:

- (ae + ße')2 = ~ + ~ 0e + ß«'

dann stimmt also der 2. Summand mit (a) überein, 
während der i. Summand einen Rest fixiert, der 
vom i. Grade der Exzentrizitäten ist, also von nie­
dererem Grade als die bereits oben abgeleiteten 
Terme in p2 (a3), die vom 2. Grade waren. Mithin 
folgt hieraus, daß die Poisson-Glieder von a3 der 

cos
Form t2 . . A mindestens von i. Grade der Ex- 

sin
zentrizitäten sein können. Um festzustellen, ob das 
gefundene Glied i. Grades sich nicht noch gegen 
andere analoge Glieder wieder weghebt, ist einer­
seits die exakte explizite Form und andererseits die 
eventuelle Existenz weiterer Glieder i. Grades in 
den übrigen Termen pi (a3) abzuleiten. Erst dann 
könnte die Aufsuchung der Glieder 2. Grades fort­
gesetzt werden. Setzen wir dementsprechend zur 
Ableitung von Ree in p2 (a3) :

R = /?-C; cos [<7'2

de manera que, por ser R£w<ó por lo menos de Ier 
grado, resulta :

= j (ae + ge')2- (6)

Luego, prescindiendo del signo, (a) y (6) se elimi­
nan sólo parcialmente, pues, por la descomposición

i = (ae 4- ge') a + g - (ae + ge');

se ve que el 2o sumando coincide con («) y el pri­
mero da un resto de Ier grado, es decir, de grado 
menor que el de los términos de p2 (n3) deducidos 
anteriormente, o sea del segundo. Luego resulta 
que los términos de Poisson de n3 de la forma 

ccs
t2 . A pueden ser por lo menos de ier grado en 

sen
las excentricidades. Para constatar, si el término 
hallado puede eliminarse con otros términos análo­
gos, es menester por una parte deducir su forma 
exacta explícita, y por otra parte indagar la existen­
cia eventual de otros términos de Ier grado en los 
demás términos (¿z3). Solo entonces podría pro­
seguirse la búsqueda de los términos de 2o grado. Si 
ponemos, por tanto, para la deducción de R£<s de 
P1 («3) :

- (í — r) Z - ¿J],

so wird mit Rücksicht auf den 2. Term in dem Aus- resulta, considerando el 2o término de la expresión 
druck für e2 oben : anterior de e2 :

Andererseits erhält man mit demselben R zur Ableit- Por otra parte se obtiene deduciendo R£(ow del 
ung von R£(o¿5 den folgenden Ausdruck für p8 (a3) : mismo R, la expresión siguiente de p8 (n3) :
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Da nun der Säkularteil = — • nh so wird : e
Ya que ahora la parte secular g)1 = ‘/if, resulta:

V

wobei donde :

Folglich erhalten wir in ps (a3) den Faktor : Por consiguiente obtenemos en p8 (n3) el factor :

wo der i. Summand der letzten Summe vom i. 
Grade ist, während der 2. Summand das Polglied 
mit dem Pol e — o enthält. Folglich wird :

donde el Ier termino del ultimo miembro es de 1er 
grado, en tanto que el segundo contiene el polo 
e = o. Por tanto resulta :

oder bei Substitution von ß zur Feststellung des o por substitución de ß, por fijar el término con 
Polgliedes : polo :

sodaß dieser Term sich gegen den obigen Polterm 
von p2 (a3) weghebt, während in p8 (a3) im Gliede 
mit dem Faktor a noch ein Term 1. Grades übrig 
bleibt. Bei Substitution des Teiles von zz2 (g^)2 
und des entsprechenden Ausdruckes von a erhält 
man dann :

Ps(al) = I)(A°!

JA a3n2
sodaß die Integration, nachdem noch —

‘ 0 K2 (i+zzz)2
gesetzt und für die Laplaceschen Koeffizienten die 
entsprechenden Abkürzungen eingeführt worden 
sind, ergibt:

de modo que este término se elimina con el término 
con polo anterior de p2 (a3), mientras que en el 
término con el factor a de p8 (a3) queda todavía un 
término de Ier grado. Substituyendo entonces la 
parte a<7)1 de n2 (o)L)2 y la expresión correspondiente 
de a, se obtiene :

+ A°2) w1zz/2sin (il' — (z — 1) l — (7i)

de modo que resulta por integración, substituyendo 
IP adi2
— __----------- - y aplicando a los coeficientes de
K2 (1 + ni)2 J r
Laplace las abreviaciones correspondientes :
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con lo cual hemos obtenido el término de 1er grado, 
ya que <n4 = y.e + ge'.

Puesto que el factor (0b)2 no aparece en ningún 
otro término p¡ (u3), con excepción de ps (a3), debe 
tener lugar una eliminación total de los términos 
con el polo e — o. Pues los otros términos de polo 
resultan solo de estos :

Los términos a considerar en g)2 son los siguientes :

donde hay que substituir :worin zu substituieren ist :

Die in Betracht kommenden Terme in g)2 sind die 
folgenden:

womit das Glied 1. Grades in ps (n3) abgeleitet ist, 
da (o4 — ac 4- ge'.

Da im Übrigen in keinem anderen Terme/)/ (a3) 
außer in ps (n3) der Faktor (ob)2 auftritt, so muß in 
allen übrigen Gliedern ein totales Wegheben der 
Glieder mit dem Pole e = o stattfinden. Denn die 
weiteren Polglieder stammen allein noch aus den 
Termen :

und W2w = Reih sodaß hier nur die 1. Potenz von 
(üb) erscheint und deshalb in der Summe von /)4 (u3) 
und /)13(«3) ein unmittelbares Weglieben der Terme, 
die in ob den Pole e = o enthalten, stattfinden kann.

Es handelt sich aber weiter um die Frage, ob in 
dem schon behandelten mit einem Pol e = o behaf­
teten Term /)4 (a3) und den übrigen Gliedern/)/ (u3) 
noch Glieder 1. Grades der Exzentrizitäten vorhan­
den sind.

Zunächst ist in dem obigen Ausdruck für /)4 (u3) 
die Ableitung R£& wegen der Differentiation nach (7) 
mindestens vom 1. Grade, sodaß R entnehmbar ist 
aus :

y de modo que aparece aquí sólo la Ia
potencia de ob y por tanto, en la suma de p4 (¿z3) y 
/)i3 (a3) la eliminación de los términos con polo es 
total.

Se trata ahora de establecer si el término con 
polo e — o ya tratado, es decir, /)A (a3), y los otros 
términos /)/ (a3) contienen también términos de Ier 
grado en las excentricidades.

Primeramente la derivada R£¿) de la expresión 
anterior dep4 (n3) es por la derivación respecto de ¿3, 
por los menos de i01 grado, de manera que debemos 
tomar

Al coeficiente w2 podemos darle la forma :Den Koeffizienten ó2 bringen wir auf die Form :
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woraus zuerst bei Betrachtung des i. Gliedes allein de donde sigue, considerando en primer lugar solo 
auf Grund des oben gegebenen Säkularteils von R el 1er termino de la parte secular dada anterior­
folgt, unter Substitution von = eY nt\ mente y substituyendo ex = q . nt :

sodaß : de manera que :

d. b. man erhält bei Integration, da ei vom i. Grade, 
einen weiteren Term i. Grades, der unter Umfor­
mung der Koeffizienten die Form annimmt : 

es decir, se obtiene por integración, ya que e1 es de 
1er grado, otro término de icr grado, cuya forma 
es, previa transformación de los coeficientes :

worin für e1 die Säkularstörung durch alle großen 
Planeten gesetzt werden darf.

In dem 2. Term von w2 : Re. er, tritt, da 
e2

Re = aß + ße' und eY proportional e' ist, stets 
e'(ae-|- ße') als Multiplikator auf, sodaß beim Über­
gang auf p4 (¿z3) entweder Polglieder oder Terme 
vom mindestens 2. Grade, niemals aber solche vom 
i. Grade auftreten.

Aus dem 3. Term in ¿j2 : Re . el folgt aus dem­
selben Grunde nur ein Term 2. Grades, sodaß des­

halb in p4 («3) durch das Hinzutreten des Faktors 
Retä, der mindestens vom i. Grade ist, mindestens 
ein Term 3. Grades entsteht.

1Das 4- Glied in ¿j2: - Re<o . ¿h, führt, da R«*  pro-e
portional e' ist, und da ferner

donde es la perturbación secular debida a todos 
los grandes planetas.

1En el 2o término de — Re . c4 aparece siem­

pre e' (ae + fie') como factor, ya que Re = xe + fie' 
y c4 es proporcional a e', de modo que en p4 (n3) 
aparecen términos con polo, o términos de 2o grado 
por lo menos, pero nunca términos de ior grado.

Del 3er término de w2 : Re . cL resulta, por el 
mismo motivo, solo un término de 2° grado, de 

manera que p4 (a3) contiene, por el agregado del 
factor Rc¿' de 1er grado por lo menos, un término 
de 3er grado por lo menos.

1El 4o término de ó2 : R«^ . origina en pi (a3),

agregándole el factor R£¿5, proporcional a un 
término con polo, ya que Re¿, es proporcional a e' 
y además es

inp4 (a3) nach Hinzutreten des Faktors Re&, propor­
tional mindestens zu eL, zu einem Polgliede, oder, 

o por lo menos da origen a un término de segundo 
grado con el factor e'(xe + en caso de que se 



A. W ilkens, La aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias i(>9

wenn in R£(o das Glied proportional e2 gewählt wird, 
um den Pol zu eliminieren, mindestens zu einem 
Term 2. Grades mit dem Faktor e' ( y.e + ße') d. h. 
auch hier sind keine weiteren Glieder i. Grades 
möglich.

Untersuchen wir jetzt weiter die übrigen Terme 
pi (a3), soweit sie zu Poisson-Gliedern der Form 

cos
t2 . A Anlaß geben können, so ist zuerst

sm 

zu betrachten, womit wir bereits oben begonnen 
haben. Da

elija en Rg¿ el término proporcional a e2, 
minar el polo. Luego tampoco aquí son 
más términos de primer grado.

para el i- 
posibles

que ya habíamos empezado a tratar, 
la que

und der erste Summand c2e . er vom mindestens 3. 
Grade ist, wie oben gezeigt wurde, so bleibt noch zu 
untersuchen, ob der 2. Term : e-^ . wenn wir noch 
in p2 (a3) von dem Faktor Rge, der mindestens vom o.
Grade ist, absehen, vom i. Grade sein kann. Da e2& 

nach 

vom

vom

2 .

der oben gegebenen Definition mindestens

1i. Grade, falls nämlich der Säkularteil Rfl)6j 
e

■ . . ae + ße'
Mindestgrade i ine', und ferner =

substituiert wird, so entsteht ein Polterm; dieser 
hebt sich anderweitig fort, wenn nicht R£e = i. Grad 
gewählt wird, sodaß alsdann in p{ (a3) ein Term 
e' (y.e 4- ße'), d. h. ein Term mindestens vom 
Grade erscheint, aber kein Term i . Grades.

Der nächste Hauptterm lautet :

Pb («a)

(1.wo der Faktor l2 einen Säkularterm in / enthält, 
I). /2 einen solchen in t2, da /2 nach (5) in Bezug auf 
die in Betracht kommenden Teile zusammengesetzt 
ist aus :

y el primer sumando e2e . er es por lo meno de 3er 
grado, como hemos probado antes, queda todavía 
por investigar, si el término e2¿, . Óq, prescindiendo 
en p2 (a3) del factor R£C que es por lo menos de 
grado o, puede ser de Ier grado. Ya que e^, según 
la definición anterior es al menos de ior grado, en

i
caso de que la parte secular R¿¿ es al menos de

grado i en e , y se pone ademas Wj = ? se

origina un término con polo. Este se elimina con 
otro término, si no se elige R£C de ior grado, de 
modo que resulta en p4 (a3) un término e' (y.e 4- ¡te'), 
es decir un término de 2° grado al menos, pero 
ninguno de 1er grado.

El próximo término principal es :

K .

donde el factor /2 contiene un término secular en /, 
es decir, contiene un término en /2, ya (pie l2 estii 
compuesto, según (5), prescindiendo de las partes 
innecesarias, de esta forma :

12

ec • e2
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wobei nach Entwickelung nach Potenzen von 
entsteht :

e donde los coeficientes desarrollados en potencias 
de e, son :

Ferner ist: Además es :

Da in z2e und c-2(o nur die säkularen Teile zu bil­
den sind, sind alle Glieder rechter Hand, weil sie 
von den Ableitungen nach s unabhängig sind, in 
Rücksicht zu ziehen. Da R«c mindestens vom 1. 
Grade und zwar von der Form ye + ce', ferner Ree 
von o. Grade und Re vom 1. Grade : y.e + ße', so 
ist, aus der Definition von s2c ersichtlich, daß £2e 
mindestens vom 1. Grade und deshalb e2e ■ ei min­
destens vom 2. Grade in der Form : e' (pe + qe'), 
während der Faktor R££ in p3 (n3) vom o. oder 1. 
oder 2. Grade etc., sein kann. Folglich entstehen 
durch den 1. Term von l2 nach der Integration 
Glieder, aber mindestens vom 2. Grade, also Pois- 
son-Glieder in t~ in p3 (a3). In Bezug auf den 2. 
Summanden in l2 folgt, daß s2&, weil Ra& mindes- 
vom 2. Grade von der Form ee' sin (wz — w), im 
Produkt mit Gh ergibt :

Ya que hay que formar solamente las partes secu­
lares de £2e y £2¿5, debemos considerar todos los 
términos del 2° miembro, porque todos son inde­
pendientes de las derivadas respecto de e. Ya que 
Roe es al menos de 1er grado, de la forma qe + íc', 
Ree de grado o y Re de Ier grado de la forma ae + Je', 
es evidente, por la definición de s2e, que s2e es de 
iei grado por lo menos, y por tanto s2e . eY es al 
menos de 20 y de la forma : e' (pe + qe'); mientras 
que el factor R££ de p3 (a3) puede ser de grado o, 1, 
2, etc. Por consiguiente se originan, integrando, 
términos en /- por el iei término de l2, pero al 
menos de 20 grado ; luego términos de Poisson en 
Z2enp3(n3). Respecto del segundo sumando de Z2 
resulta, por ser Ra¿ al menos de segundo grado, de 
la forma : ee' sen (g/ —w), el producto de e2¿> por o)x:

sodaß auch hier kein Term 1. Grades entsteht.

Dap4(a3) schon behandelt worden ist, folgt als 
nächstes zu betrachtendes Glied :

pe (ft>) = \ IU ■ (ft)2,

sodaß direkt der Poisson-Term Z2 . sin A in pG (a3) 
erhalten wird, und zwar behaftet mit dem Faktor 
e'2, weil in erster Näherung e' und ferner den Ex­
zentrizitäten aller anderen störenden Planeten linear 

es decir, que tampoco aparecen aquí términos de 
1er grado.

Ya que p4 (u3) ha sido tratado, el próximo tér­
mino a considerar es :

wo (ft)2 = (ft)2 («02>

de modo que resulta directamente el término de 
Poisson : /- . sen A de pG (n3), afectado por el factor 
e'-, porque e1 en la aproximación es proporcional a 
e' y a las excentricidades de todos demás planetas 
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proportional ist; ferner ist R£Ce zuerst vom o. Grade 
wählbar, sodaß folglich keine Glieder 1. Grades in 
p6 (tts) existieren.

Der nächste Hauptterm

perturbadores. Se puede elegir primeramente Reee 
de grado o, de modo que no existen términos de 
1" grado en p8 (as).

El próximo término principal :

da = ei~ (nt)2 ist, so entstehen bei Kombina­

tion mit Rgeo, Polglied, falls R^ vom o. Grade 
wird, durch Entnahme aus den Termen i. Grades 
von R ; diese Terme heben sich aber in p4 (a3) ge­
gen die entsprechenden korrespondierenden Glieder 
weg. Wird R^w aber vom 1. Grade in e gewählt, 
so entstehen in p13 (a3) Glieder der Form : d. h.
e' (y.e + ße'), die also mindestens vom 2. Grade sind.

Folglich verbleiben die Glieder 1. Grades in 
p4 (u3) und p8 (a3) als die einzigen Terme niedrig-

COS
sten d. h. 1. Grades der Poisson-Form : l2 . . A sm
in Bezug auf die 3. Ordnung der störenden Massen.

” Wi
ya cpie eY . = er . —(ntr, resultan por combina-

e
ción con R£e¿ términos con polo, si Ree,¿ es de gra­
do o, o sea si se consideran los términos de 1er grado 
de R ; pero estos términos se eliminan con los tér­
minos correspondientes de p4 (a3). Tomando R£Cu> 
de 161 grado en e, resultan en pi3(a3) términos de la 
fo rma : CjóSp es decir, e' (ac + 3^)’ Por
menos de 2° grado. Por consiguiente los términos 
que quedan de p4 (u3) y p8 (u3) son los únicos tér­
minos de grado más bajo (primero), de la forma de

eos
Poisson : F A, en el 3er orden de las masas per-sen
tu rbadoras.

§ 2. Der Einfluß der kombinierten und der gegensei­
tigen Störungen der großen Planeten auf die Säku­
larbeschleunigung a3.

Die Differentialgleichungen füra3 auf Grund der 
genannten Störungen der großen Planeten sind die­
selben wie früher in Teil 1, §. i. Die ersten Grund­
formeln sind also :

§2. La influencia de las perturbaciones combinadas 
y mutuas de los grandes planetas sobre la acele­
ración secular «3.

Las ecuaciones diferenciales de n3 referentes a 
las perturbaciones mencionadas de los grandes pla­
netas son las mismas que las anteriores de la parte 
I, § 4- Las primeras fórmulas fundamentales son, 
por tanto :

(2)

no contiene ningún término de Poisson de la forma 
buscada y el término siguiente p8 (cz3) ya ha sido 
investigado, de manera que podemos pasar a con­
siderar en seguida el último término :

enthält keine Poisson-G lieder der gesuchten Form ; 
ferner ist der dann folgende Term p8 (u3) bereits 
untersucht worden, sodaß wir sogleich zum letzten 
in Betracht kommenden Term übergehen können :
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wo jetzt in die Koeffizienten n2, e2, l2 und w2 die von 
Saturn, etc., abhängenden Störungen von m wie 
auch die gegenseitigen Störungen aller großen Pla­
neten einzuführen sind, während die nur von .Jupi­
ter abhängenden Faktoren : Rle«, 1V£C, etc., erhalten 
bleiben, wodurch also eine Kombination der Stö­
rungen eintritt. Unsere Aufgabe ist dann, unter der 
genannten Voraussetzung in n2, e2, etc., bis eA . 
die Säkularstörungen in Z2zu ermitteln, damit dann 
bei Integration der Produkte von a2, e2, etc., mit 
den Ableitungen RL«, R1^, etc., die gesuchten Pois- 
son-Terme entstehen können. Zuerst ist dann im 
Falle :

■ 2 f (Z 9 g ~ i
Pl \a3>) — k“ J + U 2<o • toi + U 2e

Da nun in der Klammer die Koeffizienten a22e, a22&, 
etc., infolge der Abhängigkeit von der Länge s, ge­
mäß den Definitionen (6«) in Teil I, nur rein-perio­
dische Glieder sind, so enthält a2, nachdem e1, g^, 
e'p etc., durch ihre säkularen Teile ersetzt sind 
und Integration stattgefunden hat, stets nur Glieder 

sin
der gemischt-säkularen Form Z1 . A, nicht aber cos
von der rein-säkularen Form Z2 ; also können auch 
in dem Anteil (a2) keine Z2-Glieder auftreten, also 
auch in a3 keine Poisson-Glieder der genannten 
Form.

Dagegen kann das 2. Glied unserer Gruppe :

WO

hay que introducir en los coeficientes a2, e2, l2 y ó2 
las perturbaciones de m dependientes de Saturno, 
etc., como asimismo las perturbaciones mutuas de 
todos los grandes planetas, mientras que los fac­
tores 1U£«, RLe, etc. dependientes sólo de Júpiter, 
se mantienen. Se trata puéá de una combinación de 
perturbaciones.

Nuestra taren consiste entonces en deducir en a2, 
e2, etc., hasta e^, en la hipótesis precedente, las 
perturbaciones seculares en Z2, a fin de que puedan 
originarse, integrando los productos de a2, e2, etc., 
por las derivadas RSa, R1^, etc., los términos de 
Poisson buscados.

Primeramente tenemos el caso :

'^1 + + a2e"C'\ + a22&" • |. (i)

Ya que los coeficientes a22e, a22&, etc., del parénte­
sis, son siempre términos periódicos puros, por la 
dependencia de la longitud e, según las definicio­
nes (6a), Parte I, a2 contiene, previa substitución 
de e1, ¿Si, e\, etc., por sus partes seculares e 
integración, solamente términos de la forma secu- 

sen
lar mixta Z A, pero no de la forma secular pura cos
en t2; por consiguiente no pueden aparecer en la 
parte p1 (a2) ningún término en Z2, y por consi­
guiente tampoco en a3, términos de Poisson de la 
fo r m a mencionada.

Por el contrario, el 2o término de nuestro grupo :

donde

zu rein-säkularen Termen Z1 lühren, weil die Koelli- produce términos seculares puros en Z1, porque to- 
zienten e22e, etc., alle neben periodischen auch kon- dos los coeficientes etc., contienen, aparte de 
stante Ieile enthalten, denn es ist : términos periódicos, partes constantes, pues es :



A. W ilkens, La aceleración secular de los ejes mayores de las órbitas planetarias O
1-0

sodaß, R2 entsprechenden, auf Grund der früheren 
Darstellung in Bezug auf R1 :

de modo que, si R2 se deduce de la representación 
anterior de R1, resulta :

"Ferner erhält man für die
nächsten Koeffizienten :

säkularen Teile der Además se obtiene, como partes seculares de los 
coeíiciententes siguientes :

Die zugehörigen Faktoren, 
säkularen Teile zu berücksichtigen sind, erhalten 
die Form :

von denen nur die Los factores correspondientes, de los cuales solo 
solo debemos considerar las partes seculares, resul­
tan de la forma :

mientras que :während

Alle Koeffizienten c22e, e22&, etc., sind frei von Po­
len e — o, während w'p etc., mit den Polen 
e = e’ = e" = o behaftet sind. Zur Vermeidung der 
entsprechenden Pole, ist deshalb R1 so zu wählen, 
daß die Funktion R1^ den Faktor e enthält, also R1 
vom 2. Grade ist, während in den übrigen Fällen 
der i. Grad genügt, also:

Todos los coeficientes c22e, e22w, etc., carecen de 
polos e — o, mientras queójp ó'p etc., están afec­
tados por los polos e = e’ = e" — o. Para evitar los 
polos correspondientes, hay que eligir R1, de modo 
que la función R1£e contenga el factor c, por consi­
guiente que R1 sea de 2o grado, mientras que en los 
demás casos basta el primero, luego :
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dagegen in den Fällen eines Poles : v en los casos de un polo :

Folglich ergibt sich in Bezug auf die Ferme niedrig- 
sten Grades von p2 (a3) das folgende Bild für die 
Verteilung des entsprechenden Grades jedes Sum­
manden von p (e2) :

Por tanto se obtiene para los términos de grado 
más bajo de p2 (¿z3) las siguientes expresiones de 
repartición del grado correspondiente de cada su­
mando de p (e2) :

'7Z*

FolglichlautendieGliederniedrigstend.il. i. Gra- Por consiguiente los términos de grado más bajo, 
des wie folgt : e. d. primero, son :

Der nächste Hauptterm ist dann der folgende : El próximo término principal es :

wo l2 = z2 + p2 der Differentialgleichung genügt: donde l2 = =2 + p2 satisface la ecuación diferencial :

Die Koeffizienten e22e' ••• sind dieselben wie früher Los coeficientes sGe, etc., son los misinos del caso 
bei der Aufsuchung des kombinierten, aber rein- en que buscábamos los términos combinados, pero

FolglichlautendieGliederniedrigstend.il
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säkularen /“’-Glieder von u3, nur sind jetzt die kon­
stanten Teile derselben Koeffizienten zu bestimmen, 
um nunmehr die entsprechenden gemischt-säkula­
ren Terme von a3 zu erhalten. Substituiert man in 
die einzelnen Teile der rechten Seite von p (/2) den 
säkularen Teil, so erhält man für jedes Glied von l2 
den folgenden Grad in Bezug auf die Exzentrizitäten: 

seculares puros en t2 de a3, sólo que ahora debemos 
deducir las partes constantes de los mismos coefi­
cientes para obtener los correspondientes términos 
seculares mixtos de a3. Reemplazando cada término 
del segundo miembro de p (l2) por su parte secular 
se obtiene para cada término de l2 el grado siguiente 
en las excentricidades :

i. lerm, Faktor c15 entsprechend des früheren analogen (3u) : Grad = 2
2. )) (Óp ))

3. )) c i> ))

4. )) (7)4, ))

5. n ))

6. » ))

» (36) : )) = 2
)) (3c) : )) = 2
)) (3rf) : )) = 2
» (3e) : )) = 2

Der 7. Term in a2 ist nach dem Theorem von Pois- 
son frei von rein-säkularen ^-Gliedern.

Die für p3 (u3) sich ergebenden /2-Poisson-Glieder 
sind also allgemein alle vom mindestens 2. Grade 
und fallen deshalb gegen die vom 1. Grade fort.

Der nächste Hauptterm lautet :

n (3/) : » = 2

El 70 término con el factor a2, carece según el teo­
rema de Poisson, de términos seculares puros en Z1.

Luego los términos de Poisson en l2 de p3 (a3) 
son, en general, de 20 grado por lo menos y puede 
por tanto, despreciarse.

El próximo término principal es :

donde ahora

4“ ü)^2(o/ • G)\ 4“ G)22e" • c"¡ 4“ G)“2e" • G) \ •

Análogamente al caso p¿ (u3), § 1 de esta parte, 
resulta que de los dos primeros términos (factor e¡ 
y Óú), sólo el primero produce un término de 1er 
grado en n3. Luego es :

(A0,)" + (A°2)"J epü2

de manera que, lomando R* Sw de

7 - (¿ - I ) l - G)J
entnommen wird, nach Integration folgt : se obtiene, previa integración :

(le manera que, lomando R’SÍÍ) desodaß, wenn B1^, aus

wo jetzt : donde ahora

In Analogie zu dem Falle p4 (a3) in § i (Teil 11) 
ergibt zuerst in Bezug auf die beiden ersten Glieder 
(Faktoren eA und <0j) nur das i. Glied einen Term i. 
Grades in u3. Deshalb wird :
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Der nächste Teil Term von (4) beruht auf: El próximo término parcial de (4) se basa en la
expresión :

p(ó2) = üihe' .

wo donde

Folglich
i

ist a.,, da Rk^ mindestens vorn Grade o, 
e

vom Grade des Produktes IVee> • also wegendes
Faktors e\ mindestens vom i. Grade. Da

i
A a que - R1^ es al menos de grado o, a3 resulta 

del grado del producto es decir, por el fac­
tor e\, por lo menos de Ier grado. Ya que

so ergibt sich, wenn RE^ wiederaus demselben R1 
wie im Falle (4a) entnommen wird : 

resulta, si volvemos a tomar R1S(-¿ del mismo R1 
que en el caso (4 a) :

also por consiguiente :

Der Nenner e in ¿’)12u>' fällt in a3 wieder weg infolge 
des Faktors Re(y sodaß der Grad von a3 bestimmt

wird durch das Produkt: R1^ • w'i • Da &'< = — /¿7, 
e' 

andererseits aber IVc*' stets mindestens mit dem 
Faktor (e')1 behaftet ist, so fällt der Pol e' von ¿5^ 
immer fort, und a3 wird vom 1. Grade, weil ¿5^

Der folgende Teil-Term wird dargestellt durch : El siguiente término parcial está representado por :

El denominador e de wSw' se elimina en a3 por el 
factor RS(0, de modo que el grado de a3 está determi­

nado por el producto : R^w'io/. Ya que ¿0/ = — nt, 

y por otra parte, R^ós' está afectado siempre por el 
factor (e')1 al menos, el polo e' de ó/ se elimina y 
a.¿ resulta de ie* grado, pues <5/ es siempre de ie
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mindcslcns vorn i. Grade ist : t7)'j = a'c' + Q'e''. grado al menos : g)\ = a'e7 + ß'e". Sacando enton- 
Entnchmen wir dann R1^, aus dem folgenden Term ces RL^ del siguiente término de ier grado : 
i. Grades :

so folgt nach Integration von n3 der Ausdruck i. se obtiene previa integración de n3, la expresión de 
Grades : ier grado :

Der nächste Term von c7>2 lautet : El próximo término de ¿j2 es :

und

Das Produkt Re& ist wieder mindestens vom o. c
Grade und R2ee" . e'\ mindestens vom i. Grade d. 
h. proportional e, also auch u3. Dazu ist wieder R1^ 
aus dem Terme i. Grades in e zu wählen, sodaß 
schließlich nach Integration von erhalten wird : 

El producto , R£fl) vuelve a ser de grado o al menos, 

y R2ee" . e'\ de ior grado al menos, es decir propor­
cional a e, y por tanto, también a «3. Luego debe­
mos elegir nuevamente RLo, del término de Ier 
grado en e, de manera que, en definitiva, resulta, 
previa integración de u3 :

In Bezug auf den nächsten ferm : Respecto del término siguiente :

und

bedarf es zur Ableitung des Resultates nur einer basta para deducir el resultado, permutar a', e', &' 
Vertauschung von a', e', &' und n' in p (w2) von (J\d) y ai' de p (w2) de (Ad), con a", e", y n"por 
mit a", e", ¿5" u. n" \ folglich wird dann : tanto resulla :
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wegen der Zusammensetzung von (n1)2 nur aus einer 
konstanten und periodischen Gliedern nicht zu 
Poisson-Termen zu fuhren vermag, können wir 
sogleich zum nächsten Hauptterm übergehen : 

no puede producir términos de Poisson, debido a 
que (oq)2 se compone sólo de una constante y de 
términos periódicos, podemos pasar inmediata­
mente al próximo término principal :

(6)

vom o. Grade, so wird p6 (a3) mindestens
. -----------

Grades zu vernachlässigen.

wo e1 — e} fi. t. Da ex vom i. Grade und RUee min­
destens
vom 2. Grade und ist deshalb gegenüber den Ter­
men i.

Da das Hauptglied (7) :

donde q = epit. A a que er es de Ier grado y R1^« 
al menos de grado o, (u3) resulta por lo menos 
de 2o grado y puede, por tanto despreciarse.

Puesto que el término principal :

(7)
a

aus dem analogen Grunde wie im Falle (6) keine 
der gesuchten Poisson-Terme hervorbringen bann, 
können wir sogleich zum nächsten Term schreiten:

no puede producir términos de Poisson bus­
cados, por motivo análogo al del caso (6), podemos 
pasar al próximo término :

da ya que

die Säkularglieder in Bezug auf alle großen Planeten 
enthält, sind dadurch die Einflüsse kombinierten 
Ursprungs bereits erfaßt. Da (¿q)2 den Pol e2 = o 
enthält, andererseits R1^^ immer mit einem Faktor 
mindestens 1. Grades in ei behaftet ist, so enthält 

contiene los términos seculares de todos los gran­
des planetas, las influencias de las combinaciones 
quedan ya consideradas. \a que (oq)2 contiene el 
polo e2 — o, y por otra parte Rlg¿¿ est¿i afectado 
siempre por un factor de 1er grado en eY al menos, 
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/)8 (a3) das Polglied et = o, das sich gegen das kor­
respondierende Glied in p2 (a3) forthebt. Bei diesem 
Prozeß bleiben aber Terme i . Grades in p8 (u3) be­
stehen, wie in § i dieses Teiles II zu ersehen ist. 
\\ ird in R1 ein Glied mindestens 2. Grades berück­
sichtigt, sodaß R’£(ofn ebenfalls mindestens vom 2. 
Grade in e ist, so hebt sich der genannte Pol e = o 
weg und ps (n3) wird mindestens vom Grade von 
(wj)2, d. h. mindestens vom 2. Grade. Dann aber 
sind diese Terme gegen die vom 1. Grade wieder zu 
vernachlässingen.

Die nun weiter folgenden Terme von a3 :

resulta que p8 (a3) contiene el término con polo 
e1 = o que se elimina con el término correspon­
diente de p2 (n3); pero quedan términos de Ier grado 
en p8 (a3), como hemos visto en el § 1 de esta par­
te II. Si consideramos en Rl un término de 20 grado 
al menos, de modo que R1^, también sea de 20 
grado en e al menos, el polo mencionado e = o se 
elimina y p8 (cz3) resulta del grado de (wj2, es decir, 
de 2° grado por lo menos. Mas entonces estos tér­
minos pueden despreciarse.

Los términos siguientes de a3 :

enthalten nur Ferme der Form :

(9) mit dem Faktor aiei

( 10) » »

(I') » »

(12) » )) e,/,

eos
¿l . A,sin also im contienen sólo términos de la forma : P A, ysen

Integral a3 keine Poissongleider der gesuchten Form por consiguiente en la integral a3 no existen térmi-

sin
Der letzte Term : (13) mit dem Faktor ent­

hält, wie schon in § 1 dieses Teiles II bei Berück­
sichtigung der Jupiterstörungen allein gezeigt wur­
de, wohl Tenne der gesuchten Poisson Form, aber 
vom 2. Grade, sodaß sie deshalb hier wegfallen. 
Damit sind alle Terme dieses Typs erledigt.

Nunmehr kommen wir zur Untersuchung der 
Teile von a3, welche die Wirkung der gegenseitigen 
Störungen der großen Planeten in dem Ausdruck 
für a3 schon explizit in den Faktoren enthalten. Der 
entsprechende Ausdruck für a3 ist im Teil 1 gegeben 
worden. Dabei hatten sich zur Ableitung der rein­
säkularen t2 Glieder nur 10 Terme als brauchbar 
erwiesen. Jetzt sind bei der Ableitung der Poisson-

cos
Glieder der Form t2. . A weitere Terme heran- sin
zuziehen, wobei folglich alle die Terme wegfallen, 

nos de Poisson de la forma bascada : t2 A.sen
El último término : (13) con el factor c1ü)1 con­
tiene, como ya liemos probado en el § 1 de esta 
parte II, considerando las perturbaciones por Júpi­
ter, términos de Poisson de la forma buscada, pero 
de 2o grado, de modo que podemos despreciarlos. 
Con lo cual quedan agotados todos los términos de 
este tipo.

Pasemos ahora a la investigación de las partes 
de a3 que contienen explícitamente en los factores 
el efecto de las perturbaciones mutuas de los gran­
des planetas en la expresión de a3. La fórmula 
correspondiente ya ha sido establecida en la parte 1. 
Sólo 10 de los términos resultaron útiles para de­
ducir los términos seculares puros en Para la 
deducción de los términos de Poisson de la forma 

eos , .
/- . A, debemos aprovechar ahora otros ternn- 

sen
nos, prescindiendo de los que sólo pueden producir
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die nur den Faktor Z1 . . A hervorbringen kön- sm
neu. Deshalb sind die allein in Betracht kommen­
den Tenne die folgenden, die sich unmittelbar aus 
der Erweiterung von (5) Teil I auf die Potenzent­
wickelung. nach a\, e\, l\ und sowie nach a'2, 
c'2, 1'2 und w'2 ergeben :

I = A Riee,e,. (e' f
2

II" = 1V£C'. c'2

IA = Rgto' • g/2
A I = . Cj . (o

A III = R eci>coz • • G) i

wobei

eos
el factor Z1 A. Por lo tanto, los términos a con­sen
sideral*  sólo son los siguientes, que resultan inme­
diatamente de la ampliación de (5), parle I, y del 
desarrollo en series de potencias de a'3, e\, l\ y g/j 
como asimismo de a'2, c'2, 1'2 y g>'2 :

II' = i R'£(i)W . («o',)2
2

III = REg/ . /'2

A == IPeee'
A'll = R1^ . ó,.

XI = R £e'¿;y • C | . g) |

donde

Pos eso debemos investigar primeramente :Mithin haben wir zuerst zu untersuchen :

(I)

wo e\ = n't. L, wo L eine Reihe ist, die mit den in 
den Exzentrizitäten e", e'", etc., linearen Gliedern 
beginnt. Da andererseits R’ge'e' mindestens vom o. 
Grade, so liefert I nur Terme vom Grade 2 in Bezug 
auf die gesuchte Form der Poisson-Glieder.

Der 2. Term unserer Gruppe ist :

(II')

aus der obigen Behandlung des analogen Gliedes 
der Ilauptreihe :

donde e\ = n'i. L, y L es una serie que empieza 
con términos lineales en las excentricidades e", e'", 
etc. A a que, por otra parte, es RXe'e’ de grado o, 
al menos, la fórmula I da sólo términos de Poisson 
de la forma buscada de segundo grado.

El segundo término de nuestro grupo es :

sabemos por la investigación anterior del término 
amilogo de la serie principal :

wissen wir, daß sich hier die vorhandenen Polglie­
der gegen diejenigen in

que los términos con polo que aquí existen se eli­
minan con los de



wegheben, wobei aber ein Restglied i. Grades übrig pero queda un término de Ier grado. Luego se ori-
bleibt. Deshalb entsteht hier ein analoges Restglied gina aquí un resto análogo al término 11":
gegenüber dem Term :

es ist in dem früheren Restgliede von p8 (a3) nur e 
mit ef, also der Koeffizient Ci mit D/zu vertauschen, 
also auch w mit <7/ und n mit n', sodaß man erhält: 

debiéndose permutar en el resto precedente de p8(t/3) 
e con e', es decir, el coeficiente con D¿, o sea <7) 
con co' V n con n'. Se obtiene, entonces :

Der Proportionalitätsfaktor a folgt aus der Umfor- El factor de proporcionalidad a resulta de la 
mung der Gaußschen Konstanten : transformación de la constante de Gauss :

um zugleich auch den Proportionalitätsfaktor (n't)2 
zu erhalten; schließlich wurde noch

para obtener al mismo tiempo el factor (ni)2; pre 
viamente hemos puesto

gesetzt.
Der nächste Term lautet : El término siguiente es :

da 1'2 rein-säkulare Glieder in /2 enthält. Schon pues 1'2 contiene términos seculares puros en l2. 
früher wurde bewiesen, daß : liemos probado anteriormente, que la parte secu­

lar de

in seinem Säkularteil mindestens vom 2. Grade ist, es al menos de 2° grado, y por tanto, análogamente, 
analog folglich auch s/2<o bei Abhängigkeit von den también la de s 2u> que íesulta dependei de los eit
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Elementen von z?i". Folglich ist (III) gegenüber den montos de ?n". Por consiguiente, los términos de 
Termen i. Grades zu vernachlässigen. (III) son despreciables en comparación con los de

1er grado.
Der nächste Term unserer Gruppe ist : El siguiente término de nuestro grupo es :

(IV)

dieser Term bildet das Analogen zu dem früheren esle termino es anälogo del anterior p4 (a3), siendo

Der Faktor Rle&'ist zuerst aus dem Term i. Grades Debemos sacar primeramente el factor R^' del 
in e' zu entnehmen: término de 1er grado en e' :

sodaß schließlich unter Wegheben des Poles e' = o de modo que queda, finalmente, previa eliminación 
das folgende Poisson-Glied i . Grades übrig bleibt : del polo e = o, el siguiente término de Poisson de 

i*r grado :

W eitere Terme i. Grades sind in 1\ nicht vorlian- No habiendo más términos de Ier grado en (IV), 
den, sodaß wir zum folgenden Term übergehen : pasaremos al término próximo :

die Existenz des Produktes neben dem Faktor 
RF^e', der mindestens vom o. Grade ist, zeigt an, 
daß der Term (\ ) mindestens vom 2. Grade, also 
innerhalb unseres Rahmens wegfällt.

Der nächstfolgende 'ferm ist :

el producto de e{ . e\, por el factor R1^' de grado o 
por lo menos, nos indica que el término (V) es de 
2o grado al menos, y por tanto despreciable.

El término siguiente es :

(VI)

Der Faktor R1^' enthält wegen der Differentiation contiene siempre como factor al menos (X)1, a 
nach ó' stets mindestens (X)1 als Faktor, der den Pol causa de la derivación respecto de ó', de modo que

/b («3), wobei nur



El igiendo lV£e'(b' de los términos de 2o y mayor 
grado en e', el polo se elimina, originándose en 
(IX) nn término de 2o grado al menos, expresado 
por el producto : e'ó'p En lo que resta no existen 
más términos de 2o grado.

El grupo inmediato análogo a I IX resulta per­
mutando ef, ó', ... con e", <5", ... ó con e(IVE.., 
es decir permutando el iar factor de (I) R1^' con 
R2se"e" ó R3Se"'e'"> etc., con cual la perturbación

Wählen wir R’ge'd/ aus den Termen 2. und höheren 
Grades in e', so liebt sich der Pol fort und es ent­
stellt in (IX) ein Glied vom mindestens 2. Grade, 
ausgedrückt durch das Produkt: <?'l.(7/1. Im Ihrigen 
sind keine weiteren Glieder 2. Grades vorhanden.

Die unmittelbar analoge Gruppe zu I IX ergibt 
sich durch die Vertauschung von e', w', ... mit e",

... oder mit e'"> e(,v), ..., d. li. durch Vertau­
schung des i. Faktors in (1) IV£e'e' mit R2£e"e" oder

Wird R’ge'w' aus dem Term i. Grades ine' in IV 
entnommen, so gibt der Faktor (7/j zu einem Pole 
e' = o Anlaß. Dasso entstehende Polglied liebt sich 
aber gegen den entsprechenden Term in

Tomando Rhe'tb' del término de 1er grado en e' de 
IV, el factor gG introduce un polo e' — o. Mas esle 
término con polo se elimina con el término corres­
pondiente de :

enthält durch den Faktor IV£fbd>' stets auch den Mul­
tiplikator e . e', der die Pole e = o in oq, resp, e' = o 
in Gi'i neutralisiert, sodaß (VIII) mindestens vom 2. 
Grade wird, ausgedrückt durch das Produkt (Tqtb'j.

Schließlich lautet das letzte Glied :

condene, por el factor IV£(b(b' siempre el multipli­
cador e . e' que neutraliza los polos e = o de <7q \ 
e' = o de ó/p de manera que (V 111) es un término 
de 2o grado, al menos, expresado por el producto 
íq . ¿5/.

Finalmente el último término es :

fällt analog zum Falle (V I) der Pol e = o von oq 
gegen den in lV£(be' auftretenden Faktor e weg, sodaß 
der Term (VII) mindestens vom 2. Grade wird und 
zu vernachlässigen bleibt.

Der nun folgende Term

análogamente al caso (\ I), el polo e = o de oq se 
elimina con el factor e de Rl£(be', de manera que el 
término (VII) resulta de 2o grado por lo menos, 
luego despreciable.

El término que sigue ahora :

e' = o von eliminiert, sodaß insgesamt, da eq 
vom i . Grade ist, der Ausdruck (\ I) mindestens 
vom 2. Grade : q (a'e' + ß'e"), also zu vernachläs­
sigen ist.

In dem folgenden Term :

el polo e' = o de wó se elimina, y por tanto, ya que 
cq es de Ier grado, la expresión (V I) es al menos de 
2o grado : (Ve' + k3'e"), y por consiguiente des­
preciable.

En el término siguiente :
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R3ecwew, etc., wodurch die Hauptstörung von fl3 
durch Jupiter durch die von Saturn, etc., ersetzt 
wird, also enteprechend auch der Faktor (c'1)2 durch 
(e'\)2 resp. etc. Dabei fixieren dannc"1, etc.,
die Summe aller Säkularstörungen von /n" durch 
die übrigen großen Planeten, analog e"\, etc.

principal de n3 por Júpiter se reemplaza por la de 
Saturno, etc., y por consiguiente el factor (t^)2 por 
(c")2, etc. Entonces e'\, etc., fija la suma de todas 
las perturbaciones seculares de ni" por los otros 
grandes planetas y análogamente e"\, etc.

§ 3. Der Einfluß der inneren Planeten

Die nun folgenden Betrachtungen über den Ein­
fluß der inneren' störenden Körper schließen sich 
unmittelbar an die in § 5, Teil 1 an.

Die dort abgeleiteten \ oraussetzungen für den 
l bergan" von den Formeln bezüglich der Wirkung 
der äußeren störenden Körper auf die durch die in­
neren Planeten behalten auch hier bei der Ableitung 
der Poisson-Terme in l~ ihre Gültigkeit. Während 
hier im periodischen Teil der Störungsfunktion die 
Koeffizienten der trigonometrischen Funktionen 
durch die Änderung des Nebenteils der Störungs­
funktion eine entsprechende Abänderung erfahren, 
bleibt der Säkularteil ohne jede Änderung. Unter 
Beachtung der in § 5, Teil I fixierten durch den 
Einfluß der inneren Planeten bedingten Umformun­
gen der Koeffizienten der Integrale pi (a3) folgt dann 
als erster Term niedrigsten d. b. i. Grades :

§ 3. La influencia de los planetas interiores

Las investigaciones que siguen se refieren a la 
influencia de los cuerpos perturbadores internos y 
constituyen la continuación inmediata de las del § 5, 
parte I.

Las proposiciones que deducimos acá sobre el 
pasaje de las fórmulas relativas al efecto de los cuer­
pos perturbadores exteriores a las referentes a los 
planetas interiores valen también para la deducción 
de los términos de Poisson en t2. Mientras que los 
coeficientes de las funciones trigonométricas de la 
parte periódica de la función perturbadora varían 
por la alteración de la parte complementaria de la 
función perturbadora, la parte secular queda inalte­
rada. Considerando las transformaciones del § 5, 
parte J, de los coeficientes de las integrales (cz3) 
condicionadas por la influencia de los planetas inte­
riores resulta como ier término de grado mínimo, 
es decir ier grado :

wo hei den Koeffizienten zu beachten ist, daß jetzt : 
D/ = u'Dj und A”j = u'A°1 : es sind also alle Koeffi­
zienten jetzt mit dem Faktor a' statt a versehen und

(o'i ist durch den in <7/. = —-n't vorhandenen Koef- e'
lizienten fixiert, wobei g>,1 die Gesamtstörung durch 
alle inneren wie äußeren störenden Körper darstellt.

Der 2. Term, der aus hervorgeht, ergibt als 
Resultat der Umformungen :

donde hay que observar, sobre los coeficientes, que 
ahora es : D = íFD/ y A°1 = ; luego todos los
coeficientes contienen ahora el factor a' en vez de ti, 
y <7>,1 está fijado por el coeficiente correspondiente 

t7/j
de (7/1 = n't, siendo (7)'1 la perturbación total de 

los cuerpos perturbadores interiores y exteriores.
El 2° termino (pie resulta de produce como 

resultado de las transformaciones :
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Da hiermit gemäß § i, Teil II, die allein mög­
lichen Störungen direkter Form erschöpft sind, 
gehen wir, gemäß § 2, Teil II, zu dem Einfluß der 
kombinierten und gegenseitigen Störungen der gro­
ßen Planeten über. Alsdann erhalten wir zuerst den 
folgenden Term 1. Grades :

Ya que, según § 1, parte II, las perturbaciones posi­
bles de forma directa se han agolado, pasamos, 
según § 2, parte II, a la influencia de las perturba­
ciones combinadas y mutuas de los grandes plane­
tas. Obtendremos, pues, primeramente el término 
siguiente de 1er grado :

dabei ist zu beachten, daß, weil m' jetzt der gestörte 
Körper ist, F"o nunmehr von a" u. a' (früher von 
a" und n) abhängig ist.

Die weiteren Terme folgen dann auf Grund der 
Formel für p± (a3) :

donde hay que observar que siendo ahora m' el cuer­
po perturbado, F"o depende de a" y a' (anterior­
mente de a" y n).

Los otros términos resultan entonces en base de 
la fórmula de ¿q (n3) :

Hiermit sind alle ferme der betrachteten Gruppe 
erledigt.

Weiterhin sind dann diejenigen I eile von zu 
untersuchen, in denen die gegenseitigen Störungen 
der großen Planeten von vorneweg explizit enthal­
ten sind. Unter Erweiterung der ursprünglichen 
10 Glieder auf die unserer Voraussetzung entspre­
chenden Terme wird der erste Term niedrigsten, 
also 1. Grades nach II':

Con esto hemos agotado lodos los términos de 
nuestro grupo.

Debemos investigar ahora las partes de a3 que 
contienen explícitamente, las perturbaciones mu­
tuas de los grandes planetas. Ampliando los 10 tér­
minos originales con los términos que corresponden 
a nuestra proposición, resulta el iPl término degra­
do más bajo, es decir iei grado, según 11' :

13
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2 « I n
p' (a's) = - R3'¿5<0 • (ój ;

der gegenüber den Polgliedern übrig bleibende prescindiendo de los términos con polo, queda en 
Term auf Grund der Kombination mit dem Term : base a la combinación con el término

ist dann :

wo die Koeffizienten der Säkularterme der Klarheit 
halber explizit dargestellt worden sind.

Der nächste und zugleich letzte Term der Gruppe, 
der Berücksichtigung erfordert, ist der dem Falle 
(IV) entsprechende :

donde los coeficientes de los términos seculares han 
sido representados explícitamente, por claridad.

El próximo y último término del grupo, que 
exige consideración, es el que corresponde al caso 
(IV):

entsprechend der dort gegebenen Formel lautet dann 
die entsprechende Störung :

la perturbación correspondiente es entonces, según 
la fórmula escrita :

Die zu diesem Gliede gehörende vollständige Grup­
pe ergibt sich durch Hinzufügung der Störungeng, 
die aus weiteren inneren störenden Körpern hervor­
gehen, die wir mit zn('), /??("), etc., bezeichnen wol­
len und zu denen die Elemente gehören : a('), 
etc., oder «("), e("), etc. Folglich ergibt sich diese 
Gruppe vollständig, wenn die Elemente m, a, e, ... 
mit mP\ aP\ eP\ ... oder weiter mit nit"), a("\ et"), 
... in unseren obigen Formeln vertauscht werden.

El grupo completo que pertenece a este término 
resulta por adición de las perturbaciones que se ori­
ginan por otros cuerpos perturbadores internos de­
signados con ///('), m("), etc., con elementos: a('), 
e('), etc., ó a("), e("), etc. Por consiguiente este gru­
po completo resulta permutando en nuestras fór­
mulas los elementos ni, a, e, ... con mC), n('), e('), 
...ó m("), a("), e("l ...
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