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CAPITULO 1

. MEDIDA DE SEGMENTOS, ANGULOS Y ARCOS

1. Un segmento de recta AB, puede considerarse como engendrado
por el movimiento de un punto que recorre la recta sostén del seg-
mento, partiendo del extremo A hasta llegar al otro extremo B o tam-
bién como generado por un movil que partiendo del punto B y reco-
rriendo la recta a la que pertenece el segmento, llega al punto A. Si
consideramos que en el primer caso el mévil genera un segmento
positivo, en el segundo el segmento debe considerarse como negativo.

2. Un angulo puede considerarse engendrado por la rotacion de
una semi-recta alrededor de uno de sus extremos, que partiendo de la
posicién del primer lado, llega al segundo girando en un cierto senti-
do, o también girando en sentido contrario y partiendo de la posicion
del segundo lado del angulo llega al primero.

3. Un arco de circulo puede también suponerse generado por el
movimiento de un movil sobre la circunferencia a la que pertenece el
arco, moviéndose-en dos sentidos, de un extremo al otro o de éste al
primero.

Es evidente que los segmentos de recta, los dngulos y los arcos pueden
considerarse como magnitudes de dos sentidos, que si consideramos
a un sentido como positivo, el sentido contrario debe ser considerado
como negativo y que por-lo tanto deben ser medidos por nimeros de
sentido contrario. Desde luego que la adopcion del sentido positivo
es arbitraria, pero adoptada ésta, debe considerarse el dé sentido con-
trario como negativo.

Las consideraciones sobre medidas de segmentos de recta, 4ngulos
y arcos corresponden a la Geemetria.

Asimismo recordaremos aqui algunas cosas fundamentales.

t (.

4. Se llama longitud de un segmento de recta, el mimero aritmético
que expresa la relacién de ese:-segmento, al segmento tomado por uui-



—44—

dad. Asienlafigural, si u representa la unidad, el metro por ejemplo

y el segmento « cabe cinco veces en el segmento AB, diremos que AB
tiene 5 metros.

—_— Y debemos tener en cuenta, que si fijamos

como sentido positivo, el sentido A hacia B,

o 8i -el sentido en que el mévil que engen-

Figura 1 dra el segmento AB lo consideramos como

positivo cuando el mévil se mueve de izquier-

da a derecha, el sentido contrario ser4 negativo, es decir, cuando el

movil se mueve de derecha a izquierda. El punto desde el cual con-

tamos el segmento, o el punto de donde arranca el moévil que lo en-
gendra se llama el origen del segmento.

|

5. La medida de un dngulo, podemos considerarla como la relacién
de ese dngulo a otro tomado como unidad, que por ejemplo puede ser
el angulo recto.

a) Essabido porla geometria elemental que en la practica se divide
el angulo recto en 90 partes iguales y cada una de ellas se llama un
grado sexagesimal. Que cada grado se divide a su vez en 60 partes
iguales y a cada parte se le llama un minuto sexagesimal. Que cada
minuto se divide en 60 partes y cada parte es un segundo sexagesimal
y que cada segundo se divide siguiendo la division decimal. Asi ex-
presamos un angulo por ejemplo:

a = 36°27'43"84.

Cuando se expresa asi un angulo, por un niimero considerado com-
plejo aritmético, se dice que se sigue la division sexagesimal.

b) Se puede también seguir la divisién centesimal dividiendo el cua-
drante en cien grados, cada division es un grado centesimal ; lnego se
divide cada grado centesimal en cien partes y cada parte es un mi-
nuto centesimal, luego cada parte en cien partes iguales y cada una es
un scgundo centesimal y de ahi en adelante se sigue la division decimal
para las fracciones de segundo. Un 4ngulo se expresaria asi:

« = 8594739752
o0 también :
a = 85°47 39 b52.

Conociendo el angulo expresado en una cualquiera de estas dos
unidades, es facil obtener la expresion en la otra unidad, ya que se
trata de un simple problema de proporciones de la aritmética.
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Por otra parte, no usaremos la division centesimal en el presente
libro. )

Con respecto al signo, en general consideramos como sentido positi-
vo cuando la rotacion de la semi-recta se efecttia en el sentido contra-
rio al movimiento de las agujas de un reloj y negativo el sentido del
movimiento de esas agujas del reloj.

6. Medir un arco de circulo es compararlo con otro arco del mismo
circulo que se toma como unidad. El nimero que mide un arco de-
pende, pues, de la unidad de arco elegida.

7. Sistema. Se emplean en trigonometria tres unidades de arco di-
ferentes, lo que da lugara tres sistemas de medidas.

I. Sistema sexagesimal. — En primer lugar, se toma como unidad el
grado sexagesimal, es decir, que se toma la circunferencia a la que
pertenece el arco y se divide en 360 partes iguales. Cada parte es un
grado. Y en la misma forma que se hace para los 4ngulos, cada grado
se divide en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos, continuandose
luego en fracciones decimales de segundo. Se puede expresar asi un
arco :

a = 36°27/43"84.

Es el método de medida que mas emplearemos en este texto.

II. Sistema centesimal. — Se puede también usar la division cente-
simal, para lo cunal dividimos la ¢ircunferencia en 400 partes iguales
y cada parte es un grado centesimal, cada grado se divide en cien
partes y se tiene un minuto centesimal, y cada minuto se divide en
cien partes y cada parte es un segundo centesimal, continuiandose
luego en fracciones decimales de segundo, como se hizo con los angu-
los. Un arco expresado en grados centesimales seria :

a = 85947 39 52.

Este método, que es empleado muchas veces, serd muy poeo usado
en este volumen.

1fI. — En el tercer sfst;ema, Ia unidad adoptada es el radidn, sien-
do un radidn el arco cuya longitud es igual al radio del circulo.

Se usa también esta unidad para medir 4ngulos, llamandose radiin
el angulo que en una circunferencia de radio cualquiera, ecuyo centro



— 6 —

estd en el vértice del angulo, abarca entre sus .lados un arco de un
radidn o un arco de longitud igual al radio de la circunferencia.

L ]

Correspondencia entre los dffcrentes sistemas. — Se nos presenta
entonces el signiente problema ; conociendo la medida de un arco de
circulo en un sistema de medidas, calcular su medida en otro sistema,

Consideremos un arco, cuya medida en grados sexagesimales lla-
maremos. «, su medida en grados.centesimales z, y su medida en
radianes a,.

Tengamos en cuenta, también, que la circunferencia entera tiene
360 grados sexagesimales y 2= radianes (z = 3.14159...).

Podemos escribir:

- _
360 ~ 200 = 2= g

Esta importante ignaldad resuelve el problema planteado y asi se

tiene:

a =09y, a=1802 (2)
10
2y = —93, 2 = 2002 (3)
. L Ty
fand : : = . (4
“= 180"’ %= 200 4)

Aun a riesgo de ser cansador con estas cosas elementales y cono-
cidas por quienes se inician en el estudio de Trigonometria, no esta
demas insistir un poco sobre ellas.

Las férmulas que anteceden suponen que a est4 médido en grados
sexagesimales y fracciones decimales de grado. Cuando se ha calcu-
lado a, por la formula (1), se ha obtenido su valor en fracciones deci-
males de grado sexagesimal y para tener a « expresado en grados,
minutos y segundos, hay que multiplicar las fracciones decimales de
grado por 60 y se obtienen minutos y fracciones decimales de minuto,
luego las fracciones decimales de minuto por 60 y se obtienen segun-
dos y fracciones decimales de segundos sexagesimales.

Cuando se quiere calcular o, por la formula (4), el arco a debe estar
expresado en grados sexagesimales y fracciones de grado sexagesi-
mal. 8i el arco a est4 expresado én grados, minutos y segundos sexa-

gesimales y sea
DOMIS”
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siendo D el nimero de grados sexagesimales, M el nimero de minutos
¥ S el namero de segundos, se tiene evidentemente x expresado en
grados y fracciones decimales de grado sexagesimal por la formula :

M S

60 T 3600

a=D +
Y en ese caso de formulas (4) nos da:

=152 1 50 T 3600

&g

T M S ]

Para la aplicacion de las formulas 2,3 y 4 es necesario conocer los

1
valores de = y —; que son :
~

w = 3.14159265358979

a

= 0.31830988618379.

Al

Que en los calculos practicos basta con tomar cuatro decimales :

= = 3.1416
1
—=0.3183.
Observacion. — Todo esto que hemos expresado para los arcos se

aplica también para los 4ngulos.

Hay que observar que tanto los arcos como los angulos pueden ad-
quirir valores mayores que una circunferencia o que cuatro rectos, es
decir, que el niimero que mide un 4ngulo o un arco puede variar de

8. Circulo orientado. Arcos dirigidos. — Se dice que un circulo es
orientado, cuando se ha determinado sobre él, el sentido positivo
para medir los arcos. Tomaremos en general como sentido positivo
el sentido contrario al movimiento de las agujas de un reloj. Se toma
sobre él un punto a partir del cual se miden los arcos; es el origen
de los arcos.

9. Circulo trigonométrico o goniométrico es un circulo orientado de
radio igual a 1.
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10. Dos arcos o dos 4ngulos se llaman suplementarios cuando su
suma algebraica vale 180° o n; y complementarios euando su suma

-

vale 90° o

iv
<
2

11. Se dice que un arco o un sngulo pertenecen al primer, segun-
do, tercer o cuarto cuadrante cuando su valor algebraico est4 com-

—

prendido entre 0° y 90° (%), entre 90° (g) y 180° (z) entre 180° (%)

d

3% 3r .
y 270° (7), entre 270° (—2§> y 360° (2%) respectivamente.



CAPITULO IIi

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

12. Supongamos un circulo orientado de radio p (fig. 2) y sea OA
el origen de los dngulos, y consideremos un angulo MOA. La distan-
cia p de M al vértice O del angulo la lla-
maremos radio vector del punto M ; orde-
nada MP del punto M, la distancia del
punto M al otro lado OA del angulo ; y
abscisa OP del punto M a la distancia cen-
tro del circulo al pie P de la ordenada MP.
Supongamos siempre el radio vector p, me-
dido por un namero positivo. La ordenada
MP la consideramos positiva sijel pun- Figura 2-
to M estd arriba del diametro que pasa
por A y negativa en caso contrario. La abscisa OP la consideramos
positiva si el pie P de ]la ordenada cae a la derecha del centro O,
negativa si cae a la izquierda. “

Figura 3

Llamaremos p al radio vector, # a la_abscisa e y a la ordenada.
De acuerdo a la convencidn, si el angulo es menor que un recto

(90° 6 g) la abscisa « y la ordenada y son positivas (fig. 3-I). Si el

angulo pertenece al segundo cuadrante (comprendido entre 90 y 180°)
la abscisa # es negativa y la ordenada y positiva (fig. 3-II). Si el
angulo pertenece al tercer cuadrante (comprendido entre 180 y 270°)
tanto la abscisa @ como la ordenada y son negativas (fig. 3-11I) y si
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el Angulo pertenece al cuarto cuadrante (comprendido entre 270°y
360°) la abscisa x es positiva y la ordenada y negativa (fig. 3-1V).

El caso en que el Angulo valga 90° es un caso particular y la abs-
cisa vale cero y la ordenada vale 0. Si el 4ngulo vale 2707, la abscisa
‘ale cero y la ordenada —op.

Resulta asi que el ¢je de las abscisas es la recta que contiene al
diametro. que .pasa por el origen de los Angulos y de los arcos y eje
de las ordenadas, 1a recta que contiene al diimetro perpendicular al
eje de las abscisas.

13. TEOREMA : La relacién de los tres segmentos : radio vector, abs-
cisa y ordenada, tomados dos a dos y correspondientes a un dngulo «,
que suponemos variable, es una funcion
de a. — En primer lugar es evidente que
si el angulo es constante, esas relaciones
‘también son constantes y de un valor de-
terminado e independiente del radio vec-
tor p. En efecto, para x constante y dos
valores de p y o’ se tienen dos puntos My

=7 M’ de abscisas zy 2’y ordenadas y e '
Figura 4 (fig. 4). Y es evidente, por la semejan-
za de los triangulos MOP y M'OP’ que
esas relaciones son constantes.

Supongamos (fig. 5) dos angulos desigua-
les «y & dados por AOB y AOB’. Tome-
mos dos radios vectores OM y OM’Yy tra-
cemos sus abscisas @ y 2’ y sus respectivas
ordenadas y e .

Los triangulos MOP y MOP’ no son se-
mejantes y por lo tanto sus lados no son
proporcionales y entonces las relaciones
entre p, ¢ ¥ no han permanecido constantes, antes al contrario han
variado, como se queria demostrar. h

14. Si considéramos un dngulo variable « (fig. 6), medido por el
angulo MOA o por el arco AM y sea p el radio vector de M, @ su
abscisa e y su ordenada, 1as relaciones :

1° ordenada y al radio vector ¢. . . y

¢
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. & }

2° abscisa « al radio vector . . {;

) N O % [.
0 - Yy
3° ordenada y a la abscisa =, . .. -
. ®
4° abscisa x a la ordenada y.. "
5° radio vector » a la abscisa ¢. g
6° radio vector pa la ordenada y. s

son las seis funciones trigonométricas o las
seis funciones goniométricas del angulo xz y
se llaman respectivamente seno, coseno, tan-
gente, cotangente, secante y cosecante, que se
indican en forma abreviada. sen, cos, tg,

y

|
|
|
|
f
1
|
'

ctg, sec y cosec. 0 P A
Tenemos asi Figura 6
(! @ 2 x '
sena =", coSa= ) tga="2, ctgz= - seca="C, cosecq = L.
0 : z y . y

Hemos dado asi una definicion de las funciones trigonométricas.
Se acostumbra a llamar al

sen, tg y sec. las lineas
y al

cos, ctg y cosec. las colineas.

Nosotros llamaremos a todas las lincas trigonométricas.

15. Es claro que pueden darse ofras definiciones de estas mismas
funciones.
Daremos otra, solamente a los efectos de aclarar conceptos.
Tomemos el circulo orientado de centro O y radio p = 1, es deeir
el circulo trigonométrico de centro Oy sea A el origen de los arcos.
Sea M el mé6vil que origina los arcos que suponemos se mueve en el
.sentido positivo (fig. 7). El arco AM mide el dngulo a, puesto que

arco = radio X dangulo y p=1,
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resulta que el arco es igual al aAngulo medido en radianes. Diremos
indistintamente el arco AM o el angulo AM o el angulo «.

K Sea ¢’z la recta que pasa por el origen

Z .
y \ de los arcos.
A 8 iy Suponemos que los segmentos medidos
¢ sobre la semi-recta ox sean ‘positivos. Los
N . 1 . o
- w | ‘\\b medidos sobre la semi-recta ox’ seran ne-
£ X . .
Iy 0 PR, gativos. Las ordenadas de los puntos arri-
ba del eje 2’ las consideramos positivas,
las medidas debajo del mismo eje las con-
4 B’ z' Q1 7 e 3 [ A 1 ‘
¥ sideramos negativas. Tracemos la tangen-
Figura 7 ‘te geométrica 22’ en el origen de los arcos al

circulo trigonométrico. Las magnitudes
medidas sobre la semi-recta Az las consideramos positivas y las medi-
das sobre la semi-recta Az’ como negativas.

Consideremos ahora el arco AB igual a4 — y en el punto B tracemos

el A

la tangente w'u al circulo trigonométrico. Las magnitudes medidas
sobre la semi-recta Bu las consideramos positivas, las medidas sobre
la semi-recta Bu’ como negativas. Trazando la normal yy’ al eje z'x
que pasa por B, las magnitudes medidas sobre la semi-recta Oy son
positivas y las medidas sobre Oy’ negativas.

Tracemos la tangente al circulo en el punto M que corta a xx’ en S
y a yy’ en H.

Llevemos el radio OM y prolonguemos. Corta en Tazzyen K a
w'u y bajemos de M la normal MP al eje x'x.

Definimos ahora las lineas diciendo que en el circulo trigonomé-
trico (9)

sen o = MP, cosa= 0P, tga= AT,

ctg a = BK, seca =08, coseca= OH

.es decir que:

Seno de un arco es la perpendicular bajada desde el extremo
libre del arco al radio que pasa por el origen de los arcos en el
circulo trigonométrico. Es positivo en el 1° y 2° cuadrante. Ne-
gativo en el 3° y 4°.

Coseno de un arco es la distancia desde el centro del circulo
trigonométrico al pie de la perpendicular bajada desde el extre-
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mo libre del arco al radio que pasa por el origen. Es positivo en
el 1° y 4° cuadrante y negativo en el 2°y 3°,

Tangente de un arco es la parte de tangente geométrica en el
origen de los arcos, commprendida entre ese origen y la intersec-
¢ion con la prolongacion del radio que pasa por el extremo libre
del arco. Positiva en el 1°* y 3°* cuadrante, negativa en el 2°y 4°,

Cotangente de un arco es la parte de tangente geométrica en
el punto a un cuadrante del origen comprendida entre este punto
y la prolongacion del radio que pasa por el extremo libre del
arco. Es positiva en el 1°y 3° cuadrante y negativa en el 2°y 4°,

Secante de un arco es el segmento de la recta que une el cen-
tro del circulo trigonométrico con el origen de los arcos, com-
prendido entre el centro del cireulo y la interseccion con la tan-
gente al circulo en el extremo libre del arco. Es positiva en el
1°y 4° cuadrante, negativa en el 2° y 3°.

Cosecante de un arco es la parte de la recta que une el centro
del circulo trigonométrico con el punto situado a un cuadrante
del origen, comprendida entre el centro del circulo y su inter-
seccidn con la tangente geométrica en el extremo libre del arco.

Iis ficil ver que esta definicion, esti en correspondencia con la
anterior. En efecto, segin la definicion anterior, teniendo en cuenta
que el radio vector del punto M vale 1 (fig. 7), se tiene:

MP OoPp MP AT
se11a=T=MP, cos:;:-l—:OP, tga:OP:aK:AT’
OP BK OM OS
“8*=3p = 0oB - o = gp=on = 0%

OM OH
coseca=M§—(—)M=OH

Todas estas relaciones se obtienen facilmente comparando los tri-
iangulos semejantes OMP, OTA, OSM, OKB y OHM.



CAPITULO III

VARIACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

16. VARIACION DEL SENO a.— Veremos en qué forma varian las fun-
ciones trigonométricas de un angulo a, con el variar del argumento a.
i 8 Para ello daremos valores a la variable a
y veremos los que toma sen a, calculando
sen « para algunos valores particulares
de «.

Sea (tig. 8) un ecirculo trigonométrico,
vale decir orientado y de radio uno. Sea A
el origen de los arcos.

Un dangulo cualquiera a estd medido por el

Figura 8 arco AM. Cuando el arco vale cero, la orde-
nada y del punto M también vale cero. Lue-
go el seno de 0° vale cero. Cuando el punto M recorre el arco AB en el

: (T :
primer cuadrante, el arco crece desde 0° a 90° 0 5Y el seno también

crece. Podemos calcular algunos valores de sen «. Por ejemplo, si el
angulo vale 30°, el seno-vale MP. Prolongando MP hasta M’ el trid4ngu-
lo OMM’ es un tridngulo equilidtero, cada uno de cuyos lados vale 1.

= 1
) vale

1
Luego MP vale 5 Y el seno de 30° ((’) 8

]

Lo

sen 30° = sen - = - = 0,500.

6

- -
Para calcular el seno de 45° (0 Z)’ tenemos

la figura 9. Si el 4ngulo MOP vale 45°, sien- Figura 9

do el angulo OPM de 90°, para que la suma

de los angulos interiores del triAngulo MOP valga 180°, es necesario
que también el 4ngulo OMP valga 45°. Resulta asi que el tridingulo

OPM es isosceles y OP = MP.
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Aplicando ahora a ese triangulo rectingulo el teorema de Pitago-
ras, se tiene:

or? + MP? = OM2.

Pero OM vale 1 y OP = MP, luego

2 MP? = 1.
De donde resulta
™ . I 1 V§ ) O
sen 45° = sen ;: MP = ‘/§ = ﬁ =75 = 0,707
Podemos también calcular el seno de 60° B
~ M M
(6 %), para lo cual tenemos la figura 10. AN
AN 120" \
Uniendo- M con A el tridngulo MOA es ': ‘qzo N A
por lo menos isésceles, pues tiene el lado OM P 0 P
igual a OA como radios de un mismo circulo.
El 4ngulo OMA es igual a OAM y tenemos
AN B
20AM + 60° = 180°. Figura 10

Luego los angulos OAM y OMA valen también 60° y el tridAngulo
OAM es un triangulo equilatero. La perpendicular MP divide al lado
OA en dos partes iguales, es deeir, que tenemos

OP = PA =

Lo =

Y aplicando ahora al tridngulo rectangulo OPM el teorema de Pita-
goras, tenemos

OM’ = MP? 4+ OP".
Pero

luego

Y obtenemos

sen 60° = sen Z = MP = /3 = 0,866.
\ 3 2
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-

Cuando el angulo vale 90° (6 g)‘]a perpendicular MP se confunde

con el radio BO y vale 1.
Se ve que si el angulo crece en el primer
cuadrante desde 0 a 90°, ¢l seno erece desde

Oa + 1.
Si ‘seguimos incrementando el dngulo «

( en el segundo cuadrante (fig. 11) eon el cre-
\ cer del angulo en el segundo cuadrante, el
5 valor del seno decrece. Es ficil ver por la

Figura 11 figura 11, que se puede obtener comodamente

algunos valores del seno para valores par-
2%
ticulares del angulo «. Por ejemplo para a = 120° (6 3) el valor del

seno es M, P, (figs. 10 y 11) y es igual que para 60°, lnego

2= V3 -
sen 120° = sen g = Ig = 0,866..

vale

3=\
4

/
Igualmente es comodo comprobar que el seno de 135° l
igual que el seno de 45°, luego tenemos

o 3= _ |2 -
sen 135° = sen 1= 9 =0,707.

Si queremos el seno de 150°, se ve por la
figura 12, trazando por M; la paralela M|M

y llevando MP, que el seno de 150° (0 LE)

vale lo mismo que el seno de 30°, luego

B v .; Oa 560 Figara 12
sen 150° = 8= = Sy,
r

Y si el angulo vale 180° (6 =) el punto M se confunde .con A’, su

ordenada vale cero,
sen 180° = sen = = 0.000.

Se observa que si el Angulo crece en el segundo cuadrante, desde
90 a 180°, el seno decrece desde + 1 hasta cero.

Incrementemos el 4ngulo de modo de tomar todos los valores del
tercer cuadrante. A medida que el angulo crece, el punto M se mueve
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desde A’ hasta B’, la ordenada MP creceé en valor absoluto, pero
como es negativa, por estar debajo del eje x'z, el seno decrece. Y es
e0modo, por simples eonsideraciones geoméiricas, andlogas a las que
hemos heclo para el primer cuadrante y que no vale la pena repetir,
obtener los siguientes resultados:

= 1
sen 210° = sen 6 _ - g = - 0,500
dw 2 e
sen 225° = sen 04:' = — V‘_; = — 0,707
4% 3
sen 240° = sen —~ = — V:_: = — 0,866
- 3=
sen240°=sen?= 1 = — 1.000.

Mientras el angulo crece en el tercer cuadrante desde 180° hasta
270°, el valor del seno decrece desde 0 hasta — 1.
Dando ahora al argumento todos los valores del cuarto cuadrante

—
iv

desde 270° (6 5

2) hasta 360° (6 2x), el seno, como puede verse en la
figura 12, varia desde —1 hasta 0 y también se puede obtener ficil-
mente

10= ¥3 _ . 0.566

sen 300° = gen T = -- 5 =
sen315° = sen ‘: == 0,707
2
11= 1
sen 330° = sen =" 5=~ 0,500
sen 360° = sen 2r = = (,000.

Si seguimos aumentando el Angulo, de modo de tomar valores ma-
yores que 360° 6 2z, los valores de seno repiten. Asi, por ejemplo,
81 tomamos el angulo de 390°, tenemos

sen 390°-= sen (360 + 30°) = sen 30°

¥y asi sucesivamente. La funcion seno resulta, asi, una funeién perio-
dica de periodo igual a 360° 6 2r.
Hemos obtenido en resumen :



© sen « o. sen «
0° 0,000 crece decrece
crece . crece 7| 1
400 (67 1 210° (6 6) — 5= - 0,500
0 g 'é = 0,500 ]
o (<7 V2 225° (6 r“) 2 — 0,707
45 (01) 5 = 0,707 4 | 9 ’
‘ w~ g I's e 4"—'\ | l/g >
60° (07) V? = 0,366 240° (o ?) -5 =" 0,566
. 37\ |
90° (0 §) 1.000 270° (6 7)) — 1.000
crece decrece Y
, 10% 3
2% Vg 300° < _(f) - K‘? = — 0,866
120° (04:;) 5= 0,866 i
= J 22
3= 2 315° (6 — — — = — 0,707
1350 (637) | V2= 0,707 ’ ( 4) 2 A
4 2
= C11= 1
150° (6 : ') l — 0.500 330° (O 7~6—> — 9= - 0,500
6 2 ’
180° (6 =) 0,000 360° (6 27) 0,000

Representacion grdfica. — Con estos valores construimos la curva
que representa graficamente a la funcion sen x. Llevamos sobre las
abscisas o eje de la variable independiente, los valores de 2 y sobre

sencc

2l

° — O ‘“\/”T EN

Figura 13

las ordenadas los valores de sen zy obtenemos la curva de la figura 13.

Podemos obtener graficamente la curva que representa al seno o en
funcién de z. Para ello (fig. 14) tomamos un eirculo trigonométrico que:
dividimos en un nitmero enalquiera de partes iguales, por e¢jemplo 16,
que designaremos de 1 a 16.
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Prolonguemos el didgmetro A’A que pasa por el origen e los arcos
y sobre esa prolongacion Ax tomemos un origen O,. Medimos sobre
el eje Ox los angulos y sobre el normal los valores del seno. "

‘"Tomamos en una escala los valores 1, 2, 3... sobre O,#. Para encon-
trar el punto de la curva ‘que corresponde al 4ngulo 2, por ejemplo,
dado en la figura 14 por MP, proyectamos paralelamente a O,x el punto
M hasta encontrar en M, a la ordenada llevada por el punto 2. El
punto M, representa a la curva

Procediendo enla misma forma con respecto a los demas puntos se
obtiene la curva de la figura 14.

[ S
LB e ——

360°

Figura 14

Se ve que-la-eurva hace ver que la funcion es periédica. La eurva
que la representa se llama stnusoide.

Se ve que el valor maximo del seno es + 1 y el valor mlnlmo -1,
es decir, que siempre se verifica para cualquler valor de « que

—1<sena<-4+1

y no se concibe un valor del sen « mayor que + 1 o menor que — 1.
Se ve también que el seno se anula para todo valor de « que sea miil-
tiplo de =.

Ademéis hemos visto que la funcmn seno es una funciéon peridédica
de periodo igual a 2%, vale decir, que aumentando el arco en un niimero
cualquiera de circunfereneias, o disminuyéndolo, el valor del sen x
queda el mismo, lo que se puede expresar en la siguiente forma

sen (2kx + 2) = sen o™
donde k designa un namero entero cualquiera positive o negativo. O /wa«er .

? $3

17. VARIACION DEL COSENO. — Veamos ahora en qué forma varia
cos o« con el variar de a. Consideremos un circulo trigonométrico y
un dngualo x. Por definicion cos x = OP. Cuando el fingulo vale 0°,



el punto M coincide con A y el pie P dela perpendicular bajada des-
de M también coincide con A. El cos 0° es ignal a OA =1,

Cuando el 4ngulo crece en el primer cuadrante, o cuando el punto
M se mueve desde A hasta B, el punto P se mueve desde A hasta O,
el coseno decrece entonces desde 41 hasta 0. Por consideraciones
elementales de geometria se podrian encontrar algunos valores para
el cos «. Asi, por ejemplo, se encontraria facilmente :

: o8 30° = o8 V§ 0,866
\ AR
: —
o :l =0 ® l2 ~07
A . JP A cos 45 =cosz=§=0,101
7 1
cos 60° = cos —~ = = = 0,500
3 2 !
8’ -
Figura 15 cos 90° = COB— = ... = 0,000.

Si el angulo crece en el segundo cuadrante, aumentando de 90°

—

hasta 180° o desde 5 a w, el punto M se mueve desde B hasta A’y

el pie de 1a perpendicular se mueve desde O hasta A’, el coseno de-
crece entonces de 0 a —1, ya que en el segundo cunadrante es nega-
tivo, por caer el punto P a la izquierda de O. Se obtendria también,
con consideraciones elementales, que :

27 1
cos 120° = cos }? = — 5=—0,500
o 3= V2 _
cos 135° = cos T "5 =" 0,707
cos 150° = cos é(:—— = - VT— = — 0,866
cos 180° =cos = = .. = — 1,000.

Mientras el 4ngulo crece en el tercer cuadrante desde 180° Lasta
270°, el coseno crece desde —1 a 0 y se podria tener facilmente :

cos 210° = cos %‘ = — V—g = — 0,866



o7 V"

co8 225° = ¢08 — = — — = — (0,707
4 9 !
4= 1

cos 240° = ¢os = = — = — (0,000
3 2 !

oS 270° %= ¢08 o= .= 0,000.

Y cuando el angulo crece en el cuarto cuadrante desde 270° a 360°,
el coseno crece desde cero hasta + 1. Y podria obtenerse:

10=% 1
cos 300° = cos - = + 5 =+ 0,500
O _— ZE —_— V_2_ romed - 707
cos 315° = cos Yo + 5 + 0,707
, 11% V3
cos 330° = cos = 4+ — = + 0,866

cos 360° = cos 2% 4+ ... = + 1.000.

Si se sigue aumentando el valor del 4ngulo, el coseno vuelve a reto-
mar los mismos valores que al empezar. Resulta asi el coseno una
funcion periédica de periodo 360° 6 2= y podemos escribir

cos (2k=x + 2) = cos a,

donde k es un niimero entero cualquiera, positivo o negativo.
Podemos resumir los resultados que hemos obtenido en el cuadro

siguiente :



Representacion grdfica..
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o i cos v o X cos u«
0° | 1.000 180° (6= —1.000
crece . decrece crece c¢rece
30° (6 %) | 0,866 | 210° ( T) — 0,866
450(6 i) | 0707 || 2250 ( T) —0,707
. 4': .
60° (6 ~ 0,500 240° (6 — 0,500
3 5
90°'(é§) 0,000 270° ( ) 0,000
crece decrece crece crece
, 2= : 101
120° 0'3 —0,500 || 300° o .—]—0,500
cof.3T =
135° (0 —) —0,707 || 315° ( ) 40,707
4 4 /
. b= 11=
150° (6 < —~0,866 || 330° —é~) +0,866
180° (6 %) ~1.000 || 360° (62) | +1.000

coseno.
Tendremos asf la figura 16.

En forma aniloga a 1a que aplicamos para el seno, podemos obte-

pad

COS o«

—: Y eon -estos valores, representamos
ahora la curva que representa la funcién cos o, Tomamos sobre el eje
de las abscisas, en una escala arbitraria, los valores de « y en el eje
de las ordenadas, también- en una escala arbitraria, los valores del

N’

(] —»a’

Figura 16

/\ N\
N’

ner graficamente la representacion de cos « en funcién de a.
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Para ello, dividimos la circunferencia, en un nimero cualquiera de
partes, que es mas comode sean iguales, por ejemplo 16, como se in-
dica en la figura 17, que llamamos 1, 2, 3, L -~ wlung AL

Sobre el didmetro A’A prolongado tomamos un eje donde represen-
tamos los dngulos 1, 2,'3; ....en una eseala cualquiera y lnego por cada
extremo del arco, por ejemplo 2, bajamos la normal MP sobre el dia-
metro A’A. El ¢os 2 €s OP, valor que llevamos a nuestro sistema sobre
la nornga] 2 al eje O,@, obteniendo asi un punto de la curva. Repitiendo

Y, 8 ’

.
Ly g

t cosor b

Figura 17

lo mismo para los demds angulos 1, 3, 4, ..., etc., se obtiene Ta curva
de la figura.17. La curva muestra también que la funcion es periodica
y de periogib igual a una circunferencia. ;

Se ve que el valor maximo del coseno es + 1y el valor minimo —1,
es decir, que podemos poner para cualquier valor del angulo

-

—1<cosa<-=1,

y no tiene sentido dar al coseno un valor mayor que +1 ni menor
que —1,
Es de notar también que el coseno se anula para valores. de] arco.

7 - . . . . ﬂ
que sean un multiplo impar positivo o0 negativo de 5

18. VARIACION DE LA TANGENTE. — Tracemos el circulo trigo-
nométrico y sea A el origen de los arcos. Hemos definido como

tga= AT,

Estudiaremos ¢émo varia AT con el variar de a. Cuando a vale
cero, ¢l punto T coincide con A y la tangente de 02, vale cero. Cuan-
do « crece en el primer cuadrante, la tangente AT crece y es positiva.

Podemos calcular algunos valores de la tangente para algunos va-



lores de a. Por ejemplo, si a vale 30° (6;—: y tendremos (fig. 18) que

tomando el punto TV simétrico-de T con respecto a OA, el triangulo
TOT’ resulta equildtero. Es entonces OT = 2AT y el tridingulo. rec-
tangulo OAT nos da:

8 z

sEL =iy

m? . T ae

OT = OA® + AT’

o bien, puesto que OT = 2AT y OA =1
tenemos :

3

4AT - AT? =1

de donde

. s _yL_B_ .
Figura 18 ‘ tg 30° = tgg = ‘/3 = 3 = 0,577
Si suponemos x igual a 45° (() Z)’ el z 7
trisgngulo OAT es isésceles y 8 \\'
e K b
AT = OA = 1, \|/ PN
' \[A s0° \ x
y se obtiene A o A o'
tg 45° = tg =~ = 1 N I-
g = gz = 1 L
N
.‘ \
_ \V'
Haciendo a = 60° (6:—'), se tiene en z
3 Figura 19
la figura 19, que si tomamos el simé-

trico O’ de O con respecto a AT, el tridngulo OTO’ resulta equild
tero y el lado ;
OT =00 =20A =2,

el triAngulo rectangulo OTA nos da

01" = OA’ + AT®

y reemplazando OT =2 y OA =1, se tiene

4 =1+ AT
de donde sacamos ;"

=t
[+ ]
ol @
l
=
I
b
-
o
o



Si seguimos incrementando el éngulo, siempre en el primer cua-
drante, cuanto mas se acerque el punto M al punto B, tanto mas se
alejard hacia arriba el punto T. -

Consideremos el angulo (90° — ¢) 6 [:; — ¢y cuanto mas pequeiio
-l

sea ¢ (z positivo), tanto mayor sera la tangente AT y podemos poner

-

tg (90° — z) > + oo.
e 0
La tangente crece en el primer cuadrante con el erecer de x.
Tomando ahora el angulo 90? + ¢, la tangente es negativa. El
punto T esta debajo del eje 2’ y cuanto mas pequefio sea : (¢ posi-
tivo) tanto mas lejos estard el punto T y siempre hacia abajo.
Podemos poner :
tg (90° + ¢) > — oo.
:t—>0

Y en el limite, cuando ¢ vale cero, tendremos

(]

tg 90° = tg

= —+ oo,

el A

En el punto en que a vale 90°, la tangente es una funcion discon-
tinua y aunque nuestra variable x varie en forma continua, la tan-
gente salta bruscamente de mas infinito a menos infinito.

Si se hace crecer el angulo en el segundo cuadrante, cuando el
punto M se mueve desde B hasta A’, la tangente disminuye en el
valor absoluto, pero, como es negativa, la tangente crece.

Se podria obtener, por simples consideraciones -geométricas andlo-
gas a las que hicimos para el primer cuadrante, algunos valores de

la tangente, por ejemplo :

b 120° = — |3 = — 1.732

tg 135° = = — 1.000
3

te 150° = — ’% = — 0,577

tg 180° = = 0,000.

Si se incrementa el 4ngulo en el tercer y cuarto cuadrante, es tacil
notar que se¢ reproducen los valores del primer y segundo cuadrante
respectivamente. La tg es una funcion periédica de periodo igunal a
180° o a =.
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Y, en efecto, si calculasemos por elementales consideraciones geo-
métricas, tendriamos :

l"': . /g .
tg210° = tg |7 = tg30° = AN
) <)
tg 225° = tg ': = tg45° = = 1.000.
4= —
ty 240° = tg 0 = tg 60° = |3 = 1752
te 270° = tg )— = tg 90° = + oo (discontinua)
2300° = to 20T L e 1200 = — |3 = — 1.732
tg OOO = tb (. = tb 1...0 = yv,) fra 1.‘( _
)
te 315° = tg ‘; — tg 135° = = — 1.000
11= [
tg 330° = tg =" = tg 150° = — I3 = — 0,577
6 3
tg 360° =tg 2z =tg (0° = = 0,000.

Representacion grdfica. — Con estos valores representamos grifica-
mente a la funcion tangente. Sobre el eje de las abscisas llevamos

b o — a—  E—————

1w

13

]
0
o
[ -]
=

Ny U S S

Figura 20

en una escala cualquiera los valores de a 'y sobre las ordenadas los
‘alores de tg a.
Obtenemos la curva que muestra la figura 20.
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La tangente es entonces una funeion periddica de periodo ignal a =
y podemos escribir:
tg (b= + 2) = tg .

donde & es un niimero entero, positivo, negativo o nulo.

Lo

Es una funcién continua, excepto para los valores de x = 90° 0
y todos los valores

= + (k = numero entero). ~

SR

La curva toca a las rectas llevadas normalmente al eje de las z, por
los puntos o = 90°, 270, ..., ete., en el infinito. listas rectas son (asimp-

i
z tge |
T 1
1
|
1
5 4 3 7_'_ |
B 2 AT T T T T T - 4 i
7 ! !
1 ! |
8 16 0y 1123 4 r
£ o A )
9 15 3 =
© 4

lt

2
N
=

i
|
1
)
1
|
|
1
I
|
1
|
|
[
!

Figwra 21

totas de la curva y ésta se llama asimptotica. Por representar a la tan-
gente se la suele llamar fangentoide.

Se puede también obtener la curva que representa graficamente
ala tg 2 en funcion de z en la forma siguiente: Se toma el circulo
trigonométrico de centro O y se divide en un namero cualquiera de
partes que conviene sean iguales, por ejemplo 16, que numeramos de
1a 16 (fig. 21) y se traza la tangente geométrica 22" en el origen A
de los arcos.

Sobre el eje &'x se toma un origen Oy, y sobre ¢l se lleva la normal
que serd el eje donde tomaremos los valores de la funcion.

Sobre O, representamos los valores de o en una escala cualquiera.
Si se quiere obtener la representacion de un punto cualquiera, por
ejemplo para el 4ngulo 2, uniendo en el circulo O con el punto 2 y
prolongando hasta I, se tiene por definicion que AT es la tg. Luego
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en el punto 2 de O, que representa el 4ngulo 2, se traza la normal a
O,z y por el punto T la paralela al eje O,», el punto de encuentro
nos da el punto buscado. Procediendo en la misma forma para los de-
mas puntos, se obtiene la curva que muestra la figura 21,

19. VARIACION DE LA COTANGENTE. — Consideremos el eirculo
trigonométrico (fig. 22). Hemos definido como cotangente el valor
BK (15).
8 K__ Cuando « vale cero, el punto M coinci-
de con A, el punto K se ha alejado hasta
el infinito y podemos decir que ctg 0° va-
1e + o0,

Cuando el 4ngulo erece en el primer cua-
drante, el punto M se mueve desde A hasta
B y el punto K se acerca desde el infinito
hacia el punto B, es decir, que la ctg de-

g
“"E"igura 22
crece. Cuando el 4ngulo vale 90° (6 ;) el
2
punto K coincide con B y la magnitud BK vale cero, es decir, ctg 90°
vale 0. Si el 4ngulo crece en ‘el segundo cuadrante, con el moverse
del punto M desde B hacia A’, el punto K se aleja hacia la izquierda
y cuanto més se aproxima el punto M hacia A’ tanto mas se aleja el
punto K hacia la izquierda. La etg decrece y tiende a valer — co.

Cuando el dngulo vale 180°, la ctg es discontinua en ese punto, sal-
tando bruscamente de — co a 4+ oo. Cuando el 4ngulo crece en el tercer
cnadrante, los valores que adquiere la ctg son los mismos que en el
primer cuadrante, es decir, la ¢tg decrece y cuando el 4ngulo vale
2709, la ctg vale 0.

'Si el 4ngulo crece en el cuarto cuadrante, la etg adquiere los mis-
mos valores que en el segundo cuadrante, es decir, la ctg decrece y
¢uanto mas se aproxima el 4ngulo a valer 360°, tanto mas se aproxi-
ma la ctg a valer —oo. En el punto 360°,lo mismo que en el punto 0°,
la ctg es discontinua y pasa bruscamente de — oc a 4 oo. |

Podemos resumir estos resultados en la forma que sigue :
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% ctg « & ety «
0 . 4 o0 . crece | decrece
crece: | ‘decrece’ 270 | 0,000
90° 0,000 || crece | decrece
crece decrece ~360° + oo
180¢ +oo | '

Se podrian facilmente calcular algunos valores, en la misma forma
que se hizo para la tg.
Representandeo luego graficamente a la funcion, para lo que toma-

ctger

t z

3

MR
.__.___.___.___._...-5--__ ——— e
NI;

=y = ———— s — — ——————— .o

. o ——— ——— e ——

Tignra 23

mos sobre el eje de las abscisas los valores de a y sobre las ordena-
das los valores de ctg, se obtiene una curva como la de la figura 23.

La ctg es una funciéon periddica de periodo igual a 180° (6 a =).
Luego se puede escribir

ctg (kr + a) = ctg «

donde k es un nimero entero, positivo, negativo o nulo.

Se puede observar también que la ctg y la tg tienen siempre el
mismo signo.

Que la cotangente es discontinua en los puntos O, x, 27, etc., es
decir, en todos los puntos dados por

a = k= (k, entero, positivo, negativo o nulo).
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20. VARIACIONES DE LA SECANTE. — Consideremos el circulo tri-
gononrétrice (fig. 24) y un angulo « dado por el arco AM. Por defini-
cion sec o es OS. Cuando « vale cero, el punto M se confunde con A
y lo mismo le ocurre al punto S. Luego la sec de cero, vale 1.

Con el crecer del dngulo « en el primer cuadrante, es decir, a me-

n'

TFigura 21

dida que el punto M se mueve desde A hacia B, el punto S se aleja
hacia la derecha, la secante crece y cuanto mas se.acerque el punto
M a B tanto mas grande se hace la sécante.

Podemos poner, giendo = un z’tn.g‘fﬂo positivoi

~

O
Sse¢ |= — =z > 4 >0
2

:—> 0

Cuando el punto M pasa del otro lado del punto B, el punto S esta
a la izquierda de A’ la secante es negativa y si z es un angulo posi-

sec

tivo, podemos poner

=

N

—l—a)—»—oo-
—»

0

Cb

€

. - ~
lis decir, que cuando el angulo pasa por el valor 5 la secante es
I~
discontinua y pasa bruscamente de 4 oc a -0

—

sec::; = + oo.

A medida que el angulo crece en el segundo cuadrante, es decir,
medida que el punto M recorre el arco BA’, el punto S se acerca de
izquierda a derecha hacia el punto A’. La secante disminuye en valor
absoluto, pero comno es negativa, en realidad crece y cuando el angulo

vale =, el punto M se ¢onfunde con A’y la secante vale —1.
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Si hacemos crecer ahora al angulo en el tercer cuadrante, vale de-
cir, si el punto M recorre el arco A’B’ el punto S vuelve a alejarse del
punto A’ hacia la izquierda, vale decir, que la secante decrece, por
ser sus valores negativos y tanto mids se acerque el punto M a B’
tanto mas lejos estard de A’ hacia la izquierda del punto S.

Si = es positivo podemos poner:

(3]
™ e
sec(‘ -—s) - — 00,

— 0

o

Y también

34
—

124
[ vt
sec ( + s) — + oo,
>0

3= . .
En el punto 5 la secante es discontinua y su valor pasa de un

d

salto desde — oo a + oo, con €l crecer en forma continua del arco o
del angulo.

Si el punto M se mueve en el cuarto cuadrante recorriendo el arco
B’A, el punto S se acerca desde + oo hacia A. La secante decrece y
llega a tener el valor +1 cuando el arco o el Aangulo vale 2x.

Si se sigue incrementando el angulo o el arco, los valores de la
secante se vuelven a reproducir y resulta que la secante es una fun-
cion periodica de periodo 2z, es decir, que podemos escribir:

sec (2kx + a) = sec «

donde % es un nimero entero, positivo o negativo.
También vemos que la secante es discontinua para los puntos
B y B, es decir, para los arcos dados por :

+ k= (k, entero).

(SRR |

Resumiendo los resnltados-anteriores, se tiene :

/4 S¢C % /4 sSec ~«

()° 1.000 crece decrece
crece crece ! =

} > -+ oo

‘: |

" * oo N

2 crece decrece
crece crece 9. +1.000

= —1.000 |
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Pueden calcularse valores numéricos de la secante para algunos
angulos en particular. Seria muy. facil obtener, por ejemplo :

2 2
sec 30° = — S6C 45° = IE sec 60° = 2, ete.

/3

sec &

297

ro|f
=R

o e e e e e e e e e e o n—————
Nl‘"
=

Figura 25

Y construir asi la curva que representa graficamente a la funcién
sec a con el variar de «. Se obtiene una curva de la forma de la
figura 25.

seca

. s s T H !
. X " {l or-08
. A .} T 0 i
R 0 AS 0l v 2 3 4 !
s ! ot
L4 " :
" ]

—
-y > e ———— —— ————
.

s claro que también podria hacerse con procedimientos graficos,
como muestra la figura 26. w

Se procede en forma analoga que para sen, ¢os, etc., y se llevan
como ordenadas las magnitudes tales como OS. Pero, prolongando OM
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hasta el punto T es facil ver, comparando los tridgngulos OMS y OAT.
que OS es igual a OT ; luego es mas comodo tomar como ordenadas
los respectivos valores de OT. Una simple observacion de la figura
hace ver como se procede, por lo que omitimnos mas explicaciones.

Se puede ver que la secante conserva los mismos signos que el
coseno. Veremos mas adelante que la secante es lainversa del coseno.

21. VARIACIONES DE LA COSECANTE. — Un razonamiento ani-
logo, nos llevaria a obtener para la funcion cosecante que

@ cos@&C o @ . cosec «
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— —1.000
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Figura 27

Es una funcion periddica de periodo 2%, es decir, que se pugde

poner:
cosec (2k= + 2) = cosec z,

k entero positivo o negativo.



La cosecante es discontinua para los puntos A y A/, es decir, para
los angulos dados por kx, donde k es un ntimero. entero.

Los signos de la cosecante son los mismos que los del seno, y luego
mostraremos que la cosecante es lainversa del seno.

La curva que representa a la funcién cosecante tiene la forma de
la figura 27.

22. CUADRO DE LOS SIGNOS DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS.
— Hemos podido ver que todas y cada una de las lineas toman en
cada cuadrante todos los valores absolutos que pueden tomar. Es ne-
cesario tener muy presente el signo del valor que adquiere cada linea,
cuando el argumento toma valores en los distintos cuadrantes. Para
ello podemos resumir los resultados que hemos obtenido en el euadro
siguiente :

Cuadrante sen _v cos tg ctg sec | cosec
Primer....| + + + + + +
Segundo...| -+ — S R —_ +
Tercer ..| — — + + — —
Cuarto. .| — + | - | = + —

v

Se ve que las funciones seno y cosecante, coseno y secante, tan-
gente y cotangente, toman los mismos signos. Veremos mas adelante
que son funciones inversas entre si.



CAPITULO 1V

RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
IGUALES, PERO DE SIGNO CONTRARIO, QUE DIFIEREN 180°, SU-
PLEMENTARIOS, COMPLEMENTARIOS, ETC.

23. TEOREMA Las funciones trigonométricas homonimas de dos
arcos iguales y de signo contrario son iguales en valor absoluto, teniendo
el mismo signo el coseno y la secante y signo

y

contrario las restantes. — Iin efecto (tig. 28), : "
dos arcos iguales y de signo contrario p
+ay —a tienen el mismo origen A, pero ve_ |
sus extremos M y M,, son simétricos con ~x 0NJ-x :'; A
respecto al eje x’x, estan a igual distancia ¥ i
en valor y signo del eje yy’. M,

La abscisa ® de los dos puntos My M, B°

tienen el mismo valor y signo, mientras
que la ordenada —y del punto M, es igual

y de signo contrario a la ordenada y del punto M. Se tiene por defini-
cion (fig. 28)

Figura 28

Y _ & y x
Sen o — =y COS o = 67 tgd:;, Ctga::—’ SeCZ=?~7 cosec 2 = P

. Y x y

y también -
_Q —_—

Sen(—-x)::—Jy COS(—a)zfy tg(—z):—y,
e x

xr .
ctg (—a) = _—y, sec(—a) = %, cosec (—a) = —Py.
Luego:

sen (—a) = — sena ctg (—a) = — ctga
oS (—a) = + cos z sec(—a) =  seca

tg (—2) = ~tg cosec (—x2) = — cosec a.

Con lo que se demuestra-el teoremas.
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24. TEOREMA : Dos arcos suplementarios tienen el mismo seno y cose-
cante. Las lineas trigonométricas restantes son iguales en valor absoluto

pero de signo contrario. — Si llamamos « a uno delos arcos o 4ngulos,
¥|s el suplementario vale = — o (10). Si consi-
My L M deramos el circulo de la figura 29, tomando
e A como origen de los arcos, si
(Toex) ’
y |y
x’ -x x x
AR 0 P A AM=x y AM;, =1=x—q,

los puntios M y M, estan sobre una paralela
¥[8’ M,M al eje #’'x. Los dos puntos M y M, tie-

Figura 29 nen la misma ordenada y = OL. -

En cambio, comparando los triangulos
rectangulos OMP y OM,P, se ve que las abscisas de los puntos M
y M, son iguales y de signo contrario..
Si es p el radio del circulo, considerado siempre como positivo,
tenemos por definiciéon (14):

® g x
sena=y, COS o = —y tgar——-‘l; ctg a = =, sec a=g, cosec a= E,

¢ G " y @ y

y también

2 1
sen (x—a) = ‘ly cos (R —a) = ——f, tg (r—a) = Y y
e ~ —&
— &
ctg (r—a)=— sec(r—a)= —Lw’ cosec (m —az) = g
Luego:
sen (x—a) = sen a ctg (r—2) = — ctg a
cos (R —a) = — Cos « sec (r—a) = — sec a
tg (r—a) = — tg « cosec (x — a) = cosec a.

Con lo que queda demostrado ¢l teorema.

25. Dos arcos cuya diferencia es = (6 180°) tienen la misma tangente
y cotangente. Las lineas restantes son iguales y de signo contrario. —
En efecto, considerando (fig. 30) un circulo de radio p y A como ori-
gen de los arcos. Bl arco a tendr4 por extremo libre el punto M y el
arco « +a, tendré como extremo libre el punto M,, simétrico de M con
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respecto al punto O. Bajando del punto M y del punto M, las nor-
males al eje x'x, es ficil ver que si « e y son la abscisa y la ordenada
del punto M, (— =) y (—yv) son las del punto
M, y con sélo aplicar la definicién de las
lineas del n° 14, tendremos en seguida
que :

sen (r+ax)= —sena, ctg(z+a)= ctga
cos (x+a)=—cos a, sec(r+a)=—secua My
|8’
tg (r+a)= tg 2, cosec (x4 2)= -—cosec a. ¥

Figura 30

También podriamos haber escrito, combinando sucesivamente los
teoremas n® 23 y 24 :

sen(z+ax) = sen[r=(—a)]= =~ sen(—z) = — sena

eos (z+2)= cos[r—(—a)]=— co8(—a)—wmcCoS2x

tg(r+2) = tg[r—(-a]=+ tg(—2= tga

ctg(r+2) = ctgr—(—2]=%+ ctg(—a) = ctga

se¢ (r+a) = sec[r—(—2x1)] =< sec(—z)=— secx
(

— €08eC a.

I
&
|

26. TEOREMA : Cuando dos arcos son complementarios, el sen, cos,
tg, ctg, &ec y cosec de uno son respectivamente iguales al coseno, seno,
cotangente, tg, cosec, sec del otro. — Sabemos que dos arcos o dos angu-

. . 11
los son complementarios cuando su suma algebratica vale 90° o 5 (n°10).

Luego si a y 8 son dos 4ngulos complementarios, deber4 tenerse

12

L]

«+ f = 90° obien a4 3=

[

o

Vale decir que se tiene:

xa=90° -8, o0 a=_-—8
5=90°—a2 o 8=

Es decir, que si 3 es el complemento de «, a su vez x es el comple-
mento de 3, y para obtener el complemento de un 4ngulo en la unidad
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sexagesimal por ejemplo, basta restarlo de 90°. Asi, por ejemplo, el
complemento de o = 37°20’15”,12 se obtiene:

90° = 89°59/60"00
a = 37°20°15712

B = 52°39'44”88

Y el complemento de un angulo a = 154°32'43”27 sera:

90° = 96"00'00"00
a = 154°32'43"27

B =—64°32/43"27.

Consideremos ahora un circulo orientado de radio igual a la uni-
dad (fig. 31), y un arco o un angulo
8 kK a= AM, tomado en el sentido positivo

1

MAT dado por laflecha f. Sea B la extremidad

s A\

x o x
0 P |A

del arco AB = + g, medido en el sentido

de f. Consideremos sobre el mismo circu-
lo un nuevo origen B para medir dngu-
los o arcos en sentido de la lecha f”, con-
y siderado como positivo.

Figura 31 Se tiene por definicion de arcos com-
plementarios :

(medidos en el sentido f).

De donde

Pero MB medido en el sentido de J esigunal a B M medido en el
sentido de f’, luego

— 2 (medido en sentido f’ como positivo),

o también

.
- L.

o
I
e
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f8 es el arco complementario de a medido a partir de B y en el sentido

contrario al que se mide a. Por ello al punto B se le llama también

el origen de los arcos complementarios de los arcos de origen A.
Hechas estas consideraciones, consideremos un arco positivo a,

por definicién se tiene:
sena=MP y cosa=OP.
Y tomando come origen el punto B, y como positivo el sentido de
la flecha f7, se tiene :
sen 3 = ML, cos § = OL.
Y comparando los tridngulos OMP y MOL que son iguales, se tiene

LO=MP y LM = OP.
Luego
sen 3 = cos a,
coS 3 = sen z,
0 bien

o =

™
sen (- — x| = oS 2,

CO8 (

En forma analoga, se tiene:

— a) = Sen a.

oot

tg 0 =BK, ctg=AT; tgoa= AT, ctga=BK (f, sentido positivo).
Luego:

tga=ctg y tgp=ctga
vale decir

tg ('5 —a) = ctg a,
ctg (L:;- - a) = tg a.
Y procediendo en la misma forma, obtendriamos

T
sec 5 %= cosec a,
-~d

-

)

c

—G) = 8eC 2

Lo

¢0sec (

con lo que queda demostrado el teorema.
Es claro que el teorema vale para cualquier valor de 4.
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27. TEOREMA : Si dos arcos o dos dngulos difieren de un ouadrante,
el sen, el cos, la tg, la ctg, la sec y la cosec de mno son iguales en valor
absoluto respectivamente al cos, sen, ctg, tg, cosec y sec del otro, y son
de signo contrario, excepcion hecha del semo y cosecante. — En efecto,

Z 3 . w ’
dos arcos o dos angulos, cuya diferencia es 5 serdn:

-l

(g + a)l y =

Cualquiera sea el valor de «. Ahora podemos escribir combinando
los teoremas n* 26 y 23 :

qen(T—t-i- )
S 2 o
+ a

cos

’

sen

cos(—z) =+ cos z

Lo | sl
|
|
B
1

e
el

) cos|— — (—a)| = sen(—a)= — senx
tg(-g+a>= tg T—;—(—x) = ¢tg(—a)=— ctg 2
™ —TC ]
ctg(—+a) = ctglz —(—a)f= tg(—a)=— tga
2 2
sec (;;-+a) = secC :i—(—a)]zcosec(—a)=*'—< cosec z

sec(—a) = + sec a.

I
cosec (; -+ a) = (¢08sec

-

|
l
—
l
K
—
il

Con lo que queda demostrado el teorema.

28. REDUCIR UN ANGULO O UN ARCO AL PRIMER CUADRANTE. —
Las tablas de las lineas trigonométricas, ya sea que den el logaritmo
de los valores de las lineas o los valores mismos, nos dan los valores
de las lineas de arcos comprendidos en el primer cuadrante ; es decir,

. ()
dan esos valores para Angulos de 0 a 90° ode 0 a e cuando se busca
-l

el valor de una linea cuyo argumento no esté entre 0 y 90°, ya sea
mayor o menor, es necesario hallar el 4ngulo o arco del primer cua-
drante que nos dé el valor absoluto de la linea que se busca, valor
que por otra parte es siempre posible encontrar y se comprende que
asi sea, porque en el primer cuadrante, las lineas trigonométricas
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reciben todos los valores absolutos que pueden tener (22). Esto eslo
que se entiende por reducir un dngulo al primer cuadrante, vale decir,
establecido previamente el signo de la linca que se busca, lo que es
facil segiin el cuadrante en que caiga el argumento, busecar un argu-
mento en el primer cuadrante en que tenga la linea que se busca el mis-
mo valor absoluto. Reducir un arco al primer cuadrante es buscar otro

.y g . . . .
arco positiro y menor que % que admita, sin tener en cuenta el signo, las

mismas lineas trigonométricas.

Si @ es un arco, medido en radianes, por ejemplo, se puede en pri-
mer lugar, restarle cuantas circunferencias se puede al arco a y ello
no altera ni en valor ni signo el valor de las lineas. Nos quedara des-
pués de restarle todas las circunferencias posibles, el arco a, menor
que una circunferencia, cuyas lineas son iguales a las del arco a.

Ahora :

1° Si x es menor que %, el problema est4 resuelto.

2° Si « est4d comprendido entre 5 y =, es decir, si x est4 en el se-

gundo cuadrante, el arco suplementario =—a, estard comprendido
T : . :

entre 0 y % y teniendo en cuenta las férmulas del n° 24 se tiene re-

suelto el problema.

™~

2
y por lo tanto, teniendo en cuenta las férmulas del n°® 25, se tiene
resuelto el problema.

. . . 3%
3° BSi a estda comprendido entre = y =7 el arco « — = €s menor que

. . . 37
4° Si a est4 comprendido entre —-y 2=, el arco 2w — x, es menor
o

T . , . .
que 52— y teniendo en cuenta que las funciones del arco 2w — «, son

iguales en valor y signo a las de — a y recordando las formulas del
n° 23, se tiene resuelto el problema.

13=

o

Ejemplo 1. — Hallar las lineas del arco

Se tiene en primer lugar:

W
('

13%

[

b

= 2% +



— 42 —

— i

3‘~ . .
5 son igual en valor y signo que las del arco

3
Las lineas de 5

-

3% ) ) _ . e .
El arco — est4 comprendido entrez y =; luego calecularemos en pri-
.) ‘ (3 -
3t 2x T . ¢
mer lugar = — 5 =5 que es menor que ; y tenemos, segtin las for-
’ o ' &
mulas del n°® 24 :

= 3% 2=
sen — = 8Sen|«w ——J] = sen —
( 5) Sen 5 ,
t ~ t, ( 34— t, 2“
g g\ 5 g5
T ) 3% . Lf.
COS — = — COS T\."—F —-—‘('OS?7
sec 37:‘ = sec (" 3= sec 2w
5 AUV A 5
3n 3% 2=
t = — tg (% — = — tg —

3= 3= 2%
cosec F = C0SeC [Tt — — ] = CO8eLC -

Ot

Ejemplo I11. — Hallar las lineas del 4ngulo 919°26’15"2.
Tenemos en primer término:

919°26/15"2 < 2 X 360° + 199°2615”2.

Luego nuestro problema se reduce a buscar las lineas del angulo
de 199°26’15”2 que son las mismas que las del angulo de 919°26’15”2
por diferir éstos en un niimero entero de circunferencias.

El angulo 199°26’15”2 est4 comprendido entre 180 y 270°,

Podemos poner

199°26’15”72 = 180° + 19°26'15"2
y segun las formulas del n° 25, se tiene

sen 199°26'15”2 = sen (180° 4+ 19°26'15”2) = — sen 19°26’'15”2
cos 199°26’15”72 = co8 (180° 4 19°26'15"2) = — cos 19°26'15"2

tg 199°26'15”2 = tg (180° + 19°26'15"2) = + tg 19°26'15”2, cte.



CAPITULO V

INVERSION DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS

29. Si se conoce el valor de una linea trigonométrica y se quiere
encontrar el arco o los arcos cuya linea trigonométrica tiene un valor
conocido, se tiene planteado el problema que se Hama inversién de la
linea trigonométrica. En resumen : dado el valor del sen @ = m, se dice
seno inverso de m, es el valor de & que satisface la relacion anterior.

En realidad hay varios valores de a que satisfacen esa relacion,
como veremos en seguida. El problema puede dividirse en dos partes:

1* Encontrar un valor de c.

2* Hallado un valor de «, busecar todos los demas valores que sa-
tisfacen esa relacién.

30. Inversion del seno. — Consideremos un circulo trigonométrico.
Sea A el origen de los arcos. Supongamos

un valor m del sen « dado en la figura 32 oo tg= " *
por OL M, L M
sen &« = m = OL. ' N YO\
AN N

Por el punto L llevamos una paralela r;, — £a N e
del eje xx’, ésta corta en general al circulo \
trigonométrico en dos puntos M y M, y es .
facil ver en la figura que todos los arcos , \ -
cuyo origen sea el punto A y su extremo -—---—- LA L&
libre el punto M, tienen el mismo seno MP Figura 32

ignal a OL = m.
Llamando « al arco AM, todos estos arcos estan comprendidos en

la formula:
2k + o (1)

donde & es un nitmero entero, positivo, negativo o nulo.

Pero, la paralela Nevada por L al eje 'z corta también el eirculo
en el punto M, y todos los arcos que tienen por origen el punto A y
por extremo libre a M, tienen el mismo seno M, P, :

M,P, = OL = m.
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Y se ve por la figura, siendo siempre el arco & = AM, que estos
arcos estan dados por la formula

2k + 7 — & (2)

donde k es un niamero entero, positivo, negativo o nulo:-
Podemos encerrar las formulas (1) y (2) en una sola

=+ (—=1)ka.

Y es facil ver que para valores pares de k&, se obtienen todos los
valores dados por (1) y para valores impares los dados por la (2).

Es comodo mostrar que la formula vale también para valores ne-
gativos de a.

Luego, dado el valor del sen a = m, se encuentran infinitos valores
del arco que tienen a m como valor del seno.

Se ve por la construcciéon que hemos hecho en la figura 32, que si
m es mayor que +1, la paralela wu’ no corta el ¢irculo trigonométrico
ya que es exterior al circulo, y lo mismo ocurre si el valor de m es
menor que — 1, porque entonces tomaria la posicion de la recta vv’,
por ejemplo, y no cortaria al circulo. El valor del seno, entonces, para
que se pueda encontrar valores para el arco debe ser mayor o igual
que — 1 y menor o igual que +1; es decir, que siempre debe ser

-

—1<sena< + 1.

En los casos limites en que sen « es iguala +1 6 a —1, las parale-
las, tales como uw’ 6 v’ paralelas al eje @’z son tangentes al circulo
y los puntos M y M, se confunden respectivamente con B 6 B'.

Se ve que siempre que el valor absoluto del seno sea menor que 1,
la recta corta al circulo en dos puntos, lnego dado el valor del seno
comprendidlo entre +1 y —1, hay dos arcos menores que una circun-
ferencia que tienen por seno el valor dado.

Representacion grdfica. — Podemos ahora representar graficamente
a la funcion
o = arc. sen (m)

que es una forma abreviada de escribir:

a es el arco cuyo seno es m.
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Los valores de m pueden variar entre. —1 y +1, para que el arco
exista.

Tomamos sobre el eje de las abscisas
los valores de m y como ordenadas los de
la funcién

/

]
1
|
|
1
|
| (o g

arc. sen.m {
!
|
|

y tenemos una curva como la que mues-
tra la figura 33.

Hemos encontrado, y el grafico lo ra-

: 1 DR
tifica, que dado el valor de sen & = m, z[

. |
se encuentran dos series de valores de —

. .y . TP _ " o
progresion aritmética igual a 2%, que ., * bom
son : 3

- 1
«, 2x+a, 4%+ 2, !
y

c‘l

T - 3T —0a I —q,

Para el valor de m = OL, los valores
de « de la primera serie estadn marcados
con (O y los valores de a para la segun- Figura 33
da serie con [.

e e = = b ———

\

Se desprende, de todo lo antedicho, que la condiciéon necesaria y
suficiente para que dos arcos tengan ¢l mismo seno es que su diferen-
cia sea un miltiplo par de = o que su suma sea un maltiplo impar de =.

31. INVERSION DEL COSENO. — Consideremos el circulo trigono-
métrico (fig. 34) y supongamos un valor
de cos « igual a m.

Llevemos, a partir de O, sobre el eje xz’
el valor de m positivo a la derecha de Oy
negativo a la izquierda.

Sea

y u

OFP = m.

Por el punto P llevemos la paralela wu’ al
eje yy’, 1a que corta en general al circulo en
dos puntos M, y M,.

Todos los arcos que tengan por origen el punto A y por extremo
libre el punto M,, tienen por coseno el valor OP, es decir m. Ahora

Figura 34
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bien, todos esos arcos, llamando « al-arco AM,, estan dados por las
series

3

\ y 2n+4 ¢, 4n+a, 67+ «,
{ =2z + a, —4z + a, —6% + «,

Lo

las que puedo encerrar todas en la expresion :
2k + o (1)

donde k es un numero entero, positivo, negativo o nulo.

Pero también, todos los arcos que tienen por origen A y por extre-
mo libre -el punto M,, tienen por coseno a OP, es decir a m. Y todos
estos arcos estan dados por las series

2r —a, 4% —a, On — a

| —¢, —27—a, —dr—a,
las que puetdo encerrar en la expresion

- ok — a. (2)

Y alora se pueden juntar las férmulas (1) y (2) en una sola expre-

sién general
2k + a

donde hay que dar a &k cualquier valor entero, positivo, negativo o

nulo.

Se ve por la figura 34 que para la paralela uu’ llevada por P al eje
de las y corte al circulo trigonométrico, es necesario que el punto P
esté comprendido entre los puntos A’A, es decir que debe tenerse

para que exista el valor de & que

—1<cosa=< +1.
En los casos limites en que cos a sea igual a +1 6 — 1 la parglela
ww’ es tangente al circulo en los puntos A y A’ respectivamente.
Si se tiene
—1< cosax < +1

entonces la paralela corta siempre el circulo en dos puntos; quiere
decir, que siempre hay dos valores del arco, menores que una circun-
ferencia que tiene por coseno el valor dado.



Representacion grdfica. — Si representamos graficamente a la funciéon
@ = arc. cos (m)

tomando sobre el eje de las abscisas los
valores de m, tales que

—1<m< 41

y Hevando como ordenadas los valores de «,
se tiene una eurva como la que muestra la
figura 35.

Se ve por la figura, que se obtienen para
cada valor de m dos series de valores para 2,
la primera dada

o« 2+« 4%+ a,

dado por los puntos (O y la otra

-, 2% —a, in — «, T —

Figura 35

dado por los puntos .
Y se desprende también que la condicion necesaria y suficiente

para que dos arcos tengan el mismo coseno es que su suma o su dife-
rencia sea un miltiplo de 2a.

32. INVERSION DE LA TANGENTE. — Tomemos el circulo trigono-

métrico y en el origen A de los arcos llevemos la tangente 2’z al
z circulo (fig. 36).
8 Supongamos un valor cualquiera de
tg a = m. Llevemos el valor de m = AT
sobre 2’z a partir de A. Sobre la semi-
recta Az si m es positivo y sobre la semi-
recta Az’ sim es negativo.

Unamos el punto T con el centro del
circulo O y prolonguemos.

I8’ z’ La recta OT corta el circulo, siempre en
Figura 36 dos puntos M y M, y tendremos que todos

_ ‘ los arcos de origen A y extremo libre en
M, tienen por tg el valor AT. Ahora bien, todos estos arcos, llaman-
do « al arco AM, estan dados por las series :
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(% 2x+2 45ta 62+
(—2ﬁ+a, -4+ a, =67+ 3

valores que podemos encerrar en la formula
2kx + a (1)

donde & es un nimero entero, positivo, negativo o nulo.
Pero también los arcos con origen en el punto A y extremo libre
en M,, tienen por tg a AT. Todos estos arcos estan dados por las

series :
\ *+ 9 3% + a, o + a,

(—7:+a, 37+ a —0n+ a

valores dados que podemos expresar con la formula:
2k 4+ 1)= + « (2)

donde % es un ntimero entero, positivo, negativo o nulo.
Podemos todavia dar una expresion general que contenga las for-

mulas (1) y (2) y es:
kz + a.

Deducimos que la condicion necesaria y suficiente para que dos
arcos tengan la misma tangente es que su difereneia sea un miltiplo

de T.

33. INVERSION DE LA COTANGENTE. — Tomemos el ¢irculo trigo-
nométrico y sea A el origen de los arcos (fig. 37). n el punto B tra-
cemos la tangente geométrica u'n. Con-

ar’ Bl K u sideremos ahora un cierto valor de la
M ctg a = m.

Queremos ver cuales valores de « tie-

o . nen por cotangente el valor m. Tome-

mos sobre uw’, a partir de B un valor
BK = m, sobre la semi-recta Bu, si
m es positivo y sobre la semi-recta Bu’
si m es negativo: Uniendo K con el cen-
Figura 37 tra O y prolongando, la recta KO corta

al circulo siempre en dos puntos M y

M, y todos los arcos que tengan origen en el punto A y su extremo
libre en M y en M,, tienen la misma ctg. Un razonamiento andlogo
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al que hemos hecho para la tangente, nos daria que todos esos arcos
pueden darse por la féormula general

k= + a.

Y sacamos que la condicion necesaria y suficiente para que dos
arcos tengan la misma cotangente es que su diferencia sea un mil-
tiplo de .

34. INVERSION DE LA SECANTE. — Tomemos el circulo trigono-

métrico y supongamos un valor desla. sec x = m. Tomemos sobre la
recta o'z los valores de la sec x=m (fig. 38),

a partir del punto O, haciala derecha sim M
- - . . . . ‘
es positivoy hacia la izquierda si m es ne-
gativo. Z _m x
Tendremos asi, por ejemplo : 0 A S
OS = m., M,
Desde el punto S, tracemos las tangen- Figura 38

tes SM, y SM, al circulo, siendo M, y M,
los puntos de tangencia. Todos los arcos con origen en el punto Ay

extremo libre en M, tienen por sec el valor m ; y llamando « al arco
AM,, ellos estan dados por las series:

sa, 27 + o 4= + a, 6% + a, )
(. -2z 42, —4x+a, -—067+ a, .

Y todos los arcos con origen en el punto A y extremo libre en M,
tienen por sec ¢l valor m y puesto que el arco AM, es igual y de sig-

no contrario al arco AM, como es muy ficil ver, estaran dados por
las series
[$

( —a, —2x -2 —4% - a,

Las series (1) y (2) por un razonamiento igual al que hicimos para el
coseno, pueden encerrarse en la formula general

2k + a.

Se ve que para que se puedan trazar las tangentes desde el punto
S, éste debe estar afuera del circulo y como caso limite sobre él. El

4
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valor de m debe ser entonces mayor o igual que +1 y menor o igual
que — 1. Todo valor «# dado por

—1<e<+1

no puede ser tomado como valor de la secante.

35. INVERSION DE LA COSECANTE. — Sea A el origen de los arcos
en el circulo trigonométrico del centro O (tig. 39) y tomenos sobre el
” eje yy’, a partir de O, el valor OH = m de
HA la cosecante de un cierto 4ngulo a.

Si m es positivo lo tomamos sobre la se-
= mi-recta Oy, si es negativo sobre Oy’
Desde el punte H tracemos las tangen-
* tes al circulo y sean M y M, los puntos de
tangencia. Todos los arcos de origen A y
extremo libre en M, como asi, también, to-
¥’ dos los arcos de origen A y extremo libre
Fignra 39 en M, tienen la misma cosecante m.

Con un razonamiento analogo al que hici-
mos para el seno, encontrariamos que todos esos arcos estan dados
por

kr 4 (— 1)ka,

Se ve por la figura que el punto H debe estar fuera del circulo
y como un caso limite sobre el circulo mismo. Para que exista el
angulo a, es necesario que el valor de m sea mayor o igual que +1y
menor o igual que —1.

36. Resumen. — Todos estos resultados los podemos resumir en el
cuadro siguiente :

seno y cosecante. kx + (—1)ka
tangente y cotangente .. ,. kr + «
¢oseno y secante. 2kr + & j



CAPITULO VI

RELACIONES ALGEBRAICAS ENTRE LAS L{NEAS TRIGONOMETRICAS
DE UN MISMO ARCO (FORMULAS FUNDAMENTALES)

37. TEOREMA : La suma de los cuadrados del seno y coseno de un

mismo arco, es igual a la unidad. — Consi- "
deremos un circulo trigonométrico y sea A y\ z
. . u’ B K u
el origen de los arcos (fig. 40). Tomemos - 17
T
un arco AM = «. Bajemos desde M la per-

L)
pendicular MP sobre el eje z'z. x’ « |\ =
Por definicién, tenemos A 0 pAS

MP = sen « (1) =
y’ zl
= J . ‘)
oP cos « ('J) Figura 40

El triangulo OPM, por ser rectangulo en P nos da

MP’ + OP? = OM>

Pero OM = 1, por ser el circulo de radio 1 y teniendo en cuenta
las igualdades (1) y (2) sacamos la formula fandamental

seno® + cos?a =1 (@)

que demuestra el teorema.

38. TEOREMA : La tangente de un arco es igual al cociente del seno
dividido por el coseno del mismo arco. — En la figura 40 tracemos la
tangente geométrica 22’ y prolonguemos OM hasta encontrarla en T,
por definicién, se tiene

tga = A'l.
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Comparando ahora los triAngulos semejantes OTA y OMP, se tiene

AT MP
OA OP

Pero OA =1 ysegan(1)y (2) MP = sena, OP = cos a; luego se tiene

sen «
to o = /]
° Cos o ()

lo que demuestra el teoremay vale, desde luego, para cualquier valor
de a.

39. TEOREMA: La cotangente de un arco es igual al cociente del co-
seno dividido por el seno del mismo arco. — Tracemos en la figura 40
la tangente geométrica w'u al circulo en el punto B.y prolonguemos
‘OM hasta encontrarlo en K.

Por definicion, tenemos

cotg a = BK,

Comparando ahora los tridngulos rectingulos semejantes KOB y
OMP, tenemos
BK OP
OB MP

y observando que OB =1, OP = cos « y MP = sen a, se tiene

COS o
sen o

cotg o = (c)

que era lo que deseabamos mostrar.

40. TEOREMA : La secante de un arco es igual a la unidad dividida
por el coseno del mismo arco. — Trazando en el puntoM la tangente
geométrica al circulo (fig. 40), se tiene por definicion que

sec o = ON,

Y comparando ahora los tridngulos rectingulos semejantes OSM
y OMP, se tiene
0OS OM
OM - Oor
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De donde, puesto que OM =1 y OP =cos a
!
COoS o

sec & = . (d)

41. TEOREMA : La coseccante de un arco es igual a la unidad dividi-
da por el seno del mismo arco. — En efecto, en la figura 40, se tienen
por definicion

OH = cosec a.

Y comparando los triangulos rectangalos semejantes OHM y MOP

se tiene :
OH OM

OM~_OP
y teniendo en cuenta los valores de OM y MP se tiene:

‘1
sen a

Cco8eC & =

(€)

42. Los cinco altimos teoremas que hemos dado, nos dan cinco
relaciones fundamentales entre las lineas de un mismo arco y son las
siguientes:

sen?a 4 cos2a =1 (@)
sen o
tg o = b
& COoS & ( )
CoS o
ctg o = ‘(e
g sen o« ()
1
sec o = (d)
CoS o
1
coseca = (e)
sen o

Estas cinco relaciones fundamentales son independientes entre
ellas, ya que en cada una aparece una linea que no figura en las otras
y esas son todas las relaciones independientes que pueden encon-
trarse o, en otros términos, cualquier otra relacion que se encuentre
serd una consecuencia de ese grupo. En efecto, supongamos que existe
otra relacion independiente de las cinco anteriores. Llegariamos a
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obtener un sistema de seis ecuaciones con seis incognitas y se con-
‘cluird que todas las lineas tienen valores fijos, justamente las solucio-
nes de un sistema de ecunaciones, lo que es imposible. Hemos visto
que las lineas son funciones del arco.

Se puede afirmar que cualquier otra relacion que se encuentre es
una consecuencia de las anteriores.

43. Otras relaciones. — De la relacion (b) sacamos, por ejemplo :
- . senfa  cos®ox + sen’a
1° 1+tg2a:1+ 5= = - +2
cos? a cos? a
y teniendo en cuenta la (a) resulta
2
1+ tga = . = Al X

cos® o
2° Multiplicando la (b) en la (¢) se tiene
tga.cotg.ax = 1.

3° Teniendo en cuentala (¢) y la (a) se tiene

2 2 .2 ]

. COS® & sen® o + ¢cos® o ]

1+etg?a=1+—— = _ = 2.._.@10&.0(
senc o sen” o sen o

44. EXPRESION DE TODAS LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS EN FUN-
C1ON DEL SENO. — Suponemos conocido el valor del seno, que ya he-
mos visto (n° 16), que debe ser tal que

—1<sena< 4 1. (1)
Para expresar el cos o en funcién del sen a, tenemos (a)

sen®a 4 cos?a =1
de donde
cos & = + 1 — sen? a. (2)
Para que pueda calcular el radical, es necesario que la cantidad
sub-radical sea

1 —-sen?a>0

lo que equivale a decir lo mismo que la (1).
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Se ve que para cada valor del sen «, se tienen dos valores iguales y
de signo contrario para el cos a.

Es facil ver, en la figura 41, que toman- /
do una longitud OL igual al valor del <
sen a, y trazando por L la paralela al eje

AN
L N\

‘I\x

; .
x'w, 1a que eorta el circuloen My M, ; los - 5 o E x
arcos con origen en A y extremo libre en ~ S A % 0 o
M o M, tienen el mismo seno, pero los co-

senos OP y OP; son iguales en valor abso- = "
luto, por serlo los triangulos OLM y OLM,, y

pero son de signo contrario. Se explica asi Figura 41

el porqué del doble signo de la formula (2).
Para calcular el valor de 1a tg o en funcién de sen o tenemos,"se-
gin la ()

tg o=

Y reemplazando el valor del cos « dado por la(2), se tiene

sen o
tga = + —————.
/1 — sen?a

Se ve que se tienen dos valores iguales y de signo contrario para la
tg «. Y en efecto, observando la figura 41 se tiene que la tangente
del arco AM es AT, mientras que la tangente del arco AM, es AT,.
Es facil ver que AT y AT, son iguales en valor absoluto y de signo
contrario.

Para calcular el valor de la ctg en funciéon de sen a, tenemos
seguan la (c)

Y poniendo el valor del cos dado por (2), tenemos

1 — sen‘a
ctg o = + ‘/———————

sen a
Para cada valor del sen « se tienen dos valores iguales y de signo
contrario para la ctg « que corresponden, en la figura 41, a los valo-
res BKy BK,.
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Para expresar la secante de « en funcion de sen «, tenemos, com-
binando l1a (d) con la (2)

sec o = — =t ————=
Cos « I1 — sen*a

¥

Los dos valores iguales y de signo contrario, corresﬁonden en la
figura 41 a las magnitudes OS y OS,.

Finalmente, el valor de la cosec & en funcion de sen a es dado
directamente por la relacién fundamental (e)

1
sen o

CoSeC & =

Y se tiene un solo valor para la cosec «. Iin efecto, puede verse en
la figura 41 que las tangentes geométricas en los puntos My M, en-
cuentran al eje yy’ en el mismo punto H, es decir que los arcos AM
y AM, tienen la misma cosecante OH.

45, EXPRESION DE TODAS LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS EN FUN-
CION DEL COSENO. — También sabemos (n° 17) que el valor de cos a
esta comprendido entre —1 y +1, es decir que debe tenerse

—1<cosa<+ 1. (1)

Para expresar el sen « en funeion de -cos «, sacamos de la expre-
sion (a)
sen @ = + |1 — cos?a. (2)

Para cada valor de cos a se tienen dos valores ignales y de signo
contrario para el sen a. Y en efecto (fig. 42), llevemos OP igual a
cos a y por el punto P tracemos la paralela al eje yy’ que corta en gene-
ral al circulo en dos puntos, M y M,. Todos los arcos que tengan por
origen el punto A y por extremo libre al punto M o a M,, tienen el
mismo cos a=0P. Pero los arcos con extremo libre en M, tienen por
seno el valor MP, mientras que los arcos de extremo libre en M, tie-
nen por seno el valor M,P. Y es facil ver que M,P y MP son iguales
y de signo contrario.

Para expresar la tg « en funciéon de cos «, se tiene combinando la
(b) con la (2)
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Se ve en la figura 42 que los dos valores iguales y de signo con-
trario corresponden a las magnitudes AT y AT,, -
Igualmente combinando la (¢) con la (2), se tiene

CoS & Cos o L
ctga: —_—— = i —,
sen « /1 — cos?a
Y los dos valores iguales y de signo H
contrario corresponden en la figura a las ‘ ¥ & )
1

magnitudes BK y BK,.

En cuanto al valor de la secante a« en
funcién del cos «, es dado directamente x’ il
por la relacion fundamental (d). Se tiene

<

un solo valor para la sec «. Y, en efecto,

N

%

las tangentes al circulo en los puntos M y 17 “
M, cortan al eje 2’z en el mismo punto S, y /

y la secante de todos los arcos con origen '

en A y extremo libre en M o en M, es Figura 42

OS.
Para expresar la cosec « en funcién de cos «, combinamos las rela-
ciones (e) con (2) y tenemos

cosec & =

T

en

R
—
[

[
o
o=l
s A

[
R

Los dos valores iguales y de signo contrario estan dados en la figu-
ra 42 por las magnitudes OH y OH,.

46. EXPRESION DE TODAS LAS LINEAS T'RIGONOMETRICAS EN FUN-
CION DE LA TANGENTE a. — Para expresar el sen a en funcién de
tg «, podemos escribir, teniendo en cuenta la relacion (a)

sen?a

sen? ¢ = 5 =
sen?a + cos?a

O bien, dividiendo numerador y denominador del 2° miembro por

cos?® o
sen? o

cos? o

sen?a = "
sen? «

cos? a
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Y teniendo en cuenta la (b), se obtiene:

sen o0 = + tg:a (1)
/1 + tg2a

Lo que nos dice que dado el valor de tg «, se encuentran dos valo-
res iguales y de signo contrario para el sen a.

En efecto, consideremos (fig. 43) un eirculo trigonométrico, donde

" A es el origen de los arcos. Tomemos sobre

x la tangente 22’ el valor AT igual al valor de

z
K

( tg . Uniendo T con Oy prolongando, tene-
mos que todos los arcos que tienen por ori-
s, A| P : ol 1 A\? gen el punto A y por extremo libre el pun-
‘ to M o el punto M, tienen la misma tg AT,
M, / pero los arcos con extremo libre en M tie-
8 . nen por seno la longitud MP, mientras que
" los arcos con extremo libre en M, tienen por
Figm: B seno la longitud M, P,. Es facil ver que M, P,

y MP son iguales y de signo contrario.
. Para expresar el cos a en funcién de tg o escribimos teniendo en

cuenta la relacion (a¢) y dividiendo numerador y denominador por
2
cos® a

0 cos? o 1
COs® o = 5 5 = 3
sen‘a + costa 1 + tgca
de donde
1
CoS &6 = + ————. (2)
1+ tg?

Se ve que se tienen dos valores iguales y de signo contrario
para cos o que corresponden (en la fig. 43) a las magnitudes OP y
OP,.

La expresion cig en funcién de tg la obtenemos multiplicando las
relaciones fundamentales (0) y (¢) lo que nos da

tga.ctga =1
de donde

1
t, = 3
ctg a iz (3)



—_ 59 —

Para cada valor de la tg se obtiene un solo valor para ctg y en
efecto, en la figura 43 los arcos con extremo libre en M o en M, tie-
nen la misma ctg que es BK.

Para expresar la sec a en funcién de la tg combinamos la relacién
fundamental (d) con la relacién (2) y obtenemos

sec o = + |1 + tg2a. (4)

Es decir, que para cada valor de la tg obtenemos dos valores iguales
y de signo contrario para la sec que corresponden (en la fig. 43) a las
magnitudes OS y OS,.

La expresion de cosec « en funcién de la tg a se obtiene combi-
nando la expresiéon fundamental (e) con la relacién (1) y obtenemos

L
COSecC o = i l{_Lga
tg o

y los dos valores corresponden (en la fig. 43) a las magnitudes OH
y OH,.

47. Con razonamientos en un todo analogos a los anteriores, se
obtendria la expresion de las lineas trigonométricas en funcion de
ctg a 0 seca o de cosec o y se tendria asi en resumen el siguniente
cuadro :
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1
Ejercicio 1: Hemos encontrado (n° 16) sen 30° = Q-A.Calcu]ar el

valor de las deméas lineas.

Se tiene _
s30e=1}/1 1 /3
¢o = 1= 9
1
2 1 3
)3 13 3
2
/3
9 _
ctg 30° = — = l/3
1
2
9 5
sec 30° = —1—; = — = 2"3
V3 VY3 3
2
¢osec 30° = 1 = 2
1
2
2
Fjercicio 11 : Hemos hallado cos 45° = E’

Se tiene




cosec 4H° = e =

Ejercicio I11 : Habiamos encontrado tg 60° = V3.

Se tiene B B
sen 60° = —V_s—— = Vs
i+3 2
1 1
cos 60° = ———r = —
i1 +3 2
1 3
ctg 60° = — = V—_
)33
sec 60° =V'1 + 3 =2
cosec 60° = L +3 = E = 2/3
V3 V3 3
Ejercicio 1V : Sabiendo que la ctg 120° = — 3 Hallar las demés
lineas.
Se tiene _
1 V3

sen 120° = — = + —

o8 120° = ——— = —

Lo -

tg 120° = —— = — /3

sec 120° = ———— = — 3

3 2)3
cosec 120° = ‘/1 +-="""



CAPITULO VII

CALCULO DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS DE ARCOS

T
EXPRESADOS POR LA FORMA 1—)-
n

48. s claro que, de acuerdo a las relaciones del cuadro del

. ] (0
n° 47, si caleulamos unalinea del arco 1—0—, se pueden calcular las
n

demas lineas.
Vamos a ver ahora que si conocemos el valor del lado del poligo-

, ‘1
no regular de »n lados, podemos calcular las lineas de los arcos %,

siendo p un namero entero cualquiera. Para ello demostraremos el
siguiente :

49. TEOREMA : Kl seno de un arco positivo, menor que un cuadran-
te, es igual a la mitad de la cuerda que sub-
tiende el arco doble, trazada en el circulo
trigonométrico.

Consideremos (fig. 44) un arco pgositivo
AM, menor que un cuadrante. E1 punto M Iy
caera entre A y B. Bajemos la perpendi-
cualar MP sobre el eje =’z. Por definicién
se tiene

B

sen AM = MP. Figura 44

Prolonguemos ahora MP hasta M’. Es evidente que AM es igualala
mitad de MM’ y que el arco MAM’ es doble del arco AM.

p T . .
Y de aqui se deduce que el seno del arco —es igual a la mitad del
n
lado del poligono regular convexo de n lados inscripto en el circulo

. s T 2%
trigonométrico, pues el doble del arco — es — que es el arco que sub-
n n

tiende un poligono regular de »n lados.

Haciendo n = 3, tenemos el triangulo equilatero, cuyo lado vale
V-‘g y se tiene:

ﬂ »
sen - = sen 60° = —.

L3

| S
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Y luego de aqui se pueden deducir las dem4s lineas.
Si se hace n = 4 se tiene el cuadrado, cuyo lado vale V2 y tendria-
mos

—

sen.g = sen 45° = —

2

24

Haciendo » = 5 se tiene el pentagono regular, cuyo lado vale

%/10—2;/5

Z

A
L T , 10 — 2¢H
T sen — = sen 36° = l/—__— / .
5 4
Para n = 6 se tiene el exagono regular,
cuyo lado vale 1 y se obtiene

T 1
sen — = sen 30° = —.
+ ) 2

Haciendo n = 10 se tiene el decagono

/5 —

1 .
y se tiene

0 A regular, cuyo lado vale

' Vg— 1
’ sen — = sen 18° = .
* 10 4

Figura 45
1. Problema.. — Construir en un. cz’rculp
trigonométrico un arco inferior a un cuadrante, tal que la relacion de
la tg a la ctg sea igual a 9.
Tenemos
tg o tga

=9 ctg o =
ctg o '

Por otra parte, se tiene
tga.ctga =1

to o - :
luego tg o . —';)— = 1..tga =9 = 3. Basta entonces tomar sobre la
tangente geométrica ZZ’ una longitud AT igunal a tres veces el radio
y unir T con O. Si M es el punto en que OT corta al circulo, se tiene
que el arco buscado es AM (fig. 45).
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11. Problema. — Construir un arco menor que un cuadrante, en una
circunferencia de radio 1, sabiendo que la cuerda que subtiende es igual
@ SUu Co8eNo,

Supongamos (fig. 46) el problema resuel-
to. Sea AM el arco, tal que la cuerda AM

M

sea igual al cos AM = OP. Llamemos « a
la cuerda AM, tenemos

AM = OP = .

Figura 46
Uniendo M con A’ el tridAngulo rectan-

gulo A’MA, puesto que MP es la perpendicular de M sobre la
hipotenusa AA’, siendo AA’ = 2 y OA = 1, nos da:

22 =2(1 — x) 4+ 20 —2=0
de donde

= —1+4+ I/g
Y considerando el valor
= —1+4}3

tenemos la solucién. Basta tomar el lado del tridngulo equilatero

inscripto en el circulo, que vale VE y restarle el radio 1 del circulo.
Encontrado z es facil obtener el arco AM, que subtiende la cuerda
igual a @.

La otra solucién hay que desecharla por ser @ mayor en valor ab-
soluto que el didmetro del circulo.



CAPITULO VIII

ADICION Y SUBSTRACCION DE ARCOS

Proyecciones

50. Definiciones. — Se da el nombre de recta dirigida a la recta
indefinida donde se ha fijado el sentido positivo ; y segmento de recta
a la porcion de recta que se supone que recorre un movil en un sen-
tido determinado. El punto de partida del movil es el origen del
segmento y el punto de llegada la extremidad del mismo.

Si AB es un segmento positivo, es evidente que el segmento BA
serq negativo.

‘Una serie de segmentos tales que el origen de uno sea el extremo
libre del anterior, se llaman segmentos consecutivos.

Se llama suma de una serie de segmentos consecutivos

AB, BC, CD, JK, KL

a un segmento cuyo origen es el origen del primer segmento y cuyo
extremo es el extremo del tiltimo.

51. TEOREMA DE CHARLES : La medida de la suma de varios seg-
mentos consecutivos es la suma de las medi-

A B ¢ das de los segmentos.
’ : : Consideremos primero dos segmentos AB
A 8 y BC, en donde suponemos que A B sea po-
i ' : sitivo (fig. 47). El punto C puede ocupar
¢ A B tres posiciones :
) " o a) ala derecha del punto B;
Figura 47 b) eutre A y B;

¢) a la izquierda del punto A.
En el primer caso, es claro que se ticne :

AC = AB + BC.



En el 2° caso, se tiene:

AB = AC + CB,
Yy puesto que

CB = — ﬁa,
resulta :

AC = AB + BC.

LFUR

Y en el tercer caso se tiene:

CB=CA + AB
Yy puesto que

—

CB= — BCyCA = — AC,

se tiene:

con lo que queda demostrado el teorema para los tres casos.

Si AB fuese negativo, se presentan tres casos analogos que se
reducen al caso anterior cambiando los signos o cambiando el senti-
do positivo de la recta dirigida, sostén de los segmentos.

Supongamos ahora el caso general de n segmentos consecutivos

AB, BC, CD, JK, KL

que estan sobre la misma recta dirigida.
Vamos a demostrar que se tiene

AL=AB 4+ BC +CD + .+ JK + KL.

En efecto, entre los puntos A, B y C se puede escribir, segtin hemos
visto

AB + BC = AG,

y haciendo lo mismo con los puntos A,C,D; A, D, E;... etc. se tiene
también

AC + CD = AD,

AD + DE = AE,

A!I + JK - .AK’

AK + KL - AIJ-
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Sumando y simplificando los términos iguales se obtiene

AB + BC + CD + +JK + KL = AL,

que demuestra el teorema.

52. Se llama proyeccion de un punto A sobre una recta x'z, el
pie de la perpendicular bajada desde el punto a la recta.

53. Se llama proyeccién de un segmento AB sobre una recta dirigi-
da x'z, el segmento A;B, que une la proyeccion A) de A con la
proyeccion B, de B (fig. 48).

Si el segmento AB esta en el mismo plano
de la recta 'z, llamada ¢je de proyeccion,
los puntos A; y B, son los pies de las rec-
tas perpendicalares trazadas a ®'x desde

x los puntos A y B respectivamente.
. Si el segmento AB no estd en el mismo
Figura 48 plano que x'w, se trazan por A y B los
planos perpendiculares a la recta ®’z y los
puntos A, y B, son la interseccion de esos planos con el eje z'x.

B

\

1
1
t
1
1
B

o fb——-——--

54. Contorno poligonal es una serie de segmentos consecutivos que
estan o no sobre una misma recta o en un plano. Iil origen del primer
segmento se llama el origen de la poligonal y el extremo libre del
altimo se llama también el extremo de
la poligonal.

El segmento que tiene por origen
el origen de la poligonal y por extre-
mo el extremo de ésta, se llama la
resultante de la poligonal.

A 1
K

55. TEOREMA : La medida de la pro-
yeccion de un contorno poligonal es

igual a la suma algebraica de las pro- Figura 49
yecciones de los segmentos que forman
la poligonal, que son sus lados. — Vamos a demostrar que:

pr. AB 4 pr. BC + pr.CD +, + pr. KL = pr. AL.
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En efecto, se tiene (fig. 49)

pr. AB = A,B,,
pr. BC = B,(C,,
pr. CD = C,;D,,

pr. KL = K, L,
pr. AL = A|L,.

Pero se sabe segin el teorema de Charles (51) que :
AL =AB, + BC, + + K, L.
luego :
pr. AL = pr. AB + pr. BC 4 pr.CD + + pr. KL.

Es decir, que la proyeccion de la resultante es igual ala suma de las
proyecciones de los lados de la poligonal.

56. TEOREMA : La medida de la-proyeccion de un segmento A B sobre
un eje 'z es igual al producto de la longitud del segmento, por el cose-
no del dngulo que forma la direccion posi-
tiva del segmento con el eje de proyeccion.

Sea (fig. 50) un segmento AB que forma
con la direccion positiva del eje «’r un
angulo «. Sea A, B, el segmento proyeccion
de AB sobre x’2. Queremos demostrar que :

b

]
]
]
]
]
I
|
]
I
]
'
|
B

5
Pl =—-

-

pr. (AB) = A;B, = AB cosa.
Figura 50
Tracemos por A la paralela Ax” al eje 2’z
y con centro en A tracemos un circulo trigonométrico que corta
a AB en M. Desde M tracemos la normal MP a Ax".
Tenemos en la figura 50 :

A,B, = AB; =pr.(AB), y cosa = AP.
Y comparando los tridngulos semejantes MAP y BAB,, se tiene

AB, AP
AB AM
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o bien:
AB, = ABcos a.

Luego
pr. (AB) = AB cos a.

Y ahora deducimos un teorema fundamental, que aplicaremos varias
veces.

57. TEOREMA : La proyeccién de la resuitante de un contorno poligo-
nal es igual a la suma de las proyec-
.ctones de-los lados de la poligonal, o
sea que la resultante de la poligonal
por el coseno del 4ngunlo que forma
con la direceién positiva del eje de
proyeccion es igual a la suma de las
"longitudes de los lados de la poligo-
x’ x nal por los cosenos de angulos que
Figura 51 forma cada lado con la direceién po-
sitiva del eje de proyeccion.
En efecto, sea una poligonal (fig. 51)

ABCD HJKL.
Sabemos que
pr. (AL) = pr. (AB) + pr.(BC) + . + pr. (KL),

pero por el teorema anterior

pr. (KL) = KL cos k.
Y reemplazando se tiene:

ALcosp=ABcosa + BCcosf3 + CDcosy +. .+ KLcos k.

Hay que tener cuidado al medir los a4ngulos de proyeccién, que
son siempre los angulos que forma la direccién positiva del eje de
proyeceién con la direccién positiva del segmento.
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Corolario. — Se deduce facilmente que la suma algebraica de las
proyecciones de los lados de una poligonal cerrada, sobre cualquier
€je de proyeccion, es nula.

/X Adicion y substraccion de arcos

08 Determinaremos las lineas trigonométricas de la suma o dife-

Q’ rencia de dos o mas arcos en funciéon de las lineas trigonométricas

-~

de los arcos mismos, y mostrarenos en primer término que se veri-
fica:
sen« cos 3 + sen f3 cosa.

8) =

) =senacos3 — sen 3 cosa.
o + ) = cosxcos 3 — senasenf.

)=

cos & cos B + sen a sen .

Tomemos el circulo trigonométrico de centro O (fig. 5 2) y a partir
del origen A de los arcos llevemos en el y
sentido positivo el arco AM igual a o, a p
continuacion llevemos el arco MN igual = \\
a (3. El areco AN representa la suma(a + P)
y por definicion de las lineas tenemos, ba-

x’ !
e M|

A 0 A
jando de N la normal NL sobre OM, que:
sen 3 = LN,
y8’
cos 3 = OL. Figura 52

Aplicando ahora el teorema de las proyecciones a la poligonal
OLN, cuya resultante es ON se tiene:

pr. (ON) = pr.(OL) 4 pr. (LN). (1)
Y proyectando sobre el eje Oz, tenemos :

pr. (ON) = ON cos (@ + B) = cos (x + )
pr. (OL) = OL cos a = €08 & COS

pr. (LN) = LN cos (g- + oc) = — senasen §,
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y reemplazan-do en la (1) se tiene: ”

cos (@ 4+ 2) = cos « cos ,3' — sena seh 3. (2)
Si proyectamos ahora la misma poligonal sobre el eje Oy tenemos:

pr. (ON) = ON cos F)— (% + 3)] —= sen(a + p),

pr. (OL) = OL cos (g - oc) = 8en « Ccos §,
pr. (LN) = LN cos & = 8en 3 cos «,
'y remplazando en (1) se tiene:
sen (¢ + {3) = sena cos i + sen 3 cos a. (3)
Si en esta relacion cambiamos § por (— g) tenemos :
sen[ e+ (— 2)] = senacos (— {2) + sen(— f)cosa.
Pero sen (—f) = — sen 3 y cos(—3) = cos f5, luego se tiene:
sen (o — 3) =senacos3 — senfcosa (4)
y haciendo lo mismo en la relacién (2) tenemos:

cos [a + (— 3)] = cosacos(— £) — senasen (— 3)

de donde:
cos(x — 3) =cosacos? + senasenf. - ()

59. CALCULO DE tg (« + 3). — Podemos escribir:

‘sen (x + f)

et =

y expresando ahora el seno y coseno de la suma de arcos en funcién
del seno y coseno de los arcos mismos tenemos :

sena cos 3 4 sen 3 cos«
CO8 & COS B — Sen a sen 3’

tg(x+P) =
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dividiendo numerador y denominador por cos z cos 3 y recordando
que
sena send

e tga el G
cosa 8% cos &

se tiene:
tga + tg

1 —tgatgp
férmula que nos da la tangente de la suma de dos arcos en funcién

de las tangentes de los arcos mismos.
Si en la relacién (6) cambiamos el signo de § tenemos

tg (x + B3) = (6)

tga + tg(— §)
tg (@ — ) = —
@O =T gatg(— 6
y recordando que ;
tg(— &) = — tgk,

tenemos :
_ tga—tg
T 14 tgatgf

tg (@ — &)

—
-]
~—

Las relaciones (5) y (6) las podemos reunir en la siguiente

tga £+ tg
O = - »

En forma aniloga se procede para hallar la cotangente de la suma o
diferencia de dos arcos.

60. COTANGENTE DE (x * ). — Podemos escribir:

cos (x + 2)

to (o + 8) = ———— !

otg (x £ 2) sen (¢ + )
y desarrollando sen (2 + 3) y cos (« + 3) tenemos:

cosa coS 3 I senasen 3

ctg(a + §) =
gla L ) senacosﬁ_—tsenﬁcosa’

dividiendo numerador y denominador por sen a sen 3 y recordando

que L
CoS & ot cos 3
= ¢t o
sen o & ¥ sen 3

= ctg 31 0

sSe tiene:

. _ ctgactgd F 1
ctg (x + f) = otg b + ctg .
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61. OTRA DEMOSTRACION DEL TEOREMA. — Sean dos arcos ay f
y el circulo trigonométrico de centro O (fig. 53). Supongamos que el
arco AM sea igual a 2, a continuacion y en el sentido positivo lleve-
mos MN = §, tomando como origen al pun-

.
y A to M, y llevemos en el sentido negativo
[} ¢
'\ p/ N, el arco MN, = — f.
] 4
, ; LN, Il diametro que pasa por el punto M
X { L ) R
X 0ol A HJa es normal en el punto medio P a la cuer-
da NN,. Se tiene
= cos f = OP.
Figura 53

Tracemos desde N, N, y P las normales
NH, N, H, y PP, sobre el eje o'« y resulta, teniendo en cuenta los
signos:
cos (¢ + p) = OH,

cos (¢ — B) = OH,.
Y también
__OH + OHI.

2

oP,

Y siendo OP, la proyeccion de OP sobre 2’z, resulta :
OP;, = OP cos & = cos « cos {.

Luego obtenemos

COS & COS § = cos(x + B) + cos(x = B)- (1)

2

Esta formula vale para cualquier valor de o y de . Hagamos ahora

otro valor de a que sea (5 — a), y otro valor de f que sea (_ ) y

i
9
2 2

tenemos

'
COS 2 %) COS

e

i cos [ — (¢ + B)] + cos (} — a)
( ‘3)': 2 ’

o bien, puesto que cos (§ — a) = cos (2 — {3), tenemos:

— cos (& + ) + cos (a — )

o @)

senaseng =
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Y sumando y restando la (1) con la (2) tenemos :

cos (¢ — )= cosa cos 3 + senasen 3.
cos (¢ + 3) = cos x cos 3 — sena sen J.

62. OTRA DEMOSTRACION. — Consideremos el circulo trigonomé-
trico y sea AM el arco a y AN el arco §.

8
Unimos M con N y trazamos las normales .
MP y NQ al eje 2’w, llevemos también NK K\
paralela a «'z. : / 5 ﬁﬂ/
Se tiene en la figura 54 : ’:' 51 P QA
MP =sena, OP =cosa, Ny
NQ =sen, OQ =cosp. 8’
Figura 54
Y el triangulo rectingulo MKN nos da:
MN® = KN? + MK". (1)
Pero se tiene
KN=0Q—-0P, y MK=MP- NQ,
es decir
KN =cosf3 —cosa y MK =sena — sen§,
Inego la (1) nos da:
MN® = (cos 3 — cosa)? + (seno — sen )%
Y desarrollando los cuadrados se tiene:
MN? = 2 — 2 cosa cos f — 2 sen a sen §. (2)

Si prolongamos NO hasta N; y unimos N, con M, el triangulo
N;MN es rectdngulo en M y bajando la normal MH sobre ON, se di-
vide a la hipotenusa N;N en <dos segmentos NH y N, H. Se sabe que:

‘MN® = N,N.HN.

Pero N\N = 2, OH = cos (a — ?), esdecirque HN =1 — cos (x — f).

Luego
MN" = 21 — cos(x — f)]=2 —2cos (x — f)
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Igualando con la (2) se tiene:
2 — 2(cosa — f) = 2.~ 2cosacos 3 — 2.5en x sen .

De donde
cos (¢ — fB) = cosacos 3 + senasen 3.

Cambiando el signo de 2, se tiene

cos (& + ) = cosa cus ' — sen a seén f.

—

Cambiando en esta tiltima § por ('Z + ,ﬂ) se tiene, simplificado :

sen(x + B8) = senacos 3 + sen f cosa.

Y cambiando ahora 3 por — 3, se tiene:

sen («x — 3) = senacos 3 — sen f cos «.

63. Supongamos que tanto x como p sean menores que un cuadran-

te, se tendra ¢ + 3 < 180°.

Consideremos el circulo trigonométrico de eentro O (fig. 55) y sea
A el origen de los arcos. Tomemos AM = ay acontinuaciéon MN = §,

8 se tendrd AN = x + f.
N Y Bajemos las perpendiculares AB, NC y
11:‘:];;- 2 NE y por definicién tenemos :
< DE \\\
e S A sena = AB, senf = NC,

cosa = 0B, c¢os3 =0C
sen (xz + 8) = NE.

B'

Figura 55 Uniendo A con Cy con N y llamando

D a la interseccién de AN con OM, puesto

que el tridgngulo NCA tiene la misma superficie que NCB ya que
los dos tienen la misma base NC y la misma altura que es la distan-

cia entre las paralelas NC y AB, se tiene:
9

Sup. OAN = Sup. OAC + Sup. OCN + Sup. ACN,
o bien
Sup. OAN = Sup. OAC + Sup. OCN 4+ Sup. CNB,
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o también
Sup. OAN = Sup. OAC + Sup. OBN. (1)
Pero
OA X NE s
Sup. OAN — 04 X NE _ sen(a + §)
- 2 2
1 sen « cos 3
Sup. OAC = 500 X AB = —7F—

-

sen S cos o«

Sup. OBN=%OB X NC = 2

Y reemplazando en (1) se tiene:

sen (« + ) = senacos 3 + sen J cos a.

Consideremos ahora el caso en que.3 sea
negativo, siempre podemos suponer que 3
es menor que 2 en valor absoluto, porque
si no lo fuese, calculamos el sen (B — a)y Figura 56
luego cambiamos los signos de « y #.

Tendremos en ese caso (fig. 56) y siguiendo nn camino anilogo.

sen o = AB, sen § = NC,
cosa = OB, cos 3 = OC,

sen (¢« — 2) = NE.
Y de los tridngulos sacamos :

Sup. OAN = Sup. OANB — Sup. OBN,

0 bien:

Sup. OAN = Sup. OAB + Sup. ABN — Sup. OBN

y también, puesto que

Sup. ABN = Sup. ABC,



por tener la misma base AB y la misma altura, que es la distancia
entre las paralelas AB y CN.

Sup. OAN = Sup. OAB + Sup. ABC — Sup. OBN.

Luego
Sup. OAN = Sup. OAC — Sup. OBN.
Pero es
Sup. OAN = OA X NE __sen (¢ — {3),
2 2
- |
Sup. OAC — OC x AB _ senacoss,
2 2
A B X NC 8
Sup. OBN — 08 X XU _ cosasen,
Es decir que se tiene:
sen (¢ — () = sena cos 3 — sen 3 cos «. (2)

Hemos encontrado las formulas que dan sen (o + 2) y sen (x — 3)
en ¢l supuesto caso que o y  sean menores que un cuadrante.
s facil ver que bajo las mismas condiciones para z y 3 se tiene:

cos (% + ) = cosxcos 3 — senasen f.

cos (& — ) = cos« cos § + sena sen 3.

En efecto, en la formula (2) pongamos en lugar de « el valor
90° — 2 y tendremos:

sen[(90° — a) — ] = sen (90° — a) cos 3 — sen 3 cos (90° — «)

o bien
cos (— a — ) = cos & cos B — sen « sen §.
Pero
cos (— a — f) = cos (& + ),
luego

cos (¢ + §) = cosacos § — sena sen J. (3)

Y cambiando aqui § por —f3, se tiene

cos (¢ — ) = cosa cos 3 + sen a sen 3. (4)
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Siempre, hasta ahora, con la condicién de ser z y {§ menores que
un cuadrante.

N
7 ,I’
64. Otra demostracion de las férmulas: Y N
r Kl
’ ¢ R
o
sen (& + B) = sena cos 3 + sen  cos a. X s o s P
cos (« + ) = cosa cos 3 — sena sen f3.
Supongamos dos arcos positivos 2y By =
. . a3 . Figura-57
cuya suma sea inferior a oY Siendo A el

origen de los arcos, tomemos AM = « y a continuacién MN = §, se
tiene (fig. 57):

AN =a + 3.

Tracemos MP y NQ perpendiculares a OA y NR perpendicular a
OM, RS perpendicular a OA y RH perpendicular a NQ, se tiene:

seno = MP, cos o = OP,
sen 3 = NR, cos 3 = OR,
sen(a + 3) = NQ = RS 4+ NH, cos (@ + 3) = OQ = OS — RH.

Por otra parte, siendo semejantes los triangulos MOP y ROS, se
saca :
RS O8S OR
MP~ 0P~ OM

de donde:
MP x OR
RS = oM _ — sen « ¢os B
y también :
OP x OR .
0S8 = oM = COoS & ¢os 3.

Y comparando los tridngulos semejantes MOP y RNH se tiene:

NH RH _XNR
OP ~ MP~ OM
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de donde:
P
NI{ = -l—\I—ROXTO— = sen 3 Cos &
y @ F{'\
MP x NR
RH = E)—(%—I— =sen « sen f3.

Luego se tiene:

sen (« + f) = RS 4+ NH = sena cos  + sen § cos «. (1)
cos (& + ) = OS — RH = cosa cos  — senasen f. (2)

31
1

Hemos obtenido estas formulas en el supuesto de ser a + B < g

Mostraremos ahora que 1aé%f6rmulas (1) y (2), subsisten para cual-

. A . (] .
quier valor de a o de § comprendido entre 0y 5 €8 decir, cuando la

suma o + B < . ’
T
2

los complementos de « y (3 respectivamente, se tiene:

En efecto, si & 4  est4 comprendido entre - y =, siendo o’y f’

T
05'+B'<5'

Y podemos eseribir, de acuerdo con las formulas (1) y (2)

sen (&' + ') = sena’cos §’ + sen g’ cos o/,

cos (&' + ') = cosa’ cos i’ — sen o’ sen .

Y puesto que es:

resulta : L -
o + =7 — (x + B).

Luego, reemplazando valores, se tiene:

sen (o’ + @')=sen [k —(x+ )] =sen (¢ +3) = sen « cos § + sen § cos «
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cos (&' + B’)=cos [t — (2 + 3)]= — cos (x 4 3) = sen « sen 3 — €08 & cos f,
o bien:
cos (& 4 B) = cosacos 3 — senasen f.

Es decir, que las férmulas (1) y (2) valen también cuando « y f estan
cada uno comprendidos entre 0 y g

65. Mostraremos ahora que las formulas (1) y (2) subsisten cuando

T

3¢ agrega 5 a uno de los arcos & o .

Supongamos que las formulas (1) y (2) walen para dos 4ngulosa y

. . T

y consideremos ahora un angulo &’ = 4- - .

2
Despejando el valor de a se tiene
. o — o/ —

T
2

Y aplicando este valor de «, en las formulas (1) y (2) se tiene:

T T
sen (a’ -3 + 3) = Sen (oz’ — 3) cos 3 4 B8en 3 cos (oc" —

/

ot A

<4

&

Te

| T T
cos (oc’ —5 T 3) = CO0S (oc’ — §) cos 3 — sen (oz’ — 3) sen {3,
~ i

y recordando que:

sen ac’—q—t = -« cosa’ ™
b 7 2 — ,
y
cos (o — L o’
_ﬁ v 1 2 — Sen ,
se tiene:
cos (&' + By = cosa’ cosf — sen 2’ sen

sen (o’ + B) = sena’ cosf8 + sen B cos o’

6

o
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es decir, que laus férmulas subsisten cuando incrementamos uno de

los 4ngulos en g .
DQ 66. Mostramos ahora que las férmulas subsisten para todo valor

positivo de x y .

. . , T
Supongamos que el Angulo « tenga un nimero m de veces 2 yel

angulo  un nimero n de veces, podemos poner :-

hY

T ,
X=Mm—= 4 a
2

Donde o’ y 8’ son menores que un cuadrante ; podremos poner ::

sen (&’ 4 (') = sen &’ cos ' + sen f’ cosa’

cos (o’ + ') = cos &’ cos 3’ — sen a’ sen .
. . , . T
Y si ahora agregamos al angulo o', sucesivamente m veces 5y luego
e

. . . T . .
al 4ngulo §', sucesivamente n veces el angulo 3’ la formula siempre

-
gigue valiendo y vale entonces para los angulos « y f.

67. Las formulas (1) y (2) valen para cualquier valor de « y 3. —
Hemos mostrado que las férmulas (1) y (2)'valen para- cualquier va-
lor positivo de & y 8 ; mostraremos que valen para cualquier valor de
a y B, positive o negativo.

Supongamos que uno de ellos « o los dos sean negativos. Siempre
se les podra agregar un nimero entero de circunferencias, hasta ob-
tener valores positivos, es decir que podemos hacer (36) :

o= 2kt + a
& = 2km + .
Y podemos poner:
sen (¢’ + B') = sen o/ cos ' + sen B’ cos &’

cos (&' 4 f’) = cos & cosf’ — sen «’ sent .
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Y reemplazando los valores de «’ y 8’ y recordando que

sen (2kw + x) = sen @
coS (2km + x) = cos .

Se encuentran las formulas (1) y (2).
Por otro lado, si en las férmulas que dan

sen(x+ 8 y cos(x+ B),
reemplazamos § por — 3 se obtiene otra vez como hemos visto ya

sen (x — @) =senacos 3 — sen {3 cosa
cos (¢ — f3) = cos « cos 3 4 sen « sen f3.

Suma de varios arcos

68. Observacion. — De las férmulas que nos dan la suma de dos ar-
cos, es facil obtener las que nos dan la suma de tres o mas arcos, en
funcion de las lineas de los arcos mismos.

Supongamos por ejemplo, que deseamos el seno, cosenoy la tan-
gente de la suma de tres arcos o, B y .

Podemos considerar a la suma de tres arcos « + 3 + v, como la
suma de (¢ + ) y de v y aplicar las férmulas que hemos obtenido,
como si se tratase de la suma de dos arcos y tendriamos :

sen{x+3+v) =senf(x+8) + yv]=-sen(x+3) cosy + sen -~y cos (x+ 3),
cos (x+3++) = cos [(x+8) + v] = cos (x+ ) cos.~ — sen (x+ ) sen v,

tg (@ 4+ 3) +tg~
tg(@+8+y) = tglla+f) +v]= f_( tg (:+ 3) fg r

Y si ahora se desarrolla sen (x + f), cos (@ + ) y tg (« + B), de
acuerdo a las formulas (2), (3) del n° 58 y (6) del n° 59 y tenemos

~

sen (x+ $++) = (sena cos 3 + sen J3 cos &) cos v +
sen v (cos a ¢os 3 — sen a sen 3),
cos (x+f+~) = (cosa cos 3-— sencsen ) cosy —
— (sen« cos § + sen 3 cos a) sen v,
tga +tgf
1 —tgatgd

1 tga tgf
1 —tgatgl

+tg Y

tgla+8+v) = .
tg vy
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Y simplificando y ordenando se obtiene :
sen (x+3+4+y) = senacos 3 cosy + senf cosacosy + \

+ seny cosa cos 3 — senasen 3 seny
cos (x+f+7y) = cosxcos 2 cosy — senasen  Cos~ — -
— sen«cospsen v — sen e a sen B (
tga + tgp +tgy —tgatgftgy
l1—-tgatgl —tgatgy —tgftgy

(1)

tg(x+p+vy) =

Es claro que seria cémodo obtener ctg, sec, cosec de la suma de
tres arcos, procediendo en la misma forma. -

Si se quisiera obtener el seno, coseno y tangente de la suma de cua-
tro arcos & + B + v + 3, procedemos en forma aniloga. Consideramos
a la suma de los cuatro arcos como la suma de dos (x+B++v)y 3y ob-
tenemos expresadas las lineas de la suma de los cuatro arcos en fun-
cién de las lineas de la suma de los tres arcos (x + § + v) y del arco
8. Reemplazando luego las lineas de la suma de tres arcos porlos va-
lores encontrados en funcion de los arcos mismos, se tiene resuelto
el problema.

Y naturalmente se puede seguir el mismo camino para obtener las
lineas de la suma de un nimero cualquiera de arcos.



CAPITULO IX

MULTIPLICACION Y DIVISION DE ARCOS

Se trata de resolver el siguiente problema: Conocidos los valores
de las lineas trigonométricas de un arco, calcular los valores de las
lineas del arco doble, triple, ..., na del arco «, donde » es un niimero en-
tero o también las lineas trigonométricas del arco g, g, ey ;—.;- Al pri-

2
mer problema se le llama impropiamente de wultiplicacion de arcos
y al segundo de division de arcos.

Es claro que el primer problema se resuelve facilmente conside-
rando las lineas de 2, 3, 4, ..., » arcos diferentes y calculando la linea
de la suma, de acuerdo con las formulas dadas en el n° 68 y siguien-
tes y luego igualando los arcos entre si. Es en el fondo como vamos
a proceder.

69. MULTIPLICACION. — Si en las formulas que nos dan sen, cos,
y tg de (¢ + B) en funcion de las lineas mismas (n° 58 y 59) hacemos
o =f, tenemos :

sen 2« = 2 sen « cos «, (1)
cos 2o = cos?a — sen?a, {2)
2tga
—d
tg 200 = ———. (3)
1 — tg°a

Y recordando que

sen?o + cos®a =1 (n°37)
las dos primeras nos dan:

D / )
sen 2o == + 2senafl — sena = + 2 cosalfl — cos?a,

cos 20 = 2¢cos?a —1 =1 — 2sen?a.

Si en las formulas (1) del n° 68 que nos dan las lineas de la suma
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de tres arcos o, 3 y v en funcién de las lineas de los arcos mismos
hacemos & = f§ = v, tenemos:

sen 3a = 3 sena cos’a — sen’a,

cos 3o = cos®a — 3 cos a sen® a,

3tga — tgda

tg 3o =
BT 1 T3 tga

(4)

Y teniendo en cuenta nuevamente la relacion del n°37 («) se tiene
también :

sen 3o = 3 sen o — 4 sen’uw

—_—
[ §
N

cos 3a == 4 cos®x — 3 ¢os «,

3

y asi sucesivamente. Podriamos obtener facilmente, prosiguiendo en
la misma forma :

sen4o = 4 senacosa(l — 2sen’a)
cos 400 = 8 costa — 8cos?a + 1

dtga — 4tg’a
1 —-6tg?a + tgta

tg 4o =

[

sen ba = bsena — 20sen®a + 16 sen’«

cos b = 16 cos®a — 20 cos?a + 5 cos .

Y en general, si en las formulas que dan las lineas de « + [ hace-
mos = (n — 1) e, se tiene:

senna = sen(n—1)acosa 4 cos(n—1)asena

= 2sen(n—1)acosa — [sen(n—1)x cosa — cos (n—1)a sen 2,

Qi\a/w-'\g._f\’\ — 4% — “()
Axtar ({1 o x =)
senno = 2sen(n—1)acosa — sen(n—2)a.

0 bien

Y también :

cos no. = cos (n—1)acoso —sen(n—1)asena
=2 cos(n—1)xcosa —[cos(n—1)a cos a+sen (n—1)asenz]
o bien:

cosne = 2 cos (n—1)ax cosa — ¢os (n—2)a.
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Y parala tg tendriamos igualmente

tga + tg(n — 1)a
1 —tgatg(m—1)a

tgna =

70. GEOMETRICAMENTE. — Mostrar que se tiene:

sen 2o = 2 sen« cos &,

cos 2a = cos?a — sen?a.

Tomemos un circulo trigonométrico de centro O y sea A el origen
de los arcos. Tomemos un arco AM igual a 2¢ y desde M bajemos la
perpendicular MP sobre el didmetro AA’. Uniendo M con A, A’y O
se tiene, por definicion :

M
sen 2 = MP,
cos 2o = OP.
oc 2o
El 4angulo MA’A vale «. Y se tiene en la Al 0 ° A
figura 58:
sen o = AM _AM
TAA T 2
COS o = A'M = A’M. Figura 58
TAA 2

El 4ngulo A’MA es recto y el drea del trizngulo A’MA vale :

AA’ X MP _ A’M x MA
R

?

de donde

A'M x MA . 2sena.2cosa

MP = B = 5

0 bien
sen 2o = 2 sen « cos a.

Para expresar el cos 2«, podemos escribir :

2AA’ X OP _ A'M? — AM?

cos 2a = OP = 1 1

= cos?a — sen?e,

pues, en todo tridngulo, la diferencia de los cuadrados de dos lados es
igual al doble producto del tercero por la proyeccion sobre este lado de
la mediana que le corresponde.
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71. D1visiON DE ARrcos.— El problema de la division de arcos
consiste en lo siguiente : Conociendo las lineas del arco a, calcular

) a .
las lineas del arco —, donde # toma los valores enteros 2, 3, 4, ...
n

El problema es simple para »n igual a una potencm. entera de 2
pero, para otros valores de =, conduce en general a ecnaciones del
grado superior al 2°.

Resolveremos en primer lugar los casos mas simples.

1° Conociendo el valor de sen a, calcular el valor de

% o t o
— § — F0 —
seng; coSg Y g5

Tenemos, de acuerdo con la formula 1 (n°® 69)

sen 2x = 2 sen x eos x.

. . o
Y haciendo 2¢ = a, se tiene x = 3 y resulta

o o
sena = 2 sen = Cos —- (1)
2 2
Y también se tiene:
o o
2 — \2_ —_— . (')
sen 2+cosz_1 (2)

Tenemos asi con (1) y (2) un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas, las que por suma y resta nos dan :

o @ &
sen2 + 00%‘9 + 2senacos§ =1+ sena,
-l —d

sen2“+00“‘a 2 n“ x 1
B S § se 5008'2'; —Sena,

o lo que es 1o mismo:

o o\ 2
seng + cosg =14 sena

o e\ ?
sen§ — cos§ =1 — sen«



—_— 89 —

de donde: L
o o

sen — + ¢cos—= = + |1 + sena,
2 2
o o _—
sen — — ¢G0S — = _-tVl,, — 8sen «.
2 2

Y sumando y restando se tiene:

sen ; = 3(i l/l + sena + l/l — sen oc), (3)
« 1/ _ '
cos§=3(iVl—|-senoc+V1—sencx)- (4)

. . o
Se obtienen asi cuatro valores para sen 5 ¥ cuatro valores para

o
CO8 -
2

Es facil encontrar en el circulo trigonométrico, la explicaciéon de
o o
estos cuatro valores para sen 5 y Cos 3 En efecto, supongamos (fig.

59) que OL represente el valor sen «. Los arcos cuyo seno es OL,
estan dados por las series:

a, 2m+a 47T 4+ o, ,
]
™T—a, 3T — &, 571:—05,‘...‘./1

Y los arcos mitad correspondientes son :

M, M2 Ma
o @ a
1%) 3 Tt 2nto
2 M 2 y 2 | P
o T «%3n alsm at?
) 37% 3% 3§79 Figura 59

La primera serie corresponde a los arcos con origen en el punto A
y extremo libre en los puntos M, o My; y la segunda corresponde
a los arcos cuyo origen es el punto A y su extremo libre en M, 0 en

. . e &
M,. Se ve que se tienen cuatro valores distintos para el sen 5 Y que
-l

son dos a dos iguales pero de signo contrario. Asi en la figura se

tiene :
M,P, = — M,P,.

M,P, = — M,P,.
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I R

Se ve también que se obtienen cuatro valores distintos para cos .

3

L

y que son dos a dos iguales pero de signe contrario.

oP, = — OP,

Observando la figura o por las formulas, se ve que los cuatro valo-

. o .
res que se tiene para el sen 2 son iguales a los cuatro valores que

- a 7, . .
se obtienen para el cos 5 aunque no se corresponden entre si. Si tie-

ne asi:
M,P, = OP,
,M2P2_ = 0P,
M;P; = OP,
M,P, = OP,

lo que por ofra parte también indican las formulas (3) y (4).
. o
Para calcular tg 3! tenemos':

~

a. Iy
o S8 S 4 Y1+ sena +J1 — senc
.g——_— ] - .
o ; _
' cos +V1 +sena FJ1 sen o

ad

¢ . o
Como hemos obtenido cuatro valores para el sen 57 cuatro valo-
o .}_‘ -
A { . f"x'a' -~ ,

. Y
res correspondientes para cos 5,,1)arecema, que obtenemos también

, . L o
cuatro valores distintos para tg 3"
Sin embargo, y observando la figura se ve que se tienen sélo dos
: o .
valores diferentes para tg 55 en efecto, la tg de los arcos con extre-

r~

A Y
mo libre en. M, y en M; es igual, y lo mismo ocurre con los arcos con
extremo,libre en Mgy M,..

Y : i . ' hd - a
Por otra parte, se deduce lo mismo de las series de angulos 5’ que

hemos dado: {
o LI o
§7 T+ 5’ -4 T <+ é, ey
T & 3t o bHnt o
§ - §, T - 5’ _2— - :3"’ cene
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Todos los de la primera serie tienen la misma tg., y todos los de 1a
2* también otra misma tg.

Y finalmente, eso puede obtenerse 'de las formulas que dan
3 4

o
la tg 5
5 {
En efecto, tommemos nuevamente :

+ 1 + sena + |1 — sen a
B iVl 4+ sen 06;_$;]/1 — sen ¢

I R

tg -

[\

que debemos desdoblar en la siguiente forma :
:
@ V1 + sen & + 1 — sen a
2 g_—|/.1.—|— sen & — |'1 — sen «

a V1 + sena —}1 — sen a
2 V14 sena+|1-— sena

— V1 + sena + J1 — sen «

tg = = —_— —_——
€3 — V1 + sena — |1 — sen a
¢ o —Vl+senac—V1—sena
g2——|/1+sen'ac+l/l ~— sen o

Multiplicando numerador y denominador de la altima por — 1, obte-
nemos la 1* y multiplicando numerador y denominador de la 3* por
— 1 obtenemos la 22,

Cuando se da_solamente el valor del sen «, se encuentran las solu-
ciones que anteceden. Es claro que si se da el arco, la solucioén es
Qinica.

ﬂlw
to |

Hjemplo 1. — Supongamos sen o =

Yo

Caleul % cos 2 ytg o
dctla.rsen§,GOS§Y.g§*



Tendremos: ]

LS|

7——1[—!-‘/2-'_'/2
2|~ 2
wa +Vo 412 + Y2 —y2

2 Yz 4y2FV2—y2

/

,2;V§

S — |

. o e
Y tenemos cuatro valores para sen 5’ cuatro para cos ; y dos para
-

o

Pero s8i ponemos en cambio :

|
I

s 7]

a

=
N

-
L\°|Lol

y queremos

asen1t cos?c t
8’ ) g y hd 'g

TE
g ).

es claro que encontramos un solo valor para cada uno, que son preci-

samente :

T 1(]/2 +V2 2

sen§_2h 5 -
T 1], 242 /9

%8~ 3 g+
S 42— )2 —y2
tgg=V+V_ /2 —y2
Vo +12 + V2 —y2

*
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’ y [ d . a . ‘ o
72. Oalcular las lineas trigonométricas del arco 5 conociendo cos o.—

Tenemos segin la relacion :

s2“ sen? x
oS & = cos?= — —
' 2 2

y también sabemos

o o
1 = cos?= + sen? —.
2 2

Y sec obtiene: )

o O N st
1 — cosa == 2sen 5’
2% s
1 4+ cosa = 2 cos -2--
De donde:
o -
sen = = -+ /1 coS & (1)
2 / 9
o
cos= = + 14 cosa 2)
2 2
y dividiendo entre si:
a
sen - -
x - 1 — cosax
5= %= | T osa (3)
4 oS — ' 1 4 cosa
2
(o oer s o o o
Y es claro que ahora seria facil obtener cosec 5 8ec 5y ctggque son

. . o o o
respectivamente las inversas de los valores de sen g COSZ Y tg 5

Se ve por las formulas (1), (2) y (3) que dado el valor de cos «, se

: . : . o o
obtienen dos valores iguales y de signe contrario para sen 57 COS 5

2 2
«
ytegg:
Lond
Es e¢émodo ver en el circulo trigonométrico, como aparecen esos
valores.
Dado el valor de cosa = OP (fig. 60), existen dos series de arcos
que tienen por cos el valor OP, aquellos que tienen origen en Ay
extremo libre en M, dados por la serie

a, 21 4 «, 47 4 «, 67 + ...
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Y aquellos con el mismo origen A y extremo libre en M’ dados por
2n — @, 47 — @, 6T — o, 8n'— «,...

Y los arcos mitad correspondientes son
respectivamente

18‘) o + o o + o 31 -+ 4
= TC - -JTt g TC bt ) .
2 2 2 2
oa o 7 2 o o
Z) T— =y 2T — =) 3 — =y 4T — — ...
2 ] D] 0
r ad - -d

La primera corresponde a los arcos con extremo libre en M, y en M,
y la segunda a arcos con extremo libre M,y M,.
Pero es facil ver que los arcos :
rd

o o o 0 o . &
e a’ TC_E’ aTC +§, O'n—§7 sevy

tienen el mismo seno y también
o a o o
T4+ 2n— 5 3T 4 5 4n oo
- - e

tienen el mismo seno y que los arcos

{

o o o o
= 2N — 5 2T+ - 4T — =
2 2 2 2

tienen €l mismo coseno y también

o
-1
¢

& oc3 va 3
7'C—-_-)—v7't+§’ TC——§7 71:+‘a

-

tienen el mismo coseno, y finalmente que los arcos, que tienen extre-
mo libre en M, y M; dados por

3]

t
oo
t

tienen la misma tg lo mismo que los arcos con extremo en My y M,
que son dados por:

tienen la misma tangente.
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Lo . I . T
KEjercicto. — Conociendo el cos 3= caleular sen, cos y tg de 3
-

Tenemos :

73. D1VISION DE LA tg. — Conociendo el valor de tg a, calcular el
o
de t"b’ T)"

La relacién (3) (n° 69) nos da:

2tga
tg20 = 5
g I—tg'w
. * .
Y haciendo 2# = a ... # = , se obtiene:
o
tg o = y
o O
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Es decir, que para cada valor de tg «, se obtienen dos valores dis-
tintos para tg g. Es facil explicar la existencia de estos dos valores.

Si consideramos el circulo trigonométrico y sobre la tangente geo-
métrica 22’ tomamos el valor de tg «, igual a AT, por ejemplo. Todos
los- 4ngulos con origen en A y extremo libre
en M oen M tienen por tg el valor AT
(fig. 61). Y todos estos arcos estin dados
por:

o

;
; kw 4 a.

-~

Y la mitad de estos arcos por la expresion

Siendo k un valor par, tenemos la serie :

N

, o o o
Figura 61 -, T + 5 2 + 5 47 + 5
P} P} )]
Y todos estos arcos tienen por extremo libre los puntos M, o M,,. es
decir, todos tienen la misma tg A'l,.

Si en cambio, k es un nimero impar, obtenemos la serie:

y todos estos arcos tienen por extremo libre los puntos My;o M,, y

tienen la misma tg que es AT,.
Se puede observar que siendo % un nimero par, podemos poner
k = 2k y tenemos :

2kt « o
e [T + z} =gy

Y siendo k impar, podemos poner ¥ = 2k’ + 1, y tenemos:

2 2

2k '+ 1 o « x
tg[(————-—+ )ﬂ+—] =tg[k'ﬂ+§+3] == ctgy

Es decir, que los dos valores que se obtienen para la tangente son
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reciprocos y de signo contrario, lo que pudimos prever fijindonos
en la ecuacion de 2° grado, donde el producto de las raices debe ser

igual a — 1.

v

C T , T -
Ejercicio. — Caleular tg & conociendo tg 3= V3.
Tenemos :
n —14J1+3 3
t‘,g—. = = —_
6 3 3

Y es claro que aliora tomamos solamente el signo 4 para el radical,
T, . L
porque la tga esta en el primer cuadrante y debe ser positiva.

. . : . a
Si nuestro problema fuese : Conociendo tg & = | 3, caleular tg o

ad

tendriamos las dos soluciones :

« — 141 +3 |3
t,‘.’,"; —= — = =
= V 3 1y
)7
« —1—jJ1+3 —: —
tgs — - = “T,‘ —_ - l/ vj.
-~ V15 ,” L;
Y el producto de las dos vale — 1.
, o o C A
74. Expresar sen oy cos o en funcion de tg o
Tenemos :
o 1 1 1
seni’azal—cosa)—_—al_ )
202 A T
& 1/ 1 1
cos? o = o 1+cosoc)=51+__ .
= - I + |1+ tgra
Luego
o 1 1
seng =+ |/ {1 F = ——
~ = V1 + tela

4

o ] 1
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Y dividiendo una por la otra, obtenemos nuevamente

« — 1+ + tea
2 tg o

(- . o o
Y es facil explicar los cuatro valores para senL-)y co,s-z-que se

obtienen.

75. TEOREMA : Las lineas trigonométricag de un arco pueden crpre-
sarse racionalmente en funcion de la tg del arco mitad. — Este teore-
ma es de importancia y lo utilizaremos muchas veces, especialinente

en la resolucion de ecnaciones trigonométricas. ,

2“ 2“ 2
cos*— 4 sen“— 1+ tg
2 2

Para el sen @ podemos escribir sucesivamente: ;Lo » o
/
. & o« J o
o o 2 sen ; cos 5. 2tg 5
- -
sena = 2 sen — cos — = = : (1)
2 2 g O + o O i+t N
cos’— + sen*—~ 1 g?—
2 2 ° 2
oy 2 &
Y para obtener el cos @, podemos tambrén poner:
o - 4 o
cos’— — sen’— 1 — tg’—
g g & 2 2 2
COS & = CO8*—~ — §sen’ — = = . (2
2 2 o

) . « 5 . .
Donde hemos reemplazado la unidad por sen?— + cos®> -y Inego divi-
2 2

, . o
dido numerador y denominador por cos? -

., . o
Es claro que la expresion de tg « en funcién de tg 50 es dada por

~d
una expresion racional, directamente por la formula que hemos en-
contrado (n° 73)

tgo = —————. (3)

Las formulas (1), (2) y (3) dan la expresion sen a, cosa, tg a en fun-

. o :
cion de tg—en forma racional.
-l

.

N
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Como la ctg &, sec o y cosec & son respectivamente las inversas de
tg @, cos & y sen a, tendremos que también ellas quedan expresadas

. «» %
en forma racional en funcion de la tg 5
]

76. DIvISIONES POR 4, 8, 16, 32,... — Hemos visto que cono-
ciendo el valor de la linea de un arco a, se puede encontrar la del

o .
arco - y es claro que esto nos da la pauta para calcular la linea del
—d

o o ) .
arco - y luego la del -y asi sucesivamente ..., se puede llegar al arco
C

| )

(S
=

donde n es un nimeroc entero.
Tomando nuevamente las expresiones:

/1 — cos o

sen—- = *+ |/ ——
2 32
o 1 + ¢cos o
COS — = i T —
R 2
/
o ] —cosa
tg =+ |/ —————
2 / 1 + cos «

PN ’ a z
Si queremos las lineas del arco 1’ tendriamos :

o / /1 + cos a
l/l—cos; /1+V—2——

o
sen — = + = +
4 - 2 = 2
o 1
1+cos-2- /l—l—‘ +“h“
Co8 — = + B
2 T
o 1
o —I—‘/l—cos; 11‘/+—;mﬁ
+ I/l + coqg + I/l +:ma

, . o
Y asi sucesivamente para

x ¢
oy ete.
5 16 cete
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- . . a
Hemos obtenido cuatro valores diferentes para sen 7Y se puede

dar una explicacion del porqué de la existencia de ellos.
En efecto, nos hemos dado el valor del cos « y sabemos que los
valores de a que tienen ese coseno, estan dados por las series:
¢

o, 2t + a2 4n+4+a, 6+, 8%+ a, 10w + «,

y
2n—a, 4T —0a, 6m—a, 8T—ea, 10T —a, 127 —q,

- :
y los valores de 1 seran respectivamente:

la\a ™ o T+a Tc+'ﬂ:+a 2n+a 0ﬁ+7t+a
—_ — — — —_ —_ — 2 — L
V3 sty Tty 27" 1 7 377

oL oL TC s A
2?) 51 Tc—z Tc-l—g——o 2t — — 271:+:—-Zr 37:—Za .

La primera serie corresponde en la figura 62 a los arcos con extre-
mos libres en M,, M, M, M; y la segunda a los arcos con extremos
Y libres en My, M, M;, M,.

- ok, Es facil ver que los arcos con extre-
M mos libres en M, y M,, M,y M3, M; y Mg,
Mt L3 - 3
M, y M, tienen respectivamente el mis-
o<
mo seno en valor y signo. Es decir, que

o
Ns Me tenemos cuatro valores para sen 5, como
: dd

H ?
dan las formulas.

También los arcos con extremos en
Figura 62 M,y Mg, M, y My, Mg y Mg, M, y M,;, tie-
nen dos a dos el mismo coseno en valor y
signo ; es decir, que hay cuatro valores para el coseno.
Y finalmente, los arcos con extremos libres en M, y M, M,y M,
M; y M;, M, y M; tienen respectivamente la misma tangente.

Mg My

I. Problema : cos ?—fen Juncion de cos . — Hemos encontrado la
J
formula §6) (n° 69)

cos 3a = 4 cos®a — 3 cos a, (1)
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y haciendo

. X
3a = z, se tiene @=

y la ecuacion (1) nos da:

o 4
cosac=400§3‘——3,cosr,

3 3

es decir que se tiene:
; AY
o3 « 3 cos & COS & 0
Cos” 5 — — 2 = v.
3 4 3 4

L

Que es una ecuacion de tercer grado y euya solucion nos da las tres
raices de la ecuacién. ' "

Se puede mostrar que tiene tres raices reales siempre que cos a < 1.
En efecto, si conocemos el valor de cos «, los valores de « estan

dados por
2k + a.

Y los valores de la tercera parte de estos arcos estin dados por

2knt o
= (COS|— + bl B
¢ ‘( 3 - 3)
donde hay que dar a k todos los valores enteros, positivos, negativos
y aun el valor 0.

Podemos escribir
k=3m + A

siendo m el mayor nimero de veces que estid el nimero 3 en k, y &
un nimero que puede tomar los valores 0, 1, 2.
Se tiene entonces :
o 2« 2am . o«

Y ahora, dando a X todos los valores posibles 0, 1, 2, se tienen seis
arcos :

T3 G E

Wl R
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Pero los tres arcos:

- o 4
-7,

o
3

IR

y

wl R

L2 ]
()

tienen los mismos cosenos respectivamente que

(4

o 2n+oi 41'c‘+ac
3 373 Y 373

. x .
luego se tienen para cos 3 solamente los tres valores diferentes

(50‘g COS 2ﬂ+a COS 4ﬂ+a
53 373 ¥ 373

Y si M, M, y M; representan los extremos libres de esos arcos en ¢l
circulo trigonométrico, ellos forman los vértices de un tridngulo
equilatero.

IL. Problema: Dado sen a, calcular sen g

(n°® 69)

Si en la formula (5)_

sen 3¢ = 3 sen a — 4 sen® a, (1)
. . o
hacemos 3a = a setlene a = "3’

y la ecuacion {1) nos da:

o o
sen & = 3 sen 3~ 4 sen? 3’

[®

es decir, que se tiene:

sen?

3sen +1senoc—-0
43" 4 -

IR

f
que es una ecuacion de tercer grado. Se puede mostrar que tiene tres
raices para valores compatibles de sen a. En efecto, si se conoce el
valor de sen «, y si @ ¢s uno de los arcos que tiene por seno 4 sen «,
los valores de a estan dados por

2knt 4+ o y 2k +1) 7 —a,

y los diferentes valores de sen g:

2k 2k
sen%:sen( 7:+oc) y senfﬁ=sen(—l+ln—f)-

3 3 3 3 3
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Y si m es el mayor namero de veces que cabe el niimero 3 en £,
podemos poner:
k=3m+ %

donde & puede tomar los valores 0, 1y 2 y entonces :

2 2« 2«
sen — = sen {2mm + + 3] = sen{—— + =},
o

3 <

[y (3

y
o 22+ 1 o 20+ 1 o
sen — = sen {2mw + ;_W_U=SGHT'_§’

y dando a % los valores 0, 1, 2 obtenemos los seis arcos

T o o O o
5 3 T — 35 -3
3 3 3 3 3
Pero los arcos
o T o DT o4
T =% 53 T
3 3 3 3 3

tienen respectivamente los mismos senos que los arcos

— —
3 3 3

4 2R o 47
'y 3

+7:
3

. _r o
luego los Ginicos valores distintos para sen 5):011

& 27 + o cor 47 + o
sen —  sen [— + - 7 sen =}
SRy 3 3) ) 373
o :
111. Problema : Conociendo tg «, calcular tg 3 Si en la formu-

la (4) (n° 69)

. 3tega— teda
te Sa = _ 1
5 1 —3tga ()

o :
hacemos 3a = «, resulta 3= « y reemplazando en (1) se tiene:

o o 4
3 tg = — o>
83—ty

tg a = -
x

1 — 3 tg?=—

3
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lo que nos da

N )
t,g“;_; — 3tga tp?

€

- 3tgy +tga =0,
J d

La solucion del problema depende de una ecunaciéon de tercer grado.
Podemos ver lo que significan sus tres raices. Si se conoce tg «, el
valor de a estara dado por:

&=kt + o

o kt «
ez =t8ly *3)

y entonces

Hagamos nuevamente L =3m+ », donde 7. puede tomar los va-
lores 0, 1y 2, y se tiene:

te X = to [mrw + 1 + ) = te h + x
g3 8 373 T By T3

y dando a 7 los valores 0,1 y 2 se tienen los tres valores de las raices

tov“ tiTt o ¢ 27t+oc
gy Wilztzl ¥ &g T3



CAPITULO X

EXPRESIONES LOGARITMICAS

77. Una expresion se dice logaritmica, cuando se puede calcular
directamente en forma que su logaritmo puede obtenerse como la
suma algebraica de otros logaritmos de ntiimeros conocidos, multipli-
cados o divididos en ciertos casos por niimeros enteros simples que
son los exponentes o los indices de las raices.

Asl, por ejemplo, la expresion :

2ab Vc to a
r = __i‘——__—’
3 |dsen 3

es logaritmica, porque se tiene:
1
logx =log2 + loga + log b + sloge +

1
+logtgoc-—10g3—glogd—log‘sen(ﬂ

mientras que la expresion :

y =Ja* + b* — 2ab cos ¢,

no es una expresion logaritmica.

Vamos a ver algunas expresiones que permiten transformar sumas
en productos, o expresiones binomias o polinomias en expresiones
monomias.

Veremos al mismo tiempo algunas transformaciones ttiles en la
resolucion de muchos problemas, por ejemplo, transformar una suma
o diferencia en un producto.
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78. Transformacion de un producto de 8enos o cosenos en una suma
o diferencia. — Partiendo de las expresiones :

sen (o« + 3) = sen « ¢o8 3 + sen  cos «,
sen (x — ) = sen « cos 3 — sen 3 cos «,

o8 (¢ + %) = cos & cos 3 — sen o« sen 3,

cos (¢ — f) = cos a cos % + sen a sen .

Sumando y restando las dos primeras, se obtiene:

sen (o + %) 4+ (sen o — ) = 2 sen a ¢os 3, (1)
sen (& + %) — (sen a — ) = 2 sen 3 cos a. (2)

Y sumando y restando la 3* y 4* se obtiene

cos (¢ + B) + cos (x — 3) = 2 cos a cos 3, (3)

oS (@ — f) — cos (x + 2) = 2 sen « sen . (4)

De donde sacamos cuatro formulas que nos serin utiles :

1
sen o cos § = [sen (@ + %) + sen (x — 3)],
-t
) 1 ; .
sen § cos @ = [sen (x + 3) — sen (@ — ()],
-d
1 . )
Cos & COs 3 = 5 [cos (@ + 2) + cos (@ — 3)],
d

9

sen a sen 3= —[cos (x — 2) — cos (% + ).

to ] -

79. Transformacion de una suma o diferencia de senos o cosenos en
producto. — Las térmulas (1), (2),(3) y (4) del ntumero anterior, resuel-
ven ya el problema. Ellas transforman en producto la suma o diteren-
cia de dos cosenos. Para hacerlas mas comodas, hagamos :

«+3=p *— 3=

de donde se saca:
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Y llevando estos valores en las igualdades (1), (2), (3) y (4) se tiene:

pP+4q P49 -
sen p + sen ¢ = 2 sen—/; — €08 —— ()
-~ -

P—QGOS]’+’I
2 2

’ (6)

sen p — sen q = 2 sen

Pty cos )_)_—;q, (7)

+) ‘)

cos p + cos ¢ = 2 cos

])+qsenp—q:
2 g

cos p — cos ¢ = — 2 sen

p+qsenq:p

d

= 9 sen

' (8)

[3

v

L

Estas cuatro formulas fundamentales son de gran importancia y
tendremos oportunidad de utilizarlas muchas veces.

Lllas dicen que: (5) la suma de los senos de dos arcos es igual al
doble producto del seno de la semi-suma por el coseno de la semi-di-
ferencia de esos arcos.

(6) La diferencia de los senos de dos arcos es igual al doble producto
del seno de la semi-diferencia de esos arcos por el coseno de la semi-
suma de los mismos.

(7) La suma de los cosenos de dos arcos es igual al doble producto
del coseno de la semi-suma por el coseno de la semi-diferencia de esos
ATCOS.

(8) La diferencia de los cosenos de dos arcos es igual a menos el
doble producto del seno de la semi-suma de los arcos por el seno de la
semi-diferencia de los mismos, o también igual al doble producto del
seno de la semi-suma por el seno de la semi-diferencia entre el arco
del sustraendo y el arco del minuendo.

Observacion. — Cuando se quiere transformar en producto la suma
o la diferencia entre un seno y un coseno, se lleva el problema a los
casos precedentes recordando que el coseno de un arco es el seno del
complemento. Luego:

sen p + cos ¢ = sen p + sen (:r—:—q) =2 sen (7—: +p— q) coS (f__M)

2 4 2

Sen p -— ¢os ¢ = senp — sen (g - q) = 2 sen (p 1— q_ Z—:) COS (g+p > (1).

d -
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80. Las formulas fundawmentales de (5) a (8), pueden obtenerse toda
via en otra forma por un procedimiento geométrico.
Sea (fig. 63)

AOx =p y BOx = ¢

y tomemos OA = OB. Uniendo A con B tracemos la perpendicular
OP a AB. Resulta P el punto medio de

¥ AB. Se tiene:
s o 1
POw = 3 (» + 0)

T e 1
POA =POB == (p — ¢)-

Tenemos que:

pr. (OA) 4+ pr. (AP) = pr. OP
Figura 63 pr. (OB) 4+ pr. (BP) = pr.OP.

Y siendo AP y BP dos segmentos iguales y de sentido contrario,
tenemos, sumando :

pr. (OA) 4 pr. (OB) = 2 pr. (OP),

o bien, proyectando sobre Ox:

p+4q

2

OAcosp + OBcosqg=2.0P.cos

Pero

OP — OA cos AOP — OA cos 2 — 4.

3
2

Luego

cosp + cos g = 2 cos

p '4)' T os P2 — 4.

3
2 2

Si proyectamos sobre Oy, tenemos :

pr. (OA) = OA sen p,
pr. (OB) = OB sen ¢,

q / ! —
b j 1 = QA senp 1_ qcosp 1,

¢
- - -

pr. (OP) = OPsen



— 109 —

Y reemplazando en (1) y suprimiendo el factor comin OA = OB,

se tiene:

il NS il §

senp + senq = 2s8en 2 5

Tomando ahora la poligonal OBA, se tiene

pr. (OA) = pr (OB) + pr (BA)

y reemplazando valores, se tiene, proyectando sobre el eje Oy :

pr. (OA) = OA sen p,
pr. (OB) = OBsen g = OA seng,

pr. (BA) = BA cos ? :I)_ ?— 24P cos? ;_ 4

= 20A senp _ qcos

Pty

Y reemplazando en (1) se tiene: .

senp:-senq+£.’-senp—q Pt

0 bien

sen p — sen ¢ = 2 sen

COS

-l -

P —9q p+4q
9

Y proyectando la (1) sobre el eje Ox, se tiene:

pr. (OA) = OA cos p,
pr. (OB) = OB cos g,

pr. (BA) = — BA sen? :'- 1,
y como i

BA = 2AP = 20Asen? Y,
tenemos : i

OAcosp =O0ODBcosq — 2ABsenp ¥ qsenp — q’

. 3
2 2

©0 bien, puesto que OA = OB;

COS P — CO8 ¢ = - 2senp1_ qsenp— a.

€
2 2

Hemos obtenido las formulas (5), (6), (7) y (8) del n°® 79.
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81. Esas mismas formulas nos permiten deducir otras que serin
utiles en las aplicaciones. Y asi obtenemos, por ejemplo:

W4y

28enp_ qcosp-{.q
senp —sengq 2 2
senp + senq pP+q9 p—q ) L
2 sen cos -
2 2 O‘D‘& i tﬁQ
ty
—2senp:+qsenp‘—q
COSp—COqug N ‘5 — z =_t0,p+qtgp—q—
CoS P + OS¢ , p+q p—4q 2 2
2cos——_{ cos 5 7 . {
o kP e 4
= tg 5 tg 5
2senp+qcosp_q
senp + sengq 2 2 tgp+q
= - = g0
COSp +eosqg cosp+qcoep—q 2
RN )
2senp qcosp+q
senp — sengq ) 2 2 tgp —q
= = U ’
cosp+cosg P+ q P—g 2
2
2senp—‘u-cosp:_q
Senp - seng 2 2 o otg? Tl gl P
cosp—cosg o P+q.P—4 ° 2 °2
- g T2
- 2senp_qcosp:'_q
senp —senq 2 2 __ote2 T 4
cosp—cosq o, PF+q. P—4 s 2
2 2

82. I'érmulas andlogas obtendremos para transformar en producto
la suma o la diferencia de dos tangentes o de dos cotangentes.
Para ello tenemos:

RENp senq Senpcosq + senqceosp  sen (p+¢)
cosp  cosq | COS P €08 ¢ COS P ¢S g

tgp + tgq =

senp Senq SenPcosq — senqgeosp  sen (p—gq)
cosp  cosq COS P CO8 ¢ COS P COS ¢

tgp —tgg =
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COSp  COSq Senqgcosp + senpcosq . 8en (p+yq)

e

ctgp + ctgq =

senp  sengq sen p sen ¢ sen p sell g
o p — ote g COSP._008g  Sengcosp —senpcosg
&p £9= Gen p senq sen p sen ¢ o

) . sen(g—p) _ sen(p—q)

sen psen ¢ sen p sen ¢

senp co8Sq senpsenqg -+ cospcosq cos(p—q)
cosSp senq COS p sen q "~ cospsenq

tgp + ctgq =

senp Cosqg senpsenq — Co8 p CoOS q
cos p  senq seln ¢ ¢os p o

tgp —ctgg =

_ cos(p+q)
sen ¢ cos p

Y de éstas, podemos deducir facilmente las siguientes:

tgp +tgg sen(p+q y otgp + ctgg _ sen(p+q)
tgp —tgq sen(p-g) ctgp — ctgg sen (p —¢)

83. Como una aplicacion, transformaremos dos expresiones ¢ue nos
seran muy utiles mas adelante.
1° Transformar en monomio la expresion :

1 4 tg a.
Recordando que
e
tg - =tg 45° =1
g7 g o
se tiene:
1+ tg‘a-:tggi tg o = tg 45° + tg a.

Luego tenemos:

7]
o)
—t
-
———

T = e
'——}—oc) |/2 sen (——l—a) -

4 4 — 2 s 59
1+ tg o= _ =l/ sen (45° + oc).v
cos o Cos o

2° Transformar en monomio la expresion :

1 4+ tgo
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Tendremos anidlogamente:

tg = —tga | sen (s — a
1-tga ©37 8% 2RO g

1+tga
+ tg « tgg

T ¢ n , T g *
+ tg « sen (Z + oc)
o
: ) T T .
Y siendo los 4ngulos (Z — a) y 1(1 + oc)., .complementarios :

si

.. = T
vty sen (Z +‘»a) == COS (Z - oc)?

Y por lo tanto:

T
sen {— — o
l1—tga (4 ) T T
1+tgoc? (TC )i_ztgA(——oc)‘:ctg(—+a),
cos |- — «

[EN

0 bien:
1—tga

e __ o __ — oto (459 .
1+ tga tg (45 o) = ctg (45° + a)

FORMULAS QUE VINCULAN LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS DE TRES
ANGULOS &, 8 Y v CUYA SUMA ES IGUAL A 180° (CASO DE LOS
TRES ANGULOS DE UN TRIANGULO PLANO).

84. Mostraremos que siendo o + 2 4+ v = 180°, se tiene:

o
sen o 4 sen 3 + sen v = 4 €08 ; ¢08 g CoS =-
-t wd

e
En efecto, es i ;
A -
~ = 180° — (« + 3) .. sen v = sen (x + ). ;\A,»AP“
h ) _ AN
Luego: fean & ¥ A Az g0 K4 P )= aad
Paeunt oy ) (
— a ! a /]
sen a + sen 3 + sen~ =2 sen 2Bcos 23+"sen 1-‘5 ) 1_ '

0 bien

o+ {3 a4 & o — @
sen « 4 sen 3 + sen v = 2 sen ‘)P(cos 3 ® + cos =
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y transformando en producto ln suma de cosenos y teniendo en cuenta
que:

t+B3_ opo Y «+5_ Y
5 = 90 -3 sen ) —cosg,
I
se obtiene
a B X
sena+sen3+sen~(=4cos§cos§cosa- (1)

85. Mostraremos que siendo a + 3 + v = 180°,

o B ~
sen o + sen 3 — sen y = 4 sen 5 sen 5 ¢o0S 5

nd

Siguiendo el mismo camino, se tiene:

sen o + sen 3 — sen ~ = sen « + sen 3 — sen (x + 3) =

o+ 2 o — 3 e+ 5 x+ 3
9 -9 !
sen — — €os — 2 sen —— cos —
0 bien
. O A e B L
sen o + Sen i  sen y = 2 sen —5— |C0S —5— — €08 —
y también :
+sen 3 —senvy =4 en = s B cos ¥ 2
sen o + Sen  — Sen y = 4 sen ; sen  €os - (2)
86. Siendo « + 3 + v = 180°, se tiene:
o B Y
cos & + cos 3 + cos ~ =1+ 4 sen - sen — sen =-
2 2 2
En efecto
o+ 3 o« — 5
cos & + cos 5 = 2 cos = cos i
2 2
o« + g & +
cos vy = — co8 (& + f) = — {0052 *+ 8 _ P B]
-
o+ @ o+ 3 a +
= — [cos? @-—.1+cos“’———*’=1—2cos2 ap
2 2 2

Y sumando:

o + @ — @4 3
cosa + cos 3 + cos~ =14 2 cos 23(008 Y — cos ;“)



— 114 —

y transformando en producto de diferencia de cosenos :

. o ~
cosoz+cosﬁ+cosx.=1+4sen§sengsen§o (3)

87. Siendo a + f + v = 180°, se tiene:

o & v
cosa 4 cos 3 — cosy =4 cos - cos ;sen = — 1.
2 2 2
En efecto:
a4+ 3 o —
I — ‘) L] L)
Tos @ + cos =2 cos 5 €08 —
%+
— cos v = 2 cos® —; e _ 1-
)
-l
Sumando :

COS & + CO8 3 — ¢os ~ = 2 CO8

2

C%_I_B(cosm—“3+coso‘—3)— 1,

o bien

a : ~
cos o+ cosﬁ—cos~r=4cos—co'-@-sen—‘—1. (4)
{ 2 ) 2

88. Se obtiene asi, siguiendo caminos anilogos, y siempre que
a+{3+~{=180°.

sen 2o + sen 23 + sen 2v = 4 sen « sen 3 sen vy (5)

sen 2o + sen 23 — sen 2v = 4 cos a cos  sen v (6)

cos 20 + €08 28 4 ¢cos 2v = — 1 — 4 cos « cos § cos v (7)

€oS 20t + €08 2% — €08 2y = 1 — 4 coS x co8 3 coS v (8)
sen « + sen 3 — sen v o

sen & + sen g Foeny  EF 8 § ®)

89. Siendo a 4+ # + ~ = 180°, se tiene:

tg o+ tg 3+ tgy =tgatydigy.

En efecto :
tg (@ + 3) = tg (180° — ~) =~ tg ~.
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Pero es %’4.[-}{5 =;t}\’(4-a°‘b}’

tg o + tg B _-tﬁr
e+ 8 =T gatas

luego
tga +tg 3 +tgy=tgatgdtgy. (10)

Y obtenemos también :

o B ~ o ¢ ~
— | — '-'—: —_— —_ L. 1
ctg2+ctg2+ctg2 ctgzctgzctg2 (11)
@, 8 o, S
by te s +tgste g +tgtgs =1 (12)

Hacer una formula calculable por logaritmos
90. Transformacién de una suma. — Sean A y B dos expresiones
monomias, cuyos logaritmos se pueden obtener; se trata de calcular

el log (A 4+ B) sin ealcular A ni B.
Podemos escribir :

B
= A B=A|l — 1
s=a+B=a(1+y)

e introduciendo un angulo auxiliar ¢ tal que

B
tg® ¢ =%’

se puede calcular ¢, puesto que:

y conocido ¢ se tiene:

S:A(I—i—tgzscp)-—
y entonces :

log S = log (A + B) = log A — 2 log cos ¢.



91. Transformar A — B.— Si A y B son dos monomios en las mis-
mas condiciones del caso anterior y si suponemos A > B se tiene

B
A—B=AQ—K}

y poniendo ahora con un 4ngulo auxiliar ¢ tal que:

B
sen? ¢ = %

resulta
A —B=A(1—sen?q)=A cos? ¢.

P

Para calcular el 4ngulo auxiliar ¢ se tiene:

log B — log A
2 y
y luego |
log (A — B) = log A + 2 log cos ¥.

log sen ¢ =

: .. B
Y siendo A > B, como hemos supuesto, la relacion & €8 menor que 1

y siempre se puede hacer igual a un seno.
Para el caso en que B > A, pondriamos

A—B=—(B-A),

y estamos en el caso anterior,
Se puede tener un método de transformacion que sirve para cunal-
quier valor de A y B y permite calcular

A+ B 0 A — B.
En efecto, pongamos

B
A+B=A{(1l+=|
- A ( - A)
Introduciendo ahora un angulo auxiliar de cdlculo ¢ dado por

tgcp:ll—:,

se puede calcular @, pues se tiene:

log tg ¢ = log B — log A,
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y entonces se tiene

X Q 450 S
AiB=A(1itg'cp)=A(tg‘45°itg"\°)=A(ben +“~en<P)’

cos 45° — cos ¢

o bien

_ pSen(45°+9) _  |2sen (45°+¢)
cos 45° cos ¢ COS ¢

92. Transformar la suma S = A + B 4 C 4 ... donde se conocen
los logaritmos de A, de B, de C, ...

Para ello se procede por partes. Primero se transforma A + B
introduciendo un dngulo auxiliar ¢ y calculamos como hemos visto el
log (A + B).

Luego calculamos

(A + B) + C.

Introduciendo un 4ngulo auxiliar de célculo ¢, y asi sucesivamente.

93. Eaxpresiones racionales. — Sea por ejemplo, transformar en una
expresion calculable por logaritmos, la expresion :

En este caso se transforma separadamente el numerador M como
hemos visto en el caso anterior y luego el denominador N en la mis-
ma forma. Kl logaritmo buscado es:

log M — log N.

Sea por ejemplo, calcular

conociendo log a y log b.
Podemos poner :
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y poniendo
b
tg ¢ = 2
se calcula ¢ por:
log tg ¢ = log b — log a,

y se obtiene:
a—0b sen (45° — @)
a+ b sen (45° + ¢)

?

y observando que ,

sen (45° + @) = cos (45° — @)

}
resulta :

a—b o .

Este altimo valor 1o podiamos haber obtenido directamente escri-
biendo :

, D.
1 — —
a—b a
, 4+ b b
a + 140
a
y poniendo
b
tgcp:a y 1=tg45b°
se tiene

a—>b tg45° — tgo
a+bd 1+tgdb°tgeo

— tg (45° — ).
94. Transformar | A + B, donde se conoce log A y log B. — Se

puede poner :
B
A B = —_—
YA + l/A (1 + A)
)

B
tg? g = —
gr=7%

y haciendo

se tiene

/A

A+B= Tg) =
/A + B =YA(+tg'9) = o
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95. Transformar A — B. — Si B es mayor que A, el sub-radical
es negativo y la cantidad es imaginaria. Luego suponemos A > B y
en tal caso, podemos poner :

(A= -_-VA (1 _g)

e introduciendo un angulo auxiliar ¢ dado por

B
cos? g = =’

se tiene:

VA — B =}Aseneo.
El angulo auxiliar de calculo ¢ se obtiene por:

log B —log A
2

log cos ¢ =

96. Transformar en calculable por logaritmos la expresion

y = A sen a + B cos a.
Podemos poner:

" B
y —_—A(sena—l_—Kcoscz)-

Introduciendo ahora un 4ngulo auxiliar de calculo ¢ dado por

B
tg‘P'—:K?

siempre existird el valor ¢ y se calcula por

log tg ¥ = log B — log A,
y se tiene:
Asen(a +¥)

y = A (sena + tgpcosa) = CoS @

97. Transformar la expresion

y = b2 4+ ¢® — 2be cos A.
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Veremos mas adelante que y viene a ser ¢l lado de un triingulo
cuyo éingulo opuesto es A siendo b y ¢, los otros dos lados de]
tridngulo.

Podemos poner:

A A
cos A = cos?— — sen?—,
2 2

y también
1 = coS%m A + sen? 2 A
) m’”w &)7’— FCAM G =

resulta entonces :v - ,};‘ [Fiey
v

2 2

-

A A A A
2 2 28— ¢ 2 -— 2 i 2"
y=1\/(0®+ c)(cos 5 T sen 2) 2be (cos 5 — Sen )

\—"*»'—.._J—// S, =
mplificando se obtiene:™ Lo A 2 A
y simj 4 r-rc 2be) m"A +(b‘+c.‘4 21") ’E
y = 0)20092 + (b + ¢)®sen é,
73 mjl)
/oblgﬁquc%-AaMu%W
b — c\2 T A
y=(-b+c)sené 1+ ¢ ctggé- _ ,_____c:,m_i_
2 b+ e 2 < T
2
Introduciendo un a4ngulo auxiliar ¢, dado por
= — e +
bgp =, Ct8 s Q (b+e) A 2 »
WP
Resulta: “_l‘g?;‘ 4+w W&{}fjﬁ
A
(b + ¢) sen —
— - 2. A
y= cos @

Es claro que esto supone conocer los valores mismos de b y ¢. Si en

C
y COMO
b+ ¢ -

hemos visto en el n° 86, introduciendo antes un otro a4ngulo auxiliar
de cileulo ¢, dado por:

cambio se conocen sus logaritmas, se puede transformar

b
tg8 9o = 2
y resulta
b—c
b+ e

= tg (450 - cPO),
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y por lo tanto '
- ¢
tg e = tg(45° — ¢,) ctg 5

y en tal caso

— x A
F2b sen (45° + ¢,) sen 5

—_ b? 2 - 2 Q —_ .
y = b + ¢ be cos A C08 Fy COS P

Muchas veces para transformar una expresion en otra calculable
por logaritmos, se puede hacer un artificio que s6lo enseiia la prictica
y la sagacidad del caleulista.

98. Consideremos una serie n de arcos en progresion aritmética

Y
)

@, o+ 7r, o 2r @+ (n—1)r

Queremos calcular la suma de sus senos y la suma de sus cosenos.
Tengamos en primer término:

S =cos & 4+ cos(x + ) + cos (% + 27} + ... + cos [ + (n — 1) r].

Multiplicando cada término por 2 sen Y podemos eseribir:.
d

r y 2
2 ¢os o sen 5 = sen <oc +. ‘—)) — sen (oc —_ —)

3

r 3r\ r
2cos(oc+r)se113=sen (oc +—>— sen (oc +;-)
a—d
3
2

2 cos (¢ + 27) sen t—; = sen (oc‘ + ?) — sen (oz + lr)

2cos[x+(n—1)7] seng =8en [a +(2n—-1) ;] —sen [a +(2n— 3)—}-

—d

Sumando miembro a miembro todas estas igualdades, en los su-
mandos de los primeros miembros podemos sacar factor comin a

r o
2 sen ; que queda multiplicando ala suma de los cosenos de los arcos
-l

en progresion aritmética que hemos llamado S. En la suma de los
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segundos miembros, se ve que se anulan todos los términos excepto
el segundo término del segundo miembro de la primera igualdad y el
primer término del segundo miembro de la Giltima ; es decir, que nos
queda :
r r r
28 sen 5 = sen [a + 2n — 1);} — sen'(a — -2-)

Y transformando en producto la diferencia de senos del segundo
. [ J
miembro, obtenemos :

S—— 2 . (1)

sen —
2

nr' (n — 1) »}
sen —- €o8 (& + ———(——

[y &

%

99. Para calcular la suma de senos de n arcos en progresion arit-
mética, pongamos :

1

S, = sen a + sen (« + 7) + sen (& + 27) 4 ... 4+ sen [& + (n— 1) r].

Se puede proceder en una forma aniloga que para la suma de cose-
nos, pero resulta ahora mas simple en la formula (1) reemplazar a por

i ) ,
(:—2 + oc) ... B8 claro entonces, que cada sumando de S, digamos un tér-
. . ('
mino cualquiera que era cos z, se transforma en cos 5 + x)=—sen .

Luego al reemplazar & por (g + w) hemos cambiado de signo a to-

dos los sumandos y al mismo tiempo se ha cambiado de linea, Inego
podemos poner:

sen o Tt+oc+""1fr
8§ 5'0082 2 v
— 8, =
"
Sen§
pero
os|F+a+ 2t _genle+ 221,
©o08 15 R 2
luego
r [ n—l]
sen — sen (& + r
: 2
Sl= — .
- r
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Podiamos haber procedido también en la siguiente forma:

S, =sen a + sen (& + +) + sen (@ + 2r) + + sen [x + (n — 1) 7).

Se tiene
r r ¥
25, sen- = 2senasen— 4+ 2sen(x + »)sen— +
2 2 2
. r
+ 2sen|a 4+ (n— 1)r sen .
-
Pero es

<
2 2

r r e
2 sen a sen 5 = CO8 (ac -— —) — COS§ (oc +- Q)’

2 2

r r 3r
2sen (o + 7) sen§ = COS (oc + —) — COS (ac + )v

) , ¥ 37 5r
zsen\a+21')sen—5=cos a+7 — COS a-}—?
-~ -t

&d

7 2n - 3 2n —1
2senfo + (n — 1)r]seny = cosla + ——7) — €os |& + ——— 7]

Sumando y simplificando

08 r ¥ oo + 2n — 1
sen— = cos [ — =] — ¢co — 7
- 2 2 )
n—1 n
= 2s8en |« + r)sen —
2 2
de donde
nr n—1
seng sen o + ) r
S - .
1 r
Sené-
\

g\e 100. Problema. — Hacer calculable por logaritmos las raices de
una ecuacion de segundo grado:

az® + bx + ¢= 0.
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Se sabe que las raices estin expresadas por

- b+ Vb2 — dac.
2a

3 =
Suponiendo a positivo, distinguiremos dos ¢asos :
’ 8

. c . . ‘s
Primer caso : - < 0, vale decir, ¢ negativo. Puede escribirse
a

/
o —— 4
+ Jb? — dac =+ bl/l - _;fj.
Y podemos poner :
4dac

tg%P-"—"— -— —b—27

donde 9 es un angulo auxiliar de cdlculo y se tiene:

i}/bz — dac =+ b1 + tgPp = +

T cos @
Luego
v — b 1 = 1\  —b(cosp 1)
T 2a cos®/  2acos¢
Y separando las raices:
P
b sen? -
, —b(cosp — 1) sen2
x = — = — )
2a cos ¢ acos
P D 2 ®
- /\//\ b 2 _
.v.w"'/// 2 = — b (COS 5% + 1) °0% 2
N ﬂrﬂa'Q'ﬁ - T 2a cos ¢ acose

¢ . .
Segundo caso: - > 0, vale decir, ¢ positivo.

Cuando b? — 4ac > 0, se tiene:

—_— T aac
+ Jb% — dac =+ bl/ 1 — 5
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y se puede poner:

dac

2en —

y entonces

+ b2 -- 4ac = + b cos @.
Y las raices resultan

14

—b+bcose b .9

b
2a a 2




CAPITULO XI

VALORES DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS DE ALGUNOS ANGULOS

Veremos mas adelante que se construyen tablas que dan los valo-
res de los logaritmos de las funciones trigonométricas y también
tablas de valores naturales de las lineas. Son valores que se dan para-

“el primer cuadrante y determinados a intervalos que dependen del
niimero de cifras decimales, y tales que entre uno y otro pueda con-
siderarse, en general, una interpolacioén lineal.

Ahora veremos ¢omo es posible caleular, con operaciones de niime-
ros racionales y sélo la extraccién de la raiz cuadrada, los senos y
cosenos de cierta categoria de dngulos, ecuyos argumentos varian en
progresion geométrica. Para lo cnal veremos algunos problemas.

101. Problema : Calcular los senos y cosenos de los arcos de la for-
k x 180°

me, ———— siendo &k y n mimeros enteros y positivos. — Hagainos
dnd [

primero k = 1 y n = 2. Se tiene, segin hemos visto (16 y 17):

180° 450 IE s 180° _ o V2
sen 52 = .sen 45 =5 y cos o2 = €08 45 =7

Y puesto que (72

X 1l —cosz
sen - =+ |/ —— CcoS
2

2

:il/l + cos @

2

8

se tienen sucesivamente :

130° 1, /=

DD LN 4 —_— —_ <) — [y ]

sen 22°30 = sen —— = 2|/_, V2

L4

180° 1, —

cos 22°307 = CO8 —— = =2 + 2
)3 3)
- -

130° g

sen 11°15/ = s¢n
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180° / =
cos 11°15 = €08 — =§]5l/2 +V2 +y2

180° 1 ; =
sen 5°37/30” = sen = —‘/2 — ‘/2 + )2 +2

2% T2

180° 1-: ;
cos 5°37'30” = cos —— = 5./2 + ‘/2 + V2 + /2.

Es facil ver la ley de formacién de los segundos miembros, y se

pueden obtener comodamente las formulas sucesivas para obtener

Q
- Con las formulas de multiplicacion, se puede

k180
ahora obtener el seno y coseno de log arcos dados por on

seno y coseno de

ey

Es claro que se obtendrian facilmente los dados por los arcos, cuya

k.180
on

-

expresion sea 90° —

102. Problema : Calcular los senos y cosenos de los arcos de la for-

~k 180°
ma g on
Parak =1y n»n = 0, se tiene, segin hemos visto en:

3 1
sen 60° = —5, cos 60° — §
Recordando ahora (72) que
Iy T T8 _—
1 — cos2 1 2y
Se]]_z:i-‘/———.)—a—" cos&:i‘/w,
se tiene :
—
180° 1 T2 1
o s - ——
sen 30 _sen3X2_ 5 =5
/o1
1 + = —
: 180° b+ 2 3
¢08 30° = cos = | = —
3 X 2 2 s



180°

sen 15° :—-senw= G = Qyz — V3
7
1+
180° / 2 1,/ =
H5° = =y = —J2 /3
cos 15 c08 >33 5 5l2.+1

is0° |/ 5 _J2-V2+/3
2

~: 8en 7°30'= sen

3x 2P 2
2+ /3
° 1 +V ¢ / fo o Vo =
cos 7°30'= cos 180 — 2 :" 2 + V—' + V3
‘ 3 x 28" 2 2
. Ve +V2 +43
180° 9
sen 3°45'= _ _
sen 45 sen3 < 91 5

2 —yo +y2 +/3
2

cos 3°4H'= cos

o /// /2 o
80° /1+|2+V +13 _

3x 2t |, 2

B o — V2 +12 +13,
' 2

Y resulta facil ver la ley de formacion de los términos sucesivos y
también cuando se dan valores sucesivos a k.

£
103. Problema : Calcular los senos y cosenos de los arcos dados por

k.180°
la forma general 5 on Parak =1y n =1, se tiene:
80° V5 — 1 180° /10 + 2V
= 8 18° = = 180: -_—
sen =—— sen 1’ COB £~ —7 = €08 1
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Y obtenido el valor del coseno se puede aplicar Ia férmula de: divi-
sion. En general, si hacemos cos x = #, se tiene:

, 2 1 —
] —_— — [ e — [ [ P
sen - = -2 — 2a COS ——‘,VZ + 2o
ad —d ad
-7
a 1, — a 1y
3 —_ — — . € e — £ )
sen g = ;|2 /2 + 2, cos‘)g_zm +12 + 22

= 1,/ ; —— 1y —
sen-ég=:—£*2 — )2 42 + 24 0082—3:9[2 +V2 + V2 + 2=.

Con lo que es facil obtener

. 180° 180°
sen 5w g7 sen 9° cos = X op = 08 9°
<
180° 180¢°
sen 5% 28 = sen 4°30’ COS = >< 55 = €08 4°30’
o =
180° 180°
Sen ~—— —1 = sen 2°1%’ cos 5 oi = €08 2015’

Y ahora es facil obtener las expresiones dando sucesivos valo-
res a k.

104. Problema : Determinar los senos y cosenos de arcos de la forma

I .180°
3 X d X2

Haciendo k=1 y n =0, se tiene el dngulo de 12° y podemos
poner

, donde k y n son nimeros enteros y positivos.

180° o _180°  180°

3X5b 6 10

Y segin el teorema de la substraccion de angulos

sen 12° — sen [ 50 _ 180°\ sop 130° vos 1807 o 180° os 180°
B 6 10 - O 10 10 COS
€08 19° = ¢0s 180° _180‘-" — cos 180° cos 1800+Sen 180° 180°
A - — 6 10 _— R 6 10’ 6 sen 10 ]
N

9
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Pero segtn n* (16) y (17)

180° 1 80° 3
sen = send0° = 5, cos F = ¢08 30° = V?’
Y segtin n° (49)
0 5— 1
sen 180 = sen 18° = Vﬁ ,
4
resulta _
° V10 4 25
cos = cos 18° = —-——%—‘L-
Luego
1 yio+2y5 y5—1 |3 ——— 3,
o _. _— e = — 2 D — — 5
sen 12 5 1 1 ) 8l/10 + 2V5 3 (Vo
/—.: —
i3 Yio+2ys 1 V6—-—1 P3ym———= 1,-
190 =2 L 2T 710, . = 2 =5
cos 5 1 +2 1 8V10+ |/5+8(V

Y es claro que ahora se puede calcular

sen 1807 sen 180° se 180°

3 o . = < o Scll ———————* sen —_— s

3XbX2 3 X b x 2 3 X 5 x 28
180° 130° 180°

Q e >

¢

08 ————— COS ‘ 08—, ..
3xbx2 3% 5 x 2% 3 X 5 X 28



CAPITULO XII

TABLAS TRIGONOMETRICAS

105. TEOREMA : Siendo x la medida de un arco positivo, menor
que un cuadrante y medido tomando el radio como unidad, se verifica la

doble desigualdad :
sene < @ < tgx.

Consideremos un circulo trigonométrico (fig. 64) y un arco AM = &,

- s ,
positivo y menor que ) Se tendra que

los valores de sen ¢ y tg @, que son positi-

"/
vos, estin dados por !
]
;
sen ¢ = MP, tgx= AT. ’
0 p A
Donde MP y AT estan medidos tomando
el radio como unidad de medida o donde
suponemos el radio = 1. Uniendo M con A, Figura 64

podemos comparar las superficies de los
tritngulos OAM, OAT y la del sector circular OAM y tenemos :

Area triang. OAM < drea sector OAM < area triang. OAT.

Y expresando ahora el area de los triangulos OAM y OAT en fun-
cion de la base OA y sus respectivas alturas, y el drea del sector
circular en funcion del radio y del 4ngulo, se tiene :

1 1
EOA.MP<§OA.M0.AM <éOA.AT.

. . .1 :
0 bien, suprimiendo el factor comtn ; OA y teniendo en cuenta que
-d
el arco AM es z, se tiene

senx < ® < tg @ (1)

que es la doble desigualdad que queriamos demostrar y que como
veremos es de gran importancia.
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106. TEOREMA : La relacion de un arco, medido en radianes, a su
seno, tiende hacia la unidad, cuando el arco tiende a cero. — Kl arco
puede tender a cero siendo 'positivo o negativo. Consideremos prime-
ro el arco positivo. Desde que vamos a hacerlo tender a cero, es decir
a que adquiera valores tan pequeiios eomo se quiera, podemos de

hecho suponer que ese arco » sea menor que 3 y por lo tanto pode-

mos establecer la doble desigualdad del teorema anterior, donde

.
(T3 £t}

< . 'sen x _
reemplazamos el valor de tg & por su igual o8 7 y tendremos ;

senx
CosS x

senx << ¢ <

|
Y siendo « positivo, también lo es sen x. Luego podemos dividir la
doble desigualdad por sen x, sin que el sentido de la designaldad
cambie, y tendremos ﬂ

x 1
sen® .Ccos®

Hemos visto al estudiar las variaciones del cos x, que cuando el

arco x tiende hacia cero, el cos # tiende hacia 1. La relacion )

sen @
estarq asi comprendida entre 1 y una cantidad 1 + ¢ que tiende
hacia 1 con el tender de « a cero. Luego podemos poner :

Supongamos ahora que el valor de x tienda hacia cero siendo negati-
vo. Supongamos

donde &’ es positivo. Podremos poner:

T — —_ . &

senz sen(— &) — sena’ sena’

Cuando » tiende hacia cero con valores negativos, @’ tiende también
4

hacia cero con valores positivos. El limite de la relaciéon s tiende

na’
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’
[t

. w . L4
entonces hacia 1 y como es igual a » resulta que también
sen @

sen a’

1
i

el limite de
sen a

es 1 cuando z tiende hacia cero.

Corolario : La relacion de un arco medido en radianes a su tangen-
te, tiende hacia 1, cuando el arco tiende hacia cero. — En efecto, pode-
mos eseribir

x

=144¢
sen

donde ¢ tiende hacia cero con el tender de x a cero. De ahi deducimos

xCOSx

= (1 4 ¢)cos e
sen ¥
o bien
m i
—— = COS& + zCcos®
tgx
pasando al limite tenemos :
) ®
lim — =1
z—>0 b @

Se obtendria mas comodamente el mismo resultado poniendo :

x

= X cos
tgx senw

y aplicando el teorema sobre producto de los limites.

107. TEOREMA : Para un arco positivo, menor que un cuadrante y
medido en radianes, la diferencia. entre el arco y el seno es menor que
la cuarta parte del cubo del arco. — Mostraremos que para un arco
que reiine las condiciones antedichas, se verifica:

103
@ — 8enx <

En efecto, podemos poner el senx en funcion del arco mitad y ten-

dremos : s

. . 5 & o ®
Sen ¥ = 4 Sen(—)COSé—-_COb 5.

-d
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O también escribir
_ x 2 ® ‘
senae = 2 tg§ (1 — sen §) (1)

Y puesto que x es positivo y menor que un cuadrante también lo

sera ; y podemos escribir, de acuerdo con la desigualdad (1) n° 103,

®x X
tgé >.§ (2)
Y
- *
= — 3
sen 5 < 5 (3)
De esta altima se deduce:
x x? ‘
1~ sen?=>1——. 4
sen” - > 1 (4)

Y multiplicando entre si (2) y (4) se tiene, teniendo en cuenta
la (1)

x x? _
senw>2§(1—z) ()
0 bien
w3
sen ® > x — T (G)
de donde se obtiene
él'3
X — sen & < Z

lo que demuestra el teorema.
Y de aqui sacamos esta consecuencia, que nos va a ser util en se-
guida : El error que se comete cuando se toma como valor aproxima-

(L. T .
do del seno de un arco positivo y menor que > el valor del arco mis-

mo medido éste en radianes, es menor que la cuarta parte del cubo
del arco. En efecto, teniendo en cuenta la desigualdad (1) del n° 105
y la (6) tenemos :

wﬂ

x > sen m>w—z

de donde se saca
3

0<m—senw<%
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y resulta que el valor de # tomado asi para el seno es aproximado

3
. x
por exceso y el error menor que T

108. Se puede todavia estrechar mas el error y mostrar que ese
error es menor que la sexta parte del cubo del arco, es decir, que po-

demos mostrar que :
w3
x —sene < —.

6 —

En efecto, tengamos en cuenta la ignaldad (5) del n° 69
sen 3z = 3senx — 4 sen®x.

Y reemplacemos a x, sucesivamente, por los valores

y tendremos:

® ®
— R 3
(1) sen x = 3 sen 3 4 sen 3
® x ®
a _ _ 3
(2%) sen - = 3 sen 33 4 sen 32
® ® ®
~a, — 3
3%) Sen g5 = 3 sen 3 4 sen 3
@ x ®
—_ _— en S —
sen oy = 3 sen 3 4 sen T

Multiplicando ahora la 2* por 3, la 3* por 32, etc. y la @ltima por
371 y sumemos, simplificando los términos comunes a los dos miem-
bros de la igualdad y obtenemos :

®
sen x=3" sen
3n

® ® @ x
_ Sond 3 22 3~ n—1 3_" 1.
4 [ben 3 + 3 sen 3 + 3“sen 33+... 3"—1sen 3‘»]
Reemplazando ahora dentro del corchete los valores del seno por los
valores del arco correspondiente, que son mayores, tenemos :

'ws 3 3 wa

3n X 4 @ i
sen @ > SeD3—n*- gj—3+75+:7+~--+32n+1'
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lo que puede escribirse-también en la siguiente forma>

x 143 iy, avr
sen — ) :

3n x® 1 1
% = 1+ + -y

sen x > " 3 " g 805{’1)

21,
Desigualdad que se verifica para todo valor entero de n y que se
verificara cuando n crece tendiendo hacia un valor tan grande como

T

. , : P S :
se quiera. Pero, cuindon tiende hacia infinito, e tiende hacia cero, ¥

por lo tanto

sen —

n
NS

@
3n
tiende hacia 1.

La cantidad dentro del corchete es la suma de los términos de una
1

=35

progresiéon geométrica cuyo primer término v:

y el iltimo término tiende hacia cero.
La suma de sus términos vale :

‘H
n
*xlo

[y
|
|

Y la desigualdad (1) se transforma en:

S 42> 9
seng > = —— -
;:} 3% 8
J"’ o bien
3 m«ﬂ
sene >x — —
f -
| lo que implica
w3

| o
L x ssenav<6

Se puede obtener este mismo resultado en una forma mucho mas
directa. Desarrollando en serie la funcién sen «, se tiene :

J}B (D5 w'l
Sen(ﬂ_w'—-—-{-————"—.u
' O.
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De donde: ey
wﬁ

que se puede escribir:

‘ 3 2 2
T — SNz =— — [— — = + .|
O! 9 )

La serie dentro del corchete es una serie convergente donde preva-
lece el signo del primer término y llamando = el valor del corchete,
tendremos

8
K

x — Senx —

4

w

de donde se saca
(E?’
x — senx < —6--

’\\ . -
109. TEOREMA : Para un arco x positivo, menor que un cuadrante
Y nwdido)tomando el radio como um'dad! se verifica la doble desigualdad... Coass

o Nl ety e o Aehin afri
2 02 s O b gy
x ® x 1.2
l - —<cose <l — — + —= (1)
2 2 16 & U fu B2
- pARAMMN 0,/(/,2

En efecto, hemos visto en el n° 72 que

. ®
cosr =1— 2 sen2§- (2)

/—\/‘/0/ x x .
Y reemplazando sengpor un valor mayor 57 se tiene

2

&X
C()S{B>l *——2—

Yy queda demostrada la primera parte del teorema.

. : ®
Si en cambio, en lugar de sen S en la (2), ponemos un valor menor,
-

que se obtiene de (5),(n°107) donde hay que hacer el arco igual a g:

m>0 z( x? . m>cc a3
sen - .= —_— = sen - - —
277" 24 272 32
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ge tiene
z  a®\?
coser <1 — 2(5—3—2)
de donde
2 ot iad
cosr<1l— - +i-6— 519"

Y con mayor razon :

e
1 — — 4
cosw\( T3 +16

“:.,

con lo que se completa la demostracion del teorema.

Observacion. — Se pueden restringir mas los términos de la desi-
gualdad.

En efecto, tomando la expresion n° 108 y aplicandola para un arco
®
5 resulta

d

r

—— —

senw>
272 18

se obtiene
9 48

3\ 2
@ x
.,icosav<1-2(——— )
de donde se saca

x? rt 9 6
coser<<1l — —

9 T 94 487

1 ©? ot
cose < _§—+ﬂ.

110. Se puede todavia dar otra demostracion del teorema.

Tomando siempre un arco positivo y menor que un cuadrante, el
coseno esta dado por la serie :

2 4 6 8
x x ¥ &
i -— — — — deile  ca— —

que podemos escribir

x? zt 2 o
COS$=1—§+[Z-!—§E 'é-!u.]'
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La serie encerrada en el corchete es una serie convergente de signos
alternados donde predomina el signo del primer término. Llamando ¢

a su valor, se tiene
22
cose=1~——+=
2

Y por lo tanto
2

i
€cOoS 1 — —
x> 5

con lo que se demuestra la primera parte del teorema.
Si tomamos nuevamente la serie que expresa el valor del cos x,
podemos escribir :

oS © = 1——+—— — — — 4 ..

x® ot > 8
TR ]

La serie dentro del corchete es una serie convergente y su valor
positivo podemos llamar ¢’ y tendremos

' 22 ot
COS’D——I—?—F—LL'—E.
Luego
2 w4
00%w<1——2—+ﬂ (1)

con lo que se completa la demostracion.

Corolario. — Siendo x un arco positivo, menor que un cuadrante y

medido tomando el radio como unidad, cuando se toma como valor
2
, @
aproximado del cos «, el valor 1 — — el error que se comete es menor
ad

T4
que -1—6'

En efecto, volviendo a la doble desigualdad

{D9 w2 4
1——— CcoS 1——— —
< < +16

sacamos

2 4
O<cosw—(1-*f—)<£-

lo que prueba el enunciado.
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Si se quieren estrechar m4s los limites, se puede tomar la desigual:
dad (1) y se tiene

x? xt
0<cosx — (.}——2—)<24-

111. Cdlculo aprom’;mdo de sen 10” y cos 10”. — Vamos a aplicar
las conclusiones que hemos obtenido, para calcular aproximadamente
el valor del sen 10” y cos 10” y ver un limite superior del error qne
se comete al tomar tales valores aproximados. | )

El arco de 10” expresado en radianes tiene por expresibn (n° 7 I1I)

Ao
= 0,0000484813681, ¢ (1)
A

4

(Y

-10”1'a1. =
(@re. 10%rat. = o0 6056

Lo que nos permite escribir

are. 10”7 < ! )
2 X 10%

3

3
Luego tomando como valor sen 10”7, el valor (1) del are. 10”, el error

(que se comete, segin n° 107 es menor que la cuarta parte del cubo
del arco, es decir, que el error es menor con mayor razon que:.

are. 10”3 1 1 )2
.(.____._)_<_,,»_"—_é ’(1)(10‘3
1 igx1on = !
y con mayor razén 4 )
(are. 107 1

I <1o®

A
Se puede decir entonces que tomando ¢como valor del sen 10” el valor
17 . . . e—
del arc. 10” expresado en radianes, vale decir que tomando

sen 10” = 0.0000484813681

se comete un error por exceso menor que una cifra de orden trece
decimal y tomando

sen 10”7 = 0.0000484813680

se toma un valor por defecto.
Andlogamente, si tomamos como valor de cos 107, la cantidad

1 o me
1 - (are. 10”) <m’x
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donde el arc. 10” se expresa en radianes, este valor resulta aproxi-

mado por defecto para el cos 10” y el error que se comete es menor
que (n° 109)

1
7g (are. 107)¢

¥y éste a su vez, menor que

1 % 1 < 1
16 ©7 16 x 10'¢ ~101®

i
Lnego se puede tomar como valor del cos 10”7, hasta la cifra de orden

. 1 . .
18 decimal, el valor 1 — 5 (are. 10”2, es decir que se tendria :'

.
dd

cos 10”7 = 0,999 999 998 324 778 473.

Construccion de una tabla  ~

112. Formulas de Thomas Simpson. — Conociendo el sen 10”7 y
<os 10”7, vamos a obtener formulas que permiten calcular el seno y
coseno de 207, 30”7, ... de arcos que varian de 10” en 10",

Tomemos para ello, las relaciones del n° 78.

sen (¢ + B) + sen (@ — B) = 2 sen a cos f

cos (@ + B) + cos (@ — B) = 2 cos « cos 3

¥ en estas relaciones, hagamos
a=m10” y B =10"

.donde m es un niumero entero y positivo. Tendremos

sen (m 4+ 1).10” 4 sen(m — 1).10” = 2 senm . 10” cos 10” (1)
cos(m + 1).10” + cos(m — 1).10” = 2 ¢osm . 10” cos 10", (2)

‘Observando el valor de cos 10” que hemos obtenido, puede verse que
-l valor 2 cos 10” se aproxima bastante al valor 2, por lo que puede
-escribirse

2¢0810" =2 ~ [k (3

donde k es una cantidad muy pequeiia.
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Y tomando como valor aproximado del cos 10” la cantidad
1
c0s 10” = 1 —  (are. 10”)?

como hemos visto, tendremos, segin (3)

2 ~ k=2 — (arc. 1072,
De donde
k = (arc. 10”)2 = 0.000 000 002 350 443 053. (4)

Y reemplazando el valor de 2 cos 10” por su igual 2 — k, las féormulas

Dy @ mosdans _ gasun 10" wn 10" 5 A 10"( 2K)>
e - -

. =
PR

o J _
sen (m + 1)10” + sen(m — 1)10” = 2senm.10” — ksenm . 10”

cos (m + 1)10” 4 cos(m — 1)10” = 2 cosm.10” — kcosm.10".

Las que pueden escribirse en la forma siguiente :

sen(m + 1)10” — senm .10” = senm . 10”7 —

— sen(m — 1)10” — ksenm . 10” (9)

cos(m + 1)10” — cosm.10” = cosm . 10”7 —
— ¢os(m = 1)10” — keosm. 10, (6)

rd

Que son las formulas conocidas con el nombre de formulas de Simpson.
Puede verse que las férmulas van calculando los valores de trecho
en trecho. Dan asi las diferencias de -

sen(m + 1).10” — senm.10” y cos(m + 1)10” — cos m .10”

de los senos y cosenos de dos arcos consecutivos, variando éstos de
10” en 10”, conociendo las diferencias precedentes.

Conocemos ya, sen 10” y cos 10”. Si queremos sen 20” y cos 207,
en las formulas de Simpson hacemos m = 1 y tenemos;

sen 20”7 — sen 10”7 = sen 10” — ksen 10”

cos 20”7 — c08 10” = ¢0s 10” — 1 — k cos 10",

~

lo que nos permite calcular sen 20” y cos 20”.
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Si queremos ahora, sen 30” y cos 30”, las formulas (5) y (6) nos dan,
haciendo m = 2:

sen 30” — sen 20” = (sen 20” — sen 10”) — ksen 20”
cos 30” — cos 20” = (cos 20” — cos 10”) — k cos 20”

lo que nos permite calcular sen 30” y cos 30”. Y asi se puede continuar
para 407, 50”7, etc.

Observacion. — Es facil darse cuenta que es suficiente caleular los
valores de las funciones trigonométricas hasta 45°. En efecto, si
llamamos « a un d4ngulo comprendido entre 45° y 90° su complemen-
to (90° — «), serd menor que 45° y se tiene :

sen o« = ¢os (90° — «)

COoS &

i
[/ 2]
o
=
=)
S

[~

]

|
2

tg o

I
aQ
5

(
ctg o = tg (90° — «).

Disposicion y uso de las tablas

113. Existen dos clases de tablas para conocer los valores de las
lineas trigonométricas en funcién de los angulos, o para conocer los
angulos conociendo los valores de las lineas. 1° ' Las tablas que dan
los valores de las lineas, comiinmente llamadas tablas de valores na-
turales de las lineas, y es claro que bhasta con que den esos valores
para el primer cuadrante, pues hemos visto que en el primer-cuadran-
te todas las lineas toman todos los valores absolutos que pueden
tener.

El manejo de estas tablas es muy simple.

2° Tablas de logaritmos, que dan los" logaritmos de las lineas tri-
gonométricas en fuacion de los angulos, generalmente expresados
en la division sexagesimal. También aqui es suficiente que las tablas
den los valores entre 0° y 90°

Son las tablas mas unsadas y son de manejo muy simple. Existen
en el comercio varias de ellas.

Casi siempre cada tabla tiene al comienzo una explicacién de su
disposic¢ion y uso.
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Daremos una reseiia general. Por otra parte, la disposicion de las
tablas es semejante, y aprendiendo el manejo de una, es facil compren-
der en seguida el manejo de otras.

En general las tablas dan los logaritmos- del sen, -cos, tg y ctg,
y no los de sec y cosec.

Iillo se debe a que estas lmeas son de poco uso y por otra parte
sus valores son los inversos respectivamente del cos y del sen.

Y todavia, como hemos visto, basta calcular el valor en las tablas
hasta 45°, porque si se quiere el valor de una linea para un 4ngulo
comprendido entre 45° y 90°, basta calcular el valor de la co-linea.

Asi:

sen 72° = cos 18°
cos 72° = sen 18°
tg 72° = ctg 18°,

i

I

Existen tablas que dan los valores de los logaritmos de las lineas
trigonométricas con mas o menos niimero de decimales. Asi los hay
con 4 decimales, 5, 6, 7, 8, ete., decimales. Y naturalmente la expli-
cacion que se dé para una de ellas, sirve en general para las demas.

Daremos la explicacion de las tablas de Hoiiel, que son las que
mas usan mis alumnos en el curso.

Como las tablas tienen al comienzo una expliecacion bastante clara
y detallada para comprender su manejo, daremos aqui una explica-
¢i6on muy breve. [

Una tabla de lJogaritmos es una tabla a simple entrada y eontiene
los valores de las lineas, como deciamos entre 0° y 90°. Pero es sufi-
ciente conocer los valores hasta 45°, 1o que hace disminuir a la mitad
el tamaiio de la tabla.

Se sabe que los angulos complementarios, uno tiene respectiva-
mente por sem, cos, tg, ctg, sec, y cosec, el cos, sen, ctg, tg, cosec,
y sec del otro. Por ello las tablas tienen en la columna de arriba
hacia abajo el valor de los logaritmos de las lineas de 0° a 45° y
correspondiéndose de abajo hacia arriba el valor de los logaritmos de
las co-lineas.

Si por ejemplo, se quiere el log sen 34°21’, que la tabla de Hoiiel
los da de 1’ en 1/, leyendo de abajo hacia arriba, el mismo wvalor
corresponde al log cos 55°39’ y si se quiere el logaritmo del sen de
un dngulo comprendido entre 34°21’ y 34°22’ habra que interpolar
entre éstos, y para el cos habra que interpolar entre los logaritmos
de los cos, angulos para 55°39’ y 55°38’, (
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114. Tablas de Hoiiel. — Las tablas de Hoiiel son de cinco deci-
males y contienen los logaritmos de los senos, cosecantes, tangentes,
cotangentes, secantes y cosenos de minuto en minuto desde 0° a 90°.

El seno y coseno para todos sus valores y la tangente para angulos
menores que 45°, son cantidades cuyo valor es menor que uno; luego
la caracteristica de su logaritmo es negativa, pero en la tabla se le
aumenta en 10 unidades.

Es claro que hay que tener en cuenta que un logaritmo con carac-
teristica 6, 7, 8, 9 corresponde en realidad a un logaritmo con carac-
teristica 4, §, 5, 1.

En la practica es mas seguro y mas comodo trabajar con estas ca-
racteristicas positivas que con negativas.

Se plantean dos problemas, en general, al usar la tabla:

1° Dado un angulo, encontrar los logaritmos de sus lineas trigo
nométricas.

2° Conociendo el logaritmo del valor de una linea trigonométrica
de un cierto 4ngulo, encontrar el angulo.

115. Hablaremos en primer lugar del primer problema.

Si el angulo que se da no estd comprendido en el primer cuadrante,
ya hemos visto como se reduce al primer cuadrante (n° 28).

De modo que podemos suponer que el Angulo dado est4d compren-
dido entre 0° y 90°.

St el angulo dado se compone solamente de grados y minutos, su
‘logaritmo se encontrara en la tabla. Si es menor que 45° en las tablas
de arriba hacia abajo con la graduoacidn a la izquierda de la pagina;
y si mayor de 45° en las tablas de abajo hacia arriba con la gradua-
cion a la derecha.

Si el aAngulo contiene también segundos y fracciones decimales de
segundo, se hara una interpolacion simple, para lo cual la tabla pres-
ta su ayuda con las pequenas tablas de partes proporcionales que fi-
guran en las paginas.

Hay que tener en cuenta que el coseno, la cotangente y la cose-
cante van disminuyendo con el crecer del 4ngulo, por lo que las par-
tes proporcionales son substractivas ; es decir, que hay que res-
tarlas.

No es necesario entrar en mayores detalles. La tabla misma tiene,
<omo decimos, una explicacion muy clara, acompaiiada de ejemplos
para su manejo.

10
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Conviene, sin embargo, insistir un poco en la explicacion, cnando
el angulo es muy pequefio, porque en ese caso el seno y tangente
tienen variaciones fuertes y también cuando el 4ngulo se aproxima a
90° porque en ese caso el coseno y la cotangente tienen también va-
riaciones grandes.

Y para el caso de angulos menores que 3° o mayores que 87°, la
misma tabla aconseja dos procedimientos a seguir. )

Primer método. — Basandose en que para angulos muy pequeiios,
la variacion de los logaritmos de seno y tangente esti lejos de ser
lineal, es decir, no varian proporcionalmente al arco, pero si puede
aceptarse que varian linealmente los valores naturales de las lineas,
y justamente esta variacién, segin hemos visto, es tanto més pro-
porcional cuanto mas pequeilo sea el angulo. Se encontraran enton-
ces por interpolacion simple. estos valores y de ahi se pasa a encon-
trar sus logaritmos en la tabla I. )

Asi, la tabla 11 da para los 3 primeros grados, los senos naturales
y las tangentes naturales con seis decimales. Y como la tangente y
el seno, para esos dngulos, tienen valores aproximadamente iguales,
en la columna que corresponde a los valores de la tangente se ponen
solamente las dos o tres Gltimas cifras, segin el caso, y las que ante-
ceden son las correspondientes para el seno.

Asi por ejemplo, da la tabla para:

sen 2°30/ = 0.043619
y para la tg sdlo escribe: 661, porque debe tomarse
tg 2°30" = 0.043661.

~ En el caso en que pase al orden siguiente de la 3° cifra decimal, estd
indicado econ un asterisco. Por ejemplo, da para sen 2°45’ = 0.047978
y para la tg da*033; debe entenderse tg 2°45’ = 0.048033.

Fjemplo, — Hallar log sen 1°25'40”4.

La tabla da para 1°25’ sen. nat. = 0.024723

Dif, tab. = 291 para 40”

! » » 04 =
sen nat. 1°254074 = 0.024919

log sen 1°25’40”4 = log 0.024919.

l
>
W

|
Lo
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Y buscando ahora el log. de 0.024919:

Dif. tab. = 18 para 0.02491 = 8.39637
» para 9 = 16
log sen 1°25'40”4 = log 0.024919 = 8.39653. 1
Se puede asi obtener el logaritino de un arco comprendido entre 87°
y 90° del cos, ctg y sec.

Segundo método. — Mas cémodo y hasta mas exacto y basado en
la misma propiedad de que el seno y la tangente para arcos pequeiios
varian con aproximacion proporcionalmente a los arcos, consiste en
reducir el arco, primero a segundos, tomar el logaritmo del namero
de segundos del arco y agregarle el logaritmo de la relacion del seno
(o de la tangente) al arco, para lo cual setienen en el encabezamiento
de las tablas I la correccion a aplicar.

En el encabezamiento de cada columna (tabla I) se indica el na-
mero de grados y minutos y en cada pigina a la izquierda se da el
namero de segundos de 5 en 5 y desde 0” a 60”. IListo facilita enor-
memente la transformacion del arco en segundos.

Por ejemplo, teniamos el arco de 1°25'404.

Podriamos calcular:

1° =60 X 60 = 3600”

25 =25 X 60 = 1500"
4074 = 404
19254074 = 5140”4

Con la tabla tenemos directamente (pig. 19) *
1°25'4074 = 5140.4.

Y en la parte de arriba de la misma columna encontramos el niimero
4.685563, que es lo que hay que sumarle al log de 5140,4 para ob-
tener el

log sen 1°25'4074

* Tables de Logarithmes, por J. Hoiiel, 1924,
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y tenemos :
log 5140,4 = 3.71100
sen

log == .... = 4.68553
arc _—

log sen 1°25'4074 = 8.39653.

El segundo problema que se nos presentaba era:

116. Conociendo el logaritmo de una linea trigonométrica de um
cierto dngulo, encontrar el dngulo. — Si el logaritmo dado figura en la
tabla, es claro que se tiene directamente el angulo.

Si el logaritmo no figura en la tabla, se hara una interpolacion
simple y lineal, para lo cual la misma tabla presta su ayuda con las
diferencias tabulares que da y las pequeiias tablas para las partes
proporcionales.

Pero cuando se trata de logaritmos del sen o tg de Angulos peque-
nos, entonces la variacion estd lejos de ser lineal, y si se hace una
interpolacion de este tipo, se cometen errores fuertes.

En este caso, también pueden seguirse dos métodos, como en el
problema anterior.

Primer método. — Se pasa del logaritmo al ntimero y se determina
el angulo por medio de su seno natural o de su tangente natural,
segtin el caso.

Fjemplo. — Se tiene log sen x = 8.39653.
Con la tabla I encontramos, buscando sen nat.

sen nat. ¢ = 0.024919.
Y ahora en la tabla de senos naturales se tiene:

para 0.024723 = 1°25’
Dif. tab. 291 para 194 = 40"
» 2= 0”4

® = 1°25'10"4.

Segundo método. — Se resta del logaritmo dado, el valor corres-

sen t . .
pondiente del log — (0 log —g) y la resta obtenida seri el loga-
are arc
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ritmo del arco expresado en segundos ; luego se obtiene el arco expre-
sado en segundos y la misma tabla sirve para obtener el niimero de
grados y minutos. Para encontrar el log a restar, cada pagina de la
tabla I tiene en el encabezamiento, después de las letras S.T., dos ni-
meros, por ejemplo

S.T. = 8,39 — 8,41.

El logaritmo que se nos da est4 comprendido entre estos dos, luego
tenemos asi la pagina en cuyo encabezamiento estd4 el logaritmo a

restar, que en este caso es 4.68553, luego
g

8.39653
4.68553

3.71100

Y directamente la misma pagina nos da el ntimero de segundos
5140,4 ya reducidos a 1°25'40"4.
Las tablas de Hoiiel se dividen en:

Tabla I. — Tabla de logaritmos de los ndmeros enteros de 1 a
10800.

Tabla 1I. — Tablas de logaritmos de senos, tangentes y secantes
de minuto en minuto para todo el primer cuadrante.

Tabla III. — Tablas de logaritmos de Adiciéon y Substraceion.

Tabla IV. — Tablas de logaritmos a 8 decimales.

Observacion. — No estara de mas recordar que las medidas tomadas
con los instrumentos no estdn exentas de errores, antes al contrario,
siempre estan afectadas de errores y es claro que depende de la exac-
titud o aproximacion de las medidas, la tabla con la que es necesario
trabajar.

En general y salvo el caso de medidas de gran exactitud como son
por ejemplo los trabajos de triangulacién, o muchos de los trabajos
que se hacen en determinaciones de longitud, es un error de concepto
trabajar con una tabla de 7 decimales, error comiin en nuestros
agrimensores, al calcular mensuras corrientes.

117. Tablas de adicion y substraccion. — Estas tablas contienen
los logaritmos de Gauss, mediante los cuales, conociendo el logarit-
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Jno de dos ndimeros, se puede con una sola lectura de la tabla encon-
trar el logaritmo de la suma o la diferencia entre esos ntimeros.

La tabla se divide en dos partes, una es la de Adicién y la otra de
Substraccion.

118. Tablas de adicién. — Esta tabla da para cada ntmero de la
columna R, considerado como el logaritmo.de un nimero # mayor
que la unidad, el valor correspondiente del logaritmo del ntimero

. 1 - N ‘» " .
1+ = A este logaritmo se le llama el logaritmo aditivo correspon-

diente al niimero .
Tengamos dos nimeros a y b, en donde suponemos a el mayor de
los dos y conociendo log a y log b queremos calcular log (¢ + b):
Pongamos :

. b 1
a+b=a(1+5)=a 1 4+ —

&

se tiene:
log (@ + b) = log a + log 1+%
)
Y haciendo:
5 — a
b
resulta
1
log (a + b) = log a + log (1 + E)
Y se tiene:

log ® = log a — log .

La tabla nos da, entrando con log # = log a — log b, ellog (1 + 1)
T
Se busca entonces en la -columna R el valor & y al lado est#
1
log (1 + ;) que es lo que hay que sumar al loga para obtener el

log (@ + b). Es claro que si el valor de R no estd en la tabla, habra
que hacer una interpolacion, para lo cual la tabla da las diferencias
tabulares y unas pequeilas tablas para la interpolacion.
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Ejemplo. — Tenemnos :
log @ = 3.56003
log b = 3.18327.

Calcular log (a + b). — Se tiene:

loga = 0.37676

Para 0.376. 0.15251 A = 30
pP. p. para 7 — 31
P.-p- » 06. - 2
Para 0.37676. . = 0.15228
log a = 3.56003
log (a + D). = 3.71231.

119. Tablas de substraccion. — Suponiendo que se conocen los loga-
ritmos de dos niimeros log a y log b y se quiere calcular log (@ — b).
Se puede escribir:

b —b
+a’ ...__lu
a
Hacemos
b——l'w—a"'locrw—loa log b
1,_;" -——b.. g = g g
'a_b 1 y - a . [ o
- =—,,..ap_m..logw—loga log {a — b)-
Luego

log (a — b) = log a — log «'.

Siendo a > b, se obtiene log x y con este valor obtenemos

log @ = log —1—1
1--
x

El procedimiento es entonees el signiente : 1° se calcula
g

log *x = log @ — log b.
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Con este valor se entra en la tabla de substraccién entrando en la
columna de R, y se busca ¢l logaritmo substractivo en la columna
de L;. Se resta este logaritmo substractivo del log a y se tiene
log (@ — b). En la columna R la tabla trae los valores de log  supe-
riores a 0.3000.

Para valores inferiores a 0.3000 sus primeras cifras se encuentran
en la columna indicada con R en la parte inferior de la pagina y la
biisqueda se hace como si log x fuese un logaritmo cuyo ndmero
correspondiente se busca.

Ejemplo. — Conocemos

log a = 2.80209
log b = 2.37181.
Calcular log (a — b).

Se tiene log x = log a — log b = 0.43028

para 4302...... Caeas e Ls = 0.20160
p-p-para08...... = 5
para log # = 0.43028....... Ls = 0.20155
log @....... = 2.80209
log (& — D).. = 2.60054.

Nota. — Estos logaritmos de adicién y substraccién son de gran
utilidad practica y cabe observar que en general tanto los técnicos
nuestros como los profesores se muestran en general reacios a su
uso, sin duda debido a que no han tenido oportunidad de ensayar
sus ventajas.

Disposicion y uso de las tablas de ). Dupuis

120. Las tablas contienen los logaritmos con 7 decimales, de los
senos, cosenos, tangentes y cotangentes de arcos de 10” en 10”, com-
prendidos entre 0° y 90°. Para los primeros 45° los grados estian
anotados en la parte superior y para angulos comprendidos entre 45°
y 90° en la parte inferior. Es claro que los valores de las lineas de
45° a 90° son los mismos que los de las co-lineas del complemento,
que estard comprendido entre 0° y 45°, Las columnas tituladas sen,
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tg, ctg y cos, en la parte superior, corresponden respectivamente a
cos, ctg, tg y sen en la parte inferior.

La tabla da las caracteristicas negativas en niumeros negativos,
signo que va sobre la caracteristica. Creemos que ello no es ventajoso
Yy Nos parece mas prictico y mas seguro trabajar con caracteristicas
positivas, para lo que se le suma 10, como ocurre en las tablas de
Hotiel.

A la derecha de las columnas que dan los logaritmos de senos y
cosenos, en las columnas encabezadas con D, se dan las diferencias
tabulares, es decir, la diferencia entre dos logaritmos consecutivos,
vale decir las diferencias entre los logaritmos para un incremento de
10” en el angulo.

En el centro figura la columna encabezada’ por D. c., que da la
diferencia tabular para tang y cotg, es decir, la diferencia entre dos
logaritmos consecutivos, diferencia que est4 dada sin tener en cuen-
ta el signo, lo que por otra parte no es necesario, porque con solo
ver la ¢columna que interesa en cada caso, nno se da cuenta si el
logaritmo va aumentando o disminuyendo.

Estas diferencias son comunes para la tang y cotg y es facil ver
por qué.

Consideremos dos arcos @ y « + Ax (en este caso Aa = 10”).

Llamemos A a la diferencia entre los logaritmos de las tangentes
de esos arcos y A’ l1a diferencia entre los logaritmos de sus cotan-
gentes. ~

Tendremos :
A =1log tg (& + Ax) — leg tg «
A'=log ety (¢ + Ax) — log ctg a.

Puesto que la ctg de un arco es la inversa de la tg, se tiene:

log ctg (@ + Aa) = — log tg (¢ + Aa)
log ctg & = — log tg c.
Luego
A = — [log tg (« + M) — log tg «] = — A.

Por otra parte, en el primer cuadrante la tg crece de 0 a + oo y la
ctg decrece de + oo a 0.
Al costado derecho de cada pagina, excepcion hecha de los angulos
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comprendidos entre 0° y 5° o lo que es lo mismo entre 85°y 90°,
estan unas pequeilas tablas, cuyo encabezamiento es la diferen-
cia tabular y que dan las partes proporcionales para 1”7, 27, 3”
hasta 9”..

Llamando nuevamente 4 a la variacion del logaritmo cuando el
arco varia 107, A es la diferencia tabular y si A« es el incremento
del arco, sobre el inferior que esté en la tabla y Hamando Al al
incremento correspondiente del log se tiene

Al _ A
Aa ~ 107

Las pequeiias tablas dan los valores de Al para Aa = 17, 27, 3”...9"..
Para pequeilos arcos, comprendidos entre 0°y 5°, como ya no pue-
de considerarse lineal la variacion de los logaritmos de sen y tg, se
han construido tablas de segundo en segundo, las que son también,
desde luego, para cos y ctg de arcos comprendidos entre 85° y 90°.

121. Uso de la tabla. — Se nos presentan dos problemas generales:

I. Dado un arco, hallar el log de una cualquiera de sus funciones
trigonométricas, y

II. Dado el valor de la funcion hallar el arco que le corresponde.

Los explicaremos separadamente.

I. Dado un arco, hallar la linea correspondiente.

a) Si el arco estd en la tabla, obtenemos en seguida su log y luego
con la tabla de los nameros, buscando el anti-logaritmo, obtenemos
el valor de la linea. Iisto ocurrira cuando el arco esté dado por un
nimero de segundos que termina en 0, pues la tabla da los log de
10” en 10”7, salvo el caso que el angulo esté comprendido entre 0 y 5°
y se busca al sen o tg, o esté comprendido entre 85° y 90° y se busca
el cos o ctg.

La tabla no da valores para sec ni cosec, pero ya hemos dicho eémo
se procede si se buscan esas Ifneas.

b) Si_el arco no esta en la tabla, entonces buscamos el arco inme-
diatamente inferior que esté en la tablay a ese logaritmo le sumamos,
8i se trata de sen o tg, o le restamos si se trata de cos o ctg, la parte
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que le corresponde por la diferencia entre el arco considerado y el
arco inmediatamente inferior que esta en la tabla y esa eantidad, que
hemos llamado Al est4 dada por

Al = A Ac.

- 10” )

El valor de Al lo caleulamos facilmente con las tablas de partes pro-
porcionales. Cuando el valor de A no figura en la tabla, siempre apa-
rece uno cercano por defecto y otro cercano por exceso, y se puede
hacer comodamente una interpolacién mentalmente.

Una vez encontrado el log, se busca en la tabla de los nameros el
anti-logaritmo y se tiene el valor natural de la linea, caso este tltimo
que se presenta poco en la practica, porque lo que se necesita gene-
ralmente son los logaritmos de las lineas.

Primer ejemplo : Hallayr el log sen 35°20'13"4. — Se tiene

log sen  35°20710” = 1.7622072 D = 297
p- . para 3" = 89.1

> » 04 = 11.9
log 35°20'13"4 = 1.7622173.

Segundo ejemplo : Hallar log tg 54°20’37"6. — Se tiene

log tg  54°20°307 = 0.1441958 D = 445
=~

P- P- para " = 311.5

»  » 076 = 26.7

log tg 54°20°3776 = 0.1442296.

Tercer ejemplo : Hallur log cos 54°20'37"G. — Se tiene

log cos  54°2030" = 1.7656317 D == 2094
p. p. para T = — 205.8
»  » 0”76 = — 17.6

log cos  54°2073776 = 1.7656094.
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Cuarto ejemplo : Hallar log ctg 54°20'37"6. — Se tiene

log ctg  54°20730” = 1.8558042 D = — 445

p. p. para 7" = — 311.5
» » 076 = — 26.7

log ctg  54°20'3776 = 1.8557704.

Quinto ejemplo : Hallar log sen 1°25'40”4. — Se tiene

log sen 1°25/40” = 2.3964930  Dif. 17 = 845
p. p. para 074 = 845 X 0.4 = 338
log sen 1°25'40"4 = 2.3965268.

Cuando se trata de arcos pequefios, puede todavia seguirse otro
procedimiento, cuando el logaritmo no estd directamente en la tabla.
Se puede escribir:

sen o tg o

sen o« = o tgoc_—_ozT

y tomando logaritmos se tiene :

log sena = log o + (logseno — log «)

log tg o = log o 4 (log tg o — log «).

Cuando el arco o es pequefio, se sabe que se tiene

sen o« tg o
-1 y £ 51
o o
o—»0 a—>0

luegq las diferencias (log sen a -- log «) y (log tg « — log a) son muy
pequeiias y varian poco para arcos vecinos. Sumando esas diferencias
a log o, donde « se expresa por el nimero de segundos de arco, se
tiene respectivamente el log sen « y log tg a.

Esas diferencias estdn dadas al pie de las tablas de los nimeros,
después de las letras ¢ para el seno y T para tg.

Adems4s la tabla da la reduccion de arcos expresados en segundos
a grados, minutos y segundos de 10” en 10”.
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Se puede observar que esa diferencia varia muy poco para arcos
sucesivos y es claro que en todo caso puede hacerse una simple inter-
polaciéon que se hace mentalmente.

Iis claro que el procedimiento se puede aplicar a cos y ctg de arcos
que se aproximan a 90°,

Ejemplo : Hallar log sen 1°25'40""4. — Se tiene en la tabla que ese
angulo expresado en segundos de arco es 5140”74,
Y la tabla da:

log 5140. = 3.7109631 Dif. tab. = 845
p. p. para 0”74 = 338
log 5140.4 = 3.7109969
Hay que sumarle..... = 6.6855299
log sen 1°25/4074... = 2.3965268.

Hallar log tg 1°25'40"4. — La tabla da para ese arco 5140”4. Luego
tenemos

tg 5140”4 . . = 3.7109969
Hay que sumarle (T). ... = 6.6856648
log tg 1°25'40"4 . = 2.3966617

Buscando este mismo logaritmo de tg 1°25’40”4 en la parte de la
tabla que da logaritmos de 1” en 17, se tiene

log tg 1°25740” = 2.3966279 A=845
p-D. para 074 = 338
log tg 1°25'40"4 = 2.3966617.

LI. Dado el logaritmo de una linea trigonométrica,
hallar el arco que le corresponde

Conociendo el problema anterior, es ficil comprender éste, ya que
es el inverso. Y es claro que las tablas nos darin siempre arcos en el
primer cuadrante y en cada caso habrid que buscar, de acuerdo al

problema que se resuelve, el cuadrante y por lo tanto el o los dngulos
correspondientes.
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La explicacion que se ha dado para el problema anterior, hace
ver ¢como se resuelve éste, por lo que sélo resolveremos algunos

ejemplos.
Si se da el valor natural de la linea, la tabla de los nameros da el
logaritmo, caso que pocas veces se presenta en la prictica.

Problema. — Hallar el arco « cuyo log sen es 1.7622173.
Hallaremos en la tabla:

1.7622173
1.7622072 corresponde 35°20°10”7 D = 207
101
89. 30
12
para . 12..... 0”4
o = 35°20'13"4.

Problema : Hallar el arco « cuya tangente vale 0.186164. — Tene-
mos, en primer lugar en la tabla delos nameros

log 0.18616 = 1.2698864 D =233
P. p. para 4. = 93
log tg o = 1.2698957

Es decir, que debemos buscar el arco « cuyo log tg = 1.2698957.
Para ello tenemos en la tabla:

1.2698957
1.2698432  corresponde a  10°32/40” D=1170
para gi_S_ corresponde & 4"

» 57  corresponde & 075

. = 10°32744"'5.

Para angulos menores que 5°, para seny tg conviene usar la parte
de la tabla en que da los logaritmos de 1”7 en 17,



CAPITULO XIII

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

122. Se llama ecuacion trigonométrica una igualdad que tiene li-
neas trigonométricas de ciertos arcos o angulos y que -s6lo se verifi-
can cuando se da a estos arcos o 4ngulos determinados valores llama-
dos soluciones de la ecuacion.

En general, una ecuacion trigonométrica con una incégnita admite
infinidad de soluciones, pero éstas se componen de un numero limi-
tado de grupos de soluciones, todas ellas congruentes entre si.

Una ecuacion trigonométrica se ‘considera resunelta cuando se han
encontrado las soluciones incongruentes entre si y en nimero finito,
tales que las otras soluciones sean congruentes con ellas.

Para resolver una ecuacion trigonométrica con una incdgnita, se
puede emplear el método siguniente.

123. Método general. — Se expresan todas las lineas trigonométri-
cas en funcion de una sola, obteniéndose asi una ecuacion ordinaria
con una incognita, que es la linea trigonométrica elegida y esta ecua-
¢ion se resuelve por los métodos ordinarios del Algebra.

Conociendo el valor o los valores de esta linea trigonvmétrica, las
tablas permiten calcular los 4ngulos correspondientes.

Dada la ecuacion trigonométrica de incognita @, se expresan todas
las lineas en funcion de una sola.

Por ejemplo, en funcién de sen #, que tomamos como incégnita.

En general, en esta forma se introducen radicales, los que sera ne-
cesario hacer desaparecer. En la discusiéon de las soluciones, Ia in-
cognita sen r 86lo podra tomar valores tales que —1<senx < +1.

“ . r . .
Se puede tomar como incognita a tg > lo que tiene la ventaja de
-
no introducir radicales, ya que todas las lineas trigonométricas se
’L‘
pueden expresar racionalmente en funcwn de tg =

Todavia, sin perjuicio de estos métodos que son generales y que
pueden conducir a calculos largos, hay métodos especiales que depen-
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den de la ecuacion misma y que no pueden encuadrarse en una regla
general.

Su aplicacion depende en gran parte de la practica del calculista.

Pero, volviendo al primer caso, cuando se quieren expresar todas
las lineas en funeién de una sola, podrian presentarse dudas sobre
cual linea se elige como incégnita.

Ch. Brioche ha dado la regla, para saber en-funcion de cudl linea
se ponen todas las que aparecen en la ecuacion.

Si se toma a tg © como incégnita, puesto que esta funcion de z no
cambia, se reemplaza x por m + z, la ecuacion propuesta debe repro-
ducirse, luego cuando al reemplazar @ por © + @, la ecuacién no se
transforma en si misma, no deben expresarse las lineas en funcién de
tg x e inversamente si la ecuacion se transforma en si misma, conviene
expresar todas las lineas en funcion de tg =, y si tg o es una de las
soluciones de la ecuacion, ® = o + kr son las soluciones.

Analogamente, senz no cambia cuando se reemplaza x por © — &,
luego si al reemplazar @ por (n — #), la ecuacion no se transforma en
si misma, no conviene expresar las lineas en funcion de sen x, pero
si la ecuacién se transforma en si misma, entonces conviene expresar
todas las lineas en funcion de sen . Y de la propiedad del cos x, que
no cambia cuando se cambia # en — x, se saca que no conviene ex-
presar todas las lineas en funeion del cos = si la ecuacion no se trans-
forma en si misma al cambiar # en — @, pero st conviene cuando la
ecuacion se transforma en si misma. De ahi la regla de M. Brioche.

1° 8t la ecuacion no cambia cuando se reemplaza x sea por m + x,
sea por © — ® 0 8ea por — x, se tomard respectivamente como incognita
sea tg ®, 0 a sen x, 0 @& COS X.

2° 8i la ecuacion cambia cuando se reemplaza @ por m™ + @, por

T — &Y por — x, se loma alg 5 COMOo 1ncognita.

124. Resolver la ecuacion

asenx + bcosa = e. (1)

Primer método. — Para expresar todo en funciéon de sen @, pone-
mos
cos » = + /1 — sen?z
y tendremos
asen » + b)1 - sen @ = ¢
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o bien, aislande primero el término c¢on el radieal

it

b? (1 — sen?x) = ¢* — 2acsenz 4 a?sen’x

. 2
lo que nos da @ —a 45“7()
(@® + b?) sen?x — 2acsenx + ¢ — b2 =0

Y se obtiene

ac + Yatct.+ (a® + b?)(b® — ¢?)
Sen xr = ‘ T L
(@ + b7

Pero

a’e? + (a® + b?) (0% — ¢?) =

= a?c® + a?b? — a?c® 4+ b* — b’¢* = b*(a® + b2 —

luego

ac + bja® + 02 — ¢

senaxy — . 3
a? + b

Para que las raices existan es necesario que:

a’+ b2 —¢?>0 obien a®+ 02>

02)7

Cumplida esta eondicion, es faeil verificar que el valor de sen
esta comprendido entre — 1y + 1. En efecto, la ecuacion (1) puede

escribirse :
b2 (1 — sen?x) = (¢ — asenx)?

lo que dice que para.toda raiz sen x de esta ecnacion (1 — sen?x) es

positivo y por lo tanto sen?» es menor que 1.

Cumplida la condicién a® + b® > ¢?, setienen dos angulos a y f§ que

son soluciones de la ecuacion y son dados por

ac + bfa® + 02 — 2

sen o = : ,
a.‘l + b2

ac — bfa + U2 — ¢2

senf = @ + b2

Los d4ngulos a y {3 se calculan con las tablas.

En efecto, si el valor de sena es positivo, 1a tabla dara un valor
de « comprendido entre 0° y 90°. Si sen & es negativo, se calcula por

N
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las-tablas un valor &’ comprendido entre 0° y 90° que tenga para el

seno el valor absoluto de sen & y tendremos & = 180° 4 o’..
Anilogamente se encontiara el 4ngunlo § y tendremos

=2kt +

I\ =02k +1)wT —a -
@ = 2k + B
e=2k+ 1)t —f —

k entero, positivo, negativo o nulo.

No hay que creer que todas éstas son soluciones de la ecuacion (1).
Seria asi, si no fuese que hemos introducido soluciones extraiias pa-
ra sen ¢ al hacer desaparecer el radical. |

En efecto, si consideramos la ecnacién

asene —bcosxr =c¢ (2)

y la tratamos por el mismo camino que la (1) llegamos a la mismna
ecuacion en sen . Las dos ecnaciones 1 y 2 tienen el mismo sen x,
pero no son las mismas ecuaciones.

Las soluciones del grupo I, son las soluciones de las dos ecuacio-
nes 1 y 2. Habra que elegir las que corresponden a la ecuacion (1) y
ello es muy sencillo. En efecto, los 4ngulos a y (m — a) tienen el mis-
mo seno, pero sus cos son de signe contrario. Uno de ellos, verificaré
Ia ecunacion 1 y el otro la ecuaciéon 2. Sea a, el valor que satisface a
la ecuacién (1). Un razonamiento anélogo hariamos con fy (m — B).
Sea B, el valor de uno de estos dos que satisfaga a la ecuacién (1).

Los dos valores «, y B, nos dan finalmente los grupos de solucién

® = 2kn + o,
r = 2k7: + Bl'
o . ®
Segundo método. — Pongamos sen ¢y cos # en funciéon de tg 5
-
recordando que ,
x x
. 2
2tg5 1—tg°s
-t - -d
sen ¥ = —————, COSr = ——m .
2 d 2 »
1+ tg*= 1+ tg*=
2 2
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Y reemplazando estos valores en la eeuacion (1) tendremos
ros

2a tgg + b-(l — tg? ?—:) = c,(l + tg? g)

o bien
(b+c)tg2£—2atg-£+c—b=0. i "
3T R
Lo que nos da: — 2 &
¢ ® _2a+f4a® +4(b+0)b—0) azkfa®+b—¢
837 2 + o = b+ ¢

Llegamos a la misma conclusién, de que para que las raices existan,
es necesario que se tenga

a + 02 =¢2

Se tienen asi los valores « y  que satisfacen a

a-{-[/a”il-b?'-— c?

b+ c '
_a—Ja®+ b — ¢
— o .

tgo =

tg B

Ser4 facil calcular asi los 4ngulos a y 8.

Y tendremos para «, si tg « es positivo, un valor comprendido entre
0y 90° que satisface a la ecuacion. Si tg « es negativo, la tabla dara
el 4ngulo &’ comprendido entre 0° y 90° tal que

y tendremos

w—lm—}-a

5=

@

§=Iﬂt+ﬁ
Y por lo tanto

z —= 2k 4+ 2
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Se llega asi a los mismos resultados del primer método. Es de hacer
notar que por este camino hemos tenido una discusién mas corta y
que no hemos introducido ninguna solucion extraiia.-

w Tercer método. — Sea nuevamente la misma ecuacion
LR

asena + bcosxe = ¢

que podemos escribir

b e
Sen® 4 — CO8 & = —»
a a

Y poniendo ahora

b .
tg o = Py (3)

donde ¢ es un dngulo auxiliar de cilculo, tendremos

sen ¢ c
sen @ + . COSXT = —
cos ¢ a
de donde
¢
senx CoS P -+ sen P cosx = —t-cos @
p
0 bien
c
sen (w + @) = = €S ¢. (4)

bl

Primeramente hay que calcular el 4ngulo auxiliar ¢ dado por la f{) 2
y luego ® + ¢ y por lo tanto .

Discusion. — Es necesario que el valor de sen (¢ 4+ 9) dado por
la (4) esté comprendido entre — 1 y + 1, para lo cual es suficiente
que se tenga

c? ) A
- ‘,——-——'
—cos? o < 1. a’ﬂﬁPv
a v N V
—
b . 1
Y como es tg ¢ = - se tiene cos® g = 5
' @ 14 tg“e
es decir
cos? 1 a?
3, n = —
‘ b? a2 + b2
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Y la condicion se transforma en

c? az" c?
(L_E a2 n b2<1 o bien ——:EESI
o finalmente
O2Sa2 + b2

que es la misma que encontramos en los métodos anteriores.
En el calculo, tomamos para ¢ un valor que satisface a la ecua-
cion (3) y las tablas nos dan un valor « que satisface a la relacion

‘¥

¢
sen o = — cos o
a

y se tiene
X+ 9o =2kn 4+ «
y también
+o=0Ck+ 1)w — c.
Y por lo tanto
® =2kt 4+ a —o

=2kt 4+ T —a — 0.

Veamos qué aconsejarian las reglas de M. Brioche.
Tomemos nuevamente la ecuacion

asenz + bcosx = ¢,

{
Si cambiamos 2 en ® — @, la ecuacion se transforma en

asenxy — bcosxe =¢

vale decir, la ecuacion cambia y no es conveniente poner todo en
funcion de sen @.
Si cambiamos x en © + @, la ecuacion se transforma en

i }

—asenx —bcosxe = ¢

y por lo tanto no es conveniente poner todo en funcion de tg x.
Si cambiamos x en — , 1a ecuaciéon queda reducida a

—asena +bcosx =c¢

y no resulta conveniente poner todas las lineas en funcién de cos .
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La regla de Brioche aconsejaria,. entonces, poner todo en funcién

x
de tg 5 que es como ha resultado mas c6modo, salvo el dltimo método
; !

}
que nos dié también soluciones cémodas.

Determinacion grdafica. — Tomando la relacion :
C <. .
sen (¢ + ¢) = - C08 9,

| . b : :
y éxpresando cos ¢ en funcién de tg ¢ = —» se tiene, teniendo en
a
cuenta so6lo el signo positivo »

«a

COS P = —————
CP y/a2 + b2

y resulta:

. /
et = e

B que permite obtener ficilmente los valores
_kN/_ \M de .

p o\ Construimos un triangulo rectingulo, to-
¢ °® mando (fig. 65) OP =a, PR =10 y con cen-
A 0 PI/A tro en O y radio OR = Ja? + b2, describimos
una circunferencia. Se tiene que el angulo
ROP es igunal a 9. Tomando sobre el eje OB
8’ una magnitud OC = ¢ y' llevando por C la
Figura 65 paralela a AA’, ésta cortaal circuloen M y N.
Los dngulos MOA y NOA nos dan las solu-

ciones de x + ¢ y entonces ;

x, = MOA — ROA = ROM,
2, = NOA — ROA = RON.

Para que el problema tenga solucién, es decir, para que la para-
lela MN corte a la circunferencia, debe tenerse:

¢ <Va® + b*

o <a' + b
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125. Solucion grdfica. — Podemos todavia intentar una solucién
grafica para esta ecuacién

asenz + becosx = c.

Tracemos con centro en O un c¢irculo de radio ¢ y llevemos OA =).
En A tracemos lanormal a OA y sobre ella tomemos AB = a. Desde

Figura 66

el punto B tracemos las tangentes BT y BT, al circulo trazado. Digo
que los angulos formados por OA con OT y OT, son las soluciones
del problema.

Llamémolas « y 8. En efecto, considerando la poligonal OABT y
su resultante OT, tenemos que

pr. (OA) + pr. (AB) + pr. (BT) =sg. (OT).

Proyectando sobre OT y recordando que BT y OT son normales,
se tiene
pr. (OA) =bcosa

pr. (AB) = asen
pr. (BT) =0
pr. (OT) = e.

Luego
asena 4+ bcosa = ec.

Anilogamente, considerando la poligonal OABT, y su resultante
OT, tendremos

pr. (OA) + pr. (AB) + pr. (BT,) = pr. (OT,)
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y proyectando sobre OT,, tenemos

pr: (OA) = becos B
T
pr. (AB) = AB cos(B — ;) = asenf,

pr. (BT,) = ()"

pr. (OT,) = e¢.
Es decir
asenf + bcosf =

Luego las soluciones del problema son

r=2kn + «
w=2kﬂ:+ﬁ.

126. Podemos resolver todavia la ecuacion en otra forma gra-

fica.
Sea la ecuacion

asenx + bcose =¢ (1)

pongamos
X =senx (2)
Y = cos . (3)

La ecuacion (1) se transforma en la siguiente :

aX + 0Y =¢
S axay,

(que representa una recta.
Por otra parte, las (2) y (3) nos dan

X2 Y2=gen?ew 4+ cos*x =1

Figura 67 que representa un circulo de radio 1 y cen-
tro en el origen de coordenadas.

La reecta y el circulo se cortan en dos puntos M y N, Uniendo My N
con O es ficil ver que los dngulos MOX y NOX son las soluciones
del problema, soluciones a las que se les puede sumar o restar un
namero entero de circunferencias.
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127. Problema. ~— Resolver la ecuacion n
atge + betgae = c. (1)

Primer método. — Si escribimos la ecuacién, expresando tg « y
ctg @ en funcion de sen # y cos a, se ticne

sen @ COS &
+ b =C
CoOS senx

a

lo que nos da:

asen’x + bcos®x = csenxcosx

o bien

al—cos2m+b1+cos2w=l

2 2 2

csen 2x e

y también

csen2r 4 (@ — b)cos2x=a + b

que es una ecuacion del tipo de la ecuacién (1) (n° 124) y que se
resuelve como aquélla.

Sequndo método. — Tomemos nuevamente la ecuacion
atge + betgxr = ¢

y expresemos las lineas en funcién de tg x, tendremos -

b
atgw-l-@:c

atg?e —ctge + b =10

que es una ecuacion completa de 2° grado y que nos da

e+ |c* - 4ab

tg® =
g S

Para que la ecuacién (1) tenga soluciones es necesario que

02 - 4ab20,t.\tu

I8

5

~

N~ WA

ZM- u:on(}

<
—
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Cumplida esta condicion, tendremos dos 4ngulos & y B que resuelven

la cuestion
¢+ e — 4abd
2a

tga:

y por lo tanto encontramos para « las soluciones

=k + &
e = kr + B.

128. Problema. — Resolver la ecuacion

asen®x 4+ bsenxcosz + ¢cos’x =d.

Primer método. — Podemos poner la ecuacién bajo la forma

1 — cos 2z sen 2x 1 +cos2x
G+ b + e = d. e
200 X 7
lo que nos da dos 2 X F

a— acos2x 4 bsen2x + ¢ + ccos 2x = 2d
o bien

bsen2x + (¢ —a)cos2x =2d —a — ¢

ecuacion del tipo (1) (n° 124) y que se resuelve como aquélla.

("ﬁ Segundo método. — Pongamos la ecuacion bajo la forma

asen®x 4+ bsenxcosx 4+ ccos®» = d (sen®x + cos®x)

=4

y dividiendo todo por cos? z, tenemos

atg?s + btge +c=dtg?o + d
o bien
(@ —d)tg*s + btgo — (d —0)=10

ecuacion de segundo grado facil de resolver.
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129. Problema. — Resolver la ecnacion
a(senx 4+ cosx) + bsenxcosx = .

-
La ecuacion se transforma sucesivamente en

/’_«“ CENP R . .

L

Ao Ae Abrv? - . 1
a|senx + sen|- — || + -bsen2x =¢ 2y
. < 2 A X T (Munreon) =

]

A
4oy 2% (24e«°f-7_f-"c..n_"_: -4
2

2a 2,008(2-—90)+b[2cos2(g—m)—-1}=2c ( it /1

T ' 1 a4
2asenzcos(z— )+§bsen2w=c 2

20 cos? (:—: — m) + 2a )2 cos (g — ')-— b — 2¢=0.

Se llega asi a una ecuacién de segundo grado cuya incognita es

cos (=
— — m .
4
/.D: Segundo método. — Consideremos nuevamente la ecuacion:
a(senx + cosx) + bsenxcose = ¢
y agreguemos ahora la ecuacion
san? 2
sen‘x + cos*x = 1.
Tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas sen x y
cos ¢ y podemos escribir
a(senx + cosx) + bsenxzcosx = ¢

(sen  + cos ¢)> — 2senxcosz = 1.

De aqui sacamos

sene +cose)) —1 ¢ — a(senx + cose
senwcosw=( 5 ) = — ( 5 T ) (1)
and

que reemplazando en la anterior nos da

s 7
a(senx + cosx) + b(senw+ gosw) 1

-d

= ¢

o bien
b(senx + cosx)? 4 2a(senz + cosx) — 2¢c — b = 0. (/1')
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Pongamos
sen® + cosx = 8.

De la (1') tendremos la ecuacion de 2° grado
bs? 4~ %2as — b~ 2¢c =0

que nos dara en general dos valores para s.
Calculado s se tiene la suma senx 4 cos # = s y de (1) el producto

i
¢ — as

a

senx cosy =

,
podemos entonces formar la ecnacién de 2° grado de la cual conoce-
mos la suma y el producto de las raices. Para cada valor s se tiene
una ecuacion de 2° grado.

c -~ as

X2 — ¢X = 0.
s+b 0

Esta ecuacion tiene dos raices X, y X, que son sen 2 y cos « y lo mis-
mo para el otro valor de s.

Tercer método. — Pongamos la ecuacion bajo la forma

1
a(senx + cosx) = ¢ ——Ebsen2w.

Elevando al cuadrado, se tiene
Az :c -e-eai-f/:c +2 Mmtl

| 2 P2
a’ (1 + 2sen e cos x) = (e— 3bsen2w = Zsen22m+ ¢® — be sen 2
-

0 bien
b2 sen® 22 — 4 (be 4+ a®)sen 2z + 4 (c® -- a?) = 0.

Se llega asi a una ecuacion de 2° grado en sen 2.
Ejemplo. — Sea la ecuacion
10 (sen x + cos @) — 20 sen @ cos @ = J.

Por el primer método tendremos la ecuacién

40 0082(2— )—20@003(2—:0) +20—-10=0



— 173 —
o bien
2 (T _ _'/_2 (T _.]l:()
COS (4 .’D) 2 COSs. i X 1 .

s
La que nos da dos valores para cos 17 que son

9 g 4149 2.4494
o (g B m) _ g N l‘f _ 1414 14: 449490 _ o o cinog

9 1.414214 — 2.44946
cos (E —_ ac) =V —_ @ = 414 449460 = — 0.258819.

4 4
De la primera sacamos

z=30° y x=060°
De la segunda _
x=300° y «=150°,

Resolviendo por el segundo método, tenemos

2082 — 208 — 10 =0
o0 bien

$?—8—05=0
la que nos da

1,13

=gty

. 3
= 1.36603 'y 8= - — V: = — 0.36603.

Luego tenemos las dos ecuaciones

X? - 1.36603 X + 0.43301.= 0
X, ¥+ 0.36603 X, — 0.43301 = 0.

La primera tiene dos raices

X’ = 0.866
X" = 0.600

que nos da
senx = 0.500

cos 2 = 0.866



que corresponde a ¢ = 30°, y también

sen & = 0.866
cos 2z = 0.500

que corresponde a ¢ = 60°.
La segunda nos da
X, = 0.500
X, = — 0.866
que nos dice

sen ¥ = 0.500
cos z = — 0.866

ue corresponde a £ = 150°, y también
?

sen & = — 0.866
CcoS £ = 0.500

que corresponde a # = 300°,

Resolviendo por el tercer método, aparecen soluciones extrahas
por haber elevado al cuadrado.

En nuestro caso la ecuacion de segundo grado seria

400 sen? 2z — 4 (— 100 + 100) + 4 (— 75) = 0
0 bien
sen?2x = 0.75.°.sen 2¢ = + 0.8660.

Considerando primero

sen 22 = + 0.866
se obtiene

22 = k X 360° + 60° =k X 180° 4+ 30°
o bien

2m\= (2k + 1) X 180° — 60° x = (2k + 1)90° — 30°,
Y dando a & los valores 0, 1, 2,... ete. se tiene

z=30°, &=210° x=460°,..
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Considerando ahora

sen 2x = — 0.8660
se obtiene

20 =k X 360° 4+ 300° 2=k X 180° +300°
o bien

2¢ = (2k + 1) X 180° — 300° x = (2k 4 1) X 90° - 300°.
Y dando a k los valores 0, 1, 2 ..., ete., se tiene

©=300° @=120° «=100° o= 330°
Hemos encontrado asi las soluciones

=30° @*=060° x=150° y =2=2300°

que habiamos encontrado por los otros métodos, pero también halla-
mos las soluciones

@ =210°, @=120°, == 330°,..

que son soluciones extrafias y que provienen de la elevacion al cua-
drado.

8

130. Problema. — Se da un eje orientado
2’Ox, siendo Ox la direcciéon positiva. Se lle-
va el vector OA = a que forma con Ox el
angulo-«. A continuacion se traza el vector
AB = b, que forma con OA el 4ngulo &, me- * 0% e
dido en la misma forma que el anterior. Figura 68

Determinar « de manera que la proyec-

cion de OB sobre Oz sea igual a m. Se tiene (fig. 68):

pr. OB = pr. OA + pr. AB
y reemplazando valores

m = a cos & + bcos 2o
lo que nos da

m=acosa + b(2cosa — 1)



— 176 —
de donde se obtiene la ecuacion
. '
20 cos?a + acosa —b —m =0

cuyas raices son:

e

—a + Ja® + 8B + Shm
4b

COS O =

es necesario que se verifique ‘

Al

— 1 <cosa<1.

131. Problema. — Resolver la ecuacion

k%’ﬁpw ‘ '2g 2sen’x + 4senxcosxy — 4 cos’x = 1.
Tenemos, poniendo primero
1 = sen®?x + cos?i y dividiendo por cos®x, que se tiene
tgle + 4tge — 5 = 0.

Lo que nos da

4,16 |
tgw=‘-—§j-_/—4—+5=.—2i3

de donde se deducen las dos soluciones para tg «:

tge =1 lo que da & = 45° + kx
tge = — > » 2 = arc. tg(— b) + kw
— 101°18'36" + k. -
132. Resolver la ecuacion
* sen 5z = sen Tw.

Se debe tener
i

! T = dxr + 2kw z = kx,
) o bien
. 1 — 2k
T — Te = bae + 2w w=7—c—('T)—L—)7

donde hay que dar a k valores enteros, positivos o negativos.



Y calculando valores de # menores que una
primera nos da, asignando valores sucesivos a k.

La segunda nos da:

Para

k

k

0

Parak =0

T
» k=1 T
T
o _—
w_12 k =
T
X, = — k =
174
b
i k =
271
1T
3T
.’D': ]C::
1Ty
117
e o= —- k=
12

ﬂ

0

Ec

10

11

eircunferencia, la

8§
|

17w

12

19w

12

217

12

237

12

La primera nos da dos soluciones y la segunda nos da doce solucio-

nes, todas menores gue una circunferencia. Iin total caterce solucio-
nes distintas.

Tengamos nuevamente la ecuacion y escribamos :

sen 7@ — sen ba = 0.

Y transformando en producto y simplificando, se tiene

Lo que nos da

o bien

La primera tiene por soluciones menores que una circunferencia:

sen & cos 6z = 0.

co8 6x

senz =0

I

0.

=0

x, =T

12
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Li segunda nos da

T . ™ .

a) 6w=§+2k7c w=I§(1+4k)

B 6w =SF 4 %kn ® = — (3 4£'4k)
/ ] | 12

Y dando valores sucesivos a k, se tiene en los dos ¢asos

) /] B
"’l\/\—"—_""\ - T
k== 0 ¥ o= k= 0 2/ =T
12 1 4
. , 5 , [k
| 3T 11w
4 g 12
15 5
k=3 @l = k=+3 @ =2
177 197
k= + 4 e = — k= +14 ro—= "
21w 23
k - + 5 wlo, == 12 70 == + 5 .’L‘ll’ == —f-)l—'

b " Ry !

Y encontramos las mismas soluciones que anteriormente.

la

133. Resolver la ecuacion :
A sensa + #) = B sen (8 + ).
Primer método. +—— Desarrollando sen (« +') y sen (§ + #) se tiene ¢
A (senacos @ + sen « cos a) = B (sen 3 cos # + sen 2 cos §)

y dividiendo por cos @, se tiene

A (sena + cosatgaw) = B(senf + cosPtg =)
tgx (Acosoe — Beosf)= Bsenfl — A sena,

y se tiene: 4 »
Bsenf — A sena

tgxr =
s Acosa — Beosf’

lo que nos permite calcular tg @ y por lo tanto x.
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Para hacerla calculable por logaritmos, ponemos

A sen « ¢os & Acosa -
B sen fcos a Bsenf ©

tgx =

Acosa

B sen_{fl — otg B

Pongamos
¢ __Acosx
EY=3B sen B

y tendremos
1 —-tgatge  senfcos (¢ + ¢)

tgw = tge —ctgf  cosacos (B + @)

Segundo método. -— Pongamos la ecuacion en esta forma:

sen (@ + x)  sen (8 + x)
B N A

7

lo que puede escribirse

sen (¢ + x) + sen (B + @)  sen(x 4+ x) — sen B + @)

A+ B T B - A

0 bien

sen (a: +

o — f3 (

sen ——— cos (& + —
o también

_A+B, _2—3
TBoa®Ty

tg<m+“jp)

Ecuacion que permite calcular el Angulo

y por consiguiente .

Fjemplo numérico. — Sea la ecuacion

12 sen (35°43’'10” + ) = 18 sen (40°10°40” + x):
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Por el segundo método tendriamos: X

@ + A+B, o—
‘tg(m+ OB)-_:x.B.,_Atg 2@

dad

o = 35°43'10”
B = 40°10'40”

¢

@+ B=75°350" a—B=—4°2730" A+4+B=12+18=30

*+B_ sresemsr TP 001345y B_A—18—12—6.

2 2

Y calculando

log (A 4+ B) = log 30 = 1.47712
log tg ——F = log tg — 2°13'45" = 8.59023
! 0.06735
log B~ A=1logé = 0.77815
log tg [m +Z f p} = logtg[® + 37°56'55"] = 9.28920
@ + 37°56'55” = — 11° 049"
) — 37°56'55"
® = — 48°57'44"

o hien
@ + 37°56'55" 5 = 168°59'11"
37°56'55”

® = 131°02'16".

134. Resolver la ecuacion :

Atg(x + x) = Btg(f + =)
Hagamos

k=—
A

y tendremos
tg(e + ) =ktg(f + =)

y desarrollando la tg de la suma de dos arcos se tiene:

tga + tga — tgf + tgax
1—tgatge 1 —tgaotgf

y encontramos la ecuacién de 2° grado:

n

n

(ktge — tgB)tg’a + (1 — k) (L — tgautgf)tgy + tga — ktgh = 0.
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Rodemos resolverla en una forma més simple escribiendo :

sen (& + o) kse-n— B+ @) .

cos(a + x)  cos (B + )
o bien

sen (x + x)cos (8 + ®) = ksen (B + x)cos (& + x).
Multiplicando por 2 y recordando que

sen(a + f3) + sen (¢ — f) = 2sena cos 3

tendremos..
sen (¢ + B + 2z) + sen(x — f) = k[sen(x + B + 2x) + sen (f — )]

0 bien
(k — 1)sen(x + B + 2x) = (k +.1)sen (x — P).

Y finalmente

E+1
sen (a+B+2w)=;i sen (o« — B).

1
Se encontrara un angulo ¢ menor que una circunferencia tal que sea

k+1

= arec
¢ = arcsen ;——

sen (x — B)

y podemos poner :
e +oa+B=2kn+9 y 24+a+8=0@k+ 17— 1.
Tendremos

p—a—B

2

T—¢—a—f

9

© = kn + y » = kn +

Lo que nos da cuatro soluciones

L — o — — — —_
Para k=0 .7z:=‘P > B, m—_-ﬁ cpoa B
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Para que el problema sea posible es necesario que se tenga

|sen (22 4+ « + B)| <1

iy

lo que equivale a

(k — 12> (k + 1)*sen? (« — B).

~ 135. Problema. — Se tiene un sector .circular de radio R y angulo
o < =w. Calcular la superficie engendrada por
el sector cuando gira alrededor de uno de sus
radios OA. Calcular &« de manera que esta
superficie sea ignal a TR? (fig. 69).

El 4rea engendrada es igual al drea lateral
del cono, mas el 4rea de la zona esférica. El
area lateral del cono tiene por valor

Figura 69 i S, = n.BH X R = nR?sen q.
El 4rea de la zona esférica tiene por valor
S, = 2nR2(1 — cos a).
La superficie buscada tiene por expresion

S = ntR?sena + 2ntR?(1 — cos a)

S = nR?{sena — 2 cosa + 2].

., x
Expresando ahora sen o y cos & en funcion de tg 5 tendremos
-t

IR

2tgg+4tg9

S = wR2

1+ tgie
€9
Si queremos que ella sea ignal a *R? tendremos

v (e 2
3tg2§+2tg§—1=0.



—- 183 —

Lo que nos da:

¥ T2EVa 412 —142
857 6 T3
que tiene las soluciones
o o
tgé-::— Y tggz—l'

Puesto que hemos supuesto a & < =, la segunda solucion no hay que
considerarla y queda entonces

o 1
tg'; = gc

Sistemas de ecuaciones

136. No podemos indicar una regla precisa para resolver un siste-
ma de ecuaciones. En general, podriamos decir que el camino mis
comodo en cada caso se obtiene con la priectica. Daremos algunos
ejemplos y la forma de encararlos. Con esos ejemplos se resuelven
sistemas analogos y ellos darian una idea general de como se puede
enfocar la resolucion en cada caso.

137. Problema. — Resolver los ocho sistemas siguientes
’senm+seny:u I'senx + seny = « {cosm—i—c,osy:a
\ Y= Jm—{-y:a G\m—yza
cosa + cosy = a [ sene — seny = a l'sene — seny = b

r-\m+y:a S(m—y:a
[cose —cosy=a |cosaw - cosy = d.

Todos estos sistemas se resuelven en forma andloga.
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Tomaremos por ejemplo el primer sistema.,
2 t+y=u )

senr 4 seny = a. (2)

Transforinando en producto la (2) se tiene

2senm;—y\cosm g y=&
y teniendo en cuenta la (1) se tiene
cos b ?
2 senf:)C (3)
x—y

lo que nos permite calcular los valores de

2
Sabemos que si ‘calculamos uno de ellos, por ejemplo ¢, tenemos

que todos los valores de %‘—-—y calculadoes por la (3) estén dados por

x — 3y

iy 2 = 2]‘775 i @'
Y por la (1)
2ty o
2 3
Luego es
T = & + ¢ + 2kxw
2
y=§$¢—2h

donde & puede tomar cualquier valor entero, positivo, negativo o nulo.
Para que exista un valor para ¢ es necesario que
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o bien

0 también

o bien
) o o . o
—2sen-—<a<2sen—- 8l sen=>0
2— — 2 2
o o . o
—28en->a>2s8en- si sen-<0.
2— — 2 2
138. Problema. — Resolver los cuatro sistemas de ecunaciones
siguientes :

x+y=a NE— Y=

b
?senwseny:a B senxrseny = @
\
{

+y=a x—Yy=0uo
- 4)
COS X COSY = a (coswcos'yza.

Los cuatro sistemas se resuelven en forma aniloga, de modo que
resolveremos el primero, y siguiendo un camino andlogo, serd ficil
resolver los restantes.

Podelmos escribir

cos (¢ — y) — cos (x + vy)
0 = 4a

senxseny =

y teniendo en cuenta que ¢ + y = @, se tiene
cos (& — y) = 2a + cos «. (1)

Lo que nos permite calcular el 4ngulo (x — y) cuyos valores estin
dados por
¢ —y=2kn + o
y es también
€+ y=uo
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luego

, o+ @
y=a+cp-—k7c.

2

4 k=

Para calcular ¢, convendré hacer la férmula (1) calculable por loga-
ritmos. ¢ es un arco cuyo coseno vale (2a + cosa) y ¥ un nimero
entero, positivo o negativo. Debe tenerse (n® 72)

-1<2a + cosa<l
0 bien
o o
» — cos?5 < a <sen’;
dd ad

para que se pueda obtener solucidn.

139. Problema. — Resolver los cuatro sistemas siguientes :

®+ Y=o r—y=o §w+y=ix (w—y::a
1{senx 2 sene = 3!cosx 4 cosx

( =a e =a ( ~ =a ( = a-

sen y sen y COS ¥ _ cos ¥

Los cuatro se resuelven en forma anéloga, por lo que resolveremos el
primero

-+ Yy =0

senx
=da

sen y

Esta tltima nos da:

senx —seny a—1
sen® + seny a+ 1

o bien
.;senwz"lcosmjy a—1
2senw+ycoswﬁy=a+1,
2 2
de donde
tgm—y a—ltgw+y
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¥y puesto que & + -y = %y G

e—y a—1
2 a1

te

o
t'g o?
-

T —Y

lo que nos permite caleular —
)]

y obtendremos :

x—y

=k + ¢,
y se tenia i
m—l—y__a
2 2
vale decir que 4
o
o
y:-é—cp——-kq:.

—Y

2

Los valores de que se dan por la tg existen siempre; es decir,

la ecuacion se puede resolver para cualquier valor real de a y c.
140. Problema. — Resolver el sistema

T+ y=0 (1)

tge + tgy = a.

Primer método. — Podemos poner
senx® Seny senx Cosy - sen Yy cosx
tge + tgy = = =
' ' cosS ¥ Ccosy COS & COS Y
sen (x + y)
= ——"" =.a

COS T COSY

de donde

sena  cos (x4 y) + cos (x — y)
= 5

e

COS & COS Y' =

y se deduce

. . Jsena — acosa
cos (x — y) = —

' a
conociendeo x4+ y dado per (1) y #.— y .ahora calculado, se obtiene

facilmente x e v.
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Para que el sistema admita soluciones, es Jiecesario que se verifique

;
_, 28ene — acosa
— 1< <1
= @ =

o bien .‘,
(28ena — acosa)?
— <

al —
§

En forma andloga se resuelve el'sistema

x—y=a

tgw — tgy = a.

Segundo método. — Podemos ensayar otra forma de solucionar este
sistema de ecuaciones, Consideremos nnevamente

tgx + tgy = «. (3)
La primera nos da
. tgxe 4 tgy
bg (= +¥) = 7 tm;’gy = tgo

teniendo en cuenta la 22 se deduce
y

tgae —'a

— (4)

tgaetgy =
Conociendo ahora la suma tg® + tgy dada por (3) y el producto da-
do por (4), se puede considerar a tg® y a tgy como las raices de una
ecuacion de 2° grado que seria justamente

tgoz-—a,__

X2 —aX +
tg o

cuyas raices son

- a ‘a? a— tga
X———;i‘ _+__£’..
“ 4 tg o

estos dos valores son los -de tgo y tgy, 1o que nos permite calecu.
lar® e y.
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141. Problema. — Resolver el sistema
@+ y=a (1)
tge — tgy = a.
Podemos obtener

sen(w——y)__a
COST COS §

y también lo transformamos en el sistema
x4+ y=a

2sen (¢ — vy)
cos(® + y) + cos(®x — y)

= da

de donde

2sen(r —y) —acos(x —y)=acosax

i

ecuacion del tipo clasico asenx + b cos y = ¢ (n° 124) y que resol-
viéndola nos da :

v P

y luego se pueden ecalcular, teniendo en cuenta la (1) los valores
de 2 y de v.

142. Problema. — Resolver el sistema

e+ y=a
tgxtgy = a.

Primer método. — Podemos escribir la 2* en la siguiente forma

senz seny COR(x —y) — cos(x 4+ y)
cos & cosy ©¢os(® —y) +cos(x+y)

que nos da
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Lo que nos permite encontrar (x-« y) y tendremos i

©—y=2kn ¢

-+ Y=,
luego
« @ :
a9 v
Yy :__‘é —I;‘f;) — IvTC“
Es necesario que
1
-~ 151 cosa < 41
0 bien
1 a\?’
( . ) cos?a <1.
1 —a -

En forma andloga se resuelve
r—-—y=«
tgae tgy = a.

Segqundo método; — Tomemos nuevamente el sistema

v +y=0
tg @ g’y = a.

La primera nos da

et WY _ oy

tg(w+y)=1__ tox tgy

de donde obtenemos:

tgx + tgy = tga — atga = (1, + a) tg .

Conocemos asila suma y el producto detgx y tg y. Podemos conside-
rar a tg 2 y tgy como raices de la ecuacion de 2° grado

X4+ (a—1)X.tgax+a=0
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cuyas raices son

1l—a
2

. , 3 =
X = tga + |/ — 1 tg? o, — a
, 4 "
las raices X, y X, son los valores de tgz y tgy, lo que nos permitira
calcular x e y.

143. Problema. — Resolver el sistéhla

e+ Y=
g2 _ ..
-, 8y

La 22 nos da:

tgr —tgy a—1
tge +tgy a4+ 1

y de aqui: |
sen(@ —y) a—1
sen(c+y) a4+ 1

la que nos da
@~ 1

a+1

sen (x — y) =

sen o,

y conociendo ¢ — y dado por éstay @ + y = « dado en el sistema se
puede calcular ficilmente = e y. -

144. Problema. — Resolver el sistema Sy

736 tgztgy = a |
x vy '

}

i

Expresando tg« y tgy en funcion de tgg)’; tg% respectivamente,
tenemos
1 o1, 4
x 0.l Y
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0 bien
4b 4b
x y o Y - x Yy =«
l—tg2§"—tg2§+tg2§tg2—2- 1—tg2§—tg2§+b2
de donde
4 = a — atgﬂz—c — atg2g + a b?
4b = a — a [tg2g + tg2g] + a b?
® ¥y a+ ab®—4b , 4b
tg2§+tg2§= . =1+1)—z
y por otra parte
2tg§ tg-g = 20
lo que nos da:
@ y\2 _ b 4b
<tg§+tg§) =@+ - -
)Y
x y\* , 4D
(tg§—tg§> = (1 -0 — —
Y de aqui sacamos
m 1 5 4b 1/ o 4D
t'gg -’:i§/(1 +b)—;_§/(1“b)—;
y 1/, 4b_ 1/ b
tg? = +-a+yy - F/a-»y-=
g2 _'2/( +0) a 2’< ) a
145. Problema. — Resolver el sistema
24 y—0a )

senZz + sen?y = b |
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Expresando cos (¢ + y) y cos (x — y) en funcion de sen 2, seny, cos
Yy cosy y simplificando se tiene

cos(x + y)cos (@ — y) =1 — ), (2)
lnego z
1-b
L) — -_— . 3
cos (z — ) = — 3)

Conociendoz + y = a y (z - y) caleulado por (3), es facil obtener
zey.

2+ = &
w‘&-l-?-&u-zq[:: b

m/:lz)

A= nax -1-4'4-&«'723 E
2 2 =
--Mn‘zx—w-yz‘“;I s 2h =2
°"‘77‘7¢+V7‘2;—.- 'Z—Q.b

2 -
2 Ao TR a2 . 5 24

Do (mry) b)) - 4= b
A=y = Aob

~ay B

13



CAPITULO XIV

REPRESENTACION TRIGONOMETRICA DE LAS IMAGINARIAS

146. Consideremos un complejo:
a+id

y tracemos un sistema de ejes ortogonales, «’x e y'y (fig. 70). Tomemos
como abscisa el valor @y como ordenada b, obtenemos un punto M que
representa el complejo a + ib. Tendremos

y’.
] M en la figura 70 :
a = 0P
)
b = MP.
R w
Y o x
Oy, P P Se dice que el punto M representa el com-
Figura 70 plejo a + b y reciprocamente el complejo

a + b es el afijo del punto M.

Resulta que el eje 'z representa los niimeros reales y el eje y'y los
niimeros imaginarios puros. Al eje #’z se le llama eje de los ntumeros
reales y al eje ¥’y eje de los imaginarios.

Se puede ver también que dos cantidades de signo contrario estan
representadas por dos puntos M y-M’, simétricos con respecto al origen
0O, y que dos complejos conjugados estan representados por dos puntos
simétricos con respecto al eje x'w.

Se llama mddulo del complejo a¢ + b, la cantidad

p=Va*+ b?

que viene a ser la distancia del origen O al punto M.
Se acostumbra escribir
o =Ja'+0®=a+ib|.

Il dngulo que forma la direccion OM, con la direccion Ox, medido &
partir de Ox en el sentido positivo se llama argumento del complejo
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« + ib. Se tiene que el argumento es definido a menos de un niimero
entero de circunferencias. Si llamamos ®» al menor aAngulo positivo
entre Ox y OM, todos los Angulos congruentes con w estan dados por

2k 4+ w

donde £ es un niimero entero, positivo o negativo.

147. TEOREMA Toda cantidad compleja, puede ponerse bajo la
forma :
¢ (cos w 4 ¢ sen w)
donde p es el médulo y w el argumento.

Sea a + ib una cantidad compleja que representamos por el punto
M (fig. 70). Uniendo O con M se tiene, siendo ¢ el moduloy w el
argumento

p = OM, w = ang MOX.
Proyectando OM sobre los ejes, se tiene

4 = p COS ® h = psen o
y luego
a + ib = p(cos w + { sen ).

Reciprocamente, todo complejo de la forma g (cos w 4 ¢ sen w) puede
ponerse bajo la forma a + tb. Haciendo

pCOSW=a '

(1)

psenw=1> )
se tiene que el complejo adquiere la forma
p(cos w + i sen w) = a 4+ ib.

Para calcular p, tenemos

a?

¢ cos®

92' sen w = b3
De donde

p? = «? + b* 0= V a? + b3
En cuanto al argnmento se calcula por

D
tg w = —
a



— 196 —

y no hay ambigiiedad para -eonocer el cuadrante porque se sabe el
signo de sen ® y cos v dados por (1).
Cuaando una cantidad eompleja se ha puesto bajo la forma

p (cos w + 1 sen )

se dice que se le ha dado forma {rigonométrica.

148. SuMA : La suma de dos complejos es otro, cuyo médulo es la diago-
nal del paralelogramo construido sobre los médulos de los complejos su-
mondos y cuyo argumento es el dngulo que forma esta diagonal con el eje
Ox *., — Consideremos los complejos

Z, = p, (cos 0, + ¢sen w,)
Zy = py (COS Wy + 7 8€N Wy).

Supongamos w, > w;, SUmMemos y se tiene
?; + 23 = p; €COS W, + p, COS Wy + © (p; Sen w; + p, Sen wy).

Llamando ¢ al médulo de la suma y o al argumento, se tiene:

0= ;/(p1 Cos ©; + p, COS (51)2)24-(91 sen 0; + p, sen w,)?
¥
Io que nos da, desarrollando las potencias y simplificando

p= VP12 + pa’ = 2p,ps €08 (05 — toy)
y ademas el argumento es tal que

piSen v, + p, Sén wy  sen w
P1 COS ®; + Py CO8 g  COS W

tg o=

de esta ultima se obtiene, despejando p, y ps

Figura 71 Py sen (wy, — )

oy  sen (0 — )

Y ahora si representamos a los dos complejos por los puntos M, y M, y
trazamos la diagonal del paralelogramo OM, MM, construido sobre
OM, y OM; se tiene (fig. 71) que:

L N

OM? = 0,2 + 0,7 — 20,p, cos M;OM,,

* Be supone que el lector conoce los teoremas fundamentales del trigngulo,
que estdn en los n°* 193 y 195.
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Siendo el sentido positivo el dado por la flecha es facil ver que se
verifica
oM:? = 0.2 + 02 — 2p,p; €OS (W — )
es decir
OM = p.

Y segin el teorema del seno en el triangulo OM,M

p: _ Sen (wg — W)
ps  sen{w — v,)

luego w es el angulo que forma la diagonal OM con Ou.
Esto indica el camino a seguir cuando se quiere la suma de va-
rios complejos

py (COS wy + % sen w,)
ps (COS wy + ¢ Sen w,)

3 (¢0s wg + % sen wy)

representados por los puntos M, M,, M,, Se traza primerc la dia-
gonal del paralelogramo construido sobre dos de ellos por ejemplo, los
dos primeros y se tiene asi un complejo

p’ (cos 0’ + ¢ sen )

después la de éste con otro de los sumandos, por ejemplo el tercero y
asi sucesivamente.

La construcciéon geométrica se simplifica trazando a continuacion
del primer médulo OM,, un segmento M;M,’ igual, paralelo y en el
mismo sentido que OM,’, a continuacion del punto M,’ un segmento
OMy/,igual, paralelo y del mismo sentido que OMj;, y asi suce-
sivamente. La recta que cierra la poligonal o sea la resultante, es Ia
suma de los complejos.

El procedimiento indicado permite ver eémo se descompone un com-
plejo segtin dos direcciones dadas.

149. DIFERENCIA. — Para obtener la diferencia entre dos coni-
plejos
2, == p, (COS w; + ? sen w,)

29 = Py (COS Wy -+ 4 Sen w,)
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basta sumarle al primer complejo el segundo, en el cual el argamento
- 8¢ ha aumentado en = o en (2k + 1) w.
En efecto, se tiene
COS Wy, = — COS (W, + T)
sen wy, = — sen (wy + )
luego
2y — 23 = p; (COS W; + 7 sen w;) — py (COS Wy + & S€N W) =
= p, (COS w; + 7 8en w;) + py[cos(w, + =) + ¢ sen (w, + )]
Se deduce facilmente que el médulo de la suma de dos complejos es
menor que la suma de los médulos de los sumandos o alo mas igual

a ella y que el mé6dulo de la diferencia de dos complejos es mayor
que la diferencia de los médulos 0 cuanto mas igual a ella.

150. TEOREMA : Kl producto de dos complejos es otro complejo,
cuyo modulo es el producto. de los modulos de los factores y cuyo
argumento es la suma de los argumentos de los mismos. — Sean dos
.complejos

2, = p, (cos w; + 7 sen w,)

2y = Pg (COS Wy + 7 SN Wy).
IEl producto sera, haciendo las operaciones

2 = 2,2, = 0,0, [COS 0, CO8 Wy — Sen w, sen w,] + i [cos v, sen wy +

+ cos wg sen w, ]
o bien |

2125 = 019 [€OS (0, + ) + i'sen (w; + )]
y llamando al producto
p (cos w + i sen w)

se tiene

P = 010s
W= w; + W,

lo que demuestra el teorema,.
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Se puede representar graficamente este producto, para lo cual, sean
M, y M, los puntos que representan res-
pectivamente (fig. 72) a los complejos

p; (COS w, + isen w,)

s (COS W, + i sen wy).

Tracemos la recta Om que forma con Ox
un angulo

Figura 72

Tomamos sobre Ox el segmento OK = 1 y unimos K con M,, lla-
mando ¢ al angulo OKM,. Sobre OM,, en OM,, formamos con la recta
M,n un angulo igual a ¢. Digo que el punto M de cruce de Om con
M,n, es el punto que representa el complejo producto.

En efecto, comparando los tridngulos semejantes OKM,, y OM,M,
se tiene:

O
oM oM, M 4 m=20,0
OM,  OK P, 1 Vel
y reemplazando valores

y ademas el angulo MQw es por construccion
W = (!)1 + 0)2

y el punto M representa entonces el complejo producto.

Es claro que si se trata ahora de un produncto de varios factores, se
hallaria primero el producto de los dos primeros, y se tiene un com-
plejo, después el producto de éste con el tercero y asi sucesivamente.

Luego se tiene:

2, = p, (cos w; + ¢ sen w,)
23 = Pg(COS Wy + © Sen w,)

23 = pg (COS W3 + ¢ Sen w,)

Zn = pn (cos wn + i sen wn)
se tendria que el producto es un complejo de la forma:

01 02 P o+ P [€OS (0, + 7 W+ W3+ ... W) + & sEN (0, + Wg+ W+ ... )]
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151. TEOREMA: Kl cociente de ‘dos complejos es otro complejo
cuyo modulo es el cociente de los mddulos y cuyo argumento es la dife-
rencia de los argumentos.

Consideremos el cociente:

¢, (cos w; + isen w,)
P2 (COS Wy -+ ¢ 8€N W)

y sea el complejo cociente

r(cos & + % sen a)
debe tenerse
0. (COS ©; + ©sen w;) = p, (COS Wy + T8N Wy) . 7 (COS & - i sen &) ==

= pg 7 |CO8 (0, + &) + ©sen (w, + a)]
es decir, que debe ser:

P1 = P27, de donde r =%,
, p2

Y por lo tanto el complejo cociente es

r(cos o + ¢sen o) = %[cos (g = ;) + ¢sen(w, — w,)]
2

con lo queda demostrado el teorema.

Es facil deducir del teorema la construc-
cion grafiea. Si M, y M, representan los com-
plejos dividendo y divisor respectivamente,
se traza por O la recta Om que forma con Oz
un angulo igual a w; — w, (fig. 73). Se toma
OK =1 y seune K con M,, formindose luego
en M, un angulo igual a ¢, con la recta M,n.

Figura 73 Il cruce M de las rectas Om con M;n, da el
cociente.
En efecto, los triangulos OKM, y OMM, son semejantes, Inego
OM OK
OM,  OM,

de donde
OM, X OK
OM,

OM =




— 201 —

y reemplazando valores

oM = &
P2

Y por otra parte el angulo MOX = ® es por construccion

(1)=(1)1'—7(i)3a ’

152. TEOREMA : La potencia de orden m de un complejo es otro
complejo cuyo mddulo es la potencia de orden m del médulo de aquél y
cuyo argumento es el argumento del mismo multiplicado por m.

Tengamos

[p (cos w 4 ¢ sen w)|™.

Podemos poner

[p (cos w + i sen w)]™ = [p(cos w 4 isen w)] [p(cosw + isenmw)]|[...]

m veces como factor. Pero de acuerdo con las reglas para obtener el
producto, tenemos

[p(cos w + isen w)|™ = pgp...p[cos(w + © + ® + ... w) +
+isen(w + © + 0 + ... 0)]

tendriamos que el médulo p tomado m veces como factor y el argu-
mento es © tomado m veces como sumando, lnego

[p (cos 0 + Psen w)]™ = g™ (cos mw + ¢sen Mmw)

lo que demuestra el teorema.

153. Y sienla Gltima igualdad liacemos p = 1 tenemos la férmula
de Moivre.

(cos » -} ¢ sen W)™ = cos Mo + ¢ sen mw.

Es facil ver que esta formula vale también para valores negativos de
m. En efecto, pongamos que se tiene un exponente negativo.

R 1 1
(cos®w + tsenw)—" = — : = : ;
(cosw + tsenw)® cosmw + ¢sen mw
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Y multiplicando numerador y denominador por

CoOS Mw — i 8en mow,
se tiene
(cos ® +4 ¢sen w)—™ = oS Mmw — ¢ Sen me.

Pero se sabe que se'tiene también

CO8 MW = COS8(— Mw)
sen mw = — sen (— Mmo)
luego '

(cos w + ¢8en w)—™ = cos (— mw) + ¢sen(— mw)

es decir, la formula de Moivre vale para exponentes negativos.

: : . 1 ]
Si el exponente fuese fraceionario tal como poy se tendria que mos-

trar que
1

. m W ) ®
(cos v 4+ ¢ sen w) =cos?—z+zsen;-
) 2

Para ello consideremos el complejo:

w . w
COo8 — 4 tsen —
m m

y elevemos a la potencia m y tendremos

o . w\"® .
cos — + 78en — = COS W + % 8en w.
m m

. 1 ) ) e e ae
Y elevando a la potencia p- los dos miembros se tiene, invirtiendo

los términos de la ignaldad ’f

1

X ©w . ®
(cos w + isenw)” = cos— + & sen
m Jn

que es lo que queriamos demostrar.
Y-ahora mostraremos que la formula vale para un exponente frac-

) ) m
cionario de la forma .
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En efecto,

I3

o . o
= J(cos w + isen wy™ = Jeosm w + i sen mw

-]

cos ® + ¢ sen v)
1
. n. m . m
= (cos mw + 7sen mw) = COS s + ¢sen w

OBSERVACION. En realidad, cuando hemos considerado el caso de

1 , .
un exponente de la forma —, hemos tratado de la raiz m del complejo.

m

Puesto que

cos w = ¢o8 (2kt 4+ )

sen w = sen (2kw 4 w),
luego
. m 2kt + 2kt + o
(cosw + isen w) = cos - ——— + isen ——
2

Y dando a %, m valores enteros sucesivos se tienen las m raices del
complejo. Se puede dar, por ejemplo, los valores 0,1, 2, ... (m — 1).
Y en efecto, mostraremos el siguiente teorema:

154. TEOREMA : Todo complejo tiene m raices de orden m.
Consideremos el complejo:
p (cos ® + ¢ sen w),
extrayendo su raiz m, tenemos

VP (cos w + ¢ sen w) = r(cosa 4+ ¢ sen &)

donde hemos llamado

r(cos & + isen a)
al complejo raiz.
Elevando- a la potencia m, tenemos

p(cos® + i sen w) = [r(cosa 4 ¢ sen &)™ = 9™ (cos me + 4 sen ma).

Luego debe tenerse
p COS W = 7™ COS Ma..

P Sen ®w = 7™ Ren Mmo.
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Y elevando al cuadrado y sumando, se tiene

p? (cos® w + sen’w) =.r2™ (cos®m a + sen’m )
o bien

p? = ,r?”l r\ P Vp'

Y también
¥ ‘ COS W = COS MY

Seén w = sen Mmao.
hY

Y estas liltimas dan’
mo = w + 2kw
de donde
®w + 2kw

m

donde k es un ntmero entero cualquiera.
Entonces se tiene:

m . m 2k +4 21
Vo (cos®+ i sen w) = Jp ,OS_"‘_m'*‘_Q + ’isen%u—)

y dando ahora a k, m valores enteros consecutivos cualquiera, se ob-
tienen m raices distintas para el complejo.
Dando, por ejemplo a k, los valores consecutivos

0,1, 2 (m — 1)
se obtienen los m argumentos distintos

0w oO+2Tt o+ 4T ow+2m—1)x
- ’ ? ¢
m m m m

Si diéramos ahora a k el valor m, obtendriamos el primer argumsnto
aumentado en una circunferencia.
Haciendo w = 0, se tiene

m m_ [
V(p V (cos — <+ i sen 2—’?)

donde dando a k, m valores enteros consecutivos cualquiera, se obtie-
nen las m raices de un nimero real.
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Haciendo p = 1, se tiene

1

) m 0w + 2kw ) o +
{cos w + isen w) = cos o + 1 sen )
) n

Lo

kw

Y si abora hacemos w = 0 se tiene:

py— 2kt 2km
V(1)) = cos + isen ——
m m

donde dando a k, m valores consecutivos cualquiera, se obtienen las
m raices de la unidad.

Ejemplo. — Extraer las raices cibicas de la unidad.
Tendremos, haciendo m = 3, que

3 2k 2k
V(1)) = cos 3“-+isen—§fJ

Para k = 0, se obtiene una raiz &, = 1

» k=1, » » otra » ay = cos 120° 4+ ¢ sen 120° =
_ 1+l
2
» k=2, » » » » o0y = cos 240° + 7 sen 240° =
—1—iﬁ.

2

El sen y cos del multiplo de un arco, en funcion del sen y cos del arco

155. Tomemos la formula de Moivre
(cos w + % sen W)= ¢os mw + ¢ sen Mo

y desarrollemos el primer miembro, teniendo en cuenta las potencias
sncesivas de ¢:

=1
P = —1
.

= +1

=
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y tenemos:

(cos w + ¢ sen w)* = cos™w + im cos™! w sen v +

o (N — _1_) _— 0 5 M(m —1) (m—2)
+ 1 1% COS o Ssen‘w + ¢ 4193 "

cos™—3 v sen’v +

m(m—1)(m—2) (m—3)

,i4
1.2.3.4

cos"—4sent w +

= COS MW -+ % Sen Mmow.

Igualando las partes reales y los coeficientes de las cantidades ima-
ginarias, se tiene:
\m(m — 1) > 9
COS MW = COS™ v — 19 COS™*w sen* w +
‘m(m—1) (m—2) (m—3)
1.2.3.4

cos™ % o sen? w

m(m—1) (m— 2)

cos"—3 o senw +
1.2.3

sen mw = m cos™ ! wsen w —-

IR
nim—1) (m—2) (m—3) (m — 4 o

1.2.3.4.5
Aplicacion. — Haciendo sucesivamente m = 2, 3, 4, etc., se
tiene:‘ PSS v~ %
cos 20w = cosiw — sen?w
cos 3w = cosw — 3 cos w sen?w it

cos 40 = costw — 6 cos?w sen?w + seniw

sen 20 = 2 sen ©» ¢cos w
sen 3w = 3 sen v cosfw — sendw

sen 40 = 4 sen o cos*w — 4 sendw cos w.
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Y de aqui podemos obtener la férmula que da la tg del maltiplo de
un arco en funcién de la tg del arco simple. Tendriamos:

) m(m—1) (m—2)
m cos™—! w sen w— -
sen mw 1.2.3

oS My

cos™—3 o sen® ©

tg mw =

oS m(m—1)
1.2

cos™ 2w sen’w

Demde ey e

= m(m —1) ... (m — 4)

cos™—5w sendw —

1.2....5
m—1)..(m—3
(s 1.;. 3./(:"/ ) cos™*w sen*w —
0 bien
mim—1) (m—2) mim—1) ... (m—4) tgdm
tg mw = e - 1.2.3 tg°o + 1.2...5 "
gMmO = g mm—1) o mm—l)(m—2)(m—3)
12 ®© 1.9.3.4 80 o

Y si damos ahora a m los valores sucesivos 2, 3, 4, ... se tiene:

2tgw
tg 20 = 2
& 1— tgw
3tew — tgdw
tg 3w = _
& w0 1 — 3tg%w
4tgw — 4tg%w
tg 40 & 8

—1--6 tgfw + tglo

156. ECUACIONES BINOMIAS. — Raices emésimas de la unidad. —

Poniendo
2 = p(cosw + isen w)
y se tenga :
gm =1
por ser
1 = cos 2kr + isen 2kt
se tiene b

e™ (cos mw, + ¢ sen mw) = cos 2kx + i sen 2w
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y debe ser entonces:

0 bien
17

mo = 2km,

2kt
m

Puesto que dos valores de w. que difieran en 2n dan el mismo valor

para 2, se puede hacer

k=0,

porque si se hace también & = m, resulta

W =

(7]
M _

m

Ek=m—1

que da para z el mismo valor que haciendo k = 0.
Existen entonces m raices diferentes de la unidad y sélo m.

Y esas m raices estan dadas por:
cos0 4+ ¢sen 0

7 =
2t T
2y = COS — 4+ 1 8en -——
m m
z ' m T
23 == €OS — - 7 sen —
m m
6 L]
2m—-1)m 2m—-1)w
Zm = COS ————— + isen ————
m m

Figura 74

El modulo de todas estas raices es 1, luego los puntos que repre-
sentan las raices estan sobre un circulo de radio 1 y centro en el

origen. Los argnmentos son :

27

0o, =,

m

YsiM, My, M, ..,

los m angulos
M;OM,,

47

/)

..0’

2m—1)x
m

Mn—1 representan las m raices (fi

M,0M,,

M,OM,,

g.

74),
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son iguales entre si y cada uno vale la circunferencia dividida en m
partes iguales. Los puntos M;, My, M, ..., son los vértices de un poli-
gono regular de m lados inscripto en la circunferencia. Y el valor del
lado de ese poligono de m lados es:

'
|l = 2sen —-
m

14



CAPITULO XV

DERIVADAS. VARIACIONES DE FUNCIONES. VALORES LIMITES
DE ALGUNAS FUNCIONES

157. Se llama derivada de una funcién el limite de la relacion del
incremento de esta funcién al correspondiente incremento de la va-
riable independiente, cuando éste tiende a cero.

Y es sabido que si se quiere encontrar la derivada de una funcién

y = f(x)

se da un incremento Ax a la variable independiente x, la funcién y
toma entonces un incremento Ay y se tiene:

¥y + Ay = fle + Ax).
Luego el incremento Ay de la funcion es dado por

Ay = f(z + Az) — f().

Y la relacion del incremento de la funeion al incremento de la varia-
ble independiente es :

Ay [z + Aw) —f(w).
Az Aw

Y ahora se busca el limite de esta relacién, cnando Ax tiende hacia
cero.
Buscaremos ese limite para las funciones
y=s8enw®, y=-cosr e y=tgwr.

158. Derivada de la funcion y = sen ». — Sea la funcién

y = sen x. (1)



Dando a la variable independiente @ un incremento A, la funcién y
toma un incremento Ay y se tiene

y + Ay = sen (x + Ax). (2)
Luego, restando la (1) de la (2) se tiene:
Ay = sen(xz + Ax) — sen .

Y transformando en producto la diferencia de senos

2

Ax Ax
Ay = 2sen —y €08 (m + )

Y dividiendo ambos miembros por Ax

2 sen Aw Ccos (w + ﬂ) sen ﬂ
Ay 2 2 2 Az
2

Cuando Ax tiende a cero, el limite de la relacion

Ax
Sen —

Ax
es la unidad (n°92) y cos (’c + T) vale cos .
-

: : : .. Ay
Y si Awx tiende a cero, Ay tiende a ceroy el limite de 4 es la deriva-
&
. . o dy
da de la funciéon con respecto a la vaviable @ que eseribimos l' 0
dw
[ ().

Tenemos entonces

d :
d% = ["(®) = cos w.

189. Derivada de la '/'zmcidrn, ¥y = cos . — Qonsideremos ahora la
funcion

Yy = cos @,
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Dando a la variable # un incremento A#, la funcién y toma un incre-
mento Ay y se tiene y

Ay = cos (¢ + Az) — cos .

Y transformando en producto la diferencia de cosenos resulta
®

4

Ax

Az
1l -v—() - v} .
Ay = dsenzsen(:c+2)

Y dividiendo por Ax

‘?sen% sen A—wsen m+Aw
Ay ‘2senw+'w~— 2 2
Ax A 2 Ax )
A

Pasando al limite

d
a% = fi' = — senuw.

160. Derivadu de la funcién tg . — Consideremos la funecién

y=tge
que es también
v — tor g — sen @
Y= = s e

Y aplicando las reglas de la derivada de un cociente :

d sen x se dcos ®
CcoS @ - — sena
. dy'_if,() - de ~ d=
aw /e Y= cos?x

Y segiin los dos teoremas anteriores

dy __cos’x 4 sen’ 1

= = f] Y) = - == )
dx f£ ) cos? @ cos® @

161. Caso general en que se da y =senu, y =co8u 0 y = tg u
donde u es una cierta funcion de x.— Si y es funciéon de u y « es fun-
¢i6n de @, resulta y una funcién de funcién, y en ese caso, se sabe
que B8i
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y también

u= @)
ge tiene
dy dy du b u
de du'dw © YeTY Ue
luego tendremos si
Yy = senu siendo u = @ ().
dy dsenu du oS u du —cos u. W
dr = VT Tdu dw dx ~— T
Si
y=cosu  siendo w= ¢ (x)
dy , dcosu du dw ,
ﬁ—_—_ym= = —Seénuy——= — Senu.u ;.

du  dx dz

!

Bi y=tgu siendo % = @ ()

dy tge du 1 du 1 o’
de "

Y] p
w:d e — == ‘s — = .
y du dx cos’u de cos’u

Ejemplo I. — Calcular la derivada de

y=3senx — tg x.
Se tiene '
dy

-~ =3 cosx — ——
dz cos?x

..

y=2sen s — 21/?_) cos ® + 1.
Se tiéene o
dy 3
dp = Loenzcosx + 23 sen «.

Ejemplo 111, — Calcular la derivada de
y = 5)tg 3a.

dtg3z 3 1
d_y___ Code “cos?3 » 15

Se tiene

-

e B3I Raree— = .
do = “2ftg3a  2/tg3x  2ftg3acos?3w
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Ejemplo 1 V. — Calcular la derivada de

: 1
y — tg a72-
Se tiene

1
® = ;23’ entonces y = tgu

dy dydu. 1 du 2
de  du de  cosw dz s s
A1 o’L COS 372

Variaciones de las funciones trigonometricas

Hemos estudiado las variaciones de sen «, cos x, tg @, con el variar
de x. Es interesante y muchas veces de importancia el estudio de la
variacion de una funcioén y, que sea funeiéon de expresiones trigono-
métricas, donde la variable ¢ sea un 4ngulo y arco. Resulta de interés
sefialar los valores particulares que puede tomar y, por ejemplo los
puntos de maximo y minimo, los puntos de inflexién... En general el
trazado grafico de la funcion rinde buenos resultados. Estudiaremos
a titulo de ejemplo, algunos casos sencillos.

162. Estudiar y representar las variaciones de la funcion

Yy = senx + cosx.
Se puede poner
¥y = senzx -+ sen (m +:—)\)
! 9.

y la funcion y en la suma de las dos sinusoidales-

Y, = sen @
y2 = Seén (721 + w)7

y resulta la suma otra sinusoidal.
En la figura 75 se tienen las tres sinusoidales.

¥, por la curva OAnB2x...
37

T
y2 » 0’ "—)’ D’ —2“’ E Yy

y » CFAGDHBIE...
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El maximo de la curva tiene lugar en F para ¢ = 1Y el minimo en
on | .
H para x = 4 En estos puntos la ordenada vale respectivamente:
15 _
2 (+ Kg = +|2.
-

La derivada de la relacion (1) es

¥ = cosx — senzx,

-
i) —

que indica el maximo para x — s el minimo para » =

Figura 75

163. Variaciones de la funcion :
¥y =asenx + bcos.r.

: b :
Poniendo tg ¢ = - se tiene
a

«
— (2 \
Y = coscp(bulw + @)
Y puesto que es
1 . a
Cos® = x 1+ tg2e Vaz + b2

se tiene

Yy = l/a,2 +_b—2 sen (x -+ @)

El estudio de las variaciones de y se reduce al estudio de lag va.
riaciones de sen (x + ¢). Si se hace variar « de 0 a 2%, el angulo
(z + @) crece desde ¢ hasta 2= + o.
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. 7 4 . n d
La funecion y pasa por un maximo cuando ¢ = 5 — ¢ ¥y por un mi-

-

nimo para & = — — P

164. Variacion de la funcion :
Yy = cos 2x¢ — 2 cos x,
Siendo cos 2x¢ = 2 cos?® — 1, se tiene

jy=2co8?2z—1 — 2cosx

o también
¥y = 2(cos*x — cosx) — 1.

La derivada es igual

d
El:;/c: senz (1 — 2 cos x)

que se anula; bien sea parasenax=0 6 x==~Lkrn bienpara 1 —2 cosx=0
1 T
0sea cosT =5y & = 2k + 3
En el intervalo de 0° a 360°, la derivada se anula para ¢ = 60°,
z = 180°y x = 300°.
Podemos todavia calcular valores de la funcidon ¥y, y se tiene el
siguiente cuadro:

z cos x cos* x 2 (cos’x —cos ) —1
0o 1.0000 1.0000 —1.000
300 0.8660 0.7500 —1.232
60° 0.5000 0.2500 —1.500
90° 0.0000 0.0000 —1.000
1200 —0.5000 0.2500 +0.500
150° —0.8660 0.7500 +2.232
165° —0.9659 0.9330 +2.798
1800 —1.0000 1.0000 +3.000
195¢° —0.9659 0.9330 +2.798
2100 —0.8660 0.7500 +2.232
2400 —0.5000 0.2500 —0.500
2700° 0.0000 0.0000 —1.000
300° +0.5000 0.2500 —1.500
3300 ~+0.8660 0.7500 --1.232
360° -+1.0000 1.0000 —~1.000
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Con esto se traza la curva de la figura 76.
La curva corta el eje de las ¢ en los puntos correspondientes a.

cos2x — 2cosx = 0.

y bien
2cos?x —2cose — 1 =0-
lo que da
CoS & = 1—:}:——‘2
2

Y teniendo en cuenta el signo menos

1—§3
2

COS® =

= 0,3660
lo que corresponde a

® = 111°2809" y ® = 248°31'51".

k1
i
H

] 30" 60" 90° Juweo* 150° 180° 210° 24Nro' 300" 330° 360"

Figura 76

165. Variaciones de la funcion :

¢

y=oatgze + bctge

siendo a y b dos niimeros positivos conocidos y & un arco variable
entre 0° y 90°.

La funcion y es la suma de dos cantidades variables cuyo produc-
to es constante. 8e tiene su minimo cuando

atg x = b t b
g tgw gw—l;-

Cuando el arco crece de 0 a 90° la funcién y primero decrece de
+ oo a 2)ab Yy luego crece nuevamente hacia + oo
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Cuando x crece de 90° a 180° la funcion tiene los valores anterio-
res pero con signo cambiado.
166. Ejemplo (fig. 77):

seny = 2tga + 3ctgy.

Il minimo de y cuando

3 —
tgx = ‘/; = }J1.5000 = 1.2247 x = 50°46°07",

Y el minimo de y es

z ; tg x ctg z 2tgx + Bcetga
0° 0 o0 oo
10° 0.1763 5.6713 17.3665
200 0.3640 2.7475 8.9705
300 0.5773 1.7320 6.3506
400° 0.8391 1.1918 5.2536
500 1.1918 0.8391 4.9009
60° 1.7320 -0.5773 5.1959
Figura 77 700° 2.7475 0.3640 6.5870
80° 5.6713 0.1763 11.8715
900 20 0 oc

Valores limites de algunas funciones

Estudiaremos ahora algunos valores limites de algunas funciones
para determinados valores de la variable independiente.

167. Valor de la expresion :

1 -— cosx
y= — para x = 0.

tg @

. . . . 0
Haciendo = 0, la expresién anterior toma la formay = () peroes

ficil hacer desaparecer la indeterminacion.
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En efecto, se tiene:

@
1 — eos e = 28en?—

2

y
o @ @
2 sen 3 cos 5
tgx =
cos @
luego
@®
2sen?—cosx
2 T
= = TZ — 08 &.
y 9 sen x x g 2
2 sen — cos —
2 2

Y para z = 0,

limy=0Xx1=0.

x=0

168. Valor de la expresion:

sen’x — sen’a "
Y = : ; ara, & = o.
y sen (® — o) !

Poniendo

sen’r — sena = (senx + sena) (senx — sen @) =
- = sen (¢ + @) sen (® — o).

Luego

_sen(@ tasen(e — @) _ ooy a),
sen (x — &)

En el limite
lim y = sen 2.

T=u

169. Valor de la expresién :

sen 2x -~ sen 2a
Yy = y para x = a.
¢COS 0 — COS &

Se tiene :

sen 2@ — sen 2a = 2 sen (¢ — a).cos (@ + &) =
® — 0O T+ «
= 4 sen —.— ¢o0s
) 9

od

cos (& + a),

y también

' r+ o xr - o
cos oL — CosSx® = 2 sen - sen
2 2

)
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luego

T —
2 cos —;—cos(z + a)

y= x4+ a
Sen ——
y para x = o
: 2cos2a
limy = .
g sen «
170. Valor de la expresion:
COs &
Y = ara & = 90°,
y 1 — sena P
Se puede poner
+ V1 — sen% 1 + senx
Yy= + — = + + —
1 —sene 1 —senx
y en el limite, para ® = 90°
_ 2
limy = i‘/—s + oo,
=909 6

171. Valor de la expresion :

y =secx — tgw, para 2 = 90°,
Pongamos

y 1 senx 1 —senx

4 /1 — sen o
T cose cosm ~ —V1+sencw

Cos ®

y para 2 = 90°:
lim y = + Vﬂ — 0.
x=90° 2_
172. Valor de la expresion :

1 —cosds ara @ = 0
T 1 — cos2a P R
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Se tiene:

cos 0° — cos4x 2sen’2x 4sen’zcos’e

<2
y= = = = 4 cos‘ x.
cos 0° — cos 2z  2sen’w sen® x
Para x =0
limy = 4.
=0
173. Valor de la expresion :
sen mae
Y == ——y para ¢ = 0.
ne
So tiene
m _ sen me
y _ — X ————
n me
Pero para # = 0,
. Sen me
lim — =
mae
luego
. m
limy = —
z=0 n
174. Valor de la expresion :
senx — sen o
= ’ Dara & — o,
Yy P 1
Se tiene
PP 2l 2+ o T — O
2 gen —— cos — sen
2 2 x4+ o 2
y = = €08
r—a 2 x— o
2
9 )

inego para ® = «,

lim .y = cos a.

T=u

175. Valor de la expresion :

Yy=——29 para @ = 90°.
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Se puede poner

1
14+ —
. tgx
V=1
1] — —
tg ©
y en el limite
limy = 1.

O bien poner

tga + tg 45°

_ —————_— = = — t,()' , 470
Y= tgwtgds —1 g @ + 457

y en el limite

limy = — tg135° = + 1.
x=90°

176. Valor de la cxpresion :

2
X
y = . para x = 0.
1 — cos mx

Se tienc

_— —2 * — —_—
me  m , M
2 sen? — en’ —
2 2
y para x = 0,
2
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CAPITULO I

RESOLUCION DE TRIANGULOS

177. Notacion. — Designaremos en general, un tridangulo con las
letras A, B, C, colocadas en sus vértices. Los tres angulos medidos
en grados sexagesimales se designardn por A, B, C, y Ia longitud de
sus lados opuestos respectivamente por a, b, ¢. Il area la designare-
mos en general por S.

El radio del circulo inscripto por r y el del circunsecripto por R.
Los radios de los circulos ex-inscriptos opuestos a los vértices A, B
¥y C los designaremos respectivamente por 7., s, 7.

Las alturas correspondientes a los lados a, b y ¢ las llamaremos
respectivamente por hg he y he y andlogamente las medianas por
Mma, Mp y M. Lias bisectrices interiores por by, by y b. y las bisectrices
exteriores por by, Vs y V'

Resolucion de triangulos planos

178. Cuando el triangulo es rectangulo, llamaremos A al dngulo
recto y a la hipotenusa. Es claro que podriamos considerar a estos
triangulos como un caso particular de la resoluciéon de tridngulos
planos en general.

Bastaria en las férmulas que resuelven el triangulo en general,
hacer A = 90° y simplificar las formulas. AGn a riesgo de repetir en
<l fondo las mismas cosas y a los efectos de ser mas claro para los
lectores principiantes, expondremos a continuacion la resolucion de
-estos triingulos, dando algunos ejemplos practicos y algunos proble-,
mitas vinculados a esta resolucion.

En un tridngulo rectangulo tenemos cinco elementos fundamenta-
les variables, considerando como elementos fundamentales los lados
y los angulos ; éstos son a, b, ¢, By C.

Vamos a deducir relaciones entre estos cinco elementos tomados
e tres en tres.

15
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179. TEOREMA : En un tridngulo rectdngulo, un cateto es igual al
producto de la hipotenusa por el coseno del dngulo adyacente o por el
seno del dngulo opuesto. — Sea el tridngulo
8  rect4ngulo ABC (fig. 78), rectangulo en A.

Tendremos :

CA =), CB=a.

¢ b A Resulta que CA es la proyeccion de CB
Figura 78 -sobre CA y tendremos por el teorema de las
proyecciones, considerando la poligonal CBA

con resultante CA y proyectando sobre CA

N
CA = CBcos(CA, CB),

y por consi‘g'uiente
b = acosC. (1)

Andilogamente se probaria que es:
¢ = a cos B. (2)
Siendo los angulos B y C complementarios, tenemos que

cos B = sen G,

cos C = sen B,

y reemplazando en las formulas (1) y (2) se tiene analogamente :.

b = asen B. {3)

¢ = a sen C. (4)

Las formulas (1) (2) (3) y (4) demuestran el teorema.

" Observacion I. — Las (ios formulas: b = asen B y ¢ = asen G, evi-
dentemente son independientes entre si; ya que en cada unade ellas
aparecen elementos que no figuran en la otra.

Iisas dos férmulas, junto conla condicién de que A + B+ C=180°,
condiciéon que por ser A = 90° se reduce a B 4 C = 90°, constitu-
yen el conjunto de tres férmulas independientes que resuelven el
triangulo.
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Son tres relaciones independientes entre los cinco elementos
B, G, a, b y ¢. No podria encontrarse otra férmula independiente de
ellas, porque si existiese, se podria resolver un triangulo rectangulo,
conociendo ademaés del 4ngulo recto, un solo elemento fundamental
y ello es imposible: Cuando sélo se conocen elementos fundamenta-
les, hay que conocer dos de ellos y no més de dos, ademas del angulo
recto A.

Luego las formulas b = acos C y ¢ = a cos B son una consecuen-
cia de b = asen B y ¢ = a sen G, lo que resulta evidente recordando
que B + C = 90°.

Observacion I1. — Las relaciones que nos da este teorema pueden
servir para deducir el teorema de Pitagoras.

En efecto, tomando las formulas (3) y (2)
nos dan, cuadrando y sumando:

b2 + ¢ = a?sen?B + a?cos? B = a2,

Podria todavia obtenerse lo mismo por Figura 79
otro camino.

En efecto, sea el tridngulo ABC (fig. 79), rectingulo en A y trace-
mos la altura AH sobre la hipotenusa, se tiene:

a =B H+ HC.

Y siendo los tridngulos AHB y AHC rectangulos, se tiene por
este teorema :
BH =c¢cos B, HC = bcosC.
Luego
a=ccos B + bcosC,

y multiplicando por a se tiene:
a®=1"b.acosC + ¢.acos B,
y teniendo en cuenta las formulas (1) y (2) se tiene,
a? = b? + ¢

180. TEOREMA : En todo tridngulo rectdngulo, un cateto es igual al
producto del otro cateto por la tangente del dngulo opuesto al lado con-.
siderado, o por el producto de la cotangente del dngulo agudo adyacente.
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En efecto, segiin el teorema que antecede, se tiene:

b=asenB
¢ = acos B,

de donde :
b 1
- = B =
¢ b ctg B’
y se deduce
b = ctg B, (1)
¢ = b ctg B. (2)

Considerando ahora las féormulas

¢ = asen C,

b = acosC,
dividiendo se tiene:

¢ 1
b tgC = ctg()’
Yy se obtiene:
¢c=btgC, (3)
b = cectg C. (4)

Superficie. — El 4rea S del triangulo estd dada por:

1
S :gbc,

lo que nos da también,

1 1
S =—-a’cos Becos(C — —a’sen BsenC.
2 2

181. Resumen. — De los teoremas precedentes, sacamos entre los
cinco elementos fundamentales a, b, ¢, By Clas siguientes relaciones:
B+ C=90°
yb = acos C,
¢ = acos B,

(b =asenB,
le

= asen C,
\b=ctgB,
(e =btgC,

a las que puede agregarse
a? = 0% 4 &
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Resolucion de triangulos rectangulos

182. Resolver un tridngulo rectangulo, significa calcular los cinco
elementos fundamentales conociendo dos datos.

Los casos mas simples son aquellos en los cuales se dan dos cle-
mentos fundamentales del triangulo, y para que el problema sea po-
sible es necesario dar por lo menos uno de los lados.

Resolveremos primeramente todos los casos que se presentan cuan-
do se dan como datos elementos fundamentales del tridngulo y luego
resolveremos algunos problemitas en que se dan dos elementos cual-
quiera y desde luego, por lo menos uno, que sea una linea.

Las formulas del n° (181) resuelven todos los casos posibles. Vere-
mos que s6lo en algunos casos las transformaremos con el objeto
de hacer més exactos los calculos, pero en el fondo, alli en esas for-
mulas estan resueltos todos los casos que se pueden presentar.

Y esos casos son cuatro diferentes, segin sean los elementos cono-
cidos. Ellos son cuando se conoce:

1° La hipotenusa y un angulo agudo.

2° Un cateto y un angulo agudo.

3° La hipotenusa y un cateto.

4° Los dos catetos.

183. Primer caso. Se conocen a y B. — Las incégnitas son b, ¢ y C.
Se ticne en primer término:

C = 90° — B,
~ y por las formulas

b = a sen B,

¢ = acos B,
se calcula by ec.
Desde lunego que es necesario que a sea una cantidad positiva y
que B sea un angulo positivo y menor que 90°.
Para calcular el drea S del tridngulo, tenemos :

1
be = = a®sen B cos B.

S = 5

Lo =
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Ejemplo : a = 540.72 m B = 25°5’30".

Se tiene
C =90° — B = 64°54'30”
loga = 2.73297 log a = 2.73297 log b = 2.36041
logsen B = 9.62744 logcos B = 9.95695 log e = 2.68992
log b = 2.36041 log ¢ = 2.68992 5.05033
b = 229.30 m ¢ = 489.69 m log2 = 0.30103

log S = 4.74930
S = 56143,60 m®.

Conviene ordenar los calculos enla forma que sigue, poniendo a la
izquierda de la linea vertical los valores reales y a la derecha los
logaritmos

a = 540.72m b= 2.36041
B = 25°05'30” sen B = 9.62744
a = 2.73297
C = 64°54'30” cos B = 9.95695
- ¢ = 2.68992
b=229.30m
¢ = 489.69m be = 5.05033
2 =0.30103
S = 56143.60m? 8 = 4.74930
184. Segundo caso. Se conocen by B. — Las incégnitas son a, e,

C y 8. Se tiene en primer lugar:
C = 90° — B,
.y los valores de a y ¢ se calculan por las formulas :

b
a—seuB’ ¢ = bectgB,.

it

y el drea S, estd dada por

S = b? ctg B.

Lo -t

be =

L] b

Es necesario que b sea positivo y B positivo y menor que 90°,
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Si los datos conocidos fueran ¢ y C, se resolveria en una forma
analoga.

Ejemplo: b = 45.32 m, B = 22°15'17”.

e

= 45.32m ¢ = 2.04435
B =2201517 | ctg B — 0.33806
C — 67oraas" b = 1.65629

| . sen B = 9.57832

¢c= 110.75m a = 2.07797
a= 119.67m b? = 3.31258
S = 2509.63 m?2 | 02 ctg B = 3.70064

, 2 = 0.30103

S = 3.39961

Donde hemos puesto a la derecha los logaritmos.

185. Tercer caso. Se dan a y b. — Las incégnitas son ¢, By C.

Se tiene:

, b
sen B = -
a.

lo que nos permite calcular B. Y no puede haber ambigiiedad, puesto
que debe ser B menor que 90°.
Por otra parte, los datos a y b deben ser positivos y a > b.
Conociéndose B, se tiene

C=90°-B y c¢=bectgB.

Y el area S tendra por expresion :

1
S ==bc ==§b2 ctg B.

IS A

El céalculo por las formulas que anteceden se aconseja cuando los
datos son, en lugar de a y b, sus logaritmos, porque no exige mis que
el cdlculo de log etg B. Cuando, como ocurre en general, se dan los va-
lores de a y b, es necesario buscar tres logaritmos: losdea, b y ctg B.



En este caso es conveniente usar las férmulas siguientes, que no

exigen mas que dos logaritmos.
En efecto, tenemos:

de donde

¢ =|(a+b) (@ - b)

Por otra parte se tiene:

Lo que nos da (72):

Al

b a+ b
2¢082—=14+cosC=1+ - = y
2 @ a
*
C b a-->b
2sen? —=1—cosC=1— - = ’
2 a a

de donde :

-

C a-20>
to? — =

2 a,+b’

y por lo tanto

lo que nos permite calcular C y luego
B =90° — C.
Como puede verse, en esta forma solo se buscan dos logaritmos:

loga +0) y log(a — b).
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Ejemplo : a = 540.72 m, b = 229.30 m.

I

sen B = 9.62743
B = 25°05’30” ctg B = 9.32952

a="540.72m | b = 2.36040
b =2

| C = 64°54'30" ¢ = 2.68992
¢ _ 489.69 m be = 5.05032

: 2 =0.30103

S = 56142.3 m? S — 4.749929

Y en otra forma :

‘a0 = 540.72 a —b =2.49335
b= 229.30 a+ b = 2.88650
a+b="770.02 ¢ = 2.68992
- 0 _
¢ = 489.69m | &5 = 9.60685

\ C
9 — 32027115/1 t{.’,—‘; = 9.80342

2 —d
A — 64054130// b = 2.36040
be =5.05032

S 2"'0 =71, 174

B = 2570530 2 = 0.30103
S =56142.3m?|  § — 4.74999

En el caso en que el angulo C resulte pequeiio, es decir cuando
a y b difieren muy poco, es mis conveniente seguir el camino siguien-
te. Se tiene

/)
cos C = -,
a

C 1 —cosC a—2>b
sen— =} —— = —
2 - 2 2a

1
2arc;0 = arc C.

“d

y entonces :

y también : -

sen C
sen C = arcC = (¢”sen 1” O = —.
sen 1
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»
Luego:
v owla — _
sen0='2l/a l?=‘/2(a ja
2a a
de donde: |
t/2 (@ — D)
n ' @
¢ = sen 1”

Ejemplo : a = 1242.30m, b = 1241.70 m,
Se tiene: a — b = 0.60 m

log 2 (a — b)=10g 1.20 = 0.07918

loga = log 1242.30 = 3.09423
1.98495
log l/2 (@—1b — 2.49948
@
log sen 1” = 6.68557
log C” = 3.80691
C” = 6411”7

C = 1°46'51".

186. Cuarto caso. Se dan by ¢. — Las incégnitas son a, B y C.
Se tiene :

b
y luego
C =90° - B,
b
~ senB’
y el drea S:
1
3 = = be.
S 5 ¢

El problema es siempre posible, pues deben ser b y ¢ positivos y
no hay ambigiiedad para el cdlculo de B puesto que debe ser B < 90°.

Podria todavia calcularse a en base a los datos por la formula del
teorema de Pitagoras.

a =:‘|/b2 + ¢?
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férmula que no es calculable por logaritmos. Se puede hacer calcula-
ble por logaritmos. Para ello ponemos

y poniendo
c
tg =y (1)

tenemos

Se ve que el angulo ¢ calculado por la (1) no es otra cosa que el
angulo C.

Ejemplo : b = 229.30 m, ¢ = 489.69 m.

b= 229.30m b = 2.36040
¢ = 489.69 ¢ = 2.68992

tg B = 9.67048
sen B = 9.62743

B = 25°05'29" °
C = 64°54/31”

a = 2.73297

a = 540.72 m be = 5.05032

S = 56142.3 m? 2=0.30103

S = 4.74929

Es facil darse cuenta de la forma de proceder para el cdlculo. A la
izquierda aparecen los valores y a la derecha los logaritmos. Puestos
los valores de b y ¢, se obtienen los valores de log b y log ¢. Hacien-
do la diferencia log b — log ¢ = logtg B, lo que nos permite hallar
con la tabla el valor de B y al mismo tiempo log sen B. Obtenido B,
se obtiene el complemento C.

Restando log b menos log sen B se obtiene log @ y sumando log b +
log ¢ se obtiene log be¢ y restando a este valor el log 2, se tiene log S.
Ahlora, con la tabla se obtienen a y 8.
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CAPITULO II

TRIANGULOS RECTANGULOS. CASOS NO CLASICOS. APLICACIONES
Y PROBLEMAS DIVERSOS

187. Hemos resuelto los cuatro casos en que los datos son elemen-
tos fundamentales del triangulo rectangulo; son los llamados casos
clasicos. Pero un tridngulo rectangulo queda determinado, cuando
ademas del 4ngulo recto se conecen otros dos elementos cualquiera,
con tal de que uno de éstos, por lo menos, sea lineal. Es claro que ¢l
nuamero de problemas que se presentan es grande. Resolveremos algu-
nos que serviran de guia o por lo menos para practica.

188. Problema 1.— Resolver un tridngulo rectdngulo conociendo la al-
tura sobre la hipotenusa ho = AH y la wmediana que sale de B,
mp = B M. Se tiene (fig. 80).

BM = AB" 4+ AM,

y reemplazando valores

. b? tg’B
voang = of = c? (} + g4 )

y también
hqe = ¢ sen B.

Y eliminando ¢ entre estas dos, se tiene:

hé te? B
mi = 1
® ™ sen ( + )

4
y expresando sen B en funcion de tg B y simplificando se tiene

h2tg'B + (5h2 — 4m)tg® B + 4h2 = 0. (1)
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Ecuacion bicuadrada que nos permite obtener B.

_ 4mi — bhi + V(4mE — 5h2)? —16h2

' 2 B
te" B 2h2

Obtenido B se calenla ¢: :

hn
Cc = ’
sen B

Y luego: o
C=90°-B, b=ctgB, a=/}b®+ c

Los valores de B, dados por la formula (2) deben ser B < 90°, En
forma que hay que tomar sdlo los valores positivos de tg B sacados

-, O - —— - —

Figura 80

de tg®B. El problema tendr4 tantas soluciones como valores positivos
para tg B nos dé la (2).

Como el producto de las raices de 1a (1) es 4, se desprende que se
tendran dos soluciones o ninguna. Y debera tenerse

4mi —- 508 > 0,

y
(4m} — 5hl)® — lGhﬁE 0, 2) . oz |
de donde % (L.; fmz——’jl?z-}-l, h (4 e
m2 By 2 . 2 2
4mg — dhg > 0, (Z'W;ZHAZ/(AWL“‘??/ -
(4mf — h3)(4mi — 9h3) > 0,
vale decir i
3h
my = -

Yy en ese caso hay dos soluciones.
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Segunda solucién. — Se puede resolver el problema por otro camino,
para lo ¢ual tenémos

= m#}.

¢ + —
+4

Y también tomando el area
b%c? = a®h 2.
Y finalmente considerando

b2 + ¢ = a?.

Se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas

eliminando b y ¢ se obtiene 4a* + (942 —-20m§)a® 4+ 16mi = 0.
El problema tendra tantas soluciones como valores positivos se
encuentren para a.

Solucion grciﬁca. — Se puede todavia resolver el problema grafica-
mente. Considerando en la {fig. 80) el tridangulo resuelto y prolongando
la mediana my hasta P y bajando la normal PQ = h, se ve que con los
datos del problema se puede formar el triangulo PQB, donde es
PQ =h.y PB = 2my.

Construido el triangulo PQB con los datos del problema, para
encontrar el vértice A basta trazar una eircunferencia con diametro
BM = ms, siendo M el punto medio de PB. Ella encuentra a la pa-
ralela a QB trazada por P en general en dos puntos A y A, que serin
dos soluciones del problema.

Uniendo A con B y llevando por P la paralela a AB se encuentra
el punto C. Y lo mismo con respecto al punto A,.

189. Problema I1.— Resolver un tridngulo rectingulo, conociendeo.
ha y B. Se tiene

hy=csenB, C=90°— B,
¢ =acosB, b=ctgB.
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De donde se obtienen ficilmente las formulas que siguen, que re-
suelven el problema.

ha

v o __ —_
C 90 B, C sen B’
b — ha 0 — ha
~ cos B’ “-sen Bcos B

190. Problema III. — Resolver un tridngulo rectdngulo conociendo
la hipotenusa a y el radio r del circulo inscripto.

Figura 81

Se tiene (fig. 81)
B + C = 90°,

3

B
a=rectg - + rctg—z—,

0 bien
sen 59
" 4 2 V2 r
~ . B_C _, B _C
sen 5 sen 5 2 sen 5 sen 5
\y también
Ve r V2 r
a —_— framamend 3
B-C B+C B—C 5
De donde

0s 20 12 (0t 2r)

. (1)

2a

La férmula es simétrica con respecto a B y C, por lo que podemos
suponer B > C.
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Llamando ¢ al menor &ngulo positivo c¢uyo coseno estd dado porla
(1) tenemos:

B--C B+C o
_E)__ — cp, 2-— = 45 b,
de donde
B = 45° 4 ¢, C=40°— ¢.
Y luego se calcnla b y c:
b = asen B, ¢ = asenC,

El valor de B debe ser menor que 90°.
Kl valor C, debe ser positivo, lo que significa ¢ < 45°.
Luego debe tencrse:
B—-C B+C
9 < o

— -

0 <

hemos supuesto B > C o bien

—C B+ C
cos 0 > cos —TE > cos j

ad

de donde

La segunda parte de la desigualdad, es evidente porque a y r son
positivos y siempre se cumple.
De la desigualdad

Ve (e + 20

<1,
Ja
sacamos
—
a{f2 —1
<282 =1

que es la condicion para que el problema pueda resolverse y admita

a(f2 — 1)

2

una solucion. En el caso limite en que » = el triangulo es

isosceles. Es elaro que si se tiene la solucion ABC de la figura, donde
B > C, admite luego la solucién A; BC, donde A, es el punto simétri-
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<o de A con respecto a la mediatriz de BC. En el triangulo A, BC, se
tiene que el dngulo al vértice C es igual al angulo B de la 1* solucién.

Segunda solucion. — Se pueden calcular directamente los valores
de b y c. En efecto, de la figura 81 se obtiene ficilmente, siendo 2p
el perimetro del tridAngulo buscado:

r=p—a,
o bien
b+c=a-+ 2r
y ademas
b2 + ¢ = a’.

Se tiene asi un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. Se
obtienen b y ¢, calculando las raices de la ecuacién

2 — (a4 2r)e + 2r(a + r) = 0.

Geométricamente puede construirse el tridngulo ABC (fig. 81),
trazando primero el tridngulo BOC, del cual se conoce BC = a, la
altura OH = r y el 4ngulo

B+C .

BOC = 180° — — — = 135°

Se toma BC, se traza sobre él el segmento capaz del dngulo de
135° y se lleva la paralela a BC a la distancia . Los puntos en que
encuentra al segmento capaz son los centros de la circunferencia ins-
cripta para las dos soluciones del problema.

Se puede también proceder en la siguiente forma : Se traza el circu-
lo ex-inscripto al angulo A de centro O’ y se tiene en la figura 82

AB 4+ BD + DC + AC = 2p.
Y puesto que
BD=BT, y DC=CT,,
s¢ tiene
AB 4 BT, 4+ CT, + AC = 2p,
o bien
AT, + AT; = 2p,

16
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Y puesto que

AT, = AT,,
se obtiene
AT, = ATy = p.
Pero
AF=AE=p—a=r
luego

a.

II

T, = ET,

Y de ahi la construccion. Se toma un angulo recto. Sobre sus lados
se llevan AF = AE = r.y luego a continuacion FT, = a y ETy, = a-

Figura 82

Se obtienen con las normales en F, K, T, y T, los centros O y O’ de
los circulos inscripto y ex-inseripto. Las tangentes comunes interio-
res nos dan las dos soluciones del problema.

191. PROBLEMA : Resolver un tridngulo rectdngulo conociendo un
cateto b y el dngulo ¢ que forma la mediana relativa a ese catcto con la
hipotenusa. — Conocemos (fig. 83), b y ¢.

Llamemos x al 4ngulo ABD y tenemos

% + ¢ = B:
Y
b
tgle + 2).= -
b b
g‘a:=§5 2tgw=g-
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Luego:
. _ tgol+tgw
tb(cp+w)_1~tgcptgab_ o
De donde:

2tgptgis —tge 4 tge =20

=1 + /1 — 8tg?¢

tg x
\
itg Ac > -
. . 3 b
y se tienen en general dos soluciones. Figara 83

Para que el problema sea posible, se necesita que
1>8tg%
o bien

0o tgy< .

/3

Qo) =

tg? ¢ <
El valor maximo de ¢ estd dado por

1 Y2
Corresponde a :

Pmex = 19°28'16”.

Y el valor correspondiente de =

Figura 84 ¢ 1 R

Corresponde a
x, = 35°15'52”
Y resulta:
B, = Pmax + &, = 54°44’08”

Se puede resolver el problema geométricamente.

Para ello tomamos AC = b y en A se traza la normal Ay. Se busca
el medio D de AC y sobre DC se traza el seginento vapaz del 4ngulo ¢.

Los puntos B y B, en que la circunferencia corta a Ay, unidos con
C nos dan las dos soluciones ACB y ACB,. Si el c¢irculo resulta tan-
gente a Ay las dos soluciones se confunden en una sola; y si es exte-
rior, no hay solucion.
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192. PROBLEMA  En un tridngulo rectingulo, la altura h. y los
lados ¢, b y a estdn en progresion geométrica de razén x. Calcular el
tridngulo para un valor dado de h,. — Tendremos entonces

Ce ¢ = h,x
b = ha»?
a = h,x°.
b a. Y ,también‘
a?=b% + ¢,
h .
Y reemplazando se tiene:
A ¢ 8 h2a® = h2at + hlax?
Figura 85 o bien
zt — 22 —1=0,
de donde

—_— [ 1]

1+5
2 . — )
® 2

Y tomando el valor positivo, se tiene:

1+ Y5,
w"/T

Y luego es facil obtener ¢, b y & en funcion del valor de k, conocido
¥ de @ calculado.

Suponiendo h=1 resulta x=1.272 ¢=1.272 b = 1.618 a=2.058
B = 51°49'37” C = 38°10'23".




CAPITULO III

RELACIONES ENTRE LOS LADOS Y LAS FUNCIONES TRI-
GONOMETRICAS DE LOS ANGULOS EN UN TRIANGULO
CUALQUIERA.

193. TEOREMA (llamado del seno): En un tridngulo, los lados son
directamente proporcionales a los senos de los dngulos opuestos y la rela-
cién de proporcionalidad es igual al didmetro
del circulo circunscripto al tridngulo. — Sea un
tridngulo ABC (fig. 86) y tracemos el circulo
circunscripto de centro O y radio R. Trace-
mos del centro O la perpendicular OP al lado.
BC. El 4ngulo BOP tiene por medida el arco
BN, vale decir la mitad de BNC. Si el dangun-

lo A es agudo, tiene por medida la mitad del
PR
arco BNC, es decir en este caso BOP = A.

En caso de que el 4ngulo A sea obtuse, como ocurre para el trian-
gulo BA’C de la misma figura, el angulo A’ de ese tridngulo tiene por
medida la mitad del arco BAC y en ese caso se tiene

P
BOP = 180° — A’,

Figura 86

Para los dos casos, se verifica entonces

sen BOP = sen A.

En la figura, el tridngulo rectiéngnlo BOP nos da

VAN
BP = OB sen BOP.
a N\

Donde BP = 5? OB =R, BOP = A.
Luego

a . a

— R : iy .

3 sen A, o bien — 2R
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En forma analoga, trazando de O las perpendiculares sobre los
lados b y ¢, obtendriamos relaciones correspondientes.
Es decir, que

?__ b =0 = 2R.
sen A senB sen(C
lo que demuestra ¢l teorema.
De aht sacamos las dos relaciones !
2
a b a c

y

sen A senB sen A~ senC

0] .
independientes entre si, ya que en cada una figuran elementos que
no estan en la otra. Esas dos relaciones, junto con la conocida

A+ B+ C=180°

forman las tres relaciones independientes que vinculan a los seis
elementos fundamentales del triAngulo plano.

194. TEorREMA (llamado de las proyecciones): En todo tridngulo la
medida de cada lado es igual a la suma de los productos de los otros dos
por los cosenos de los dngulos que éstos. forman con el primero. — Es
decir que debe tenerse

]

a=bcosC + ccosB
b=-ccosA + acosC

¢c=acosB + bcos A.

En efecto, puesto que

A4+ B+ C=180°
se tiene ;
A = 180° — (B + ()

lo que nos da j ;

sen A = sen (B + C) = sen B cos C + sen C cos B.

Y multiplicando los dos miembros por 2R y teniendo en cuenta el

teorema anterior, se tiene
L

a=>bcosC+ccosB
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Y procediendo en la misma forma, obtendriamos férmulas andlogas

para b y ¢, 1o que demuestra el teorema.

Estas mismas férmulas pueden obtenerse directamente del tridn-
gulo (fig. 87).

Sea ABC el tridngulo y tracemos la altura AH, suponiendo que el
triangulo no sea rectangulo ni en B ni en C.

A

E e el TS

Figura 87

Pueden darse dos casos: que el pie de la perpendicular AH caiga
sobre a o sobre su prolongacién, como muestra la figura 87.
En el primer caso tendremos

BC = BH + HC
¥y en el segundo caso
BC = BH -~ CH.

Se tiene
BH =c¢cos B

y en cuanto a HC, en el primer caso

HC = bcos C

y en el segundo caso
HC = b cos (180? — C) = — beosC.

Y en los dos casos
a=>0cosC +ccosB

y anidlogamente para los otros lados

b=acosC 4+ ccos A

¢c=acosB + bcos A.
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195. TEOREMA (llamado del coseno o de Carnot): En todo tridn-
gulo, el cuadrado de un lado. es igual a la, suma de los cuadrados de los
otros dos lados, menos el doble producto de estos dos lados por el cogeno
del angulo opuesto al primero. — Sea un tridngulo ABC y BH la per-
pendicular bajada desde el vértice B (fig. 88). Se pueden presentar

B B

|
)
|
]
1
!
|
|
1
|
|
'
)
1
!
1

I"""-"'-"".—--—_

N ¢

) 2)
Figura 88

dos casos, segin que A sea agudo u obtuso. Supongamos primero el

angulo A agudo. En este caso, por un teorema conocido de geometrias
tenemos:

BC?2 = AC? 4- AB? — 2AC. AH.
Pero es

y el tridngulo rectdngulo AHB nos da

AH = ABcos A = ¢cos A,
Y se tiene

a? = b? 4+ ¢? — 2beccos A.

En el caso en que el Angulo A sea obtuso, se tiene anilogamente

BO? = AC! + AB? 4+ 9AC. AH. (1)

Y ahora se tiene

—_— —— /\ ——
AH = ABcos BAH = ABcos(180° — A) = — ccos A.

Y reemplazando en (1)

a® = b + o — 2bccos A.
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Se demostraria igualmente :

b2=a2+ ¢ — 2accos B
¢ = a® 4+ b2 — 2abcos C.

con lo que queda demostrado el teorema.

196. TEOREMA (llamado de Delambre): En todo tridngulo la suma
(o la diferencia) entre dos lados es al tercero, como el coseno (o el seno)
de la semi-diferencia de los dngulos opuestos a los primeros es al seno (o al
coseno) de la mitad del dngulo opuesto al tercer lado. — Es decir que
debe verificarse

A ~-B
atb cos 5
e 3
sen 3
y también
A -B
0 —b sen 7
c c
cosz—
En efecto, del teorema del seno
a b ¢
senA senB  senC
se tiene
a + b__ sen A 4+ sen B
e sen C
y también

a—2>b sen A — sen B

c sen O

Y transformando en producto la suma o diferencia de senos y expre-

Al

sando sen C en funcién de 5 resulta

A-B A+ B
€o8 —;—

2 sen
a—2>b 2
¢ "benO o
= 8 — COS —
2 2
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y recordando que A + B + C = 180° sesaca A—;—— = 90° — g, es
decir que
senA——l_B—-cosC coqA_l-B—-'sen0
g~ g YV T =g
lo que nos da _
cosA — B
a+b 2
il ol (1)
o :sen—b
' 2
send — P
a—b 2
_ . 2
- T (2)
>3

y queda demostrado el teorema.

197. TEOREMA (llamado de Neper): En todo tridngulo la diferen-
cia de dos lados es a su suma, como la relacion entre las tangentes de la
semi-diferencia es a la tangente de la semi-suma entre los dngulos
opuestos.

En efecto, tomando el teorema del seno, se tiene

a_ﬂlA
b sen B
de donde
tA_B
a—b__s,enA--s'enB__g 2 1
a+b_‘senA+senB_t_A+B 1)
2
y analogamente
B-C
b—o_tg_z @
b+¢  B+C )
tg 2—
O —
c—a &3 .
c+a o C+ A
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Podriamos haber obtenido las mismas relaciones del teorema de
Delambre. En efecto, dividiendo entre si las relaciones (2) y (1) del
teorema anterior, se tiene:

¢ A—B N
a—>b g 2
a+b . C
¢ g—2
¥ recordando que — = 90° —(A + B), se tiene B
) A—B
a—b §7 g M
a-+b - A+ ) Figura 89
tg —

J
Se pueden todavia obtener las mismas férmulas por otro camino.
Sea el triangulo ABC. €Con radio ¢ y centro en A tracemos una
<ircunferencia. Prolonguemos AC hasta M y N como indica la
figura 89.
Tracemos BN y llevemos ML paralela a BN. Tendremos asi :

£ A
NC=b+e¢, MC=c-—0b, BNM:_Z’

< 1 1
LBM = A + € —90°=_(C- B), BMC=90°-

A
2
Y el triAngulo MBC nos da
AN
MC _ sen LBM
BC N
sen BMC

0 bien

(Teorema de Delambre)
Y también de la figura, observando que los triangulos’ MCL y NCB
son semejantes y el angulo NBM es recto = BML

A
b+o ON Np DMotgs

b—¢ CM ML BMth_ZE
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A B+ C
de donde se obtiene, recordando que‘—2 = 90° — t :
; -~
B-C
t
b—ec J 2
b+¢ = B+ C
tg -
2
que muestra el teorema.
198. Resumen, — En resumen hemos encontrado los siguientes
grupos de formulas :
g A+ B+ C=180°
I..... : a b ¢
(se.nA— sen B~ sen C
a? =0+ ¢ — 2bccos A
IT....0b0% =¢c? + a®> — 2cacos B
-=a?+ b — 2abcosC
a =bcosC + ccos B
IIT...{ b =ccos A + acosC
. ¢ =acosB 4 bcos A
0s A-B senA —5
at+d_TF o a—b_ 5
c O | c §)
Sené— 0085
co B-=C sen B -0
bte 2T b—e_ "3
- A A
IV ... ¢ sen D) 4 coSs 3
cos S — A se;1 C—4
c+a 2 0 c—a 2
b s B b cosB
eng 3

A+ B+ C=180°



tA—B
a_—b.__i'g_ 2
a+bd A+ B
- g 2
B-C

A 4+ B + C =180°,.

Iis facil darse cuenta que los grupos de formulas IL, III, IV y V
pueden deducirse del grupo I. En efecto, en realidad las tres relacio-
nes independientes entre los seis elementos de un tridngulo, dados
por el grupo I, son las Gnicas relaciones independientes que pueden
encontrarse entre los seis elementos fundamentales del triangulo.

En efecto, suponiendo por un momento que existe otra relacion

cualquiera
f(a,b,¢, A,B,C)=0

entre los elementos del tridangulo, independiente de las formulas del
grupo I, se tendria que conociendo dos elementos cualquiera del
triangulo tendriamos cuatro ecunaciones con cuatro incégnitas que
permitirian calcular los cuatro elementos restantes y por lo tanto un
triangulo quedaria determinado cuando se conocen sélo dos elemen-
tos fundamentales, 1o que es impeosible.

Quedamos entonces que los grupos de I a V no son independientes
¥y pueden deducirse uno del otro.

Vamos a pasar de un grupo a otro.

199. EQUIVALENCIA DE LOS GRUPOS I Y ITJ — Para pasar del
grupo I al grupo II] basta ver la primera demostracién del teorema
«e las proyecciones, n° 194.

Reciprocamente, tratemos de deducir del grupollI la relacién

a b
sen A senB
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C
lo que se obtiene éliminan(m 24 de las formulas s A
e =
@="bcosC + ccos B o~
b=ccos A + acosC. a = b(_‘:_E_‘.‘_”_ﬁ)-"C-MB
Se tiene o
: a2—b2=c(acosB—b?osA)

H
y reemplazando ¢ por su valor sacado de 1a 3% del grupo 1L}
! a? — b = (acos B + bcos A) (acos B — becos A)
’ i

o bien :

a? — b = a?cos? B — b?cos? A
de donde

a? (1 — cos®?B) = b? (1 — cos? A)
es decir

a?sen® B = b?sen? A.

Y como a, b, sen A, sen B son positivos en el triAngulo, se tiene

a b

sen A sen B

Y procediendo en forma aniloga se mostraria también

a C

sen A sen O
Para deducir ahora la relacion

A+ B+ C=180°
pongamos
a b ¢

- = =  — = K = constante
sen A senB senC

lo que nos da

a=KsenA b=KsenB ¢ = Ksen (.

Reemplacemos por estos valores en las tres ignaldades del grupo JX3
y tenemos, simplificando

sen A = sen (B + C)
sen B =sen (C + A)
sen C = sen (A + B).
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Como A, B y C son cada uno menor que 180° debe tenerse porla 1* o

A=B+C
o bien

A = 180° — (B + C).
Y lo mismo, por la 2* debe ser:
B=C+ A
0 bien

B = 180° — (C + A).

E igualmente la 3* nos da, ya sea:

C=A+1B
0 bien
C = 180° - (A + B).
Si no fuese
A+ B+ C=180°
sera
A=B+C
B=C+ A
C=A+4+B

lo que significaria A = B = C =0, y ello es imposible.
Luego debe ser
A+ B+ C=180°

lo que demuestra la cuestion.
200. EQUIVALENCIA DE LOS GRUPOS II Y III. — Supongamos

conocido el grupo II y vamos a deducir de él, el grupo 1II.
De las dos tiltimas del grupo [Ilsacamos

b — ccos A
cos C =
a
y
¢c— beps A
¢cosB=—+—1—_.

(/7
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Y reemplazando estos valores en la 1* del grupo Ilfse tiene

b—ccos A ¢ — bcos A

a=b—— T TR

de donde
a? = b2 4 ¢ — 2bccos A.

Y anélogamente para b y ¢2. Del grupo II pasamos asi al grupo III.
Reciprocamente, vamos a pasar del grupo III al II.
Basta para ello, sumar las dos tltimas del grupo ILfy se tiene:

b2+ 2 =c*+ 2a% + b® — 2accos B — 2ab cos C,
y simplificando y dividiendo por a, se tiene:
a = bcos C + ccos B,

y en forma analoga para los otros lados.

201. EQUIVALENCIA ENTRE LOS GRUPOS I Y III. — Del grupo I

vamos a deducir el grupo I1I.
Tomemos la relacion A + B + C = 180°, de donde se saca

sen A = sen (B + C) = sen B cos C + sen C cos B,

y elevando al cuadrado
/ /
sen? A = senZ B cos?C + sen?C cos?B + 2 sen B sen C cos B cos C

rd

0 bien:

sen? A = sen? B + sen?C + 2sen Bsen C (cos B cos C — sen B senC)

pero es:
co8(B 4 C) = — cos A = ¢os Bcos C — sen Bsen C

luego: ;
sen®? A = sen?B 4+ sen?C — 2sen Bsen Ccos A

y reemplazando sen A, sen B y sen C por las cantidades proporcio-
nales a, b y ¢ se tiene:

a? =024 ¢ — 2bccos A

e igualmente para b y c.
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Reciprocamente, del grupd I1I, vamos a' deducir el grupo I.
Jomemos las formulas

a? = b2 + ¢ — 2becos A

b2 =¢c2 + a® - 2cacos B

Yy sumando tenemos

2¢2=2c¢c(bcos A + acosB)
0 bien
¢ =bcos A + acos B. (1}

Y restando miembro a miembro las mismas formulas, tenemos
a?® — b? = c¢(acos B — bcos A).

Y reemplazando ahora ¢ por su valor dado por la (1), se tiene

2

a? —b® = (acos B + bcos A)(acos B — b cos A).
= a?cos? B — b?cos? A = ¢?(1 — sen? B) — b*(1 — sen® A).
Y simplificando se tiene

a b
sen A sen B

a sen B =10sen A o0 bien

e igualmente se obtendria para el lado c.
Falta deducir ahora la relacion

A + B + C = 180°.
Hemos visto que es

a b c
sen A senB  sen C

K = (constante).

Reemplazando en la 1* del grupo III, los valores de @, by ¢, se
tendria, eliminando el factor comin K? que

senZ A — sen?B 4+ sen’C — 2 sen B sen C cos A
de donde

cos? A — 2sen Bsen Ccos A 4+ sen?B + sen2C — 1 = 0.

17
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Ecuacién de 2° grado que nos permite calcular cos A y nos da:

cos A = sen B sen C + Jsen? B sen?C — sen? B — sen®C + 1

cos A = sen B sen C + J(1 — sen? B) (1 — sen® O)

o también
cos A = sen B.sen C + cos B cos C

es decir que debe ser

cos A = cos (B—-C)
o bien
cos A = — cos(B + CO).

Debiendo los 4ngulos ser menores que 180°, la 1* igualdad nos da
A=B-C
y encontrariamos analogamente.

B=C-—-A

C=A-B
lo que equivale a
A+B+C=0

es decir, que debemos desechar la solucion
cos A = cos (B — Q).
Luego debemos considerar la igualdad

cos A = — cos (B + O),
la que nos da
A —-(B+ C)=180°
0 sino
A+ (B+ C)=180°

la 1* es inaceptable por ser A < 180°, luego nos queda finalmente

A + B 4+ C =180°.



CAPITULO 1V

OTRAS RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS FUNDAMENTALES
DEL TRI&NGULO, CALCULABLES POR LOGARITMOS

202. Las relaciones del teorema del seno son directamente calcu-
lables por logaritmos y lo mismo ocurre con las que dan los teoremas
de Delambre y de Neper.

Podemos todavia deducir del teorema del seno otras formulas de

aplicacion en la resolucion de triangulos. En efecto, de ese teorema
deducimos:
a sen A

a,+b+c=senA+senB+senU.

Hagamos ahora
p=a+ b+ ¢

A
y expresando sen A en funcion degy recordando que segin (84)

B C
sen A + sen B + sen C = 4 cos — cos — cos —
2 272
se tiene:
sen —
2
p B C
COS — COS —
2 2
y en forma andloga:
B C
sen — sen —
b L2 e 2
—_— — ) - = .
P A ) P A B
cos cos — COs 5 085

Las férmulas que da el teorema de las proyecciones no son calcu-
lables por logaritmos. Se las puede transformar en expresiones que
lo sean con la introduccién de 4ngulos auxiliares ; pero como cada una
contiene cinco elementos fundamentales son de poca aplicacion en la
practica.
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En cambio, las férmulas que da el teorema del coseno (de Carnot)
que no son calculables por logaritmos, con simples transformaciones
nos van a dar grupos de formulas de gran utilidad y de mucha apli-
cacion. Tomemos la relacion:

2=102 4 ¢ — 2bc cos A

de donde sacamos:

b’ +c®—a?
€08 A = ————
2be
pero por otra parte
A /1 —cos A A 1+cos A
sen — = |/ — -~ cos ——=| ——
2 / 2 2 2

y reemplazando el valor del cos A se tiene

sen A /21)0—1)2—02—!- a? A 2he+ 0%+ ¢? —a?
- = cos — =
2 I 4be ’ 2 l 4be
0 también
. ‘a?—(b—c)? A /(b+¢)2 — a?
sn—_ cos — =|/- -
| 4b(’ ’ 2 ‘ 4be

y también

A ’ («+b—c)(a—b+c) cos A // (a+b+c) (b+c¢—a)

Poniendo ahora
2p=a+ b+ c

donde p es el semi-perimetro, se tiene:

a+b—¢c=2p—2¢e=2(p—¢)
a«+c¢c—0b=2p—20b=2(p - D)
b+c¢c—a=2p—2a=2(p— a

y substituyendo estos valores, se obtiene

A (p=b)(p—o

sen o = l 5 (1)
, pp—a .
cos 7 = l ~e (2)
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y dividiendo una por la otra:

A l/'(p—b)(p—é)

“3 =V -0 )

donde solamente hay que considerar el signo mds para los radicales,

. A
porque el valor de A es menor que 180°, es decir 7 < 90°.

-4

Se obtendria en forma aniloga :

B /(p—a)(p—0 B (/p(p=0 B /(p—a)(p—c)
Se"z‘l/ aw / ey =) -0

y
C /(p—a)(p-0>) C_ /pip—vo) C (/Ap—a)(p—D)
Senz'—‘/ ab T - tgrt’ p(p—0)

203. Formulas que dan las funciones goniométricas de la mitad de
los 4ngulos en funcion de los lados. Podemos todavia obtener el seno
del 4ngulo mismo poniendo:

2y —a)(p—b)(p—
sen A = 2 senécosé= Fp(p—a)(p = b)(p —0),
2 2 be

204. Del teorema del seno, deducimos también :

cosA+B+cosA—B ‘>coq‘AcosB
a+b+e 2 R
¢ A+B — ¢
Cos — sen
y también:
cos A—B cos A+SB 2 sen — sen
at+b—c 2 2 = 272
c A+B - c
co8 — sen —
= 2
Y en igual forma obtendriamos:
B A—-B A B
9 = =
ate—b sen B) + sen ) .sen2cos2 —%
c A+B - C
sen

5 COS I

d -4
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A+B A—B

c A+ B
sen —

-

1

cos —
2

Y teniendo en cuenta que @ + p + ¢ = 2p, se obtiene:

0 ‘B
C SECOBE

2

A B

cos — sen —

p—a 2 2
c C
LOS;

dd

A B
AN —_— —_
p— b sSen 3 COS B

¢ S
(4085

A B
sen *;5 sen ?_,)—

4
¢

sen

p—c
e O
SellT
)

-~

Area del triangulo

205. TEOREMA : El drea de un tridngulo es igual al semi-producto
de dos lados, por el seno del dngulo comprendido. — Sean by ¢ dos la-
dos y A el angulo comprendido. Tomando b co-
mo hase, la altura correspondiente es BH = hy
y el drea S tiene por expresion:

S

Figura 90 Y se obtiene:

_ACXBH _bxMy

\ yes:
BH = c¢sen A

2

1
S = ;bcsenA

-l
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y del mismo ‘modo tendriamos:
1
ac sen B

S = -
2

S=—-absenC.

Lo -

206. Si queremos el drea en funcién de los lados, podemos expre-
sar, por ejemplo sen A en funcién del areo mitad y tenemos:

COS —
2

1
— 929 _
S 2bc..,.en2
202

A A
y reemplazando sen - Y cos 3’ por sus valores dados (1) y (2) n°

se tiene simplificando

S=|p(p—a)(p—b)(p—0)

féormula conocida con el nombre de formula de Heron y da el area de
un triangulo en funcion de los lados.

b
207. Y si se reemplaza p por — i se obtiene:

1
S = Zl/’(a+b+c) (b+c—a)(a+¢ —Db)(a+ b—¢)
y efectuando las operaciones y simplificando se obtiene una nueva
expresion de la superficie del triangulo que es incé6moda por no ser

calculable por logaritmos.
\ _
S = ) 2a2b% + 2b%c® + 2a2c® — a* — b* — ¢t

Al
208. Tomando ahora los valores de tg S tgoytg S en funcion

de los lados, dados por (202), se tiene ficilmente:

A B C 1,
tggtg'gtg@:?VP(P—“)(P—I’)(P-")

teniendo en cuenta la férmula de Heron, se saca

A B C
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209. Es facil también, teniendo en cuenta las féormulas de (202) y
la formula de Heron, obtener.

A B _C 8
sen ': sen -‘7 sen — 5 pabc
VI,E*/—') {(/ b / M"'g) A B _C 8

= COS — COS — CO8 — =
2 2 9 abe

y la que teniamos:

'l =S,
] 2 p2

Corolario 1: Kl drea de un paralelogramo es igual al producto de
dos de sus lados adyacentes por el seno del dngulo comprendido.

En efecto, basta trazar la diagonal que une los dos extremos de los
lados que se consideran, para ver que queda el paralelogramo dividi-
do en dos tridngulos iguales y luego expresar el area en funcion de

esos lados y el angulo comprendido.

Corolario II: El drea de un cuadrildtero convexo es igual al semi-
producto de la medida de sus diagonales, por el seno del dngulo compren-
dido. — En efecto, six y 2/, y e 9’ son los segmentos en que cada una
de las dlagondles .d 'y 4 quedan divididos y llamamos o al angulo
agudo que ellas forman, llamando S a la superficie del cuadrilatero,

se tiene :

1 1 1
S = xysenx + %y sena + ~a'y’ sena +

-d

1
+ 3 x'y sen o

’_a

—(xy + 2y’ + 2’y + @’y)sena

l.

Figura 91

It

1 1
5@+ 2)(y + y)senax = ~dd’ sen .

)

Corolario 111 : El drea de un poligono regular de n lados inscripto
en un circulo de radio R es dado por:

360°
S, = - R2 sen
2 n

l , , . s s 2
BEn efecto, el poligono regular estd formado por n tridngulos isds-

360°
celes de lados R y é4ngulo comprendido 0
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El radio R es la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos cate-
tos son la mitad del lado del poligono y el apotema del mismo. Lla-
mando [ al valor del lado y a al valor del apotema, tenemos :

o 1800 1 1800 _a
“Tn T~ 2R T w0 R
< ’OO

Y poniendo en la formula anterior sen y-en funcién del Angulo

n
mitad, se tiene:

180° 180° a2 130° 186°
» = nR?sen co8s = —ctg —— = na?tg
2" n 4 n
o también
1
Sn = g nla,.



CAPITULO V

RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALQUIERA

210. Casos cldsicos. — Un tridngulo plano queda determinado
cuando se conocen tres de sus elementos fundamentales y entre ellos
entra por los menos una longitud.

Usaremos la notacioén indicada en el n°® 177 y estudiaremos ahora
los casos cldsicos; es decir, aquellos en que los datos que se conocen
son solamente lados y é,ngulos.' .

Es facil darse cuenta que conocidos tres elementos, las férmulas
del n° 198 nos permitiran siempre encontrar los tres elementos res-
tantes.

Estudiaremos todos los casos que puedan presentarse y para cada
caso calcularemos también la superficie.

Siempre es conveniente calcular los elementos que se buscan, y
desde luego siempre que se pueda, en base a los datos conocidos y no
en base a elementos calculados.

Tiene ello la ventaja, en general, de evitar la propagacion de erro-
res que siempre se cometen al calcular.

Los cuatro casos clasicos que se presentan, son :

a) Dados un lado y dos dngulos. — Poco importa cuiles sean los
dos d4ngulos, porque cuando se conocen dos 4dngulos, el tercero es lo
que falta para que la suma de los tres valga 180°. El tercero es el
suplemento de la suma de los dos angulos dados.

b) Se dan dos lados y el dngulo comprendido.

¢) Se conocen dos lados y el dngulo opuesto @ uno de ellos.

d) Se dan los tres lados.

211. Primer caso : Resolver un tridngulo dados dos dngulos B y C
y el [ado a. i

Tenemos :
a b °

senA senB sen(




-
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Luego podemos calcular A, por

A
A =180°- (B + C).
Y consciendo los tres angulos, se tiene
_asenB  asenB
~ senA  sen(B + O)
_asenC_ asenC c a B
"~ senA sen(B + C) Figura 92
Y el drea S, seria:
1 1 ,senBsenC 1 _senBsenOC
S = ~ besen A —= - a? = —a? .
S=ghesend =8 nA 2% sen(B + O)

Para que el problema sea posible es necesario y suficiente que la
suma B + C sea menor que 180°.

Sequnda solucién : Puede también resolverse en la siguiente forma :
Primero, calculamos A por A = 180° — (B + C) y luego par las
formulas de Delambre (n° 196) se tiene :

B—-C B-C
a Cos — a 8en —
b — -~ —¢) = 2
€08 — sen —;

lo que nos permite calcular b y c.

Ejemplo : Sea a = 342.72m, B = 48°5720” y C = 45°1715"
a) Con las féormulas

asen B _ a sen C 1 ,sen BsenC
- —9 ¢ = — b = —-a .
sen A sen A 2 sen A
a=342.72m sen B = 9.87749
B = 48°57'20" a = 2.53494

sen A = 9.99881
sen C = 9.85165

C = 45°17'15"

A = 85°45'25” b= 2.41362
b= 259.19m = 2.38778
¢ = 244.22 m a? = 5.06988
S = 31563.10 m? 28 = 4.80021

2 = 0.30103

S = 4.49918
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IEs facil darse cuenta el orden que conviene seguir en los calculos.
Puestos los valores de a, B y C, se obtiene en seguida el valor de
A = 180° — (B + C). Luégo se obtienen con la tabla los valores
log a, log sen A, log sen B y log sen C, que se escriben a la derecha.
Ahora obtenemos logb =loga + logsen B —logsen A y loge =
= log a + logsen C — log sen A. Se obtiene también log a? = 2 veces
log a. Luego sumando a log a® el log sen B y el logsen C y restando
el log sen A se obtiene log 2S. Restando el log 2 se obtiene log S. Y
aliora obtenemos b, ¢ y S.

Ejemplo : b) Con las féormulas

B-C B -0
acos —; @ sen —;
b+¢=——— " b—c=- =
) + ¢ B+ 0’ ¢ BT C
COS — sen .
3 2
a = 342.72 a = 2.63494
— O .
B = 48°5720” senB 5 ©_ 8.50518
C = 45°17'15” ~
, B~ C _
A == 85°45'25” | €08 —;— = 9.99978
] B+ C
DA O 1007177 | sen =2 = = 9.86498
- C B+ C
B 5 © = 1°50/02” | cos _l; = 9.83279
b+ c= 503.42 b + ¢ = 2.70193
b—-c¢= 1497 b—e= 117514
b=259.19m
T ¢ = 244.22m

Es facil darse cuenta del orden a seguir. Puestos a, B y C se obtiene

B+C B-C B-C B-C
R A - Luego log a, logsen—‘)—, log cos 5y

en seguida

B+ C B+ C
log sen —_21— y log cos —1-—— Ahora obtenemos log (b +c¢)=log a+

-d

— —

+ log cos —2—J —log cos y log (b —¢)=log a+log sen 5

B-0C
log sen —5

2

Obtenemos ahora los valores de b + ¢y b — ¢ y por lo tanto b y c.
El valor de A es el suplemento de B + C.
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-Tercera solucion, — Cuando el valor que-se obtiene para A resulta
poco diferente de B (o de C), se obtiene mayor exactitud calculando;

a b= a asenB_asenA—senB
- sen A sen A
o0 bien
| A+ B A—-B
CO8 — sen ,
a—b=2a 2 2
o sen A

y conociendo la diferencia a — b, se obtiene en seguida b.

212. Segundo caso : Resolver un tridngulo dados dos lados y el dngulo
comprendido. — Sean b y ¢ los lados dados
y A el 4ngulo (fig. 93).

Se tiene en primer lugar

B+ C=180° — A

o bien )
B+ C s A
2— =907 — E. (]) Figui-a 93

Por otra parte, las formulas de Neper (161) nos dan

B
5T b—o W B=C_b—c A ]
NLECAN Y STy T x Y )

2

)

La que nos permite calcular el angulo

Yy combinando con la

-d

(1) se obtienen los 4ngulos B y C. Conocidos B y C, se calcula a por

el teorema del seno
‘b sen A

"sen B (3)

Se puede calcular a partiendo de las formulas de Delambre:

a 2 2

b+e¢ B - C o B—C
COoS ——— P COS —
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La superficie S del tridngulo, se calcula por la férmula:

: 1
SzabcsenA.

ot

Discusion. — Como la tangente puede tomar todos los valores
3

B-C
reales, el valor de tg —5 dado por la formula sers siempre acep-

table.
Admitamos que de los valores de los lados b sea mayor que ¢. El

B _— C vy - 7
valor de tg —— serd positivo y siempre se encontrara un angulo «
-

en el primer cuadrante que satisfaga a la relacién.

tg o = b— c\ct A
NP
: o B-C
Los angulos B y C son cada uno menor que 180°, entonces 5
debe estar comprendido entre — 90° y + 90°. Luego no hay mas que
- C
un valor para —— y es
B-C
- — == L,
2
Se tiene, por otro lado
B4 O
g =" ~3
luego:
A
B=90°—%+a; C='90°—§—“-

Para que estos valores puedan aceptarse, deben estar comprendidos
entre 0° y 180°. Ello ocurre para B, ya que a 90° le restamos un
angulo menor que 90° y le sumamos «, que es también menor
que 90°,

El 4ngulo C es, desde luego, menor que 180° ya que es menor que
90°. Es menester que sea positivo, para lo cual debe tenerse :

A
900—'-3> .
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: . A .
Siendo los angulos 90° — 5 ¥ &, menores que 90°, sus valores estan

en el mismo erden que sus tangentes. La desigualdad anterior se
camplira, si se cumple la siguiente:

A
ctg— > tga

o también :

A_b—c A . b—e¢
Ctg§>b+cct‘g§ o bien BT}-_G <1

lo que es evidente.

Los valores de B y C siempre existen y son Gnicos.

En cuanto al valor de a dado por la {3) siempre existe y por lo
tanto el problema siempre admite una solucién y una sola.

Observacion I. — La formula (2) no es calculable por logaritmos,
pero.es comoda cuando se dan los valores de b y ¢. Pero, cuando en
lugar de conocerse las medidas de b y ¢, se conocen sus logaritmos,
como ocurre muchas veces en la practica, entonces conviene trans-
formar la formula (1) en una expresion calculable por logaritmos,
utilizando dngulos auxiliares de cilculo.

Poniendo

_ c
tgp = b

-

se tiene
b—c 1—tgop
b+c¢c 14+tgp

tg (45° — @)

se tiene entonces :

. A
= tg (45° - 9) ctg y

Observacion I1. — El calculo de @ que nos da la formula (3), exige
que previamente se calcule B y C. Se podria intentar calcular direc-
tamente a partiendo del teorema del coseno y se tendria :

a =V + ¢ — 2bc cos A

y habria que hacer calculable por logaritmos a esta féormula, lo que
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ya se ha hecho en el n° 97. Se tendria que calcular el angunlo auxiliar
¢ dado por
b—c¢ | A

b+ cctg§

tgp =

y resulta
A
(b 4+ ¢)sen -

a = .
Cos @

Al

Si se compara la formula que da tg ¢ con la que da tg ) 58 Ve

2

B _
que el &ngulo ¢ no es otra cosa que el 4ngulo —‘)—O y por lo tanto

B -0

hemos caido nuevamente en el calculo de 5

FEjemplo: A = 85°4525”, b =25919m ¢ = 244.22,

Férmulas:*
B+ C

A
oW

B—C_b-c A
tg 2 =t'b+ccg_2

A
(0 + ¢) sen—;

B-C
cos —
Cad

Conviene disponer los calculos en la forma que sigue, poniendo a
la izquierda de la linea vertical los valores y a la derecha los loga-
ritmos.

L
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A = 85°45'25" b—c¢=1.17522
b= 259.19m A
ctg — = 0.03219
¢ = 244.22m 2
) " % 1.20741
= 41
to=503.4 b+ ¢ = 2.70192
b—c= 14.97
_ B —-C
A tg — = 8.50549
5 = 42°52/42” 2
A
B. 'i' C = 47°07'18" seng = 9.83279
B-0 - , B —
g = 1750037 | cos— O~ 9.99978
B = 48°57/21” a = 2.53493
C = 45°17'15"
a=342.72 m

Puestos los valores de A, b y ¢, se obtiene en seguida b + ¢, b — ¢,
A B+C

Y —5— Luego obtenemos con la tabla log (b — ¢), log (b + ¢),

A A -0
log ctg — y log sen 5 Obtenemos asi log tg —— = log (b — ¢) +
A
+ log ctg i log (b — ¢), y al mismo tiempo log cos y lo que

n0s permite calcularlog a = log (b + ¢) + log sené2 — log cos

[
-

Ahora obtenemos el angulo y el valor de a y en seguida obte-

nemos B y C.

Cuando un dngulo A se aproxima a 180°0 sea cuando la suma
b + c sea poco mayor que a (fig. 94), los cilculos pueden efectuarse
en otra forma para obtener mejores resulta-

dos. Se tiene B\é/c
c b
a® = D% + ¢ — 2bccos A. A
Figura 94

Y poniendo
A =180° — ¢ e=180° — A

donde = es un dngulo pequetio, se tiene

a* =10+ ¢® + 2hccose =b% 4 ¢® + 2be — 2be (1l — cose)
18
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0 bien

a? = (b -+ ¢)? — 4 be sen2;

y resulta

/ 4 be
a=b+cl]/1 —(—b+c—)2seu2‘-

I

[

. -~ ., g
Siendo < pequeilo, lo es también sen ;. y se puede poner, con bas-

tante aproximacion

2 be & 2 be :.
~ "7 qen?2’| — — L Q 2z,
a_(b—i—c)[l (b+c)zben 2]_N(b+c) g Sen
Ejemplo: b=541.72m ¢ = 320.43 A = 178°0'20” = = 1°50'40”
A = 178°09'20” 2 = 0.30103
b=541.72m b = 2.73377
¢ = 320.43 m ¢ = 2.50373
~ = 0°55'20” sen - = 8.20669

sen?= = 6.41338

b+ ¢ = 862.15m

d = .10 2be senZE = 1.95391
a = 862.05m (b + ¢) = 2.93558
20 3
d =" sen?: — 9.01833.
b+ c 2

Para el caleulo de los Angulos se tiene:

sen B b
sen: b+c
sen C c
sene: b+ec

Y puesto que los dngulos B y C son pequenos, se pucde poner

b

B” — (E)" A - c, e = 6640”,
c

(_)N — (e)ll

b+ c

Y en nuestro caso se tiene
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O 6640 32043

541.72 4+ 320.43

X 541.72 = 7.7017 X 541.72

= 4172” = 1°09’32”

541.72
B” ~ 6640
541.72 + 320.43
L 6640
862.15
6640
862.15
B = 4172"
C” = 2468"
B = 1°0932"
C= 0°4108"

A = 178°0920”
A+ B+ 0C=180°0000"

Y aplicando las férmulas

B—C_
2 b+e

tg

A = 178°09'20”
i b=541.72m
¢ = 320.43 m

b4+ c¢=862.16m
b —c=221.29m

A = 89°04’40”
2
B+C = 0°55'20”
2
R A
B—-0O = 0°1412"
2
B= 1°0932”
C= 0°4108"

A = 178°0920”

A+ B+ C = 180°0000"

a = 862.03 m

X 320.43 = 2468” = 0°4108"

6640 = 3.82217
862.15 = 2.93558

’ 0.88659
541.72 = 2.73377
320.43 = 2.50573
(B”)" = 3.62036
(C)’ = 3.39232.

(b + c)sen %

o= B — C

2
b —c= 234496

COS

A
ctg 5 = 8.20675

0.55171

b+ ¢ = 2.93558
B—-C
tg 5 = T7.61613
A
sen —‘)— = 9.99994
A
&+ ¢ seng = 2.93552
- C
cos 5 = 0.00000
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O también
bsen A  c¢senA i
~ SenB  senC
b= 273377 ¢ = 2.50573
sen A = 8.50767 sen A = 8.50767
1.24144 1.01340
sen B = 8.30589 sen C = 8.07791
lg.a = 2.93555 Ig. a = 2.93549
a = 862.09 a = 861.97
a = 862,03 m.

213. Tercer caso : Resolver un tridngulo dados dos lados y el dngulo
opuesto a uno de ellos. — Sean a, by A, los elementos conocidos. Se
puede calcular B de la expresion :

a b_
sen A sen B

la que nos da

b sen A
a |

sen B =

Conociendo ahora B, se calcula C por

Figura 95

C =180° — (A + B). (2)
Y luego el valor de ¢ se obtiene por la formula:

a sen C
¢= sen A ' (3)

Y finalmente la superficicie es dada por :

1
S =§ab sen C.

Discusién. — Como el angulo B estd dado por su seno, es necesario
que éste sea menor que la unidad, ya que evidentemente es positivo,
porque lo son a, b y el 4ngulo A debe estar comprendido entre 0 y
180°. Luego debe tenerse

b seno A <a. (4)

’
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Satisfecha esta condicién, siempre se encontrara un éngulo § que
cumpla la igualdad :
bsen A

sen § = -

Y el valor de B, podra ser:
B=2§ o bien B, = 180° — .

En correspondencia con estos valores de B encontramos para C los
valores:

C=180°—- A - B (5)

C; =180° — A — (180° — @) =f — A. (6)

Evidentemente estos dos valores de C son menores que 180°; para
que sean aceptables es necesario y suficiente que sean positivos. Se
nos presentan dos casos.

1° Kl dngulo A es agudo. — En ese caso el valor de C dado por la
(3) es positivo, puesto que a 180° le restamos dos dngulos respecti-
vamente menores que 90°.

Para que el valor de C, sea positivo, debe tenerse

B> A,

y como tanto B como A son menores que 90°, la desigualdad ante-
rior implica también

sen § > sen A
0 bien
b sen A

> 8en A

y siendo sen A positivo, b > a.

Luego, cuando A es agudo, si se tiene b > a, hay dos soluciones
del problema, desde luego admitido que se cumple la condicién (4)
y si

b<a

hay una sola solucién.
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2° Kl dngulo A es obtuso. — El valor de C, es negativo y hay que

desecharlo.

El problema admitir4 una sola solucién, siempre que el valor de C
pueda aceptarse. Para que sea positivo debe tenerse

180° =~ A > B.

Y siendo ahora los dngulos (180° — A) y B, los dos agudos, la desi-

gualdad anterior implica

sen (180° — A) > sen j3

de donde

sen A >

y por lo tanto a > b.

b sen A

Luego, en este caso, para ‘que el problema admita una solueion
debe tenerse ¢ > b y si @ <b no hay solucién del problema,

Resumen. — Podemos entonces resumir los resultados de nuestro
teoremita en la forma siguiente:

bsen A > a
/ a>b
o =
A <90 a<b...
bsen A<a 3
f A>90°"a>
— la<b...

no hay soluciéon
una solucién
dos soluciones
una solucion

no hay solucion.

Podriamos dar a este cuadro otra disposicién teniendo en cuenta
que la condicién de ser a > b implica de hecho la condicién

L J

a > b sen A.

A}

Por otra parte, siempre que a > b no hay més que una solucién.

Se puede poner entonces :

a>hb
A < 90°
b ; A > 90°
( bsen A > a
a<b
(

I

a

bsen A <a

una soluciéon
una solucién

no hay solucién
no hay solucién
dos soluciones
no hay solucién
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Observacion I. — Es muy cémodo encontrar los resultados anterio-
Tes por un razonamiento geométrico.

Para construir un tridngulo dades a, by A, trazamos el 4ngulo A
(fig. 96) y llevamos sobre uno de los lados de A, una magnitud

AC =.

Con centro en C y radio ignal a a, se describe un circulo, que corta
en general al otro lado del 4ngulo A en dos puntos B, y Bg. Uniendo

Figura 96 Figura 97

C con estos puntos se tienen las soluciones buscadas. Sea CH la al-
tura bajada desde C sobre el otro lado de A. Se ve en las figuras 96 y

97 que
CH = b sen CAH.

Pero, observando la figura, puede verse que si el 4ngunlo A es agu-

N
do, se tiene CAH = A y si el 4ngulo A es vbtuso CAH = 180° — A.

En los dos casos se tiene:
sen CAH = sen A.

Para que el circulo de radio ¢ corte al otro lado del tridngulo

debe tenerse
a > CH
y si @ < CH no hay solucién del problema, lo que equivale a decir
que si
a < bsen A

no hay solueion. ' y

Sia>CH osi @ >b sen A, la circunferencia corta a la recta AN
en dos puntos B, y B,. Falta ver si estos puntos estan sobre el lado
del angulo A o sobre su prolongacion.
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Distinguiremos dos casos-:

I) Bl dngulo A es agudo (fig. 96). — En tal caso, el punto H est&
sobre AN y el punto B, es siempre aceptable. |

Para que pueda aceptarse el punto B,, es necesario que a < b.

Luego, siendo A agudo, si a < b hay dos soluciones del problema
y si @ > b, una sola, siempre sobre la base de que se cumple

a>bsen A,

II) El dngulo A es obtuso (fig. 97). — El punto H esta sobre la pro-
longacion de AN. La soluciéon B, no es aceptable.

Para que se pueda aceptar la solucion B,, o para que B, caiga so-
bre AN es necesario que a > 0.

Luego, siendo A obtuso, si @ > b, hay una solucion del problema
y si @ < b, no hay ninguna.

Observacion I1.— Hemos calculado el lado ¢, en base al calculo
previo de C. Podemos calcular ¢ en base a los datos del problema.
En efecto, partiendo de la igualdad

a® = b? + ¢? — 2b¢ cos A
tenemos la ecuacion de 2° grado en ec.

¢ — 2bc,cos A + b2 —a?=0 (7)
que nos da

c=bcosA‘iVbzcos2A+a2¥b2. (8)

Para que exista ¢ es necesario que se tenga ‘
Rl 1-wY )
b2 cos® A +a? —02>0
o bien

a® > b? sen? A
de donde

a>bsen A

que es la condicién (4).

Para que los valores de ¢ dados por la (8) sean aceptables, es me-
nester que sean positivos. Como el producto de las raices es ¥ — a?,
8ib < a, el producto de las raices es negativo y no hay mds que una
solucidn.
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Si b > a, el producto de las raices es positivo; las dos raices son
del mismo signo. Como la suma de las raices vale 2b cos A, 8i A es
agudo, cos A es positivoy las dos raices son positivas, luego hay dos
soluciones del problema. Si A es obtuso, cos A es negativoy las dos
raices son negativas. No hay ninguna solucién.

Si suponemos a = b, una de las raices es cero y por lo tanto in-
aceptable. La otra raiz vale 2b cos A y sélo es admisible si A es agudo.

Hemos encontrado asi los mismos resultados que en la discusién
anterior,

Como este caso, en la resolucion de tridngulos planos es el mas
interesante, ensayaremos todavia otra discusion mas. '

Pongamos nuevamente

c=Dbcos A+)b?cos? A +a? —b>=>bcos A+ |a® — b*sen® A

que podemos escribir

/I a?
c=0b0|cos A +s8sen A}/ =———— = 1]|o
[ - l/b2sen2A ]

Introduciendo ahora un 4ngulo auxiliar ¢ dado por

Sen © — b sen A

="
tendremos i
o pien (et A)

- sen ¢

Es facil ver que el valor ¢ que hemos calculado, no es otra cosa

que B.
sen ¢ = sen B

y estando ¢ comprendido entre 0y 90°, se tiene que ¢ es el valor §
que habiamos encontrado

¢ =p.
Y tenemos para ¢

c:bsen([3+A.) y c___bsen(B—A)

sen f3 sen

que son exactamente los valores de ¢ que obteniamos para cada uno
de los valores C y C,.

Hemos caido pues al aplicar la formula (7) en los mismos calculos
que en la resolucién primera.
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Ejemplo 1 » r -
A = 32°19'40”, a =341.34m, b= 482.70m.._

Conviene disponer los célculos en la forma que sigue, poniendo a
la izquierda los valores y a la derecha los logaritmos.

A = 32°19'40”

b= 2.68368
sen A = 9.72816

a4 = 341.34 m. - . o
b = 482.70 m., 41184
a=2.53319

B = 49°07’56”

B, =49°07'567" | B, = 130°52/04” a
C, =98°3223" | C, = 16°48’17” | sen A

¢, = 631.23m. | ¢, =184.54 m. | senC,; =9.99516
o T sen G, = 9.46106

¢, = 2.80019
0= 2.26609

Es facil darse cuenta de la distribucién de los cilculos. Se obtie-
nen dos soluciones. Una, el tridngulo de 4ngulos

A = 32°1940”, B, = 49°07'56” y C, = 98°3223"”

y lados
a=341.34m, b=48270m y ¢ = 631.23m

y la otra, el tridngulo de angulos
A = 32°1940", B, =130°52'04"” y C,= 16°48'17"
y de lados

a=2341.34m, b=482.T70m y ¢;=184.54m.

Fjemplo 2 :

Xl

A = 32°19'40”, a = 341.34m, b = 302.70.
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Se tiene
A = 32°19'40” b = 2.48101
a = 341.34 m. sen A =9.72816
B = 28°18'31” a=2,53319
B, = 28°18'31” | B,=151°41'29” | sen B — 9.67598
C,=119°21'49" | (. — _ 00"
1=119 Ce= — 4°01'09 T _ 9 80503
¢, = 556.30m sen A
sen C, =9.94028
¢, = 2.74531

El problema admite una sola solucién.

214. Cuarto caso : Resolver un tridngulo dados los tres lados. — Las
formulas dadas en n° 202 nos permiten calcular los tres d4ngulos en
funcion de los lados. Es conveniente usar las formulas de la tangente,
porque ello exige menos trabajo.

En efecto, calculando por las formulas de las tangentes, se necesi-
ta buscar solamente cuatro logaritmos,losde p, p — a, p—by n— c;
mientras que usando las formulas del seno, es necesario buscar seis
logaritmos, los de p —a, p — b, p —¢, a, byc; y sisequizcre cal-
cular por las formulas del coseno, hay que buscar siete logaritmos, los
seis anteriores y el logaritmo de p.

Por otra parte, se obtiene mas exactitud, utilizando las férmulas

de la tangente.
Tendriamos asi, para calcular los tres angulos:

?

;‘ A /(p—b) (p—oc)

R aryyry
B (p—a)(p—c)
I o / p
€3 p(p—b)
C (p—a)(p—>)
tg—: .
2 V p(p—c)

Y en cuanto al 4rea S, se calcularia por la férmula de Heron (n° :é()(i)

S =Vp(p—a)(p=b)(p—o)
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Discusién. — Para que se puedan calcular los 4ngulos por la tan-

gente, es necesario que el producto:
p(p—a)(p=b)(p—o.
sea positivo, es decir que el producto
b4+c—a)y(at+c—b)(a+b—2¢c).>0. (1)

Sea a el mayor de los lados del tridngulo, o por lo menos a el lado.
que no sea inferior a cada uno de los otros dos, tendremos que: ‘'

c+a—0> y a+b—c¢

reg

son factores positivos, puesto que es

a>b y a>ec.
Para que el producto (1) sea positivo, se necesita que

b+ec—a>0

lo que equivale a
b+ c¢c>a.

necesita que el mayor de los lados, sea menor que la suma de los otros

dos.
- . A B C
No hay ambigiiedad para los 4ngulos A, By C ya que 515735

[~ Para que el problema sea posible y admita una sola solucién, se

(G

son menores que 90°,
Como una comprobacion debe tenerse, a menos de los pequeiios

errores de célculo
A 4+ B + C=180°.
Observacién. — En la prictica, podemos escribir las mismas formu-

las I, en la forma siguiente:

N /@—a) (p—d) (p—c)
£ pP—a P

1 (p—a) (p—b) (p—0o
tg — =
€% p—2> P

t .

C 1 I/(p—a') (p‘—b) (p—c¢).
P

ot

[ )
|
i
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Y ¢omo veremos mas adelante, el radical expresa el valor del radio
r del circulo inscripto en el triAngulo y tendriamos:

tA.*’". tB__r_ tC_r
g2—-p—a’ £ T p—b’ 83" p—oc

Y también es facil ver que el area S es

S =pr.

Estas formulas facilitan las operaciones.
Se tienen ademas varias pruebas de los calculos, pues debe tenerse

1. (p—a)+(p-b)+(p—c)=p
A B C

2. ptggtggtg-‘g:r

3. A+ B+ C=180°

Ejemplo :
a = 250,10 m. p —a=2.43361
b = 360.70 m. p —b=2.20629
¢ = 432.20 m. p — ¢ =1.95085
2p=1043.00 6.59075
p= 521.50 p=2.7T1725
p—a= 271.40 r? = 3.87350
p—b= 160.80 r=1.93675
p—c= 89.30
A
Pruebal.p= 521.50 tg 5 = 9.50314
A Q 14 174
g = 1774004 tg = = 9.73046
B_ aso1545” C
2 tg 5 = 9.98590
C
5= 44 0412 p=2.71725
2. r =1.93675
A = 35920/08" Prueba 2. r = 1.93675
B = 56°31'30”
C = 88°08'24”
A + B + C =180°0002"
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Es facil darse cuenta del orden a seguir. Puestos ala izquierda los
valores a, b y ¢, se obtiene 2p y por lo tanto p. Luego p—a, p—by
p—c. Se buscan luego los log(p—a), log(p—2>b), log(p—c)y logp,
que se escriben a la derecha. Se suma log (p—a)+ log(p—>d) + log
(p—c) y se le resta log p., lo que nos da log r? y dividiendo por 2, se
tiene log .

Restando a log r, sucesivamente log (p—a), log(p—bd) y log (p—c¢)

. . A B )
se obtiene respectivamente log tg - log tg 5 ¥ log tg > sumados

A
éstos con log p, debe tenerse log. r (prueba 2). Obtenidos log tg%,

Al Al

B C . A
log tg 3 y logtg 3 se obtiene 35 y 5 Y por lo tanto A, By C

cuya suma debe dar 180° a menos de los errores de calculo.



CAPITULO VI

CALCULO DE ELEMENTOS SECUNDARIOS EN EL TRIANGULO.

215, Calculo del radio R del circule eircunseripto.
ablamos encontrado por el teorema del seno (n° 193)

«

— =2R

sen A
lo que nos permite calcular R. a

a | 8 . S e
R —_ . T =T e N
2 sen A A - (}, |32y
sen 4 Aen é. () £ /Zv Ch-a) f

Multiplicando ahora numerador y denominador por be, se tiene » C'

abe
2bc sen A

Y teniendo en cuenta la expresion de la superficie S del triangulo,

obtenemos

abe -

R = -
48

o también segan la formula de Heron (n° 206)

abe = __t_

4)p(p—a)(p—b)(p—o) 2s

R =

El radio del circulo circunsecripto es igual al producto de los tres
lados del triangulo dividido por el cuadruple del 4rea del mismo.
£

Es facil obtener también 4 car ! F 5 254
R = P .t o
toos D eos B esC  iF ﬁ\ N
b 5 5 cos D) Ak s A4S
R— a _ b C
= A B B ) ‘

-4

A
4sen cos 4sen— cos— 4 sen— CoS —
2 2 2 2

t)

Rete s e
‘?WB.AWE&-)%
&
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216. Se obtiene facilmente

ZR:._OL—:/fﬁ— :_Q},a;‘_/.e:—'z'2Rha=bc / ' ' 4
Yl fo A KNG G aR, = a A\y
ha 2R h. = ab .
Yy también
A e
212 = &.E— P'—“=4Rcosgsen§sen—2-
Aé s .p——b=4R‘cos§sen%sen(_zJ
p—c=4Rcosgseng—sen—§
! h
h =2RsenBsen(C = a

= 1= A‘ e
he 2RsenAsen(J Z%C‘Mot 9
he =2RsenAsenB. ~

Radio » del circulo inscripto

217. Para calcular el radio » del circulo incripto en el tridngulo,
cuyo centro se obtiene, como se sabe, trazando las bisectrices de los
4Angulos interiores, unamos el centro con los tres vértices del trian-
gulo (fig. 98). Dividimos asi el tridngunlo en tres triAngulos que tienen
por base los lados y por altura el radio ».

Tendremos que el drea S, tiene por expresion:

1 1 1
S=§ar+§br+§cr=pr
de dondé

r = §=Vp(p“a)(be)(P—0) (1)
p b

. — |/ (P @ (p=b)(p—c)
A

© también, multiplicando o dividiendo el sub-radical por (p—a)o
{p—1>b) o (p—o) se tiene

|

r=(p—atg



1"
~
+
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r=(p—0b)tg = '
= (p—e¢) tg =

r=(p—o) g5

<omo habiamos visto en el n°® 214.
Es facil obtener también
A B, £ C A B C
7 =ptg§tg§ tg 4RsenEsen§sen§g
La formula (1) dice que el radio del circulo inscripto es igual a la

superficie dividida por el semi-perimetro y también es facil de obte-
her

B C A 'C A
asengsen—2 bs,engsen—2 csenEﬂeD5
"= O B 3
cos 5 cos g cos 3
Yy poniendo
A B C
k= seng seng sen§
se tiene
al:rsenA. b____rrsenB. c=rsen0.
2k’ 2k’ ok

Radio de los circulos ex-inscriptos

218. Para calcular los radios de
108 circulos ex-inscriptos (fig. 98)
<consideraremos el radio 7, ex-ins-
cripto en el angulo A. Su centro O,
se obtiene trazando la bisectriz del
Angulo A y las bisectrices exteriores
-enlos vértices B y C. Uniendo ahora
«l centro O; con los tres vértices )
«lel tridngulo, tenemos que el drea S Figara 98 5%~ A ;34 cCHAOD €L
el tridngulo es igual al drea AO,C )
ads el drea AO B menos el drea BO,C, es decir que se tiene :

/ - ‘ -
bra ¢rq arq Na v‘/\”“f" “-).: -za {p—
S=—+—‘“'~_"‘"='ra(p—(l) = :

2 2 2 2

19



de donde

VYo =
==

)

Yo =
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p(p=b)(p—c) _
p—a 7

p(p—a)(p—c)
p—=>

/p(p—a) (p—b)
p—c

219. Se puede ahora establecer facilmente que

;r or .7- — 1 . 1 . 1
at Vb c_p—a'p-—b'p—c’
y también .
ra__pt,g_ = /)ft—n//b —C; _é f X{{"
\\ —a
B (° ») a ﬂ
= P g-;z— RSO _
o= P to —
Fe = P g ) N
0 bien
C -5)
i _acosgcos—.z /iﬁ_ﬁ__ ,/Aﬁ
a= A R 4
Al
b o
b A A
cosgcosg
7 m
cos—z—
A i B
ccosgcosg
Ye == -

A

COoS —2'
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Y poniendo

A B C
k' = cos8 - co8 — co8 -

2 2 2
se obtiene
_— ak’ I bk’ o rk’
a== - A’ b= ] B’ c — ] C
cos 3 cOS 3 coSs 3
220. Y facilmente también
S 8 S S g4
Yra¥pVe=— —e . . ____S2 P
p (p—a) (p—b) (p—o z
S — Ya?b7e .
Vrars + rar: +1o7c

Yo+ 76 4+1.—r=4R = S

co8 —C sB
— CO8 — CO8
2 2

w| C

1 1 1 1
Ye T Te T

S
abec = ?(ra + rb) (*a + 7) (16 + Te).

r A B C
E=4:sen§sen§sen§— coSA 4+ cosB 4+ cosC — 1
Ta A B Cc
§=4sen-2—cos§cos—?:—.— CoOSA + cosB +cosC + 1
ry A B C |
§=4cos§sen—2—cos§_ COSA — cosB 4+ cosC + 1
re A B C
-ﬁ_ti(,osgcosgsen‘—z— cOS A 4+ cosB — cosC + 1

1 1 1 1

r- kTt

1 1 1 1

e T T TR

1 1 1 1

ve  ha hp  he

1 1 1 1
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A
B M — 4R 2 J—
Te ? sen 2

B
ry —r = 4R sen2§

re — r — 4R sen? P

o~

221. Distancia entre el centro de la circunferencia inscripta y cir-
cunscripta en un tridngulo plano. — Sea R el radio
de la circunferencia circunscripta de centro O’
y 7 el radio de la circunferencia inscripta de cen-
tro O. La bisectriz de A pasa por O y por E,

# medio del arco BC (fig. 99).

La potencia del punto O con respecto al circulo
de centro O’, siendo d = OO0/, es

//—\\A E‘/—A/'L
v 07 Figura 99 -
[ 0.\ bensoacon T (R-d)(R+{) = @ — R* =0A.OE.
\/ ¥ ne J?LI ve

s En el tridngulo OAB tenewos

OA OB ¢ ¢
B A A+B O
sen  senL  sen—g €08 -
de donde (2457 )
N
OA OB 7 2 _ g
B C~ A C C C senC
sen_-sen o sen - sen -4 sen — cos —

_ﬁ< S G
B C £ 4eC

A = 4R — —e
O en2sen2

Analogamente del tridngulo OBE

OE OB
= i = 2
A+ B _seG ° bien R
sen ———
2
de donde
2 sen
’,_(_7.__;3_—-«—— - 4R N
Aesd penn €
4 2
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Luego, teniendo en cuenta el signo

A B C
_ 2 = — g
OA.OE =- 8R sen2 sen 2 sen 5
Pero
- — It —a. —
sen2 _|/@=bp—a) B _/p=a(p—0)
2 be 2 ac

wen 3|/ 2=TED,

Es decir que

OA .OE — — sp2(P—9 (p=b) (p—0o) _ _.\;R Cabe (i-a)c
LN

abe c
Y teniendo en cuenta que _ —2R -
abe _abe o . 2 (p—a)(p—D) (p—o)
R iy’ %/z, 18’ P y P
Resulta
OA OE = d?—R%2 = — 2Rr
0 bien
d? = R? — 2Rvr.
222. Puede todavia darse otra demostracion. Tomemos en figura 99.
Se tiene
O’BO = O'BC — OBC = 90° — A 1_;= C;A
y A+ C L
, C—A R
00" = OB’ + OB? — 20'B. OB cos — g
o bien f* - £ _
¥  2Rr CO—A < =
2 __ R2 — , !
d=R* + — B g C08 3 .
sen’o  sen o = -

Pero es (217)

A B
r = 4Rsen—sen——sen9

2 2 2
luego
4Rr A C 2Rr C—A
2 2 —_— —_— —
d? = R? 4+ Bsenzsen2 Bcos 5
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y también
R —A A C
a = R? — :n ; (cos 9—2—- -2 sen—g sen -2-)
9
y resulta
a2 = R? — 2Rvr.

Podemos dar una demostraciéon méas elemental.

La bisectriz del angulo A (fig. 100), pasa por
O, y por E, medio del arco BC y O,E pasa por
el punto medio D de BC. Proyectando O, so-
bre O,E en L, se tiene

0,0 = O,E’ + O,E’ — 20,E . EL.

Figura 100

Pero el angulo O,CE vale (13— + %) y el Angulo

EO,C también, luego es O,E = EC y se tiene ademéas

EC’ = ED.EH = 2ED.O,E = O,E".

Luego
0,0, = O,E’ + 2ED. O,E — 20,E. EL
0
0,0, = O;E” — 20,E (EL — ED)
o bien

d? = R? — 2Rr.
(Relacion de Euler).

223. Si llamamos Oy al centro del circulo ex-inscripto al 4ngulo B
y 7 a su radio, se tiene, haciendo O’Op = dp

2

00} = dy2 = R? +TS3§ — 2R BOs cos

o bien
rp? _ 2Rr cos C—A
sen’=  sen ]—3 2
2 2

dp? = R? +

Pero es (220)
X B A C
: — rb=4Rsen—2—cos;cos—2-
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tuego
2 1o b é C 2Rnrp . C—A
dy® = R? + B4Rcoszcos§-.- Bcos 5
sen — sen —
2 9
es decir
2R A C C— A
dy2 = R? + —% (2 cosgcosg — COo8 5 )
sen —2— -

ds? = R? 4 2Ry,

Y tendriamos entonces
d? = R? — 2R Q/'/a
d.? = R? -+ 2r4R /
dp? = R? + 2R

d? =R? 4+ 2r.R
1o que nos da

a2 + d? + d? + d? = 4R? 4 2R (rq 4 75 + 7. — 1)

©0 bien
az + d2 + dy? + d2 = 12R2,

224. MEDIANAS. — Consideremos un tridangulo ABC y tratemos de
calcular la mediana m, Sea M el punto me-
dio del lado a. La recta AM es la mediana m,,
que forma con a, como indica la figura 101,
los angulos suplementarios ¢ y © — ¢.

Aplicando el teorema del coseno al trian-
gulo AMC, se tiene:

Figura 101

Y aplicando el mismo teorema al tridngulo AMB :

a? g 2a
=7 + ma* — —mq cos (n — @)

-d

02
O bien: )
2
2 i 2
=7 + mq® + amq cos .
Y sumando

2
b + c2=%- + 2 mg?,
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de donde se saca:
9 b¥ 2 «?
o9 T o g

g

y en forma analoga obtendriamos :

/ \2 a? »2
=y T Ty
M2 = a,_2 + 9-2 — 0—2

‘ 2 2 4

Para calcular el angulo ¢, tenemos

ty

A |
ctg P=-3 (etg B — ctg C). “

El punto de encuentro de las tres medianas se llama el centroide
del triangulo y divide, como se sabe de la geometria elemental; & ca-
da mediana en la relacién 2 : 1.

225. BISECTRICES. — Hallaremos ahora las expresiones de las
bisectrices interiores bq, by y be y de las bisectrices exteriores bd', by’ y b/
Consideremos el tridgngulo ABC (fig. 102), El 4rea S del tridngulo

Figura 102

ABC es igual al 4rea ADC, més el drea ADB y expresando esas
areas en funcion de los lados y el angulo comprendido, se tiene:

1 1 A 1 A
EbcsenA = ébbasena + écbasena

y expresando sen A en funcién del arco mitad,
‘ .» ! 1
" A A
%bcye‘ﬁ?;cos§= bba 8 5 cbasybz—
i \

410 vf,2bC b
20 +hy s

G~
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y simplificando y despejando b, se tiene o

A
2 -
be cos 5

ba = b+c

A . .
Reemplazando cos 5 por su valor en funcién de los lados:

ba=b+cl/p(p-—- a) be
y en forma anéloga
2
by = aF c’/'_p(p - b)ac

2
be =01 /P (p — o) ab.

226. Para calcular las bisectrices exteriores, podemos ver por la

figura 102 que
N PN PN
drea ABC = area ACD’ — area ABD’

y expresando esas superficies en funcion de los lados y el dngulo

A
comprendido y observando que el &ngulo CAD’ vale (g + 5) y el an-

gulo BAD’ vale (g — %), tenemos

1 ) T A r ., [ A
EbcsenA = ébba sen (2— + —2—> — §Cba sen <§ - 5)

y puesto que

A A T A
sen A = 2sen§ cos —; sen (— + —) = GOS8 —

2 2 2 2
senTc A—cossA
2 2/ g
se tiene:
1 A A 1., A 1., A
-2-bc.2sen§—cos§=§bbacosg—écbaoosé-
de donde
A
2bcsen; o
b, = =" —Ylp—-b)(p = e be

b—ec b—c
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y en forma analoga:
"2

b = ——1J(p — a)(p - 0)ac

b/ = a_—_bV(p — a)(p ~ b)ac.

227. ALTURAS, — Sean hq, hs y h las tres alturas de un tridngulo.
Se tiene, en primer lugar, expresando el 4rea
en funcién de la base ¥ la altura y también

en funcién de dos lados y el angulo compren-
dido que (fig. 103):

1 1
S = §ah-a = 5 besen A. (1)

Figura 103

Y reemplazando by ¢ por sus valores sacados del teorema del
seno : )

asen B asen C
= [} C = ———8
sen A sen A
se tiene:
asen B asenCSen A
a = [] i
¢ sen A senA
de donde
; a sen B sen C
Vg —
¢ sen A
y analogamente
bsenCsen A
hp =
sen B
Y
c¢sen A sen B
hc = °

sen C

S

También podemos poner, sacando de la (1)

1 =2 analogamente 1 = b l— °
h._ 28 ¥ 8 28 Y ko 28

y sumando se tiene:

1 1 1 a4+bdb+ec
mtmte= "2

——
—

i
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y resulta entonces que:

1 1 1 1
L TR M
!

228. Variaciones de los lados y los dngulos en el tridngulo. — Para
determinar un tridngulo, se miden tres elementos, entre los cuales
entra por lo menos un lado y luego se calculan los demas.

Es claro que al medir siempre se cometen errores. Queremos in-
vestigar la influencia que tienen los errores que se cometen al medir,
sobre los elementos que se calculan ; es decir, las relaciones que vin-
culan a los lados y los 4ngulos de un triangulo con los pequefios in-
crementos que pueden tomarse en la valuacién de lados y angulos.

Este interesante problema e indispensable en la practica profesio-
nal es estudiado con todo cuidado en los cursos de Anélisis. No esta-
r4 demds, sin embargo, que lo tratemos aqui en forma sucinta y en
forma absolutamente elemental.

Supondremos que los incrementos que puedan tomar los lados y
los angulos sean pequefios, en forma que pueden despreciarse sus
cuadrados asi como sus productos y supondremos también que expre-
samos los dngulos en radianes.

Llamemos, como hemos hecho hasta ahora, a,b,c a los lados y
A, B, C a los angulos, y a los incrementos respectivos los designare-
mos Ag Ap, Aey Ay, Ag, Ac.

Sin perjuicio de tratar elementalmente cada caso por separado,
podemos ya establecer algunas relaciones entre los lados, los 4ngulos
y los incrementos de lados y 4ngulos.

Tenemos, en primer término, que debe verificarse :

A+B+C=mr
y también
A+ A, +B+A8:+CH+ Ac=m
luego
Ay + Ap + Ag = 0. (1)

Del teorema del seno, sacamos

csen A = asenC (2)
y también debe tenerse:

(¢ + Adsen(A + A,) = (a 4+ Ag)sen(C + Ao).

Y efectuando operaciones y desarrollando el seno de la snma de
arcos, se tiene:
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csen A cos A, +csenA,cos A + Acsen A cosA, + Acsen A, ¢cos A =
=asen Ccos A; + asen A; cos C + Assen Ccos Ag + Agsen A cos C.

Ahora, teniendo en cuenta que se puede poner, por sen A, y Ac

pequenos
sen Ay = A,

Seﬁ AC = AC
y que
cosd, =1 cos A; =1
simplificando y teniendo en cuenta la (2), se tiene:
senA.A; -~ senC.As=acos8C.A; —¢cos A.A,

y en forma analoga tendriamos :

sen B.Ay ~senA.Ay=bcosA.A, — acosB.A;.
senC.Ap —sen B.Ac=ccosB.Az — bcosC. A..

Entre este sistema y la relacién (1) podriamos eliminar Ay y Ay
obtendriamos una relacién que vincula a los lados a, b, ¢ y sus incre-
mentos As Apy Ac con los 4ngulos A, B C y el incremento A,.

Se llega a lo mismo, tomando el teorema del coseno

-

a? = b2 + ¢ — 2bccos A
y considerando los incrementos A4 Ap, Acy A,, se tiene
@+ A2 =(b + As)2 + (¢ + A — 2(b + As)(c + Ac)cos(A + A,)

y desarrollando los cuadrados y el ¢oseno de la suma de los arcos,
despreciando las potencias y los productos de los incrementos y te-
niendo en cuenta que se puede poner para incrementos pequefios

sen A, = A, y cosA, =1
se obtiene

alda= (b —ccosA).Ap + (¢ —beos A). Ac + besen A . A,.
Y teniendo en cuenta el teorema de las proyecciones que da
b=acosC + ccos A y ¢c=acos B + bcos A

se tiene
ade = (@co8 C). Ap 4 (@ cos B). A: + (besen A) ),
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Yy analogamente

K
L.

bApy = beos A.A; + bcosC.Aa+acsenB.AB
¢cAc=ccosB.As +ccos A.Ap + absenC. A..

Las relaciones que hemos dado aqui en forma elemental, permiten
ya darse una idea de como puede obtenerse la influencia de los erro-
res que se cometen al medir algunos elementos del triAngulo sobre
los elementos que se calculan.

Y siempre en la inteligencia de dar una idea de este problema fun-
damental en la préctiga profesional, daremos algunos casos simples.

229. Caso I: Supongamos que quedan constantes A y ¢y quere-
mos ver qué influencia tiene sobre a, b y B un error Ac. — Tenemos

en primer lugar, puesto que suponemos A, = 0, que debe tenerse, de
acuerdo con la relacién (1)

Ag + AC - 0
de donde

Para calcular Aa, podemos poner:

¢csen A
~ senC
y
a4 A, = csen A
sen (C + Ag)
0
A, osen A csenA _c. sen A [sen C — sen (C + Ac)]
““sen(C + A¢) senC sen Csen (C + Ag) ]

Y desarrollando la diferencia de senos, se tiene

2¢ sen A cos (O' + % AC) sen -A2—C
Ba= — sen Csen (C + Ag)
o también :
¢ sen A cos (C + 1 Ac) sen ‘ﬁ
Aq 2 2
2 sen Csen (C + Ag) |
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Para calcular As, podemos poner, de acuerdo con el teorema de las
proyecciones :
b=acosC 4 ccos A

de donde
b—ccos A=acosC
y de ésta
b — A
GOSC=—0—(—3£—'
a
Y se tiene
tO_senG_ sen C _ asen C
BY = cosC b —_ceosA b—_ccosa
a

de donde se obtiene:
b— ccos A = a sen C ctg O
y segin el teorema del seno:

asen C = csen A

b—ccos A =csen ActgC
y tomando ahora los valores incrementados :
b+ Ay — ccos A = csen A etg (C + Ao)

luego por diferencia

_ [ecos (C + A;) cos O
Ap = csen & |sen (C + Ac) ~ senC

y finalmente

¢sen A sen Ag
sen Csen (C + Ay)

Ap =

Y tomando como primera aproximacion :

sen (C + Ay =senC, cos(C + A¢) = cos G

Ac  A¢
sen-;— = —

<
2 2
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las formulas anteriores nos dan

AB= -Ac

Aqg Aqg esen A

Ag Ag cos C @ che
Ab_ Ab__ csen A _a '
Ac Az sen’C  senC
%Z— cos C

230. Caso I1: Supongamos constantes a by ¢, y queremos ver como
estdn vinculados entre st log incrementos A,y Ay, Acy Ay con los elementos
A, B, Cya,b, c.— Tenemos:

csen B = bsenC
y considerando los incrementos

csen (B + Ag) = bsen (C + A)

y sumando y restando se tiene:

¢[sen (B + Ag). + sen B] = b[sen (é + A¢) + sen C]
c[sen (B 4 Ag) — sen B] = b[sen (C + Ag) — sen C).

Y desarrollando la suma y diferencia de senos, se tiene:

AB . AB AC
csen(B+E)005?=bsen(0+—§)cosi (1)

osené‘)fcos(B + %’) = bsen%—fcos (O + _A)_C)

Y dividiendo entre si, se saca:
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Y en primera aproximacion, se puede poner:

L\B_th
Ac_th

Tomando ahora segiin el teorema de las proyecciones

a=>bcosC 4 ccos B

e incrementando

a+ As=becos(C + Ag) + ccos (B 4+ Ap)
de donde

(o}

2 2

Ae = — 2bsen (C + —A—> senE — 2c¢8en (B + %’3) sen—A‘)—B-

Y también teniendo en cuenta las relaciones (1) y (2)

AB AB ) AB A(,‘
Ao = — 2csen<B + ?> cos?(tg? + tg —2)
y también :
1 Aq
The IR

tg% Ac ctg (B + A—:)

-

¥y en primera aproximacion

Aq
—= —atgB
A “re
¥y analogamente
1 Aa
5 Da a + "2‘
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Pongamos ahora:

1
A, sen -4 seng A
g +tg—" = ; + ; =
T cos- A, cos 5 A

1 1 1 1
sen — A cos— A + sen— Agcos - A,
9 2 2 2

1 1
oS A; cos 3 Ag

€
d

es decir
1 .
sen = (A; + Ag)
B + t AC . 2
g 2 2 Ag c
CO8 — COS —
t) Z

Y puesto que
AA+ AB+AC=O

se puede poner

sen

Y
tg=F 4t S0 — . -
ST TS 3, A,

COSTOOS?

Y reemplazando en la (3) se obtiene

Ag b sen (C + };AC)

A,
2

sen cos 2
‘)

Y aproximadamente

ﬁ = bsen C = ¢sen B.
AW

20



CAPITULO VII

APLICACIONES. CUADRILATERO CONVEXO, PROBLEMAS DIVERSOS

231. Sea ABCD un cuadrilatero convexo cualquiera. Llamaremos
A, B, Cy D a sus angulosy a, b, ¢, d sus lados, como indica la tigura.

B Llamaremos # = AC e y = BD a sus diago-
b nales (fig. 104). Los angulos deben satisfacer
o la condicion de
a
p A+ B+ C+ D = 360°.
A 3 D De una imanera general, podemos decir
Figura 104 que un cuadrilatero convexo queda perfec-

tamente determinado ¢uando se conocen cin-
co de los ocho elementos fundamentales. Trazando las diagonales,
se descompone el cuadrilitero en triangulos y el estudio del cuadrila-
tero, se lleva asi a la resolucién de triangulos.

Supongamos que se conocen los cuatro lados a, b, ¢y d y el angulo
A. Resolviendo el triangulo ABD, del que se conocen dos lados y el
angulo comprendido, se calcula la diagonal y, y los angulos ABD y
ADB. Conociéndose ahora y, en el triangulo BCD, se conocen los tres
lados y podemos calcular los tres 4ngulos 8CD, BDC y DBC y luego
se tendria

B = ABD + DBC

D = ADB + BDC.

Y tendriamos asi conocidos los tres elementos incognitos B, C y D.

In lagar de darse cinco elementos fundamentales, se podrian dar
ciertas cantidades o elementos vinculados a la figura. Por ejemplo,
los lados a, d, los 4ngulos A y B y la diagonal .

Y en lugar de darnos cinco elementos, pueden fijarse ciertas con-
diciones restrictivas que nos daran igualdades particulares que nos
serviran para resolver el cuadrilatero.
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Por ejemplo, puede fijarse la condicion de que las diagonales se
corten bajo un a4ngulo determinado, un Angulo recto en particular.
O puede fijarse la condicion de que la suma de los lados opuestos
sea igual
’ a+c=0+d

lo que equivale a decir que el cuadrilatero es circunscriptible a una
circunferencia.
O podria establecerse que la suma de los a4ngulos opuestos es igual
a 180°.
A+C=B+D=180°

lo que equivale a decir que el cuadrilatero es inscriptible en una ecir-
cunferencia.

En estos casos, en general, cada una de estas condiciones reem-
plaza a un elemento y se puede asi, cuando se fija una condicién,
resolver un cuadrilatero cuando se dan cuatro elementos, con tal de
que éstos sean independientes.

Por ejemplo, el cuadrilatero inscriptible queda perfectamente deter-
minado cunando se conocen los cuatro lados. Y como una aplicacion
de los conocimientos de trigconometria vamos a
resolverlo.

8

232. Problema : Resolver un cuadrildtero ins-
criptible, conociendo sus cuatro lados (fig. 105).—

Si es inscriptible, se ve por la figura que A\i/o

A+ C = 1800, B +D = 180°. Figara 105

Considerando los tridngulos ABD y BCD, tenemos :

y? = a? + d? — 2ad cos A (1)
¥ = 0% 4+ ¢ — 2be cos C. (2)
Y puesto que
cos C = — cos A

se tiene
a + d2 — 2ad cos A = b? 4 ¢ + 2bc cos A.

Y despejando
at + d® — b — ¢

Cos A = 5 (ad + bo)
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Ya esta formula nos permite calcular A en base a los datos del
problema. Tiene el inconveniente de no ser calculable por logarit-
mos. Vamos a transformarla, de modo de poder calenlar A usando
logaritmos.

Tenemos para ello:

: A + a4+ d2 ~ b? — ¢?
2—=1 b ] - —
2 cos 5 + cos A 1+ 2(ad+bc)

2ad + 2be + a® + d? — b® — 2
= y

2 (ad + be)

<A a? 4+ d?2 — b2 — ¢t
28en?— =1 L eos A =1 — =
2 2 (ad + be)

i

_ 2ad + 20c — a® = d? + b% + ¢?
o 2 (ad + be) '

Llamando 2p al perimetro del cuadrilitero, tenemos:

2p=a+b+c+d
2(p—a)=b+c+d—a
2p—b)=a+c+d—-0>
2(p—c)=a+b+d-—-c
2(p—d)=a 4+ Db+ ¢ — d.

Y reemplazando se tiene:

A (@+bt+d—cla+d+c—0) 2(p—>b)(p—ec)

—

2 cos?

9 2 (ad + be) ad + be
_ ) _ 9 (p — —d
2sen2‘é=(‘a+b+c dbte+d—a)_2(p—ap d)’

2 2 (ad + be) ad + be

lo que nos da

_/lp—a)(p—d)
sen g = ad + be

e =b(p=o0
cosé-._ ad + be
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Y de éstas se deduce

% V(P )

— c)
Yy en seguida obtendriamos
C =180% — A.

Para encontrar B tendriamos, procediendo en forma andloga que
con A y considerando la diagonal ®, que

y luego

Para calcular el drea S del cuadrilatero, tendriamos:

ad + be
o sen A.

d

S = dbenA—l- bcsen(J_

L\Ql

Y puesto que

A A
sen A = 2sen — cos —
2 2

=d

se tiene :

4 +50 g senPeosd P00 —9p =

S=—7 2"y

A B
Discusién. — Para que los valores de tg - Y tg 5 existan, es nece-

sario que la cantidad sub-radical sea mayor que cero, o lo que es lo
mismo, que el producto (p — a) (p ~ b) (p — ¢) (p — d) sea positivo,
o bien que se tenga

b+ec+d—-—a)ya+c+d—-Db(a+b+d—c)a+b+¢—d)>0.

Si suponemos que a sea el mayor de los lados del cuadrilitero, es
evidente que los factores

(@a+c+d—0b), (a+db+d—0¢) y (@+b+c—d
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seran positivos, luego se necesita que sea
b+c+d—a>0
a<b+c+d

Para que el problema sea posible es necesario y suficiente que el
mayor de los lados sea menor que la suma de los otros tres.

\\.4\ !

{1‘}3 233. Cdleulo de las diagonales. — Habiamos hallado

cosA‘--'-“)ﬁ-*_d?_bg—c2
— 2(ad + be)

Y por lo tanto se tiene:

a4+ d> =0 —¢c* (a4 d% be 4+ (0% + ¢*)ad
2 _ 2 2 __ _ :
y=a+d—ad ad + be ad + be

de donde se obtiene facilmente

f(ab + cd) (ac + bd).
‘/ ad + be

Y en forma andloga obtendriamos

-

(be + ad) (ac 4+ bd)
® = .
ab + cd

Multiplicando las dos ultimas igualdades, se tiene

2y = ac + bd.

Que dice que el producto de las diagonales es igual a la suma de
los productos de los lados opuestos, en el cuadrilitero inscriptible
(Teorema de Ptolomeo).

Dividiendo las mismas igualdades, se obtiene

que dice que en un cunadrilitero inscriptible, la relaciéon de las dia-
gonales es igual a la relacion de la suma de los productos de los la-
dos que llegan a las extremidades de esas diagonales.
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234. Radie del oirculo circunsoripto. — Llamando R al radie del
ciroulo circunscripto, se tiene (n° 193):.

Re_9Y _ y !
2 sen A 4 sen AcosA
Y 9

y reemplazando en funciéon de los lados se tiene

_ 1 l/(ab + cd) (ac + bd) (ad + be)
4 (p—a)(p-b)(p—o)(p—d)

_ {(ab + od) (ac + bd) (ad + bo).
B 48

235. Problema : Resolver un cuadrildtero convexo, conociendo tres
lados y los dos dngulos que ellos forman. — Sea el cuadrilatero ABCD
(fig. 106), donde conocemos a, b, ¢ y los d4ngulos B y C. Debemos cal-
cular el ladg 4 y los dngulos A y D.

Consideremos la diagonal AC = # y llame-
mos a y B a los angulos que ella forma con
los lados a y b, tendremos

PN PN
o= BAC B=BOA.

Podemos en primer término resolver el tri- Figura 106"
angulo ABC del que se conocen dos lados
ayb y el angulo comprendido B, y asi calcular #, « y . Luego, en
el triangulo ACI, conocemos el lado ¢ por ser dato del problema, el
lado AC=w=recién calculado y el angulo ACD=C —f. Conocemos en-
tonces también dos lados y el dngulo comprendido.

Resolviendo el triangulo ACD, calculamos el lado d = AD, el
angulo D y el dngulo CAD que sumado con « nos da el 4ngulo A. Kl
problema admite una sola solucion.

Si se conociesen los tres lados a, b, ¢ y los 4ngulos B y D, se
resuelve primero el triangulo ABC, del que se conocen los lados a y b
y el angulo comprendido B. Se tiene asi una sola solucién para el
triangulo ABC, que nos permite calcular la diagonal AC = o y los
angulos BAC =a y BCA =§.

Calculada la diagonal AC, en el triAngulo ACD, conocemos dos
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lados # y ¢ y el 4ngulo D opuesto al lado », estamos en el caso det
n° 213. El problema puedeno tener solucion, o tener una o dos, como
se estudio en el n°213. Es claro que resuelto el triangulo ACD, y cal-
culado el lado AD = d y los dngulos ACD y CAD, se obtienen los
4ngulos A y C del cuadrilatero. ! '

Cuadrildtero circunscripto. — Llamando a, b, ¢y d a los lados y «,
B, «, 3 a los 4ngulos, se tiene:.

s1t !

a+¢=0>b+d.

j
“f 236. Dados tres lados a, b y ¢ y un dngulo a, determinar el otro lado,
los angulos, el drea S y el radio del circulo inscripto r. — Se tiene

d=a+c—b
y también
sen (a + i
-a," ) 2 2
sen x B
3 sen é
S L
en 5 + 5
. C=7r
Figura 107 sen I sen §-
232
de donde
sen £ sen §
LI
¢c a B
| sen 'g Sell E
y analogamente
sen J sen x
b33
d- B ¥
8ern — sen -
2 2

de donde

o
ad sen?~ = be sen? X
2 2

S
cd sen?~ = ab sen® E
121 2
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La primera permite calcular v y la segunda nos da

Lclo'r

Y puesto que es 5t

se puede calcular Byéa.
Para calcular la superficie S, se tiene

S=

LQ]P—*

o bien

S = Jabed sen z

Para calcular el radio r, se tiene

o B
a sen — sen -
272

1 o o
ad sen « +—bc sen v = ad sen—co.s— + be sen
d

T“, = Jabed sen

— 180° — (“ +

=<

9

-4

|

v
(‘Oq —
¢)

-t

B+3
——

d

~ 2

¢ sen X sen —
2 2

se _

o también se tiene facilmente

S S

8

~ ate

~b+d

: :

)

-t

+

| SF B84
-

237. Problema : Resolver un tridngulo dados dos dngulos A y B y el

perimetro 2p. — Se tiene en primer término

C = 180° — (A + B)

y de las formulas del n° 202 sacamos:

B

P sen — P sen

Al

Co B 8
SB CO* 2

-

A C
€OS - €08

A
p sen -

¢ -
= , ’
A B

CoS - COoS o

= v
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y para calcular la superficie tenemos (n° 208)

El problema, suponiendo desde luego que 2p, A y B sean positivos
y que A 4+ B < 180°, es siempre posible y admite una sola solucién.

h Y

0 238. Problema : Resolver un tridngulo dados dos dngulos A y B y el
radio del circulo circunscripto. — Se tiene:

C = 180° — (A + B)
y por el teorema del seno
a = 2R sen A, b = 2R sen B, ¢ = 2R sen C,
y el drea S seria

1
S =§bc sen A = 2R? sen A sen B sen C.

239. Problema  Resolver un tridngulo, dados dos dngulos A y
By el radio del circulo inscripto r. — Por las férmulas del n° 217
se tiene:

A
p—a=rctg

p—b=r ctglj

2
6 =rct o
p = g5
y siendo
a=2 —b—e=(p—b)+ (p—0)
se tiene
B+4+C oA
/ B \ T sen —; reos 5
asr(ctgg-i-crgg):: B c= B C

Sen.TJ sen T_,)- sen T_)‘ sen T_)‘
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¥y en forma analoga e

r (BOSB
2
b=

C

| A
sen ‘—J sen ‘_Z

r C s
CoS B
c ——
A B
seén — sen —
2 2

y resulta el area S:

1 A A A B C
S =5 be sen A = be sen - cos - = r? ctg - ctg - ctg

2 2 2 2

240. Problema : Resolver un tridngulo conociendo un lado a, un dngu-
lo adyacente B y la suma de los otros dos lados (b + ¢) = m. — Se tiene

B-C b A B+C
S = — = m co
a co 5 (b + ¢) sen 7 cos 5
de donde
cosB_O Bc SO + B C
COS — COS — + sen — sen —
m 2 2 2 2 2
a B+C B c B C
cos 5 cos 5 cos‘—J—.senE sen
y resulta
B )
¢0S — COS —
m+a 2 4 tGr() m—act B
= —-— = e —
m—a B 3 P9 m4a T2
sen — sen —
2 2

Conocido C se calenla A = 180° — (B + C) y también

B-C
sen

y teniendo b + ¢ = m se obtiene b y c.
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Se puede resolver el problema también en la siguiente forma :

tg B — ‘/(p—a) (=9 ,O_ ‘/(p —a)(p—b)
2 p(p—0) 2 p(p—oc)
Luego
B C —a
thzftg‘E:pp .
Pero
a-m . m-—a
b= B y p—a= 2
vale decir
(_J‘Sotzfa(.tg_
2 m+ta 2

c¢omo en la solucion que antecede.

241, Problema : Resolver un tridngulo conociendo un lado a, el dngu-
lo opuesto A y la suma m = (b + c) de los otros dos lados. — Segiin el
n° 196 de Delambre, se tiene:

-

A
(b+c) sen

ad

que nos da

lo que nos permite calcular el angulo (B — C), y puesto que By C de-
—-C

ben ser cada uno menor que 180°, encontramos para un sélo

2

valor menor que 90°. Por otra parte

B+C o A
y podemos calcular B y C.
Tenemos también, por n° 196
a sen B-C
2
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que nos permite calcular (b < ¢) y como se conoce (b + ¢) = m, facil-

mente se obtiene by c.

s €8 necesario y sufi-

. . {
Para que se pueda obtener un valor para

ciente que

A
m sen —
2

< 1.

—-—

a

242. Problema: Resolver un tridngulo conociendo un lado a, la altura
correspondiente a ese lado hq, y la suma (b + ¢) = m de los otros dos la-
dos. — En primer lugar, obtenemos el perimetro

2p=a+b+c=a4+m . 2(p—a)=m — a.

Luego el radio del circulo inseripto r

ah/a a h 1]
rp = y =
p 2 a+m

¥y segun n° 217

¢ _r 2ah,
57 T p—a  (m+a)(m—a)

. A .
Conociendo — caemos en el problema anterior y tendremos

B+C _ g0 _A

2 2
m sSen —
B—-C 2
CcoSs 5 = ”
b+e=m
B-C
a sen
b 2 2ah.m B-(C
— c frnd == O [}
A (mt+a)ym—a). ° 2
CO8 —

2
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243. Problema: Resolver un triingulo, dado un lado &, el dngulo
vpuesto A y la altura correspondiente a ese
lado h,. — Sea H el pie de ke, y se tiene:

haq ha
t B — A —
! &5 =BA’ ¢ C=Ch
8N a l H ,,’C
R de donde
Figura 108

a:BH+OH=ha( 1
tg

1 ’ y
5t C) = ha (ctg B + ctg C)

0 bien

0=k cos B cos O\  h.sen (B+C)
— ™\sen B " sen G/ sen B sen C

Y también, puesto que,

B+ C=180° — A, (1)
‘= 2hqs sen A
~ cos (B—C)+cos A’
de donde
2hq A
cos (B—C) = ——bi‘:ll— — cos A, (2)

Esta férmula nos permite calcular (B —C)y junto con la (1) nos
dan By C.

Se puede dar a (2) una forma calculable por logaritmos, introdu-
ciendo un angulo auxiliar ¢ de calculo. Si hacemos

b © — a _ seng
'g'P_Qha—coscP
se tiene:
308 @ S sen (A —
COS (B—C):LoqcpqenA—cosA=—(*cP)-
sen ¢ Sen @

Calculados los 4ngulos, se obtienen ‘los lados por el teorema det
seno, o por las relaciones:

ha h‘u
b = ] ¢ =
sen C sen B
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La férmula (2) nos da en general dos valores para (B —C). Si uno
es¢ el otro —¢. Y en correspondencia con esos dos valores de

(B—C) se tiene;

B-O_v B—¢c_ _¢
2 2 2 2
B=9o°+923-,=-f:- B=90°—%’-%
C =90° %—% 0=9o°+ﬁ_%.

Y las dos soluciones corresponden a los triangulos ABC y A,BC,
simétrico con respecto a la mediatriz de BC.

Para que el problema sea posible, es necesario que el valor de
cos (B —C) dado por la relacién (2) esté comprendido entre — 1 y
+ 1, es decir que debe ser :

2ha
—liTsenA—cosA§+1

o bien
hasen A -1 4 cos A

2

hasen A <. cos A —1
/) 2 Y a

Y puesto que

2A 1—cos A 2A 1 4+ cos A
sen —2— = —T' y CcoS E = 2——
se tiene:
hesen A A . h,sen A
———> —sen?>. ytambién ——— < cos?A.
a 2 a —
.. A
Y desarrollando sen A en funcion de._—)
-
2h, A A > _ son? A Oha en A cos A - 2 A
el — ¢o8 - > — —sen — — os2 —.
q SNy 2 Y 3 y C08 5 =008

- A :
Y dividiendo por cos®— se tiene:
-d

)

a
he < = otg =
=35

que es la condicion de posibilidad del problema, por ser kq positivo.
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244. Geométricamente se resolveria. el problema- en la siguiente
forma : Se toma BO = ¢ y sobre £l se traza el segmento capaz del
angulo A. Se traza una paralela ¢ a la distancia h, de BC y los pun-
tos A 'y A, en que esa paralela corta al circulo nos dan, unidos res-
pectivamente con B y C, las dos soluciones del
problema.

.Trazando la mediatriz de BC ' 'que corta al
segmento capaz en M, para que la paralela ¢ corte
al arco es necesario que h, 8ea menor o igual que
MP. Pero del triangulo BMP sacamos :

A
)

a
Figura 109 MP = E (StgL
Inego para que el problema tenga solucion, es necesario que
he < 2 otg 2
ta =< § ctg E

que es lo mismo que habiamos encontrado.
Se puede todavia dar otra solucién del problema.

Tenemos
28 = be sen A = ah,,
de donde
_ ah, _ ah,
sen A A A (1)
2 sen — cos —
2 2
y también

a®? = 0% + ¢ — 2bccos A = (b + ¢)® — 2be (1 + cos A)

de donde 4

(b + ¢)? = a? + 4bc 00823

y analogamente

A
(b — ¢)® = a® — dbesen’

4

lo que nos da, segtin (1)

b + c=l/a2 + 4b¢ coszé a

1 + s ctg o

1 - LtgZ.

V he A

' A
b—c=|/a2—4bcsen2§=a
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Introduciendo angulos auxiliares de céalculo, tales que:
Dha, A
2 83

/¢

ha A
.tgcp:‘/c:ctg Sen‘]”-l/

Q"’
b+ c¢c=

obtenemos

y b —c=acos?.

1Loquenosdabduyec.
La formula (2) exige

a

A
2ctg—-

A
> . tg — . <
a > 2h, tg g © ha < 3
245. Problema : Resolver un tridngulo conociendo un dngulo A, la
altura h, y la mediana maq correspondientes a ese lado..— Sea el trian-
gulo ABC y AD la mediana ms, AH la altura k. (fig. 110).
Llamemos d = HD.

Tenemos : A A
ha 2ha | 5
eB=2 g a2 5 :
2 hal \ N th
| 5
ha 2] a ', — - 3
tg(mn— C) = a=2d.i-a,’ # =% ; i
4 -- 9 Figura 110
© bien
Qha
0=~ &
2ha  2ha
tg B + tg C 2d+a 2d-—a
tg‘(B_{-O):l—thbgO: 4h2 ’
1 [/
(24 - a)(2d +a)
© también
2hq (2d — a) — 21, (2d + a

4d¢ — a® +4h2

2ha. 2a . 4haa
4d2 — a® + 4h2 T A’ — ad + 4h2

—_—
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Pero se tiene también
m?2=d2 + hl

Luego

Es decir que se tiene:
aZtg A + dah,— 4m2tg A = 0.

Resolviendo la ecuacion de 2° grado, se tiene

a=-2m¢2%g+mhﬁA. 1)
tg A

Y es claro que calculado a y d por la relacion
d= +|m2 — h?

se puede calcular B y C.
El problema admite dos soluciones, siempre que el valor obtenido-

para a por la relacién (1) sea positivo.Son los triangulos BACy BA’C.

246. Problema : Resolver un tridngulo, dados dos lados by cy la
bisectriz b, del dngulo comprendido. — La bisectriz interior b4, tiene

por expresion (n° 225)
2b¢ 08 A
b+ c 2

ba=

de donde
ba (b + ¢)
(1)

coqA-—-
9 2bc

El problema sera siempre posible si
ba(b 2
—i+—c)<1 o bien si by < bc-
20c — —b+e

Cumplida esa condicién, encontramos un solo valor aceptable para g
ad

menor que 90° dado por la (1) y por lo tanto un solo valor para A.
Conocido A, el problema se reduce a resolver un tridngulo dados
dos lados b y ¢ y el 4ngulo comprendido A, problema ya conocido.
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Se puede resolver geométricamente el problema en la siguiente
forma :

Se toma un segmento AD igual a b,. En el punto A llevemos una
perpendicular AN a AD y trazamos una recta DN, cualquiera sea el
punto N,

Sobre ella determinamos los puntos
B, y C; de modo que NDB,C, formen
un conjunto harmoénico, cuya relacion

DB, = E- Tomemos

sobre A B, el segmento AB =1¢y so-
bre AC, el segmento AC = b.

b
seq . Tendremos

Figura 111

247. Problema : Resolver un tridngulo dado un lado a, el dngulo

opuesto A y la suma de los cuadrados de los otros lados b + ¢ = m?2.
Tenemos

(b + ¢)2 = m? + 2be,
(b — ¢)? = m? — 2be.

Pero de
a® = b® 4+ ¢® — 2bc cos A = m? — 2bc cos A,
sacamos
2 2
mé —a
2be = y
cos A
luego
2 2
m2—a
(b + ¢ =m? + ’
‘ Ccos A
2 2
m?—a
(b—c)lf=m?— .
cos A

Lo que nos permite calcular (b + ¢)y (b — ¢) y porlo tanto b y ¢,
y luego por el teorema del seno se calcula B y C.

Para hacer calculable por logaritmos a (b 4 ¢) y (b — ¢), podemos
poner :
2=m2-—a? _ (m + a) (m—a,).
cos A cos A

Y haciendo ahora

m
cos

tg ¢ =7;£: resulta b+ e¢=
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o
sen ¢, = w resulta b — ¢ = mcos ¢,

con lo que (b 4+ ¢) y (b — ¢) son calculables por logaritmos.
Tengamos por ejemplo: & = Bm, A = 60°% m?=>? 4 ¢ = 45 m?
/45 m? = 6.7082 m, m = |45 m = 6.7082 m.

A = 60° m+ a=1.068490

m = 6.7082m m— a = 0.232539

@ = bm 1.301029

m + ¢ = 11.7082 cos A = 9.698970
m—a= 17082 ——

. 2% = 1.602059

¢ = 43°18'50" x = 0.801029

¢, = 70°31'43" m = 0.826606

b+ c=9.2195 tg p = 9.974423

b— ¢ = 2.2361 sen @, = 9.974423

b=15.7278m cos ¢ = 9.861897
¢c=3.491Tm coS <P1 = 9.522882

b+ ¢=0.964709
b — ¢ =0.349488

Donde se han colocado a la izquierda los valores y a la derecha los
logaritmos.

Se puede dar otra solucién del problema.
En efecto, tomando la figura 112 se tiene.

B 4+ C=180° — A,

Y partiendo del teorema del seno

Figura 112

b?sen? A o® sen? A
sen’B = ————, sen’C = ————
a a
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Luego

2
m
sen?B + sen? C = P sen? A.

Y puesto que

1 —cos2B 1 —cos2C

Q 2 i ———— 2V o
sen® B = 5 y gen” C = )
resulta
] w  m
1 — -2-(cos2B + e082C0) = -2 Sen A
de donde
m? .
cos A cos(B—C) = p sen‘ A — 1
o bien
- m2?sen? A — a?
cos(B—-0C) = .
( ) a?cos A

Calculados (B + €) y (B — O), se obtienen By C.

Observando la figura, se ve ficilmente que el vértice A estd sobre
el segmento capaz del Angulo A trazado sobre a y ademas como el
lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distan-
cias a dos puntos fijos By C es un circulo de centro en el punto M
medio de BC y de radio M A tal que

me2 a?
MAZ = — — —
2 4,

y de ahi la resolucion geométrica. En nuestro ejemplo tenemos

B + C = 180° — 60° = 12¢°

3
B-C —45X 1“25-— 8.75 = 0.7000
cos(B - C) = 1 1250
25 X 5
B 4+ C
B 4+ C =120° '2" = 60°00'00”
B —
B — C = 45°34'23" 5 C_ 292°47'11”

B = 82947'11”
C = 37°1249”
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Calculando ahora b y ¢, por el teorema del seno, se encuentra

b= 5.728 m ¢ = 3.492 m.

248. Problema : Resolver un tridngulo dado un.dngulo A, el lado
opuesto a y la diferencia de los cuadrados de los otros dos lados

b? — ¢ = n?. — Tomando las relaciones
. .COS B—-0C
b+ c“_'_ 2
a A
seng
sen B—C
b—c 2
a - Cco8 A
2
_— . A A .
multiplicAndolas y recordando que sen A = 2sen 2 coSs 37 se tiene
Ly sen(B—C) b —c® =
/A sen A a2 = a?

lo que nos permite calcular (B — () y como por

otra parte (B 4 C) =180° — A, se obtiene By C.

Ahora resulta ficil calcular b y ¢, por el teore-

ma del seno.

Se puede resolver el problema geométrica-

Figura 113 mente. En efecto (fig. 113) el vértice A estd sobre

el segmento capaz del dnguio A trazado sobre

a 'y como el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadra-

dos de distancias a dos puntos fijos B y C es constante, es una

recta normal a BC y pasa por un punto D, situado a una distan-
cia MD del punto M medio de BC, tal que

»

a——y 0 C

2BC.MD = %,

n?

MD = 355"

La interseccion de esta recta con el segmento capaz, nos da el vértice
A del triangulo.
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249, Problema : Resolver un tridngulo, conociendo el dngulo A ylus
bisectrices interior y exterior del dngulo A, que designamos con by y b'e. —
Las expresiones de las bisectrices son n® 225 y 226

b 2bc COSA
a b+ 27
W 2be SenA
“Tb_c¢ 2

Se tienen dos ecuaciones con dos incognitas b y ¢ y es c¢laro que

se pueden asi caleular b y c.
Podemos, sin embargo, seguir otro camino. Dividiendo esas expre-

siones entre si, se tiene

b. b—c¢ A ba A b—o_senB—senC

bTa_b+00g2 b’ag2=b+c_senB+senC

©0 bien
¢ B-C
bo A _° 2
vat2 " B+
g
Y puesto que
+ C A
_6) = 900_ —2—,
resulta
B—-—C b
tg 5 T b (1)
C B+ C

Calculado B——

2

y desde que se conoce —5— = 90° — g, se ob-

tiene By C y luego, para calcular los lados, se tiene en la figura 114, que

en el tridangulo ADC se conoce el lado AD =b,, A
' S
el 4ngulo CAD = %’ y el d4ngulo C; luego se /,ﬁ, .
c 0 8 o'
puede calcular b y en forma analoga ¢, tomando Figura 114
€l triAngulo ADB.
Se puede resolver el problema geométricamente en la siguiente

forma (fig. 114) :
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Se traza el 4ngulo A, 1a bisectriz AD y la normal a ésta AD’. So-
bre AD y AD'se llevan fespectivamente las longitudes AD = b,y
AD) = b/. La recta DI’ determina sobre los lados del 4ngulo A los
vértices B y C del tridangulo.

Y la figura nos da ahora

tg D' = b
Pero B G B
D = _; —C= 29’
luego
gB=C_ 2
2 b'a

que es la relacién (1).

250. Problema : Resolver un tridngulo conociendo el lado a, la sumae
b+ c=1y el radio ro del circulo ex-inscripto en el dngulo A. — Se
tiene, siendo 2p el perimetro (n° 219)

¢ Au_ra__>2ra ]
'g2+p_a+l (1)

Y también, n° 196
B—-C b+e¢ A 1 A

cos 5 p sen 3 =2 sen 3 (2)
. B+ C A
La primera nos permite calcular ———g— =90°— = ¥ la segunda

E—;—C-, luego se obtiene B y C, y por el teorema del seno se calcula

by e
Suponiendo B > C y llamando ¢ al menor 4ngulo que satisface la
relacién (2), se tiene

A A
B=90°——+Cp, 0=90°—-‘-;-—CP.

2

Para que el 4ngulo ¢ exista, debe tenerse

~8e¢n —<1
a 2 —
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y C es positivo, si
A
90° —

2

>9

0 bien si

A
cos @ > s8en 5"

Se puede resolver geométricamente el tridngulo, para lo cual basta
observar la figura 115. Se tiene

A. ’ra "'a
€3 =ap AP = A
£3
luego, segan (1)
a+1
AP =p = 5!
= Figura 115

) a+ 1 , .
es decir que tomando AP = » Se puede trazar el circulo ex-ins-

cripto al 4ngulo A. Se toma

l—a A 2r
= — 2 — =
AP, 5! puesto que (217) tg 5 =1 —a

y llevando la normal en P, hasta encontrar a AQ’, se tiene el centro O
del circulo inscripto de radio r = P,0. Luego se puede trazar la
tangente comin interior a los circulos O y O,. Puesto que el 4ngulo
A es el doble de O, AP se tiene asi ¢l tridngulo ABC buscado, o tam-
bién AB,C,.

251. Problema : Resolver un tridngulo conociendo la superficie S, el
dngulo A y la suma b + ¢ — a = l. — Se tiene, segtin n® (193) y (205)

: A A B B ) y
S=2R2senAsenBsenO==16R2sen‘—cos—)sen—cos—sen(—Jcos(—J,
2 2 2 2 2 2
y segn n° 216:
Il b4c—a B C A
§=——2——-=p—a=4Rsen§sen§cos§-
Luego
64 senBsenOcos;A
2 2 279
_— = 3 A

B
1 — 08 —
6 cos 5 5 sen 5
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de donde
t"Bt Cc l2t A
2% 3 T8
Yy por otra parte
B C o A
3t =% —3

1

Se tiene asi el problema de calcular dos 4ngulos 3 ¥ 5 cuya suma

se conoce y cuyo producto de tangentes también se conoce (n° 142) y
conocidos B y C ya es facil resolver el tridngulo.

252. Problema : Resolver un tridngulo conactendo un lado a, la bisec-

A triz del dngulo opuesto b, y el dngulo a que esa
bisectriz forma con el lado dado. — Se saca de
la figura

A \ A
= —— y == 1 °_ -——
B=a 5 y © 80 «—
Figura 116 Y por lo tanto, de la misma figura
., BH — ba HC _ ba .
A A senB qenA_senO
sen 5 sen -
Y como
a = BH + HC
tenemos :
1 1 _
b, sen - = + = q
— o —
sen (ac 2) sen < + 2)
de donde

b A voc+A\) A = @ Sen —é sen a+A
asen—2- sen §l+sen a-—E =a 8 5 5

0 bien

2b qen—ésenaco A-—asen a—-é sen a+é
g N 2 82_.. 2 2
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o también

A A
2b, sen « tg—z- =a (sen2 o — cos? o tg? -5)
con lo que tenemos la ecuaciéon de 2° grado.
A A
a cos? o tg2—2— + 2bg sen & tg — — a sen® & = 0

y finalmente

b A —basen o + | b2 sen? « 4+ a? sen? & cos? «
£3 7 a cos® a

A
Hay que desechar la solucion negativa, porque el valor de 5 debe

ser menor que 90° y por lo tanto su tg es positiva.
Encontrado A, es facil obtener los demas elementos del tridngulo.

253. Problema : Resolver un tridngulo dadas las tres alturas ha, ho
Yy h.. — Siendo S el area del triangulo, se tiene

2S = ah i— = chc. (1)
Recordando que S = pr (n° ), siendo r el radio del circulo ins-
cripto, se tiene n° 227 : N\

que permlte calcular . a5 o
a/ oy
y también }JC\
8 25 S 1 2
Pl = L T W TP\ T

y analogamente
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reemplazando estos valores en la formula de Heron se tiene:

1/1 2\/1 2\ /1 2
Q2 22\ 2 _AY A
S - S l/ (ha ha) (’)‘ hb) (’r hc)

]

lo que nos permite calcular S
1

1/1 ANAL 2\ /1 2
r\r ko \*  Re)\r  he
y luego la (1) permité obtener a, by ¢. Para obtener los Angulos se

tiene
£ 2\ /1 2
A _ » hy/ \r he

3= 11 2
r  h,

o

< B C
y andlogamente para tg 5 7 tg -
Para que el problema pueda resolverse, debe tenerse:

a<b+e bLat+e y e<a+bd

1o que equivale a decir

11,1 l>1+l. _>_ 1
e h wmTn Yo e

El problema puede resolverse geométricamente en la siguiente
forma :

Se toma una circunferencia c¢unalquie-
ra de centro O y radio R y desde un pun-
to P, con radios hq, hp ¥ ke se corta a la
circunferencia en los puntos M, Ny Q. Se
prolongan PM, PN y PQ hasta encontrar
a la circunferencia en los puntos M,, N,

Figura 117 y Ql'
Digo que los segmentos PM,, PN, y PQ,
son. proporcionales a los lados del tridngulo. En efecto, l1a potencia k*®
del punto P con respecto a la circunferencia es:

PM.PM1=PN.PN1 =PQ.PQ1=k2
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que podemos escribir:
hoPM, = hyPN, = h.PQ, = k? (1)
Por otra parte, se tiene :
ahg = by = che = 28
y dividiendo miembro a miembro

a b ¢ 28

—— o—— —— P

PM, = PN, PQ, &?

Siendo los segmentos PM,, PN; y PQ, proporcionales a los lados
del triangulo, si construimos un tridngulo
(fig. 118) cuyos lados sean PM,, PN, y PQ,
éste sera semejante al tridangulo buscado.

Sea AB,C, el triangulo que asi se obtiene.
Trazando su altura AH, y lievando sobre
¢lla el segmento AH igual a ke, y trazando
por H la paralela BC a B,C,, el triangulo 5
ABC que asi se obtiene es el pedido.

Se puede proceder también en la siguiente
forma: Se construye un triangulo cuyos lados sean las alturas h,, Ao
Y he. Luego se trazan las alturas de este tridangulo, que llamaremos
Way Wy y e )

Constrayendo el tridngulo de lados Ve, h's y I, este tridngulo es
semejante al triAngulo busecado.

Puede darse todavia otra solucion. Se tiene:

Figura 118

aha = bhp = ch, = 28,
que se puede escribir

a b _
1 1
ha T

T =|e

Luego el tridgngulo que tiene por lados las inversas de las alturas es
semejante al triangulo buscado y por lo tanto sus angulos seran igua-
les. El problema queda reducido a resolver un triangulo del que se

conocen sus tres lados.
1 1 1

ha’ 7&? he



4

Y

Y se tendria asi:

Y en forma analoga para ]—3 y
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i)

Iy

ha

" 1 1
hb hc

{1 + 1

A h_a ke

g5 = 1 1
(h_a+ +

2

A}

1\ /1 N
hb hc‘ hb

i)

5 lo que nos da A, By C.

Encontrados los angulos es facil calcular los lados, puesto que :

hy

he

ha he

— —_— ’
sen C sen A

“senC senB

ha

hy

c frmmmnd - .
sen B sen A

254. Problema : Resolver un tridngulo, dadas las tres medianas ma,
mp Yy me. — Hemos encontrado (n° 224) las expresiones de las media-

nas:

Haciendo

Se tiene

me =

b? + 2
2

a? 4 ¢

2

a2+b2
9

a2
- !

4
b2

- 7 ?

4

02

4
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Luego es
1 1
2 - -
Me 3 3
1 1
w13
1 1
2 _ -
me é 4
4 , 8 , 8 ,
r = _——gma+§mb+§mc.

1 1 1

4 2 2

1 1 1

2 4 2

1 1 1

2 974

Y anilogamente
4 8
y=§’m’g '9‘m§+9m37
8 8
z = 59)13 + gm% — —m2.
Solucion geométrica. — Supongamos el problema resuelto y sea

ABC el tridangulo cuyas tres medianas sean mq, ms y mc, que se cortan

en un punto G, cuya distancia a cada lado es
igual a un tercio de la mediana (fig. 119).
. . 1
Prolonguemos AD en una distancia DH = 3
mq. La figura BHCG es un paralelogramo por
cortarse las diagonales en partes iguales. Lue-
go el trisngilo GBH es un tridngulo cuyos tres Figura 119
lados son iguales respectivamente a los dos
tercios de cada mediana. De ahi la construccién, Primero se constru-

ye el triangulo GBH con lados

[y

mp y BH = émc.

(VR )

GH = -m,, BG =":

Wi

Se prolonga HG en segmento igual GA = GH =

Wi o

ma, y Se tiene el

vértice A del triangulo. Se une al punto D medio de GH con B y se
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prolonga DC = BD y se tiene el vértice C del tridngulo. Uniendo
A con O se tiene el tridAngulo ABC que resuelve el problema.

EBjercicio : Sea mg = 5m, mp=6m, m.=T7m.
Calculando resulta:

r = 64,444, y=49,778 y 2= 32‘,444.
Luego )
a =|e =)64.444 = 8.03m
b=}y =)49.778 = 7.06 m
¢ =z =}32.444 = 5.70 m.

255. Problema : Dada una recta AB y un punto P sobre ella, situado a

las distancias ay b de A y B, determinar la curva que describe el punto P

cuando los extremos A y B se mueven sobre dos

s ejes ortogonales x'® e yy' respectivamente. —

Llamando a al angulo ABO, y si # e ¥y son
las coordenadas del punto P, se teine :

A

@
- ® = acosa — == COS &,
o, a
y
)
Figura 120 Yy = bsena -a—; = Sen o.
Luego
2 2
@
— + ?!;= cos?a + sen? o = 1.
a b

La curva que describe el punto P es una elipse de semi-ejes a y b.

\jj\ 256. Problema: Calcular el dngulo 2z que forman entre si las tan-

Y gentes comunes a dog circunferencias de radios R y r, tangentes exterior-

Figura 12]

mente. — Sean las circunferencias de centros O y O’ de radios Ry »
¥y 2z el 4ngulo de las tangentes comunes ST y ST, (fig. 121).
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Tenemos, trazando por O’ la paralela a ST hasta cortar normalmente
a OT en K resunlita:
R-r R-—»r
00 R+r

sen r =

Y es claro que ahora resulta facil calcular también el angulo que

forman ST con Z'Z. W
/é%ZL¢¢¢A/r N

257. Problema : Sobre la j/ormal al ¢je x'x N e
se toman dos segmentos consecutivos A = « -0, }&
y BC = ), de longitudes conocidas. Buscar la 8
v -
posicion de un punto O desde el cual se ve el x’ "y x

. ’ 0 :;./_/A

segmento b bajo un dangulo dado a. Encontrar la M
posicion de O para que o sea mdximo. — Sea O Figura 122

lv posicion desde la cual se ve al segmento b
bajo el angulo « (fig. 122). Llamemos # a OA y ¢ al angulo BOA,
se tiene:

Yy también

Eliminando tg 7, se tiene:

wttg o — b + a(@+b) tg o =0

fara ¢ may we. [T,

o bien
= 2/0. 17
m:biVb2—4a(¢1,_|.b) te? b /:(]_;f)_ -
Jtga é o = —_— -

2va(y +m)
En general se tienen dos soluciones. Se puede resolver ¢l problema
geométricamente, trazando sobre BC el arco eapaz del angulo «. Los
puntos en que ese arco corta o Ia recta @’z son soluciones del proble-
ma. Si el arco es tangente a @’z hay una solucién y si es exterior no
bay ninguna.
Por otra parte, se obtiene

22



cuyo maximo corresponde a .

0 bien

Iy

que ocurre cuando el ¢irculo de centro O, es tangente ala recta 2’z o
sea cuando las dos soluciones para @ son coincidentes, pues para ello
debe ser .\

b

h? — 4a(a+b)tga =0 by o= ——————
2Ya(a+b)

~ 258. Problema : Llamando D, B y F a los puntos de contacto de los
\" lados de un tridngulo ABC con el circulo inscripto de centro O y radio
\‘ 8 », demostrar que la relacion de las dreas de los
tridngulos DEF al drea del tridngulo ABC es

————= 3D . A B C
“~o.--7/\ .zsenjsen;sen >
Y Yo ’ - i
A\
/N
y - . Uniendo el centro O con los puntos de
Figura 123 contacto D, & y F y llamando s al 4rea

DEF, descomponemos al triangulo DETF en
tres, cuyas 4reas son (fig. 123):

. 1 1 1
sup. DOF = 5 +*sen DOF = r?sen(n — C) = 5 r2sen G

y andlogamente
sup. DOE = %9‘2 sen B
sup. FOE = %W sen A,
Luego
8§ = % 12 (sen A 4 sen B + sen C).

ad

Y también se tiene:

1
S = ;;bcsen A.
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Y sacando b y ¢ del teorema del seno:

1 ,sen B sen C

S = _a
2 sen A

Hemos visto que (n° 84)

A B C
sen A + sen B + sen C = 4 ¢os — ¢0oS — €os —
2 2 2
y por el n°® 217.
C
sen — sen —
r 2 2
a A
Co08s -.‘.)_1
Y reemplazando se tiene:
s r?sen A (sen A + sen B + sen C)
S a*sen B sen O
sen? B sen? © 2 A A 4 A B ©
] — ) —_— ] 'll — —_— L) S PR () — —
5 5 28en; cos 54 COS 508 5 - COS 5
2 B B . ) C
COSs* — 2 sen — cos —+ 2 sen — €os —
2 2 2 2 2
0 bien

A C
= 2 sen — sen — sen —-
2 3

<
2 2

ol *

259. Problema : Hallar en un tridngulo, la distancia que hay entre
el centro del circulo circunscripto y el punto de
cruce de las alturas. — Sea (fig. 124) el triangulo
ABQC, O el centro del circulo circunseriptoy H
el punto de encuentro de las alturas. Llamare-
mos @ a la distancia OH, que es nuestra incég-
nita.

Suponemos conocidos los elementos del tri- Figura 124
dngulo ABC.

Bajemos Ja normal OP sobre el lado & y tenemos

PN
COoP = A.

PN
Y en la figura se tiene ademis CHL = B.

Luego
CL=CHsenB =bcosC
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de donde
vy _ beosC
~ senB
Y también
N N

HCO = HCL — OCL = (90° — B) — (90° — A) = A — B.

Y aplicando el teorema del coseno

~ia2 .2 ~a2 <N
OH = 2> =CO" + CH" — 2C0O.CH cos HCO.
0 bien
b2 cost C b cos C
2 — R? —_— 2 . 0s (A —- B)-
v + sen? B B sen B cos { )

Pero, segiin el teorema del seno:

b
= 2R
sen B
luego
22 = R? + 4R?c0os? C — 4R%cos C(cos A — B)
y también

x? = R? — 4R? cos C [cos (A + B) + cos (A — B)]
y transformando en producto la suma de cosenos:

2? = R%(1 — 8 cos A cos B cos O).

Y finalmente

x=RJ1l — 8cos A cos B cos C-

260. Problema : Se tiene un rombo ABCD de dngulo en A = 60°.
Por el vértice A se traza una recta m movil
alrededor de A, que ¢s cortada por la prolon-
gacion de los lados del dngulo C en los pun-
tos M y N. Uniendo para cada posicion de
la recta los puntos M y N con D y B respec-
tivamente, los segmentos MD y NB se cortan
en S. Buscar ¢l lugar geométrico de los pun-
tos S, con el girar de lo recta m (fig. 125). —
Llamando a al lado del rombo, hagamos

Figura 125

SBD =a, BDS =8, MAC=-.
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Se saca del tridngulo BMA

BM  sen(y — 30°)

o sen (v + 30°)

Y del trif’mguio BDM, se saca

BM sen
a  sen (60°—f)

Luego se tiene

sen (v — 30°) sen g

sen (y + 30°)  sen (60° — B)

y de ahi:

sen (v — 30°) — sen (v + 30°) _senf — sen (60° — B)
sen (y — 30°) + sen{y + 30°  senf + sen (60° — B)

y transformando en producto

sen (— 30° cosy  cos30°sen (B — 30°)
sen y cos (— 30°)  sen 30° cos (B — 30°)

teg 30°  tg (B - 30°)

i

tgy  tg30°
o bien
tg30°  tg(30° — B
tg~  tg30°
De donde se deduce
‘t2 2009
t.g(30°—[3)=t"’ 30° 1 )

tgy  3tgy

Procedemos en forma analoga para los tridngulos DAN y BDN y se
obtiene:

1
o (30° — = — .
tg (30 o) Sta~
Luego
30° — B =a — 30°
0 bien _'
% + B = 60°,
El angulo Yoy
BSD = 120°

quiere decir que el punto S se mueve sobre el circulo circunscripto
al triAngulo BCD. '



— 342 —

261. Problema: Se tienen dos esferas de radios R y R, y de centros
O y O,, externos y cuyos centros estdn situados a una distancia d. Deter-

Figura 126

minar 8obre la linea de log centros un punto A tal que la suma de las
zonas vistas desde él sean de drea minima. — Pongamos (fig. 126):

N N
OAT =z O,AT, =y

La suma de las superficies de las zonas tiene por expresion

S = 2xR?*(1—sen ) + 2xR,2(1 —sen y) =
= 2nR? + 2nR,? — 2n[R? sen # + R,% sen y].

Y por lo tanto, el valor minimo de S, corresponde al minimo de
R?sen x + R,%'sen y. Hagamos

R?sen 2 + R2seny = k2 (1)

!

Se tiene ademas, puesto que

AO + AO, =d
que

sen # sen y

Y multiplicando (1) y (2) se tiene

sen @ RR,? sen y + RS —di?

R® + R?R,
sen y sen

cuyo minimo, corresponde al minimo de

seq @ sen y
R

R 1
sen y sen @

es decir, corresponde al minimo de la suma de dos cantidades cuyo
producto es constante ¢ igunal a RR,;. Pero se sabo que este minimo
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tiene lugar cnando las dos cantidades son iguales, es decir, que debe

tenerse en el minimo i

sen @ sen y
= R,
sen y sen &
0 bien
sen? @ _ E
sen?y R sen y
Pero
sen o = R sen y = B,
” a0 Y Y= 20,
de donde
R
AO = R ) AOI = 1 3
sen x sen y
AO Rseny ‘/R VR“
. AO1 R,senx R VR 5
AO = AO,
V °
y
:i
AO,=d - AO=d — AO, VB
YR
y entonces
_ /' R3
AO |1 + — | —
' 1 ( VR|13 d
dJR3 dVR3
/R®+VR,? VR?+|R,?

Yy entonces .
R _R(R+/RY)
sen ¥ = _—
AO dVR3

R R R3 R
sen y = —1 1(V + | )
AO dl/Rs

Y el area total minima es dada por

S = 2nR? 4+ 2nR,* — 2% R? (/R? + /R?) + B (VR? + IR,3)
d VR d VRI
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0 bien

= 2aR? + 2nR,? — In R (R, VR® + R?) + Iﬁ 2 (R? + JR/R)
afR VR,

y finalmente

R3+VR2)*
o= suf 1 o - URHED]
- 262. Problema : Se tiene un dngnlo conocido yOwx (fig. 127) que

,]/L' lamaremos .. Trazar una recta AB que forme con Ox un dngulo B de
i ’
modo que el drea OAB tenga un valor dado S.—

/ Llamemos
= 0A
y = OB.
” Y tenemos
. 28
Figura 127 98 — 2y s — . 1
igur S = axy sen o xy — 1)
Y también
x . g x  sen[180°— (a+ )]  sen(x + B)
dor B A y sen {3 ~ senf
- '§60‘{/‘X +C') Lnego es:
2 — 28 sen (x + f8) - =‘/2S sen (o + B) _ OA
sen & sen 3 sen « sen f3
g — 28 sen § y = l/ 2Ssenfl, OB.
sen a sen (« + J3) sen o sen (& + f)

Y la longitud AB esta dada por:

xsen o Y Sen « 28 sen a
AB ~Y l

~ sen (@ + B) senf — V sen Bsen(x + )

263. Problema : Se da un dngulo yOx = o y un punto P. Trazar por
/l//k/ el punto P una recta AI’B de modo que el drea del tridngulo AOB tenga

/ un valor 8. — Se pueden presentar dos casos :
1° Que el punto P esté en el interior del angulo e, y 2° que esté
fuera.

Consideremos el primer caso (fig. 128). Sea AB la recta y llamemos

r = 0A
y:O:B.



— 345 —

Bajemos del punto P las normales PR y PQ sobre Oz y Oy.
Pongamos

PR =4a, OR=qa;, PQ=10, 0Q =1,

< <
POR = «,, POQ =2, OP =-c.

Tenemos

! a a4 a
tg‘alz—_—, 01)'—_0:' _ 1
. a,l seln ocl CcOoSs ocl
—_ Figura 128
a2 = O — al 1g

b = c¢sen (x— o).

Y segin sea como se da por determinado P, se calculan los valores

‘ S
que faltan hasta conocer ¢ y b. Y podemos poner: g = 2
e XK
09 — — “ a »x -+ 16_?5_):25
28 = ax + by = xysen . PP

K}
_ A Asu ¥ XS — 2 Smnd T
Tenemos asi un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

Resolviendo se obtiene:

e Zab / Sab
Sil/S(S— ‘“) S:FVS(S— “)
- Se]]¢ o Y — _sena
v = a Y= b '

El problema admite dos soluciones, siempre que se tenga

2ab

Nell o

S >

Y en el caso que Ssen a == 2ad. hay
una sola solucidn.

Contemplemos ahora (fig. 129), el
caso en que el punto P sea exterior
Figura 129 al angulo yOx. Hagamos las mis-
mas consideraciones y pongamos:

OA=2 OB=y, PR=a, OR=4q. PQ=10 O0OQ=0,.

Podemos poner:

28 = axr — by = xysena.
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Y resolviendo este sistema de ecuaeiones se obtiene :

Y 9
siVs<s+ "") -..-sil/s(s+ “b)
sen o sen «

a

T =

130). Trazamos la tangente AT en A y por el
punto B la secante BMT, que forma con BA el
dngulo .

Determinar o de manera que el volumen en-
gendrado por el tridngulo mixtilineo AMT sea
igual al volumen engendrado por el tridngulo
mixtilineo AMB, cuando la figura da una vuel-
Figura 130 ta alrededor de AB. — Debe tenerse entonces

Z

J; 264. Problema: Se tiene un semi-circulo de centro O y radio R (fig.

r

of mmeeo--oXx

vol. eng. AMB = vol. eng. AMT.

o lo que es 1o mismo

vol. eng. BAT = 2 vol. eng. AMB. (1)
Expresando ahora el volumen del cono BAT y el volumen engen-
drado por la rotacion del triangulo mixtilineo BAM que se puede

expresar como la suma del volumen del cono BMP mas el volumen
del segmento de esfera PMA, se tiene:

1 —o
vol. ABT = 3 wAT .AB = .-g—a'cRE” tgla
1 — 8 9
vol. PBM = 3 nPM".BP = gnR" sen® o cos’e.
1 —— 1 ——y 4 .. i
vol. PMA = A wPA" + 5 nPM°. AP = 3 nwR3senba + 4R sen‘a cosla.

Y reemplazando valores en la (1) se tiene:
tg? e = 2 sena cost o + sena + 3 senta cos?a.
Y dividiendo par sen’x y multiplicando por cos*e obtenemos

1 =2cos®a + cos?asenta 4 3sen®acoste.
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o también :
1 = cos®a [2costa + (1—cos®a)? + 3 (1--cos?a)cos®al.

Y simplificando
1 = cos?a [cos?a + 1].
De donde
costa + cos?a — 1 = 0.

Ecuacion bicuadrada. Poniendo :

cos?a =u

se saca

wH+u—1=0
resulta

~1+y5
b= —"""
2

donde no hay que tomar en cuenta el signo —, porque siendo cos «
menor que uno en valor absoluto, lo mismo debe ocurrir para u.

Luego :

_1+E cosa = +

cosla =

/:_1+—'/5
; =
Y calculando el valor de «, se obtiene
a = 38°10'24".
Se puede observar que u es la parte mayor del radio dividido en

media y extrema razon, tomando el radio como
unidad.

x
>°
]

!

ot--bk-

265. Problema : Enuna esfera de radio R y cen-
tro O (fig. 131), llevar un plano secante AB de mo-
do que el volumen del cono de vértice O y cuya base
e8 la interseccion del pluno con la esfera, sew igual
al volumen del segmento esférico. — L5l volumen del Figura 131
cono tiene por expresion

1
V = §“ R3 sen? a cos o

y el volumen del segmento esférico

1 .
V= 37 R® (1 — cos a)? (2 + cos a)
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Luego debe tenerse

sen? o cos & = (1 —~ cos a)? (2 + cos a)

0 bien

A

(1 — cos a) (1 + cos &) cos o = (1 — cos a)? (2 + cos «)

de donde

cos?a +cosa—1=0
y resulta
—1+V5
—

COS & =

donde hay que desechar la raiz negativa y resulta

Kl valor de cos « es la parte mayor del radio, dividido en media y
extrema razdén, tomando el radio como unidad.

266. Problema : Se tiene un sistema de ejes ortogonales Oz y Oy (fig.
132) y una recta mévil On que pasa por O. Se
toman dos puntos A y B sobre los ejes Ox y Oy

: “ \\\'\ . respectivamente y desde ellos se bajan las nor-
! \;\‘""""’*-'-”\‘f males AA, y BB, a la recta On. Buscar el lu-
:’ ™~ ’ - ,;' ’: gar de los puntos medios M del segmento A B,
{1 97 ”) N\ . éon el girar de la recta On. — Llamemos a
2 :/ :,'A al segmento OA y b al lado OB y sea: ¢ el
DR o angulo que hace On con Ox. Tomemos a eon-
Figura 132 tinuacién de OA,’el segmento A,C igual a
OB,. Se tiene
OA; = a cos v, OB, =bsen ¢
AA, = asen o, BB, = b cos p.
Y también
\ AA, AA, aseng a
tgA(JO:AIO ~ OB, bseng b
y
tg‘BOO:BBl BBl_bcoscp__l_).

BC T OA, acos¢ a
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Luego

tg ACO = — ctg BCO.

1
tg BCO

Y los dngulos ACO y BCO son complementarios, es decir, que el
angulo ACB es recto y el punto C se mueve sobre un circulo de di-
metro AB.

El punto M, medio de OC, se mueve sobre una figura que es homo-
tética, es decir, sobre otra circunferencia y la relaciéon de homotecia

1 s
€8 —

2

-

Podriamos obtener el mismo resultado por otro camino. Llamemos
d a la distancia OM y tenemos

2d = OA,; + OB, =acos ¢ + bsen ¢
0 bien
2d? = ad cos ¥ + bd cos ¢.

Llamando x e y a las coordenadas del punto M se tiene

d2v:' w2 + y2

x=—=dcosp e y=dsene,
Luego
2 (x? + ¥°) = ax + by
0 también
2(x® + y?) —ax — by = 0.

Que representa un circulo qué pasa por el punto O y calculando las

coordenadas de su centro O, se encuentra
a b ,

que Son -y lo que esti de acuerdo con

la soluc¢ion anterior.

267. Problema: Caleular la distancia del
punto medio de un lado de un triangulo a 1
la recta que une los pies de las alturas sali- Figura 133
das de los extremos de ese lado (fig. 133). —

Sea el triangulo ABC. Los pies de las alturas salidas de By C se
encuentran sobre la circunferencia de diametro BC = a. En la figu-
ra, se tiene

“C

NP

OL = ON sen ONL.
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Por ser el triAngulo CON isdsceles, se tiene ON = g y el angulo

ONC = C. Siendo el cnadrilatero BMNC inseriptible, se tiene

< |
B + MNC = 180°.
Y también
€ X <
B+ MNO 4+ ONC =B + MNO + C = 180°,

<+
Luego MNO = A y resulta

OL = gsen A.

Para un valor de a, si A queda constante, ocurre lo mismo con OL
y con MN.

268. Problema : Sobre un circulo de centro O radio R se dan dos pun-
tos A y B. Encontrar sobre el circulo un punto M tal que AM + MB = [,
siendo 1 una cantidad conocida (fig. 134). — Tracemos la bisectriz OC
del angulo AOB y sea a el angulo AOC.

Llamemos # al angulo COM. Se tiene,si e <e

(o}

N
A L/t 8
o :'il “ w a_*_,v
o o L}
2R (sen -+ sen ) =1
‘) )
-—d -d
ysia>o
CI
Fi 34 - r—0 s
igura 1 9R (sen + sen =1l
\ 2 2
La primera nos da
@ l
Co8 5 = ———

-

o
4R sen 5
-

que da dos soluciones simétricas con respecto a OC, siempre que

o
2R sen aa < 1 < 4R cos o

La segunda nos da

X l
sell — = —
2 o
4R cos

2
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que da dos soluciones simétricas con respecto a OC’ siempre que -
o
2R sen a <l < 4R sen ™
Iil problema tiene cuatro soluciones cuando
AB <Il< AC + CB,
dos soluciones cuando

AC+CB<I< AC 4+ OB,

Ejemplo :
R=5m. a=60° [=9.30m.
Se tiene
T 9.30 x
- = =0. — = + 21°33'54"”
cos 5 155 X sen 30° 0.930 5= = 1°33'54
® = + 43°07'48"
x 9.30 ®
— = = 0.537 — = 32°28'47" = 64°57'34"”
sen 155 % cos 30° 0 0 5 [ x=064°57'34
g =147°31'13" .*. #=295°02'26"

(o bien z = — 64°37'34")
Se tienen cuatro soluciones y resulta

AB=8.66m. AC 4+ CO=10.00m.

Si R = 5m, e = 6(° AB = 8.66m. l=15m.

Se tiene:

cost =22 E L
T T 4xbxsen30° 10

que hay que rechazar

x 15 15

Z = = = 0,
"G T TX5 X cos 60° .32 8660

-3

I
o
=

Q
=
=

z = 120°00’

Il

120°00’ ® = 240°00/

] Wiy

(o bien = — 120°00%)
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269. ' Mostrar que lds alturas AA’, BB’ y*CC’ en un tridngulo ABC
son las bisectrices del tridngulo A’B’'C/, cuyos vértices son los pies de-esas
alturas (fig. 133). — Llamando . al éngillci CC'B’ se tiene, en el
triingulo C'ADB’

i
oty (SR8 138 il b
T2
B'C” = b%2cos? A + ¢2cos? A — 2bc cos® A = a? cos? A
¢

Luego

Pt
cos v sen A
ccos A acos A

; T 4
Y. CoSvE="-8en-A.
a
e

Llamando v’ al 4ngulo CC’A, se tiene en el triangulo C’'BA’

V2
AC” = a?cos?2B + c2cos? A — 2ac cos® B = b? cos? B.

Y entonces:
cos v’ sen B o8 - ¢ B
A = os -’ = —sen B.
¢ccos B~ bceos B Y

Y teniendo en cuenta el teorema del seno

Fi_glll'& 135 cos q‘/ —_ cos \‘/, as Y,'

I

oS
Otra demostracion. — Del triangulo AB’C’. Siendo

AR =ccos A y AC =bcosA AU
x_ l .u"" 1_ AB’

b
= -
c

{

se tiene, segiin el teorema de las tangentes, segin la figura

P — ¢ B-C
AC - AR ET 5 p_ ¥y
AQ + AB A o
+ ctg.—,- bte ctg%
{ y ¢, -¢=DB—-C

¢ +9=B+C=180°—- A

¢ =B
A ¢ = C.
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Analogamente, de el triangulo BA’C’, donde se tiene

A\Y4
BA’=c¢cos B, BC' =bcosB ﬁ(;,:g
86 Saca
F— A-C
BC — BA/ tg%z b—e €T3
BO' + BA' B b+e B
ctg ctg —
2 2
¢ —9=A-0
¢ +¢=A+4+C=18(°—-B
9 = A
¢’ = C.
Luego
¢ = .
Y por lo tanto ‘
T=

Se puede demostrar lo misma geométricamente. Se tiene, segin
la misma figura

—_— 4S  D%?% — 48
AB’2=02—hb2=02—-bTZ=_T
a 2¢2 — 4
AO’“=b2—h02=b2—40—§=2—002—S
AB' ¢
AC b

Los triangulos AB’'C’ y ACB son semejantes por tener sus lados
proporcionales y comidn un angulo ; luego
ACB =¢=0C
AB'(' = ¢, = B.

Analogamente, considerando los tridngulos BA’C’ y BCA, se tiene
BAC =¢9'=C

BC’'A’ = ¢,/ = A.
luego
¢=¢ Y=x"
23
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270. Problema : Se tiene una ctrcunferencia de centro © y radio R.
En un punto T se lleva la tangente geométrica y sobre ella se toma un
segmento TA = t. Trazar por el pun-
to A una secante ABC, para que el
triangulo TBC resulte de drea mdzime
(ig. 136). — Es evidente que ese m4-
Ximo existe, pues cuando la secante
ABC tiende a confundirse con la tan-
gente AT, el 4rea tiende a cero, y lo

Figura 138 misme ocurre cuando esa secante tien-
; de a confundirse con la tangente AT"’.

Llamemos ¢ al 4ngulo que hace ABC con AT y « al angulo que

forma AO con AT. Se tiene en primer término

AB.AC =1
y también

R
AO =
sen o

Y siendo M el punto medio de BC, se tiene

R

AB + AC=2AM = 2A0 cos(p—a) =2

oS (P -- ).
sen o (P—a)
Haciendo AB = g’ y AC =p”, resultan ¢’ y p” las raices de la ecua-
ciéon de segundo grado

2R
sen o

P — cos (&) + 2 =0

y el drea del tridngulo BCT tiene por expresion

1
S = E(P” — ¢’) tsen .
Y puesto que

/ 17 2R 1PN/ 9

2 —senacos(cp—a) y p'p” =t
Se tiene

2
v o_ 12_____ 1" ne __ ot — “‘2 _ _ ’2
(e ) " +¢) 1e'p sonta (P — ) - 4
o bien
R?
(" — )P =4 cos? (p — a) — t*

senf o
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de donde A

2R '
P” —_ p’ — senx. VCOS2 (cp — oc) — COS2a0

Y el 4rea S del triangulo BCT, tiene por expresion

R
= - t se . Z(p — — 2 o
8 =——-tseng Veos? (¢ — &) — cos? &

Tratamos de encontrar el maximo de la funcion

f

sen P Jcos? (¢ — ) — cos®a
0-lo que es 1o mismo, é1 maximo de la fancién
y = sen? ¢ [cos? (¢ — &) — cos® ).
Esta funecion puede/escribirse en la siguiente forma
y = sen? ¢ [cos (¢ — &) + cos a][cos (p — &) — cos «]

y transformando la suma y la diferencia de cosenos en producto, se
obtiene

N4 2a — @ 14 20 — @
“} 2 —_ —_—
y = 4 8sen ¢ sen ) sen ) cos ) cos )

y el problema se reduce a estudiar el maximo de la funcién
y = sen® ¢ sen (2a — @)

cuando ¢ varia desde 0 a 2«.
La derivada de la funcion con respecto a ¢ igualada a cero nos da:

%=3sen2cpcoscp.sen(2oc — @) —sen®¢.cos (20 — @) =0

de donde
3 cos ¢ sen (2¢ — @) — sen @ cos (2a& — @) = 0
o bien
3tg(2a - 9)=tge
y también
tg 20 — tg @
1+ tg2e.tge

= tg ¢
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y poniendo, tg 2« = a, se tiene la ecuacién de segundo grado

atg?e +4tgp —3a=0

- 244 + 30
a

que nos da

tg e =

vale decir que la ecuacién de segundo grado tiene dos raices reales y
de signo contrario.

Resulta muy interesante la discusion
de estas raices segiin sea la posiciéon del
punto A sobre la tangente, o lo que es
lo mismo segtn sea el valor del angulo a.

En particular, si A ocupa la posicién
-del punto L, es dec¢ir si & = 45° 0 2a =
90°, tg ¢ vale /3 y el 4ngulo ¢ vale 60°.

Resolver un tridngulo rectangulo, cono-
Figura 187 ciendo la mediana mq y la bisectriz b, co-
rrespondientes al dngulo recto (fig. 137). —

Se tiene, llamando S, al 4rea del triangulo, que

Y también
(b + ¢)2 = b2 + ¢® + 2be = 4m2 + Y2 ba (b + o).

Y haciendo
®=>b+ ¢,

tenemos la ecuacién de segundo grado
22 — 2 bae — 4m& =0
que nos permite calcular
9

w=b+c=7

bo + JbE + Smﬂ'
Pero es también

(b — )2 = b® + ¢ — 2bc = 4m2 — J2ba (b + ¢)
o bien

b— ¢ =)amd — |2 bar.



Calculados (b + ¢) y (b — ¢), se obtienen facilmente by e.

Segunda solucion : Hagamos

b+c==w
be = y.
Tenemos
(b + ¢)> = 0% + o + 2bc = 4m2 + 2y = 22, (1)

Y puesto que la bisectriz de un 4ngulo de un tridngulo divide al lado
opuesto en dos segmentos CN y NB tales que:

bc = CN.NB + b2 (2)
Yy en nuestro caso v

CN=mg+MN y NB=m,— MN.

Y como por otra parte
CN NB  2m,
b ¢ b+ec

de donde
2mqb 2mqc
N = B =
C b+c¢ N b+ ¢
y entonces
4mibe
3N . =
CN.NB b+ o

y reemplazando en (2), se tiene

4m2be 9
“’w+&+“
o bien .
= 4——253, + b2
de donde
b2 x?
Y=o = 4m?2
y de (1) sacamos
22 — 4m,?
y=7"">3
igualando
92 a? 4
b d —_— w2 - 47”/0s
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’«le donde

22 = 4mad + b2 + J(dma? + b2 — 16m,t

Encontrado %, se tiene b + ¢ = {z* y también

m2 - 4.ma2 ba2 i '/(4ma + ba)2 - 16ma4.
y= 9 = 9

- L

Y ahora podemos considerar a b y ¢ como las raices de una ecua-
cién de 2° grado de la cual conocemos la suma de las raices (b + ¢) y
¢l producto be.

Tercera solucion. — Llamando d a la distancia MN y na LN, se tie-
ne, tomando la potencia del punto N
i (Mo + d)y(mqg — d) = ba X
o bien
Mmqa? — d? = ban.

Pero siendo el tridngulo LMN rectangulo,

mq + d2 = n?

de donde
n? + b — 2m =0
que nos da
b /ba2
—_— — o ) 2
n = 5 j—_' 1 + 2m,
y luego

d = V'nz -_ m'a2

y en el trisAngulo AMN se conocen los tres lados y puede calcular-
se el angulo AMN = 2C y porlo tanto se obtiene C.
Podria calcularse C del triangulo LMN que nos da

tg (45° — O) = ¢,

Ma

Construccion grdfica. — La ecuacion

n? 4 ban — 2mz = 0
;r
nos da el camino para la solucién grafica del problema.
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En efecto, para obtener n basta tomar un circulo de didmetro b,
llevar una tangente de magnitud |2 m, (que es la diagonal del cua-
drado de lado m,). Unir el extremo de esa tangente con el centro del
circulo y las raices de la ecuacién son la secante entera y su parte
externa. Obtenido #n, con centro en L y radio n, se obtiene el punto
N y por lo tanto A.

Ejemplo numérico. — Sea A = 90°, my,=50m; b, = 44.8288 m.
Tomando la ecuacion :

n? + bon —2m2 = 0

donde es
b. b2 )
n = — b + 1 + 2m-
Se tiene
ba bg, 2
5 = 224144 log | * + 2m}| = 3.7405526
b2 -
~% — 502.4053 I |
4 log V T + 2m} = 18702763
2m? = 5000.0000
b2 /b2
+ + om: = 5502.4053 V T+ omE = 74.1782
me = 2500,
n= — 22.4144 + 74.1782 = 51.7638
50.0000

45° — Q) = 202
©os (45 )= 51.7638

log 50.0000 = 1.6989700

log 51.7638 = 1.7140261

log cos (45° — C) = 9.9849439
45° — C =15°
C = 30°.

Y es claro que encontrado C se ticne en seguida :

b=2mycos C =2 X 50 cos30° = 86.60 m.
¢ = 2m,sen C = 2 X 50s8en 30° = 50.00 m.
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Otra solucion. — Partiendo de la ecuacion :

2)2mq . \
senC + cos C = 5. sen CceosC
’ a
y haciendo
2me o
ba

se obtiene

sen C + cos C = 2K sen C cos C.

Y siendo segin (3) y (4)del n°71:

1 I
sen C = S (£ 1 + sen 20 + |1 — sen 20)

1 i .
cos C = Q(i V1 + sen 2C F V1 — sen 20),

se tiene

il/l 4+ sen 20 =T(1 4 sen 2C — 1 + sen 2C) = K sen 2C,

o bien
1 4 sen 2C = K?%sen?2C,
y también
K?sen?2C — sen 2C — 1 = 0,
de donde
1+ Vﬁﬁ?{

sen 2C = -
2K?

Hay que rechazar el valor negativo, puesto que siendo C < 90°,
debe ser positivo el sen 2C.

Ejemplo numérico. Sea A = 90°, ms = 50m y b, = 44.8288 m. —
Se ticne
1411 + 4K

20 =
sen 2C e

donde es
V2 % 50

K= Ty
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logl2 = 0.1505150 | 4K? = 9.95214
log 50 = 1.6989700 | 1 + 4K? = 10.95214
1.8494850 log (1 + 4K?) = 1.0394990

log 44.8283 = 1.6515568 | log)1 + 4K? = 0.5197495

log K = 0.1979282 1 + 4K? = 3.30940
. 1 + 3.30940
21log K = 0.3958564 20 =
& sen 20 = — 57607

log 4 = 0.6020600

. = 0. )
log 4K? = 0.9979164 log 4.30940 6344168

Jog 4.97607 = 0.6968864

2log K = 0.3958564 log sen 2C = 9.9375303
log2 = 0.3010300 2C = 60°
log K2 = 0.6968864 C = 30°. l

Problema : Inscribir en un sector circular, un rectdngulo que tenga
dos vértices sobre el arco de circulo de manera que tenga una superficie
mdxima. — Sea el sector circular de centro O y radio R y de angulo
2a. y consideremos el rectangulo inseripto ABCD, de lados AD =«
y AB = b. Llamemos 2 al 4ngulo OAL, siendo OL la bisectriz del
angulo MON, 0

El 4rea del recténgulo es 3 ! .

P

Figura 138

S = ab. Qo ¥

Cuando « tiende a cero, o cuando el
punto A se acerca al punto L, el 4rea
tiende a cero. Cuando x tiende a a, el
punto A seacercaa M y el area tiende a cero. Luego el drea tiene un
valor maximo paraun valor de # comprendido entre 0 y .

Del tridngulo rectangulo OHA, sacamos

a=2Rsenx

Y el triAngulo ABO nos da >
_b_ I
o, sen({e — @) ) - .
b =RW,. MO‘ ) OCU[N’O ,E-)kﬁ')i
Y reemplazando en (1) se obtiene
2R?
= sen z sen (¢ — @) (2)

T sena
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cuyo maximo correspondera al maximo de la funcion

‘= sen xsen (& — x)

y se tiene /
dy ’
qp = COS®sen (¢ —2) — sen®cos (¢ — )= 0
o bien _
sen [(¢ — #) — ] = sen (¢ — 2x) = 0
o
20 = a ® = —
* « 9

es decir que el rectangulo de area maximna se obtiene cuando OA es
la bisectriz del Angulo MOL.
Puede llegarse a lo mismo, poniendo la relacién (2) en la siguiente
forma
S — R?
sen o

[cos (& — 22) — cos &|

cuyo maximo corresponde al maximo de

cos (¢ — 2x)
0 bien cuando

o — 2 =0 x = 5
271. Problema : Por los vértices A, B, C de un tridngulo se trazan tres
rectas AB’C’, BC’A’ y CA'B* que forman oon
los lados BC, CA y AB respectivamente
opuestos a los vértices de donde salen las rec:
tas y en el mismo sentido, un dngulo x. Ha-
llar los lados y la superficie del tridngulo
A’B’C’ que ast se forma. Determinar el md-
ximo y minimo del drea del tridngulo A’B’C’
(ig. 139). — Sean a/, V', ¢, los lados del
Figura 139 triangulo AB’C’, A’, B’ y (' sus dngulosy
S’ la superficie.

Los cuadrildteros

: NA’LA, LB'MB y MC'NC

son inscriptibles por tener sus angulos opuestos suplementarios.
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Luego se tiene A’= A, B =B y C'= O y los tridngulos ABCy
A’B’C’ son semejantes. Vamos a buscar la relacion de semejanza.
Para ello tenemos

a = AU - AB
iy también
AC ¢

sen AB(Y ~ sen ¢’

AB’ b

sen ACB’  sen B’

Por otra parte

ABC = 180° — (A + 2)

I

ACB' = 180° — A — _QLA 180° — A — (180° — x) = = — A.

Luego
sen ABC’ = sen(x + A)

sen ACB’ = sen (¢ — A).

Se tiene, teniendo en cuenta el teorema del seno

AC AR a
sen(w + A) sen(z — A) sen A

o también
AC — AP a’ a

Sen (@ + A) —sen (@ — A) 2senAcos® senA

y resulta
S
ﬁ = _—=-=2co8®
a b c
y también
14
— = 4 cos?ea.
S

Cuando x crece de 0° a 90°, el lado 4’ decrece de 2a a 0 y la super-
ficie S’ de 4S8 a 0. Cuando x crece de 90° a 180°a’ decrece de 0 a —2a
y S’ crece de 0 a 48,
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[}
. 272, Reducir un dngulo al centro de estacion. — Cuando no se puede

/‘/\{nstalar el instrumento en el v4rtice C, para medir el angulo BCA=C,
se hace estacion en el punto O préximo a .C y se mide el angulo
BOA = O y la distancia r = OC y el angulo COB. Conocidos los ele-
mentos a y b del tridngulo ACB, se puede calcular la correccion
que hay que hacerle al angulo O para obtener el angulo C. Esta

operacion a aplicar a O es lo que se llama

* reduccién al eentro de estacion.

Se tiene en la figura 140

o d

) C+B=0+a
de donde

C=0+a—-3=0+ A

A
Figura 140 Siendo A el valor & — f3, es decir la co-
rreccion que hay que aplicarle al d4ngulo O
para obtener C. De los tridngnlos BCO y COA se saca :

a sen COB b sen COA
oo YU = A

- = , -
r sen 3 r sen «
de donde ,
r sen COA rsen COB
sen¢ = ————— ,y senf=—m—

b a

N

Pero por ser los 4ngulos « y B pequefios, ya que la distancia » es
pequefia con respecto a a y b, se tiene:

gena = arc.« = a”’senl” 'y senf = arc. = ”sen1”.

0(’/_ ALK
Ay . ,
Luego, si expresamos a o y a § en segundos
[ rsen CoA Bd r sen COB
— ————-——’ TN e————— O
bsen 1” a sen 1”

Resulta:

A” p— “II_ pu=

r (sen COA senCOB
senl” b a
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sen COA senCOB

= 206265

Y como
1
sen 1” -
A7 = 206265r(
Ejemplo :
§ b = 2875.40 m
a=3147.20m |
r = 5.80 m
COA = 120°1520”
COB = 70°10'40”
JOA
sen 5 = 0.0003004
OB
sen = 0.0002989

sen COA senCOB
b pad— M

= 0,0000015 |

A = 18" |
120°15'20”
70 1040
O = 50'04'40”

C = 50°04'40" +

).

b a
sen COA == 9.93641
b= 3.45870
447771
- cos COB = 9.97347
a = 3.49792
4.47555

206265 = 5.3144256

sen COA  sen COB _ 6.1761913
b a  9.4906169
r=0.76343

0.2540469

18" = 50°04'58".

I

273. Problema de la carta : Conocida la posicion de tres puntos ABC

situados sobre un plano, se quiere d
la posicion de un cuarto punto M

desde el cual las distancias AB y BC se han

visto bajo los dngulos o'y . — Sea
AB y BC los segmentos conocidos,
¢l angulo ABC, Desde el punto M

segmentos AB y BC, bajo los angulos «

y B que se conocen. Se trata de
nar los 4ngulos @ e y y es c¢laro que
esos elementos, sera facil caleular

N

Hagamos entonces MAB =

eterminar
del plano

(fig. 141)
asi como
se ven los

vFigura 141

determi-
conocidos
los demas elementos desconocidos.

N

x y MCB = y.
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Tenemos en primer término que

®+y+ B+ a4 =360
Lo que nos da ,
z+y ' B+a+f
2 Y _180° — — 1 TV,
2 80 2

Por otra parte, los triangulos MAB y MCB, nos dan, aplicando e}

teorema del seno:
sen x sen «

BM =~ AB

seny  senf
BM = BO'

De donde se saca, haciendo AB = a4 y BC = b,

senax bsena
seny asenf

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que ya
hemos resuelto en el n° 139.
Repitiendo la resolucién tenemos

2senw-ycosx+y
sen r—seny 2 2 bsena—asenf
sen r+sen y ®+y ®—y bsena+asenp
2 sen 9 cos 3
0 bien
asenf
oY bsena, ®+y
ey T asen f 73
bsen «
Haciendo
a sen §3
t = -
g b sen «

se tiene, poniendo tg 45° = 1

x—Y tg 45° —tg @ z+y 4y
. — ..‘ — 4!'0_._ t —_—
By T Trigastge ® 3 - U mRIte—
)
= ctg (45°+¢) tg Ty,

2.



Lo que nos permite encontrar &£ e y, pues hemos calculado la semi-
suma y la semi-diferencia. Encontrado = e y, se ealcula f

a sen (x+ a)

AM = -

sen o
OM = bsen (y+§)

sen j3
BMzasenm_bseny;

sena  senf

Observacion : En el caso en que
« + 3 + B = 180°
se obtiene

® 4+ y = 180°
de donde

sen & = sen y
y las formulas se convierten en las siguientes:

sen® bsena
seny asenf

ctg o = 1.

Es deecir
= 45°,
Y entonces

tgw;y=tg0°.tg 90° = 0 X oc-

En ese caso el problema es indeterminado.

Se puede resolver el problema en forma
geométrica. Basta para ello trazar sobre AB
el arco capaz del angulo « y sobre BC el
arco capaz del angulo B (fig. 142). Los arcos
asi trazados tienen en general dos puntos
comunes, el punto B y el punto M. Este lti-
mo da la solucién del problema. En el caso
particular enquea 4+ § + B = 180° el cua-
drilatero ABCM resulta inscriptible. En tal caso las dos circunferen-

cias se confunden en una sola y la posicion del punto M queda inde-
terminada.

Figura 142
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En los ejemplos siguientes, uno para B < 180° y otro para B > 180°,
se da una forma de ordenar los calenlos. A la derecha van los loga-
ritmos. Se calcgla primero log de a, b, sen « y sen 3, lo que nos per-
4y

2

wite caleular ¢ y por lo tanto se tiene y (45:’ + ¢) lo que nos

da log tg a_c_;_y’ y entonces o : y’ obteniéndose x e y. Luego se ob-
9 .

tiene (2 +x) y (B +v), pudiendo hacerse la suma & + = + B+ v+ Bque
sirve para controlorear los cleulos. Luego sen (x+x) ysen (B + y) lo
que nos permite calcular AM, CM y BM, este tiltimo, por dos caminos
que también sirvan de control.
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Ejemplo I :
a =:280.15m B = 125°0912”
b = 380.74 1n o = 88°30'15"
’ = 70°10’11”
o + {3 4+ B = 277°49/38"” a = 2.44739 b=2.58063

i x +y= 82°L022” sena = 9.99627 sen3=9.97345

2+Y_ 41005117 ¢ = 2.45112
2 sen o
- Y goygggon b __ 2.60718
¥ sen f3
x = 49°53'43"” a b
tgp = . = 9.84394
y = 32°16'39” sen &’ sen
= 34°35'13" ctg (45° + @) = 9.24985
o . \O=EIL QI p
45° + @ = 79°35'13 tgav4‘:_3/___9.94049
& 4 x = 132°23/58" ,
B+y=102°2650" tg = ;_y — 9.19034
a+B+B+z+y = 360°0000” - —
BM = 216.12m AM = 2.31945
AM = 208.67m sen (& + ) = 9.86833
CM = 395.19 m a
= 2.45112
sen &

senx = 9.88359

BM = 2.33471
BM = 2.33469

seny = 9.72756

= 2.60713
sen 3

sen (8 + y) = 9.98967

CM = 2.59680

%
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Ejemplo II.
a = 250.20 m
b = 188.95m

i

a4+ B + B = 300°20"38"
x+y= b59°39/22”

& + y . '29049141”
2
LY 1953537

(4

= 27°55'48"

y= 31°4334”

= 48°18'29”
45° + ¢ = 93°1829”

4+ @®= 75°1558"
B+y= 70°1346"

o+ B+ B+ & +y= 359°59'59"

BM = 159.37m
AM = 329.06 m
CM = 285.20m

B = 214°30"15"”
o= 47°20'10"

B= 38°30112”

a=2.39829 b=12.27635
sen «=9.86649 sen 3=9.79481

= 2.53180
seu o
b
= 2.48154
sen 3

ctg (45° + ¢) — 8.76193n

o
tg :)L Y~ 9.75842
tg ;-3’ = 8.52035n

seny = 9.72083
b
sel y
sen (§ + y) = 9.97361

= 2.48154

CM = 2.45515
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274. Problema de la ubicacion de un trapecio. Se da un segmento

AB == a y los dngulos « y B que forman c
dos direcciones AX y BY con AB (fig. 143) AN
Se quiere trazar una paralela MN a AB

de modo que el drea del trapecio AMNB

-~

%

tenga un valor dado S. — Se conoce en-
tonces la base AB = a, los 4ngulos a2 y f8
y el drea S. Llamemos « a la] base desco-

R

.. R
37

L}

~F--
)

nocida MN ¢ y a la altura del trapecio. A
Tenemos que Figura 143
a+x
8 =—5—y. (1)

Y también, bajando desde M y N las normales sobre AB, se tiene:

y .Y
t —_ — b — .
ge=_q teb=gxy

Y entonces

a~o=AH+ LB = y(ctga + ctgf)
de donde
a — x

ctga + ctgh =

Multiplicando (1) y (2) se tiene:

28 (etga + ctgB) = (a + ®) (a — @) = a? = 22,

Es decir que:

x = Ja? — 28 (ct;,-goz n ctg B)
o también

T = ‘/a2 — 28 __—sen(a + B)

sen & sen f
Luego se tiene

Y ahora es ficil calecular AM y BN

AaM=—Y, By=_Y,
sen o sen f§
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Se llega al mismo resultado, prolongando AX y BY hasta encon-
trarse en G, y llamando 8’ al 4rea del triangulo ACB. Resulta enton-
ces que el 4rea del tridngulo MCN es (S’ — S) y se tiene:

S"—8 2 g = o S

22 = a = a?—.

ST T a s s

Pero:
1
S = aAO.asena

y por otro lado

AC sen 3 a sen f3
= AC= —————
a sen (& + f3) sen (o + )
_la’senasenf
~ 2 sen (& + B)
Luego |
. ‘/a“’ “a?S _ ‘/a“’ _ 28 sen (& + B).
S’ sen & sen 3

Las férmulas precedentes valen naturalmente para cuando sean
o y B agudos u obtusos, teniendo en cuenta los signos de las ctg o el
signo del seno de (« + B). Cuando (« + f) es igual a 180°, AM y BN

son paralelosyr =a e y = o

S
Si « + S 180 se tiene xS a e yz'&'

Ejemplo : Tengamos

S = 1.200 m. c.
a = 60,28 m.
o = 57°11
= 75°15
ctgoa = 0.6449 sena = 0.9671
ctgB= 0.2633 | senp'= 0.8404
ctoa + ctf= 0.9082 0400
a? = 3633.08 Y =95q1 = 230m
28 (ctg o + ctgB) = 2179.68 91.30
©? = AM = ——— = 25.29
= 1454.00 434 0.967 1 5.22m
¢ = 38.13 m 043
2439
= 2 N=_""-"__09
a 60.28 BX RITIY 29.03 m
a+x= 98.41
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CAPITULO I

FORMULAS FUNDAMENTALES DE LA TRIGONOMETR{A ESFERICA

275. El objeto de la trigonometria esférica es la determinacion
mediante el cilculo, de la medida de los elementos de un tridngulo
esférico (lados y 4ngulos) cuando sean dados los elementos necesa-
rios para que el tridngulo quede determinado. Consideramos los
triangulos esféricos convexos, es decir aquellos cuyos lados y angu-
los sean menores de una semicircunferencia.

Suponemos conocidos los elementos de la geometria del espacio y
las propiedades fundamentales del triAngulo esférico. Asi damos por
sentado :

Que toda seccion hecha en la esfera por un plano, es un circulo.

Dos puntos de la superficie esférica que 1no estén en los extremos
de un didmetro determinan un e¢irculo maximo.

Dos circulos maximos dividen a la esfera_en partes iguales.

Para determinar un circulo menor se necesitan tres puntos sobre
la superficie esférica.

Dos circulos méaximos de la misma esfera se dividen en partes
iguales.

La interseccion de dos esferas es un circulo cuyo plano es normal a
la linea de los centros y se encuentra sobre ésta.

Se llaman polos de un circulo trazado en la esfera, los extremos
del didmetro normal al plano del circulo. Todos los puntos de una
circunferencia trazada sobre una esfera se encuentran igualmente
distantes de cada polo.

Los arcos de circulo maximo comprendidos entre las circunferen-
cias miximas y lds polos de éstos, son cuadrantes perpendiculares a
a la circunferencia.

Todo triangulo esférico consta de tres angulos y tres lados, donde
los lados son arcos de circulo maximo. Los éngulos son los formados
por esos arcos y se miden, como todo dngulo de dos curvas, por el_
angulo de sus tangentes en los vértices del tridngulo. El 4ngulo de
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ellas es el angulo del diedro formado porlos planos correspondientes

al circulo maximo de cada uno de los lados y cuya arista es el radio
de la esfera que va al vértice.

Los lados y 4ngulos del tridngulo esférico se expresan en general
en grados, minutos y segundos sexagesimales, pudiéntio medirse tam-
bién en grados centesimales ¢ en radianes.

Cuando el triangulo pertenezca a una esfera de radio R, el triedro
que proyecta este tridngulo desde el centro de la esfera individualiza
en la esfera concéntrica de radio igual a la unidad, otro tridngulo
esférico euyos angulos son iguales a los del triangulo primitivo y
cuyos lados tienen la misma expresion en grados, minutos y segun-
dos, pero cuya longitud es tal que si la del triangulo de radio uno lo
designamos respectivamente por a, b y ¢ expresados en grados
sexagesimales para cada lado, las del tridngulo de radio R medi--
do en metros valen respectivamente 7%%1 7;——1;% y 7—;—% también
expresados en metros. Estudiaremos siempre los triangulos sobre la
esfera de radio igual a la unidad, y es claro que resulta facil pasar a
los correspondientes en la esfera de radio R.

Designaremos en general un tridngulo esférico con las letras A,
B y C. Los 4ngulos en los vértices por A, B y C y los lados opuestos
a esos vértices respectivamente por a, b y c.

Suponemos al lector familiarizado con las propiedades fundamen-
tales que Se estudian en los elementos de geometria y asi damos por
conocidas las propiedades:

En todo tridngulo esférico, un lado cualquiera es menor que la su-
ma de los otros dos o mayor que su diferencia.

La suma de los tres lados est4 comprendida entre cero y 360°.

La suma de los tres angulos est4 comprendida entre dos rectos y
seis rectos, es decir, 180° < A + B + O < 540°.

Se llama ¢éxceso esférico, 1a diferencia entre la suma de los tres 4n-
gulos de un tridngulo y 180°. Lo designaremos por 2¢ y debers te-
nerse 2e = A + B 4+ C — 180°. Es decir, que el exceso esférico varia
entre cero y 360°, o sea 0 < 2¢ <w.4 €y

En todo tridngulo esférico, a lados iguales se oponen d4ngulos igua-
les y reciprocamente.

Un 4ngulo cualquiera anmentado en 186° es mayor que la suma de
los otros dos, es decir, A + 180°> B + C, etc.

En todo tridngulo esférico, a mayor 4ngulo se opone mayor lado y
reciprocamente.
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Dos triangulos esféricos son iguales: a) Si tienen sus tres lados
iguales; b) Si tienen dos.lados iguales e igual el angulo comprendi-
do; ¢) Sitienen un lado igual e iguales los 4ngulos adyacentes a
este lado; d) Si tienen los tres angulos iguales.

Si se prolongan los radios que pasan por los vértices de un tri4n-
gulo esférico mas all4 del centro, se forma del otro lado de la super-
ficie esférica otro tridngulo simétrico del primero.

276. Tridngulos esféricos polares. — Si desde los vértices de un
triangulo esférico como polos, se describen tres arcos de circulo ma-
ximo, se formar4 un segundo triangulo A’B’C’
que se llama polar del primero ABC.

Si el triangulo ABC es polar de A’B’C/,
reciprocamente A'BU’es polar de A'BC".

Siendo B el polo del arco A’C’ (fig. 144),
A’B es un cuadrante y siendo C el polo de
A'B’, A’C es un cuadrante. Luego A’ dista _
un cuadrante de B y de C. Es -decir que A’ Figura 144
es un polo del arco BC y lo mismo se demos-
traria para los otros vértices, es decir, que ABC es el polar de A’B’C’.

277. En dos tridngulos esféricos polares, cada dngulo de uno de
ellos tiene por medida 180° menos el lado
opuesto.

Sea el triangulo ABC (fig. 145), y prolon-
guemos sus lados hasta encontrar los del
tridngulo A’B’C’,

Siendo A el polo de B'C’, AM y AN son
: cuadrantes, es decir, que el arco MN es la

Figura 145 medida del énf;ulo Aj luego MN = A.
Siendo B’ el polo de AC, B’N es un cua-
drante y lo mismo, siendo C’ el polo de AB, C'M es un cuadrante;
luego :

B'N 4+ C’'M = 180°,
Pero se tiene
A = MN = M(C’ — NC' = MC’ — (B’C’ — B'N),

o bien
A = 90° — (B'C’ — 909 = 180° — B’C".
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Lo mismo se demostraria para los demas angulos, y llamando a’ ¥
y ¢ los lados del triangule- A’ B’ C’ polar de -ABC, se tiene

i

A=180°—a/, B=180°—¥, C=180°—¢
@ =180° -~ A, VW =180°-B, ¢ =180°—C.

Lo mismo se demuestra c¢on respecto a los d4ngulos. Tomando la
misma figura 145, se tiene qué la medida del dngulo A’ es HL, por
ser A’ un polo de BC. Y se tiene :

A’=HL = HC + CL = HC + BL — BC,

pero por ser C polo de A’B’/, HC = 90° y por ser B, polo de A'C,
BL = 90°, luego:

A’=180° — BC =180° ~ a,
y en forma andloga se tendria,
B’ =180° — b, C¢’'=180° — ¢,

a = 180° — A/, _b=180° — B, ¢c=180° — (.

o

278. Un tri4ngulo esférico esta en general individualizado, cuando
se conocen tres de sus seis elementos fundamentales: lados y angulos,
lo que indica que de las relaciones entre esos scis elementos, relacio-
nes independientes entre si, solamente pueden ser tres y no mas
de tres. '

Determinaremos esas relaciones fundamentales de la trigonometria
esférica. |

279. Teorema (llamado teorema del coseno): En todo tridngulo esfé-
rico, el coseno de un lado es igual a la suma de los productos de los co-
senos de los otros dos, con el de los senos de esos dos por el coseno del
dngulo comprendido. — Vale decir que:

co8 @ = cos b cos ¢ + sen b sen ¢ coS A,

Admitamos primero que by ¢ son menores que un cuadrante, es
decir, b < 90° y ¢<90°. Sea el trisngulo ABC (fig. 146) que pertenece

kS
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& una esfera de centro O y radio igual a la unidad. Tracemos en A
1as tangentes a los lados b y ¢ y sean ellas respectivamente AE y AF,
La A se encuentra con el radio OG-
prolongado, por ser dos rectas que .
estan en un plano. Sea E el punto
de encuentro. Lo mismo, la tangen-
te al ‘1ado ¢ se encuentra con la pro-
longaciéon del radio OB, por estar
las dos rectas en el plano del circulo
correspondiente al lado e. Sea F el
punto de encuentro. El angulo EAF mide el 4ngulo A del triangulo
esférico. Uniendo E con F se tiene en la figura 146:

I

Figura 146

sen b 1 sen ¢
AE=tg b= y OE =sec b = y AR =tge= 9
-A-—_'a‘ cos b 74- cos b '_—AO Co8 ¢
OF=seco=-—1—;
—_— coSs ¢
OA

y aplicando el teorema del coseno a los triangulos planos EOF y
EAPF, se tiene, observando que el angulo EOF est4 medido por a:

EF’ = OE’ + OF” - 20E. OF cos EOF,

EF’ = AE’ + AF’ — 2AE. AF cos EAF,

y teniendo en cuenta que

OB’ -~ AB’=0A’=1, OF'—AF’=0A’=1
se tiene restando: g_ J,{m‘dm fmﬂ 2

0=1+1— 20E. OF cos EOF + 2AE. AF cos EAF,

o bien:

1 1 sen b sen ¢

0=1 — cos a + .
cos b cos ¢

"cos b cos ¢

cos A,

A Y

o también:

cos a = cos b cos ¢ + ser’b sen ¢ cos A. (1)
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Pero habiamos supuesto que d < 90° y ¢ < 90°, Vamos a mostrar
que la formula es general. En efecto, supongamos (fig. 147), que es
b > 90°y ¢ « 90° y sea el tridnguleo ABC, Com-
pletemos el uso correspondiente al éngulo C
y tendremos el triangulo AB(C’, que tiene el
lado ¢,< 90° el lado &’= BC' =18(° — a, el
lado &/ = AC’ = 180° — b, menor que 90°, por

Figura 147 ser b > 90°, El angulo, ¢’ = C, y los 4ngulos

A’=180° — A, B’=180° — B. El tridngulo

ABC/, tiene dos lados ¥’ y ¢, menores que 90° luego podemos apli-
carle la relacion (1) y se tiene:

{1

co8 a’ = cos V' cos ¢ + sen b’ sen ¢ cos A/,

pero es: ,
-9,

cos:a’ = cos (180°—a)=—cos a, cos A’=cos (180°—A)=—cos A,

cos b’ = cos (180° —b) =—cos b, sen b’ = sen{180°—b)=sen b,

y reemplazando y cambiando de signo:

co8 a=co8 b cos c+sen b sen ¢ cos A.

Supongamos ahora (fig. 148), que A
b > 90°% ¢ > 90°. Y completemos el uso Figura, 148
correspondiente al 4ngulo A, se tiene
que el tridngulo A’BC tiene dos lados & = 18(° — b,y ¢/ ="180°—c¢,
menores que 90°; luego podemos aplicarle la relacién (1) y tenemos

coS @ = cos b’ cos ¢’ + sen I’ sen ¢’ cos A’

pero es
co8 b’ =—cos b, cosc¢ =-—cosc send =sen b,

sen ¢’ =sen ¢, cos A’==cos A
luego:

cosa:cosbcoso+senbsenocosA

y la formula es general. Se puede obtener en la misma forma para los
lados b y o y se tiene asiel pmimer grupo de férmulas fundamentales,
que' demuestran el teorema.
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‘g cos @ = cos'bcoso 4 senbsenceos A
I......¢{ eosb=cosacosc <+ sehasenccosB
( cos ¢ = cos a cos b 4 sen asen b cos C.

Es fécil ver que las férmulas valen adn en el caso que uno de los
lados b 0 ¢ 0 los dos, valgan un cuadrante, puesto que son vélidas
para valores de by ¢ mayores o menores de 90° y tan pr6ximas a 90°
€omo se quiera.

En efecto, consideremos el triangulo de lados a (90° + o), y ¢, e in-
diquemos con A, el Angulo opuesto al lado a, que vale A cuando c=0.
Se tiene:

cosa = cos (b + g)cosc + sen (b + 5)senccos A,,

pasando al limite, para ¢ = 0, se tiene la férmula del grupo I, y lo
mismo puede hacerse para el lado c.

280. Teorema (llamado teoreina del seno): En todo tridngulo esfé-
rico, los senns de los lados son directamente proporcionales a los senos
de los dngulos opuestos. — De la férmula :

cos @ = cos bcos c + sen bsenccos A,
se saca
cos a — cos b cos ¢

cos A =
sen b sen ¢

)T

cos a — ¢os b cos ¢\?
sen?A=1—coszA=1-( )

sen bsen ¢

y entonces, reemplazando sen® b y sen ¢® respectivamente por
(1 — cos?b) y (1 — cos?c¢), se tiene, dividiendo por sen?a:

sen?A 1 — cos?a — cos?b — cos’c + 2cosacosbhcosc+9 2
senfa sen? a senZbsen?e

Pero esta férmula es simétrica con respecto a a,'b y ¢; luego, si
partiendo de la 2* y 3* del grupo I y por un camino igual, calcula-
sen’ B sen? C

mos ——— —_
senb y sene

» obtenemos el mismo resultado, es decir que:

gsen? A gen? B  sen?C
sena  sen?b  .sen’ec
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Y como los lados y los 4ngulos en un triangulo esférico son meno-
res que 180°, el seno de cada uno de los lados y 4ngulos es siempre
positivo, y las igualdades anteriores pueden escribirse

( senA senB senC.
{ sena senb senc

281. Tomando el polinomio :
P=1 — cos?a — cos?b — cos?c + 2 cos a cos b cos ¢,

agregando y restando cos?a cos? b, se tiene

P=1 —cos?a — cos?2b + cos?a cos2b —

— (cos?c¢ + cos?a cos?b — 2 cos a cos b cos ¢),
o bien

P = (1 ~ cos?a) (1l — cos?b) — (cos ¢ — cos a cos b)?,
P = sen?a sen? b — (cosc = cos a cos b)?,
y transformando la diferencia de cuadrados en suma por diferencia :

P = (sena sen b + cosc¢ ~— cosa cos b)

(sena sen b — cosc¢ + cosa cos b),
que puede ponerse:

P = [cos 6 — cos(a + b)] [cos (a — b) — cos ¢|,
y transformando en productos las diferencias de cosenos:

Llamando 2p al perimetro del tridngulo, se tiene

a+ b+ o= 2p,

b+o—a=2(p—a)
a+c¢c—b=2(p —b),
a+b—0=2(p—o)

W0 w

)
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Y la férmula se transforma :

P=1-—cos?a — cos?2b — cos?¢ + 2cosa cos b cosc =

— 4senpsen(p — a)sen(p — b)sen(p — ¢).

Y por lo tanto, poniendo:

H = [senp sen (p — a)sen (p — b)ysen (p — c¢),

se obtiene:

sen A senB C 2H
_ - -_— ’
sen a senb senc¢ senasenbsenc
o también
2H 2H 2H
a—d ad
sen A= —————; senB=—— sen 0 = ———
sen b sen ¢ sen a sen ¢ sen a seu b

Las relaciones del grupo II, pueden escribirse todavia en la forma
siguiente:

g sena sen B)= sen b sen A

- sen b sen C = sen ¢ sen B
( sen ¢ sen A = sen a sen C

sena: senb:senc = sen A: sen B: senC.

\

282. Relaciones entre cinco elementos. — Tomemos la primer rela-
ciéon del grupo I:

cos & = cos b cosc + senbd senc cos A,

y reemplacemos cosc¢ por un valor sacado dela 3* del grupo I, se
tiene

cosa = cosa cos2b + sena sen b cos bcos C + sen b sen ¢ cos A

0 bien

cosa(l — cos?b) = sena senb cos b cos C + sen b sen ¢ cos A

poniendo en lugar de (1 — cos?b) su igual sen’b y dividiendo todo
por sen b, se tiene :

cosa sen b = sena cos b cos C 4 senc cos A.
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Andloga a ésta, conteniendo tres lados y dos Angulos, obtendriamos
otras cinco relaciones, con lo que formamos el siguiente grupo de

formulas :
‘cos asen b = sen a cos b cos C 4 sen c cos A,
cosasenc = senacosccos B + sen b cos A,
L ... cos bsen a = sen b cos a cos C + sen c cos B,

cos b sen ¢ = sen b cos ¢ cos A 4/sen a cos B,
cos ¢.8en ¢ = sen ¢ cos a ¢cos B + sen b cos C,
| coscsen b = senccos bcos A + sena cos C.

283. Como estas férmulas son homogéneas respecto a los senos de
los lados, se tiene, poniendo

sena =ksen A, senb=+ksenB y sen¢==%ksenC

&
deducidas del grupo II, llamando k a la relacién constante _:_el?% =
e

sen b sen ¢

sen B~ sen O
sen ¢ y suprimiendo el factor comin %, se tiene

=k, y reemplazando en el grupo III sena, senb y

cos a sen B = cos bsen A cos C + sen C cos A,
cosasen C = coscsen A cos B + sen B cos A,
_cos bsen A = cos a sen B cos C + sen C cos B,
cos bsen C = cos ¢sen B cos A + sen A cos B,
cos ¢ sen A = cosa sen C cos B 4+ sen B cos C,

‘=\ cosc¢sen B = cos bsen C cos A + sen A cos C.

IV

284. Teorema (llamado de la cotungente): En todo tridngulo esfé.
rico, entre dos lados, el dngulo comprendidoy el dngulo opuesto a uno
de ellos, existen las relaciones siguientes :

ctgasen b — ctg A sen C = cos b cos C,
ctgasenc — ctg A sen B = cos ¢ cos B,
ctgbsena — ctg B sen C = cos a cos C,
ctgbseno — ctg Bsen A = cosccos A,
ctgcsena — ctg Csen B = cos a cos B,
y. ctgcsend — ctg Csen A = cos b cos A.
L
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Tomemos la 1* del grupo 1II:
cos @ sen b = sema cos b cos C + senccos A,

dividiendo por sen a, se tiene:

sen ¢
ctgasenb = cos beosC + — cos A,
sen @

sen ¢ sen C

Pero = » luego, pasando al primer miembro al 2° término
sena  sen A

del segundo miembro se tiene

ctgasenb — ctg A sen C = cos b cos C,

Yy en forma aniloga para las deméas y obtenemos el grupo V. .

285. Relacion entre los tres dngulos y un lado. — Demostraremos
que entre los tres 4ngulos y un lado, en un triangulo esférico, valen
las relaciones siguientes :

co8s A = — cos B cos C 4+ sen B sen C cos «,
VI.....{ ¢os B= — cos A ¢os C + sen A sen C cos b,
. ¢o8 C = — cos A cos B 4 sen A sen B cosc,

-es decir, que en todo tridngulo esférico, el coseno de un Angulo es
igual a menos el producto de los cosenos de los otros dos, méas el
producto de los senos de sus otros dos angulos por el coseno del lado
opuesto al primer angulo.

Consideremos un triangulo ABC, cuyos lados sean a, by ¢y sus
angulos A, B y Cy tomemos el triangulo polar que llamaremos A’B’C’,
y seana’, b, ¢’ sus lados y A’, B/, C’ sus dngulos. Se sabe que:

@ =180° — A, ¥ =18(°—B, ¢ =180° — C.
A/ =180° —a, B’ =180°—b, C =180°— ¢,

Yy apliquemos a este triangulo polar, ¢l teorema del coseno. Se tiene:
cos a’ = cos b’ cos ¢’ + sen b’ sen ¢’ cos A’.
Pero cs

cos @’ = — cos A#cos b = - cos B#cosc’f = — cosC,
sen b’ = sen B#seu ¢ = sen C*os A’ = — cosa,
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luego reemplazando y cambiando los signos:
cos A = « ¢08 B cos C + sen B sen C cos a,

y lo mismo para las otras relaciones, partiendo del coseno de ¥’ y ¢'.

286. Angulos auxiliares de cdloulo. — Las férmulas que anteceden
de I a VII, con excepcion del grupo II, no son calculables por lo-
garitmos. Se pueden transformar utilizando dngulos auxiliares de
calculo. Por ejemplo tomando

cos @ = cos b cos ¢ + sen b sen ¢ cos A ’_T'/
y

sena cos B = cos b senc¢ — sen b cos ¢ cos A. 1

Si hacemos |
cosb = megsu, o dew b mﬂaw
VI B AL

sen b cos A = m sen u. 7+ beah = 1%4/“
Ve e J

Donde m y u sondos cantidades desconocidas, que se tiene que
determinar, para lo cual se tiene

3
tgu = _—scnclz)sc‘l))s A_ tg b cos A,
y ahora
m — 208 b _ sen b cos A,_'
COS U sen u coal@ — 4]
r ‘ '“"' !

'Y determinados u y m, se tiene o = MU et Qe U AL i C

At uw Ceo ‘?‘ ) M1 ey e Ay c - m C, /“',’; -‘M “

co8 @ == M COo8 (¢ + u). - e
,J_Qx.\( C —1 \‘

¥
sena cos B = msen (¢ — u).

Muchas veces resulta comodo este artificio.



CAPITULO 1I

FORMULAS RELATIVAS AL TRIANGULO RECTANGULO
Y AL RECTILATERO

287. Suponiendo que A sea el angulo recto en un tridngulo esfé-
rico rectangulo, las férmulas de los grupos I a VI se simplifican.
Obtendremos 10 férmulas, que es el nimero de combinaciones de cin-

co elementos, tomados de tres en tres. Bastarid hacer cos A = 0,
sen A = 1y se tiene

a) La primera del grupo I nos da:
1) cos a = cos b cosc.
El grupo II nos da, baciendo sen A =1 :

2) sen b = sena sen B
3) sen ¢ = sen a sen C,

La primera y segunda del grupo 11T, nos dan:

cosa sen b = sena cos b cos O,

cOoS @ sen ¢ = 8ena cos ¢ cos B,
de donde se obtieno :

4) tg b = tga cos C,
5) tg ¢ = tga cos B.

La 4* y la 6* del grupo V nos dan:

ctg b sen ¢ = ctg B,

etg ¢ sen b = ctg C,
o bien

6) tg b = senc tg B,

~
g

tg ¢ = sen b tgC.



— 388 —
La primera del grupo V1 nos da:
8) cos a = ctg B ctg C.
Y la 2* y 3* del mismo grupo VJ nos dan:

9) cos B = cos b sen C,
10) cos C = cos ¢ sen B.

Las que expresan lo siguiente, para todo triangulo esférico rec-
tingulo :.

1. En todo tridAngulo esférico, el coseno de la hipotenusa es igual
al producto de los cosenos de los catetos. )

2 y 3. El seno de cada cateto es igunal al seno de la hipotenusa por
el seno del angulo opuesto al cateto.

4 y 5. La tangente de un cateto es igual a la tangente de la hipo- -
tenusa por el coseno del angulo adyacente al cateto.

6 y 7. La tangente de un cateto es igual al producto del seno del
otro por la tangente del aAngulo opuesto al primero.

8. El coseno de la hipotenusa es igual al producto de las cotan-
gentes de los 4ngulos adyacentes.

9 y 10. El coseno de un angulo oblicuo es igual al producto del
coseno del cateto opuesto por el seno del otro 4ngulo oblicuo.

288. TEOREMA : En todo tridngulo esférico rectdngulo, o todos sus
lados son menores que un cuadrante o uno solo. — En efecto, tomando
la igualdad

cos a = cos b cosc

deben ser, o todos los factores positivos, o dos negativos. Para que
ocurra lo primero deben ser a, b y ¢, menores que un cuadrante. Para
que ocurra lo segundo, deben ser entre a, b y ¢, dos de ellos mayores
que 90° o uno s6lo menor de 90°, 1o que demuestra el teorema.

289. TEOREMA : En todo tridngulo esférico rectingulo, los dngulos
oblicuos son de la misma especie que los catetos opuestos. — Es decir,
que segiin que un cateto es mayor o menor que un cuadrante, el 4ngulo
opuesto es mayor o menor que 90°.

En efecto, tomando las (6) y (7) del n°® 287, puesto que el seno de un
cateto es siempre positivo, pues b y ¢ son menores que 180°, resulta



— 889 —

que tgb y tg B tienen el mismo signo; luego si b < 90°, debe ser
B <90y s8i b > 90° debe ser B > 90°. Y lo mismo para el cateto ¢ y
el 4ngulo C. Lo que muestra el teorema.

290. Regla de Neper. — Neper ha dado una regla practica para
obtener estas diez formulas. Es la llamada regla del penidgono de Ne-
per y consiste (fig. 149), en poner sobre los vértices
de un pentagono y siguiendo el contorno del tridn- 3
gulo en cualquier sentido, los elementos del triAngu- 4
lo, salteando el 4ngulo recto y teniendo cuidado de 8
poner, en lugar de los catetos by ¢, los complemen-

c

tos (g - b) y (g - c), como indica la figura. Se tie- ‘ bo/8

ne asi el pentagono de Neper. Y en ese pentago-

no, el coseno de un elemento es igual al producto de i f-e
las cotangentes de los elementos adyacentes y también ~ Figural4d

al producto de los senos de los elementos opuestos.

Asi, por ejemplo, se tiene:

cosa = ctg B ctg C,
0 también :

b1 T
cosa:sen(g—b) sen(§ - ) = cos b cosc.

La primera nos da la férmula (8) y la segunda nos da la (1) del n° 287.

Aplicando sucesivamente esta regla a cada uno de los vértices
del pentagono, formamos el cuadro siguiente, donde se da el ndimero
de la férmula que habiamos encontrado:
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i

cos a = ctg B ét-g C cosa = ¢tgBetg(C (8) -
a T ~ T l
cos @ = sen §_b sen (g — ¢ 'cosa=cosbcosc (1)
cos B = ctga ctg (-2- — ) tg 0 = tga cos B (D)
B , |
cos B = sen (g — b) sen C cosB=cosbsenC  (9)
C , N T o
oS <— - c) = ctg B ctg (—- — b) tg b =senctgB  (6)
T 2 2
2 ps :
cos (-2- — c) = sena sen C seng=—senasenC (3)
T T '
cos<§—b)———ctg(§—-c) ctg C| tg e = senb tgC (7)
n * h .
570
co8 (2 — b) = sgn a sen B senb =senasenB (2)
T
cos C = ctg a ctg (—5 - b) tg b = tg a cos C (4)
0 -
cos C = sen G — c) sen B cosC = coscsen B (10)

291. Las férmulas que vinculan los elementos en el tri4ngulo
esférico rect4ngulo pueden transformarse en otros que muchas veces
resultan convenientes para el calculo.

Asi por ejemplo, de la relacién (1) del (n® 287) se saca:

]

cos a
Y
cos b

0 _ 1 —cosc _ W% \(raa13)(77)
83~ 1+ cosc w%

_‘/cosb—cosa_ /t a,.—-bt a+ b
- cosb+cosa-l/g 2 &7 g3

CO8 C =

Yy como por otra parte:

resulta 09/1 )

/]
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¥ en forma andloga, podriamos haber obtenido

b /] a—ec¢, a+e

donde s6lo hay que tener en cuenta el signo + del radical, puesto
que siendo los lados by ¢, cada uno menor que 180°, 3 y g resultan

menores de 90° y sus tangentes son positivas.

292. La relacion (2) del (n° 287) nos da:

'y como por otra parte, se tiene:

a
tg (45° + 3) =

resulta, reemplazando sen a :

_ Y
sehB+senb_+ g_2
sen B — senb —

o ﬁ —_— .
tg (45 +2)—-|_- 53

Y si hubiésemos partido de la relacion (3) del (n° 287) habriamos obte-
nido por el mismo camino:

C+e
‘ e
tg (4A5° + 2) =+ -tgg—;(-}
2
293. La relacion (4) del (n°287) nos da:
cos C = tg )
t
y como ’
tg9'= ‘/1 — €08 (J‘"
2 1+ cosC
resulta

tga = tgb _I/sen(ar—b)'

C
te3 =' tga + tgb | sen(a + b)’
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y analogamente, de la (5) del (n® 287):-+

B sen (a4 -— ¢)

89 TV sen(a # of
Partiendo de la (6) del (n° 287),

tg b
3 ==
e e tg B’ v

c\ i/l 4 sene
b (45 + 2) - l/l — senc
Yy entonces:

0o O\ 4|/BB gD _  Een(BID).
tg(“’ +2) —Vth—tgb_ Vs n(B — )’

y se tiene:

y andlogamente :

b senC + ¢
g(45° + 2} = + |/ =225
t§(5 +2) l/sen(/—o

294, La férmula (9) del (n® 287) nos da:

cos B cos B
“senC  cos(90° — O)

luego:

y analogamente:

L L

295. Otra forma de obtener las formulas para el tridngulo rectingu-
lo. — Hemos obtenido las férmulas fundamentales, partiendo de las
formulas fundamentales de la trigonometria esférica. Se pueden ob-
tener directa e independientemente de ellas, ;
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Sea un triangulo rectangulo ABGC, (fig. 150), donde A es el 4ngulo
recto, O el centro de la esfera a la que pertenece el triangulo.

Supongamos en primer lugar gune los lados
sean cada uno menor que 90°. Por un punto M
de la arista del triedro que proyecta al trian-
gulo desde el centro de la esfera, trazamos la
normal MP a OA y de P la perpendicular
PN a OB.

Por el teorema de las tres perpendicula- Figura 150
res, resulta MN normal a OB, lo que quiere
decir que el 4ngulo MNP mide el 4ngulo B del tridngulo. Siendo
el 4ngulo MPN recto en P, se puede escribir :

cos a = ON', cos b = _O_P_ COS ¢ = O_I‘I
oM oM’ OoPpP’
de donde
cos a = M = cos b cos ¢
OoP
cos b

que es la (1) del (n° 287).
De los triaAngulos OMP, OMN y MPN, sacamos:

senb—-MP e _ MX %enB——MP
“om "Mt Tom "TT My
Luego
MN sen B
senb = TMN S sen a sen B
sen a

que es Ia férmula (2) del (n° 287).
En una forma completamente andloga habriamos obtenido

sen ¢ = sen a sen O que es la (3) del (n° 287).

Tomemos ahora
cosa = cos b cose

g senb = sena sen B

y eliminando b, para lo ¢nal se tiene:

cos? a
2 ’
cos? ¢

cos?h = sen? b = sen?a sen? B
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lnego es
cos?a 9 2 . cos?a. o o
;— +sen‘asen*B=1.. —— 4 (1 — cos*B)sen*a =1
cos? ¢ cosfe -
o bien - { ’

cos®’a + sen®a eos’® ¢« cos®c¢ = sen®a cos® ¢ cos® B,

y también

sen?q cos?e cos: B
sen? a ¢os?¢ cos? B
— senZa cos?c cos? B

cos’a — cos?¢ (1 ~ gen?a) =

(l —e7’c) coy @ ‘= costa — cos®e cos®a
.~ , .
Alyre —— ——= cos?asen?e

de donde
tg?c® = tg?a cos? B

como a, ¢ y B, son menores que 90°, se tiene:

tge =tgacos B

que es la (5) del (n° 287).
En forma analoga habiamos encontrado :

tgb =tgacosC

que es la (4) del (n° 287),
Tomando ahora las féormulas :°

sen b = sen-a sen B,
i:gc = tg a eos B,

eliminamos a, para lo cual, puesto que cosa = cos b cosc, se tiene:

senc sena sen a
tge = = cos B = cos B,
COBC COS @ cos b cos ¢
de donde :
.sena
cos b ="——cos B,
sen ¢
luego :
senb senasen B
= - = genctg B,

COB ¢ Sena
sen ¢

cos B

que es la (6) del (n° 287).
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Y andlogamente habriamos obtenido : "

tge=senb tgC
que es la (7) del (n° 287).
De estas dos Gltimas obtenemos, multiplicando miembro a miem.
bro, expresando la tg en funcién de seno y coseno y dividiendo por
el producto sen b sen ¢

_M sl G 1 tg B tg C,
cn b e cos b cos ¢

—4,&., lo e C
y siendo cos @ = cos b cos ¢, se tiene, invirtiendo :

cos a = ctg B ctg C,
que es la (8) del (n° 287).
Tomando nuevamente :

tge =tgacos B

se tiene
tg e senc¢ cos a
cos B = g = ’
tga sen a cos ¢
y siendo
sen ¢
sen C = —,
sen a

dividiendo se tiene:

cos B cos a
= -9
sen Ccos €

y puesto que cos @ = cos b cos ¢, resulta:

cos B = cos bsen C

que es la (9) del (n° 287).
Y en forma analoga

c0os C == coscsen B

que es la (10) del (n° 287).

Pero hemos demostrado hasta ahora, sobre la base de que los la-
dos son menores que un cuadrante. Con un razonamiento analogo al
seguido para las formulas fundamentales, se muestra que las formulas
s8on generales.
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296. Formulas relativas al tridngulo esférico rectildtero. — Un
triangulo esférico se llama rectildtero cnando uno de sus lados es
ignal a 90°. Y es evidente que el triangulo polar de an triangulo
rectilatero es un triangulo rectdngulo, y es claro que una manera de
resolver el triangulo rectildtero es pasar al polar; resolver éste y
luego volver al primero.

Pueden, sin embargo, obtenerse las formnlas- que 'lo resuelven di
rectamente, para lo cual basta hacer ¢ = 90® en las férmulas gene-
rales del tridngulo esférico, 1o que equivale a tomar en ellas cosa = 0
y sena = 1, y asi se obtiene:

La 1* del grupo I nos da:

1. cos A = — ctg b ctge.
El grupo II, nos da:

2. sen B = sen b sen A,
3. sen C = sen ¢ sen A.

La 3* y 5* del grupo III nos dan, respectivamente :

4. cos b = sen ¢ cos B,
5. cos ¢ = sen b cos C.

La 1* y 2% del grupo 1V nos dan, respectivamente :

tg B = — cosctg A,
tg C= — cos b tg A.

La 3* y 5* del grupo V nos dan

8. tg B = tg bsen C,
9. tg C == tg ¢ sen B.

Y finalmente la 1* del grupo VI nos da:

10. cos A = -— cos B cos C.



CAPITULO 111

RESOLUCION DE TRIANGULOS ESFERICOS RECTANGULOS

297. Cuando se dan solamente lados y angulos del triangulo esfé-
rico rectangulo, se presentan seis casos distintos, segiin sean los ele-
mentos que se dan, a saber:

1° Dos catetos.

2° Un cateto y la hipotenusa.

3° Un cateto y el angulo oblicuo adyacente.
4° Un cateto y el 4ngulo opuesto.

5° La hipotenusa y un angulo oblicuo.

6° Los dos angulos oblicuos.

Trataremos separadamente cada uno de estos casos.

298. Primer caso : Resolver un tridngulo esférico rectangulo, cono-
ciendo los dos catetos. — Resolucién : Sean los catetos b y ¢ los ele-
mentos conocidos. Se desconoce la hipotenusa a y los 4ngulos B y C.
Se tiene, segilin las formulas del n° 287.

cosa = cos beose

tg b _
th_senc’ t'gc—'senb'

Se ve que el problema es siempre posible y admite una sola solucion,
pues siendo cos b y cos ¢ cada uno menor que
uno, el producto serd menor que la unidad y
lLabrs un solo valor para cosa y por consi-
guiente para a.

Estando los valores de B y C dados por sus
tangentes, siempre serd posible encontrar un
valor, y uno sélo, para By O y estos valores se Figura 151
obtienen sin ambigiiedad. En cuanto al cua-
drante de B y C es el mismo respectivamente que el cuadrante de
by deec.
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Para verificar si se ha calculado bien, puede usarse la formula:
cos a = ctg B etg C.

Observacion. — Si los valores de b o ¢ fuesen pequefios, cosb y
o8 ¢ no se conocerian con bastante aproximacién y cos @ no quedaria
bien determinado. En tal caso, puede calcularse primero el 4ngulo B
o el 4ngulo C y luego calcular @ por alguna de las relaciones si-

guientes :

. tge
%= 5B
o bien
tg b
tea = .
&a cos C

Ejemplo : Resolver un tridngulo rectangulo, conociendo :

b = 82°20'18"
¢ = 41°14'16",

Cdlculos auxiliares COdlculos definitivos

log cos b cos a

log cos 82°20/ =9.12519 A=94 | logeos a = log cos b + log cos ¢

10"= 16 log cos b = 9.12490

8" = 13 log cos ¢ = 9.87621

log cos b =9.12490 logcosa = 9.00111
log sen b ' a

log sen 82°20’ =9.99610 A=2 | para 9.00207 a=84°14’ A=125
para 18" = 1 83 = 40"
log sen82°20/18” =9.99611 13 = 6
a =84°14'46"

logtg b tg B

log tg 82°20’ =0.87091 A=96 | logtg B =logtg b — logsenc

para 107 = 16 log tg b= 0.87120
» 8" = 13 log sen ¢ = 9.81900

log tg b=10.87120 log tg B = 1.05220
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log 60g o
log cos 41°14/ :=9.87624 A=11
para 10" = 2
» 6" = 1

log cos41°14/16” =9.87621

log sen o
logsen41°14’ =9.81897 A=14
para 10" = 2

» 6" = 1

log sen ¢ =9.81900

log ig o

log tg 41°14’ =9.94273 A =26

- para 1.05083

B

84°55" A =144
para 120 50”
» 17 7t

B = 84°55'57”

tg C

log tg C = logtgc — logsen b
log tg ¢ = 9.94280
logsenbd = 9.99611

log tg C = 9.94669

c

para 9.94655 C=41°29’ A=26
para 13 30”
» 1 27

C=41°29'32"

Comprobacion

cos a = ctg B ctg C

para 107 = 4
» 6.” = 3
log tg ¢ =9.94280
log ctg B
para 84°55’ =8.94917 A=144
» 50" = 120
» 7= 17
log etg B=38.94780
log ctg C
para 41°29’ =40.05345 A= —26
» 30" = 13
» 2" = 1

log ctg C=0.05331

log cos a

log ctg B = 8.94780
Jog c¢tg C = 0.05331
log cos a = 9.00111
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299. Segundo-caso : Resolver un tridngulo esférico rectdngulo cono-
ciendo la hipotenusa y un cateto. — Resoluciéon : Conocemos la hipote-
nusa a y el cateto b. Desconocemos el cateto ¢ y los 4ngulos B y €.
" Aplicando la regla de Neper, o sino directamenté por las férmulas
n° 287, se tiene: '

cos a = cos b cos ¢ de donde CO8S ¢ = o8 @ (1)
cos b
b
senb = senasen B -de donde senB = —o (2)
sen a
cos C =ctgatgb o bien cos C = tg b (3)
= cleate ' T tga

Discusién. — Los datos ¢ y b deben ser, desde luego, cada uno
menor que 180°. Si a y b fuesen ignales se tendria un triangulo
trirrectangulo que naturalmente no ofrece ninguna dificultad.

Si @ y b son suplementarios, el triangulo se reduce a un huso recto
y no lo consideramos como trisngulo. Vale decir, que eliminamos los
casos en que .a sea igual a b o suplementario con b.

Como una verificacién de los célculos puede aplicarse la formula

cos C —cos¢sen B.

Para que el problema sea posible es necesario que los segundos
miembros de las relaciones (1) (2) (3) sean menores que la unidad, y
puesto que a y b son positivos y menores que 180°, basta que se tenga

sen b
sen a

o0 bien
sen b < sen a.

Para que esto se verifique, debe tenerse:

si b<90° debe tenerse b<a<180° — b
» b>90° » » b>a>180° — b.

t
Y verificdndose esta condicidn, se tiene

sen?b < sen®a (4)
es decir
1 —cos?b<l — cos?a
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0 sea .
cos? b'> cos®a (5)
y el valor de cos ¢ dado por la (1) resulta menor que la unidad.
Y dividiendo ordenadamente la (4) por la (5) se tiene con mayor
razon
tg2b<tgla

y también el valor de ¢os C resulta menor que la unidad.
Luego, la inica condicién para que el problema admita una solucién,
I d . ° _
y una sola, es que a esté comprendido entre _2 y (180 b).

Observacién. — Cuando los valores de a y de b son poco diferentes,
cos ¢ difiere poco de 1 y queda entonces mal determinado por su cose-
no. En tal caso es conveniente aplicar las formulas :

¢ a+b a—0>
=) 8
. C _y/sen(a — b)
9" Vsen(a + b)
t';ga—b
B BE
5 — — | = + —_—
tg(4o 2) - a+ b

tg2

Es facil ver que discutiendo estas férmulas, se llega al mismo resul-
tado del anterior. En efecto, tomemos el primer valor, dado por n° 291 :

para que exista, debe tenerse tg

a—b
2

Si se tiene a > b, tg

vale decir
a+b

2

es positiva, luego debe serlo tg

< 90°

a+ b a—b

5 ¥ tg del mismo signo.

a+ b

9 ’

a + b < 180°

a<180° — b

21
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+
ol bdebe ser

. . —b .
Si se tiene a < b, tg z 5 s negativa, luego tg

o

negativa y por lo tanto

! a+5 990 a+b>180°

9
a>180° — b
es decir, que a debe estar comprendido entre b y (180° — b).

Hjemplo : Resolver un triangulo rectiangulo conociendo :

a = 40°25'12”

f b = 30°20'15"

Por estar ¢ comprendido entre

e

b= 30°20'15"
180° — b = 149°39'45"

‘2
el problema admite una sola solucién.

g
Cdlculo de ¢ : v
CoS @
Co8 ¢ = .
cos b
log cos a
log cos 40°25' = 9.88158 A =-10
para 10”7 = 2
» 27 = -
logecosa..... = 9.88156
log cos b
log cos 30°20/ = 9.93606 A =-—17T
para 187,000 = 2

log cos b = 9.93604
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log cos ¢
log cos a. = 9.83156
log cosb..... = 9.93604
log cos c... = 9.94552
C
Para 9.94553 = 28°06'
para 1 = .0
c. = 28°06'07"
sen b
Cdleculo de B : sen B — 02,
sen a
log sen b
log sen 30°2¢’ = 9.70332
para 10”7 = 4
» 5% = 2
log sen b = 9.70338
log sen a
log sen 40°25’ = 9.81180
para 10”7 = 3
» 27 = 1
log sen a . = 9.81184
log sen B
log sen b. = 9.70338
log sena. . = 9.31184
log sen B = 9.89154
B
Para 9.89152. . = 51°1¢’
para 2..... = 09”
B.. = 51°10709”

A=1T
A =21
A=15
A=10
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Y puesto que B y b deben estar en el mismo cuadrante, el va-
lor de B es 51°10'09”.

Cdlculo de C : ; cos C = .
tg a
log tg b
log tg 30°20" ,........... =9.76726 A =29
Para 10" = 5
» 5" == 3
logtgh.....ccvovviuenn. = 9.76733 -
log.tg a
log tg 40°25/ = 9.93022 A =26
Para 107 ...... el = 4
» 2" = 1
logtga........ccccv.n. = 9.93027
log cos C
logtgb........... = 9.76733
logtga........... = 9.93027
logecosC..... vee.. = 9.83706
(54
Para 9.83715...... ceenee = 46°35’ A=14
» 9. i = 40"
Covrvnennnnen = 46°35'40”
Comprobacion

cos C =coscsenB

logeose.......... = 9.94552
logsenB......... = 9.89154

logcosC.vvvnnnnn. = 9.83706
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Resolveremos ahora el mismo problema, aplicando las férmulas
estudiadas y con los mismos datos :

0°25'12”

a=14
b = 30°20'15”

I

¢ a+ b —b
¢ C _y/sen(a — b)
5 TV sen (@ + b)
a—b
. B ' —
. 5 — | — + - -
tg (40 2) —+ pary
tg
2
Cdleulos auxiliares
a = 40°25'12"
b = 30°20'15"”
a + b = 70°45'97" ¢ *; b _ 350900437
a—2>b
a— b =10°04'57" o = 520228
log tg ¢ -; b
log tg 35°22’ = 9.85113 A =27
-Para 40/ -, v, = 18
» 3 e = 1
b :
log tg —%— ............ = 9.85132
log lg —g—b
log tg 5°02’ = 8.94485 A =145
Para 207, ... ... .. = 48
» e = 20
- b .
logtg——7—........... = 8.94553
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(4
ty 5
¢ b —b
2 log tg; = log tg f—t‘i)— + log tg ¢ 5
.+ b
log tga ; e = 9.85132
a—b
log tg . = 8.94553
c
2logtg ;.. ... = 8.79685
i
c
log tg Gt = 9.39842
[4]
Si log tgg .. =9.39838 — 14°03'
Para = 4 = 04”
° = 14°03'04”

¢ = 28°06/08"

N ) /sen(a — b)
) — == / —_—
T2} sen(a + b)

log sen (@ — b) = log sen 10°04'57”

log sen 10°04’ = 9.24253
para Hno” = 59

» 4 = 8
logsen(a - b).............. = 9.24320

log sen (a + b) = log sen 70°45'27”

log sen 70°45’ = 9.97501
para 20 e e e = 2
logsen(a+ b)............ = 9.97503
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07 -

_—
09 i9 >
C }
2logtg = logsen (a — b) — logsen(a + b)
logsed(a — b)........... oo = 9.24320
log sen(a + b).. = 9.97503
2logtg - = 9.26817
C .
log tg = 9.63408
c
C
Si log tg (—3 = 9.63379 - = 23°17 A=35
Para 29 = 50"
C
— = 23°17'50"
2
C = 46°35'40”
B 2
O =+ —_—_—
tg (4? 2) -|/t0'a,+b
° 72
B 4+ b
/og tg [45° — T)) = logtg —— tg — lo 2 t
log tg _) = 8.94553
b
log tg 22 = 9.85132

2 log tg (45° —

log tg (45° -

| &

) = 9,09421

(24

L

St
Vv

2]

L

—) = 9.54710
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450 - g
3 B - [ 4= B ‘
Si log tg (45° — 5) = 9.54673 (40° — 2—) — 19°24/ A =41
% 34 50”7 Para 37 = 54"
3 '411 '
45° — ‘-? — 19°24'54"
< B

= 45° — 19°24'54" = 25°35'06"

W |

T e ebe e 51°10'12”

o

300. Tercer caso : Resolver un tridngulo rectdngulo, conociendo un
cateto y el dngulo agudo adyacente.

Resolucion. — Sea b el cateto conocido y C el angulo agudo. Des-
conocemos la hipotenusa a, el cateto ¢ y el 4ngulo B.

Aplicando la regla del pentagono de Neper o las férmulas dadas
por n° 287 se tiene:

tg b
cos G
sen b = tg e ctg C de donde tg ¢ = senb tg C

cosC =tgbctga de donde tga =

y ademas n° 287 férm. (9). cos B = cos b sen C.

En cuanto a los valores de a y de ¢, siempre existirdn, y no hay
ambigiiedad en cuanto a su citeulo.

Se obtiene siempre un solo valor para a y ¢. Para el cilculo de B,
siempre se obtiene para cos B un valor menor que la unidad, por ser
el producto de dos cantidades menores que 1 y tampoco puede haber
ambigiiedad en cuanto a la determinaciéon de B.

Si cos B es positivo, entonces B estd en el primer cunadrante, y si
cos B es negativo, B estd en el segundo cuadrante. Por otra parte,
puesto que sen C es siempre positivo, por séer C menor que 180°, re-
sulta que el signo de cos B es el mismo que el de cos b, 0o bien By b
estdn siempre en el mismo cuadrante.

Bl problema es siempre posible y admite una sola solucion.
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Como una comprobacién de los cilculos, se tiene:

tg ¢ = tga cos B.

Observacion. — Si el angulo B, estuviese mal determinado por
cos B, se calcula primero el valor de tg a y luego se calcula B por la
formula |
__ctgC

B
tg cos a

o también, después de calcular ¢ se puede calcular B por

Ejemplo : Resolver un tridingulo rectangulo, conociendo

b = 51°31'55"
C = 78°37'34".

> log tg b
logtg 51°31’ = 0.09965 A =26
para B0, ... e = 22
para Bl = 2
logteb = 0.09989
log cos C
log cos 78°37’ = 9.29529 A=63
para 307, .. .00t = 32
para 4", ... = 4
logeosC.......oociiivnn = 9.29493
cos C
tga = tg b
logtgdh......... = 0.09989
logeos C....... = 9.29493

logtga ......... = 0.80496
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a
Silogtga........ = 0.80439
’ Fr5
57"
- a4 =
log sen b
logsen 51°31’............. =
para 507. ... =
para S =
logsenb................ =
logtg C
log tg 78°37/ =
para 307, il =
para 4. =
logtgC............ ... ..., =
tgc = senbd tg C
log sen b =
log tg C =
logtge............. =

Silogtge...s.. =0.58995 ¢

18
25
U
¢

log cos b
log cos 51°31', . ...........
para 507
para

log cos b

81°05’
40”
1//

et peges

81°05’41”

0.69609
33
4

e,

0.69646

9.89374
0.69646

0.59020

20”
8”

9.79399
13
1

= 9.7938H

75°35'28"

A=283
A=11
A=65
A=53
A=16
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i

log sen C .
log sen 78°37* = 9.99137 A=3
para 347, ... .00 .. = 2~
log sen C = 9.99139

L]

co8 B = ¢osb sen C

logeosb......... = 9.79385
log sen C = 9.99139
log cos B np = 9.785624
B
Si log cos B = 9.78527 B.... = 52°25*~ A=17
3 09”
B = 52°25'09”

Comprobacion

tgec=tgacos B

log tga = 0.80496

log cos B = 9.78524

log tg ¢ = 0.59020.

i
301, Cuarto caso : Resolver un tridngulo rectdngulo conociendo un
cateto y el dngulo opuesto. —. Resolucion :» Sean by B los elementos
conocidos. Desconocemos a, ¢ y C.

Aplicando la regla del pentigono de Neper o las formulas dadas
por n° 287 se tiene:

sen b
sen b == sena sen B de donde: sen a =
sen B
ted
senc=tgbctg B » sene — o
tg B
li e
cos B
c¢os B = cos b sen C » sen C = .

cos b
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Discusién. — Los valores de los elementos desconocidos, vienen
dados por sus senos y entonces se obtienen para cada uno de los ar-
cos @, ¢ y C, dos valores positivos menores que 180°. Veremos cuén-
do y cudles de esos valores se pueden aceptar.

Consideremos :

I. B < 90°. — Siendo B < 90°, consideremos distintos casos:
a) b < B. En ese caso

senb < sen B

ar

y se tiene entonces sena < 1,y se encuentran dos valores para a,
uno agudo y otro obtuso. Y siendo @ y ¢ de la misma especie, pues es

cosa = eos b cose¢
o J

siendo b < 90°, resulta cos b positivo y por lo tanto a y ¢ de la mis-
ma especie, vale decir, para a agudo, ¢ es también menor que 90° y
si @ es mayor que 90°, también ¢ es obtuso, y por ser ¢ y C también
de la misma especie, se tiene en definitiva

a < 90° cy C son también menores que 90°
a>90°% cyC » mayores » 90°

es decir, que el problema tiene dog soluciones.
b) b = B. En ese caso se tiene

sen b = sen B

y resulta sena =1 o bien a = 90° y siendo @, ¢y C de la misma
espeeie- se tiene c= € = 90° y el tridngulo resulta bi-rectdngulo y
el problema admite una sola solucién que es cabalmente un triangulo
bi-rectangulo.

¢) g> b > B. Se tiene, senb > sen B y por lo tanto resulta

sen a > 1, es decir, que el problema no tiene solucion.
e

II. B> 90°.— Si B es mayor que 90°, también se presentan va-
rios casos:

19) g< b < B, en ese caso se tiene sen b > sen B y resulta

sen a > 1, vale decir que el problema es imposible. /Y)g™
. AL

- ——



— 4183 —

2°) b = B. Resulta en ese caso sen b = sen B y por lo tanto
sena =1

y nuevamente como en el 2° caso anterior, se tiene un triangulo bi-
rectangulo. /3&_'_ i
3°) b > B. En ese caso resulta, siempre sobre la base de ser B
obtuso,
sen b <sen B

y por lo tanto
sena <1

y el problema da dos valores para a, uno menor que 90° y otro mayor.
Se tiene
cosa = cos b cose¢

y siendo cos b < 0, resulta que a y ¢ son de especie contraria, es de-
cir, que se tiene, puesto que ¢ y C son de la mismna especie :

sia<90° ¢y C son obtusos

» a>90° ¢y C » agudos.

En resumén, vemos que para que el problema admita solucién, de-
be tenerse que B debe estar comprendido entre b y 90° y verificindo-

se esa condicion, el problema admite
dos soluciones.

‘m', por otra parte, que ello
es asi considerando el triAngulo ABC
(fig. 152) rectangulo en A.

Si prolongamos los lados a y ¢ hasta
completar el huso en B’, se ve ficilmente que el triingulo AB’C,
también resuelve el problema por tener el 4ngulo en B’ ignala By
el lado AC = b,

Se ve que tiene:

Figura 152

A
‘BC=a" =180° — a

AB' =¢ =180° — ¢
ACB = ("' =180° — C.
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Observacion. — Estando los elementos incégnitos, caleulados por

sus senos, puede ocurrir que no queden bien determinados. En ese
caso es preferible calcular por las formulas siguientes:

tg (4_5° — ;‘f-)

o O ./ Bxb B—b
te (4o° - 5) =+ l/ tg —— tg—5—
Yy fe

~

Ejemplo : Resolver un tridngulo rectdngulo, conociendo :
b = 106°3846"
B = 105°48'52"..

Se verifica que B esta comprendido entre 106°38’46” y 90°. Luego
el problema tiene dos soluciones.

log sen b
log sen 106°38'46" = log sen (180° — 106°38'46"") = log sen 73°21’14”

log sen 73°21’. =9.98140 A =4
para 14" = 1 k
log sen b = 9.98141

log sen B
log sen 105°48'52 = log sen (180° — 105°48'52"”) = log sen 74°11'08"”

log sen 74°11’ =998324 A=3

para 08”....... = —
log sen B. = 9.98324
log sen a
logsenb.......... = 9.98141
logsenB.......... = 9.98324
log sen a. .

........ = 9.99817
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a
Si log sen @ = 9.99817 a = 84°45'00”,
Luego se tiene para a:

a = 84°45'00”
@ = (180° — a) = 95°1500”

log tg b [

log tg 106°38746” =log [ — tg (180° — 106°38'45")| =log [ — tg 73°21'14")

log — 73°2Y/ = 0.52424 n A =46
para 107, .... = 8
» 4" = 3
logtg b. . = 0.52435n
log tg B

tg 105°48'52” = — tg (180° — 105°48'52") = — tg 74°11/08”

log — tg 74°1Y1’ = 0.54778 n A =148
para 08” = 6
log tg B.. = 0.54784 n

logsenc = log tg b — log tg B

logtg b.......... = 0.52435n
log tg B. = 0.54784 »n
logsenc.......... = 9.97651
c
log sen ¢ = 9.97649 ¢c=71°1900" A=4
para 2..........0.n = +30”

—
¢ = 71°19'30"”
o también

¢ = 180° — ¢ = 108°40'30”
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log cos B

¢os 105°48'52” = — cos (180° — 105°48'52") = — cos 74°11708”

7
log(—cos 74°11)......... = 9.43546 n A=44
para 08" = — 6
logecos B........ eiee.. = 9435400

log cos b

cos 106°38'46” = — cos (180° — 106°38'46”) = — cos 73°21’14"

" log (= cos 73°21))........ —0.45716n A = 42
para 107) .
N g = 10
logeosb............... = 9.457006 n

log sen C = log cos B — log cos b

logcos B.......... = 9.43540n
log cos b.,.c.on... = 9.45706n
logsen C.......... = 9.97834
C
Si log sen C = 9.97833 C = 72°03' A=4
para 1 15”

C = 72°03'15"

o también
C’'=180° — C = 107°56’45".

Calcularemos ahora con las formulas:

tg e

a 2 ¢\ ) /sen (B — b)
tglas° — )=+l —=—, tg(a5°~2)=+ |/
{’( ? 2) - tg‘B+b’ g( 2) _l/sen(B-l-b)’

C " B+b B-—b
5o _—— po——y .
tg (40 2) + I/tg 3 tg v
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Siendo:
b= 106°3346"
B = 105°48/52"” |
B — b= —0°49/54"" B ; b = 0°24’'57"
B + b = 212°27'38" B :; b = 106°13’49”.
log t B—b
g g 2
tg nat — 0924/ = — 0.006981 A =291
para 507 = 243
» 77 = 34

tg nat{— 0°24’57”) = — 0.007258
log tg (— 0.007258) = 7.86082n

log tg = 7.86082 n,

2

log th+b
2

g 106°13’49” = — tg (180° — 106°13'49") = — tg 73°46'11”
log tg (— 73°46") = 0.53587Tn A =47

para 10”7 = 8
» 1”7 = 1
b
log tg = 0.53596 n

2

a
log tg|45° — —
o9 9( 2)

B+ b
2

~ log tg

B
2 log tg (45° — g) = log tg

2

B—b
log tg —5 = 7.86082 n

B+5b
log tg - ;_ = 0.53596 »
a
2 log tg (45° - 5) = 7.32486
log tg (45° — %) = 8.66243
g 'g 2 — Y ~

7
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a
°o_ =
1g nal (45 2)

Silog tg.(45° - ‘2—’) = 8.66238  tgnat (45° — g) = 0.045960

Si tg nat = 0.045701 (45° — if) — 2937, A =292
para 243 507
» 16 37
45° — 0 = 293753

a = 84°44'14"”.
Y también

45° — £ = — 92°37'563"
IR 2
a’

o= 47°3753"
-

a = 95°15'46”

log sen (B — b)

sen nat (— 0°49")...... =— 0.014253 A =291
para 50" = 243
» 4 = 19
sen nat (— 0°49’64")....... = — 0.014515
log (— 0.01451) = 8.16167n A = 30
para b = 15

Jog sen (B — b) = 8.16182x

log sen (B + b)

sen 212°27'38” = — sen (212°27/38” — 180°) = — sen 35°27/38"~
log (— sen 32°27")....... ve. = 9729620 A =20
para 30" = 10
» 8" o 3

logsen (B +b).......... ve. =9.72975n
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6\,
L J
log g (45 2)

2 log tg (45" - %) = log sen (B -~ b) — log sen (B + b)

log sen (B — b) = 8.16182 n
log sen (B + b) = 9.72976n

c ’
2 log tg (45° — 5) = 8.43207

Tog tg (45° - g) —~ 9.21603

Si log tg' = 9.21578  45° — -3- = 9920/ A=179
para 25 197
4° — 2 = 9°20'19”
2
g — 45° — 9°20'19” = 35°39'41"
- =\ rn... ... T1°197997
o también
45° — & — _g9°20'19”
g
4
f)— = 45° 4 9°920'19” = 54°20'19”
=, 108°40/38".
o_é__ “B+b B—b
tg(45 - 5) —;i:‘/tg > tg 5
C B+5b B—b
2 log tg (45" — —] =log tg + + log tg ——
) 2 2
B+b
log tg —— = 0.53596
B-—-0b
log tg —— = 7.86082 n

2 log tg (45° — g) = 8.39678

C
log tg (45° — ;) == 9,19839.
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Si log tg (45° - ;) = 9.19807 45° — ‘2 = 8958’ A = 82
para 27 = 20"
: » s AR I . = EOD, L
45° -—121 = 893823"

) también.

== 45° -- 8°5823” = 36°01’'37”
7 ,

C=... 72°03'14”
45° — (—; = — 8°58'23”
Cl
5 = 456° + 8°38'23" = 53°58'23"
C'= 107°56746".,

302. 5° Caso : Resolver un tridngulo rectdngulo, conociendo la hipo-
tenusa y un dngulo agudo.— Resolucion : Sea a y B los elementos
/

conocidos.

Debemos calcular b, ¢ y C. Aplicando la regla del pentagono de
Neper o las formulas n° 287, se tiene:

sen b = sena sen B

cos B=-ctgatgc de donde tge=cosB tga
cos = ctg B ctg C » ctg C = cos « tg B.

Discusion : Bl valor sen b, serd siempre positivo y menor que 1,
por ser producto de dos cantidades positivas menores que la unidad.
Se encontraran para b dos valores, uno en el primer cuadrante y otro
en el segundo ; pero como b debe ser de 1a misma especie que B, sélo
debemos aceptar un solo valor, aquel que esté en el mismo cnadrante

que B.

En cuanto a los valores de ¢ y C, siempre existirian, ya que estén
dados respectivamente por su tg y ctg. Y no hay ambigiiedad en
cuanto al cuadrante, pues si son positivas estaran en el primer cua-
drante, y si son negativas en el segundo. Las mismas formulas que
utilizamos para calcular ¢ y C, nos muestran que tgc y ctg C tienen
¢l misino signo, puesto que tga y cos a tienen el mismo signo y lo
mismo cos'B y tg B.

Luego el problema siempre admite una solucién, y una sola.
S
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Observacién. — En caso de que el lado b, que se calcula por su seno,
quede mal determinado, se puede proceder calculando primero ¢ o C
y luego, ecalculando b por cualquiera de las siguientes formulas

tgb=—senctgB obien tgb=tga cosC.
Se pueden verificar los edlculos porla formula :
tg ¢ = sen b tg C.
Ejemplo : Resolver un tridngulo esférico rectangulo conociendo :

a = 60°20007” y B = 72°04'20"

log sen a
log sen 60°20’ =9.93898 A =17
para 07 = 1
log sena. = 9.93899

log sen B
log sen 72°04%....... = 997837 A =4
para 20”7 = 1
logsen B. .. = 9.97838

log sen b = loy sen a - log sen B

logsena.,..... = 9.93899
logsenB......... = 9.97838.
logsenb....... = 9.91737
b
Si log sen b = 9.91729 b = 556°45/ A=29
para 8 50"

b = 55°45'50"”

log cos B
log cos 72°04'....... = 0.48842 A =39
para 200, ... = 13
log cos B.. = 9.48829
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log fg a
log tg 60°20/....... = 0.24442 A =29
para 07" = 3 "
log tg a. —= 0.24445.

log tg ¢ = log cos B 4 log tga

logecosB........... . = 9.48829
logtga........... —= 0.24445
log tg ¢ = 9.713274
c
Silog tg ¢ = 9.73265 ¢ = 28°23° A =30
para 9 18”

¢ = 28°23'18”

log cos a
log cos 60°20’ = 9.69456 A = 22
para 0mv.... = 3
logcosa....... = 9.69453

log tg B
log tg 72904’ = 0,48995 A =43
para 207,... = 14
logtgB..,........ = 0,49009.

log ctg C = log cos a + logtg B

logcosa.... = 9.69453
log tg B = 0.49009
logetg C............ = 0.18462
c
Si log etg C == 18472 C = 33°10’ A =28
para 10....... = 227

C = 33°1022"
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Comprobacién

tg c = sen b otg C

log senb. ... = 9.91737
logtgC............. = 9.81538
log tg ¢ = 9.73275.

303. Sexto caso: Resolver un tridngulo esférico rectdngulo, conociendo
los dos dngulos oblicuos. — Aplicando la regla del pentdgono de
Neper o aplicando las férmulas dadas en n° 287, se tiene:

cosa = ctg B ctg C

cos B
c¢os B = cos b sen € de donde cos b = -
sen C
cos C
cos C = cosc sen B » COS ¢ = .
sen B

Discusion : Como cada uno de los elementos incégnitos a, by e,
estd determinado por el ecoseno, no habra ambigiiedad para determi-
nar a, b y ¢ siempre que el valor del respectivo cos sea menor que la
unidad.

Necesitamos ver, entonces, qué condiciones deben satisfacer By C,
para que los cosenos sean menores que 1.

Tomemos la relaciéon que nos da el cos b que podemos escribir:

cos B cos B cos B
cos b = - = - — = =
senC  c¢os(90° — C)  cos(C — 90°)

Para que cos b < 1, debe tenerse:
cos B<cos(90° — C) y cosB <cos(C — 909
luego si C es menor que 90°, es decir, si (90° — O) es positivo

90° — C< B <180° — (90° — ()
o bien
90° — C< B<90° + C. (1)
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Si en cambio C es mayor que 90°, es decirsi (C — 90°) es positivo,
debe tenerse:

v bigsy

C — 90° < B < 180° — (C — 90°)
o bien

O~ 90°< B <270° — (.. (2)

3ot
De la relacion (1) sacamos : '

B+C>90° y B- C < 90° B

i

Y de la relacién (2) obtenemos. ;.

C—-B<9° y B+ (<2700
Luego podemos resumir esas condiciones en la siguiente forma :

90° < B' 4 C < 270°

B — C < 90°. \

Cumplidas esas condiciones por los dngulos B y C, se tiene que :

_ cos B :
i ——— ©8 menor que la unidad.
sen C
) . cosB cos? B
Ahora bien, 8i —— <1, se tiene ———
> sen(C T 7? sen? O
es decir
c¢os? B < sen?C. i

Y también P 2
1—~sen?B <1 — cos2C

vale decir

cos?2C < sen? B
vale deeir

cos?C cos C

— <1 o bien
sen? B3 sen B

y existe un valor Ginico para cos ¢.

. e cos B Ny ctg B

Multiplicando por wenC <1, se tiene 60 <1 ectgBetgC<1l;
luego el valor de cos @ es menor que 1,y por lo tanto se encontrard
un valor Gnico para a.
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Luego, para que el problemna tenga solucién, es necesario y sufi-
ciente que la suma de los a4ngulos agudos (B + C) esté comprendida
entre 90° y 270% ¥ que la diferencia entre ‘¢l mayor y el menor sea
menor que 909, Lienados estos dos requisitos el problema tiene una
so0la solucién.

En general, para calcular los elementos a, b y ¢ es preferible utili-
zar las formulas dadas en n° 294 que nos dan by ¢, y en cuanto a a,
puede calcularse por la siguniente formula:.

2, 1 cosa 1 —ctgBetgC
tg2—= = =
2 1l+cosa 1+ ctgBetgC’

o bien
sen B senC — cos BecosC ~ cos(B + ()
sen BsenC + cosBeosC  cos(B—C)

a
2 —_

y resulta

0% / _cos(B + C)
8237V T cos(B - 0)

y para b y ¢ habiamos obtenido :

b B+C B —
tg§ =\|/tg (———g C_ 45°) tg( 5 ¢ + 45°)7
G E N 5 — R
tg;;-: te (—3; C_ 45°> tg ((’ 2’B + 450).

Ejemplo : Resolver un tridngulo esférico rectdngulo conociendo :

B = 105°4852" 'y O = 72°03"15"

log olg B v
ctg 105°48'52” = — ctg (180° - 105°48'52”) = — ctg 74°11708”
logetg 74°11/ = 9.45222 A=48
para 08” = 6

log ctg 1053°48/52”. .. ... .. .. =9.45216n



‘log ctg C
log ctg 72°03’ = 9.51048 A=43
para 157, = 10
logetg OC...... = 9.51038
log cos a
logetgB...... = 9.45216 n
logetgC.......... = 9.51038
log cos a . = 8.96254
Si log cos @ = 8.96280 a’ = 8§4°44’ A=137
para 26. . = 11”7

a’ = 84°44'11”
a = 180° — 84°44/11" = 95°15/49”

log sen B
log sen 105°48'52” = log sen (180° —105°48'52") = log sen 74°11'08”

log sen 74°1Y’ = 9.98324 A=3
para 08” = —
log sen B = 9.98324

log cos BB

log 105°48'52” = — cos (180° — 105°48'52") = — cos 74°11708”

log cos 74°11’ = 9.43546 A=44
para 087, .. = 6
log cos 105°4852” ., ..... = 9.43540

log sen C
log sen 72°03’ = 9.97833 A=4
para 15” = 1
log sen C = 9.97834

log cos C
log cos 72°03’ = 9.48881 A=39
para 15" = 10

log cos C = 9.48871
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log cos b
log eos B. . =.9.43540 n
logsenC........... .0 = 9.97834
log cos b .. = 9.45706 n
b
Silogcosb. . = 9.45716 b, = 73°21’ A=42
para 10 14”
b, = 73°21'14”
b=180° — 73°21'14” = 106°38'46"
log cos ¢
log cosC........ = 9.48871
logsenB.......... = 9.98324
log cos ¢ = 9.50547.
Si log cos ¢ = 9,505661 c¢... = T71°1Y A=38
para | 14 227
c. = 71°19’22”,
Y calculando por las otras formulas, se tiene:
B = 105°48'52"
C......... = 72°03'15”
B |
B+C..... = 177°52'07" ; C . 88°56'03"
- B —
B-C = 33°945'37” ) S 16°52748"
B-0C
B j C_ 45° = 43°56’03", + 45° = 61°52'48",
‘ —
© 2——31 + 45° = 28°07’12",
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Cdleulo de a

log [~ ¢os 177°5207"].. ..... = 9.99970
log ¢os 33°45'37" . = 9.91979
2 I'vo'g'“'t‘;g'f—f .................. = 0.07991
a
logtg ..o = 0,03995
X - _ yroarisan
G I = 47°37'54"” -
L IR = 95°15'48"

Célenlo de b

logtg 43°56703” .. .......... = 0.98384
logtg 61°52/48” .. .......... = 0.27213
o b
2logtg ... - .. e e = 0.25597
b
logitgs oo = 0.12798
b .
ST e = 53°19/20”
b . = 106°3840"

Celeulo de ¢

log tg 43°56°03” ... ...... .. = 9.98384
log tg 28°07/12" . ........... = 9.72784
¢
2108 S e e . =9.71168
log tgg o = 9.855684
S U = 35°39'39”

C oot = 71°19'18".



CAPITULO 1V

OTRAS FORMULAS bEL TRIANGULO ESFERICO EN GENERAL
CALCULABLES POR LOGARITMOS

(FORMULAS DE DELAMBRE Y DE NEPER)

304. Expresion de adngulos en funcion de lados. ~~ Las formulas del
grapo I (n® 279), vincnlan los tres lados de un tridgngulo con un 4ngulo.
Permiten entonces calcular los 4ngulos de un triangulo cuando se
conocen los tres lados. Pero la expresion coseno del angulo:

cosa — cos bcose

cos A =
sen b sen ¢

no es calculable por logaritmos. Vamos a obtener féormulas que dan
los 4ngulos en funcién de los lados, pero que se pueden calecular por
Ihgaritmos.

En efecto, recordando que:

A .
@B __ 1 _ . .
2 sen D) 1 cos A, Z (
! [
se tiene: ///
A cos & — cos b cos ¢ P
2sen® _— =1 — _
2 sen b sen ¢ Pl

sen b senc — cosa + cosbcose cos(b — ¢) — cosa
— sen b sen ¢ ' sen b sen ¢

o bien, transformando en producto la diferencia de cosenos,

a+b—¢c a—-b+ec
2 sen sen -
s A 2 2
2 sen — = .
2 sen b sen ¢

Haciendo:
a+ b+ c=2p,
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se tiene:
b+c—a=2(p— a)
a-@-—-c—b=2(p—b),
a+b—-c=2(p—oc),
Iuego §

sen X |/%en(p — b)sen(p — o)
2 sen b sen ¢

Y hay que tener en cuenta s86lo el signo + del radical, pues en un
. A A "
tridangulo sen 5 €8s siempre positivo.

Si hubiésemos partido de la 2* 0 3* del grupo I por un camino -ana-

]

. . . . B
logo, habriamos obtenido formulas del mismo tipo para sen 5 y sen -

Se tiene asi:

/sené= sen(p—b)sen(p—o)’
g 2 sen b sen ¢

VII. .. sen'—]%= sen (p — a)sen(p — ¢)
2 sen a sen ¢

son O = sen(p — a)sen (p b).
2 senasenb

305. Procediendo en la misma forma se tiene :

A cosa — cosbcose
2c082 -=1+4+cosA =1+ =
2 sen b sene¢

senbsenc 4 cosa — cos b cose
o sen b sen ¢

A cosa — cos(b+ c)‘(
2 CO8* — = :
2 sen b sen ¢

D
]

Y transformando en producto la diferencia de cosenos:

a+b+ec b4+c¢c—a
sen

e
9 2 2
2 cos— = _
9 sen b sene¢

2 sen

)

de'donde

A _/senpsen(p — a)

COS — =
2 l/ sen b sen ¢
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Donde hay que tener en cuenta sélo el signo mas del radical,

: A
porque el valor det 4ngulo-es menor que 180° y porlo tanto - €8 menor
que 90°. Procediendo en forma aniloga con la 2* y 3* ael grupo I,

1

. . ) B
obtenemos formulas del mismo tipo para cos g y cos = y tendremos:
a-d

A "sLenpseh(p—a)‘

CoS — =
2 sen b sen ¢
VIII.. cos B sen psen (p — b)
2 1/ ,
2 sen a sen ¢

senasend

C sen psen (p — ¢)
2

306. Dividiendo ordenadamente las formulas del grupo VII por
las del grupo VIII, se tiene:

sen (p — b)sen (p — c)

tg— =
2 sen psen (p — a)
IX....... ¢ B _/sen{p—'a)sen(p -- ¢
837 sen p sen (p — b)
t0'9— /sen(p-a)sen(p—b)
® 92 sen p sen (p — c)

Férmulas que permiten calcular los 4ngulos de un triangulo cuan-
do se conocen los tres lados.

Siempre conviene utilizar el grupo IX, pues aparte de calcularse
por la tg en lugar de sen o cos, es facil ver que calculando por ¢l
grupo VII, se necesitan seis logaritinos, calculando por los del grupo
VI1I1I, se necesitan siete logaritnos, mientras que calculando por el
grupo IX se necesitan sélo cuatro logaritmos.
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367. Si hacemos

H =«Vsenp seh_ (p — a)sen(p — b) sen (p — ¢),

se tiene
A A ]

sen A = 2 sen — €os — —2H——7
\ 2 2 sen b sen ¢

B B 2H
X.... sen — o8 — = ————
2 J sen a sen ¢

C 2H

C
| sen C =2 senTzcos

-

5~ senasenbd

308. Y haciendo

K=‘/sen(p—a)sen(p-— b) se n(p—e _ H

sen p senp
Tenemos :
t'A— K
\ 89 T sen(p — a)
B K
XI... = —
)tg 2 sen(p—b)’
C K
't‘,ﬂ‘—.—_—_——.
©2 sen(p— ¢

Veremos en el n° 358 el significado de K.

309. Expresion de lados en funcion de dngulos. — Tomando la 12
del grupo VI (n° 283), se tiene:

cos A = — co8 B cos C + sen B sen C cos a,
de donde
cos A + cos Beos C
cos @ = : S
sen B sen C
luego es

cos A + cos BeosC .
sen B sen C -

a
2sen2§= 1—cosa=1—

sen BsenC — cos A — cos BeosC
sen B sen C ’




— 433 —

0 bien

a —[cosA + cos(B + (J)]

2g8en?- =
2 sen B sen

y transformando en producto la suma de cosenos, se tiene:

A+B4+C B4+C-—-A

2 cos COS

. 2 2
sen B sen C

a
2sen? - = —
2

Hemos llamado exceso esférico 2: a

% = A + B + C — 180°,

de donde :
A+ B+ C=180° + 2¢
B
A+2 +C=90°+s.
Y también
B4+C—- A
5 = 90° — (A = ¢),
A+0=8 900 (B—o,
2
. - C
A+33 =90° — (C — ¢).
2
Luego

se senzsen(A — ¢)
n - = ’
sen B sen ()

y -en forma analoga para los otros lados, obteniéndose asi:

{/ a /sen e sen (A — )
| sen — =
2 / sen B sen O
b sen ¢.sen (B —
XII.... sel — = n 2
2 sen A sen C
! c sen gsen (C — ) .
sen — = .
\ 2 sen A sen B

Donde hay que tomar sélo el signo m4s para el radical, puesto que
dos valores de los senos de los lados y de la mitad de los lados son

positivos.
28
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310. Anilogamente tenemos :

a A Bcos G
2 cos?e =1 ¥.cosa =1 + — + co8 (:oq(;
2 sen B sen O

o bien

& _ Sen B sen C 4 cos A + cos B cos 0 cos A + cos (B — O)
2 sen B sen C sen B sen O

2 cos

Y transformando en producto la suma de los cosenos, se tiene:

A4+ B C A4+C-—-B
cos cos
cos2a _ 2 9
9 sen B sen C ’

o bien

cos sen (B — ¢) sen (C — -)’
_ sen B sen C

donde hay que tener en cuenta sélo el signo mas del radical, ya que
¢l cos de 1la mitad de un lado es siempre positivo. En forma aniloga

) b ¢ )
se obtendria cos 5 y cos 5 Tenemos asi

/ cos & — /sen (B — ¢) sen (C — «)
'\ 9 sen B sen C ’
XTI 9 sen (A — ¢) sen (C — «¢)
/ 2 sen A sen C ’
| cos /sen(A — ¢)sen (B — ¢)
\ sen A sen B )

311. Dividiendo ordenadamente cada una del grupo XII por
cada una del grupo XIII, se tiene:

e ? /" sencsen(A —e)
g2 ~ V sen (B — ¢)sen (C — e)’
- X IV tvb _ sen z sen(B — ¢)
’ & 9 " ¥ sen (A — ¢)sen (C — e)’
el /" senesen (U — z)
\ 85 7 ) sen (A — ¢)sen(B — ¢)

Donde 86lo hay que tener en cuenta el signo positivo del radical.
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312. Se puede dar todavia otra forma de expresar lo mismo. !t 7
Haciendo

2P =A + B + C =180° + 2.
A+3-C . P-<

Resulta —
e=P — 90° sene =+ cos P,
(A —2e)=90°— (P — A), sen(A —z)=-cos(P — A),
(B—¢)=90°— (P — B), sen(B — ¢) = cos(P — B),
C —¢)=90° —.(P — C), sen(C —¢)=-cos(P — Q).

Y los grupos anteriores se transforman en:

— cos Pcos (P — A)

sené - / sen B sen C ’
XV | sené _ / — cos P cos (P — B)
’ 2 sen A sen C
. senc _t/— cos Pcos(P — ()
\\ 2 ¥ sen A sen B
'/ cost — Jcos (P — B) cos (P — C)
'\ a ¥ sen B sen C !
b cos (P — A)cos (P — Q)
XVI }oos?
€085 sen A sen C ’
¢ cos (P — A)cos (P — B)
CO8 — = -
\ 2 sen A sen B
/t @ _y/ —cosP cos(P — A)
g 83~ ¢os (P — B) cos (P — O
b — cos P cos (P — B)
XVII.. tg — =
) £9 cos (P — A)cos(P - U)’
Dt O — cos P cos (P — O)
. €3 =V cos (P — A)cos (P — B)
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ty

313. Haciendo
h = | — cos Pcos(P— A)cos (P — B) cos (P — O)

tenemos

]

o a o8 2h
sena = 2s8en —Cos — = )
2 2 sen B sen C

b 3%k
2 senA senC’

C 2h

[]

. e
senc¢ = 2 sen — co8s — = .
\ 2 2 senAsenB

-

b
XVIIL.... /! genb = 2s,en2 cos

314. Y haciendo
otg B = ‘/coq (P — - A) cos (P — B) cos (P — O)

—cos P
se tiene :

| tgg=cos(P — A)tgR

XIX.... tg—g=cOS(P—-B)th

tg% = ¢os (P — C)tg R.

Veremos mas adelante que R es el radio esférico del c¢irculo cir-
cunseripto en el tridngulo (n° 355).

Transformaciones mediante el empleo de angulos auxiliares de calculo

315. Transformacion de las formulas que dan el coseno de un lado.—
Tomando la 1* del grupo I (n° 279), se tiene:

cosa = cos bcosc 4+ senbsenccos A,

que puede ponerse

sen b
cosa=cos b|cosc+ cos B senccos A| = cos b [cos ¢+ tg b cos A sen c],
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¢ introduciendo un 4ngulo auxilar ¢ tal

tg e = tgbcos A,
se tiene:

cosccos P + sencsenp cos b

108 (¢ — 1
Py cos g 08 ?), (1)

cosa = cos b

o también

COS a COS
cos (0 — CP) = _COSTCP. (2)

La (1) permite calcular a y 1a (2) calcular c.
Primero hay que calcular ¢.

316. Transformacion de formulas que dan el coseno de un dngulo. —
Tomando 1a 1* del grupo VI (n° 285)

co8 A = — cos B cos C 4 sen B sen C cos a,

puede escribirse

sen B
cos

cosA:cosB(— cos C + cosasen()):

= cos B(— cos C + tg B cos a sen C),
e introduciendo un 4ngulo auxiliar de calculo ¢, tal que:
tg ¢ = tg B cos a,

se tiene

cos A = cosBcos. (C +
A== s ?)

o bien
cos A cos ¢

os(O+9) == =058

segln sea que se quiera calcular A o C.

317. Transformacion de las formulas que vinculan cuatro elementos
consecutivos. — La primera del grupo V (n° 284) podemos escribirla:

sen bctga = cos bcos C + sen Cetg A,



- 438 —

de donde :

sen b ctg a = cos b (cos C + senC otg A),
cos b

e introduciendo un 4ngulo auxiliar de calculo ¢, dado por

. ctg A
t = :
g? cos b
8e tiene:
L 'tg b
ctga = o8 cos (C — o),
o bien
\ tg b
cOoS ((J -—_ CP) = 1EQICOS CP.

Segan se busque a o €.

Tomando la misma férmula del grupo V, podemos escribir:
’

t
sen Cctg A = senbctga — cosbcos C = cos C (sen b zoig — co8 b),
e introduciendo un a4ngulo auxiliar de calculo ¢, dado por
ctg a
tg @, = —=—
E91 = Cos O
se tiene:
ctg C
ctg o8 1cos( + 9,),
o bien
: tg C
cos (b + 9,) =— tgA COS @,.
Segiin sea que se quiera calcular A o b.
: A+ B
318. FORMULAS DE DELAMBRE. — Desarrollando sen T
se tiene:
A+ B

=8 A B+senEcoqA
5 _enchSE 3 S5

A B A B
y reemplazando sen - sen cosg y cos - por sus valores dados
-d - -
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por las relaciones de los grupos VII y VIII (n° 304 y 305) se tiene:

+

A+ B | /sen(p — b)sen(p —¢) |/sen psen(p — b)
—‘/ sen b sen ¢ sen a sen ¢

N ‘/sen (p — a)sen(p — ¢) l/senpsen(p — a)
¢ ?

sen @ sen ¢ sen b sen e
o bien
A+ B sen(p—>b)+sen(p — a);/sen psen(p — ¢)
sen = ’
2 sen ¢ sen a sen b

y transformando en producto la suma de senos y teniendo en cuenta
el valor del radical, segiin la 3* del grupo VIII (n° 305), se tiene

2p — a — b @& — b

2 sen cos
A+ B 2 2 C
sen - = COS —)
2 sen ¢ 2
o bien
948 ¢ — b
en — cos
A+ B 2 2 C
sen = CO8 —9
2 o ¢ 2
2 sen — cos 3
y resulta
A+ B a—b
sen 5 0S8 5
cos c CoS ¢
2 2
. . A—B
Procediendo en orma -aniloga y desarrollando sen y
A + B A - » o . ,
€08 y cos y se obtiene el siguiente grupo de férmulas,

conocidas por formulas o andlogas de Delambre.



A4+ B a—b
sen — cOS—
J 2 2
f c = ¢
CoS —- cos —
2 2
8 A—B  enl= b
en
2 2
= ’
cos ) sen o it
2 9
XX . A+ B a+b
cos —— cos —
C = c
sen — cos —
2 2
A~ B a+ b
coS sen
2 2
c P
sen sen 5

Es facil recordar este grupo de féormulas. En efecto:
a) En los primeros miembros estin los tres angulos, y en los se-
gundos los lados, con esta disposicion :

A B a b
C C

b) Las Gnicas lineas que figuran son senos y cosenos. En los prime-
ros miembros las lineas del numerador y del denominador son com-
plementarias y en los segundos miembros son iguales.

¢) Considerando los numeradores, a un signo mds de un miembro,
en el otro se tiene un coseno y reciprocamente a un coseno en un
miembro, en otro se tiene signo mds. A un signo menos en un miem-
bro corresponde un seno en el otro miembro y reciprocamente a un
seno en un miembro, en el otro se tiene signo menos.

319. FOrRMULAS DE NEPER. — Dividiendo la primera férmula
de Delambre por la tercera y la segunda por la cuarta; y divi-
diendo luego la cuarta por la tercera e invirtiendo los términos y
dividiendo finalmente la segunda por la primera e invirtiendo los
términos, se tiene :



A+ a—b
tg 5 co 3
| c a+ b (%)
ctg—?: cos 5
A-B a—0b
tg —; sen
C ~ __a+?b ®
cbg - sen —
XXI..
a+b A—B
tg 3 co8 5
c A + B’ ()
tg 5 cos 5
a— b A—B
tg —5 sen 5
=i+ E (®)
tg — sen

Conocidas como formulas o analogias de Neper. Cada una vincula a
cinco elementos del tridngulo.
Dividiendo la (y) por la (8) [o la (x) por (B) e invirtiendo] se tiene:

Que dice que la tangente de la semisuma de dos lados es a la
tangente de la semidiferencia de esos lados como la tangente de la
semisuma de los Angulos opuestos es a la tangente de la semidiferen-
cia de esos angulos.

320. F6RMULAS DE REIDT. — De las analogias de Delambre, se
pueden obtener otras formulas dadas por Friedrich Reidt, que suelen
ser Gtiles para la resolucion de triangulos.

Para ello usaremos la siguniente abreviacion :

A+a=48, B+b=481, C+G=483.
A.-—a,—_-4d, B-—b=4dl7 0—-0.—:4(12.
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Y tomando la segunda férmula de Delambre (XX, n° 318), se tiene :

) 0 A—B a —
COS — — 8Sen B sen 2 — sen >

] ’ = A . _ b’
(o] 5 + sen § sen 5 + sen 9

C n !
reemplazando cos - por sen (90° — §> y transformando en producto

resulta
tg (45° — 8,) ctg (45° — d,) = ctg (8 — 8;) tg (d — d)). ()
Tomando ahora la tercer formula de Delambre, se tiene:
tg (45° — 85) tg (45° — dy)=tg (s + 8) tg (d + dy). (B

Procediendo en la misma forma con la primera y cuarta de las for-
mulas de Delambre, se tiene respectivamente :

tgdy tg sy = tg (45° — 8 — d,) tg (45° — 5, — d), ()
tg dy ctg 8, = tg (456° — 8 + d;) ctg (45° 4 s, — d). (&)

Multiplicando miembro a miembro la () con la (8)

tg? (45° — 8,) =tg (8 + 8,) ctg (8 — &) tg (d + d,) tg (d — d,). (1)
Dividiendo la (B) por la (x):
tg?(45° — d,) = tg (s + 8,) tg (8 — &) tg(d + d,) ctg(d — d,). (2)
En la misma forma, multiplicando la (y) por la (38):

tg?d, = tg (45° — 8 + d,) tg (45° — 8 + d,) ¢tg (45° — d + 8,)
tg (45° - d — 8;). (3)
Y dividiendo la (v) por la (3):

tg?s, = ctg (45° — 8 + d,) tg (45° — 8 — d,) tg (45° + 8, — d)
te (45° - 8, — d). (4)

Las cuatro altimas relaciones son las llamadas formulas de Reidt.



CAPITULO V

EXCESO ESFERICO

321. Hemos llamado exceso esférico 2: a lo que la suma de los
angulos del tridngulo excede de 180°, es decir, a

2: = A + B + C — 180°.

Vamos a deducir diferentes formulas que nos permiten calcular el
exceso esférico.

322. Ewxceso esférico en funcién de dos lados y el dngulo compren-
dido. — Tomando las expresiones del grupo XIV (n°311)

t'b-— sen ¢ sen (B—e¢)
89 = sen (A —¢) sen (C—e)
¢ sen ¢ sen (C —z)
tg— = ’
2 sen (A —¢) sen (B —¢)
sacamos
¢ b ¢ ¢ sence
8583 Sen (A—¢)
o bien
; b ¢ c__sen(A—e)_sen,ACOSs—senecos.A_
e 3T Teene sen ¢ -
= sen A ctgz:—cos A
de donde
b c b c
ctg—ctg—- + cos A ctg- ctg -
2 2 2 2
ctge — = + ctg A

sen A sen A

férmula que da el exceso esférico en funcion de dos lados y el 4ngulo
comprendido, pero que tiene el inconveniente de no ser calculable
por logaritmos.
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Podemos sacar otra expresion del exceso esférico en funciéon de dos
lados y el 4ngulo comprendido.

En efecto, multiplicando entre si las relaciones 2* y 3* del grupo
XII(n°309) y teniendo en cuenta la formula 1* del grupo X1II (n°310)

v
sen i . . sen E_
senbsenc . /sen(B‘—s)sen(C—e)_ , ,(;()Sa
9 9 sen A’ sen B sen C " sen A 9
de donde
sen b sen ¢
sen : 2 2 sen A (
sen - —— . (1)
f a
cos 3

Multiplicando ahora entre si las relaciones 2* y 3* del grupo XIII
(n° 310) y teniendo en cuenta la formula 1* de ese mismo grupo:

b ¢ 0 ( ,2} B )sen (C—e)
2 2°  sen A sen B sen C o
sen (A —
/é a
= COS —

sen A 2
de donde
cos b CoS8 ¢
g 2 2
sen (A — g = ——, — sen A. (2)
cos 3

Eliminando ahora a entre las relaciones (1) y (2), se tendr& el exceso
esférico en funcion de b, ¢ y A.

Multiplicando la (1) por cos A y desarrollando el sen (A — é) en (2)

se tiene:

b 0
Seln '§ sen —
13
sen 1 cos A = Y sen A cos A

coSs >

-
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y
08 b cos
‘ Y o a
3 € " 2 2 : -
sen A cosi — sen_— cos A =-—————8en A.
cOS —
2
Y sumando se obtiene :
b ¢ ¢
€08 — €08 — 4 8Sen _ sen —cos A
€ 2 2 2 2 ,
08 vz . : p . (3)
COS
2

Multiplicando la (3) por cos A y Ia(1) por sen A y sumando resulta :
N

b e b C
fen — Sen — + ¢os — ¢osS — cos A
3 2 2 2 2
cos [A — o) = : . (4)
P cos
2
Y ahora dividiendo la (1) por la (2) se tiene:
b C b e
. sen 3 sen 3 sen A B tg 3 tgg sen A
; ¢ b ¢ b ¢
cosﬁcosz—senzsengcosA 1+tg§tg§cosA

y dividiendo la (1) por la (4)

b C
CO8 — €08 — sen A

( ") 2 2
e b -
K CoS —)—cosA

sen— sen — + COS -
2 2 2

Q

b
ctg 2 ctg %_sen A

b
1+ctg§ctg%cosA

Las dos tltimas permiten calcular ¢ en funcién de b, ¢ y A.
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Exceso esférico en funcion de los tres lados del triangulo
323. F6RMULA DE CAGNOLL — Multiplicando entre si las rela-
ciones 1* y 2* del grupo XII(n°309) se tiene:

b I/sen esen (A — ¢ l/sene sen (B — ¢)

a
sen — sen — =
2 sen B sen C sen A sen C

2 2

__sencej/sen(A - <) sen (B — )
~ senC sen A sen B ’
Y observando que es (n° 3@9)...

- o — |/5em (A —z)sen(B — )
9 sen A sen B

y también que:

0 - S i //.“ ; . —
sen C = 2sen 9co_s. % — 9 l/sen (p—a) sen (p—b) l/senp sen (p—¢)

2 sen « sen b sen a sen b
se tiene
sen ® sen b sen ¢ ¢
e h— . COS —
2 2 9 se C C 2
2 sen — Cos —
2 2
de donde
a b
sen — sen — x ‘
en 2772 2senpsen(p — a)sen(p — b) sen (p — c)
sene = .
¢ sen a sen b
COS —
2
0 bien

[ N . — ] - b < P _
sen ¢ — Vsen psen (p - a) sen(p — b)sen (p o)

2 aco b(osc
2 cOS — COS — COS —
2 3 2

Férmula conocida con el nombre de formula de Cagnoli.
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324. FORMULA DE L’HUILLER. — Tenemos por definicién:

% =A + B + C — 180°,

A+ B C
2 :900—'(5—3)7
y entonces
A+B__ [C N
Cos 5 = sen 5~ &)
A+B  (C
sen 5 ¢os 5 &)

Y la tercera formula de Delambre (n° 318) nos da

A+ B a+b
COS — cos —
C - c
sen — 08 —
p cos 5
0 bien
. A+ B C e+ b c
coSs 5 - sené cos 5~ cosg
A+rB O _a+b ¢
coS 5 + sen 3 coS 5 + cos§

y reemplazando se tiene

) C a+b c
sen (‘—z — e) —senL €08 —;— — CoS
9 C- a ¢
sen (—é - E) + Sen§ COS8 5 + COS§

Y transformando en producto la suma y diferencia de senos y de
cosenos, se tiene

’ L} -—
(lglcb & 3 C—: a-+b+c a
2 — 2sen_ cos — 2sen T Ogent t O
'R& Wv'\ 2 2 4 4
B Y—ez o %a+b+c a4 bess

/ 2 ¢os — sen co COS —
MW{@% B 2 - 1 4=

&R tg s otg——— = tg 1 tg . (1)



— 448 —
Partiendo ahora de la primer analogia de Delambre (n°318), tenemos

A+ B a-—Db
coSs

sen
2 2
c c
COS — CcoS —
2 2
de donde
N A+ B C a—>b ¢
se 5 cos§ oS 5~ cosé
sen > T B c - — ‘
3 + cos 5 cos 4 cos 5
o bien
. a — e
cosS[— — e] — co8—= ¢os — — COS —
2 2 2 2
Al — Oe
cos (— - s) + cos — cos 3 -+ cosg

Y transformando en producto las sumas y diferencias de cosenos,
se tiene:

236110_$'senE 28ena+c_bsenb+c_a
2 2_ 4 4
2cosG_scosE Zcosa,+c_bcosb+a—'a
2 2 4 4
o0 bien
tg Stg O S = tg P g P (2)
5873 2 2

Y multiplicando (1) y (2) y extrayendo la raiz cuadrada

3 —a_ p-—2>b —c
teg = |ty

Formula debida a Simén L’Huillier.

L]
325. Dividendo la (2) por la (1) del nimero anterior se tiene

— —b
tgp2 atgp2

to = -
& T2 tgptg(p — o,
2 2
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Y procediendo en forma analoga con respecto a los deméas dngulos se
tiene

— b —-c
g 2 tg ™ 2

tg - = : ’
' 2 —a

tggtgp 2

—a —¢
tgp2 tgp2 .

2 P -5
tol tol
gztg 2

—a -—b'
g 2 tgpz

2 p, p—¢

l r —
\ tgz g5

Superficie del triangulo esférico

326. TEOREMA : Las superficies de dos tridngulos esféricos, trazados
sobre la misma esfera o sobre esferas del mismo radio, son directamente
proporcionales a sus respectivos excesos esféricos. — Llamando Sy S’ a
las superficies de los dos triangulos, 2: y 2<’ a sus respectivos exce-
808 esféricos, queremos demostrar que :

S_2e

s 2

Consideremos el tridngulo ABC, comple-
temos los circulos maximos correspondien-
tes a cada lado y tracemos los didmetros AA’, Figura 153
BB’ y CC/, siendo O el centro de la esfera
{fig. 153). Los triedros OB’AC y OBA’C’ son simétricos y los triin-
gulos ACB’ y A’C’B son equivalentes. El huso del 4ngulo A se com-
pone del tridngulo ABC nids el triangulo BCA’, el huso del 4ngulo
B se compone del tridgngulo ABC mas ACB’ o lo que es equivalente,
del triangulo ABC mas el tridngulo A’C’'B y el huso del 4ngulo C,
se compone del tridngulo ABC mas el ABC/,

29



Luego podemos escribir ¢

Huso A = ABC
Huso B = ABC
Huso C = ABC

+ BCA/,
+ A’C’B,
+ ABC.

Y puesto que Ia superficie de un huso es a la superficie de la esfe-
ra, como el 4ngulo del huso es a 4 rectos, podemos poner, llamando

E alasuperficie de la esfera

[l

ABC + BCA’ A
E ~ 4R’
ABC + A'CB B
T E ~ 4R’
ABC + ABC' @
E T 4R

Sumando y observando que ABC +

BCA’ 4+ A’C'B + ABC’ inte-

gran la mitad de la snperficie de la esfera, se tiene:

2ABC + %

_A+B+C

E

4R

O bien, siendo S la superficie del tridngulo, se tiene:

28
=t

A+B+C
y

1

E ' 2
y también

9

S A+B+C—2R 2

4R

E 4R

~ 4R (1)

Y para otro tridngulo de area S’y exceso esférico 2¢ trazado so-

bre la misma esfera o sobre esferas del

ZS’ 2¢’

)

Y dividiendo la (1) por la (2) se tiene

9

L&

2¢’

S

SI

?

lo que demuestra el teorema.

E ~ 4R’

mismo radio, se tiene:
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327. Férmula de la superficie del tridngulo esférico. — Tomando
como tridngulo &’ el tridngulo esférico trirrectangulo, se tiene que su
superficie es la octava parte de la superficie de la esfera, y siendo sus
tres d4ngulos iguales a 90°, su exceso’ esférico 2¢’ vale 90°. Es decir
que:

1 1
S = g 4:7'CR2 = 5 TCR2,
2¢’ = 90°, '
Luego
S (2¢)° (29
I ., 90° S =R 50
2

Y expresando el exceso esférico 2z en segundos, se tiene:

o (2e)”
fomen R" .
S = R 12060 % 60

T
es el arco de 1” expresado en radianes, el que
Y como 180 % 60 < 60 ar xpresado en radianes, el qu

practicamente es igual al sen 1”7, obtenemos como expresion del drea
del triangulo esférico

S = R?(2¢)”sen 1”.



CAPITULO VI.

RESOLUCION DE TRIANGULOS ESFERICOS
(CASOS CLASICOS)

328. Seis casos cldsicos se presentan en la resolucion de tridngulos
esféricos, cuando los elementos conocidos son lados y angulos, y son
los siguientes :

Dados los tres lados.

Dados los tres angulos.

Dados dos lados y el 4ngulo comprendido.

Dado un lade y los dugulos adyacentes.

Dados dos lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos.
Dados dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos.

ST

Estudiaremos cada uno de estos casos haciendo una discusién de
los resultados.

i

329. Primer caso: Dados los tres lados a, by c. — Es necesario que
0<a+ b+ c<360°

¥y que un lado cualquiera sea menor que la suma de los otros dos, es
decir, que

a<b+ e, b<a+ec, c<a+b,

para lo cual basta que el mayor sea menor que la suma de los otros dos.

330. 8i solamente se necesita calcular un dngulo. — En tal caso se
aplica la féormula sacada del grupo I (n°279)
cosa — cosbcose

COS A = .
sen b sen ¢

fista féormula no es calculable por logaritmos. Puede hacerse calcu-
lable, introduciendo un #éngulo auxiliar de célculo o utilizando las
tablas de logaritmos de sumas y restas.

Pueden también utilizarse las férmulas de los grupos VII, VIII,
IX, X y XI de los ntmeros (304) a (308).
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331. Primera solucion integral. — Utilizando las formulas del gru-
po VII (n°304) hasta XI (n°308), donde es 2p = a + b + ¢. Es prefe-
rible emplear las del grupo XI por ser mas comodas. Veremos que K
es la tangente del radio del circulo inseripto (n°358) y se tiene:

K — tgr:‘/sen(p — a)sen (p — z‘)sen(p — c)’

sen p
y
LA K B___K 6 K
2 " sen(p —a) 8% T sen(p— by 5% T Sen (p — o)

Como comprobacién del calculo, se debe tener:

(p—a)+(p—-0+(p—0c=p
A B C
senp-tgg-tgg.t,g_é = K.

Hjemplo : a = 43°04'10", b = 68°17'30", ¢ = 75°47'50”
Se pueden disponer los calculos en la siguiente forma :

a = 43°04'40” | sen (p — a) = 9.88746

b= 68°1750"” |sen (p — b) = 9.63061

¢ = T5°47'50” | sen (p — ¢) = 9.48503

2p = 187°10'20* 9.00310

p = 93°35'10" sen p = 9.99915
p—a= 50°3030" | K2 — 9.00395
p—b= 25°1720" K = 9.50197
p—c= 17°4720" N

_ ORIy (M tg; = 9.61451
(p—a)+(p—b)+(p—c)= 93°35'10 2
B r~

A _ oyon9m95n by = 987156

p)

B b S — 0.01694

5 = 36°3809” §g = D00

G sen p = 9.99915

= = 46°07/02"

2 K = 9.50196

A = 44°44'50”

B = 73°16'18”

C = 92°14'04"
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332. Segunda solucién integral. — Utilizando las formulas del grupo
XXIII (n° 325), recordando la formula de L’Huiller (n® 324) y poniendo

y siendo 2¢ el exceso esférico, se tiene:

=mtgp; tg(%——;)"—‘—‘—”ﬁ—i

83 ) 5) T e
2
tg (B e) m tg(o e)__ m
2 9= — b’ 2 2 —c
' tgp—— tgp 5

Y como comprobacion de cdlculo, se tiene:

—a)+(p—b+(p—c)=p 1)

¢ A ¢ B e C ¢ 9
@?43"5@6—ﬂ@§‘§—m @)

A ¢ B = C e o
G"Q+G”ﬁ+6—ﬂ=%-

(3)

Tomemos el ejemplo anterior y podemos disponer los calculos en,

la siguiente forma :



a = 43°04’40"
b = 68°17'50"
¢c = 75°47'50”

2p = 18%°10’20”
p = 93°35/10”

= 9.67368

p—a
tg >

te? — % — 9.19450
©

P

» — a = 50°30'30” 8.21909
pobomme
Y

g = 46°47'35" I;ln = ;gg;gi

a - ® = 25°1515" tg% = 9.12314

P ; b _ 19038/40” tg (% _ %) = 9.42226

P 80331407 B ¢

; te (_2 _. ‘_) — 9.74503

% = T7°3349" prueba (2) = 8.19187
(% - 3) — 14°48/36"
(2§ _ %) — 29°04'18"
(g _ %) — 38°33'13"

prueba (3) = 89°59'55"

‘ \

I

73°16'14"
J = 92°14'04"

2 _ 2099757
2
B _ 36038007
C_ 46°07'02”
2
A = 44°44'50"
B
¢
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333. Segundo caso. Dados los tres dngulos A By C. — Es necesario
que
180° < A + B + C < 5409,
y también
B+ C— A <180°
A 4+ C — B < 180°,.
A 4+ B — 0 < 180°.

Es claro que este caso de resoluciéon puede reducirse al primer
¢aso, con resolver el tridangule polar del triangulo que se busca. En
efecto, de ese triangulo polar se conocen los tres lados que son los
suplementos de los 4ngulos dados y resuelto el tridngulo polar y cal-
culados sus tres dngulos, es facil encontrar los lados del triangulo
buscado, que son los suplementos de los a4ngulos del polar.

Vamos a resolverlo directamente.

334. Cuando silo se necesita un lado. — En tal caso, partiendo del
grupo VI(n°285), se obtiene:

. cos A 4+ cos Beos C

cos a
sen B sen

4

que tiene el inconveniente de no ser caleulable por logaritmos. Puede
transformarse, utilizando un 4ngulo auxiliar de cédlculo o bien ha-
ciendo huso de las tablas de sumas y restas.

Como el lado est4 dado por el cos, resulta de poca precision cuan-
do el lado es pequefio 0 se aproxime a 180°,

Se puede también recurrir a las férmulas de los grupos XII, XIII,
XIV, XV, XVI, XVII, XVIII, XIX (n° 309 a 314), con las que se
obtiene en general mayor precision.

335. Primera solucién integral. — Utilizando las féormulas del gru-
po XIX (n°314), donde es:

2P=A+ B+ C,

e R — / — cos P
g = ‘/cos (P — A) cos (P — B)cos (P — C)’
se obtiene:

b
tg%:COS(P——A)tg‘R, : tg§=GOS(P—5B)th,

£
¢ ;
tg-z- = cos (P — C) tg R.
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Y como control del céleulo, debe tenerse :

P—A+(P-B)+(P-C) =P

— ¢cos P

Ejemplo :

a b ¢
-tgé—tgg tg§ = tg R.

A = 116°20'02”, B = 75°00'50", C = 70°07'10".

(2)

cos (P — A) = 9.98614
cos (P — B) = 9.75069
cos (P — C) = 9.69081

9.42764
— cos P = 9.81461

tg? R = 9.35697
tg R = 9.19348

a
tg 5 = 0.17962
b r
tg 5 = 9.94417
C
tg o = 9.88429
0.00808

— cos P = 9.81461

A = 116°20/02"

B = 75°00'50"
C= 70°07'10"

9P = 261°98/02"

P = 130°44/01”

P— A = 14°23'59”
P—B = 55°4311"
P—C = 60°3651"
Prueba (1) P = 130°44/01”
g — 56°31'28"

g= 41°19'38"

c — DIrQOTTIONI

S = 37272

a = 113°02/56"

b = 89°39'16"

¢ = T4°54'44"

Prueba (2)tgR = 0.19347

336. Segunda solucién integral. — De las formulas de los n* 324 y

325, y poniendo
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se tiene:
t tg (2~ ¢
LP_t2  p-a_ P23
gﬁ— m’ 8 2 m ’
B g C ¢
ctp—b__tg<§_'§) ot p—c_tg(§_§>
8 % T T m ' T T m

Y como comprobacion de Jos calculos, debe tenerse:

e . [A & B ¢ C . e\ .o
§'+(§‘§)+(‘2*§)+(§—§)—9°

P P — —b p—c 1
tg§ ctg 3 ctg T ctg 5 = 8
p—a p—b p—c p

5 + ) + 5 =4

(3)

Podemos calcular el ejemplo anterior con estas féormulas, dispo-
niendo los calculos en la forma que se indica a continuacion y donde

aparecen, a la derecha los logaritmos y a la izquierda los valores.
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A = 116°20'02”

A 3
B = 75°00'50" 8 (E B 5) = 9-58969
C= 70°07'10" o (B _ 2\ _ 048013
% = 81°28/02” Elg T3 T
€ {C €
5= 20°22/00"” tg (E — Z) = 9.41866
% — 58°1001” tgf2 — 9.56965
'_];3 — 37030125// m2 = 836713
;3 m = 9.18356
_ axopar 1
5 = 85°03'35” — = 0.81644
A &) 37048017 P |
3~ 2 tgs = 0.38609
B_f) = 1100825 ~a
23 ctg ——— = 0.70613
C o —b
(§ - '2') = 147417357 otg T~ = 0.30557
E — 920°29200” p—c
g = 20722 ¢tg =—— = 0.23510
Prueba (1) = 90°00°01”
‘, (1) Prueba (2) = 1.63289
.g — 67039’1 5// ”n2 = 8.36711
P— a4 11007747
2
P—b_ og019347
2
P =S _ 30°11753"
2
Prueba (3) = 67°39'14”
a (o]
— D 1/ 8//
5= 56°312
b
Z = 41°1941”
5= 4
2 = 371°2122”
a = 113°02/56"
b= 82°39'22"
0= 74°34’44"
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337. Tercer caso : Dados dos lados b y ¢, y el dngulo comprendido A.—
1. Cuando sdlo se necesita el tercer lado a. — Se tiene por la primer
férmula del grupo I (n° 279):

cos a = cos b cos ¢ + sen bsen ¢ cos A,
¢

la que puede hacerse calculable por logaritmos o bien calcularse uti-
lizando las tablas de logaritmos de Gauss.

338. 8i se quiere conocer el tercer lado a y un dngulo, por ejemplo el
dngulo B. — Iin tal caso, tomando la primer férmula del grupo I
(n° 279):

cos & = cos b cos ¢ + sen bsen ccos A,

y como se indica en el (n° 286) haciendo:

cos b = m cos u,

sen b cos A = m sen u,
resulta:
tgu = tg beos A,

cos b senbcos A
m = =
CcoS % sen u

lo que permite calcular « y m. Luego se tiene (n° 286):

sen(c — u
cosa = m cos(¢c —u), cosB =m;—).
sen a

Si se quisiera calculara y B por la tangente, se pnede poner:

__senutg A
~ sen(c —u)

tg B

y conocido B, se calcula a por

Figura 154 cos B

339. Se puede ver ficilmente lo que representan en el tridngulo
los valores u y m. Sea (ftig. 154), el tridngulo ABC.

Tracemos el arco ds circulo méximo que pasando por C, cae nor-
malmente al lado ¢. Del tridngulo rectdangulo AMC se obtiene, lla-
mando /. al arco CM,

tg AM = tg bcos A. Q* Vew pag 3710° ‘\“O

Luego el arco AM representa el valor de w.
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E]l mismo triangulo nos da:

cos b

o8 h, = ’
COS U )

quiere decir que m est4 representado por cos he,
En forma anéloga se procederia si se quiere calcular el angulo C.

ot

Ejemplo : b = 110°35'20”, ¢ = 53°08'40”, A = 72°41/20".

Se pueden ordenar los calculos en la forma siguiente:

= 110°3520” tg b = 0.42521 n

c = 52°08'40" cos A = 9.47357
A= 72°11'20”
, tgu = 9.89878n
w=  141°37'02”
tg A = 0.50629
c—u= — 89°2822” senu = 9.79303
B= 116°39'16¢” 0.29932
= ~ - sen (¢ — u) = 9.99998 n
a = 89°15’48"

tg B = 0.29934 n

tg(c — u) = 2.03612n

cos B = 9.65187n

tga = 2.38425

Con esta disposicién del ealculo, donde a la izquierda se dan los valo-
ros y a la derecha los logaritmos, es ficil ver cémo conviene seguir
los céleulos. Colocados los valores de b, ¢ y A, se busca log tg b, y
log cos A, junto con log tg A. Se obtiene en seguida log tg u, lo que nos
permite obtener u y por lo tanto (¢ — %) y también log sen u. Se busca
ahora logsen (¢ — %)y logtg(c — u). Se obtiene log tg B, lo que nos
permite encontrar B y también al mismo tiempo log cos B. Luego se
obtiene log tga y por lo tanto a.
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340. Solucion integral. — Las analogias de Neper (n° 319) nos dan :

cos b—v ——b —¢
GBHC 5 A B-0_ T3 oA
ET0 T T T3 o8 8 3 T T b 3o"87
COS > sen - 5

Lo que permite calcular By C. Luego, para calcular el tercer
lado a, las analogias de Delambre (n° 318) nos dan :

cos b~ o cos b+ o
cosa— l 2 cosA—— 2 san
2  B+O 2 B+C 2’
sen cos
2
y también :
b—oe¢ b+ ¢
sen sen
a ‘ 2
sen2 B—GCOSE— — sen2,
sen 5 cos 5

las que pueden escribirse:

A b—ec
th+C=COS§COS 2 =§’
2 senécosb_l-c M
2 2
COS Asen b-—o
tgA--—C__ 2 2 _E”
2 senésenb-'_o M’
2 2
y
COSE= N = M )
2 SGDB+C COSB+O
2 2
seng= N’ = M’
2 B-C B-C
sen 5 COS 3

Se pueden ordenar los célculos en la forma que se indica en el

ejemplo siguiente, donde hemos tomado los mismos datos del ejemplo
anterior.
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#08,8F,68 =P
S

:@D\Nmoﬂﬂ = m
oy
:ﬂm\c‘.odﬁ - »

4V18Ce8F = 9D

) W9T.68:,91T = d

N

00,6618 =

O
N+
N

1W06,8T66G6 = > — g
m

#HOV,0C98 = v

688786 = wqom 82086 = Mmoo
GT6T6'6 = —C—500 | ©8860°6 = —o— 500
e a9 +q
g g
18958°6 = ——— 59 €LL68'0 = —— 51
0-—d 0= 35 +4q
$8191°6 = N 0G6%6'8 = W
6LELL'G = oS m\:.E.o. = % yos
v ~¢ v
G0G66°'6 — G uo9s IFOLT' 6 = 6 809
0449 o+ 9
. G . %
60878'6 =~ uos 82098'6 = - 500
909FL°6 = & u9s CC966°'6 = 6 uos
0—d 0+ 4
co76¢'6 = N £6978°6 = N
09889°6 = —— uos 88076'6 = —°— 500
o — Q 0 — Q
7 g
C0906°6 = — S09 c0906°6 = « 09

v

w10,688¢C — T—

WSCTiLVeG8 = mv||+|m.H

#00F¥.9IT =9 + ¢
tOﬂC@Nowm =9 — @

W06 1Ve0) =V
407,800,686 = 9
0680011 =9

-
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Es facil ver el orden a seguir con esta disposicion de los célculos.

A b— b
Primero se obtiene (b —¢).y (b+¢) y luego O ¢ y ;_cf, Luego se
A A b—e b—e b+e
busca log cos 5 y log sen TR log cos g log sen 57 log cos—é—

y 1o que permite obtener, log N, log N’, log M y log M".

b +
y log sen

. B+ )
Luego por diferencia se tiene log tg —::9 = log N —log M y también

Y A

{og tag = log N” — log M’. Entonces puede obtenerse al mis-

h | B U

sy log sen y log cos

mo tiempo por un lado y por

2

B-—-C B C B (/
sy log sen y log cos

otro

Obtenidos B;-(J y 2_ (J, se obtiene B y C.

© y también

Se tiene también log cos = log N — log sen 5

Al

y por otro lado log sen 2

B-C
2

log cos 5 = log M —log cos

?

B
log N’—1log sen y también log sen 2 = log M’'—1log cos

lo que sirve para controlar los c¢dlculos. Con log sen g y log cos g se

obtine g y por lo tanto a.

341. Cuarto caso. Dado un lado ay los dngulos adyacentes B y C.—Este
caso puede resolverse al anterior, pasando al tridngulo polar, del
cual se conocen dos lados I = 180°—B, ¢/ = 180° — C y el 4ngulo
comprendido A’ = 180° — a. Resuelto el tridngulo polar, es decir, cal-
culado B’, O’ y &, se obtienen en seguida los que se buscan del trian-
gulo, ya que se tendria A =180°—a’, )=180°—B’ y ¢=180°—¢".

Vamos, sin embargo, a encauzar su soluciéon directamente.

342. Cuando sdlo se necesite el dngulo A. — Se tiene por las formu-
las del grapo VII (n° 285), directamente \

¢cos A = — ¢cos B cos C + sen B sen C cos a
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la que puede transformsrse, haciéndolo calculable por logaritmos,
imediante un éngulo auxiliar de calcenlo.

Se puede también calcular cos A y por lo tairto A, utilizando los
logaritmos de Gauss.

AT i YT i

343. 8i se quiere el tercer dngula y un lado, b por ejemplo, se puede
resolver en la forma siguiente. — En la formula
= S e B
cos A = — cos B cos C + sen B sen C cos a,
aci = a e C +7e € e
haciendo € b 2eu A w B
cos B=nsenv
sen B cos &« = n cos ¥
1o que nos da

ctg v = cos a tg B

cos B sen B cos a

T sen v COS v
Resulta
cos A = n sen (C — v)
y
cos (C — v)
cosb=n —— ",
‘sen A

i

Que tienen el inconveniente que se‘calcula por coseno. Para calenlar
por la {g se tiene

ctg (C —w te a cos v

Cos v — cos (C—w)

344. Se puede ver el significado de m. y v
en el triangulo. Sea (fig. 155), el triangulo
ABC, o tracemos el arco de circulo maximo
que pasando por C cae normalmente al lado ¢, sea CM,= h.. Del tri-
angulo rectangulo BCM, se obtiene que la ctg del angulo BCM vale
cos a tg B, luego ese angulo es v. Del mismo tridngulo se saca:

Figura 155

cos B
2
sen v

COS. hc =

quiere decir que » esta representado por cos k..

30
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Se pueden ordenar los cdlculos, en la forma que se indica en el
ejemplo siguiente, donde a la izquierda se ponen los valores natura-
les y a la derecha los logaritmos.

B = 78°30'20” tg B=10.69175
C = 47°15'30" cos a = 9.52805
a = 70°17'10” '

ctg v = 0.21980

v = 31°04'59" ” tg a = 0.44572
C — v =16°1031" cos v = 9.93269
b = 68°06'29” y 0.37841

A = 83°49/39” Co8 (C—v) =9, ?8246}3

tg b = 0.39595

ctg (C—v) = 0.53751
cos b= 9.571564

tg A = 0.96597

Es facil ver el orden a seguir en los cilculos para economia de
trabajo. Puestos los valores de B, C y a, se busca log tg B y
log cos a al mismo tiempo que log tg a. Se obtiene en seguida
log ctg v = log tg B — log cos a, lo que nos permite obtener v y al
mismo tiempo log cos v. Se obtiene ficilmente (C — v) y se busca
log cos (C—v) y log ctg (¢ —v). Luego log tg b, que se obtiene suman-
do log tga con log cosv y restandole log cos (C — v). Obtenido
log tg b se obtiene b y al mismo tiempo log cos b. Sumando este wlti-
mo con log ctg (O —v) se obtiene log tg A y por lo tanto A.

| Nyt
345. Solucién integral. — Con las formulas de-Betambre (n° 313)
se tiene

,2—C sengcosB_O
Ghre_ a3 PR N
¢ 2 - g2(3OS]3-|-G._.(3082(308134‘-0“_L_II

2 2 2



senB_O senasenB-
¢ b—o_t a 2 9 2 N
¢ 2 gzsenB—'—‘"cosasen +C W
2 "o 2
Y luego
senaoosB_(J
end__ 2 2 _ XN
2= b+c Py
sen ——
2 2
o bien
cosgcos;B+C
sen — = 2 2 __ M
2 b+c b+ec
Y 79
o también
a -C
seng sen 5 N
oS 5 b—o b—¢
sen sen —
o bien
a B+C
A cosésen 5 NG
seng b—e¢ b—ec
cos—z— cos 5

Se pueden ordenar los cdlculos en la forma que se indica en el ejem-

plo siguiente : (
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B = 116°39'16” )
0 489557147 seng = 9.84859 seng- = 9.84859
v 5 j
. 809455 ' B-—C B—C |
@= 8907 | ;g = 9.11925 sen——— = 9.74606
B —C= 67°44'02”
N = 9.76784 N’ = 9.59465

B + C = 165°34'30"

b b —
sen T % 909505 sen-—C — 9.68860

2 2
a =49 14-¢z9/4 }
G = 4495255
B—C A _ 971 A_ |
5 — 33°5201” sen g = 9.71.-1:9 COSE = 9.90605
B + C _ qoeunr15 cos 5 = 9.85038 cos 5 = 9.85038
B+ 0 B+ C
; cos —T~ — 9.09882 sen =L~ — 9.99655
:zl_ = 81°2200” )
b— e M = 8.94920 M’ = 9.84693
= 29°13'21”
‘ b b
2 tg 2t 0 081864 tglC— 974772

2

-l

_ DEIOLI b -
b=110°3521" | (Y ;’ °= 917641  con 5 = 9.94088
c— 52°08/39" }

1

sen

o >

A
= 9.77279 = — 9.9060
= 36°20407 0 s >

o b

A = T2°41'20”

Es facil ver el orden que conviene seguir para calcular, Primero se

B+ C B-C
pone B, C y a y se obtiene g—, v—_‘;— y 5" Luego se busca
i 2 € . -
log sen 5 l0g cos 5, log sen ——; log cos —5—; log sen —;— y

log cos B ; C- Se obtienen asi los valores de los logde N, N, M y

b-—
M’. Luego se obtiene log tg b—-2|-—(-} = logN—logM y log tg.T? =
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, b+ e¢
c, nos permite obtener el angulo ::
b—c

9 ?

. o b
log N’-— log M’. El log tg T

2

+c

2

b+e
y al mismo tiempo log sen y log cos ——;—c y el log tg
b—c b —e¢ b —ec

TR también log sen 5 y log cos 5

b —
Obtenidos ;}-c y b > °

-l ad

no0s permite obtener

, por suma y resta se obtiene by ¢. La di-

P : e i A .
erencia entre log N y log sen nos da log sen 37 lo mismo que

+ ¢
2

la diferencia entre log M y log cos - La diferencia entre log N’

b—e¢ A
y log sen —5 nos da log cos 5 lo mismo que la diferencia entre log
-d

b—c

M’y log cos —
and

A
-'Y ello permite obtener - y por lo tanto A.

346. Quinto caso. Dado dos lados a y b y el dngulo opuesto a uno de
ellos A. — 1. Solucion descomponiendo el tridngulo en dos tridngulos
rectdngulos trazando el eirculo maximo que pasa por C y cae nor-
mal al lado ¢ (fig. 156). El lado ¢ queda dividido
en dos partes que llamaremos « y », segtn la figu-
ra. El angulo C queda dividido en dos angulos
P1 ¥ Pa

Se tiene, segin el teorema del seno, que

sen b sen «

nB =
8¢ sen A Figura 156

y siendo [ el menor dngulo que satisface a su relacion, se tiene:
B, =8 y B, = 180° — §,

es decir, que en general se tienen dos valores para B.
Por otra parte, de los triangulos rectangulos AMCy BMC se obtiene

cos a
oS h,

tgu =tgbcos A, cosv= y senh.=senbsen A

ctg A
tg ¢ = cos b’

cos P, = tg he ctg A.
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Los valores de u y de ¢,, quedan perfectamente determinados. En
cambio los valores de v y ¢,, dadas por sus cosenos, pueden ser + v
y + ¢,y se tendria entonces

=%+ Co = U — V; Ci=¢,+9 ¥ GCo=9, — ¢,

347. Solucion integral y discusion.
El 4ngulo B puede calcularse, partiendo del teorema del seno:

sen b sen A
sen a

sen B =

(1)

Calculado B,con las formulas de Neperg tenemos :

b
A+ B _‘a,——b A—-B a—b
. ctg 5 €08 —5 ctg 5 sen—
tg - = =
&3 a+b a+ b ’
cos — sen —

t “+bcosA+B t a_bsenA+B
Lo 2 R D)
57 cosA—B - senA_B ’

2 2

lo que permite calcular C y e.

Discusion. — Para que el problema sea posible se necesita, como
: sen bsen A .
condiciéon previa, que ~sena <1, y cumplida esta condicion,

siempre habr4 dos valores suplementarios para B que satisfacen a la
relaciéon (1). Si B es el menor 4ngulo que cumple la relacién (1), se
tendra entonces

B1=ﬁ Y Bg=ﬂ—ﬁ.

Por otra parte, puesto que en todo triAngulo, 4 mayor lado se opo-

. . . C ¢

ne mayor angulo y reciprocamente, y también para que 375
) . C e .. :

estén en el primer cuadrante, deben ser tg — y tg 3 positivas, es decir

que tienen que ser (A — B) y (a — b) del mismo signo. El problema
-l
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puede tener, o dos soluciones, o una, o ninguna, es decir, que siendo
sen bsen A

sen a
segln que dos, 0 uno, o ningano de los valores de B, hagan que las
diferencias (a — b) y (A — B) sean del mismo signo.

En efecto, si B es un valor de § que satisface a esta condicién y
C,, ¢,y los valores correspondientes de C y ¢, existe un triangulo
cuyos lados son a, b, ¢; y sus dngulos: AB,C,, puesto que esos valores
satisfacen a las formulas que son necesarias y suficientes para la
existencia del triangulo.

Examinaremos todos los casos que se pueden presentar, dando a
los datos a, b y A del problema, todos los valores posibles.

Supongamos en primer término que se satisface la condicion

<1, el problema admite dos soluciones, o una, o ninguna,

sen bsen A
sena —

porque si esa condicién no se cumple, no hay
triangulo.

Es facil ver el significado geométrico de esta
condicion. Si desde el vértice C del triangulo, Figura 157
supuesto el problema resuelto, bajamos el arco
de circulo maximo CP, normal al lado opuesto ¢, altura que llama-
mos k., es evidente que (tig. 157):

sen h, = sen b sen A.
Para que el triAngulo exista, debe tenerse entonces
sen @ > sen h
vale decir, para que exista el tridngulo, debe tenerse:
he<<a<m— he

Se ohserva que cualquiera sea el valor de b, resulta h. siempre
menor que el menor de los arcos b o (x — b), salvo el caso en que

b='f—)t yA=g-Entalcaso he = 90°.

N T T
Eliminemos el caso en que A = 3 oa= 5 porque en ese caso el
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tridangulo es rectaAngulo o vectilitero, y ya lo hemos estudiado y ex-

. T T
cluimos el caso en que sea _b=.;; YA= 3 Pborque en ‘ese
- od ]

it

caso

t

T ., .
a=zy el triangulo es birrectangulo.
a~d

Supongamos en primer lugar A < g y distingniremos dos casos.

-l

p o T
segln que b sea mienor o mayor que 5

) d

T, b < g Si @ = h, resuita senf =1, § = g y las diferen-

cias (¢ — b) y (A — B) son ambas negativas. El problema admite una.
sola solucién, eorrespondiente a un triangulo rectangulo.

II. Cuando a estd comprendido entre k. y b, la diferencia (a —b) es
negativa. Si B, esel menor valor de B3, se tiene sen B, >sen A, vale

sen b
S

decir, B, > A, puesto que es_ N
en a

> 1; luego la diferencia (A — B),

es negativa, y con mayor razén la diferencia correspondiente al
dngulo B,, que toma ahora el valor A — (180°— B,). Luego en este
caso el problema admite dos soluciones.

IIl. Si @ = b. Resulta sen B = sen A y entonces sélo hay que con-
siderar la solucion que nos da A — B, = 0, puesto que a — b = 0.
La formula de Neper nos da

O__ cos a ¢ c A
ctg‘_z_ctgA’ gz-—tgacos .

El otro valor del angulo B, = © — B, nos da una solucién en que
el triangulo se ha transformado en el lado: b.

1V Si a estd comprendido entre b y (m— b), 1a diferencia (&« — b) es
positiva. Se tiene sen a > sen b, Inego A > B, y la diferencia (A — B,)
es positiva, y esta solucién existe. Para el otro valor B, = n — B,,

la diferencia es A — (t — B,) y resulta negativa, puesto que A < 7—:

¥y B, < A, es decir, que esta segunda solueion no existe. En este caso
el problema admite una sola solucion.
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V. Sia = n — b. La diferencia (¢ — b) es posiltiva:,_&ya, que hemos
w . o .
‘snpuesto que b < 5 €8 decir (n — 2b), positivo se.tiene sen 3 = sen A.

El valor B, = A no es aceptable. El otro valor' B, =% — A, da para
A — B,un valor A — (t — A) = 2A — &, que es negatitvo; lnego no
da solucion, pues (a —b) es positiva. Es decir, qué en este caso-el pro-
blema no admite ninguna solucion.

En realidad, en este caso el tridangulo degenera en un huso que
corresponde al valor B, = m — A, pues seglin la formula de Neper

sqtiene ,
. a—b ‘
n
. C ST (A =By
g — = - o s
9T T a6 T2 >
sen
2
luego
C = 180° = .

VI. Si a estid comprendido entre (r b)) y (m — k). La diferencia
(@ — b) resulta positiva y sen B > sen A, puesto que senb > sena.
Luego B; > A y la diferencia (A — B,) es negativa, es decir, que esta
solucién no existe. Para el otro valor de B = m — B,, resulta
A — (m — B,) es también negativa y tampoco el problema admite

solucion.

T . .
2° b> 5 Y estudiemos los diferentes casos que pueden presentarse.

i T : .
I. @ = h.. Se tiene B = 5y el problema admite una sola solucion,
-d
que es un triangulo rectangulo.

II. a comprendido entre k. y (180°—b), que seglin hemos visto es
mayor que h. y la diferencia (a — b) es negativay sen b> sen a, luego
B, > A y por lo tanto (A — B,) es negativo y el problema admite esta
solucion. Para el otro valor de B, = = — B, la diferencia A — (1 —B))
es también negativo, y también esta solucién vale.

Luego en este caso el problema admite dos soluciones.

I1II. @ = n — b. Resulta sen B = sen A. El valor B, = A nos da
(A —B) nulo, siendo asi que (¢ — b) es negativo y esta solucién no es
viable. En este caso el triangulo degenera en un huso. En cambio, el
otro valor (By — ®© — Blj nos da para (A — B) un valor negativo y el
problema admite esta soluciéon. Resulta que el problema tiene una

solucion, y una sola.
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IV. a comprendido entre (180°—b) y b. La diferencia (a — b) es ne-
gativa. Y se tiene que sen @ > sen b, 1o que nos da A > B,. El pro-
blema no admite esta solucioén, por ser A — B, positivo. En cambio,
el otro valor B, = ® — B, nos da que la diferencia A — (nt — B,) es
negativa, y el problema admite esta solucion, y una sola. '

V. & = b. Cuando @ = b el problema no admite ninguna solucion.

. . T
En efecto, siendo @ = b, se tiene sen A = sen B, y puesto que A < 5

C
el primer valor B,=A, nos da, calculando tg_ un valor negativo,

lo que no puede ser, pues siempre la tangente de la mitad de un 4n-
gulo debe ser positiva, por estar el angulo comprendido entre 0 y 7.
Tampoco existe el lado ¢ correspondiente al valor B,. En lo que se
refiere al otro valor de B, = w — B,, tampoco es aceptable, porque la
diferencia (a — b) es igual a cero, mientras que (A — B,) es negativa.
El problema no admite ninguna solueion.

VI. b< a < © — he. En este caso la diferencia & — b es positiva y
puesto que sen b > sen a, resulta B, > A y la diferencia (A —B,) es
negativa y esta solucion no es aceptable. La otra solucion B,=7n— B,
nos da A — (r — B,) también un valor negativo, puesto que tanto A

T . .
como B, valen menos de -- Luego el problema no admite ninguna
-d
solucion.
. . 1l .
Si ahora consideramos el caso en que A > -, y seguimos un razo-

namiento analogo, se llega a las conclusiones que se indican en el
siguiente cuadro :

[ a=hey.ovun.o... e . una solucién.
he < a < b, dos soluciones.
C T )a= be ot una sol. y una limite.
T2 ) b<a<n — b, una solucién,
a=m—b,.......... ¢+ una solucién limite.
- T—-b<a<T— h ninguna solucién.
AL m
~ =Py oovriennninann una solucion.
he <<a<®m—b,........ dos soluciones.
p>rcla=m—b ...l una sol. y una limite.
2 )n—b<a<b......... una solucién.
A=0.......000.. «+«+.. una solucién limite.

b<a<®—heyeonenn... ninguna solucién.



he<a<b........
x a=b............
b<§ b<a<m—0b,.....
a=m—b........
AST T—b<a<n— he
2 he<a<m—b,
n a=m—b........
.b>§ T—b<a<hb,
a=b,
b<a<m--he,..

ninguna solucién.

una solucién limite.

una solucion.

una solueién y otra limite.
dos soluciones.

ninguna solucion.

una solucién limite.

una solueidn.

una sol. y una sol. limite.
dos soluciones.

348. Otra soluciéon. — Vamos a dar otra solucion del problema. En
primer lugar se calcula B por la fomula

sen b sen A
sen a

sen B =

y los valores de C y ¢, se obtienen, partiendo de las férmulas

ctga sen b = ctg A sen C + cos b cos C,

cos a = ¢os b cos ¢ + sen b sen ¢ cos A.
Podemos escribir:
. ., ctg A
ctg a sen b = cos b {cos C +
cos b

cos @ = cos b (cos ¢ + tg b sen ¢ cos A),

sen O),

y haciendo

ctg A

tgcP:cosb y

tg ¢, = tg b cos A,

donde ¢ y ¢, son dos dangulos auxiliares de célculo, se tiene

cos b cos (C— o)
’

b =
ctg a sen 208
cos g — 28 b cos (c—,)
coS ¢,
de donde
tebeoso
CoS (O — @) = _tg—a ’ )

cOS a coS @,
cos b

cos (06‘:/}? 1) =
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Y puesto que las relaciones « nos permiten calcular ¢ y ¢,, y las re-
laciones g los dngulos (C—¢9) y ¢ —¢,, se puede obtener C y e.
(%) ;
Discusién. — Debe tenerse, en primer lugar, que:

sen b sen A
< 1.
sen @ —

Cumplida esta condicion, deben tenerse valores reales para C — ¢

y para ¢ — ¢,
De las relaciones anteriores se saca

tg? b te? b 1
’4// cos? E— ¢) = g2 cos® @ = ,g‘ 5
= " ,P tg? a tg® a 14 ctg? A
4 % cos? b
0 bien
sen? b sen? A cos?

cos® @_ CP) = PN . 2 a '
sen? a cco 2b sen? A 4+ cos A

-

Y siendo sen b sen A < sen a, podemos poner
sen? b sen? A = sen? a — k?

donde % puede ser en un caso limite igual a cero.
Se tiene asi

2 2 2
sen? b sen? A cos? a
2 (" —
cos® (C—o) = — —— - <1.
sen‘ a cos® g + k4 —

Y también
cos®’a cos® a 1

g7, CO8" @, = 2 2 2
cos? b cos? b 1+tg? b cos* A

cos? (¢ — ;) =

o bien
vac? ol
cos? a cos’a
l—sen? bsen? A cosfa+ki— "

cos? (c—9,) =

Los valores de B, que estdn determinados por el seno, nos dan dos
valores suplementarios B,y ® -~ B;. Los 4ngulos (C — ¢) y ¢ — o,,
estan determinados por el coseno y nos daran cada uno dos angulos
del tipo = my I n. Estos valores + m y + » serian aceptables si
nos dan para C y ¢, respectivamente, valores comprendidos entre 0 y =.
Cumplidas estas condiciones, hay que ver todavia ¢émo deben com-
binarse los valores B; y (xr — B,) con estos valores de C y ¢, para que
el triangulo exista.
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Tomemos ahora las féormulas:

cos B = —«¢0s AcosC 4 sen A sen Ceos b, i
ctgbsenc = ctg B sen A + cosccos A.
que podemos transformar en ;.

ctg'A
sb

sen A cosb (sen C - cos O) = ¢os B,

A
ctg b (sen c.— €oS ¢ ) = ctg B sen A,

ctg b

-

e introduciendo los Angulos auxiliares de cdlculo ¢ y ¢,, se obtiene:

cos B
sen (C — = sen
en ( P) P on A
sen (¢ ) = sen o0s B
¥ = ¥1cos A

de donde se deduce que (C — @) y (¢ — ¢,), cuyo valor absoluto debe
ser inferior a w, deben tener el mismo signo y ser positivos si Ay B
son de la misma especie y ser negativos si Ay B son de distinta

: : T
especie, es decir, uno mayor y otro menor que 5

, / . .
Resulta asi que los valores de B; y B,, +m y + n, deben satis-
facer a las siguientes condiciones: ~

A<TC B = B,, C=¢+m c¢c=¢9, +n,
2"."?B=W—B1, C=9p—m c¢c=g¢ —n,
A>E ..... \B=B1 C=9—m c=¢, —n,
2 IB=mn— B, C=9¢4+m ¢=¢, + n,

el problema tendria dos soluciones, una o ninguna, segin que dos
valores, 0 uno o ninguno de C y ¢ queden comprendidos entre 0 y .

Ejercicio : Sea a = 102°38’10”7, b = 36°24’50", A = 48°00'20".

Siendo A < 90°, b < 90° y a comprendido entre by (180° — b), el
problema admite una sola solucién.
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a = 102°38'10”
b= 36°24'50"
A = 48°00'20”

senb = 9.773504
sen A = 9.871111

B = 26°52'49”

9.644615

sen a = 9.989352

a + b = 139°03'00"

sen B = 9.655263 |

A+B

C = 144°31’'568"
¢ = 130°22'34”

a— b= 66°1320” |ctg = 0.115916
. . b
b @ —_ 00
a -; —  69°31/30” cos 5 = 9,923043
a—b 0.038959
= 33°06'40” a + b
2 | cos—— = 9.543818
A + B = 74°53'09” .
A — = 91°07’31"” tg‘—) = 0.495141
| A—B
A ;' B_ 370063475 |otg — 0.729391
. | "
A-—-B — 10°33’45"5 Sena = 9.737403
2 = :
0.466794
Y_ 79015507 a+b
2 '~ sen = 9.971658
¢ p— Q ’ ” N
g = 6571117 tg% = 0.495136

b
tg Jg — 0.427840
A+ B
cos ‘+ = 9.899798
0.327638
A—-B
cos —— = 9.992578
e
tg§ = 0.335060
— b
tg 22 — 9.814360
A+B
sen -)l- = 9.783883
9.598243
—B
sen —— = 9.263187
¢ .
tgé = 0.335056 |
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Por el segundo método, es decir, utilizando las férmulas :

sen bsen A ctg A
sen B wonag g9 wosb’ tg g, = tg b cos A,
cos (O ) b cos cos (¢ ) = 084 ¢o8 i
¥ = tg a \Z P = cos b
a =102°38'10" sen b = 9.773504
b = 36°24'50"” sen A = 9.871111
— o I2 1{4
A 4870020 9.644615
B = 26°52749"” sen a = 9.989352
¢ = 48°12'19” senB = 9.655263
P, = 96°16/03” ‘

C—¢ = 96°19'39"

ctg A = 9.954353
cos b = 9.905661

cos A = 9.825464
tg b = 9.867843

¢ — @, =104°06'31"

C =144°31'58"
¢ =130°22'34"

te @ = 0.048692

tg ¢, = 9.693307

cos ¢ = 9.823777
tg b = 9.867843

cos ¢; = 9.952665
cos a = 9.339964 n

9.691620
tga = 0.649387 n

9.292629 n
cos b = 9.905661

cos (C — ¢) = 9.042233 n

cos(c— ¢, = 9.386968n
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a= = 42°50'20"
b= 74°2030”
A= 25°10'10” “
_ ! ’ ,
7 %
B,=  37°0200” By = 142°58/00”
.*ﬁ.'
e+ b= 117°10'50"
a—b=— 31°30'10"
atb_ sgesmasy |
2
—b
= — 15°4505”
- / h 4
A+ B, = 62°1210" | A+4By,= 168°08'10"
A — B, = — 11°51/50” A — By = —117°47/50"
| . B,
A +) Bi 31006057 A “': = 84°04/05”
CA - ~ B
= Bi_ _ sesssne = S = — 58°5355”
S niesess Yoo 10°5144”
> c
% = 54°39'93" L= 18°08728”
) 3
C, = 143°49'10” Cp=  21°43728”
¢, = 109°18'06" ¢g =  36°16'56"
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sen b = 9.983576

sen A = 9.628692
' 9.612268
gena = 9.832470

gen B = 9.779798

+ B, b
cbgA :’ ' = 0.219487 tg j‘)‘ = 0.214218
a— b _ B
cos * " — 9.983378 cos '; 1 _ 0.932603
0.202865 0.146821
@+ b A—B
cos 222 — 9716966 cos ==t = 9.997668
G, _ y ¢,
bg ! = 0.485909 tg 3 = 0.149153
A—B, @ — b
ctg ——— = 0.983370 n tg 2 — 9.450334 n

-

-l

—b - A4+ B
sen 2~ = 9.433712 n seu+1. — 9.713116
0.417082 9.163450 n
b A-B
sen — :'- = 9.931134 sen——‘;—l = 9.014298 n
C, ¢
tg ! = 0.485901 tg 3 = 0.149152
g2 J; B2 _ 9.016630 tg 2 j b 0.214218
cos 22 — 9.983378 cos 2 B2 _ g 014008
9.000008 9.228516
v 4+ b — B
cos 22 — 9.716966 cos > —* = 9.713116
s _ 9.983042 tg 2 = 9.515400
tg?— 2 g5 = 51540
— B —b
ctg—A—‘)—g = 9.780513 n tga >— = 9.450334 n
— A
sen —— = 9.433712 n sen -; By = 9.997668
9.214225 0.448002 n
b A—B
sen 2% sen ? — 9.932603 n

‘)

= 9.931184

2

Al

©
tg - = 9.283041

-

tg 2 = 9.515399

31
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El problema admite dos soluciones y los tridngules son :
/

I a= 42°50'20" I a= 42°50'20"
\ b= 74°20'30" \ b= 174°20'30"
I ¢, = 109°1806” ;4 | ¢y= 36°16'56"

| A = 25°10'10” / A= 25°10'10”
B, = 37°02/00” B, = 142°58/00"
'O, = 143°49'10" C, = 21°4328”



— 483

At

031206°6 = (*& — 9) 509

636¥89°'6 = (b — ) 809

03186 = 9509
£€3£9¢2°6

€953098'¢ = P 800
0901L¥'6 = 'dh 500

L05L96'6 =1 31
9¢1529°6
€L858G°0 = 9 3
€91660'6 = &S00

#289To9¢ =% 60,8T,601 = "0
BG.LTeIT  =%D 1wL06FoCFT =0
488,080,998 — =Th — % /880896 =T —T1
16¥.50019 — = b —F)D #6¥.80,19 =¢ — 7D

13060G°0 = 'd 31

612968°0 = & 51

Zn el

ul wabuvoﬂb = ﬁ&
4#81,9¥668 = o

€L£392°0 = 9 39

¥L,99€6'6 = V §09

COZTISH 6 = q $09
%86LGE0 = V 339

/0088071 = °g

40050008 =9

S6L6LL°6 = { U98

0L¥3E8'6 = D UIS
8956T19°6

G198G9°'6 = V U8
9L,GER6G°6 = q UOS

40T 0TeCC =V
#08.0Ce7L = 9
#0G/0Ge6Y = P

: 9US1) S 0POIPW OpuUNFAS [0 I0g
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Sexto caso: Resolver un tridngulo esférico, dados dos dngulos y el
lado opuesto a uno de ellos, por ¢j. A, B, a.

349. Primer método : Sinosotros consideramos el tridngulo A’B'C/,
polar del tridngulo buscado, resulta que de este tridngulo polar co-
nocemos dos lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos. En efecto, co-
nocemos. 7

a=m— A,
b’ == — B,

Al=n — a,

luego estamos en el caso anterior, y resolviéndolo y aplicando el mis-
mo razonamiento de discusién, vemos que puede tener o dos solucio-
nes o una o ninguna. Resuelto el tridngulo polar, es ficil encontrar
los elementos del triAngulo buscado.

350. Sequndo método : Se tiene, en primer lugar, por el teorema del

seno ;
sen a sen B

sen A

sen b =

sen a sen B

lo que nos da los valores de b, siempre que N < 1. Hallado
b, se calcula C y ¢, por las férmulas de Neper:
a—b a—b
O ATE 53 e A=B T2
3T atb 8T 3 a+b’
cos — sen —
cos‘A+ sen A+B
ol — ¢ +b 2 ¢ a—b 2
g =%y A-B B3 A-B
cos sen

En cuanto a la discusidn, se sigue un camino anélogo al del caso
anterior y el problema puede tener dos soluciones o una o ninguna.

351. Tercer método : Se obtienen los elementos desconocidos, por
las formulas:
para calcular b
sen a sen B

sen b = .
sen A
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Para calcular C y ¢, escribimos

c0S A = — cos Becos C+ sen Bsen C cos a =
= — ¢o08 B (cos C — sen C cos a tg B),

ctg a sen ¢ = ctg A sen B 4 cos ¢ cos B

o bien, introduciendo dos #ngulos auxiliares de calculo ¢ y ¢,
dados por:

ctg a
tg ¢ = — tg B cos a, tg%:_cosB’
se tiene
. _cos A cos ¢
008 (C—¢) = = — cos B!
tg B .
. COS (c—9y)= — tg A COS ;.

Y la discusion es aniloga a la estudiada en el 5° caso de resolucion
de triangulos.

Ejemplo. — Sea : A = 102°18'10”
B = 132°43'50”
a = 63°14'10".

Primer método : Por el primer método, siendo A’B’C’ el tridngulo
polar tenemos :

@’ = 180° — A = 180° — 102°18'10” = 77°41'50",
b = 180° — B = 180° — 132°43'50” = 47°16'10”,
A’=180° — a = 180° — 63°14’10” = 116°45’50",
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4

Y ahora resolvemos como en el 5° caso.

@ = T7°41'50" sen b’ =9.866023
b= 47°16'10" sen A’=9.950788
A’ = 116°45'50" ,
e 9.816811
B = 42°09'56” sen @’ =9.989910
@ + b =124°3800"|  gen Br—9.826901
@ — b = 30°25'40"
Y A’ B’ b ’
¢ "2' = 62°29°00" [ctg —‘i)-—=9.269457 tga; —0.283215
r_ b g— % A+ B
7 = 15°12%50” | cos” ——=9.984506| cos t o 9.262073
A’ + B’ = 158°55'46" 9.253963 9.545288
A’ — B = 74°35'54” P4 b -
cosa_g =9.664648 cosA B=9.900631
A’ + B
—’:—= 79°27/53" o ,
B tg —=9.589315 tg S —9.644657
A =B gror7mre ? 2
L=
Al — B : — h
o otg ———=0.116175 tg® L _9.434496
— — 921°13’40”
2 540 a — b A4+ B
sen =9.419002! sen =9.992616
0’ & &
— = 9 94899
5 394829
9.5371717 9.427112
O = 42°27'20" @ + b . A_RB
O = 47°36/58" sen 5 =9.947863| sen =9.782456
C ¢
tg 5 =9.589314 tg 5 =9.644656
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Resuelto el tridngulo polar, pasamos a los elementos del triangulo
buscado, que son :

b =180° — B’ = 137°50'04”
C = 180° — ¢ = 132°23'02"
¢ = 180° — C' = 137°32/40",

Por el 2° método :

ot con b — sena sen B
) ~ sen A
~sa_b sena_b
Oy ATB 2 A-B )
aT?o en
2 9
cosA+B senA+B
o ¢ — ta® b 9 ¢ a—b 2
8§53~ ¥ A—_B- 875 A_B
coS ——— sen ——-
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A = 102°1810”

sena =9.950788 1

B= 132°4350”] -senB =9.866023 La solucién
a=  63°14/10" | T — 490
9.816811 b= 42%09'56"
b= 137°0°04”| sen A =9.989910 | DO corresponde.
- e + e ¥
A+B = 235°0200” sen b =9.826901
A—B =— 30°2540" A“ 5 B
Th 201504.14”,0@'- ——;I;—s 9.71678bn| tg ai— =0.730543 n
T a — !/ 4 9
_ : b
a—b = 74°35'64" cos ‘1_2__ =9.909631 |cos ﬁ"_i'_B —9.664648 n
A+B . , |
g = 1110w 9.617416 , 0.395191
_ 4 b _
i‘*—zl3 . 15°12/50” cos‘% —9.262073 njcos 2> —9.984506
‘a;b = 100°3207” tg g =0.355343 : tg-;— =0.410685
H y
a—b = — 87°17'57" A—B a—b
9 ctg —5— =0.565504n tg= - =9.881826
—b B
g — 66°11’31”| sen a_z_ =9.782456 n sen%— =9.947863 n
2‘3 =  68°46/20" 0.347960 9.829689 n
. b —
P sen®F? _9.992616 [sen =" —9.419002 n
¢ = 137°32'40"

tg g =0.355344

tg = =0.410687




— 489 —

Por el tercer método :

A = 102°18'10"
B = 132°43'50"
a = 63°14'10”

sena —=9.950788

‘sen B =9.866023 |

b = 139°50/04”

¢ = 25°59'18"
¢, = 36°37'20”

9.816811 |

gsen A =9.989910

sen b =9.826901

C — ¢ =106°23'44”
¢ — ¢, = 100°55'21”

C = 132°2302"”
¢ = 137°3241”

— tg B =0.034440

cos a =9.6503016 |

La solucion
b = 42°09’56"

no es aceptable.

— ctg @ =9.702028n
cos B =9.831583n

tg ¢ =9.687956

tg o, =9.871145

— cos A =9.328538
cos P =9.953703

tg B =0.034440
cos ¢, =9.904492

9.282241
cos B =9.831583n

9.938932
tg A ==0.661372n

cos (C—¢) =9.450658n

cos{c—p,) =9.277560n
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Otro ejemplo:
Por el segundo método:

—r— Y -

;  sen a‘= 9.567504

A = 160°27'40” sen B = 9.705755
B = 30°31'20” i 9.473259
a — 144°09’50” sen A = 9.524327

_senb = 9.948932

B = 62°45'20” by = 117°14740”
A + B = 190°59'00” A — B = 129°56'20”
a + b, = 206°55'10” |  a+ b, = 261°24/30"
a—b = 81°24’30" | a—1Db,= 26°5510”
A+B -~
2 9502930 A-B_ suo58107
2 2
Z ; b _ 108°27/35” :f)--l-"" — 130°42/15"
- = b g00ar15” == b2 _ 13097357
S 7oz D so0y3y
2 2
A~ 4302257 % — 14°43'53"
C,= 34°46/26" Oy = 16°19°06”
0, = 06y = 29°2946”

86°45'54"
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A b
g2t B _ g 9820141 tg & ’; 1 — 0.620993 n
| eos®=h_9879719 | cos? ! D _ 5.980916n
8.862633 n 9.601909
b A—B
cos l -|2- ! —9.366912 n- Ccos — = 9.6260445
C, ¢y
tg ot = 9.495721 tg 2 = 9.975464
— a— b,
otg ——— = 9.669277 bg ———* = 9.934631
— b A+ B
sen o— 1 — 9.814350 sen j — 9.998002
9.483627 9.932633
_ B
sen — “; b _ 9087905 sen 2 s — = 9.957168
C, .. € oo
tg 5t = 9.495722 tg 3 = 9.975465
| | b
ctg 1’ B o 5.982914 4 tg 2 +) 2 _ 0.065369 n
—b A+B
cos = —— = 9.987905 cos J)“ — 8.980916 7
" 8.970819 9.046285
cos & _‘2- b, — 9.814569n | cos A : B — 9.626445
C, Co
tg - = 9.156469 tg 2 = 9.419840
- a - b2
ctg ——— = 9.669277 tg ——— = 9.379007
sen® =2 _ 9366912 sen =+ 2 _ 9998002
9.036189 9.377009
b — B
sen ‘}; 2 - 9.879719 sen = 9.957168
02 | e 02 |
tg? = 9.156470 thZ = 9.419841

El problema admite dos soluciones.
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¥L56¥6'6 = (b — 0)s00

ere166°6 = (b — ) 500

. 980092°6 = V 5
6SEC6T6

1635€6°6 = H S09
¥949656°6

G58G3L 6 = 'd 80D
$ECQ0LL'6 = g 51

G38CC6'6 = &S00
G¥Z9L6'6 = ¥ S00 —

€e1905°0 == "¢ &

16£6L9'6 = .& 51

1668€6°6 = d S00
PCLIFL'0 =051 —

v

% 1G8806°6 = D 809
UFeCOLL'6 = 3 —

/9%, L5065 =% W¥CGF.98 =10
#80,6To9T =% #8T9%.7¢ =D
4F0680,83 —="d — % #F0,680,85 ='d —T
07816 —=d—8) W0¥3.£T6 =d =)
068,85 ='d
WAF¥,666C0 = &
JOFFTLTT =% #0G.8¥:,39 = 'q

i

GE68¥6°6 = qUos

LGEYGY'6 =V U9s
69CELY'6

QGLG0L 6 = q Uos
F0CGL9L'6 = D ULS

#0G,60oFFL =P
WG 18,08 — d
W0V:1Go091 — V

1 0p0JPW I99II) [0 10




CAPITULO VII

ELEMENTOS SECUNDARIOS EN EL TRIANGULO ESFERICO.
OTRAS PROPIEDADES DEL TRIANGULO ESFERICO

352. Alturas. — Llamamos alturas en el triangulo esférico ABC,
a los arcos de circulo madximo que partiendo de un vértice caen nor-

malmente sobre los lados opuestos.
Los designaremos respectivamente por h,,

hy y he (fig. 158) y se tiene:

sen hs = sen b sen C =sen ¢ sen B.
sen hy = sen ¢ sen A = sen a sen C.
sen he = sen a sen B = sen b sen A.

Y teniendo en cuenta las férmulas del (n° 281)y de los grupos X
(n° 307) y XVIII (n° 313), se tiene:

2H 2h
sen ha = = ’
sen a sen A
sen ] 2H 2h
ty -= =
b sen b sen B
2H 2h
sen h. = = ’

sen ¢ sen C

De la figura 158, teniendo en cuenta que los tridngulos AMCy
AMB son rectangulos en el vértice M, se obtiene:

cos b = cos hacos MC  y  ¢o8 ¢ = cos hq cos MB,

de donde
cos b coSs ¢

s MO cos MB

y también
cos b — cos e __cos MC — cos MB
cos b + cose c¢os MC + cos MB’
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y entonces:
thO—-MB _ b+e ¢ b—e ctggo
2 2 2 9
Haciendo
MC-MB
2 =@
y siendo
MC+MB a
,- 2 2
resulta
MO =240
y 2 ! el o
a
MB = 5~ P,
Y entonces ‘
tg @ = tgb;”’ tgb2 " otg o
cos b cos €
€08 hy = — - =

cos (% + (E=q)
S 5 ¢ (W) 3 CP

Y en la misma forma se procede para las otras alturas.
Tomemos el tridngulo de lados a, b, ¢, siguiente :

a= 43°04'40" b+o
tg—— = 0.4
b= 68°1750" g5 = 0.489443
— mr0 ’ 17 b_
¢ 1574750 th” — 8.816529
b+ c= 144°05'40"
b—o=— T°3000" ctg 5 = 0.403739
b+ o o |
—— = 72°0250 tg 7 = 9.709711
-7,—0 — —  394500” cos b = 9.567957
& a
g _  91°39/90" COS (E + CP) = 9.997924
C-P = — 927°0)8’10" cos ha = 9.570033
52‘- — @ = 48°40'30” cos ¢ = 9.389794
a
- —9|=19.8
g o =— 53550 cos (2 q:) 19761
he =  68°11/17” co8 hq = 9.570033
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Y usando las férmulas:

2H 2H 2H

sen h, = ’ gsen hp = ’ sen e = ——
sen a sen b sen ¢
donde
H = V'senp sen (p—a) sen (p—>b) sen (p—-c)
se tiene:
a= 43°0440" sen p = 9.9991488
b= 68°17'50" sen (p—a)=9.8774581
e = 175°47'50" sen (p—b) = 9.6306135
2p = 187010120// I Sen (p—C) = 9.4850264
p= 93°35'10" 8% =9.0022468
— a = 5H0°30'30"
P = o8 o7 S =9.5011234
p—b= 2571720 2 = 0.3010300
p—c= 17°47'20" -
. ‘ — 9 80215
b — 68°11/17" 2H = 9.8021534
ho = 43°09/13" sen a = 9.8344147
b —  40°51/09” sen b = 9.9680693
S i sen ¢ = 9.9865180
sen he = 9.9677387
sen hy = 9.8340841
sen h, = 9.8156354

353. Arcos bisectores. — Tengamos el triangulo ABC (fig. 159)y
tracemos el arco de circulo maximo que divide el 4ngulo A en dos
partes iguales. Sea b, el arco AM. Llamando,
como indica la figura, ¢ al angulo que for-
ma b, con MB, se¢ tiene

A A
cos B =— €S o cos ¢ + sen sen ¢ cos bg

A . A
cos C = cos 5 cos P + Sen - Sen @ cos ba.

Figura 159

De donde, sumando y restando, se tiene



B+C B—-C
cos cos —

CO8 by =, — N ’”
sen — sen @

B+C B-C
sen sen

2 2
CO8 @ = —

cos —
2

Se calcula primero ¢ y luego b. y las bisectrices correspondientes a
1los angulos B y O se obtienen en la misma forma.

354. Medianas. — Para calcular el arco de circulo maximo que va
de un vértice al punto medio del lado opuesto, tenemos, segtn la figu-
ra 160 :

a .oa
¢os b = COS§ COS M, + 8€en > sen mg €08-9,

-l

(1 a
COS ¢ = COB -2- COS Mq — Sen § sen mq COS @,

\w d
g g de donde :
Figura 160 COS b -I-G’ cos b— c
2. 2
CO8 My = ’
)t a
COS Q

y en forma andloga para las otras medianas.

355. Radio del ctrculo circunscripto al tridngulo esférico.— a) En
Suncion de los dngulos : Sea el tridngulo ABC y suponemos trazada
la circunferencia de centro P, polo del tridngulo ABC y de radio es-

férico R. Se tiene
R = PA = PB = PC.

Trazando por el polo P un arco-de circulo miximo PM normal al
lado a, el tridngulo rectdngulo PBM nos da

COos @ = tgg ctg R

de donde

otg R = —

a
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Pero los triangulos PAB, PBC y PAC son isésceles, luego se tiene,

seguh la figura 161
y+2=A, o+y=B, wo+2z=0C

es decir
~~—~ A+B+C
e+y+e= +2+ = 90° + ¢,
luego
®=90° — (A —¢)
y resulta
ote R = Sen (A —¢) )
> 2
Y andlogamente
sen (B —¢)
ctg B =—" (2)
sen (C —e
ctg R = ( p ) (3)
tg 5
Y reemplazando en la primera de estas tres Gltimas a tgg por su va-

for en funcién de los angulos

ctg R = l/sen (A —;)_ sen (B — e). sen (C — e),
sen ¢

© bien (n° 312)

cos (P — A) cos (P—B)cos (P—0)

stg R =
s —cos P ’
' — cos P
tl R == .
8 cos (P— A)cos (P— B)cos(P--C)

356. b) En funcién de los lados. — Poniendo

sen (A —¢) = sen |A *%(A+B+0—180°)‘ — cos (B-;(J‘ .

&
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Y

Y reemplazando cos —— y sen

y por sus valores dados por

2 2
las férmulas de Delambre, se tiene
cos b+e¢ | s b—ec
n(A—e) = 2 A osA+co 2 senAcosA
sen (A—e) = —— - sen 5 cos5 a g%y

cos 5 cos 5

y entonces
sen A cos
278 b b—
sen (A —e) = - | cos ¢ + cos ——
a 2
cos 5
y resulta
2 cos b cos d
“ 0085 2 Jsen p sen (p—a) sen (p—>b) sen (p—c)

sen (A —e) = .

a sen b sen ¢

cos —

2

0 bien
sen (A g — Vsen p sen (p—a) sen (p —b) sen (p—o)

9 b ¢ a
sen "; sen '; CcoS ‘—)'

-d d od

Y reemplazando en (1) del nimero anterior:

ctg R =

Vsenpsen(p a) sei (p—b) sen {p—c)
¢ (1)
2

@ b
2sen—se ZS n

y haciendo -

H = J/sen p sen (p—a)sen (p—b)sen (p—-c)

resulta :

ctg R = H

2 ol b Ser o
Sen;z- Sengb lg

357. Consideremos ahora el circulo inscripto en el tridngulo A’'BC
(fig. 161). Aplicando al tridngulo A’BC las formulas (4) del n° 355 y
(1) del n° 356 y teniendo en cuenta que es A’ = A, B’ =180° — B,
(' =180° — C, & =a, b’ = 180° — b, o = 130° — ¢, y llamando
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Ra al radio esférico del circulo circunscripto al tridngulo corres-

pondiente al lado @, Rs al correspondiente al lado b y R. al lado ¢,
se obtiene facilmente

__{/senesen(B — ¢)sen (C — &)
otg Ra = ‘/ sen (A — e -

_ Vsenpsen (p — a)sen(p — b)sen(p — e)

2 sen ad Ccos b cos ¢
2 2 2

. __/senesen(A —¢)sen(C —e)
ctg R -‘/ sen (B — ¢) T

__[sen psen(p — a)sen(p — b)sen (p — ¢).

’
a c
2 sen ; cos 5 cos 5

2 2 2

__|/senesen(A —¢)sen (B —¢)
otg Re = I/ sen (C — ¢) =

__Jsen psen(p — a)sen(p — b)sen (p — ¢)
= . .
2

2 se ccosa
n— — GOS8
9 2

358. Radio del circulo inscripto. — a). En funcién de los lados : Se
tiene (fig. 162) siendo O el centro del circulo, que

A

r = OE = OF = OH,

H

y los arcos de circulo m4ximo OA, OB y OC di- o 4
viden respectivamente a los 4ngulos A, B y C L

en dos partes iguales. 8

El triangulo rectangnlo OHA, nos da

I
\\\ ,;
A /
tgr = tg —sen AH. \\\, /
2 ' Y,
Pero N
AH = AF, BH = BE Yy CE = CF Figura 162

luego

AH = (p —a)
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y entonces

A
tgr=tgy sen(p — a) (1)

y reemplazando tg% por su valor en funcion de los lados (n° 308)

oy — sen (p — a)sen (p — b)sen(p — ¢) H
A sen p "~ senp

359. b). En funcion de los dngulos. — Se tiene

b .
sen(p—“)zsen[‘l‘(“+b+c)°—a}=sen[ +0_.9}
2 ) 5
0 bien
en ( a)-—senb'_l_ccosa :su:nwccnb_*_c
sen (p = 5 S5 5 cos

e ¢
y reemplazando sen y cos por sus valores sacados de las

2
férmulas de Delambre, se tiene

2

B 3
Yo 2sen§sen§ Vsen e sen (A —:)sen (B — ¢)sen (C — )
sen (p — = A sen B sen C ’
sen —
2
o también
sencsen (A —¢)sen(B — ¢)sen(C — ¢
sen(pfa)=V sen ( ¢) sen ( e) sen )

ZsenAcosBmsC | ,
. T2 e

y reemplazando en la (1) del nimero anterior.

_ Vsen esen (A — s) sen (B — ¢)sen (C — ¢)

tg r =
8 . A B O
2 €08 = cos - CO8 5
360. Radios de los circulos ew-insoriptos. — Llamando 74, 75 y 7, 0

los radios de los circulos ex-inscriptos opuestos a los 4ngulos A, B y
C, respectivamente, se obtiene por un ‘camino anilogo
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b ra = senpsen(p—b)sen(p~—o)’= .
sen (p — a)

n Vsen esen(A — ¢)sen (B — ¢) se;;(() — €)

9 A B C
COS o sen Y sen —

&
2 2 2

’

'sen p sen (1; — a)'se.n' (p —¢)
tg'b_l/ sen (p — b) -

A

Vsen e sen (A — ¢)sen (B — ¢)sen (C -- ¢)

o L}

B A C
2 ¢0S — sen — sen —
2 2 2

bg re = l/senp sen (p — a) sen (p — b) _
sen (p — ¢)

_ Vsenesen (A — ¢)sen (B — ¢) sen (C — ¢)

2 cosO sen A sen B
2 2 2

Otras propiedades del triangulo esférico

361. TEOREMA : El arco de circulo mdximo que une los puntos me-
dios de los lados de un tridngulo esférico, corta al tercer lado en dos
puntos equidistantes del punto medio de
este tercer lado. — Sean M, M, y M; los
puntos medios de los tres lados a, b
y ¢ y M,M; el arco que corta al lado a
enlos puntos X e Y. EsclaroqueXe Y
son extremos de un didmetro, porque
dos circulos m4ximos se cortan en pun-
tos diametralmente opuestos (fig. 163).
Siendo O el polo del circulo XM,M,Y,
los arcos de circulo maximo OA, OB
y OC caen normalmente sobre el arco XM,M,Y, y los 4ngulos D, E
y F valen 90°,

Los tridngulos rectangulos ADM; y BEM; son iguales por tener
igual hipotenusa, ya que M, es el punto medio del lado ¢, e igual 4n-
gulo en M, por opuestos por el vértice. Ignalmente los tridngulos

Figura 163
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rectangulos ADM,y CFM,, son iguales entre si, por tener igual hipo-
tenusa e igual el 4ngulo en M,.
Luego:
AD = BE = CF.

Los tri4ngulos rectdngulos XFC e YEB son igunales por tener el
angulo en X igual al 4ngulo en Y, e iguales los catetos opuestos a
estos dngulos, luego: i

BY = OX ’
y por lo tanto el punto M,, medio de @, nos da:

1
M,X = M,Y = 2 XM,Y = 90°,

lo que demuestra el teorema.

362. TEOREMA : El polo del circulo mdximo que une los puntos me-
dios de dos lados de un tridngulo, es también el polo del circulo circuns-
cripto al tridngulo. colunar. — Se llama tridngulo colunar, el tridngulo
que completa el huso, y por lo tanto, cada tridangulo tiene tres trian-
gulos colunares. '

Segun la figura 163 y llamando ¢ a los arcos iguales

se ‘obtiene:
: ™ in
OA=0D+DA=§+t,_ t=OA—§,
: T
OB =0C = 5~ t.
Y entonces:

OB.—.-00=g—(0A—’§‘>=u—0A=0Ai,

siendo A, el punto diametralmente opuesto al vértice A.
Es decir, que O equidista de los vértices tridngulo A,BC, que es el
tridngulo colunar correspondiente al 4ngulo A. El punto O es el cen-

tro del circulo circunseripto al tridngulo A;BC, lo que demuestra el
teorema.
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363. Podemos ahora encontrar este radio que hemos llamade Re.
Tenemos en primer lugar:

Y%
Ra=§—t cos R, =s8ent

Yy también del triAngulo AM,M,:

sen M,M;  sen AM, sen M, 1
sen A sen M, y sen AD sen AM,
de donde

sen t sen M,M; = sen AM, sen AM, sen A.

Es también :

1 N N\ N

M,M, = ~ FE = 5 COB = COM, = M,0B;

luego:
N b c
cos Ry, sen COM, = sen 5 sen 5 sen A,

Por otra parte, el tridngulo rectdngulo CM,0, nos da:

27N
sen COM;  sen 90°

sen CM, = sen CO .

o0 bien: ~ .
sen COM, sen R, = sen 5
Y resulta:
sen 2
2 .
R, = e
tg R, 5

¢
sen — sen — sen A
2 2

. A A
Si reemplazamos sen A por su igual 2 sen 0 cos -y luego expre-

A A . :
SAMOS Sen - y €08 - en funcién de los lados del tridngulo, obtenemos:

2 cosb cosc sena
9 9 2

tg Ra = .
Vsen p sen (p —a) sen (p—b) sen (p— o)
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Y poniendo como i

H = Jsen p sen (p—a) sen (p—b) sen (p—c.),

e

se obtiene:
H
ctg Ry = iy (i
% sen 2 cosl—) cos S
T2 T2 T2
y en la misma forma ¢
H
ctg Ry =
9 gen & cos < cos -
2 2 2
H
ctg R, =

‘>Sen‘cz c:zosacosb x4
- 2779 "9

Como habiamos obtenido en el (n° 357).

364. Representacion del exceso esférico. — Tomando nuevamente la
figura 163, puesto que los tridngulos XCF e YBE son iguales, como
asi también M,CF con M,AD y M;DA con M;EB, se tiene:

AN\ AN N AN AN\ AN\
XCF = YBE, M,CF = M,AD, M,BE = M,AD,

y también :
2XCF = XCA — M,CF + YBA — M,BE.

Pero es:
- XCA =7~ C, YBA == — B,
M,CF + M BE = M;AD 4+ M;AD = A.
Luego:

2XOF =n=« C 4w 2B = A=mn— 2

siendo 2¢ o] éxceso esférico. Quiere decir que el Angulo XCF (o YBE)
representa el complemento de la mitad del exceso esférico

v T 2:
XCF;YBE=§—7Z-
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365. TEOREMA DE LEGENDRE. — En una triangulacién de primer
orden, los lados oscilan alrededor de los 40 kilometros, y puesto que
el radio dela tierra tiene un valor aproximado a los 6400 Km, resulta
que los lados de una triangulacién tienen uh valor aproximado a
6:8 0= 1{1; 5 del radio terrestre. Siendo a el valor del lado del trian-

gulo y R el radio de la tierra supuesta esférica, se tiene aproximada-
mente :

a i
R~ 160

y expresando a en grados sexagesimales, resulta :

a = 0°21'30”

es decir, que los lados del tridngulo son siempre muy pequefios.

Si se imagina un tridngulo plano cuyos lados tengan la misma lon-.
gitud que los del triangulo esférico, los dos triangulos difieren poeo
entre si y tendran aproximadamente la misma superficie.

Si se calculan los tres 4ngulos del triangulo esférico, la suma de
sus angulos excede muy poco de 180° y se encuentra que el exceso
esférico es del orden de los 3", ingulo tan pequefio que podemos con-
fundirlo con su tangente. !

Bajo estas condiciones, puede establecerse con Legendre que:

Si los lados de un tridngulo esférico son pequefios con respecto al ra-
dio de la esfera, tal el caso de los tridngulos geodésicos de 1°F orden, se
puede, sin cometer error apreciable, reemplazar el tridngulo esférico por
un tridngulo plano, cuyos lados son respectivamente iguales a los del
tridngulo esférico y cuyos dngulos seat los del tridngulo esférico dismi-
nutdos de la tercera parte del exceso esférico correspondiente.

Se ve entonces que es un teorema que sefiala una aproximacién,
que al proceder en esta forma no se hacen las transformaciones con
exactitud matemdética, sino con una aproximacién que no influye
practicamente en los resultados. -

Tomemos una esfera cuyo radio suponemos igual a la unidad y
consideremos sobre ella un triangulo ABC cuyos lados a, by ¢ expre-
samos en radianes. Llamemos A, B, y C, los ﬁngulos del triangulo
plano cuyos lados son a, b y ¢. El triangulo esférico nos da :

cosa — cos b cose
sen b sen ¢

cos A =
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y desarrollando ahora los senos y cosenos. de los lados ‘en .serie y to-
mando hasta la 4* potencia, se tiene:
__'-—

1 1 1 1 1, .1,
1 —"a? 4+ — gt — T R Y PR P
=g +50 (1 5° +24b) (1 5 T4 )

cos A = - ——— : . ~9

efectuando las operaciones y despreciando los términos de grado ma-
yor que el cuarto, resulta:’

Tt

€

(0% + ¢ — af) + o (at — b~ of — 602"

0S| =

COS A =

be [1 - %(bz + 02)]

y multiplicando numerador y denominador por [1 + g 2 + cz)J y

despreciando siempre los términos superiores.al cuarto grado

b + ¢ — a? + a* + b* + ¢* — 2a%® — 2a%c? — 2b%?

cos A = 2bc .24 be (1)

El tridngulo plano de lados a,b y ¢, nos da:

b2_+ 2 — a2

008 Ay = o

y también, puesto que

A A
sen A, = 2sen ?1 cos ?1;

A,

A, . .
5 ¥.00S - en funcion de los lados,

reemplazando sen

. 4
sen? A, = WP(P —a)(p—0)(p —c)

que puede escribirse ;

4 a* 4+ bt + ot — 2a%® - 2a%c* — 2b%*
enA; = — —
8 - 1 b202 / 16 ¢
o también :
4 ¢ 4 _ 942h% — 94202 — 92b20?
—b—osen2A1=a + bt + 0 a®b a’e 2b%*
6 24 be
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Luego la relacion (1) se transforma en:

.
oS A = cos A, — %c sen®A,.
Si hacemos
A=A+
tenemos
be

CoS A; cos® — Sen A, senx = CO8 A, — 6

sen? A,.
Y puesto que A, difiere muy poco de A, x es un angulo muy peque-
10, y se puede poner

cosx = 1, sen® =

lo que nos da:

DOf =

1
x=—bcsen A, = %

8 besen A,.

1
Pero - besen A, es el 4rea del triangulo A; B, G, y como ésta di-

P

fiere muy poco del area del triangulo ABC se puede escribir

S-

ol =

=
Puesto que la superficie del triangulo esférico ABC (n°327) sien-
do el radio igual a uno, es

S = (2¢)” sen1”,
Es decir, que

1
T = 3 2¢”” sen 1”.

Y expresado en segundos sexagesimales

QoI =

Luego es

1.,
A =A— 5(25”),
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y en la misma forma se obtiene

lo que demuestra el teorema.



CAPITULO VIII

RESOLUCION DE PROBLEMAS. APLICACIONES

366. Resolver un tridgulo esférico dados dos lados b y ¢, y la mediana
mq. — De la férmula del n° 354, se saca

[ sb + ccosb_ ¢

0

a 2 2

COS — = .
2 COS Mgy

Calculado el lado a estamos en el 1°¢* caso de resolucién general de
triangulos (n* 331 y 332).

367. Resolver un tridngulo esférico conociendo a, by m,.— Primero se
resuelve el tridngulo ACM, del cual se conocen

los tres lados g, by m.. Se pueden asi calcular

los 4ngulos C, MAC y AMC (fig. 164) y por lo
tanto se tiene AMB = (180° — AMC). Ahora,

en el tridangulo AMB se conocen dos lados g

Yy mq y el angulo comprendido AMB, y pode-
mos resolverlo y calcular B, ¢ y por lo tanto
A =CAM 4+ MAB.

Figura 164

368. Resolver un tridngulo esférico conociendo un dngulo A y los
segmentos l, y 1, en que la bisectriz del dngulo B divide al lado b. —
Segiin la figura 165 :

sen l, senb,

B~ sen O
sen E

sen l, sen by

B sen A
sen o

Figura 165

De donde
sen l; sen A

senl; sen C
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0 bien

sen
sen C = —Z2sen A.
sen [,

Calculado O, se estd en el caso 4° del n° 341, pues se conoce un lado
b =1, + I, y los 4ngulos adyacentes A y C. “

369. Problema : Resolver un tridngulo esférico, conociendo un dngulo
A, uno de los lados de este dngulo b y la suma de los otros dos lados
m = (& + ¢). — Tenemos:

cosa = cos bcosc + senbsenccos A,

y puesto que @ = m — ¢,

COS & = COS 7 COS ¢ + sen m sen ¢,

de donde
cosm — cos b

(senbcosA )
senm|————— —1

tgc =

sen m

Introduciendo un 4ngulo auxiliar de calculo ¢ dado por:

-t __sen'bcosA
8P =""Senm
se tiene:
m+ b m—b
V§sen 5 sen 3 cos @
tg ¢ = .

sen m sen (45° — cp)

370. Problema : Resolver un tridngulo esférico, conociendo un dngu-
lo A, uno de los lados de este dngulo by la diferencia de los otros dos
lados (a — ¢) = l. — Tenemos, puesto que @ = [ + ¢,

cosa = cos beosc + senbsenccos A,
cosa = cos lcos ¢ — senlsenc,
o bien:

coslcosc — senlsenc = cosbcosec + senbsenccos A,

y también

cos o(cosl — cos b) = senc(sen! + sen b cos A),
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Yy entonces :
2senl + bsenb —!
b 0 = cosl — cos b _ 2 2
~ senl boos A b ’
senl + sen b cos sen | ( {4 sen cos A)
sen !
Y haciendo :
: sen b -
tg o = von °%° A,

donde ¢ es un angulo auxiliar de calculo, se obtiene :

V§senb+l b1

g~ Sen—— oS ¢
tgo= sen [ cos (45° — ¢)
Ejercicio :
A = 44°44'50" sen b = 9.968069
b= 68°17'50” cos A = 9.851393
| = — 32°43'10”
9.819462
b+ 1= 35°34’40" sen l = 9.732816 n

. — o I4 14
b—1l= 101°0100" tg ¢ = 0.086646 n

”_'2"__1 . 17947/90" 2 = 0.301030
b—1_  ge3030" J2 = 0.150515
2 b+1
sen 5 = 9.485026
@ = — 50°40'4076 ,
45° — ¢ =  95°40'40”6 sen —— = 9.887458
c= THO4T4AT" cos ¢ = 9.801868
_ LY LY !
a= 43°04'36 0.324859

sen !l = 9.732816 n
cos (45° — @) = 8.995366 n

8.728246

tg ¢ = 0.596685
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371. Problema : Dado un tridngulo esférico, hallar el arco de ciroulo
mdaximo que une los polos de log circulos circunscripto e inscripto.—Sea O
c el polo del circulo circunseripto, y O, el polo

del circulo circunscripto en el triAngulo ABC

A (fig. 166). Llamemos al arco de circulo méximo

DESE
001 = &.
sy
A 8
v Se tiene, segin la figura 102,

cos @ = ¢os AO cos AO, +

Figura 166
4+ sen AOsen AQ,; cos OAOQ,.

Siendo 2P = A + B + C, se tiene

OAB =P — C,

] v .

resulta :

040, =P - C- 220

ad

)

Por otra parte, trazando desde O, el arco de circulo maximo O,P
normal al lado AB, que.es O,P = , el tridngulo rectangulo O,AP,
nos da, siendo AP = (p—a) (n° 358)

cos O, A = cos r ¢cos (p—a)

sen 7
sen O,A =

sen —
.2
Luego, siendo OA = R:

N

sen
cos ¢ = cos Rcosrcos (p—a) + 1: sen R cos =)
sen — “
2
o bien:
B—C
cos @ oS —;
cos Rsen r ctg r cos (p—a) + tg R_T.

- Sen-‘—z—

]
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Y puesto que, segiin las formulas de Delambre :

B-C b+e
8

cos en ——
2 2
en A @
sen - sen g
Y segiin n° 358
tgr = )
g sen p

y segin n° 356

2snaqen senc
P R
g = H
Se obtiene
b ¢ b+e
08 @ _seppcos(p——a)+2sen§sen§sen 9
cos Rsenr H ]
Pero
b
2sen p cos(p—a)=sena + sen(b+c)=sena-+2sen ::ccosl%—c

y

I

b C b+c¢ . b+c( b—eo b-l-o)
4 sen - sen - Seln 2 sen COS —— — COS .

2 2 2

Y sumando:

b ¢ b —
2senpoos(p—a)+4 senéﬁxenésen———‘l;—c =sena-+42 se:nb_;ocosb2 ¢

= sen a + sen b + sen ¢,
duego:
cos 7 __sena+sen b+senc
cos R sen r 2 H )

Y podemos poner:

{ cosz \* 1 Y
cos R sen r -

_ 1+4senasend+senasenc+senbsenc—cosacosbcose
- 2 H?

33
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o también

cos ¢ \2
" Y 1 = (c 2
(cos R sen r) 1 =(ctgr+tgR)

Y entonces
cos® 2 = cos? (R—r) + cos’R sen®r

sen?z = sen? (R—r) — cos?R sen®r.

Siendo 7, el radio del circulo ex-inscripto al dngulo A y O, so
polo, el arco de circulo maximo QO,, estd dado por x4, tal que

sen’®x, = sen?(R+r) — cos? Rsen?r,,

'y ‘andlogamente para @ y ..

ol

372. Volumen del paralelepipedo oblicudngulo. — Sea (fig. 167), un
paralelepipedo y llamemos a, b, ¢ las tres
aristas que concurren a un vértice y
sean a, 3, v, los 4ngulos que ellas for-
man entre si. LLlamando S a la superficie
de la base y H a la altura, se tiene que
el volumen V est4 dado por:

G

Figura 167 V = SH.
J

e

El area de la base S, tiene por expresion
= « b sen v.
Y la altura H = MP se puede expresar
H = MP = ML sen ¢ = ¢ sen a sen ¢

que se obtiene bajando desde un punto cualquiera de la arista EK la.
normal MP al plano de la base. Trazando desde P la perpendicu-
lar PL a la arista AD, por el teorema de las tres perpendiculares,
resulta ML normal a AD y el 4ngulo MLP = ¢, mide el diedro for-
mado por la base y la cara ADKE.

Luego se tiene:

V = abcsena sen vy sen ¢
o bien

V = 2 abc sen « sen ¥ senc‘ﬁ cos g

2 2
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Suponiendo una esfera de radio igual a la unidad y centro en A, se
determina un tridngulo esférico en su interseccion con el triedro de
vértice A, euyos lados son «,3 y v, y uno de cuyos 4ngulos es el
angulo ¢. Llamando 2p = (« 4+  + y) al perimetro del tridngulo esfé-
rico, se tiene

¢ sen (p—a) sen (p—+) P /sen p sen (p— B)
sen - = : =) CoS — = ’
2 sen « sen vy 2 sen @ sen vy

-

¥

luego :

V=2 a.bc'l/senp sen (p—a)sen (p—B)sen(p—-v)

que es la expresion del volumen.

04 373. Reduccion de un u’.;ogulo al horizonte. — Si se mide un angulo
AOB y lo proyectamos sobre un plano horizontal, el angulo A’‘OB’ es
el angulo OAOB reducido al horizonte
(fig. 168).

Trazando en el punto O la vertical OZ,
los angulos ZOA y ZOB son las distan-
cias zenitales de las visuales OA y OB
y los angulos AOA’ y BOB’ que esas
visuales forman con el horizonte, son las Figura 168
alturas de esas visuales. |

Supongamos conocido el 4ngulo AOB = ¢ y las distancias zenita-
les de las visuales OA y OB, que llamaremos respectivamente 2z, y 2s.

Si con centro en O y radio igual a la unidad describimos una esfe-
ra, el triedro OABZ determinard un tridngulo esférico ZMN, cuyos
tres lados son respectivamente :

MN=¢, ZM=z, ZN=z.

Podemos calcular el 4ngulo en Z, que es igual al angulo A’OB’=¢,
para lo cual tenemos :

’ ’ ’ /Sen (p _za) Se’n.-(p-zB)
tg’%‘_ fg A0 = l/ sen p sen. (p— @)

,"/3-56) dondﬁz =2, +.23 + 9. )

Queda asi resuelto el problema..
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374. Problema : Suponiendo la tierra esférica y dadas las coordenadas
geogrdficas de dos puntos de su superficie, determinar en funcién de és-
tas, la distancia que las separa, medida sobre el
arco de cireulo mdximo que los une. — Sea EE’
(fig. 169) el ecuador, Py el polo norte, A y B
dos puntos de la superficie terrestre, PyEP E’
el meridiano de Greenwich, meridiano a partir
del cual se miden las longitudes, que las consi-
deramos positivas de 0° a 180°, medidas hacia
el Oeste, y de 0° a 180°, medidas hacia el Este.
Las latitudes las consideramos positivas desde
el ecuador hacia el polo Norte y negativas desde el ecuador hacia el

Figura 169

polo Sur.
Llamemos %, ¥y @., la longitud y latitud del punto A,y %z, ¢ la

longitnd y latitud del punto B. El angulo APyB vale

APnB = )\B e lA
y ademas
PNA = 90° - CPA, FNB = 900 - CPB.
2
Luego, llamando « a la distancia AB, el tridngulo APyB, nos da:
coS © = Sen ¢, sen Pz + COS @, CO8 Py COS (~g— 24).

e introduciendo un angulo auxiliar de cédlculo ¢ dado por:

- tg ¢ = ctg P4 cos (A — Aya),

se tiene:
sen ¢, sen (Pg + cp).

Ccos ¢

COR ¥ =

Conociendo el valor de # en segundos de arco, es ficil obtener « en
kilémetros. Admitiendo el cuadrante de la Tierraigunal a 10.000 Km,

se obtiene:
2”.10.000

~ 90 x 60 X 60

- Llhm

Ejemplo : Hallar la distancia entre el Observatorio Astronémico
de La Plata y el Observatorio de Oérdoba, suponiendo la Tierra esfé-
rica y con las siguientes coordenadas geograficas.

La Plata: @L.p = — 34°54'30” #..» =3"51*43°'7
Coérdoba : Pc = — 31°2515" Ae=4"16"47°2,
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Se tiene:

tg P = ctg Pr.» €OS (Ac — Ay.p),

_ sen @, psen (P + cp).

CosS o

COB ¢

}~C i )‘L P = 25m 0335 = 6015’52”
¢ = = 54°55'50"”
Pc + ¢ = — 86°21705”

xr =
922660 X 10000
= — 699.4K
Thm = 50 % 60 x 6o 000-4Km

6°17'40” =22660

log etg .. » =0.156253 n
log cos (Ac — 4. ) =9.997399
logtg ¢ =0.153652 n
log sen ¢, . » =9.757597 n
sen (Pc 4 ¢) =9.999119 %
9.756716
log cos p =9.759342
log cos ¢ =9.977374
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Ejercicios propuestos

1. Calcular las lineas trigonométricas de los arcos
\
T T T 2n 4n In

8 16’ 15’ 15’ 15" 15

2. Calcular los lados de los poligonos regulares de 3,5, 6, 10,15 y
20 lados.

3. Calcular las funciones goniométricas de los arcos:

' ™ T ™ TC
0 98 93y 3 9% 3x5 b x 23

4. Calcular sen 3 « en funcion de sen « y verificar para & = 30°,
5. Calcular cos 3 & en funcién de cos & y verificar para & = 30°.

) 4
6. Siendo tga = 3’ calcular sen &, cos «, sen-2a, cos 2a y tg 2a.

7. Sabiendo que tg 2o —= V§, calcular tg 3a.

3
8. Siendo cos 30° = 37 calcular sen, cos y tg de 15°, 7°30y 3°45’.

3
9. Siendo tg 30° = '/—3, calcular sen, cos y tg de 15°, 7°30’ y 3°45’.

o .,
10. Caleunlar cos 4o y cosz en funcion de cosa.

Verificar las siguientes igualdades:

11. sen 105° 4+ cos 105° = cos 45°.
1, — = ——
12. cos 9° =2 (/10 + 2 + 25 — y5).

1 = 5 1
13. ¢os 27° = 7 <V5 + V5 + ‘/Z — V;)

3
14, Siendo tg 30° = '/—3, calcular tg 16° y tg 7°30".

15. Calcular tg 2a en funciéon de sen 3c.

16. Verificar que tg 9° =1 + VB -5+ 2 V‘B.
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ldentidades. — Verificar las siguientes formulas :

17.

18.

19.

20,

21.

22.

23.

33.

34.

tg (45° + a) — tg (45° — @) = 2 tg 2a.
o
tg;)-:cosecoc—ctgoc.
to (450 — %) — & 1= sena
g 2/ =V 1+ sena

2sena
CoS & + cos 3u

tg 200 — tgo =

<
2

sen o« = —

o o

tg§ + ctg§
2

t t —_ - .
g + ctgx sen 2o

o
ctg§ — tggz 2 ctg o.

3 + cosda
t-2d ¢ 2&:2.—_———.
g + ctg 1 —cosdo
o 1 — seno cos o
tg (45° — -] = = .
g(_ 2) CoS & 1+ sena

tg (45° + g) + ctg (45° + g) = 2seca.

sen 5o sen oo = sen? 3¢ — sen? 2c.

sen o 1 —cosa o
1+ coset  sena 92

cos (& + B) cos(ax — B) = cos? & — sen? .

sen 7a sen 3o = sen? ba — sen? 2a.

13 T
sen 3o = 4 sen « sen (-‘— + a) sen (_ - a).
2 3
sen hx = Hsena — 20 sen®a + 16 sen’ a.

B
cos ba = 16 cos®a — 20 cos®a 4 5 cos ¢.

sec? @ 4+ cosec? o = sec? a cosec? a.
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35. sen‘a + cos*a = 1 — 2sen’a cos®a. .
36. " tga(l — ctg?a) + etga(l — tgZa) = 0. *
37 008" — SeNTZ _ 1 | tya)costa

. 1 tga - tg 8 o,
38. tga ctgo = (tga + ctg o) sen « cos a.

2 - t, 2
39. se2n *+ 18 a; = gen®a tg?a.
ctg®a 4+ coseca

40. (1 + sena + cos ) = 2 (1 + sena)(1 + cos ).
4l tga + tgf ctg o

‘tga — tgB | ctga — ctgf -
42. Siendo(x + B+ ) = g, probar que se verifica

senfa 4 sen’f + sen’y + 2sena senf seny = 1.

43. Siendo tg® + senx = m, y tg® — senx = n, probar que se
verifica |
m? — n? = 4)mn.
44. Siendo « +  + v = =, probar que

senfa ectga 1
sen’f ctgf 1| =0.
sen’y ctgy 1

Hstudio de funciones (mdximos y minimos) :
45. Hallar el maximo de
Yy = 8en e 4+ cosa.
46. Hallar el maximo de
Yy = senx cos x,
47. Hallar el valor de # comprendido entre 0° y 90° que hace mi-

nima:la expresion
= tgo + 3 ctgw.
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48. Hallar el valor de x que hace maxima y minima la expresion

¥ = cos & + cos 2.

49. Hallar el valor de # que hace maxima y minima la expresién

y = 3senx + 4 cos .

50. Hallar los valores de # que hacen mixima y minima la expre
sién :
y=atge + betg .
donde a y b son positivos.
b1. Hallar los valores de x que hacen maxima y minima la ex-
presion '
y=2senx + 3cosa.
52. Hallar el maximo y el minimo de la expresion

y = asenx + bcosw.

53. Hallar el maximo y minimo de la expresion :

tg 3 x )
Yy = g‘_a, cuando x varia entre 0° y 90°.
tg’ x
Variaciones de las funciones. — Estudiar las variaciones de las si-

guientes funciones y representarlas graficamente :

b4. Yy = senx 4 Ccos x.

53. ¥y = senx — COS&.

b6. Yy =tgx + seca.

b7. y = sen(® 4+ x) sen (& — x).
cos 3 x

[ —_— " .

98 Y= 1 ¥ cos2a

cosz 4+ senax — 1
T cosx —send + 2

59. Y
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Limites :
.. 1 —cosce
60. Hallar el limite de - 5 para @ = 0
X
sen 3@
61. » - » =0
sen 2 &
rsenzx
62. » L » =20
1l —coszx
x
sen — 4+ cosx
2
63. » > » =T
14sen“ax+cosx
1l —tge Y%
64. » bt y = -
1l —ctgex 4
cos2x '
65. » _ : » = —
¥ 4
COS & — COS —
4
1 — cosax
66. » — » x=0.
sen” @
sen m ®
67. » , » =20
senn ®
senx — sen o )
63. » » &= o,
tgr — tg o
cos2x T
69. » — » = —
1 —)2senew 4

Hacer calculables por logaritmos las expresiones stquientes :

70. ¥y =14 sena + cos .

71. ¥y =14 cosx + cos 2.

72. y =sena + seny + sen(x + y).

73. Yy = sen« 4 sen 32 4+ sen 9.

74. y = senax + sen(x + r) + sen(x + 27)

e = 18°20’15”

y aplicar para
P P r= b5230'45".



76.

7.

78.

79.

86.
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y = sen 32 + sen Hx.

Yy = €08 2x + cos 4.

"y =cosa + cosfB + cosy + cos(x + B + ).

y=-cos(a+B+7y) +cos(ax+B—v)+
+ cos (@ + v —B)+cos(B + v — a).

y=sen(@+p - ) +sena+y—p+
+ sen (B + v — a) —sen(x + B + ¥).

y=tg(x—PB)+tgB —v) + tg(y — ).
y=tg@+ B+ v) — (tga + tgh + tg~).
y = senZo + sen“’B — sen? (¢ + B)

y = sena + senf} + sen~y + send

siendo « + B + v + & = 360°.
y = sen« + senf — 2 cosax — 2 cos .

y = senasenf 4+ m cos« cos .

Resolver las siguientes ecuaciones goniométricas :

87.
88.
389.
90.
91.
92.
93.
94.

sen @ = sen 7a.
6 cos ® = tg x.
6 sena = b cos?e,
sen 2z = cos 3.
sen 3z — 8 sen’a.
tg 20 = 3tgx.
senx 4+ CoS @ = sec .

cos2x = cosa 4 1;



95.
96.
917.

98.

99.
100.
101.
102.

103.

104.
105.

106.

107.
108.
109.
110.
111.
112,
113.
114.
115.

116.

117,

118.

119.

120.
121.
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cos 3x = sen Hm.
tg2¢ = Ttga.
cose = atgx.
cos 3z = m eos® x.
sen 3 x = m 8en .
senx + 2.co8 & = sec 4.
2tgo = T7sen .

.8ena® + cose = 1.

€

sen s + Cos® =

2
tgx + ctge = 3.
8en & + cos ¢ = (.
senx — cos® = 0.
1 — senx = cos 2.
senx — cos ¢ = 0.7.
sene + cos® + 2senx cosx = 2,
sen®x + senx = cos?z + cos .
tgx — senx = secx — 1.
send4x 4+ senx = 0.
sen 4 + sen 2x = €08 .
tgx — senx = tg 2.
senr + sen 2x + sen3x = 0.

3+ 103

sen® + cosx 4+ tgx + ctgw = _+6_‘/—

senx + cosx + tgx -+ etg @ + secx 4 cosecae = a.
senx tg » + meos® = n.

a a
Sene  Ccosd

sentx 4+ .co8tx = a.

sen? 2x — sen?z = a.



128.

129.

130.
131.
132.
133.

134.

135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.

— 6526 —

CO8 22 =-m COS 2.
CcoS 22 4+ msenaz = n.

sen 32 = msen?ax.
tge = (2 —|3) tgg-
cosxy = atge.

V3 cosec 2? = 4 ctg .
2
cos 3xr + sen 3x = —-

2

t w+a_m
82 — o=

bsenx = 12 cos® x.
tg?x + cos®ax = m.
sen o + sen(x + x)y + sen (o + 2x) = 0.

coso + cos (o 4+ x) 4+ cos(x + 2x) = 0.
1
sen®x + cos®z = 5

tg (e 4+ &) + tg(® — @) = 2 ctg .
sen & + cosx = sen s — tg .
sen z + sen 3x = sen 2z 4 sen 4.
tgx 4+ tg 2z 4 tg 3z = 0.
sen? 2z — sen’z = a.
sen 7x + sen 3z + 2senz = 1.
tgx + 3ctgar = a.
tge + tg(x — ) = a.
msen (@ — &) = nsen(f — ).

sen (& + ) = cos(f + =).

Ecuaciones con mds de una incégnita.

145.

‘sen x +sen y =1

\

2 2 1
(cos T — cos®y = .-

-l



146.

147.

148.

149.

150.

151.

154.

156.
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sen @ + sen y = |2

cos’z + cos’y = 1,

(V2senw =3 seny

(VZ cos ¥ = seny. .

/senz /3
3 seny

t

tgz _ ,
\ tgy

‘ sen ¥ =— ¢o0S8 Qy
( sen 2y = cos ¥.

(tgw +tgy =a
| tg (@ + ) = b.
?‘tgf—f +tgl=b.

8
2

\senxseny = a
! cos x cosy = b.

‘cosw 4+ COSY == a

i ( cos 2& + cos 2y = b.

s tg?e 4 tgty=a

ltgwtgy = b.
x4+ y=30"
sena_ o
sen y

(w + y = 30°
(EE—Q—’=1.5
tgy
1
Ssen(w+ y):.—g

' 1
( sen 22 + sen 2y == ;..

\
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158 \tefe + te?y =a
' ltgatgy = b.

e

gcosm+ cCoOsy = a

159.
? cos 2z + cos 2y = b. -
tgxe + tgy =4
160. \DtgT + gy
( 2ctge + 4ctgy = 1.
= &
161. \o+y
| seneseny = a cos?u.
162, % senx _seny _ sen (@ + y).
[ a b c
163. \tge + ctgy = a
lctg e + tgy = Db.
L64 gsenw+seny=a
' | sen®x + sendy = b.
165, | senz = mcosy
| tg2e = mtgy.
166. tgr _tgy _tg(z+9)
a b ¢
167 ( asen (x + y) — bsen(x — y) = 2m cos x
. asen (e + y) + bsen(® — y) = 2n cos y.
168 (cos (22 + y) = sen (x — 2y)
(cos (@ + 2y) = sen (2z — y).
sen?x 4+ sen?y + sen?z =1
169. cos?x + cos?y — coslz =1

tg?ax — tgly + tglz = 1.

Resolucion de tridngulos rectdngulos planos. — Resolver un triin-
gulo rectangulo conociendo :

170.
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‘a = 985.32m
171. |
b = 643.25 m. .
b = 947.30 m
172
¢ = 14,70 m.
173. te = 845.20 m % = (.8.
174. a = 854.30 m hae = 320.15 .
175. a = 645.20m (b — ¢) = 245.30 m.
176. S = 8747 m? B = 47°b4'15".

Demostrar que entre los elementos de un tridngulo rectangulo se
verifica :

2b
177. cos (B — O) = a2c'
b—c¢
3 B'— ° = .
178 tg ( 45°) .
2 _ 13 _
179. sen3B=3bc 3 b
a
B a— ¢
'2—- fomed .
180. tg 5 P

181. Demostrar que si en un triangulo se verifica que
sen B + cosC
cos B + senC

tg B,

el triaAngulo es rectangulo.

182. La bisectriz del angulo recto de un triangulo rectangulo di-
vide al lado opuesto en dos segmentos m y n, conocidos. Resolver el
triangalo.

183. Resolver un triangulo rectingulo, conociendo R y p.

184. Resolver un triangnlo rectangulo, conociendo B y la diferen-
cia (b — ¢) = d.

185. Resolver un triangulo rectingulo, conociendo R y r.

186. Resolver un triangulo rectiangulo, conociendo.2 p y la altura
cotrrespondiente a la hipotenusa h,.

187. Resolver un tridngulo rectangulo, conociendo a y la bisectriz ‘
by, coirespondiente al angulo B.

188. Resolver un tridngulo rec¢tdngualo, ‘conociendo el cateto b y
la diferencia (a -'0) = d,
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Resolucion de tridngulos planos cualesquiera. — Resolver un trian-
gulo, conociendo:

189.
190.
191.
192.
193.
194.
195.

A = 36°20'1pH” B = 74°24/13" a = 1234.23 m.
A = b7°20'15” B = 45°20'12"” ¢ = 127.30 m.
a = 845.22m b= 632.15m = 70°15'13".

a= T744.20m b= 657.15m ¢ = 1004.05 m.

a= 103726 m b=1132.16m A = 67°20'12",
a = b537.10m b= 385.40 A = 69°20'15"..
a = 804.15m b= 357.20 A = 124°15'20".

Mostrar que en todo tridngulo se verifica que:

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

203.
204.

205.

206.

207.

208.

2 2
28 = @’ —b .
ctg B — ctg A
A B e¢
1 —tggtgz _=1_).

acos A 4+ beos B = ccos (A — B).

a® + b2 + ¢ = 2 (ab cos C + be cos A + ca cos B).

02
ctg A 4+ ctg B = —

_absen O
sen (A 4+ B) ¢
sen (A — B)  a? — b?

tg B = bsen C

@ — beosC

gen A 4+ sen C = 2 sen B.

(@ + b)cosC + (b + ¢)cos A + (¢ + a) cos B = 2p.

A
a cos 5 = (b + ¢) sen 5

(b — c®)ctg A + (6 — a®)ctg B + (@ — b etg C = 0.

A B C

(a,+b+c)(tg§ +tg—g)=ucctg—2-
)
B—C--b—ccoA
g g 0y

sen

L1



a(bcos C — ccos B) = b% — (2.

asen (% “+ B) = (b + c¢)sen %

b a ¢ \semA s¢en B

cos A cosB__cosC(senB sen A)
A—B —
abe Ben — senA 5 B =pla—b)(p — .

b? sen 20 + c2s8en 2B = 2bcsen A.
b?cos?C — c2cos?B = b2 = ¢2,
A

A B
P tg—z- + tgg = cctg—z--_

_ B ‘
coOSA 4 cosB 4 cosC=1 +-aSell psenC'

sen(B — C) b* — ¢?
sen (B +C) = a2

A
a(cos B + cos C) = 2 (b + c)sen® -

A
a(cosB — cosC) =2(b — ¢) cos2—2.

asen(B — C) + bhsen(C - A) + ¢sen(A — B) = 0.

) C
(a + b)? sen? (‘—j + (@ — b)*sen®_ = ¢

N

(@ + b)tg%—[— (@ — b)ctg%:Zbcth.

acos A + bcos B — ¢cos C = 2asen B sen C.

. (2 —cPetg A + (¢ — a®)etg B + (a¥ — b etg C = 0.

} . B A
(@ — b)ctg% + (¢ — a) ctgg + (b - c)ctgj = (.

a? + b + ¢ = 4S (etg A + ctg B + ctg O).

g __ 12
05— & -0 |
¢ ctg B — ctg A

sen A + sen B + sen():%
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. 2pr
229, acosA + bcosB + ccos C = R fin
230. abe = 8R%sen A sen B sen C.
1 1 _ 1
231. Yo= 3 R(l1—cos A), re= gR(l-— cos B), r. = 3 R (1— cos O).
A B C
232. = 8 - CO8 - CO8 -
3 S = 4Rr cos 5 €S 5 €08 2
b 2
233. 64 Ry ryre = (“ ") ,
2p
934 r acosA + beosB 4 ccosC
B R ' a+b+ec
235. Vi'arb + Vrarve + Vrore = r.

Siendo A 4+ B+ C=m=®, mostrar que:

236. sen 2A + sen 2B 4 sen 2C = 4 sen A sen B sen C.
A B )
231. cosA+cosB—cosO=4cos?coszcos‘—)-—1,

238. sen> A + sen* B 4+ sen? C = 2(1 + cos A cos B cos C).
239. ¢cos82A + cos2B 4 cos2C = — 4 cos Acos BeosC — 1.
240. co82A 4+ cos2B — ¢c0s2C =1 — 4 sen A sen BsenC.
241. sen2A 4 sen 2B — sen 20 = 4 cos A cos B cos C.
242, cos? A 4 cos? B 4+ c0s2C =1 — 2cos A cos B cos C.

243. cos2 A + cos?2B — c0s?2C =1 - 2sen A sen BsenC.

A B C A B
244. sen2—2- + sen2; + sen?— — 2 ssen—s,en;sen(—J = 1.

2 2 2 2
245. sen2f;— + sen“’g — sen“’(—; + 2 sen%sengsen% = 1.
246. tetey +tegtes +tgotge = 1.
247, ctg% + ctgg + ctgé‘ = ctg%ctggctg(—;-

248. ctg B etg C + ctg Betg C 4+ etg Cctg A = 1.



— 532 —

1
sen A sen B sen C‘
250, sen(A + 2B) + sen(B + 2C) + sen (C + 2A) =
A—-B B -‘C C—-A

= 4 sen — Sen ' sen
2 2 2

249. ctg A + ctg B+ctg C—ctg A ctg BetgC=

251. Resolver un triangulo conociendo a R y 7.

252. Resolver un tridngulo conociendo los angulos y la suma
(a® 4+ b® + ¢?) de los cuadrados de los lados.

253. Resolver un tridngulo conociendo los angulos y la suma
(a® + b% - 2.

254. Resolver un triangulo conociendo un lado a, la altura corres-

pondiente a ese lado hq y el producto K = tgg tg %

255. Mostrar que si se llama &, y,-2, a las distancias de los vértices
de un tridngulo al punto de encuentro de las alturas, se verifica que

S = 1(aae + by + c¢z).

2
. . sen A . .
256. Si en un triangulo i B = 2 cos C, el tridangulo es isosceles.
, ) tg A sen’A . . |
257. Si en un triangulo tg B = o’ B el triangulo es isdsceles o

rectangulo.
sen B + sen C

cos B + cos C

258. Si en un tridngulo sen A = s el triangulo es

rectangulo.
259. Demostrar que si entre los tres angulos de un triangulo
ABC, se cumple la relacion

sen? A + sen®B + sen?C = 2

el triangulo es rectangulo.

260. Calcular la distancia entre los centros de dos circunferencias
exteriores de radios conocidos R y R’, sabiendo que el triangulo
formado por las tangentes comunes exteriores y una de las tangentes
comunes interiores, es un triangulo isdésceles.

Resolver un tridangulo conociendo

261. aA y b
262, aA y mg
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263, aA he

264. a A (be) <= m?

26D, a A (b2 «- 02) = [2,
CUADRILATERO

266. En un cuadrilatero convexo, se conocen los lados a,d, ¢y d
y el drea S. Calcular los angulos.

267. En un cuadrilatero convexo se conocen tres lados y los angu-
los que ellos forman. Calcular los demés elementos.

268. Resolver un trapecio conociendo los angulos y las diagonales.

269. Resolver un cuadrilatero inscriptible conociendo a, b, ¢ y B.

270. Resolver un cuadrilatero inscriptible conociendo tres lados y
una diagonal.

271. Resolver un cuadrildtero inscriptible, conociendo dos lados
opuestos y las diagonales.

272. Resolver un trapecio conociendo un angulo, la superficie y
sabiendo que es inscriptible en un circulo de radio R.

273. En un cuadrilatero inscriptible ABCD, se da un angulo B,
los dos lados a y b, que forman el angulo B y la diferenciad =¢ — d
entre los otros dos lados. Resolver el cuadrilatero y caleular el radio
del circulo circuscripto.

274. En un cuadrilatero se conocen los cuatro lados a,b,cy d y la
suma de los angulos opuestos B + D = ¢. Calcular la superficie.

Triangulos esféricos rectdngulos. — Resolver un tridngulo esférico
rectangulo, conociendo :

275. a = 58°30'15" b= 41°1320".
276. a = 126°13'19" b= 57°15'13".
271. b= 51°41'15" c = 72°1012",
278. b = 125°1241” ¢ = 134°24'10”,
279. a = 50°20'15” B = 73°1825".
280. a=111°07"43" B = 55°27'12",
281. a= 91°02'15" B = 88°58'18”,
282. b = 47°15'12" B = 55°22'14".

283. b= 79°2715" B = 83°25'18"..
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284. b = 128°19'19” B = 125°18'15".
9285. b= 91°1315" J= 63°12'12".
286. b = 125°25'17" Y= 57°10'16",
281. B = 75°20'18" Y= 59°25'15".
288. B = 89°5815"” C= 85°2017".

289. Resolver un tridngulo esférico rectangulo, conociendo la hi-
potenusa a y el radio del c¢irculo inscripto ».
290. Demostrar que en el tridngulo esférico rectangulo se verifica ;

cos atgec = sen b ¢tg B,

Al

291. sen(a — b) = cos bsen ¢ tg §
_ B
292. sen (a — ¢) = cos a tg b tg -
293. cos (@ — b) = cosc¢ + sen b sen ¢ tg £y
C
294, cos (@ + b) = cos ¢ ~ sen b sen ¢ ctg 5
3
295. sen (@ + b) = 2sena sen b cos? 5"
296. sen (a + b)sen (¢ — b) = sen®a sen? B.
297 bg?e = tg T gt @
= 8g=% g Ty
998 tg’b _ sen(a + c)sen (a — ¢)

' te?c  sen(a + b)sen(a — ¢)
299. sen?b + sen®c¢ — sen®a = sen?b sen?e.
300. sen®a sen?C = sen(a — ¢)sen (a + c¢).
301. sen® B sen?a = sen (a — b) sen (a+ b).

cos b + cose
2, : ) = .
30 sen (B + C) 1+4cosbcosc
cos b -~ cosc

303. sen(B — C) =

1—cosbcose
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Tridngulos esféricos cualquiera. — Resolver un tridngulo esférico,

i

conociendo:
304. a = 335°1715” b= B50O°2T'17” ¢ = 66°2313".
305. a =125°1715” b = 137°18'12” ¢ = b5°L7'14”".
306. A= 85°20012” B = 95°1715” C = 106°26/42".
307. a = 50°1210”7 b =112°2215" C= 29°12'14".
308. A =115°1215" B = 78°10005” C = 120°12’15",
309. @ =105°10105" b= 37°25'15” A= 50°27'17",
310. a= 45°23477 b = 7T6°40'24” A =. 22°57'12".
311. A = 101°10'15” B = 135°2702" a = 60°10’15".
312. A =161°2915" B = 29°10’16” a — 143°12'15",

313. Calcular el drea de un tridngulo esférico trazado sobre una
esfera de radio igual a 20.50 m, cuyos lados son

a = 75°53'20”
b = 82925'15”

c = 99°22'15"

314. Calcular el area de un triangulo esférico trazado sobre una
esfera de radio ignal a 45.30 m y cuyos 4ngulos son

A = 40°20"15", B = 52°27'14", C = 138°25'15”.

Mostrar que en un tridngulo se verifican las siguientes relaciones :

315.

316.

317.

318.

319.

A
cos @ = cos b cos c+sen b sen a sen € ctg
—~d

Al
¢os (a+b) = cosc — senasencsenBcth

C
cos (a—Db) = cos ¢ + sen a sen ¢ sen B ctg‘—z

sen (a+b) __co8s A+ cosC
senc  l—cos C

sen? @ 1 —cos a cos b cos ¢
sen?bd 1--cos A c¢os B cos C
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320. Si en un tridngulo esférico se verifica que A = B = 2C, se

tiene que
8 sen |a + o sen? a cos ¢ _ sena
2 ) 2 !

321. Resolver un triangulo esférico dados
A By 2p.

322, Resolver un tridngulo esférico dados A, by (¢ + &) = m.

323. Resolver un triangulo esférico dados el d4ngulo A y los seg-
mentos en que la bisectriz del 4ngulo B divide al lado b.

324. Mostrar que un tridngulo esférico, llamando

H = |sen p sen (p— a) sen (p—b) sen (P—C)y

se cumplen las siguientes relaciones :

1
325. tg R, = B [sen p—sen (p — a)— sen (p—b)— sen (p—e)}

326. (ctg r+tg R)? = I:T?(sen a+senb+senc)®—1
‘ . ‘ 1 . , .
327. (ctg r —tg R) = L (sen b+sen ¢—sen a)?—1

328. tg rq tg 7y tg ro = tg r sen?p

329. tg R+ctg r = tg Ra+ctg ra=tg Ry + ctg ry=tg R+ ctg re

——

(ctg r+ctg ro+ctg )

[y

1\

330. tg r tg ra tg rotg vc = H2

w
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