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PREFACIO

La presente obra es una exposicién sistemdtica de los distintos proced:-
mientos de cdlculo de estructuras hiperestiticas constituidas por piezas
rectilineas, que tanta importancia han adquirido en la técnica, sobre todo
con el desarrollo de las obras de hormigén armado.

Dschos procedimientos de cdlculo son de uso comodo y rdpido cuando las
prezas constitutivas de los sistemas tienen momento de inmercia constante.
Prdcticamente este momento es constante, en general, en la parte central de
las piezas, pero varia hacia los extremos en virtud de los empates rectilineos
o curvilineos, que se proyectan para absorber los esfuerzos correspondientes.
El cdlculo directo que toma en cuenta esta variacion del momento de itnercia
e8, por lo comun, muy laborioso.

Para salvar estos inconvenientes y poder abordar el cdlculo de las estruc-
turas constituidas por piezas con empates, en forma que resulte técnicamen-
te comodo y rdpido, se han confeccionado las extensas tablas que se agrupan
en tomos independientes. En éstas se dan los diversos elementos que pueden
interesar, referentes a deformacion y Uneas de influencia de prezas rectilf-
neas en general, con la integracién de estas tultimas para los principales
estados de carga que se presentan en las aplicaciones.

Para evitar errores, todas las tablas han sido calculadas dos veces en forma
completamente independiente. Si, a pesar de ello, el lector encontrara alguno,
se ruega comunicarlo al autor, para salvarlo en futuras ediciones.

\
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El tomo I, que aparece conjuntamente con los de tablas, expone log ele-
mentos bdsicos y generales requeridos para el cdlculo de sistemas constituidos
por piezas rectilineas. Comienza con un estudio de la deformacion de piezas
rectas con o stn empales y de las lineas de influencia correspondientes, con su
tntegraciéon para las principales hipotesis de carga que se presentan en las
aplicaciones. Se ocupa luego de los momentos de Ritter y de las vigas eldstica-
mente empotradas, a que se reducen, en ullimo andlisis, las piezas rectas
constitutivas de los sistemas. Trata, mds adelante, las vigas rectas empotradas
en ambos extremos y articulado-empotradas; las tablas proporcionan las
ordenadas de las lineas de influencia de los momentos de empotramiento
y los valores de estos 4ltimos para las hipdtesis de carga mds frecuentes.
La utilidad de estas tablas es inmediata, pues los procedimientos de cdlculo
mds modernos, entre ellos el de aproximaciones sucestvas de Cross, parten
del cdlculo de dichos momentos de empotramiento. El tomo I termina eon el
estudio general de los sistemas radiales.

El tomo I1I se ocupard de los principales criterios de cdlculo conoctdos. Tra-
tard, por el método de los focos, el cdlculo de vigas continuas, pérticos, en-
tramados, vigas a marcos (Vierendeel), reticulados con uniones rigidas (es-
fuerzos secundarios), etc. Se ocupard luego del procedimiento aproximado de
Cross, y de otros métodos de cdlculo que toman como incégnitas auzilia-
res los desplazamientos y rotactones de los nudos.

El Uibro ha sido escrito principalmente para llenar las mecesidades del
curso de Teorfa de la Elasticidad que el autor dicta en la Facultad de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales de la Universidad Nacional de Buenos Aires.
Se estima que ha de ser de utilidad, principalmente por las tablas, en las
oficinas de estudios y proyectos, de ingenieros y empresas constructoras.
A los efectos cumplir desde ya con esta segunda funcién, se anticipa la
aparicton del tomo I y de las tablas.

Para la publicacion de este libro el autor ha dispuesto de la eficaz y labo-
riosa colaboracion del personal de ayudantes y asistentes de la referida cdtedra
de la Facultad de Ciencias Ezactas, Fisicas y Naturales, principalmente de
los jefes de trabajos prdcticos ingenieros Roberto E. Fontan y Emilio M. Jdure-
gut. Ambos han intervenido en el cdlculo de tablas y en la correccion de prue-
bas. El primero se ha ocupado, ademds, de la confeccién de las figuras y de la
ordenacion y revision del texto. El segundo ha calculado los ejercictos numé-
ricos aclaratorios y ha revisado los desarrollos analiticos y férmulas. En



el cdlculo de tablas han intervenido también, el jefe de trabajos prdcticos
ingeniero Jorge Basaldia y los ayudanies ingenieros, Angel H. Lomazzi y
Federico Batrosse.

El autor deja especial constancia de su profundo agradecimiento. Agradece
tgualmente al Centro Estudiantes de Ingenierfa de Buenos Aires, que ha

cargado con los gastos del personal de calculistas destinados a la revision de
las tablas.

Buenos Aires, octubre de 1941.
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CAPITULO I

DEFORMACION Y ELASTICAS DE PIEZAS RECTILINEAS

§ 1. — Notaciones y convenciones de signos.

1. Ejes de referencia y representacién de vectores. — Cuando sea
necesaria la representacién analitica, adoptaremos los ejes de referencia
de la figura 1, con el eje de las z positivo hacia la derecha y el de las y
positivo hacia abajo.

0 tZ
B A
P>0
P>0
B8
A 8
pP>0
P> 0 J
A 8
A a<o
a»>0
Y
ty
Fia. 1.

Para individualizar el sentido de los vectores (fuerzas, desplazamien-
tos, ete.), les daremos en general signo positivo cuando sea positiva su
proyeceion sobre el eje de las 2, y negativo en caso contrario. \

A sus componentes segin los ejes de coordenadas les daremos el signo
que corresponda, de acuerdo con estos dltimos.

En particular, para las cargas, fuerzas exteriores y desplazamientos
normales a las piezas rectilineas, adoptaremos la siguiente convencién (que

no coincide con la anterior) :
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\

Pondremos signo positivo ecuando aplicados en A originen un momento
flector negativo en el extremo derecho B, para las piezas horizontales u
oblicuas, y en el superior, para las verticales (para las piezas horizontales
y verticales resulta el signo que corresponde de acuerdo con los ejes
adoptados).

2. Momentos. — Para el momento de una fuerza F (fig, 2) respecto
del punto B, adoptaremos la convencién de signos ordinaria, es decir, el
signo positivo cuando la fuerza F gire alrededor de B, en el sentido de
las agujas de un reloj, y negativo en caso contrario.

Si la fuerza F se da por sus componentes vertical ¥V y horizontal H y

g z

Fia. 2.

8i 24, Y4 son las coordenadas de un punto A de su recta de accibn, es
inmediato que el momento M respecto del punto B, de coordenadas 2z,
yB, esta dado por la expresion

M=V (ZA-ﬂ\‘vvzﬁ;) —H (yA—yB).

De la anterior resulta:
¢) El momento de la componente vertical es igual al producto de
ésta (con su signo) por la diferencia de abscisas de los puntos A y B
(segunda abscisa la del centro de momentos B).
b) El momento de la componente horizontal es igual al producto de
ésta cambiada de signo, por la diferencia de ordenadas de los puntos A
y B (segunda ordenada la del centro de momentos).

3. Desplazamientos originados por rotaciones infinitésimas. — Su-
pondremos que el eje de las 2 positivas esté dirigido hacia arriba del pla-
no, con lo que la terna O(z, y, 2) resulta dextrorsum. Representaremos las
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rotaciones infinitésimas positivas 6, en torno al punto 4, por un vector 6,
aplicado en el mismo, normal al plano y con el sentido que va hacia arri-

ba (de las z positivas). En estas condiciones, el desplazamiento 2 que
experimenta el punto B estd dado por la expresién vectorial

a=B—A)ANO0=—0A (B—A).

Ademsis, si 0 es la intensidad de la rotacién, eon signo positivo cuande
indique un giro en el sentido de las agujas de un reloj y negativo en
caso contrario (signo de la proyeccién del vector 0 sobre el eje positivo

z), las componentes vertical v y horizontal § del desplazamiento @ se
deducen de la matriz

— 0 0 0
0 (yp—ya) (e8—za)|’
o sea, se tiene
n=0(p—2z4), L =—0(ys—ya)

Si en el punto A (fig. 3) aplicamos un vector vertical de intensidad @

g —t— 7
-0 A(z‘, )")
¢ B(Zs,]n)‘
e
a
f
Fia. 3.

y otro horizontal de intensidad — 0, 7 ¥ & son los momentos de estos vee-
tores respecto del punto B (iguales a su producto por las diferencias de
abscisas u ordenadas, respectivamente, de los puntos A y B (segunda
abscisa u ordenada la del centro A de rotacién)). Los vectores vertical 0
y horizontal — 0 se llaman elaciones vertical y horizontal, respectivamen-
te, correspondientes a la rotacién 0 (*).

(*) Burry, E. Resolucién Estbtica de Sistemas Planos (Segunda Edicién), Tomo I, pig. 35 y siguiem-
tes.
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4. Caracterfsticas. — Daremos el nombre genérico de caracteristicas al

momento flector O/, esfuerzo tangencial ‘© y esfuerzo normal 7, corres-
pondientes a una seccién cualquiera N. En las piezas oblicuas u hori-
zontales, adoptaremos para las dos primeras caracteristicas (O y ‘@ ) las
originadas por las fuerzas exteriores que actiian a la izquierda de la seec-
cién (fig. 4a); en las piezas verticales (fig. 4 b), adoptaremos las ori-
ginadas por las resultantes de las fuerzas exteriores que actiian abajo de
la seccién. Segiun estas convenciones, los momentos flectores seran posi-
tivos cuando hagan trabajar a la traccion (tensién positiva) las fibras
inferiores de las piezas horizontales u oblicuas (situadas en el sentido

B 8 B
N B
DU Ly

A o, XA N \-»/

>0 ars>0

5 Y%>0

36>0
a) A b)

de las y positivas) y las que quedan a la derecha en las piezas verticales
(situadas en el sentido de las z positivas).

Para los esfuerzos tangenciales adoptaremos el signo que resulte de las
convenciones de (1), es decir, positivo cuando sea negativo su momento
con respecto al ‘extremo B (derecho para las piezas horizontales u obli-
cuas y superior para las verticales). Los esfuerzos tangenciales repre-
sentados en las figuras 4a y 4 b, son positivos.

A los esfuerzos normales les daremos signo positivo o negativo segin
que hagan trabajar la pieza a la traccién o a la compresién, respectiva-,
mente. Los representados en las figuras 4a y 4 b son positivos. ;

5. Notaciones para los elementos de las piezas rectilineas.— Repre-
sentaremos con las letras A y B, respectivamente, a los extremos izquierdo
y derecho de las piezas horizontales u oblicuas; en las piezas verticales
pondremos A para el extremo inferior y B para el superior. A fin de
simplificar el lenguaje, llamaremos extremo izquierdo y derecho, respec-
tivamente, al inferior y superior de las piezas verticales.

Designaremos s (fig. 5) la longitud de la pieza, y I y h sus luces horizon-
tal y vertical, respectivamente. Cuando las piezas oblicuas bajan hacia
la derecha (fig. 5b) (punto B abajo del A) daremos a h signo negativo.
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Llamaremos por brevedad del lenguaje, plezas megativas a las piezas
oblicuas que bajan hacia la derecha.

Designaremos z’ = v's y z'’ = v"’s las distancias, en valor absoluto, en-
tre una seccién cualquiera N y los extremos izquierdo y derecho, respec-
tivamente. Para las distancias horizontales, también en valor absoluto,
entre la misma secciéon y dichos extremos, pondremos 2’ = ¥l y 2’* = y'l.
Anédlogamente, para la distancia vertical al extremo izquierdo (inferior

B
B A
° .ﬁ‘"q" * Q‘;D:s‘ Ky I
: y=vh 7‘-1\7'1' y=vh
, N h»o0 hso 2 ;
‘: ‘{) $ } N’ Vz‘ h
Yy -‘7 h y"-lv*h N9
: 8
A fo-2'V] oo 2%eV | —o fo— 2wVl ——ete 7"V y=vh
: T ||
3 b) c)

Fia. 5.

en las piezas verticales) pondremos ¥y’ = v'h, y al extremo derecho (su-
perior en las piezas verticales), ¥ = v''h (*).

Es inmediato que los ntimeros v’ y v'/ son los mismos, para una seccién
dada, ya se trate de la distancia oblicua, de la horizontal o de la vertical.

§ 2. — Masas-tercia.

6. Definiciones. —Sea una pieza rectilinea AB (fig. 6), en general

F1a. 6.

de momento de inercia variable, sometida a un diagrama de momentos

(*) En las piezas negativas, que tienen A < 0, deberfa ponerse, ¥’ = v’ | h I e y' =y [ A j ; esori=-
biremos simplemente 3’ = V‘h e y’’ = V'’k, sabiendo que debe sustituirse el valor absoluto de h.
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flectores, con O/’ = —1 en el extremo izquierdo (inferior si la pieza es
vertical). Se llama masa-tercia 1zquierda a la rotacién resultante del ex-
tremo B respecto del A. Analogamente, se llama masa-tercia derecha a
la rotacién, del mismo extremo B respecto del 4, originada por un dia-
grama triangular de momentos flectores con J/'"=—1 en el extremo
derecho B (fig. 7). Ambas rotaciones son positivas; sus intensidades o'y

o'/, respectivamente, se llaman masas eldsticas de las tercias o simplemente
masas-tercia.

F1Ga. 7.

Designaremos con z'o=v98 ¥ &''0 =v'/08 a las distancias entre las ter-
cias izquierda y derecha y los extremos adyacentes, respectivamente.

7. Expresiones analiticas. — Sean (fig. 6) 2’ y #” las distancias en-
tre una seccién cualquiera N y los extremos A y B. Sean, ademass,

J=J'(z') yJ =dJ7(z”) las leyes que dan la variacién del momento de
inercia en funeién de 2’ y ”.
" .
El momento flector en la seceién N es — xTy la rotacién elemental co-

rrespondiente (*)
xll dxll
3 ) E J"(z'")

la masa-tercia izquierda sera, por consiguiente,

. go L[
Es ), J”(x”)

(*) Cuando el momento flector de las fucrzas exteriores de la izquierda, es negativo, la rota-
cién del extremo derecho B respecto del izquicrdo A, es positiva.
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En cuanto a su punto de aplicacién, tomando momentos respecto del
extremo 4, se tiene

o g 2 dx!
Es N J”(a:")

/3 xl xll dxll
124 124
[2] oy = J0  J"E@"
8 2! dx'!

/;) Jll(xll)

Para la masa-tercia derecha, basta permutar en las anteriores z’ y 27;
resulta asi

pI xlo =

g p" - 1 /“’ a:’ dﬂ?’
Es 0 J'(:c') ,
(3] ; /‘3 ' 2/ dx’
o o Jo T@
/‘3 z' dx’
L o J'(&)

Siendo, por otra parte,

/'s 2 2 da' —/ns 2 dx!
10 - N !
o J'() o J'(z)

de la [2] y segunda [3] se deduce que

xfo/” z' dz'’ _ xnof" 2 dz’
0 Jll(xll) 0 Jl(xl)

y, multiplicando porL ,
Es

p' Ty = p" :‘nu’0 =m,

relacién importante de que haremos uso frecuentemente. Establece que:
Los momentos, en valor absoluto, de las masas-tercia, respecto de los ez-
tremos adyacentes, son iguales entre st.

Llamaremos momento-tercia a la magnitud m.

8. — En el caso de piezas oblicuas, si se desean las elaciones vertical
y horizontal de la masa-tercia izquierda (fig. 8), se tiene para sus dis-
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tancias horizontal y vertical al extremo izquierdo, respectivamente, como
es inmediato,

2y = 22'0— =l
S
h
y'O = x'o ——s =v'oh

Anilogamente para las distancias entre la elacién vertical y horizontal
de la masa-tercia derecha y el extremo B, resulta .

Z”o — V”ol

<

12 1
Y o Voh.

Ademas, el momento, en‘ valor absoluto, respecto del extremo A4 de la

8
poh
Yo=Vo l
! ‘ A
—P25Vsl = —wzs-»ié't —
’ | re

Fi1a. 8.

elacion vertical de la masa-tercia izquierda (o respecto del extremo B
para la derecha) es

que, siendo
o' Ves =m,
da
l
[1] m =m-—
8
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Andlogamente, el momento de la elacién horizontal de la masa-tercia,
respecto de su extremo adyacente, es

[2] mh=m%,

debiendo ponerse k con su signo (h < 0 para las piezas oblicuas nega-
tivas).

Llamaremos momento-tercia vertical u horizontal, respectivamente, a las
magnitudes m; y ma.

.Si la pieza es horizontal (vertical) en la [1] (6 [2]) se tiene I =s
(h=s) yda m =m (m;,=m)

9. Expresiones para el caso de piezas de momento de inercia cons-
tante. — Si la pieza tiene una ley simétrica de variacién de momentos
de inercia, como sucede en particular para el caso en que este ltimo

Fia. 9.

sea constante, ambas masas tercias son iguales y tienen posiciones simé-
tricas respecto de los extremos.

. . . . $ ,
Para las piezas de momento de inercia constante, siendo Py el 4area

del diagrama de momentos (fig. 9), resulta

_ S
2EJ "’

[1] of =o' =

y para los puntos de aplicacién (situados sobre las normales a la pieza
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que pasan por los baricentros de los tridngulos de momentos) se tiene,
a su vez,

1
x'o ==$"o =y = — 8,
3
0 sea,
1
[2] V’o = V"o = Yp = —3— .

Adema4s, para los momentos-tercia se tiene

( ! 32
m = T =
TS ET
N sl
[3] ‘TS ET
sh
my =
| 6EJ

10. Determinaci6n numérica de las masas-tercia en el caso de
piezas de momento de inercia variable. —Sea la pieza AB (fig. 10) de

Fi1a. 10.

momento de inercia variable, y consideremos una cadena elastica equiva-
lente, de un namero n suficientemente grande de uniones o elementos.
Recordemos brevemente lo que esto significa (*). Descompuesta la pieza

en un nimero n convenientemente grande de elementos A T;, los puntos

(*) Burry, E., Loc. cit.,, tomo I, pfig. 179 y siguientes.
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medios 1, 2, 3, ..., 4, ..., n constituyen las uniones elasticas, y las expre-
siones

A(t.'
E J;

P = )

en las que J; es el momento de inercia correspondiente al punto ¢, dan
las masas elasticas de las mismas. Si I/; es el momento flector en la
unién ¢, se demuestra que la rotacién resultante para el elemento respee-
tivo, de la seccién extrema derecha respecto de la izquierda, estd dada
por la expresién

0 = — W0

Establecido lo anterior, consideremos el diagrama de momentos de la
7

. e, s " T
figura 10; el momento en la unidén 4, de masa elastica p;, €8 — T’ yla
ratacién eorrespondiente,

x”{, |

8

0, =— W i0i = Ps -

Para la masa-tercia (rotacién resultante), se tiene, por consiguiente,
1 n
(1] ol = Y Y eiz’s.
Tomando momentos respecto de 4, resulta

n
o' 2o = ), 07,

i=1

i 0; x’;

=1
z’o =L—-—'_—.,
)

o sea, sustituyendo y simplificando,
n
Z TEAE A

2] z'y =22 :

n
Z p'sa’’s
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En igual forma, para la tercia derecha, permutando z’; y z'’;, se obtiene

~ 1 n
o == ¥ ey,
i=1
n
[3] 4 Z oi 'z’
1 _ 1=1
X' = ™
Z P T’
N i=1

Los calculos se llevan con comodidad disponiéndolos en el cuadro si-
guiente :

ol
1 o z'; z''; pi z's ei T’ piz’s o5
1
2
2
n

>
S Sa S3

Siendo 83, 82 y S3 las sumas de las tres Gltimas columnas, se tiene

1 1
o’ =—;Sz, o’ =;S-1,
) gy = 8
S ’ Si

Como comprobacién debe resultar

pl Ty = pn i =m.

11. Determinacién grifica de las masas-tercia para piezas de mo-
mento de inercia variable. — Consideremos (fig. 11) una cadena elés-
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tica equivalente a la pieza y, siendo p; la masa elistica correspondiente a

77
;21
\

#A%3

177

177
\[17

&

pd

27

/E‘tz

Fia. 11.

. a .
la unién %, construyamos sobre la vertical de 4, en la escala om’ U po-

ligono 0,1, 2, ..., %, ..., n de estas masas elasticas p;. Con polo O situa-
do sobre la vertical B (distancia polar k =1), tracemos el funicular (I)
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de los vectores p; aplicados en las verticales de las respectivas uniones §.
Los segmentos (+—1)’’, determinados por los lados consecutivos de este fu-

(v 4
nicular, sobre la vertical de B, leidos en la escala—cE de los p;, son los

momentos de los vectores p; respecto de dicha vertical, divididos por la
distancia polar k& = I; es decir, se tiene

—_— 1 l 1
G— 177 (cm) — = 1 pids = — ps0''i— = —p;2’s.
cm l l s s

Dichos segmentos representan, pues, las rotaciones 0’; para el diagrama
triangular de momentos cm O’ = — 1. Se tiene, por consiguiente, pa-
ra la masa-tercia izquierda,

~ R a
"=0"n (cm) — .
P (cm) —-

Considerando a 0/, 1, 2, ..., ¢, ..., % como poligono de vectores apli-
cados en las verticales ¢, tomando el polo arbitrario O’ y construyendo
el funicular (II), la interseccién de sus primero y tltimo lados deter-
mina la posicién de la tercia izquierda, como indica la figura.

En igual forma, el poligono 0”7, 17, 27, ..., 4", ...,n", determinado so-
bre la vertical de A por los lados consecutivos del funicular (I), es un
poligono de las rotaciones 6'’; originadas por el diagrama triangular de
momentos flectores (punteado) correspondiente a 7'’ = — 1. Se tiene,
pues, para la masa-tercia derecha

—— [+ 4
1 — OII ,nll cm .
P (cm) -~

Considerando a 07, 17, 27, ...,4",..., 7' como poligono de vectores
aplicados en las verticales ¢, tomando un polo arbitrario O” y construyen-
do el funicular (III), la interseccién de sus primero y ultimo lados, de-
termina, a su vez, la posicién de la tercia derecha,

12. Tablas para la obtencién de las masas-tercia correspondientes
a piezas con algunas leyes especiales de variacién del momento de
inercia.— En las aplicaciones, principalmente en las obras de hormigén
armado, se presentan con frecuencia piezas rectilineas que tienen una
parte central de altura constante y, en los extremos, empates curvili-
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neos o rectilineos (fig. 12). Designaremos @’ = A's y a” = N ’s las longi-
tudes de los empates izquierdo y derecho respectivamente. Si A’ = 0 re-
sulta la pieza con un solo empate (fig. 13).

Si la seceién de la pieza es rectangular, los momentos de inercia varian
segin el cubo de su altura h;. En el hormigén armado puede presen-

-Jm‘egsi—-
}
J| Jx J h .
p " s
-—3=1's ‘»a"slts‘-
s
Fic. 12.

tarse la seccidn rectangular; pero es mas comun la seccién en forma de
T. En las estructuras de hierro, lo comin es la seccién en forma de I.

En uno y otro caso, la variacién del momento de inercia J; es, con sufi-
eiente aproximacién, también proporcional al cubo de la altura h;. Se

—{TEsfe— |
I | Iz |z h J
N | °
—g=1's
s
Fra. 13.

puede, pues, preparar tablas que den las masas-tercia para distintas leyes
.de variacion de la altura. Las tablas I, que han sido calculadus en base
a otras de Strassner (*), proporcionan estos elementos para los casos de
piezas simétricas (con dos empates) y disimétricas (con un solo em-
pate).

(*) STRABSNER, A., Neucre Methoden zur Statik der Rahmentragwerke und der elastichen Bo-
gentriger, tercera edici6én, tomo I, pég. 101 y siguientes.
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Estas tablas responden a dos leyes de variacién del momento de inereia
(o altura). En ellas se entra por las relaciones

a
)\ = ? )
siendo a la longitud del empate y
J
n=—,
JI

siendo J el momento de inercia minimo de la parte de altura constante y
J’ el momento de inercia miximo en el extremo de la pieza.

Las leyes de variacién de la altura son las siguientes (*):
Ley A.— Corresponde a empates rectilineos (fig. 14). La ley de va-

riacién de la altura h: es

i

$=§¢9 ho—

hr h J )7

¥1G. 14.
R
h 14+ck ’

siendo ¢ una constante. Para la ley de variacion del momento de inercia
(representada graficamente en la figura), con la hipétesis de que sea

proporcional al cubo de la altura, se tiene

J 1

J. (d+cop

(*) La obra de BTRASSNER contiene otra ley correspondiente a empates de gran curvatura,
que no hemos incluido, por no ser de uso corriente.
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En euanto a la constante ¢, siendo J, = J’ para §=1 se tiene

J _ 1
J’ (14 ¢)?
[a] ¢ == 1_ —1.
n

Ley B. — Esta fey corresponde a empates de forma parabélica (fig. 15).

-—|$=§a -

IV Jr Mz

o —

4\

— = Jp—-— { —_————————
FiG. 15.
Se tiene
R 1
he 14+cg’
0 sea,
J 1

= b

Jz 1+ct?

con ¢ constante dada por la misma [a] anterior. La figura da la grafica
de variacién del momento de inercia. ,

13. Manejo de las tablas I. — Las piezas con empates no son en rea-
lidad de eje rectilineo ; puede suponerse, sin embargo, con suficiente apro-
ximacién, que lo tengan coincidente con el eje baricéntrico n de la parte
de altura constante (fig. 16). En la zona del empate, el eje es en reali-
dad una curva n’; el error que resulta de suponerlo coincidente con la

recta » no es apreciable en la aplicaciones.
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Cuando la pieza con empate se une en su extremo a un pilar (fig. 17 a
Y b), no esti bien precisado el momento de inercia méximo. Se puede

F1G6. 16.

tomar, con suficiente aproximacién, el correspondiente a la altura A’ de-
terminada, sobre el eje del pilar (o de la viga), por las tangentes ?
representadas en las figuras.

14. — Las tablas I permiten calcular las masas elasticas ¢’ y o'/, asi
como la posiciéon de las mismas, mediante los nimeros v/ y v/ y el mo-
mento-tercia m, entrando, como se ha dicho, con las relaciones

F1a. 17.

a J
l = — ) n = — Y
8 J!
Las abscisas numéricas v'o y v'/o estdn dadas directamente. En cuanto
a ¢’y '’ y m, las tablas dan los niimeros 3/, p’' y v tales que

f' = k-P.' ’
[1] o' =ko",
m = ksﬁ,
con
[2] k= ——

-  EJ
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15. Ejemplos numéricos.— Sea la viga simétrica de hormigén armado con empates
rectos representada en la figura 18, para la que

J =0,0021 m¢, J’ =0,0175 mi, a = 1,50 m,
8 = 6,00 m, l = 4,50 m.

Se pide
o/ = o = ) 2's = 2" =2 y mi.
Se tiene
J 0,0021 m*
n=-—= — -o0,2,
J'  0,0175 m¢
1,50
A= — =22 _ 025,
8 6,00 m
b= —— = — 6,00 m = 1360.10~%¢t"1m™ ;
T EJ  21.10°tm— X 0,002L m* " ™
la tabla I a da o _
e =0342, % =0407, m=0,139
Resulta

e =ke=1360.10""¢t"m™ X 0,342 = 465.107% ¢t m™,
2=yl =0407 X 4,50m =183 m,
m=Fklm=1360.10"%¢t"7m™ X 4,50m X 0,139 = 851 .107¢™1,

16. — Sea la pieza simétrica de hormigén armado con empates rectos (fig. 18) que
tiene

-.-z;-z'—-

F1a. 18.

J =00018ms J' =0010m! a=165m,
= §500m, l=420m,

y para la que se pide ¢’ =" =9, To=z2"o =20y m.
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Se tiene
J 0,0018 m¢ a 1,656 m
= e == —_ = - e == = 0 33
=T 0,010 m¢ 018, & g 500m Y
k= — 5,00 m. = 1322.10"%t'm™2,

EJ  21.10°tm=2 X 0,0018 m¢

Como estos valores de n y A no corresponden a los niimeros de entrada de la tabla I a,
se requiere efectuar una doble interpolacién.

Para n =0,16 y A =0,30 : p = 0,322 w = 0,408 m = 0,132
Paran =020y A =0,30: p =0,339 vo= 0,400 m = 0,136
Ap=0017 Aw=—0008 Am =0004

Para n = 0,18 y A = 0,30 resulta

|

- 0,017
P =022 + —— 0,08 = 0,332,

’

0,008
vo = 0,408 — o0 0,03 = 0,403 ,
m = 0,132 + 0,004 103 = 0.134
m=5 0,05 T oo

En igual forma se calcula para n = 0,18 y A = 0,35. Los valores correspondientes,
conjuntamente con los anteriores, se dan a continuacién:

Para n=0,18y A=0,30: ¢ = 0,332 w = 0,403 m 0,134
Para n=0,18 y A=0,35: o= 0,304 vo = 0,406 m= 0,124
Ap=—0028 Aw=0003 Am=—0,010

Resulta, finalmente, para la pieza dada (» = 0,18, A = 0,33),

- 0,028
p =0,332 — 005 0,03 = 0,315,

)

0,003
Y = 0,403 + —065—' 0,03 = 0,405 ,

)

— 0,010
m = 0,134 —
0,05

’

0,03 = 0,128 .

Las magnitudes pedidas son, por consiguiente,
p=kp=1322.10"%t"2m™ X 0,315 = 416.10%¢t1m,
Zo = w8 =0,405 X 5,00 m = 2,03 m,
my=klm =1322.10"%¢t7m™ X 4,20 m X 0,128 = 711, 10~$¢™1,
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17. — Sea la pieza disimétrica de empate recto (fig. 19) con

J =00025m$, J' =0025m¢', @ =155m,

8 = 5,56m, I =4,00m, h = 3,87 m.
Se pide ¢, ¢, ¥'o, ¥"0 y My, .
Se tiene
J 0,0025 m¢ a 1,55 m
= = = 0,10 A=—=—— =02
"7 T 70025 m e s Bosm %8
5,55
L il = 1057.10# ¢ 1m™1,

EJ 2,1 .10 tm™ X 0,0025 m*

% '
o
[ - A
fﬂ II
. h
I
Yo
|

F1q. 19.

Como A no corresponde a los némeros de entrada de la tabla I ¢, se requiere efectuar

una interpolacién.
Dicha tabla da:

Para n=0,10 y A=0,25: #'=/ 0,352 3”= 0483 v,=0433 %= 0,315 m= 0,152
Para n=0,10 y A=0,30: ¢'= 0,326 ¢”"= 0476 +,=0450 +’= 0,308 m= 0,147
Ap' =—0,026 Ap” =—0,007 Avo=0,017 Av’,=—0,007 Am =—0,005

Para n =0,10 y A = 0,28, resulta

- ogsy _ 202
eES 0,05

)

0,03 = 0,336,

o' = 0,483 0,007 0,03 = 0,479
p =0, 0.05 » ’ )

’

= 0,433 4 ot
ve =% 0,05

’

0,03 = 0,443,

"y = 0,315 0,007 0,03 = 0,311
Yo=Y, 0.05 ) ) )

?

— 0 qgg 2008
mo=5 0,05

’

0,03 = 0,149.
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Las magnitudes pedidas son, finalmente,
o/ =ke =1057.10"¢t"2m™ X 0,336 = 355.10"¢t'm™*,
o =k =1057.10%¢t1m™ X 0,479 = 506.10"¢t"*m™?,
Yo = voh =0,443 X 3,87m =1,71m,
Y’ =v'"oh =0,311 X387m =120m,
mp = khm =1057.107¢t 7 m™* X 3,87 m X 0,149 = 609.1070¢72.

§ 3. — Rotaciones-tercia

18. Definiciones. — Sea la pieza sujeta a un diagrama triangular de
momentos flectores, con 7 +— 1 (fig. 20). Como los momentos son los

B8

que corresponden a 9%’ = — 1, multiplicados por — 9%, la rotacién re-
sultante, que llamaremos rotacion-tercia tzquierda, o simplemente tercia

1zquierda, tiene el mismo punto de aplicacién que la masa-tercia ¢’ y su
intensidad es

Fra. 21.

En igual forma se define la tercia derecha.
Es decir: La rotacién resultante correspondiente a un diagrama irian-
gular de momentos flectores es igual a menos el momento en el extremo,



T, -
multiplicado por la masa-tercia adyacente, y( ésta \aplicada en la tercia-
respectiva. S~

Si la pieza estid sujeta a un diagrama lineal de momentos flectores
cualquiera (no triangular), se lo puede descomponer (fig, 21 a y b) en.
dos triangulos mediante la recta AQ, a los que corresponderin rotaciones-
tercia 6’ y 6’/ aplicadas, respectivamente, en las tercias izquierda y dere--
cha, y de intensidades

0 =—O7"
0 = — OFF" o'

Es decir: La rotacion resultante se descompone en dos aplicadas en las-
tercias (rotaciones-tercia), con intensidades dadas por las expresiones am--
teriores.

y

19. Poligono de las tercias.— Sea la pieza rectilinea AB. sujeta a un-

Aﬂﬂ"ﬁp "
v (14 am ! g
N g B {So
v"” — /
AR Y
'I'
4
Al 4
AN )
A 51:" tAo
p 2
y |
. I\ £
l"
'l! ”.)
—— v
e X’
38
L 0 2 - ¢
\ "'
Y L\, do-
5 ‘(\ 2
I. \ a
A‘ ----- b—'—-—\:q ————— 'B'
el 2
ﬂ.\_ (b °
N ~ o va'
ho— 2’0—.“ jo— Z'o' - k"
Y
e’ {
L1

Fia. 22.

diagrama lineal de momentos flectores (fig. 22). De acuerdo con el na-
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mero anterior, la rotacién resultante se descompone en dos rotaciones
0’ y 0’ aplicadas en las tercias, de intensidades

0 =— 7 ¢ y 0 = — " o

El funicular A¢JMNB, de las elaciones verticales (horizontales) corres-
“pondientes a las rotaciones tercias, se llama poligono de las tercias vertical
(horizontal). El primer lado AoM y el tltimo NB, son las tangentes a
la elastica, correspondientes, respectivamente, a las verticales (horizon-
‘tales) extremas que pasan por A y B. El lado MN se llama lado tnter-
medio del poligono de las tercias. La recta AoBo que une los puntos de
la elastica correspondientes a los extremos A y B de la pieza, se llama
recta de los extremos.

Debe observarse que, para que el poligono de las tercias resulte orien-
‘tado (con los desplazamientos positivos hacia abajo en la elistica vertical
.y hacia la derecha en la horizontal), se requiere llevar, en el poligono de
las rotaciones, las positivas hacia abajo (hacia la derecha para la elastica
horizontal) y tomar el polo a la izquierda (abajo para la horizontal),
-como se ha hecho en la figura. Dicho en otra forma, deben tomarse
los elementos en forma tal que al pasar del primer radio polar 0’0 al
-segundo 0’1, correspondientes a una rotacién positiva, se tenga un sen-
‘tido de rotacion también positivo.

20. Obtencién del diagrama lineal de momentos flectores en base
-al poligono de las tercias. Momentos reducidos. — Acabamos de ver
como, dado el diagrama lineal de momentos flectores, se obtiene el poli-
gono de las tercias (o, lo que es equivalente, la primera y tltima tan-
-gentes de la elistica). Pasamos a ocuparnos del problema inverso, -es
-decir, dado el poligono de las tercias, hallar el diagrama lineal de mo-
mentos flectores de que proviene.

Llamaremos, para ello (fig. 23) momento reducido vertical (hosrizontal)
izquierdo m'; (m';), derecho m'’; (m'’;), respectivamente, al momento de la
elacion vertical (horizontal) correspondiente a la rotacién tercia izquierda
y derecha respecto del extremo adyacente de la pieza. Estos momentos
estan representados, en la escala de la elastica, por los segmentos A.4’ ¥
BB’y (fig. 23), determinados por el poligono de las tercias. Les dare-
‘mos signo contrario al de la rotacién adyacente. Se tiene

m =— 0 2, P A— N
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-expresiones que, siendo

0 = — '’ 9'1
B
/ ]
h
A
lo— 20 — e Z% —
Ab
m 4 ’
mi<0 ﬁe >0 5,
D Q[
Ao G’eOI/N '”72>0
8o
A f
.)"6
h
' . !
e ° )f;
B
F1G. 23.
-dan
m'l ='W' pl zlo’ m”l = W" p" Z'o,
0 sea,
[1] m'y = W' 'm, m'’, =" m .
Anilogamente se obtendria
{2] m'y = " m, m'y = 9" my,,

.

siempre que para piezas negativas se ponga my < 0, como corresponde
por ser h < 0. \



Las expresiones anteriores permiten calcular los momentos extremos.
'y Q" en funcién de los momentos reducidos dados por los segmen-

tos A@A’o y BoB’y, y obtener, por consiguiente, el diagrama lineal de mo-
mentos flectores, en funcion de estos altimos.

Como los segmentos 4¢A’y y Bo B’y representan en cierta escala los mo-
mentos ' y O, se tiene que:

El lado intermedio MN, referido a la recta de los exiremos, da un dia-
grama afin al de momentos flectores.

Este diagrama resulta en general orientado, con momentos positivos.
cuando las ordenadas estin hacia abajo (derecha) de la recta de los ex-
tremos AyB, y negativos en caso contrario, salvo para las elasticas hori-

zontales de las piezas negativas en que resultan invertidos, como es in-
‘mediato en virtud de ser 2 < 0.

[ 21. Obtencién de los momentos reducidos en funcién de las rota-
ciones extremas reducidas. — Llamaremos rotaciones extremas reduci-

8 5
\
fes a”
| r -
[
I S
A 7,

Fi1Ga. 24.

das 3% y ¥** (fig. 24), a las rotaciones representadas por las primera y
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ultima tangentes de la elastica (o, lo que es equivalente, primero y tltimo
lados del poligono de las tercias), referidas a la recta de los extremos.

Nos proponemos calcular los momentos reducidos m'; y m'’; (m's, y m'’s)
en funcién de dichas rotaciones extremas. De la figura se deduce que

B*l=m+ 81— V)l =m'" + L (1—o)

Vo
/
¥, anélogamente, observando que 3** < 0,
mli
— ¥ ] = m’l + ”l (1__ V"o) .
Yo

Estas expresiones constituyen un sistema de ecuaciones lineales entre las
incégnitas m'; y m'’;, que resuelto da

m'; =1(4' 3% 4 B 3*¥),
Il] m,’i =—1]1 (B S* + Al B**),
<€on
12] A = V’o (1 —_— V"O) A = v'o (1 o vlo) B y’o y”o |
. 1—ve— v ’ l_vlo_vno ’ l—V’o—‘V”o

Para los momentos reducidos horizontales, se obtendria, en igual forma,

|

h

my = h(ff' 3* + B 3*¥) = m"T ,
{3] .,k

m'’y = —h (B3 + A" 3**) = m’;—l_- .

Si la pieza es simétrica, las [1] y [2] se escriben
(m, =1(4 3*_}_35**)’
m'’y =—1(Bd¥ + A 3*),
{4]
Yo (1 — Vo) B _ Vzo
= , O
L 1— 2 Yo 1—2 Yo

Las tablas II dan los ntimeros A’, A” y B para las piezas con empates
{incluyendo el caso particular J = const.).
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22. — En las aplicaciones se presenta el caso en que las rotaciones ex--
tremas estidn referidas a un eje A’B’ (fig. 25), distinto de la recta de los
extremos. En general se dan las ordenadas extremas n' y 7'/, referidas
a la recta A’B’ y las rotaciones extremas 3’ y ¥’. En base a estos ele-
mentos es inmediato el trazado del poligono de las tercias y la obtencién
grafica de los momentos reducidos m’; y m’’;, como se indica en la figura.

B

r a/ '

Fic.

Si se desea proceder numéricamente, se requerira calcular previamente-
las rotaciones extremas reducidas 3* y 3**. De la figura se deduce que

x  _ N
1] {8 =¥
8**=8”_7)
con
(2] N el
l

Las rotaciones reducidas de las elasticas vertical y horizontal son igua-
les. Calculando directamente las de esta tiltima, obtendriamos las mismas.
expresiones [1], con

=y

T A

)
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siendo §' y U’ las ordenadas extremas horizontales; resulta, pues, que-
debe tenerse

(3] 0 — v |

Es facil demostrar, directamente, la expresién anterior. Como se des--
precia la deformacién axil de la pieza, originada por los esfuerzos norma-
les, la variacién de distancia entre los extremos B y A debe ser nula, o,
lo que es equivalente, debe serlo la proyeccién sobre AB del desplaza-
miento relativo del punto B respecto del A. Las componentes de este-

desplazamiento relativo son %'’ — 7' y ¢/ — ¥’ y para sus proyecciones-
sobre AB, se tiene, respectivamente,

’ 7] ’ l "o_ " __ vt h
p=—(n _"”I)"s—;' p" = (§ C)?:

resulta, por consiguiente,
l h
_ (73”_71’)'— + (t//__ C') Z =0
8 8
expresion que, simplificando, da la [3].

23. Ejemplo numérico. — Se da la pieza disimétrica con empate parabélico repre--
sentada en la figura 26, que tiene:

J = 0,0020 m¢, J’ = 0,010 m4, a=150m,
s = 5,00 m, I =485m, h=120m,

B

4 &

n "

41 Qﬁgo
Fi1G. 26.

¥y, por tanto,
J 0,0020 m*

J' 0,010 m¢

n = 0720;

/
1,50 m

a
= —=— =0.30.
A 8 5,00 m ’



Los desplazamientos extremos verticales y horizontales correspondientes a las elds-
-ticas originadas por un diagrama lineal de momentos flectores son

v =120.107%m, 7’ =200.107¢m,
U= 8.10"m, {/=105.10"m,
3 = 240,107, 3 = 180,107,

Se tiene
7' — (200 — 120) 1076 m

_ = 16,5. 10~
T 1 485m ’

y, por lo tanto, las rotaciones extremas reducidas son

3 =3 —y = (240 — 16,5) 10~ = 223,5.107,
3*% = 3" —y = (180 — 16,5) 10~¢ = 163,5. 1078,

Para A = 0,30 y n = 0,20 la tabla IIe da

A’ =0,971, A" = 0,695, B =0,459.
Los momentos reducidos, dados por las [1] y [3] del nimero anterior, son, por consi-
guiente,
m'; =1(A’3* + B ¥**) =
= 4,85 m [(0,971 % 223,5.107%) 4 (0,459 X 163,5. 10")] = 1420,107¢m,

m”l = —1 (B >3* + A" 3**) =
— —485m [(0,459 X223.5 . 107) + (0,695X163,5 . 10-6)] ~—1048.10~*m,

h 1,20

m'y, =mp— =1420.107*m —— =351.10"%m,
l 4,85

m'’'y = m"zi = — 1.048 .107%m —1’—— =—259.10"%m,
l 4,85

§ 4. — Elasticas fundamentales

24. Generalidades sobre elasticas y definiciones. — Llamaremos elas-
tica normal, vertical u horizontal, respectivamente, a la que dé los des-
plazamientos normales a la pieza, sus proyecciones verticales u horizon-
tales. Sus ordenadas las designaremos, respectivamente, con las letras
§,my ¢

A las ordenadas § de las elisticas normales les daremos el signo con-
venido en (1), es decir, positivo cuando sea negativo su momento respecto

.del extremo derecho B de la pieza. A las ordenadas % Yy { les daremos
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el signo que tengan respecto de los ejes de referencia adoptados en (1), o

-~ V7 ]

Ao Q”' Bo

9
'4 k 40
v" N 6‘ W
1 / \ h<o { R Ve
. ¢
¢>0 S 8o
1770 3
§<o
VA
-—VZ — ,
Ao G Bo
- n
/ 6)
Fra. 27

sea, positivo cuando vayan hacia abajo las primeras y hacia la derecha
las segundas.



Y

; Como despreciaremos siempre la deformacién axil de la pieza, si la

elastica tiene desplazamientos extremos nulos (fig. 27), los efectivos des-
plazamientos de los puntos N serin los normales §. En este caso, las
ordenadas de las elasticas vertical y horizontal se obtienen, en funcién

de las de la normal, mediante las expresiones

Jn=§—i-,
[1]
[c=&%

)

debiendo darse a h el signo convenido, para que los {§ correspondientes a
las piezas negativas resulten con los que les corresponden, como puede
verse en la figura.

XE=)
8 Bo
Bo
/] A’ o)

N

A / /| A e £
Aa . Ao
Ao :L”' Bo Ao < A Bo
7 (q)
7 () v 7
) ' 4)
F1c. 28.
A su vez, de las [1] se deduce
h

[2] g = ‘l—' M,

expresion que. permite calcular las ordenadas de la eléstica horizontal en
funeién de las de la vertical, siempre, se entiende, que los desplazamien-
tos extremos sean nulos.



25. — Llamaremos eldstica fundamental izquierda (normal, vertical u
horizontal) a la originada por un diagrama triangular de momentos flec-
tores con I’ =1 (fig. 28a) y que tenga ordenadas extremas nulas.
Anélogamente, llamaremos eldstica fundamental derecha a la que, con or-
denadas extremas nulas, es originada por el diagrama triangular de mo-
mentos flectores con I’ =1 (fig. 28b). Designaremos las ordenadas
de las elasticas fundamentales izquierda (derecha) con las notaciomes
§9, 7@ o (O (E@, 1@ o (@), seoiin que se trate, respectivamente, de la
normal, vertical u horizontal.

26. Ecuaciones de las elasticas fundamentales para piezas de mo-
mento de inercia constante. — Nos ocuparemos exclusivamente de las
elisticas normales §® y £@, en base a las que se obtienen las verticales
y horizontales de acuerdo con lo establecido en (24).

Sea la pieza AB (fig. 29) sometida a un diagrama triangular de mo-

v
mentos flectores, con 97’ =1 en A.
%'al % {4 -
| =| | I I B
A N b -

— ZI’=V'’S ——Z"=V"s —
- S

Fi1a. 29.

El momento Q7 en una seccién cualquiera N, de abscisa v'’s, es
M =V"'.

Tomando a z'’ =v'’s ecomo variable independiente, la ecuacién dife-
rencial de la linea elastica es
d2 &(,) N

L] dz'’? =_EJ .

Por otra parte, se tiene

dE® 1 dE®

dx” s dy'

b

dzg(ﬂ 1 a2 g(t')
d'’t & "
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Sustituyendo en la [a] resulta

dzg(i) - — 8 Nz

dv'’? EJ

Y, en base a la primera [3] de (9),

Integrando dos veces, se tiene

( dgo
[b] { “av

[ ED = —m V3 + ey’ + e,

=—3mv”2+'cl,

eon ¢; y ¢2 constantes que se deducen de las condiciones

11

EO =0 para vVi=0,

EO =0 para v =1,

-queé dan

¢ =0, L =m.
Sustituyendo en la [a] se tiene, finalmente,

&(i) =m (V” - y”3) ,

que es la ecuacion de la elastica fundamental izquierda, en funcién de

las abscisas ¥/, contadas a partir del apoyo derecho.

Para obtenerla en funcién de las abscisas v' al apoyo izquierdo, basta

hacer, en la anterior v/ =1—1’, con lo que resulta

ED = m (vV3—3v2 +2V).,

Por razones de simetria, la ecuacién de la elastica fundamental derecha

se obtiene permutando en las anteriores v y v".



En resumen, las ecuaciones de las elasticas fundamentales normales son

ED = m ED |

(1] -
E@ = m ED \
con
ED = g — 13 = 9y — 3 42 4 v,
[2]

g(d) =y — 3 =2y 3y + '3

Las elasticas fundamentales vertical y horizontal son,

I . l
1 - 59, U el
. " h _,. h
© =250, (@=_ 0,

y, sustituyendo las expresiones anteriores, resulta

D = my E D =m ED
(3] _ _
(@ = my EO | (@D = m, £@ ,

27. Galculo numérico de las elasticas fundamentales en el caso de
piezas de momento de inercia variable. — El célculo numérico de las
ordenadas de las elasticas fundamentales, se puede efectuar por los pro-
cedimientos generales de obtencién de elasticas (*). Ocupémonos de la
elastica fundamental normal izquierda. )

Considerando una cadena elastica de uniones ¢ equivalente al sistema,
las ordenadas sucesivas de la elistica, referidas a la primera tangente
AyB’y (fig. 30), estan ligadas por la relacion

k
[1] Eern = & + @'k — 2'%) E 9,

- ji=1

(*) Burrty, E., Loc. cit.,, tomo I, pig. 228.
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siendo

0 =—Wiei (¥

Para referirlas a la recta de los extremos AoB,, se requiere sumarles
las ordenadas

3
4 — 2B
E S L ko
T s
il
TN |
A 7 o R R+ n 8
Th Thar g
Aa. Bo
8 _éf
£k
&
I, ¢
t) Yes
et +—1
@'2, ~L, %
| %) e
s;
Fi1Gg. 30.
Se tiene, en definitiva,
9 G), = EB )
[ ] E k= ch'—Txk.

(*) El signo negativo proviene de que deiaen tomarse 'lo8 momentos de las fuerszas que ao-
tian a la derecha.
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Los céleulos pueden efectuarse con comodidad, disponiéndolos en el
cuadro siguiente:

é‘ L]
<O & < N“ *72 \" \'2
:-:e kS g —_ i o ] ae
T | e % k ‘: + ﬁl o ";
ileslajle| L ] l Z 0; ! v l My
3 -~ i=1 Fi I I
8 ‘.~ ~ + R S
o2
up
1 0 0 0
2 61 a Eg =0 +a
3 646 b |&=E+b
n
B

Es inmediato que para la elistica fundamental derecha, basta permu-
tar en las anteriores z'; con z'’;, £4 con &p.

28, Calculo numérico de 1as ordenadas de las elasticas fundamen-
tales, en el caso de piezas de momento de inercia variable (otro pro-
cedimiento). — Con mas comodidad, se puede calcular numéricamente las
ordenadas de las elasticas fundamentales, aplicando el teorema de la deri-
vada del trabajo de deformacién (Castigliano). Hagaimoslo para la elés-
tica fundamental derecha. Se trata de calcular el desplazamiento normal
a la pieza correspondiente al punto ¢, originado por el diagrama triangu-
lar de momentos flectores, con O/’ =1, en la viga simplemente apoyada
AB (fig. 81) (esto tltimo por ser nulas las ordenadas extremas). Segin
ei referido teorema de Castigliano, se tiene (*)

fa] ko, = Y I o,

i=1

(*) Burry, E. Loc. cit., tomo II, pég. 124.
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siendo O/ ;,los momentos del diagrama de la figura 31a y O/ i los del
de la figura 31 b, originados, estos tltimos (en la viga simplemente apo-

. - 1l
W e
a) Lz
4 mniiii| & /
.o
«— X% IL b S
e—— T ——fe— Ty —
P-1
—3 >
b)
] -
f X
4 ra k
I d &'A-J'L
Ty
FiGg. 31.
yada), por una fuerza P = 1 aplicada en k.
Se tiene
1
T = ’y x';,
! x’k " ’ ' -
Wi= S xi—(xk_xi)f (‘L=l>,2,3,...,k)’
/ x,k 7 B
._%,:=—§—x,-, (z=k,k+1,k+2,...,’n).

Sustituyendo en la [a], resulta

1 k x 1 x!
d), — z: ’ k1 k
&( )k_.;. z'; Tx i_x’k+z’i) 91"'? E x"._s x”ipi—

=1 1=k
’ n ’ k k
Tk W), k ’ 1
- 2 Z T X g — Z P: X +_' E [*H; x’21 \
= i= 1=

Y, en virtud de las [1] y [2] de (10) (P' o =m = % Z 0s T3 x"é)»

1=1

1 u u
1] §@y = vy (m e—2'y Y eizs + Y, o x”.-).

i=1] 1=1
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Se pueden disponer los calculos en el cuadro siguiente:

a b c

; 3% RSOV B )
k|2 | esals | e’ Z e: x';

1=

k k
a+b+ec
m 'y | — 'y Z pi ' Z pi 2% EDy = —————

1=1 1=1

1
2
"
29, Elasticas fundamentales para piezas con empates. — Poniendo
(1] ED, = m ED, ) E@p = mg(‘i)k,

-

las tablas IIT dan los ntimeros £@; y E@, para las piezas con empates con-
sideradas en (12). Las a, b, ¢, d, ¢ y f proporcionan las ordenadas co-
rrespondientes a los puntos © que resultan de dividir la luz en doce
partes iguales; las of, b, ¢/, d’, ¢’ y ' y a”, b”, ¢, d”, ¢’ 'y f” las co-
rrrespondientes a los puntos de divisién, respectivamente, en cinco y siete

partes iguales (*).
Estas misma tablas, cuyo

manejo es inmediato, dan, en las filas corres-

pondientes a n=1, los nimeros E® y £@ para las piezas de momento de

Inercia constante.

30. Rotaciones de las elasticas fundamentales. — Llamaremos rota-
cién de la eldstica fundamental 1zquierda &® (derecha €9), correspon-

diente a la seccion N, a la

rotacién que se origina en dicha seccién du-

rante la deformacién que da origen a la elastica fundamental izquierda
(derecha). Estas rotaciones estin medidas por las tangentes a la elastica
fundamental (fig. 32) y representan las que experimentan chapas rigi-
das C solidarias con la seccién considerada N. Es inmediato que las ro-
taciones fundamentales izquierdas (derechas), correspondientes a una

(*) S0 han elegido estos puntos de divisién, por ser los que, con més frecuencia, estén suje-

tos a cargas concentradas, en las aplicaciones.
Las tablas III @, b, ¢, d, ¢ ¥ f han sido tomadas directamente de la citada obra de STRASSNER.

Las restantes han sido calculadas,

aproximadamente, obteniendo las ordenadas mediante una

interpolacién segiin una parébola cibica.
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seccion dada, son iguales para las tres elasticas mormal, vertical y hori-
zontal.

FiGg. 32.

Designaremos 94 y eWp (e@, y e@p) a las rotaciones de las elasticas
fundamentales izquierda (derecha) correspondientes respectivamente a los
extremos A y B de la pieza.

31. —Si se trata de una pieza de momento de inercia constante, es
inmediato que

d&® 1 dE® dE@ 1 JE@
e = 2 = , €@ = - — ’
d:c' S dv' dx’ s dvy
1. UL I
dx"’! s dy"’ dx’’ s dv’

Teniendo en cuenta las [1] y [2] de (26), y las [1] de (14), estas ex-
presiones dan

J e = %gm ~ kmeD,

1]
[ @ = ™ = kme@,
S
con
o1 W= —(1—3y/%) =2—6v + 37,
D =1—3V2=—(2—6v'+3v")



Yy, como siempre,

32. — Si la pieza es de momento de inercia variable (en particular eon
empates) y se conocen las ordenadas de la elistica fundamental izquierda
(derecha) para un nimero disereto de puntos %, las rotaciones izquierdas
(derechas) pueden calcularse aproximadamente, tomando para el punto
B (fig. 33) la media aritméfica de las pendientes de las cuerdas AB y

—A42; -—-—A:C,;”—-J

AN k-7 3 bt/

BC. Es decir, puede ponerse, con suficiente aproximacién

1 ( £y, — EO 4 + EWy — E(i)k) ,

e(t')k = — -
2 A x’k Az k+1

(@ = 1 §Dy, — £y, n E@p 1 — E("’k)
P = — : .
2 Ay A $’b+1

. [
Si, como generalmente sucede, se toma
Ax’;, = Ax'].-,,.l =S8 Av’k,

las anteriores se escriben

EWp — EWp

2s Av'k

@ E(d)k-!-l - E(d)k—l
eV = ;
2s Av k



y, en particular, para las piezas con empates, recordando las [1] de (31),

ey = 250, = km T, , @, = " i@, = kmedy,
2s 28
con .
g0 = %0 — 80 @ = S0 — E %
2 Av'k ' ’ 2 AV'[,

Lo que precede equivale a tomar como tangente en B una paralela a
la cuerda AC.

33. — Las anteriores dan, con suficiente aproximacién, las rotaciones de
las elasticas fundamentales para los puntos intermedios. No sucede lo
mismo con las extremas e 4 y (g (¢@ 4 y e@p). Estas Gltimas se calculan
exactamente en la forma que sigue:

Para el diagrama triangular de momentos flectores con - OF ' =1, que
da la elastica fundamental izquierda, se tiene

6'=—p', 9" =0

y el poligono de las tercias se reduce al tridngulo 4,M B, representado en
la figura 32, del que se deduce

e, = — gy = — 2
siendo

MM = %(1—%)3,

se obtiene, sustituyendo y simplificando,

: m _,. . m _,.
[1] ey = Y ey, ep = 'y ep,
con
. 11— .
[2] e, = — "2 g = —1,
V’o
Anélogamente, se obtendria
m _ m _
3] @y = Tz@,, @y = 2 3@y,
con
- _ 11—
[4] ED, =1, g = — ——

V”o
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34, —Las tablas IV permiten calcular las rotaciones de las elasticas
fundamentales para las piezas con empates, comprendiendo el caso parti-
cular de las de momento de inercia constante (n = 1).

Dan los niimeros €™ y &@ tales que

| e = ’: &) = km e,
(1] 3 m
@ = — @ = kmE,

para los puntos que resultan de dividir la longitud de la pieza en doce
partes iguales.
Las rotaciones fundamentales extremas ¢4 y e¥p (¢@, y ¢@p) se ob-
tienen con los <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>