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Summary. On the ellipiic restricted problem of three bodies, by R. P. Cesco and Pedro C. Rid. — One of
the most cetebrated conclusions obtsined by G. W Hill by introducing his curves of zero velocity in the Euler-
ian model of the restricted problem of three bodies, is the stability of the Moon’s motion. Hill proves in fact
that, the eccentricity of the Earth being neglected, the distance between the Earth and the Moon, when only
the perturbations of the Sun are taken into account, must remain bounded above for ell time.

In spite of the importance of this qualitative result, only in the last few years a number of authors have
systematically attacked th=2 very difficult restricted problem of three bodies in the eccentric case * **, but it
does not seem to have bzen demostrated that if the orbits of the primaries are eccent 'ic, Hill’s theorem, or
some similar result, is stiil valid, no matter how small the eccent-icity of the o-bits of the primaries may be.

Our purpose here is to give a transformation (chanze of variables) by m=ans of which we arrive to an iden-
tity (see (J,)) similar to the useful Jacobi integral. In ths last past of the paper we will show that if the
eccentricity of the primaries is sufficiently small, it ©s possible to determine a “forbidden’ belt in whose interior
moves one of the primaries, such that a satellite cannot escape across this belt, in any finite inlervat of time.

We will start with the identity (I), satisfied by any solution of thz system (S) of differential equations
of the motion of a minor planct or a sat:llitz refesred to a sidereal Cartesian coordinate sysiem, where « and 3
are arbitrary functions.

These functions can bz dzte'mined in such a way that U = 0 (see formulaz (3)). After that we will give
a transformation

z = z(§n, 1), y=yEnt)
having a non-vanishing Jacobian determinant, such that

i+o0o=y+B=0 whenever { =17=0

This condition is satisfied by the general solution of the nonlinear systom of differential equations (4),
that is by
z = A cos (B + w), y = Asz2n (B + w)

* The first author wishes to express his appreciation to Professor C. O. R. Jaschek for calling his attention, some time
ago, to this problem.

** Hisyorical notes and references to this problem may be found in the recent book: Victor Szebehely, “Theory of Or-
bits in the Restricted Problem of three Bodies’’, Academic Press, New York, 1967.
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where

dt E .
0w =K / = (E: eccentric anomaly)
R V1 —e

and 4 and B have the values given by
42 = C —p(l — p)R?

1
cos (B + v —w) =m(D + (1 —2uw)R?)

C and D being arbitrary functions of & and 1.
By changing the variables in 7, and r, we have

r = A? 4 p’R® + 2uAR cos (B + v —w) = C + pD
2 =1 4+ (1 —2u)?R*—24ARcos B+ vw—w) = C— (1 —u)D

(w: true anomaly), so that the force function Q becomes a conservative one, /&, ), that is 83/t = 0.
By introducing an intermediate transformation u, » defined by

u = Acos(B+ow—w), v=Asen (B + vw—w)

we have
T =UCOSW—7VSenw

Yy =usenw 4 v cosw

If we choose, as in the (circular) restricted problem of three bodies

C+uD=(E+w+n, C—(1—pwD=(E+p—1)2+y

we obtain
A=+ =88+%+ul - A—FR?
1
B —w)=—— 25— (1—2u) 1 —R?
cos (B + w—w) SAR E—( w) ( )
and
3 1—R? —
=——(1—2p) —— =4 A?—u?
u=—p—( W—pp— v v u
From (i) it follows
U = xcosw + ysenw
v=—rsenw -+ y COS W

By differentiation and elimination one has

u=——a + wu + wv 4+ 2wv
u

vV =———wu+wv—2wu
ov

(i)

(S.)
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where

1—
Q= S, M=t eR 4G = (i— (1 — WR) 4o

" T2

Analozously we can obtain Egs. (S)).

Incidentally, we observe that in the problem of two bodies Id. (I) gives, after integration with «a = 0
and @ = 0, the energy integral. If in the same problem we tae @ = y and B = — z we obtain, by integrating
(I), a lirear combinatior of the energy integral and the angular momentum integral. In the circular
restricted problem of three bodies, by putting a =1=R, n = k = 1 we have v = w = ¢, so that

A2=u-‘+v?=x2+y2=E’+n?EE"‘+H’

u 5 t H
u y ¥ , COS 1 I sen 1 "
Eqgs. (i) give us
= X cost—Hsent (ii)

y=Esent+ H cost
so that & and H are now the synodic Cartesian coordinates of the minor planet or the satellite
By integrating (I) we now obtain
E+y)+@G—22=2Q+2°+y"—K
and by using the formulae of transfo-mation (ii) it follows
E2 + H? = 20%(Z, H) — K
where
o= (E+uw +H
p=E+u—12+H

1— 1
Q* = L (@4 {
f1 P2 2

(iii)

Both systems (S.) and (S,) reduce to the Euler-Jacobi-Hill system (Sg).
In the elliptic restricted problem of three bodies we obtain from Id. (I)

E+a)+@+62=2Q—K+ o+ 8 +2 S (at + By)dl (L)
where K is the constant of integration.

But, with & and n as new variables, we have

dc . ar . _ 9y, ﬁg_
a§&+anny y+6—aee+an"

T+a=

8o that the left-hand mamber of (I.) becomes
& + o) + (7 + 8)* = Sn&? + Sui® + 25ué4
where the functions
Sii = 8ii(§,m, L5 €)

can be evaluated by means of formulae (F).
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Since

ox oy

a=~——87=a(5,‘0:t§6), 3=—Tt=ﬁ(§,’0;t;e)

the integrand 2ai + 269 of the integral in Id. (I,) can be written in the form

— 228 — 262} = S0 + 310& + san + Smé2 + S0 + zsuéﬁ
where the functions
Si; = 845(§,, L5 €)
can be calculated by means of formulae (F,). By substituting this integrand into (I,) we obtain Id. (J,).

Let K, be a large value of the Jacobi constant, and let A, be the corresponding Hill closed curve of zero
velocity surrounding the point A.(1 — ¢, 0) referred to the synodic coordinate system (X, H) with origin at
the mass center of the primaries. Th2 distance between A, and the primary of mass g is obtained by

d(As, ) = (1 w) (1 4+ R?* - 2R cos €)%
where § = w - {is the equation of the centre of the primaries, if ¢, = 0 (Z.: instant of perihelion passaze).

Since
max § —0, as e—0

we can assume that
d(Ag, w) £ min d(Ag, N), for all e = ¢
in which case the primary p can never cross the closed curve Ag.

Choosing 8 point (ug, v), (2A4.((1 — w) (1 — €),0), ¢<e;) inside the curve Ao as the initial position, with
to = 0, let u,, vo denote the velocity components of the motion of a satellite, described by the system (S.) of
differential equations, such that

—_2 72 >
fa TPy + HO = QQ*(En, Ho) — I\o
where
Eo = Ug. Ho = Vo, E'o = Uy, Ho = Vg

These initial conditions detezmine the solution Z(t), H(t) of the system (So) as well as the solution u, v of
the system (S,). This last solution may be expanded in power series of the small parameter e, aceording to
Cauchy-Pcincaré’s method. We have

w=u(t;e) = ult;0) + u(t)e + ux(t)e? + (iv)
v = u(t:e) = v(t;0) + vi(t)e + va(t)e? +

where
uit; 0) = Et);  o(t;0) = Ht)

and u,(0) = ,(0) = u.(0) = »,(0) = 0,v=1,2,...
Let us suppose that the solution &, H of the system (S)) is such that
() = 6, p2(t) = 0 for some 6> 0 and for all ¢
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Then according to the expansion theorem, the serics in (iv) are convergent for all values of ¢ of the closed
interval E: 0 < t < T, if ¢ £ & is smzll enough, since the right-hand members of Egs. (S,) may be expanded
in power series of u — &, v — H, u — E, v — H and e convergent 1n some range

lu—E|<x |[v—H|=x |u—E|Sx; |v—H|S7® efe
and this for every ¢t € L.

Let U(t;e), V(t;e) denote the coordinates of the point Pju(t;e), v(¢; e)] referred to the synodic system

=, H. We have
U=ucos&—vsen§
V = usen& + v cos & (ivq)

Substitution of the values of «w and v gives

_ & [ & & 1 I
U—% =-—2sen§ :Jsen?-{—H cos;__ + e (" cos & — v sen &)

8 (e 6 8 I I
V—H = 2sen§ acos—z——HsenE + e(u sen& + v cos §)

in virtue of (iv), where
uI=u1+u2e+ ; UI=2)1+1)26+

Since E, H, «f and ¥ are bounded functions for all ¢ € E and for all ¢ £ e, given an arbitrary (small)
number ¢> 0 we will have
<o/V2;, | V—H|= o/\2 v)

for all values of ¢t € E and for all e £ & < min (g, €).

Let A\ be the closed curve, extevior to Ao #nd such that min d (M, N) = ¢ for each M € X, and for all points
N €. From (v) it follows that the distance between P(u,») and Q(Z, H) is

| U—E

d(P,Q) < s for all { € E and for all ¢ < %

Since @ must be an interior point of Ao (perimeter included), P cannot cross the curve A, at any time
t€ I, if the eccentricity of the primaries is small enouzh, which is what we wished to prove.

(Added in proof). By choosing U and V (defined by (iv,)) as new dependent variables, system (S,) becomes

g2y =2 oy (8)
U’ )
where
— 1—y 1
O=—"+—+—(U+7?
Ty T2 2

ry = U2 + V2 + wR* + 2uR(U cos & 4+ V sen &)
rg= U2+ V? + (1 —p)R*—2(1 —w)R(U cos & + V sen §)



10 R. P. Cesco y PEpro C. Ri1U: Sobre ¢l problema restringido eliptico de los tres cuerpos

From (S) it follows

. . — oQ
O+ V2 = 2Q(U, V, t;¢) — K — ff.,—a—t— dt (V)

This identity can be written in the form
U4 V2=200U,V)—K+AU,V,t;e)
where

. 1— 1
Oy =—= + 2 4 = (24 W
f1 P2 2

U447V = U+p—17+ V2

©

o
%
I

If p; and pe are bounded as before, we can obtain, for small e,

|&(U, V,t;e)| S e(M + Njt—t)|) with M,N> 0

In view of this fact, we expect that our theorem and possible extensions of it could be proved without
the use of Cauchy-Poincaré’s theorem.

1.— Una de las m*s celebradas conclusiones de G. W. Hill, obtenida mediante la introduccién de sus
curvas de velocidad nula en el problema restringido de los tres cuerpos, es la que se refiere a la estabilidad del
movimiento de la Luna. Hill ha demostrado en efecto, que si se desprecia la excentricidad de la érbita terres-
tre, la distancia entre la Tierra y la Luna, en el problema del movimiento de estos dos cuerpos respecto del
Sol, permanece acotada superiormente para todo valor del tiempo.

No obstante la extraordinaria importancia de este resultado cualitativo, apenas en los ﬁltfm_os aflos varios
autores han encarado sistemiticamente el dificil y enojoso problema restringido eliptico * ** de los tres euer-
pos. Pero a pesar de haberse publicado varios trabajos sobre este tema y de haberse llegado a interesantes
caonclusiones, creemos que hasta ahora no se ha logrado ningin resultado, ni teérico ni numérico, que generalioe
de alguna manera el mencionado teorema de Hill, ni siquiers suponiendo muy pequeiia la excentricidad de
la Tierra., .

En el presente trabajo damos & conocer un teorema que, si bien no resuelve definitivgmente el problema
de Hill en el caso restringido elfptico, abre al menos un camino aparentemente interesante para emprender
variadfsimas experiencias numéricas, algunas de las cuales serén iniciadas en seguida por uno de nosotros.

Apoyéandonos en la identidad (I), verificada por cualquier solucién del sistema (S) de ecuaciones diferen-
ciales del movimiento de vn satélite o asteroide referido & un sistema de coordenadas sidéreas, determinamos
primero las funciones arbitrarias « y @ que figuran en dicha identidad de tal modo que sea U = 0.

Hallamos después una transformacién o cambio de variables z = 2(§, n,t), ¥y = y(§, 0, t) tal que se tiene
t+a= y'+ g = 0 cada vez que £ = 4 = 0. Mediante esta transformacién la identidad (I) puede llevarse

* El primero de los autores desea expresar aquf su especial agradecimiento al Prof. Dr. C. O. R. Jg,schek por haberle
llamado la atencién hace varios afios acerca de este tema, facilitdéndole incluso material bibliogrdfico muy valioso.

*¢ Para las referencias histéricas y bibliogréficas sobre este problema remitimos al lector al reciente tratado del Dr. Vfe-
tor Szebehely: “Theory of Orbits in the Restricted Problem of three Bodies”, Academic Press, Nueva York, 1967.
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a la forma (J,). Finalmente demostramos que st la excentricidad de los primarios es suficientemente pequenia,
es posible determinar una banda vedada, en cuyo irterior se mueve uno de los primartos, tal que un satélite no podrd
superarla al cabo de un intervalo finito de tiempo.

2. — Sean 1 — p y w las masas de los primarios y (2, 1) y («2, ¥5) sus coordenadas sidéreas con origen
en el baricentro de los mismos, respectivamente. Sean (z, y) las coordenadas del asteroide o satélite de masa m
despreciable (nula).

Si indicamos con R y w el radio vector y la anomalia verdadera del movimiento eliptico de y alrededor
de 1—u, y con X e Y sus coordenadas heliocéntricas, se tiene

X=x—vy=Rcosw; Y=ys—y1=Rsenw

Pero por ser 0 el baricentro de oy 1 — @ se tiene

(= +pr2=0, (I—py+uy=0

De aqui se obtiene
r = '—(LX Ty = (1 - (L)X

Yy =—pY Yy = (1— @)Y

Las ecuaciones diferenciales del movimiento (plano) del punto de masa nula son

_Q
ox
1__.
\ donde Q= a + s (S)
) n ra
A

siendo r; y r; las distancias de m a los primarios, o sea
ri=(@+pX)?+@G+ul); n=(@-0-wX2+@G—~10-pY)y
(constante de Gauss k? = 1).

Si con « y @ designamos dos funciones derivables cualesquiera de z, y y {, se tiene idénticamente
d . ,
a0 (& + )+ @+ B)°] = 222 + 29y + 2aa + 208 + 2ai + 2845 + 2ai + 28y

En particular, si z = z(t) e y = y(t) es cualquier solucién del sistema (S) se tendra también, idénticamente

d d
T+ G+ =— @R+ e+ B+ U+ )
siendo
U=2 o0 + 2 o0 2aQ V = 203 + 28y
= Za— Bay YRR = 203 + 2By
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Determinemos ahora las funciones « y 8 de tal modo que sea U = 0. Se tiene, derivando la funcién Q:

a0 1—
il Sk AV S G 7 o)

or 1 To

9Q 1 —p "

i — 2 NV

oy rs N s ( )

a0 (1— . . (1— . .
—at—=—“—r3-i)(MX+N1-)—”—r3—“)[(M—X)X+(N—Y)YJ

1 2

donde hemos puesto
M=z+4+pX, N=y+uY

Para que sea U = 0 se debera tener, pues
Mo+ N§ = Ly 1
Xa+ Y8 =1L,
siendo
L, = U(MX + NY)
Li=L+ (11— (MX+NY —XX—7YVY)

Del sistema (1) sigue

LY — L,N LM — L, X

- - son MY —NX 5 0 @
“=rv—nvx Y T yvy—wax ! )

Recordando que en virtud de las férmulas del problema de los dos cuerpos puede escribirse

d
pt _, g P
dt 1+ ecosw

donde, cona =1, n=%k=1:

c= \/1—62; p=1—¢?

se obtiene sin dificultad

. Y . X . 1
X=—x?; Y=xe+x-f-; RR=xeY,x=Ti—_—62-

Es pues

L = —% @Y — yX) + reuy + uY)

1
Ly=—1L,— ‘X.G(l - [J.)Y
[
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Reemplazando ahora en (2) sigue

e (y +vY) (y— A —w)Y)
Y —yX

Y
@=%——

3)
(y + u?) (z— (1 — wX)
Y —yX

z
= — g —— %e(l — + e
7 (1—p)

Trataremos de hallar a continuacién una transformacién o cambio de variables definida por un par de
funciones

r=2z(mnt), y=yEni
cuyo Jacobiano sea distinto de cero, tal que se cumpla la condicién
i4+a=y+8=0 cuando E=4=0
con los valores de « y @ recién determinados.

Resolvamos pues el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

dx dy
—_— = —-q, — = €))
dt * dt b
Para ello integremos primero el sistema siguiente
dz Y dy z
—_ =y — =y — 5
dt “R t R ®

Se tiene
x4+ yy =0 y por tanto 2?4 y? = A?
de donde resulta, despejando y y reemplazando en la primera de las ecuaciones (5):

dz dt

T ) y de aqui z = A4 cos (B + v)

slendo

dt E .
W= % = , (E: anomalia excéntrica)
R V1-—e

La soluciéon del sistema (5) es pues
z = A cos (B + w), y = A sen (B + w) (6)

Para resolver el sistema (4) aplicaremos ahora el método de variacién de las constantes arbitrarias de
Lagrange: Si en (6) suponemos 4 y B funciones de ¢, se obtiene derivando y reemplasando en (4):

z . : x Yy (y + uY) (y— 1 —p)Y)
Z A—y(B+ =)= —x——
A y( + R) * g T 2Y — yX
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y . : x T (y + ul) (z— (1 —wX)
= A B+—)=x— 1— u) —
4 +x( +R) ng Tl e 2¥ — yX
Es pues
AA = — xeu(l1— )Y
de donde
A*=C— p(1— pR? ()
y eliminando la derivada A resulta
B=—2 [l_“ (@Y — 2y¥) — y — u¥ + —— @YX + 42 + wxX¥ + Y2)]
X | 4 Y Y- w T @X Y tu wy
de donde
. %ey xe w(l—wY ]
B=— (A—wWY—uY +——m— (X +yY
e+ | Ay —ur 2R X )
26 2X + y¥ xe¥ [ a(1— p) ]
=—(X——Y7 —_— 12 —_— (X Y
B\ T ov—yx ) T v —ux bt @YD)
Pero por ser
®re _2__1: s
B ®E R ¢
X +yY = AR cos T (8)

2Y —yX = ARsen' donde I'=B+ow—w
nos queda, reemplazando en B:

. reY R?
—sen'['= — i [——(1—2;;.)R2+ARcos - p.(l—p.)—;l—cosI‘]

y poniendo

1
P = ——
008 24AR 1

se obtiene finalmente
g =2(1—2u)RR de donde ¢ =D + (1—2u)R?
y por tanto

1
cos (B + v —w) =m(D+(l—-2(L)R“) (9)
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Las funciones
z=Acos(B+w), y=Asen(B+ w) (10)

con A y B definidas por (7) y (9), en cuyas expresiones supondremos que C y D son funciones arbitrarias de
§ y 7 satisfacen obviamente la condiciéon impuesta antes, ya que se tiene

PRI L do E=4=0
=— + — — 3 =—a cuando =5=
at G13 an" "

y andlogamente en el caso de .
Si reemplazamos ahora en 7, y 5, 2, ¥, X e Y por sus valores se obtiene

ry =2 + y* + w(X2 4 V?) 4 2u(zX + yY)

= A? + w!R? + 2uARcosI' = C + pD (1Y)
en virtud de (7), (8), (9) y (10); y anilogamente
=1} 4 (1 — 20 — 2(X + y¥) (12)

=rm 4+ (1—2wR'—34Rcos ' = C — (1 —u)D

Si las funciones arbitrarias C(&, v) y D(§, n) satisfacen las condiciones
C+uD>0 C—(1—wbh>0
y el Jacobiano de C' y D respecto dé & y 4 es distinto de cero, existe la transformacién inversa
E=¢&@,yt), m=nyl)
pudiéndose obtener de aqui, por derivaciones y eliminaciones, el sistema de ecuaciones diferenciales
E = [ &, é., 1; €) (S3)
1 =9 & & e)

equivalente al sistema (S) en las nuevas variables § y n. Tal ocurre, en particular, si se eligen las funciones
C y D de tal modo que sea, como en el problema restringido circular

C+uD=CE+w?+9, C—A—wD=(CE+un—17+7
de donde
C=8+v+u(l—-w, D=25+2u—1 (13)

Con estos valores de C y D las férmulas (7) y (9) pucden escribirse ast

A=+ 7+ u(0 —uw) (1- RY)

s = 1 2t -{1-20)(1—-R)
co3 =gAp ' U EL )

Pero m4s vale usar una transformaci6n intermedia entre las variables z, y y &, 7, inttoduciendo el siguiente
par de funciones:
u=Acosl
v =Asenl
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mediante las cuales las ecuaciones (10) pueden escribirse del siguiente modo

T =UCOoSW —tsSenw
=usenw 4+ v cosw

Se tiene entonces

13 1 1— R? P
U=— ——1—2p)—; v=+A?—u?
B 5 ( ) R v
como asimismo
w= xcosw-+ ysenw
v =—xsenw —+ Yy cos w

De aqui sigue, derivando dos veces, eliminando & e 3 y utilizando el sistema (S):
Q2 . . ..
U =——a—+w"u+wv+2wv
u

9Q . . ..
— —wu + w—2wu

v:
av

(14)

(S.)

donde debe suponerse que se ha reemplazado en Q, r; y 7. por sus valores obtenidos de (11) y (12), o sea

ri= (-t uRE 0% 1= @ — (L—wER)? 42

3. — Incidentalmente observemos que en el problema de los dos cuerpos integrando la identidad (I) con
a = B = 0, resulta la integral de la energia. Si en este mismo problema, tomamos « = y y 3 = —z se obtiene,
por integracién, una combinacién lineal de la integral de la energia y de la del momento angular. En el pro-

blema restringido circular de los tres cuerpos, tomando a = 1 = R, n = k = 1 resulta

0o =w=1" «=Yy; g = —z; I'=8B
siendo ahora, con § = E y n = H:
A?=u’+02=x2+y2=E2+H2;
= H -t _E p=X
=5, v=H; cosB=—= ; senB = —
“ A 4 A

Reemplazando en (14) sigue

= X cost—Hsent
y=Zscnt + H cost

vale decir que en este caso & y H son las coordenadas sinddicas del asteroide o satélite.

(15)
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Sustituyendo en la identidad () e integrando se obtiene
(¢ +9)+ @ —2p =20+ 22 +y—K
y usando las fé6rmulas de transformacién (15) queda
24 H? = 2Q%E, H) —K
donde K es la constante de integracién y

2 )
1— 1 \ o1 = (B + u)? + H?
Q# = & + a + — (E* + HY con{ '
e e 2 L= @+ w1+ B

es decir, la integral de Jacobi, reduciéndose ambos sistemas (S.) = (S.), en este caso, al sistema de Euler-
Jacobi-Hill:

E—2H = agf

o= (S)
H+ 2% = o

oH

4. — Votvamos al caso restringido eliptico, suponiendo muy pequefia la excentricidad de los primatios;
y con las mismas funciones C y D definidas por (13) precedamos a calcular las expresiones que figuran en la
identidad (I). Se tiene

) _ or . oxr . 9y . oy .
x+“_a§§+an77: y+6_655+61)r’
Pero de (10) resulta en sezuida
dx r 0A aB Ay y O0A oB
s T T T Y = — +x——
a3 A 3 a5 0k A 9 a3
éox = 0A oB Ay y 04 OB
o A 09y y o a) A a v o
Es pues
(.C + a)z + (y + 6)2 = ‘.0&2 + Solﬁg + 2811&7]
donde
\ oz '\’ y \* 04 \? aB \?
() () - () o)
i g 0§ 13 T E13
oz \? ay \? 04 \? 3B \? (F)
se= () +(52) =(5) +4(5)
" o 97 an +4 a
dr I d oy dA 04 dB 6B
Sy = + y = + 42

9t am 9 am 08 9 T 9 oy
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siendo ademds, en virtud de (7), (3) y (13):

0A 1 aC 0B 1 R aC oD
- = vl sen I' — = ——(——cos —_——
93 24 95 13 2AR\ A a5 L13
A 1 aC 4B 1 R aC aD
= ; sen — = —(—cos [— — —
o 24 Oy o 24AR\ A an R
aC aC oD aD
— = 2 — = 2v; - =2 — =0
03 o 0§ m

Calculemos ahora V, dltimo término de la identidad (I). Se tiene

ox oy
a="""'_a£— =0(&,‘q,t;6); B=—Tt = G(E;W;t:e)
luego
) da n dx m da a*x d*x : ’r
Y 3z an ot 3% ot ay ot |
. 93 a8 . g . d%y oy . 9%y
4 = +—E5+—19=— — §— 7
dt ok o ot? dt ot on at
ax oxr . ox Y ay . Iy
= g + 7; ) = —— + E+— 1
= T o V=" T o a1
Es pucs
— V = — 2k — 287 = s + 81of + sun + 82082 + s + sub
donde

9 8z \* a \’ 9, ,
800=E[<‘57) +(7) ]— ot (a +B)

d dr Ox dy dy
810 = 2 ( + ",
ot at a% at o¢
0 or OJx 0 dy .
S = 2— + 4 ) (Fy)
at ot dn at o

_9 _?1)24_(_‘_9&)2]_ 95
8“__5[[( 3t k)|l &
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d [ or )2 ( dy 2] 9802
Sp2 = —— E— +{— ==
ot an a) ot

9 ( or Or dy Ay ) Sy
S = - = + - —
di 03 Oy 0t dy ol
y en virtud de (10):
ox z 0A 0B x d 0A 0B %
~ —y— ey, =t —2
at A dt at R at A dt ot R

Reemplazando en la identidad (I) e integrando queda entonces:

04 . 04 \? B . dB \? .
(Gt oi) +ar(Sné+Sma) =26 —K +8G 59 7.
0% o 08 I
siendo K la constante de integracién;
2
1— 1 n=E+w+x
o=ttt @ |
" o2 = E+e—1+

A(E; T, e) = q? 4 32— 0‘:2) - (33 - ./‘:,(Soo + Smé + sun + Szoé2 + so25? + zslléﬁ)dt

donde con a y B0 indicamos los valores de « y § para e = 0.
Puesto que el primer miembro tiende a 2 + %? parae — 0, lafuncién A(§, v, ¢t; ¢) — 0 también, para e — 0.
Dejando para otra oportunidad el cilculo efectivo de las funciones que aparecen en esta identidad, como

asimismo sus posibles simplificaciones, nos ocuparemos finalmente de la anunciada extensién del teorema
de Hill.

5. — Sea K,un valor grande de la constante de Jacobi, correspondiente a un valor dado de . y sea A la
respectiva curva cerrada de velocidad nula de Hill, referida al sistema sinédico de coordenadas E, H, en cuyo
inte:ior supondremos contenido no solamente el punto Ao(1 — ., 0) sino también, y para todo valor de ¢, el
primario de masa y, cuya distancia a A, estd dada por

d* = d¥(As, p) = (1— w)’ (1 + R2— 2R cos &),

siendo &§ = w— M = w—¢ la ecuacién del centro (M : anomalia media; f, = 0: instante de pasaje por el
perihelio).

Puesto que el miximo de dicha ecuacion del centro es del orden de ia excentricidad, bastara tomar ésta
suficientemente pequeiia, ¢ £ €, para que d(4,,u) sea menor que el minimo de la distancia de Aq a Ao.

Para todo punto (&, H)E X, se tendra entonces 2Q*(=, H) = K,.

Sea P(uy, 1) un punto interior a Ao la posicién inicial para ¢, = 0 y sean u,, v, las componentes de la velo-
cidad inicial del movimiento de un satélite de . regido por el sistema de ecuaciones diferenciales (S,), tales
que sea

By + Hp = 2Q%(Z,, Hy) — Ko
siendo

Eo=uo; Ho=vo; Eo=uo; Ho = v
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Con estas condiciones iniciales queda determinada la solucién E(¢), H(¢) del sistema (S,) y por tanto tam-
bién las funciones ;:1(t) y p2(t), valiendo ademés para todo ¢, la integral de Jacobi

22 4+ H? = 2Q%(E, H) — K,
merced a la cual se deduce que el punto Q(X(f), H(f)) no puede ser exterior a A¢ para ningin valor de ¢
(Teorema de Hill).
Supongzamos que exista un ndmero positivo 6> 0 tal que soa

p®) = 0, p2(t) = 0, para todo valor de ¢.

En tal caso es posible resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (S,), aplicando el teorema de Cauchy-
Poincaré, en series convergentes del pequefio parametro positivo e. La solucion podra escribirse en la forma

u = u(t;e) = u(t; 0) + ui(t)e + 1,(t)e? +

v = v(t;e) = v(t;0) + vit)e + v (t)e? + (16)

donde
u(t; 0) = E(t); o(t;0) = H®)

es la solucién mencionada del sistema (S;), al cual se reduce el (S,) para ¢ = 0, siendo ademas uy(0) = #(0) =
= u.(0) = vy(0) = 0.

Las savies (16) son converzentss para todo valor de ¢ de un intervalo arbitrario E:0 = ¢t < T, sicmpre
que la excentricidad de los primarios sea suficientemente pequefia, e < e, ya que los segundos miembros del
clstcma (Se) de ccuaciones difercnciales pueden desarrcllarse en series miltiples de potencias de v — &, v — H,
u— =, —H y e convergentes en cierto dominio

<z jp—H s |[i—&sw p—Hsm ege

ju—&

y esto paa todo valor dz ¢ d21 mancionado intervalo.
Para demostrarlo, basta considerar el desarrollo d= una cualquiera de las inversas de las distancias ry y 7.
Sea por ejemplo la funcién 1/r.. Se tiene

1 A \—%
=i<u_<1“u>R')2+v‘-’]"/’=_(l+ )

T2 P2 922

donde hemos puesto

A=W24+ 224+ 2(E— (1—wWRW +2HZ +2(1—yu) 1—R) (E + p—1) + (1 —w)* (1 —R)?
W=u—8&8, Z=v—H

Se tiene

I\
[~ l o

1
1—Rlge;|E—(1—wRlS|E+p—1+U—we |[E+u—1= o [H = or; —

Lucgo serd

A (1w 12| e\ Wl 27 e (e
— = 2(1 + (1 — — + +2(l—p) —+(1—p) —)<1
s ( ) ( )+( I=w5) 7 6 (1= 3 ¢ (e)
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siempre que los valores de |W|, |{Z| y e sean suficientemente pequeifios, en cuyo caso la serie

1

- —% n o DWW 71k
= Z i cYEw i L a(l)WiZie
=0 ' P2

(k) =0

serd absolutamente convergente, como se queria demostrar.

Indiquemos ahora con U(t; e), V(¢; e) las coordenadas del punto P[u(t, ) v(t; e)] referidas al sistema sind-
dico &, H, esto es

U=ucos&—vsené&

V =usen8 +vcosé (16 @)

Reemplazando u y v por sus expresiones (16) se obtiene

U= &+ euI) cos & — (H + evI) sen &
V =(E + euf) sen & + (H + ev) cos &

donde
ul = uy + use + of = vy + e +
De aqui resulta
U—¢=—2sen5 asen;-}—HcosE + e(u cos & — v sen &)
& (. & g . .
V—H = 2sen§ :.cos—z———HsenE + e(u sen & + v cos &)

Puesto que el max &§ — 0 para e — 0; que & y H estan acotadas para todo valor de ¢ y que las funcio-
nes u’ y o' estin definidas por series convergentes para todo t€ E y todo e < e, tendremos

|U—E[=o/V2; |V—H|= o/V2 (17)

siendo ¢> 0 un nidmero pequeiio arbitrariamente prefijado, para todo (€ E y todo e £ &3 £ min (e, &).

Indiquemos ahora con A la curva cerrada, exterior y paralela a %o y sea o el ancho de la banda A limi-
tada por Ao y A1. Para cada punto M E X, se tendra, por definicién,

min d(M, N) = ¢, para todo punto NE}x,

Pero por (17) sigue que la distancia de P a Q, es

d(P,Q) < c para todo t € E y todo e < ¢

y puesto que @ no puede ser exterior a A, el punto P no puede superar la banda A, como se queria demos-
trar, si la excentricidad de los primarios es suficientemente pequeiia.



22 R. P. Cesco Y PEbro C. RiU: Sobre el problema restringido eliptico de los tres cuerpos

(Agregado el 21 de marzo de 1968). Si se eligen las funciones U y V definidas por las (16,) como nue-
vas variables dependientes, el sistema (S,) toma la sencilla forma

g2y = oy ®
S aU’ Y%
siendo
_ 1 1
Q=—=>=t Sty
T T 2

r3 = U? 4+ V2 4 u?R? 4+ 2uR(U cos & 4 V sen &)
rs = U2+ V2 4+ (1 —p)?’R2— 2(1 — w)R(U cos & + V sen &)

La solucién del sistema (S) satisface entonces la identidad
) ) — t 30
U2 + V2= 20Q(U, V,t;e)—K——-/ 7 dt (Y)
to

la cual puede escribirse en la forma

U2+ V2 =200(U, V)—K + AU, V,t;e)
donde
— 1—qu

1
Qs = += = U+ VY
P1 P2 2

o= (U+w+7V5 = U+pe—1D+V

Si las funciones p; y ¢z estin acotadas inferiormente como antes, se tendra

|A(U, V,t;e)| < e(M + Njt—tl) con M,N> 0

para valores pequeiios de e, lo cual sugiere la posibilidad de obtener la demostracién de nuestro teorema y de
sus posibles generalizaciones sin recurrir al teorema de Cauchy-Poincaré.

Observatorio Astronémico de La Plata, Diciembre de 1967.
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