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5 n wn sistema Nperestitico evalquiers, en equilvrio bajo un eon-
Junto de cargus y no suito a'variaciones de tomperalur, s uprime wn
‘wimero también evalguiera de vinculos sperfiuo, reemplaindolos por
las seaciones Niperestitias corrspondientes, yy al sistem resutante se
da 1o deformacion debida o valores arbiraris frivuidos o dichas incg:
ites, o suma de Lo producto sscelares de Lo fucrsas ectriores apli-
Cadas  cte ilting (corgas y rescciones incdnitas do 1os vinculos -
primidon por los desplasamientos que les corrsponden durante dicka
deformacii, s iual @ cer.

366, Resolucion de sistemas hiperestiticos. — Considersnos un si-
e iperstitica cuslquier do grado G, con inculossupertluos nternos
¥ do sustentacitn, sometido & un conjonto de cargs Py (p=1, 3., W)
3 no suito » variadiones de temperatura. Suprimamos 1a talidad G
2 s vinculo supersbundantes, remplasindolos por las reaciones b
peretiticas corrspondientes 3 propongimonos deteminar las @ ine:
nitas X (i=1,2,.., G) que itas mplcan.

‘Apliquemos 41 sistema fostitcn resultante sl suprimir en 1 forma
e T G vineulos superabundantes o esado de cargas

XwUpXomXom  =Xem =g =0
PimPie wPe =Piso

e doce, demos un valor axitraio U a la intenidad, de In fuera o
cupla, par do fuersas o de cuplas opuestas, que constituye Ia prinera
ncgnita X, ¥ supongamos nalas todas as nsbgnitas retante, 5 como.
Jas cargas disectamente aplicadss P, . Tendreron en cta. forma un .
tado particular de cargas que lnmaremos estodo Xy = Uy, o esado X;
wnitaio (). Determinems, ademis, mediane slgunos do s procedi.
micntos conocido, lstcu o diagramas de Willot Mobr, a deformacitn
aue en dicho sitema. isosttio, origina cste cstado de carga y sesn
respetivamente 4,1 3 1o desplazamiento corrospondients & s car.
g8 P, 3 & las incignitas X, (7). En virtad del teorema que, como
s comseeencia diresta de 1o ley de Bett, seabamos do demostrar,
acerd tenerse que

E ot Eria -0
Aptcundo, en gual forma, sbre ol sstema ek scatitin, scsiv-
e saden de args Xy U, Ko Uy  dei, n goneral .

L ek G i 14 . e
s o s et s i 5 e i
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Low desplazamintos dehidos  todas s fusrsas Uf (=1, 2,
sern, ar tanto,

o Bt Bl

B
a=Fou- Fanlt

Sustitayendo en Ia (o] e tiene

Exfaefr ot -0

expresion quo rosulta de sumar los tirminos Xy ayy y Py oy de lan

fa) de (348), previa multipliccion por los actores

, como queriamas

demotrar. ’

La aplicacion del procedimiento expuesto en (366) conduce, por consi-
uiente a 1as nicas ccuaciones independicntes posiles entre L incig.
nitas X,y el problema tene solucién perfectament determinada.

369, —En 1 mimero (366) hemos dicho que, para emplear 1 procedi-
miento en 1 expuesto, so suprimen todos los vineulos superabundantes,
convirtendo el sistema dado en uao setitico. Ello, sin embargs, 2o e
necssario, pudiendo emplease ol mismo método cusdo sio s supriman
alguno o algunos de s vineulo, dejundo hiperestitico l sistema resl
tante, sempre que se sepa halla las deformaciones que, en este Gltimo,
originan Ios stados-unitarios de carga, correspondientes & los vineulos
suprimidos. Esto o se sab, por o general, efoctuar, por cuya causa,
en Ia mayorfa de los cass,sr indispensable supri todos Ios inculos
supertins, de modo a trabajar con un sstema sutitico.

‘Suponiendo, pucs, que t pueda hallar dichas doformacioncs del sstema
biperestiticn resultante, al supriaie slo algunos vineulos superflocs (*),
vestuos en qué forma. aplieamos dicho pracedimiento para Ia obtenién do
s incipuitas bierestiticas correspondientes a lo mismos, Sa, por jem.
Plo, el sistema. hiperestitioo de 1a. figura 220, sujeo & las cargss P,
(p=3, 20y w), ¥ propongimonce determinar la ineignita T corres.
pondigate a In tensidn do Ia barra M. Suprimamos dicha barrs, colo-
Cando en s seemplazo, como indica I figura 228, mediante I resorte
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Como ol punto B se ha despluzdo scgin of vestor B B, e d
hacin I dersha, I foern U capas de producis s deplazamionto de
dicho seatido tambita st dirigida bacia I derosha, como la sefalada
en I figura; e docin, sei de signo negativo (por sr de ete signo su
proyeccin horzontal). Por consiguient, ol signo de I liea do influea-
i en I parte situada alajo dl e, debe sr contraro al do st fuerza
¥, e deci, posiiv, com se ha mareado en Ia figurs

S48, — Caso e us los curgas miviles puadan tewer divecioncs ovles
quicra. En 1o que antecede hemos supuesto que sobre ol sistema.silo
actien cargas mviles verteales; 5, en cambi, csas cargas fueran do
ineeidn cuslquirs, 5o roqueiria bllr, aderns de a linca do inflven-

n do By para cargus veticsls obtenid, I que corrsponde & cargus
borisontale,a fin de caeula con cada una de elas, respestivamente, Ian
partes de By debidas a las componentes verticales  borizontle de las
cargas, 3 obtener, con su suma, n intensidad de 1a reaeidn resultante,
al como s b esablecido en (493

Eu In figura 302 s ha trasado In inea de influenca para cargas hori-
sontales, dadg por I elistics borizontal de un desplaramient vistual del
mecanisn de la figora 302 que resulta l poner e evidenca 1 rea
cion Ry caleulr. Se ba adoptado Ia elistica horizontal do In misma
detormacin virtul empleada para obtener 1 lnea de influenca verical
& cuyo ofeco, eligiendo como sje una reeta 478" normal_ 8 A'E’ ¢l
ado de la dlistiea corrspondinte & 5, e I perpendicalar A"M," & la
AU, Hallado e punto 4, Ia clisica orizontal de I chapa Ss queda
ada por In resta 2,0,

T esala en que esta itima olistica horizonal da  1a Tnen de in-

encontra-

lencia de By para cargas borizontale, ¢ I misma

Teem
d para I lien de influenca vertical, ya que ambas liness de ifloencia
correspanden @ 1 misma deformacitn vistul, en 1a que el punto B
experimenta el desplasmiento dado por el vestor B B.

Bl signo de Ia linea do influenia borizontl queda deeminado tam-
bién como el de la vertieal. B cta ltima encontramos igno positive
Para I part de la elistio positiva; en correspondencia  las ordenadas
positivas de Ia alistica Rorizontal, ea deci, de s ordensdas dirigidas
segin s + pitvas (bacia Ia. ixquierda), oI sgno do la inen de in-
luencia obtenda sefa. también positivo. Como en ella ban resutado
ordenadas pegativas, su signo seré, por coniguiene, negativo en toda.
o extensién, coma s ba mareado en Ia figura,
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et usa fuersa X, = U, (j=1, 2., G) de valor acbirario, 3 s0
caleulan 108 deplazamients G o1 v, €n 1as deformaciones ori-
nados por dichas foerzas Uy, coresponden, respecisamente, a las ear-
s Py 3 & las incbgnitas X,, ¥ oon ellos e forma el sistema. ] do.
ceuacines del nimero aateror, que resuele el problema.

348, i, en ol sistema anteror, en lugar o aplicar sucsivamente
estados de casga X, = U, apliciratios un esado n que diérames simnl
tincamente valors asbitrarion  cada una do las incignits, e dcir, un.
atado

X w U X = UYL Xy = U o = U,

¥ Namiramos o y o, 0s despazamientos correspondlntes  las cargas
Ty ¢ incbgnitas X, duraate 1a deformaci originada.por el mism,
teorema ael nimero (38) s daria

+ L Paces =0 el

Aplicando otro estado de cargas X, = U (=1, 2,..., 0), obteido
dando otros valores arbitrarios Uy, 8 las incgnits X, liegariamos a
otra suscion sndlogn 3 s, 8 cuantos quisiéramos. Parecs, pues,
primera vst, que et posible obtenr un nimero cualquira de scuac
nes, y que €1 sitema resutant, teniéndolas . mayor nimero que
inchenitas, carsee de solucin deteminada, No sucede i, sin embargo,
sindo T soacibn pesfetamente determinada, pues s ccvsconcs sndla
25 8 1a (o] son una simple conseenencia de s [a] del nimero (346),
resultando de combinaciones entre {stas — que son las nias indepen.
dicntes— abtenidas sumando agebraicament sus mivmbros multplieados
por constantes determinadas.

En eteto; en ol estado de carga anteror, a fuerza unitaria cusluiern
U origina despluzamientos s, 3 @, correspondiontes  1as cargas P,
'l incpnias X, dados, e virtad del principio de Ia superposicion
e os pequetios efcto, or Tas expresiones

P4
= o

g =y 2
=g

n 14 e 0 3 64 son s desplasamientos antlogos debido & I fuersn
nitara Uy apicada en (366).
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=Xy +Py—8 +—=.1, 2L
l axX

Sustituyendo en la expresién

EI‘/.?//x"‘WZ‘d+ /Wa‘%'dy+

/maam’d += /.9%"‘97[‘&1/]—0

X=X
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Para trazar csta elisicn, observemos que los puntos 0, = 4 3.0 son
oo polos de las dos chapus , ¥ 5 del mecanisno,  tomemos la recta
cuslquiera A'BC” como e de referecia. Siendo o desplazamiento vir.
tual o cualquiers de s desplazamientos pasibls del sistems la. elisti.
en de la primera chapa 5, etark dada por uns recta cunlquiera AW,
ue pasa por e punto A de e, situado en correspondencia del polo O,
Prolongando esta reta basta I vertieal de M y uniendo con e punto 0’y
1 0, de intersociin con 1o misna, 3¢ obiene Ia clisiea de 1a chapa. S,

1 dingrama 4/ 0, €, € rferido al ejo ABC, rayado en Ia figurs,
s, pues, In elisten verteal de . desplazamiento virtual del mecanismo
a6 Ia figura 302 y, por tants, I Yiea de influencia.pedida de Ja rese-
tn R

46— Escla, En cusnto 3 a esala de exta linea de iflueucis, sabe-
mos, de scnerdo a lo demostrado cn (502), que cst dad.por Ia imversa
el desplusamicnto o, direetaments 16do n centimetros, que, en la defor-
‘macitn virtual anteior, corresponde a 1a furrza I, o e, de Ia proyec-
s sobro st iltima del desplazanieato experimentado por el punts B.

S Ia clisica obenida, Ia proyocei vertical del desplazamiento de
B st dula por ol segmento BB, ¥ couo su direccibn debe sr nor
mal & Ia recta BA que wne dicho punto con el plo de Ia chapa & que
pertencce, s por B trszamos una normal B By dichs direecin y por
2 una horiaontal hasta cortar 1. nterior en €l punto B, l desplaza-

mienta de B remta dudo en magnitud y seatdo por el vector B Bu.
Proyectindalo sobrs Ia diressitn de , e tiene en NN o desplazaminto

correspondiente a 1 inctymita Ty, o se, I inversa o de la escala.

Teido el sogmenta N3 dinectamente cn centimetros en a figurs, pues-
o que en igual forma leerems, de acuerdo a 1o establcido en (504), lan
ordenadas n de la listcs, e tiene =12 em; por cousguiente, 1a
sl n que las ordenadas de dicha elésties, leilas en centimetros, 2os
dan T de Ia linen de influencia de Ty,

'

Taen

$47.— Signo. T In parte positva de la elistcn, e dcir en In parte
ituads ahajo del cje, e signo do In linen de influenca s, segin (503),
contrario a de uan fuersa U apleads sogin I Ry en cl sistema de In
Tigura 8025 y capaz de producie un desplizamiento del mismo seatido
que el virtual considerado
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', do eformacin cquivalent a ell, e par de fuerzs T, que constits
o 1 tensin en Ia misma, con 1o que sl equilibeio n0 quedars alterado.

@) ©)

s @

Siguiendo el procedimiento antrior, consideremos un estado de cargss
en qu slo aettie un pa de fuerzasopuesta (fi. 225 ¢)

T-0,

sendo U, un valor arbitrasio (*), y determineios Ia deformacidn que
e mismo oriiaa o el sistma biperesttico reulante, ocss que supon:
dremos que sabemos realizar; sesn e 108 desplizamientos corsespon-
dientes a las fueras Py, o ses, las proyescioncs sobre. clla o on
Acsplozamicntos experimentado por los punts do aplicacién y b ol des
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Consideremos, primeraments, Ia linea de influencia para cargas boric
zontales que s mueren sabre ¢l pilar AB. Apliquemon a uns disancia
varible B do 4 uns fucrra horisontal positiva P (fg. 2875) v 8 I
efostos e ealelar medinate el princpio do Mesabrea-Castiliano In reso-
eién X' que origina, suprimamcs o vinealo correspondients 3 hagamon
actuar sgin su diseciin una fuersa do intensidad variable X. Produ-
ciendo 1a fuerza P, en el spoyo mévil A del sistem. isostition i cbte-
2ido, una reaceidn verteal

s

v-Ee,

2o
s valores de a2,
* do 9 3 e 2

En s puntos ¥, (entre y =0 0 y=0),

29
ax

Bey=h,
=Xy + P,
e s puntas N, de I vigs,

.

xu

an lon punton N, (entre y =
29
ax

LIy

G- XhEP BB+

=X Pa—p+ I

Sustituyendo en la expresién

[ 2 oo
s o)

P x', ¥ simplificando so tieno:

Fenler-Gr

w gl

enlaque

©l
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carrmono vin

RESOLUCION DE SISTEMAS ISOSTATICOS. RESOLUCION DE LINEAS
DE INFLUENCIA POR EL METODO CINEMATICO

§ 1.~ Lineas de influencia de componentes de reaccién

543. Generatidades. — En el parigrato 2 del capitulo anterior bemos
visto como e efeta ol cilulo de I nfluencia de las cargas permaen-
e acidentales sabre los sstemas isotitieos. Dijima, 8 ete Tespecto,
que se comentab por obtener, mediante los recursos de a estitics, lag
reaceiones de vinculo externo, y que, conocidas {sta, s suponis i
sistema, en equilibio bajo I aceén conjunta do lus mismas y do las
cargas; se terminaa, oo, e problem, hallundo medisnts un Cremo-
B, 0 por cualqier otro procedimiento do la estitea grific, as tenio-
s T en las barras, s s trataba de un sistema de retculado o, mediante
eurvas de presiones o diagramas de caracteisions, cetas Gltimss 7,
0% 3 G, s era de alma lena.

610 nos resta ocuparno, pucs, d Ia influenca de las cargas mbvi
e dsir, de In obtenctn de lneas de influencia e magnitudes etiticss,
Daremes con todo detalle vliéndonos de algunos cason concrtos, s
procedimientos genersles a wguir, y expondremos, ademds, s prinep-
les purticularidades que puedan presentare. Blegiremos, para 20 con-
plcar s expliccioncs, ejemplos sencillos; pero debe entenderse que oo
procedimientos asf expuestos son completamente generales. Para ead
cas0 epecial 560 variar Ia manera do obtener las listicas do deforma-
cibn virtual do los mecanismos de un grado de libertad que resultan al
‘poner en evidencia, mediante I supresién de 1os vinculos rspectivos, las
incégnitas @ caleular; estas Gltimas elfsicns, como hemos esableido e
(501), consttuirén L Jness de influncia de dichas incignits. E1 tra.
aado de las elistions de tstos meraniemos devun grado de Lbertad, s0
eteté, por lo demis, de acuerdo a lo expuesto en los capitalo 1y 11
de la parte primera de csta sbra (%)

et st b s s b, o
ES
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Comensarias, & contimuactn, ocupiadonos de Ia obtencin de as linews
o nfloencia do componentes do reaceones de vincalo externo. Estas
lineas de influeacia podrin servir, o il pars calnlar dichss rescio-
es debidas  Ias cargas mbvile, sino tambida para obtener s que pro-
dncen s carpus permanentes y accidentale; estas Glimas reacciones ¢
calalan, por 1o generl, mediente las lineas de influcnca con mucha
mayor comedidad que recurrendo 8 los procedimienios ordinarios do la
etiticn

544, Lineas de influcncia de la reaccién en un apoyo mévil. —
Sea el sistema isstitico zepresenado en In figura 802, sjeto & U
carga mévl vertcal P, del que s proponemos hallr Ia liea de in-
Tencia de Ia ressitn By en ol apeyo wévl B.

S45. — Forma de lo linca de influencia. Pongamos en evidencin Ja
reacidn a calalar, suprimiendo el apoyo mivil B y hacendo actuar e
su reemplazo una fuerza normal o su direci6n Fp, do intensidd ine:
aita gual & 1a de la reseién orginada por P (fg. 3020). Segin lo
demostrado en (501), 1a elisica vertcal de un desplasamicnto virtual
del mecanismo do un grado do libertad as btenid, s da, en ciorta
ccal, 1 Yna de influncia pedida.
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tados do carga unitarios X = Uy, en Ios que so debo eatender que e
aplicasolamente una fuerza X, = Uy, y determinando los desplazamientos
s 7 81 correspondientes & las cargas 2, 3 o las inctguitas X,, du-
rante las deformaciones rspectvas, obendremos ol siguient istema do
ecuncionss lineaes

@,

T Xt P0G,

o ea, desarrolando,

Lt X

im0

XeoatXoamt  +Xo =0

“

i XiowotXomot  +Xo.t00t 5 Prtra=0,

sistema que, por ser e tantas ecuiones, G, como incégaitas hiperesti-
tiss X, (i=1, 2., 6) non resulve ol problema de In determinacitn
de las misman.

367. — Tesumiend, puss ¢l procedimiento que csbamon do abiener,
como una aplicaion direta e Ia ley de Bett, para In resolucin de los
aistemas iperestiticos, o ses, para. la deerminacin de sus incbguitas
superfuas, consiste en 1o siguiente:

Se suprimen todos los vineulos superabundantes fnernos y de susten
taciin, convirtiendo el sistema dado en uno estiticsmente determinado
mediante el romplao de los mismos por las reaccones superfluss co-
Frespondientes a las incégaitas Xo (5= 1, 2,..., G) & ealeular. Se apli
can mucesivament estados de carga Xy = T, (=1, 2, ), e deir,
e supone, sacesivamente que, sobre l sistema isattico Fesullant, 860
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ecuacitn en 1a que Tos coeficente,

que maltplcan  las fucrzas Bl son, como querfamos demostrr, sim-
Ples combinaciancs lineles do lo cosfcentes anilogo, oy, de las .
ecuaciones (o]

392, — Resuts, pues, que e principio de Lo trabajos vituales now
conduce a tantas ecuacions lneales independientes como desplazamientes
Virtuale, tambien ndependientes, pemit ) sistems.

Cusndo ol nimero de cstos desplsamientos independientes sea igual
a de intenidades de foersas incigaitas & determinar, dicho principi,
dindoncs tantas ecuaciones lineales como’incSpnitas, 3 610 ellas, 1ok
pernite u determinacitn sin ambigiedad alguna. B 1o que suoede en
Tos problmas reltivos 4 la reslucién estitin de sistemas planc, quo
nos ocupan.

En efecto, dado un sistema fostitieo cualquiera (chapa do alma Tl
o do reticalado, caden cinemiitica o mecanism general formado de cha-
Py baera) et & dtarminadas cargas Py, tendrd antas icdgaitas
ontdtcns 8 caleular com condicancs cinerticas de vineulo extrno o
intero. i interesa. conoce los valores de a totalidad o de un nimero
cuslquiera n de dichas incigaits, so suprinirin las n condicones do
Vineulo corrspondlintes, reemplazindolas por as  fuersas inbitas,
X, respestivas, con o que se abtendri un mecaniso de n grados do
lberad, que debe permanccer en equilvio bajo n acién de las faereas
Py X, Ahora bien, como, segin o visto en (380, exte mecsniamo o5
suseetile de sio n desplasamientos virtuales independintes, I aplic
it dl principio que nos ocupa nos conducied a slo  ecuaciones entre
I » incitas X, permitiéndonos s determinacitn tin ambiztedad de
ninguna espeie

Anélogamente, i 50 nos d un sistma Biperetitien, sujto  cargas
P, 3 en 1 suprimimos un nimero cuslquiera » do vineulos superflucs,
reemplazindolos por 1as reaciones hiperestiticas netgoitas X, equiva:
1entes, que se s pide eaeula, obendzemos un sistema que, segin (385),
e sueeptble do un nimero do desplazamintos viruale independientos
igua al  de vineulos suprimidos, o do ineégnitas & caleular, y en o qu,
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“Para 1o que a nootro interes, nos bastard con comprobar que e los
casos de resoucidn do sistemas planos fotitiens o hiperestticos que
tendremos que reolver, el pricipio do los trabajos virtuales nos con-
uce, en tratdndos e sistemas fsositics, exactamente  1os aimos re
sultados » que egariamos con In splicacitn de las leys del equilbrio
estitin, ya admitids, y on trotindose do sistemas Biperestitcos, a las
cenaciones de equilbio que nos proparciona Ia ley do Bett, demostra
da.en l capitalo IV, e base al principio de Ia consersaci do I eneria.

34. Contentdo experimental del principio de los trabajos vrtuales.
—Pero, anta de proceder I anteror comprobaci, ntentemas extraer
el principio en custidn s base experimental # fin do conduci o spi-
it & su aceptacitn direta, para 1o coa nos Lasarema, en buend part,
n ) camino empleado por Mach «n su clsica obrs L Mécanigue, Yo
citada.

En csencin e principo de los trabajos istunles se reuce a admitic
qus I causa determinants de 1a ruptura del equilbrio e ol trabajo de
I fuersas, ) products de sus intensdades por los saminos secoridos.
Cuando un conjunto d fuerzos aplicadas sobre un sstema cualquiera -
de desaralar trabajo (%), lo desarralle v, por tanto, rigina desplaz-
micnto, no manteniendo el equiibri. Eete dllimo s posidle slo cuan-
do la fucrsas %0 puadon dusaralor rabaio. A esta afirmaciin se xeda-
e como pasaos  ver, e prinipio que 20s oeupa

Tomenos, pimeramente, como fuerzas s do Ia gravedad, que estin
més al sl de muestrs. experienca direta. Un everpo pesado des.
rrale trabajo cuando cat, y cuando. puede cacr cae. Silo permancee
inmoil cuando no e porile que coga. B, tan evident, s 1o que nos
dice e princpio de los trabajos virtuales. En efeto; supongamos vinen-
Jado el cuerpo en wna forma culquiera, que lo pernita determiaados
desplazamiento. Si entre estos posibles despazamieatos (permitidos por
Tos vineulo, o virtuales) by alguno para el que corresponds, & pactic
inmedistamente de 1o posiidn dads, un descenso &l centro e grave.
dad, la fuersa de la gravedad o b efectuar, desarrollando un traba-
o positivo y mo habrd equilirio en dicha posiidn dada. En este easo
o trabajo virtual para ol desplazamiento que origina ol descnso del
centro de gravedad s posiivo, y ol princpia e los trabajos virtusles
s conduce al resultado indicado, desde que s dico que 6o puede
Baber equilibio cuando o trabajo durante Ios desplasamientos posibles
50 sen postivo. En cambio, 5 entre los desplazamientos posibls del
cuerpo, o permitidos or los vnculos que o sujtan, no bay ninguno que

17t o s i e b
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por consiguient, Ia aplieacén del principio do os trabajos viruales nos
proporcions justamente » ecuaciones inesles de las mismas, que, somo en
el cas0 aterio, nos perniten caleularlas con toda precisidn

*§ 3.— Comprobacién del principio de los trabajos vircuales

393. Generalidades. BN principio de los trabajos virtuals inerpre-
ta ¢l fenbmeno natural dl equilibio de 1os euerpos, y com todo prinei-
pio general de esta fdole, no es suseeptble de demostraciin direta. No
e posible, en efect, com dics Mach (*), demostrar por los simples 7o
curos de a ligia matemitica que lo Noturalca debe s lo que s, Bl
espiita humano entra en conocimiento do un pricipio general como
que nos ocupe, por Ia generalzacita de nociones mis particulares, pro-
ucto dircto do la experienia,  la cencia, cuando quiere deareolar
en forma ligiea los conoimientos sf adquiridas, tl tie dos recuros:

) Postular, sin intentar demostrar lo impasible, dickos_prine-
pios generals que han entrado en contacto del esprita humano
por 1 obra de los siglos, deduciendo de Ios mismos todas sus
consecuencias ligias ¥ admitiéndolas, conjuntamente con ol
principio que 1as involacra, mientras o estén en contra o Jo
aue Ia experiencia nos indica que son los hechos aturales.

) Comprobar dichos prinepios, o, i s quiers, demstrarls, en
base o atros princiios mis instntivamente aditdos 7 que
sorin, & n vz, indemtrable.

En lo que respecta al princpio ds los trabajos vietuales, que es de
tan amplia generalidad, que admitido ol mismo quedan de hecho acep-
tados todos los otros postulados d 1a Mecinica, pusden emplearse los
dos procedimientos.

I primero es el nico poibl cusndo e estudia Ia Bititica como cien-
i independiente. Se compraeba que Ios diversos postulados de ect Gl
ma, que conducen a las ecuaciones do equilibrio, son una consecnenc
¢ aicho principio gener), efectuando s aplcacién  una seie de cason
concretas, y por induceitn, so generaliza, aceptindolo como condicién do
equilirio para exalquier cao.

El sgundo camino cs el que emplea 1a Dinrica, demostrando e prin.
cipio que s ocupa como una consecuencia do otro principio mis £
mente sceptable & priors, por ser producto de una experimentacion mis
ireta, conl o o8 el do s fuerzas vivas (conservacitn de In energia).

B b i, et o i et s
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Ba virtud de 1a ley de Bett, los productos esclares dados-por lss
expresiones (o] 3 ] deben ser igusle, es decr,

X+ 5 Pty = X Urciomn

@) representa, como hemos supucsta, s
intensidades do las inciguitas biperestiticas sorrespondientes sl estado
e cargas Py los desplazamientas 4 1. que corresponden  las ncl-
nitas X, durante I deformaciin debida s 1as cargss 7, y X, deben ser

mulo, puesto que las ntensidades do dichas incégaitas X, son prcisa-
mente,

)

X o5 una fuerza, las capaces de anular Ia proyeccion sobre
eu dirceibn dl desplasamfento que experimenta s punto do
aplicacién durante 1a deformacién debida » las cargas F,

2) i X, s una cupla, las capaces de anular Ia rotacién que, du-

rante dicka deformacidn, experimenta a chapa en que et

) 8 X, ca In intenidad de una de las fuerzan de un par iguales
¥ de sentido contrario, Ias capaces de anlar 1a propecion -
bre las miemas del desplazamiento reltivo de sus puntos do
apliacién experimentado durante 1a misma deformacitn;

) i X, oo I intensidad de una-de las cupla de un par ipusles
3 do sentido contrario, s capaces do anular Ia rotacin rela
v que, durante dicha delormaci, experimentan las chapas
en que etin aplicadas ¥

) Si X, represnta In intensidad de una tensidn en ura barrs,
s capaces de anular 1a varicidn de distancia experimentads
durante dicha deformacin por 1os puntos de aplcaidn del par
e fuerras opuestas que la misma consitaye.

Teniéndose, pues,

3, por tante,

1 antrior expresitn s convierte en

Exea+Erio-0

aue mos dice que:
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haga bajar su centro de gravedad, el peso, por i snlo, no tratard de
etectuarlos, 3 ol euerpo permanscer e squilibrio. En este caso seni-
1o el principo de los trabajos virtuales no hace, pucs, sizo exprear el
hecho natural conocido que e as posicionss que un cuerpo puede ocu-
par, I que corresponde al reposo o equilibrio, es 1a que leva su centro
de gravedsd a su situacitn mis baja posible o sen, aqulla en que,
parti do Ia misma, 70 se pueda electiar un desplazamiento que lo haga
bajar. Se entiende que nos referimos ol equilbrio como un fenbmeno’
matural, y que, por tants, deberaas descartar las posiciones de equilbrio
inetable, que son 6lo fiecones de Ia lgiea, muy ties para Ia genera-
racidn do conceptos, ero imposibles de realizar en la Naturaleza.

(Consideremos, ahors, ua conjunts de puntos vinculados entre sf en
forma que gonstituyan un mecaniswo susceptble de determinados des-
Plaramientos. Cualquiera e estos desplazamientos, supuestos ifintisi
s, constituye un desplazamients virtual dl sistens, segin lo estable.
cido, Colguemos de dichos puntos cuerpos eon pesos determinados ¥ ha-
llemos ol centro do gravedad del conjunto de los mismos. Si entre 1os
desplazamientos posibes del sistema hay alguno en que este centro de
gravedad puoda bajar, Ia aceén de los pess aplicados I har efectuar
hasta Hlevar el centro de gravedad & 1a posicidn més bain pocible, ¥ 50
habrd equilirio en 1a posicién dada. Aplisnd el prinepio de los tra-
bajos virtuales abtendriamos el mismo resultado; 1a suma do 1os rabajos
virtusles de los prsas durante dicho desplazsmiento, igual al trabajo del
peso total supuesto concentrado en su centro de gravedad, ser positiva
. segin dicho principio, no habrén equilirio. En canbio, s enre di-
hos desplasamientos no hay ninguno en que el centro de gravedad pue.
A o, e deir, ellos dejan sabro un plano borizontl este punto o Io
bacen levantar, los pesos por f soos no tratardn do efetuarlos y habri.
equilibrio. En tstos casos la suma do oo trabajos virtuales de los pesis
sera s o nefativa

Generalizando lo anterior para fuersas de dirceidn coalquirs, ss ticne
e principio de los trabajos virtuales en toda su_extensiGn. §i en los
puntos el mecanismo antrior aplicamos faerzas de direion cualqui-
7oy entre los desplasamientos posiles bay alguno para el que esis
fuerras puedan desarrllar un trabajo, s efecuiri 3 no habré equil:
brio. Para dicho desplazamiento e trabajo virual es pasitvo 3, en con-
condanci con 1o anteror, e principio que 105 ocupa stablece que 10 €5
posible el equilibrio.

“En stos dos tmos casos e principio no e ve tan directamente como.
en el primero en que setia wn sl pesa, puesto que exigen el coneep-
10 e trabajo resulante de un conjunto do fuerzas. Para salvar estas
dificltades y con Ia intencén do demostras el prinepio, s ban dado
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ingenioos artiicon que permiten xedusi ol trsbajo de un conjunto do
fuerzas cunlsquiera al de un nico pesn. Ketas pretendidas demosta-
clones, muy intarcsantes en cusnto conducen a aearar 1o que en o fondo
bay en el principo que nos geupa, caen sempre en una repticén de prin-
ipia desde que so basn n Ia admisidn de que I causante de la ruptu-
ra del eqilibrio es el trabajo, que es procisamente a lo que se reduce.
aquil. Batre dichas pretendidas demostraciones, merece recordaree a de
Lagrange, que utliss el principio de los trabajos virtuals colokindolo
eomo fundsmento de su Mocinica ansltcs. He aqui en 1o que coniste

Consderemos un sistema cuslqiers § (fig. 2974) vineulado en forma
e sea soceptible de desplasamienton ifinitiimon (compatibes o los
inculo, o virtule) ¥ sean A (i =1, .., ), » puntos cualeauiera
6l mismo sabre Ios que actien foerzas B, do dirceitn arbitrari y uyan
ntensidades, a lss que comvendremos en dar siempre 1 sigmo posiive,

sean iguales & miltipls pares de una fuerz arbirs

L e e, e
B
dadas por la expresitn

w2l “

e la que o (=1, 2., %) representa nimeros enteros ¥ poitives.

Fifemos poleas en dichos puntos 4, (fg. 237 b) ¥ hagamos tro tanto
en los punios ijs de Ia Tierra, B, (i =1, ..., ), situados sobre s
rectas de acin de las fuersas o dl ldo de oo puntos A tal que las
flechas e estas fueras splicads en esos limos vayan & su encuentro.
Atemos wn bilo en l primers polen By 3, hacéndalo pasa por Ia 4i,
imasle @, vueltas completas entee ambs; hagimorlo pasar luego por
1o polea B, 3, levindola 8 1a A, démol, entre s mismas, oy vielas
completas; procedamos en igual forma con la restantes pless hasta que
legando a Ia lima B y luego de darle cy vuelas completas enre ella

70 4 et . e o 7 L, B i &
vt ottt il o 4 4 st i

fuera guaes 10 R en et sendo I et de i gl -
n cuslquir punto y bablendo @, veltas compltas entre el par cusl-
Quiera de polss A y B, la resulante de la scsin tranemitida & 40

serk il 260 % e dei, gl 2 s I [

Abora bia, s entre los desplazamientos posiles del sistema dado, o
10.qug e 1o miso,entre 1o qe st prmite a os puntos 4 by algunon
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por sus puntos ds aplicsitn  desplazamientos corsespondienta & las
incguitas X, & s progecciones de desplazamientos abielutos o relativos,
'8 las otacions absoluta o rlativas, que bay que determioar, segin
Tos cass pars formar productos scalares, con lus fucrsss, pares do
Susrsas opusstas, culas o pares de cuplas opustas que constituyen, e
s, e o representari:

1) Si1a nctgaita X, correspondiente s una fuersa, I progeceidn
sobre ela del desplazaminto experimentado por su punto de
apliacitn;

51 1a inctiaita X, e una cupla, a rotacion d I chapa en que

et aplicada;

) Si I inctgnita X, e Ia intensidad do una do las dos fuersas
apuestas que consttuyen un esfuerso normal o de core, I pro-
‘yecein obre la dircsia de lus mismas 4ol desplamiento
relativo experimentado por el punto de aplicacén de Ia fuerza
considerada con repecto al de la otra;

) S I inchgnita X, e Ia intensdd e una de las cuplas de un
par iguales y de sentido,contrari, la rotacion relativa de la
hap en que actia I copla considerads,con respecto . trs, ¥

5) 51 I inchenita X, a Ja tensin de una barra, I varicidn de

ancia do los puntos de aplicactn del par de fueraas cqi.
valntes, con signo eontraio para tener en cuenta 1 que bemos
dicko en (352). con espect al signo que reauta para o pro-
ducto scalar de una tensi de scuerdo con Ia convencidn de
imon por nosotro adoptad

)

Caleulados, pues, segin o anteior os desplizamiento o, 7 o, cores.

cargas P, v & 1as incgnias X, durante I deformucidn
acida ol estado X, = U (i=1,2,.., 0), e producto esesla resulisnte
el sistema Qo cargas P, ¢ incgnitas Xo, por los dosplazamientos debidon
o dicha deformacién, &

EX.a+LP o fal

Si llamamos o, ., el desplazamiento correspondiente & 1 fusrza

Xy= T, en la deformacin del sistema consderado, debidn al conjunta

¢ cargas P, o ingnitas X, el producto sealr esltants del sistema

¢ fuerzas corresponientes l stado de cargs X, = Uy (i =1, 2, )
por Ios desplaamientos dbidos 8 b deformaien, s

£ e iino v
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indica Ia figura 2275, Desiguaretos, en genera, por X, I intensidad
deIa fuera, o cupls, o de una cualquiera del par de fuerzas o de cupla,
que determina.sin ambigiedad, dichas resceions correspondientes  los
vinculos suprimidos s deie, que Xe o8 podri representar segn s

1) Ta intensidad de una fuerza, componente, segin una difeccién
Aterminada, de I rescetn debida & na mstentaciin;

2 La intensidad de una cupls, componente segin a recta e el
infinito, do Ia resecidn deida a wna sustntacidn;

) La intensdad do una cualquiera de las fuerzas iguales  opues-,
125 que constituge un esfuerzo normal o un esfoerzo de corte;

) La intensdad de una cualquiera de las cuplas iguales y d
centido contrario que constituyen un momento flecor,

5) La intensidad o Ia tension en una barra de reteulado, tomada
e aeverdo can Ia convencidn de signos adoptada en (136

‘Suprimidos, pues, st os G vincalos superabundantes, obtendremos wn
istema,en equilibio, hiperestitics o isotitien (*) sujeto a s cargas Py
(p=1,2,..., %) dirctamente aplcadas  a las fuerzas o cuplas quo
corresponden s as G inctgnitas Xo (5= 1,2,..., @), consierados como
fuerzan exteriores.

Considerernos, abor, ) istema asf obienido sn carga alguna y siendo
Uy (=1, 2., %) valores completamente arbitrarion, apliauéocsle el
siguinto sstoma de fueraas (1ig. 221 ¢)

X = Ui %o = Usiooi Ko = U Xo = Ug.
[ A

Xe= UG =1,2,0)

Pr=0G =13,

e deci, demon vlores sbitrarios U (5= 1,3,..., @) o as intensidades
e ls fueruas, cuplas, pares de fuersas o coplas, que constituyen las
incégaitas X1 ¥ supongamos nulas s cargas direciamente aplicadas Py
Supongumos determinads, sdemés, a deformiciin que n dicho sistema.
sostitio,origina est estado de cargas y sean o, a1 o desplazamientos
correspondicntes » 1 fuerass P, ¢ inotgnitas X, , durante dicha defor-
macion, lamando desplasamientos corespondicntes . s fuerzas Py & a5
Drogeccianes sobre s direcianes de los desplazamientos experimentados
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Finalmente, para consderss un sfuerso tangencial como fuerza exte-
rior, Baremos, como en 1o caso anterires, un corte en ol sistema (fi.
260y 1) v actcularemos 1 seciones exremas cn el punto en ol n.
fiito, 01, de Ia tangente a Ia Fbra media en la scsi consderads,
manteniendo cl equilibri, os dci, impidiendo las trasaciones reltivas
noruales  dicka tangente, aue Ia articulaci permite, mediants Jan dos
fuersas Gy G, dguales  do sntido contrario,

265, Teorema. —Sen_ (fg. 2274) un sistema cunlqiers con @ ine
cfgaitas hipeesttioa correspondicates  vineulo internos y de sutent
i, 10 suikto 8 cambios de temperatura y sometido & un conjunto de
 cargas P (p=1, %, .., »). Suprimanes un nimero suslquier G
© Ia totaidad do su insulos superabundantes, reemplsidolos por las
fusrzas o cuplas inciguitas que constituyen Ias resciones equivaleates,
de acuerdo con o ertero establecido en los nizers anteriors 7 somo.
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de dicha Jongitud, pare cuslquiera de los desplazamientos posibes del
s, sen. igusl 0 mayor e cero, s dosr, que

50, ]

Sea o, Ia proyeositn del dosplazamiento del punto A, sabrs I dires-
it de la fuersa B, durante o cualquies do dichos desplaamientos
posibles del isems, 1. que darersos el signo pasitivo cusndo tenga
setido de 1a fuera de modo que su producto por I intensidad de ésta 8
e s i dado siempre el igno posiiv, nos d dirstamente su trabaj.
Esto desplasamiento o ser. igual 8 1a varicidn do distanci entre los
puntos A, y B con signo cntrario (sortamiento cusndo a sn posiivo
¥ 8 la fnvera), y para el mismo corrosponders uns vasiacin de 1a on.
itud dol hilo arrllado entre las poeas A ¥ By igual &

Para ol desplazamients de ssema, al que corresponden desplazamien-
08 0 (=1, 2., ) do los puntos A, sogin las dircciones de las
fueras R, In variscin total del trom de bilo comprendido entre loa
puntos By y B ser, por tato,

segin 1a (5], para que bays equilbro se requericé que

—Erunso

ruato

it st s £, 1

[,

$razo,

que e, pracsaments, I ecuaidn do trabajo virtuales que el principio
Qus n0s coupa exigo oo satisaga, tomando en cuenta o desplsamiente
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compatible con Tos vinculos (o virtul) consderado, para que ls fuer.
s R, mantengan o sistema S en equilvio
Tods Ia demmstraci6n anterior et basada en Ia admisién del hecho

aatural consstente en que el peso - suerd s lon iaculon e o permic

ten, pero que por i solo, aunque por stos sea posidle, mo ubird. Bl
principio de los trabajos virtules en el fondo, se reduce a eta olo
hecho, & expresar que un cuerpo pesado si pusde descender descende,
& puede desarolar trabajo I desarrols, pero que, por s slo 50 sube,
o acumul, o gana trabajo. Como dice Mach, Ias ecusciones do equi
ibrio proporcionsdia por dicho princiio puoden enunciare vulgarmen.
to st
No sucede nada euando nada puede suceder (*).

395, — i s trata do desplasamientos reversibls, en on dos primeros
ejemplos del nimero anterio se comprende ficilmente que 10 es posible
el equilibio s o centro do gravedad. puede subir, puesto que, dada Ia
reversiblidad, seria posibles desplazamientos en que dicho centro baje,
Aesplazamientos que serén efeetuados por los pess, rompiendo el equilic
brio. Caando los desplazamintos permitidos por Ios vinculos son e
versibles, st 1timo sflo prede subssir, por tants, en los csce en que
e centro de gravedad no puede esperimentar ningin desplazamiento er.
ea, cason para 1o que ol trabajo de Ia gravodad e mul. Esto concuer.
da con Io expresado en (387) para el principio de los trabajo virtuales
aplicado  sistemas con vineulos bilatersls, ) siguinte sencill ejemplo
acabark de aclarar exos conceptos

Las figuras 218 0,0 5 ¢, representan un cilindro que pusde girae sobro
un plano desplazndose paralelamente  1a boja del dibujo, 7 supondre-
o, ademis, que no puede deslizarse sbre sus gencratrices pormalments
a dicha Loja. En 1os dos primeros casos (5g. 2930 3 9) Ios inculos que
sujetan a eiindro son bilaterles; un desplazamiento coalquiers que ha-
ciendo rodar ol ilndro sobre el plano lleva su ceniro de gravedad &
hacia I derecha o las posiciones @, e un desplazamiento virtal rever-
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intensidad absoluta gual al momento flector, 7, en la misma. B nue-
o sistema 4 obtenido se maatendr, evideniemente, e s mismas co

dicines do equilibrio que el primitivo, pusto que 1as cuplas 97 ten-
drin I intensidad. requerida para impei as rotaciones reltivas do s

]
kY

3
3 .

P ————

L S L L G

(3) (¢}

estuerzo normal 97,
seciones extremas,

riculcion en cuetibn pernite, o, en olrs tirminos, manteniendo
equilirio, modiante 1as dos fueras 97 y OF", aplcadas en ls centros de
ravedad do las secciones extromas, com indican las fguras 2250 3 b.
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bl virtual por cuanto e compatile co los vineulos 3 reversible e
cuto, & parte do la misma.posicén inical, e posible un desplaza-
miento igual e sentido opuest, baia 1 izquierda, que lev los centrus
e gravedad a las posiciones G. Ahora bie, en estos dos casos e prin-
cilo de 1o trabajos virtuales exige que, para que haya equilbrio, el
rabajo virtual del peso P del elindro sea nulo durante dihos despla
camientos. En el primer csio (fig. 235.) ast sucede desde que el des
plasamicnto virtoal desplaa el centro de gravedad. mormalments  1a
Tuerza P, lo que st de acuerdo con Ia experincia, qQue nos enseia que
o clindzo apeyado sobre un plano borizontal se mantiene en equiibrio.

@ ® @©

En el segundo caso (fg. 2351) Ia experencia nos enseia o
equiliio,  este hecho et bien interpretado por el princi
trabajo virtuales, pucsto que el trabajo virtual del psso P 5o es mulo
en niguno de lon dos desplasamientos que llesn ol centro de gravedad
.07y 7. Bn ol trcer cao (fig. 238.) o cilndro, apoyado sobre un
plano inclinado, et detnido por un muro vertcal .ol princpio do
los trbajos vituals debe demostrarns In existencia del equilibrio, o-
mo corrsponde & 1 experiencia. Como los incalos que sujtan ) cilin
ro son unilateraen y ol desplasamients vistual que llews. e centro de
gravedad a G o s reversble, desdo que & parte de la psicén incil
6 10 pude levireclo haca 1a dresha a sausa del muro, o principo de
1o trbajos virtules no dieo que habrd equilibriv cusado el trabajo el
eso P sen igual o menar que ero, verifiekndons st Gtimo, desde que
Al evar o centro G & G e Io hace experimentar un asanso, un ds.
Plazamiento de sentdo eontearo a P.

396. Comprobacién del principio de los trabajos virtusles para Ias
hapas rigidas. — Pasamos  comprobar que 1a splicacién del principio
@ 1o trabajos virtuales  1as chapas righdas nos conduce & s conacid
ecuaciones de equilibio que porporcionn I Estiticn
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tabermos, uns determinada deformacidn, catrando, uoa ver electuads, &
una muets posiidn de equilibrio. Durant dicha deformacta, ol punto
e aplicacion de Ia fuersa experimentaré un desplazamiento 3 ella dos.
arsollad un trabajo igual en cada nstante, al producta de su intenidad
por In proyeecin sabre £ direcidn del ineremento de dicho desplasa.
mieto, corresponiene al instante consderado.

Supondremos, siempre que o hagumos indiccidn e contrs, que ol
aplicar una. fucrza sobee s esructurs contructva coalquiers, lo ba-
s baciendo varar panlatina y gradualmente s Sntensidad, desde
cero hasta su valor defnitivo 7, de modo a mantener ol equiibrio en
cada instante, e desi, do modo que Ia deformacia se efetfe sin vel-
citad o, Jo que cs equivalete, sin desarollo de ensrgia viva. Supon.
dremos, adems, que durant Ia deformacitn de dichas ctructuras cons.
tructivas, o de lus cadens elisticas que e s00 equivalentes, 50 haya
Acsaerll i pérdida.de caor, y Finalmente, que no s electien cambios
e emperatura, de estado magnétco o de oiro agente fisico cuslquirs
ue puedan, por sf slo, altera 1a mutu disancia do sus partiulas
consitativas. -

En stas condiciones, o trabajo eocutado por la fuerza P, que lama-
rorcs trabajo de deformacidn, quedari. «n virtud de pricipio do 1a
conservactn de Ia energia, fntegramente scumulado cn ol cueepo clis
e, o cadena elstea equivalnte, en forma. de enerpla potencal, lito
e devuelio en su totalidad, a1 suprim, ambién pavlating ¥ gradual
mente, Ia faesa P. La deformacin de un cuerpo listico contituird en
todo instante, una transformaciin revesible.

385, — Las bipitsis anteriors aquivalen, en primer lugar, & admitic
aue 1 deformaciin de loe cuerpos elisticos s efstia in froamienta
interno enire sus particalas constitutivs, e deir, sin decarollo alfuno
e calor, y, ademds, que las fuerza P puedsn prictcaments splicarse
aumentando s ntensidad hasta su valor defnitiv, <n un tempo fnfi-
nit, do mado a obtenee una deformaciin infnitaments lent.

Pars oo cntes abstractos que hemos definido como cudenas elistcas, I
primera hipétess pusde admitine con todo rigor; pero para los cuerpos
aturale que clas reprosentan con sufcients aproximacii en 1o el
1o relrentes I resolucin ottion de istemas plancs, no se saistacs
en aleoluto. Ba realidnd, ningen cuerpo natural al deformarse bajo
Aot de fusrsas exteriores, 1o hace sin producie uns determinada can
. de calor 3, por anio, 20 podrd, a desaparece dicha furrzss, de.
volver fntegramente o trabajo por ells desarolado, llevsdo ) cusrpo,
a5 prinitivo etado. Siempre quedard éste con una determinada de.
formacion permanene. S volviers o euerpo exactamente & su prmitiva
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e istema quo resulta l efetuar e cort, como fuersas exterires direc
tamente aplivadas.

i, como direeiin do s tres companentes Xy, X y Xy, elegios Io
rta en ol infinto de plano, I pardlela y la normal a Ia fira media
en el punts do Ia misma.correspondiente I secin en que so b efec.
tuado ol cnrte, sus intensidades inctgnitas (5. 223) corrsponderin &
1 curatarstion en dicha seci6, e deci, ¢ vendri & tomar oo in-
ofgnita biperestitica & eslularse, diretamente ol momento fector I
¥ los esfuerzo pormal, OF, y tangeneal, G, en I scei comsiderada.

= 364, — T muchos casos o s nccsaro tomar como fuersas extero-
o simltincamente lus tres inobnitas, 7, OF 7 G que sapane una
ssciin de v sistema de alma Tens, sino ailadamente wna cotlqiera
e elas.

Para consideras un momento fector como fuerza exteror, bustard efc
e un ort ol ssema de sl lena en I scein considerads, y arie.

lar Tas partes as btenidas (fig. 2240) en el punto A correspondiente
e 1a ftes media, aplicando sobre chapss rgidas sliarinments ligadsa
eon lo extremos e dichus parts, dos uplas de sentido contrario y do
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@ a forma indicada en la figura 221c. Una do las fuersas T ctia
dirctamente en el mudo A y el desplazamiento de su punto de aplicacta,
en uns doformacidn cuslquirs, s el que experimenta dirctaments
dicko mud, La otes Tuerza T ss aplica al nudo  por intermedio de un
resorte NN, que pose igual deformabilidad que a barra A, os dci,

@ 4 @ 5 4

aue, Yamando s 1a Jongtud do In barra N y © s seein, bajo Ia
aceta de fusezas T experimenta dargamientos

T
saliln,
¥a T

guals o los que experimentara esta Gltimn. E1 despluzamionto del
punto N do apliacibn de la fuera 7, se el quo corrsponde al mudo.
 compucsto son ol alargamiento de dicko resrte,
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Bs evidente que ol sistema de la figura 221, en ol que 8o supone que
1 Sucrsss T tienen I intensidd de Ia tensin que en I barra MN ori.
ginan lus cargas P, o sen In intensidad capss de obtener que durante
In deformacién debida  dichas cargas 1a varicién de la distancia MN
sea igual al largamicnto o scoramiento del resorte N'¥, e oquivalente,
en cuanto & sus condiciones de equilibri, al sistema dado (fig. 221a).

“Procediendo en igual form. para s otras baress superfluas, podria-
mos climinarlas, considersndo las tensiones. incienitas correspondientes
como fuerras inctgnitas aplicadas al sistema fositico resulante

363, —Sea, inalmente, un sistema do ceosia rigid. (fig. 2220) en of
Que sus barras constitayen sstemas do ahma lna, con tensiones interns,
o caracteristeas, hiperestitics. Si lo aplieamos un conjunto do cargas
Py (p=1, 2., m), la accion R, que, o través de una seceitn cual-
quiera an, 14 parte do Ia fsuiends trasmite a Ia do la derocha, igual y
de sentide conizario @ a I, que esta dltima trasmite a aquél, e st
eamente indeterminabl, segin sabemos.

i cortamon el sistma de alma lens, que constitaye I barra en cucs-
i, segin I scein a3 sobre chapas rigidas ligadas a los extremos
C' € (fg. 2220) del corte etctuado, aplicamas fuersas opuestas, R
¥ B de Sncnsidad. igual 4 la rescciGn incbguita buseads, el equilibio
Cubsitid. Las fuerzas B y B tendrin la intensidad y rota do aecién
requeridas para impedic que durante la deformacion debida  las cargas
P, las chapas Oy € experimenten desplazamicnto relativo alguno.

Ta fuerza R de 1a chapa C supone tres incgnitas biperesiticns, que
clegiremes.tomando las intensidades X, X y Xy de sus componentes
segin tres dirceiones cualesquiera no cancurretes. Es deci, para man-
tenee el quilibrio una ver efectuado el cote, sobr 1a hapa € tendrems.
que aplicar tres fuerzas, Xi, Xs y X, do intensidadés iguales a los in-
ciquitas buseadss 7 sobre In otrs, C° otrss tres igusle 3 dnsctaments
optestas, Esto tes pares do foerzas opuestas, so podri considerar en
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fuerza variable, s, apleada sobes una cadens clistin ftites, segin
ana disecei6n determinads, suieta oo dospazamientos do la misma en
forma tal que sus chapas gian en torso & puntos determinados. Bsta
sujecitn do desplasamientos no constituye, sia embargo, un vinealo del
istms, segin el coneepto que bemos dado en (386). Ella 2o ek en
etct, preva ¢ independionte de s cargas acidentals que, sgin dirc-
cione cusesquiers, s pusdan splicae sobre el mismo sin, en cambi,
Suncién directa de estas cargs, EL desplacamiento origiado por 1o
fuarsa P, o por otre cuslquira que sctie sobre ol sistema, no ¢s, por
consiguinte, w desplcamiento virtual.

Las cadenas elistias sotiticas como las do 1a figura 235, no pueden.
experimentar mis desplazamientos que 1o originados por 1as deformacio
s debidas a cargas accidentale, s der, no son suscpties de despl-
amicntos virtuals de ningura espeie, o mejr, 1 e quiere, wlo pede
experimentar un desplazamiento vietual mulo o idéntio.

i en llas e suprime lguno o alguns de los vineulos de sustentacin,
resultarkn susoptibles de los dosplzanientes vietuales del conjonto st
variscin, relativa de posieitn de sus eslabones, como i se tratara do
chaps rigidas, y de cllos habré, por consiguient, tantos independicntes
eusatos grados de Tertad dejn 1 conjunto, s sonsiderado somo righ
o, o vinelos suprimidos,

384 Se, abors, una cadenn elistiea Wiperstiica (fg. 206). Sus
et desplzamientos posbls sed, tambin, los debidos 8 L defor
maciones orginadas por cargss ccilentale 3, por tanto, tamposo Teulta
suscptible de desplazamiento virtusls de ninguna ospci

i en el suprimimos un vineulo externo o fnterno cwlquiers. (6.
2560 y ), o equilibrio, bajo In acein de un sistema dado de cargas,
podrk manienerse aplcando, en reemplazo de dicho vineul, 1 rescetn
Hiperstitica X, quivalente. Abra bien, pars cualqier sistema do car.
a8 que apliguemos sobre I cadena. listien af coniderads, siemprs ha.
br fueras segin s diecciones X los desplazamintos, o deformaco-
s, do In cadena starin sometidos & las sojeciones que, de acuerd
& 1o stablcido en (383), mplian I Tucrzas segin estas direciones.
Vil deir, pue, que estas sujecconcs, comunes para cualquir despla-
samiento del istem, constituyen vineulos dentro del concept esable
cido en (376).

Por consiguinte, 1 cadenss clistivss en as que, como s de s
figuras 2065 3 & s suprime algin vineulo, reemplazindolo por 1a
reein biperestitioa X, quedan sujetas, adenis do los rstantes vineu:
os cinemiticos, al ineulo ldstico que realta do aplicar fuerzes coles.
quiers segin 1o diraestn de dica recoidn.
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considerarse como resutants de dos traslaciones paralelss & 1os ejes y
de una rotacitn en torno al centro de caordenadas y cada wno do ctes
desplazamientos companentes es equivalente con uno do llos

382, — Anilogamente,  una cadens cinemitia lire do » chapss, que
posee -2 grados do libertad, podremosdarle sucesivamente rotacionss
Flativas arbitrarias en torao 8 cada una o sus #—1 ariculaciones
intermodias, con o que obtendreraos n—1 deplaramienta virtules inde-
pendients.” Ademis, podremos considerar ol eonjunto como una chapa.
rigida y darle suesivamente, traslaciones segin dos ejes de coordenadas
'y una rotacién en torno al origen, con 1o quo obtendremos tres muevos
desplazamientos virtunles independients, qu, agregados  los »—1 an.
eriores, nos dan Ios -+2 que corresponden & los grades do libertad
el sistma,

7

Otro desplazaminto cualquiors do la cadens. quedaré dterminado lle-
vando una de s chapas, conjuntamente con el esto del sistema supues-
o rigido, & su posicién defnitive, medinte traslciones paraleas o los
ejes de coordenadas y una roacién en torno al origen, 3 baciendo expe-
rimentar, lucgo, rotacione relativas determinadas sucsivamente en tor.
0.8 cada una de Ja artculaconcs Itermedias. BI desplazamiento srf,
por tanto, reultante de-una serie o desplazamicntos equivalentes con,
Lo antriores 3, por consiguiate, dependiento de los mismos.

383, Desplazamientos vircuales d cadenas elfsticas. — Se (1. 215)
una eadens eliticn sostiticaments susentads y, sogin una direecién £z,
apliquémosle una foerza culquiera P, con 1o que xperimentars una de.
terminada.deformacién, o 1o que es equivalente, determinados despliza-
mientos de sus elabonca. i hacemes variar I intensidad de dicha fuer-
2a estos elabones experimentardn, egin sabemos, rotacioncs absolutan
proporconales & 1a i, en torno & polos fjos ¥ determinados. Una
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inctgnitas X,  Xa, capaces do impedi lon desplazamientos que segin
s respetivas direciones experimentarian los puntos 4, y A de Ia
chapa 5, durante 1a deformacién debidn  as carpas ., o muevo si.
tema srd también equivalente al de la figora 2190,

362, — Consideremo, ahors, un sistem de rtialado con barras super-
abundantes.(fig.21.), en cquilibrio bajo un conjunto de cargas P,
(p=1, 2,..., n). Si cortamos una de las barras superabundantes, I
AL por ejemplo,  en los extremos C y C (fig. 221b), aplcamos fuer-
a8 7, igusles y de sentido contraio, equivalentes & 1 tensin que las
cargus P, originan en Ia misms, ¢l equilibeio prinitve, evidentemente,
o alteard. .

Las fuersas 7, que implci una sol inctgoits, desde que sus ntensi-
dades son iguales y de signo contrari, trasmiten su ocidn al resto del
retculado por intermedio de los dos trusse de barra C y O, y e
desplazamientos que bajo las cargas Py, experimentan sus puntae € y €
e apicaitn, so iguales 8 1os que, en virtud de Ia deformacién propia
mente dicha de sistems, corresponden & s mudos M y N compuesten
respetivamente, con o largamientos o acoramientas que esperimentan
ichos trozos d barra O y C°N.

Por comodidad, supondrenes Leeho o corte n uno do lon mudos, el M.
por ejemplo, y representaremos csquemitiamente el istema resutants
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cibn dads, bajo a acci6n de wn conjunto de fusrsas, que o frabajo de
esas fuersas, durante cualguier desplozamiento virtual efectuodo o par-
i de dicka posicidn, sea igual o menor que cero.

Si el desplasamiento vitual e reversible, se requerird, para que la
condici6n anterior quede satsfecha, es deir, para que biya equilirio,
Que e trabajo virtual sea . Si fuera, en efectn, negativo, durante
o desplazamiento vieual igoal  de sentdo contrario, posible por 1a ro.
versibilidad supuesta, resultarfa positivo y no babria equilirio, segia
e envinciado aaterior, Do squ e princiio de los trabajos virtusles para
Tos dsplasamientos reversies, que dice que:

L trabajo virtal sesulionte de wn conjunto do fucreas que mantiencs
un sistema de puntos en quilivrio, s mulo pars cvalguie despazomiento
virtual reversibe da este dltim.

588, — Los vineulos de 1o sistemas plancs empleados en las construc.
ciones, tal com los hemsos encantrado hasta ahors, son todos bilaterales,
o, por 1o meno, se mantienen tales dentro de los estados do cargas que
poeden actuar sobre dichos sistemas, . todos los desplazamientos virtu-
s, e deci, compatibes con llos, son, por tanto, revesibes B ade.
lante, pues, siempre que 10 hagamos indieacién specil en contra, 50
tratard de desplazamientos virtusles reversibles y deberemos aplicar
principio de los trabajo ietuales en In segunda forma enunciada

569. Aplicacion del princlplo deIos rabajos vircusles. - Ecuaciones
e trabajos virtuates. — Aceptado, por abors, sin mayor explicacién, o
principio en cuetin, 10bre cuya comprobaciGn 1os oeuparemos més ade-
Tante, vearsos c6mo se aplica en la rescluci de sistemas plance.
(Consideremos al efect, un sistema cuslquier, que debo permaneser
en equlibrio, bajo 1a accién de » cargas conocds Py (p=1, 2., m)
G fuermas de diseciones determinadas, pero itensidades incipnias X,
(G=1,2,..., 6) ¥ propongimenos ballar Ios valores de stas Gltmas.
i damos o sistema un desplazamiento virtual J,reversible, 3 a3 auy
s0n Toe desplazamintos correspandicntes  1as furaas Py y X, of princi
bio enunciado nos dice que para que haya equilbio debe verifcarse que

B Pt 5 ooy -0,
3 10 proporsions, po coniuiot, na ccacén el atre o e
idude ncita, o amaremn cvacion de fraeio vtule.
Dando atos deplramieto il a sitomay Stendrmta scus-
cions anlegu, y s oncbe s e sa posbe oicner o nimers @
it pars bl o viloes o o cigitas X,
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Por otra pare, i damos luego otra dformacién al sistema, atribu-
yendo valare aritrarios U7 (=1, 2..., &) al conjunto de dichas
Tuerzas X, obtendremos . nuevo desplusamiento virtu), dependiente,
como e il ver, de los anteriones. Este desplazamiento o, en efecto,
1 deformacién resltants de la debidas a cads una de las fuerss U7,
supuesta sislads, y los desplasamiento virtules que cotas timas fmplc
can son, & su ve, equivaleates do los dobidos & as fueraas Uy ante-
Formente aplcadas.

Bl sistema results, por taato, suseptible slumente de un niimers de
esplazamientos virtule independicnts, igual al G’ de vinculos saper-
fuos suprimidos.

En resumen, se tiens que

n sstoma Nperestitico ol que so sprimen 1o fotalidad o wn mimero
cxalguioro G de vineulos superfluo, reemplasindlos por las rescciones
hiperestiticns Xe (=1, 3., @) cquivalentes, s susceptibe do G
eplasomientos virtules independionts dodos por os deformacionts gue
e btinen al atriuir suceivomente lores arbitrarios Uy (i1, .-,
@) o cada wna de las fucrsos Xo, suponiendo. simultincamente nalos
s retontes,

§ 2.~ Principlo de los trabajos vircuales. Enunciado
¥ aplicaciones

386, Trabajo virtusl, — Definiclones. — e luma frabajo vt de un
sistma sujeto 8 un conjunta ualquiers do fuerzas, durante un dote.
minado deslazamient virtual del mismo, 1 producto eseaar resolante
do dichas Tueraas por Ios desplazamintos experimentados por sus pun-
s de aplicaci n ietud del referdo desplazamiento virual, o 1o que
1o mismo, al trabaio que desarrolaria 1as fuerzas aplicadas al sistema.
durante este desplzamiento vrtual,

Por brevedad, maremos despocominto virtual correspondionte o
wna fuers, o, simplemente, desplazamionts virtual de wna fuers, 5 la
proyecciin sobre su direciGn 4l desplazamiento esperimcntado. por 53
punto de aplicacén durante un deslazamiento virtual del sitema en
aue et Segin esto, trabajo viraal de vaa fuera, durante un deter.
minado desplazamiento vistual del sistema en que st aplicad, €5 ol
producto de u intensidad por el desplzamiento virtual correspondiente.

trabajos vieoaten,— Bl pris

e 1o trabaj vistule dce que:
Es condicon necearia y suficients para gue wn sistema do punis,
suielo 0 vinculos dterminados 0 montenga en equiirio en wna pos.
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4 aplicamos, por tanto, uns fusrza de intensidad abitraria Ui, segin
1 dieesin X, do la reacion correspondiente al vineulo suprizido, ¢
sistema experimentari una. delormacin que constituye wn desplazomiento
virtual, toda vez que corresponde a los Gaiees vineulos que permanecen
comunes para culquier estdo de cargas.

@ PGl

©

Si damos & X otro valor arbitrario U, oblendremos wn muevo dos-
plazamiento virual que seré equivalents de anterior, desde que los des.
plasamientos experimentados por s puntos del istema bajo Ia aceida
de I fuerias Ty y U/ de misma recta de sccitn, o0 proporcionales
a sus intensidades

385, §i en un sstema iperestitico suprimimos o totalidad 0 wn
nimero cualquers 6 de sus vineulos superflue, de sutentacén o intr-
s, y s recmplaamsos por 1as resccones biparetitess Xy (1=1,2,...,
@) cquivalentes, obtendremmos un sisema que, para culquier estado do
canga, tendri iempre fuerzas aplicadas segin st resceiones X, 7 que
‘o tanto, estar sometido  Jos vincalo elistits que clls implcan.

i en dicho sistema dumos sucesivamente valores arbitrarios Uy (6= 1,
2,..., G a cada una de las fuersas Xy, suponiendo nulas las retantes,
Ohiendremon G deformacioncs que serén desplazamientos viruales ovi-
dentemente independientes, por tratarse de deformacions ocasionads por
Suersas do direcidn distiota.
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655, o infrir 54 (fz. 67).—EI polo rlative de s chapes
517 82 ot ol panto A impropo de In direccitn 1. Considerndo,
en efecto, I chap S, ariuld por 1 5, 3 5, e pusts improion, 5
deduce que s un punta mproio; pr ot pare, cando Ia 4 acin.
i con I S5 &y o I S, en o punto fmpropio d Ia v
B parstela Ja 1% (v (649), resulta que debe encntrare tam-
bitn wbre In recta.que e con st punto impropi, o e, sbre Iy
170"y, e, sein airmilamos, 1 punto impropio 4,5, Bl polo de 13
chapa S5 e, por comsiguint, el punto O de nercitn de a0y
Aupe parslda 8 15y de I vertical do B

Considerando I resa 4°1, como clistca de Ia chapa 5, a de a Sy
ord n parala e psa po .

Para hllar J clisticn d 1a 5 s b detrminado s poo O bsr.
vando e e aiciada son I Sy e l punto improio Ay de I
diesciin 34y con 10, e e improio s, de las Sizontalen (649,
50 deduce que s o punto Os i que s cor 1 01 - 3 I parlcls
traada por O & 1a reta 34 (rcta O A1p.). Lo clstin de I 5
e, por ant, I paralel a a trazadn por Oy Lo de I hapa  quela
e diretamente por 1a 1,

Para obense of deplasaniens o corrsponlint 8 I s, s b
Consdersdo aue o vector p (3) 4 la proyecin verieal del deplaa.
into reltivo de las dhaas Sa 3 S, & que petenscn, respctivament
o punton 43 3,3, adends, que dicho dspasanient v 8 per.
Dendiclar 8 34

En forma completament igul e Bllaan s lines de infuncia do -
o barres el cordn nfeior e surrsponden » s claps inferors

pares S, S

656, Cordin inforior 2.3 (fig. 367).— B palo relativo do las chapas
Scy Saes el punto Ay =1". Comsderando Ia 5, srticulads con S
en Ay ¥ con 5y en 1, sododuce que s encucntra sobre 1a 1 p. = 12
Considerando Ja 5% o e llega & ninguna conlusign nueva. La 8, st
setculada con 1a S, en 07y con 1a S5 en ol punto 4. impropio do
las orizantales; en ofecto, por estr Ia S arteulada con ', y S en
puntos impropios, deb sex punto impropio, 7, en virtud de a 57, aricu-
Iada con Ja 8, 3 Sy en ¥ 3 2, s0 encuentrs que debe pertaneer 8
borizontal 1. Estando, pues I §, articalada con Ja 5, en 07 3 con I
Spen A'yp., o polo relativo Ay debe encontrarse sobre la 0” 4
e decir, sbre 1 Borizontal trazada por 07, y como también debe hallarse
sobre 1o 12, sers of punto 17 Ay de S0 intersecidn, oomo afirmi-

bamos.
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pusto experimentaria bajo I sseifn de las cargss. Ademis, sobre Ia
chapa. 5. ligads 2 priner clemento aplicariamos una nueva fusrza Xy
capas 8 mpedie que 1a misma girs en torno & A bajo dica acion de
aa cargas. EI sistema de la figurs 2190 ss enconraria. evidentomente
0 las mismas condiciones que ol de la 219, puesto que 20 pudiendo
raladarse ) punto 4 & causn de la fuersa incbgaita Xs, i giar Lu
chapa S, por efecto de Ia X, ) primer demento 4 permaneceia om-
poteado.

@)

Por otra part, no e indispensable que ol apeyo mévl eté ligado al
punto 4, pudiendo estarlo 8 cualquiera de Ia chapa . En eecto; el
sstema. Tepresentado cn In figurs 220, e evidentaments equivalente al
6 1a 2190, puesto que estando sujea I cbap S, al vineulo del des-
plazamients itico por causa de los tes apoyos mivils Ay, As y s,
<l primer elemeato 4, 70 pusde experimentar ningtin desphzamients, o
1o que s I mismo, permanece empotrado. Ahors bie, s suprimimos lon
apoyos mbviles 4y y 4y (1. 220), poniendo en su reemplazo foerzan
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Sea un sistema s0jeto & un conjunto de fuersas exteriors (conocidas ¢
inciguitas) Ry (=1, ..., #), y démosle suceivaments m desplaza-
mientos virtasles independientes, j, (=1, 2., m). Si s ol des
Plasamiento correspondiente & a fuerza R durante of desplazamiento
virtual j, o principio de los trabajos virtuales, aplicado a los desplaza-
mientos dados, nos conduce a las m siguienes cucioncs lineales entre
s uersas Be:

£ R~

Genzoam

i damos, ahors, al sistema wn desplazaniento dependiento do Tos m
anteriores 7 llsmamos a el desplazamiento correspondinte  1a fuerza
Ry, tendremos, en virtud del mismo principo,

I rea-o ©

Abor bie, por deiniién de desplzamiento dependiete st timo

aplsamient debe e romltaote do v despuamicnto 7 (7 =1, 2,

) oqivalentn con o J. 5 s ' o dspacamicnos o

erkpondinte o 0 Tuesas I, durate oo desplasamicnos istuales 7,
cber teners, s,

]

desde que siendo el desplazamiento que experimenta cl punts de aplica
ci6n do In fuersa Fy resultante de ls que tenen Iugar durante Ios des-
Dlazamientos virtuales 7, al pogeetarios sobre Ia direcstn de dicha fuer-
72 deberk. resular Ia progeccién  del primero igual a Ia suma de s
proyeciants @y (=1, %..., m) do los segundos, como establecs la
expresidn anterior.

Por ot part, por et lon desplazamientos virtusles 7 equivalentes de
o e tendrh

en 1a que o es un constante para cads desplazamiento .
‘Sustituyendo en In anterior, o tiene
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o oo problemas que 5 s presstaria en la resolucin de sistemas
P, podsemos lgar sempre » tantas scuacions de trabajos virualos
como incritas, e doci, o valores e esas limas podin ser determi
‘ados sin ambigiedad de ninguna especi. Para probarle, comencemas
por ecstrar que 1o e obtienen ecuacions do trabajo virtuale inde-
pendiates, o sea que o puda pasarse do unas & otras mediante sumas
algebracas de sus miembros prevismente mulplicados por coctcintes
eterminados, cuando lon desplazamicatos virtuales que Lo dan origen
eon, - ver, ndependients

390. — Dos desplazamientosvituales equivalentes condcen 0 wna mis.
ma eacidn de trabajos virtwles.
Sea un sistema en quilbro bajo 1 acci de » fueras By (=1, 2,
), conocidas o incignitas. Démosle un desplaamiento virual } y
s¢an g los desplazamientos corresondientes 8 Ias uersas B virtad
e prineipio de los trabeios virtuales, s tene 1 sipuinte scuseidn

Srao “

Demos, abors, un mueso desplazamiento virual & equivalente al ante
ior, cuyos despazamientos, s, corrspondientes s fuerzas B, se-
o, por tanto, proporcionles & on anteriors, s dee,

Gaaay GeL%.m B

Aplicando e principo de Jos trabajos virtusles a este uevo desplaza
mient, e lega 8 Ia expresén

Triou=o
qus, remplssando G por sus valores dados por las (8], se convirte en
Lrou=sX Riay =0

Bra-o

ecuacin igual &

o], eomo quertamos demostrar,

391 — Lo acuacion de rabajos vitusls que corresponds @ wn despla-
camiento dependient do ofru, s una simpl consecuenci de s gus atos
ltimas proporcionan, e decr, wna combinacion inal do as miomas,
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1 mitad dl o 1 hapn corrspondicte ismimido e 1 ((a

¢ corresponde ol punto £ )
4 Los pals relativos do las chapas superiores pares 5, %
on los puntos impropios 4,5,

ectas 0°Y, 072, 0°%, w,(- Ia chapa 8 corresponde Ia recta 0° ‘7)

50, — Sentado o aterior, veamos,aors, I forma de una do las elis
ticas poibss del condin infrior del mecanimo de que e trat.

s
oAtk

Sea 4B (fig. 5) e efo y (8] AL, y (] o=12, los listions
de las chapas S,y

Estando las S, S, ... artiealades con las 5, en puatos improios
Ao, Argns Aaey - s clisticns serin et parens & la 5],

Por ora part, considerando una barea par cunlquicra del conddn inte-
vior, I S, por ejemplo, su pol relativo respesto de a5, e también wn
‘punto impropi. Bn efeto; e de a7 respecto de la S, e impropio y
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aplicada en la unidn i, en dos traslaciones

Ry

Tt

segin s dircciones respectivaménte de low csfuerzos mormal O,y
tangoncial .
En virtud de la rotaidn relativn 8 de Ia chapa scs con respeco &
el par do cuplas opuestas O, desarrolla. desdo que ellas
i gradualmente desde coro basa s valor finl, un trabajo igual &

1g
S

anilogumente, por las trasaciones relaivas m, y ¢ los pares de fuerzas
opuestas 7,y G, oriinarin trabajos, sespectivamente igusles &

3 el trabajo total desarrolido por las tensones internas en torno a la
unin § ser

(amsorin )

o los valores de 0, ne ¥ e dados anterormente,

(e )

Sumando las expresiones sndlogs para todas las uniones § (i1,
. %) obendremos el trabajo toal @ desarollado por Iss tensinen
interaas que buscams, o trabajo interno de deformacién, que, po ser ol
trakajo acumulado en forma de energia poencial e e interior del ss-
tema, resultard gual, adems, a trabajo de Jas fuersas exteriors dado.
por Ia (o] de (109) e decie s tendi

0-;@.-%i(.‘l{.‘n+.‘1§:.+%’.‘n)-; Ere a1
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52, L barra considerada corrsponde  1a chapa ' del mecanismo.
e Ia figura 365, En form completamente igual se obtienca las lineas
e influencia de s barras del condin suparior que corresponden . las
chapas pares S, 4, Se... A a isquierds do la sccin, I linea de.
inflencia etaria dada por s quebrada. constited por lados alerma-
tivamente paralelos, otenidos de acuerdo con 1o expuesto en (650

653, Cordin superor 2.5 (fig. 366).— Bl polo relativo de lus cha-
P S, 3 85 s el punto impropio Ay de as horzontaes, Consderan-
0, a fecto, a chapa s, articlads con 1a S, en 1y con Sy e 3, 50
deduce que debe axar sabre 1 horzontal 12 3, tomando en cuenta 1a
., artculada con S, y Sy respectvamente en los puntos impropios.
C1e ¥ s, Feulta que también debe cncontrarse sbre Ia rcta i
Dropia o e & esos dlines 3 que, por consiguiente, est dado, com
deciamos, po In nterseciin 4. do eta Gitima con Ja 12.

Ademis, o poo do la chapa S5 e ol punto Oy~ B. Considerando I
recta 471, como elisica de Ia chapa S, Ia de la S s la paralea (S3]
aue pasn. por B, ya que ambas st artculadas en el punta impropi>
A La distica do a chapa 5 quola dada por a 1.2,

Para hallr ol desplazaniento o corrspondiete 4 In incgaia, s b
trazad, como en el cas anteior, Ia clitica de Ia 7 a a quo perencee
el punto 2 ¥ que et constituda por Ia paralela u I (5] determinada
por 17, En lo demis 50 sgue exaetamente igual camino que en el re-
ferdo caso anterior,

En forma completamente andloga so ballarin Ias ineas do influencia
e 1as barras superiore correspandientes . 1as chapas impares S, 8
Soee-; 8 la aguierdn do la seccén correspondiene cstaran formadas.
Dot una auebrada.de lados alternativamente paralelos, determinados s
vendo o etablesido en (650

54, Condn superior 1 (fi. 366),— I mecanismo que resulta al
pover en evidencia el segundo cordin superior 12 es el que representa
I Tigura. Los poos de sus chapas 5, y Sy son, respetivamente, ox
Puntos 0,4 y 0=, su elistia se reduce al trifngulo trazado.
e la figura
Con el obeto de obtene el despluzamiento & correspandiente & 1 i

cignia, 5o ha trazado, como en los casos auterores, I elisten do Ta
hapa ', consituida por I paralela s Ia 8 determinada por 4"






index-111_6.png
¢=2¢.-;2 o+ O s,+‘6u,)=%§‘m».

=1





index-286_7.png
e T I L
FEr=trirer e ottt

I e o et s o i i e e it
st et o s s o b i e
m—u-;'.;‘;--:u—-r‘:‘mur:vu e £y B e






index-387_1.png
otro tanto sucede con of de a 5y 5, ol de ésta y 8, y, Hnalmente, ¢
o dota 3 a S, Es deir, 1a S, esé ligada con Ia S por uns cadena de
chapas %, S, 4, artieuladas entre s en un puntos impropios , por
consiuinte, también 1o ser 52 polo elativo Ase, de scuerdo con Io que
afirmibamos. Quiere decir, pues, que las elistions de todas las chapas
pares inferiores sorn reetas paralelas & n (S.] = 1,2, La clistin total
dol deaplazamiento consierado del mecanismo e redcir, por tanto, &
1a linea quebrada representada en Ia figura, de lados alternativamerte
paralelos a 1os [5,] 7 (5]

L linen que une los puntos medios 17, 2%, 3%, de sus Jados pasa
Por A"y e paralela a Tas Yoo’ y 1w, que wnen s punies extremon

Todas estas consideracione s serin de fundamental utilidad para. el
trazado de as linea de influenci de Ia vigs Warren doble representada.
en I figura 366, de que pasamos & ocuparncs.

81, Cordin superior 54— T fizues 365 muesta of mecanismo que
resula al poner en evidenca esta nchgnita. Para ballar sus polos e ba
comenzado por determinas el relativo de s chapas S, ¥ S5 ; con est fin
e ha consiterado como chapa suilar la %, cuyas polas respesto
‘quélas som, respectivamente, A1/ = 1" (véas lo establecido en (649) 3
As.ne; ol polo reltivo 4,5 so encontrak, por tano, sobre a reca que
me 17 eon A, 5. e deci, sobre 1a 172, Por otra part, el palo elativo
o S, respects de 5, 08 Ay, (viase (649)) ¥ respecto de Ia Sy el punta
€ A, dcbe esar también, por comsiguients, sobre n 34,,- 3 serk
i o A2 de inteseein con Ia 172,

Hallude este punto, ol polo do la s cs el punto Oy==3.do intersc
cidn de I Oy y de T vertial que s por B,

Trazads 1 rects cuslquiera (5] como elistia do Ia primee chapa .,
1o de Ja Sz debe cortarla sobre Ia vertial do Ay p=2, e deci, debe
pasar por el punto Ay, ¥ 8 (8] = A, B trazada en la figurs.
Pars compltar 1 clistion e ba considerado que 1 (5] debo sr, segin
(650, paralel a la AL, de I, ; 1a 1,2 queda dada direstaments por
Jas 2. y 2 debiendo como verifiacion resular paralela a la (Sl

Con el abieto de determinar 1o varicidn do distancia @ entre & y ¥,
que constituye el desplzamiento correspondiente & In incfita, se ba
trazado In elisiea (4] do a chapa S5, que puss por 27, Y s paralla
& [Sal. La proyeseidn vertical del desplazamiento reltivo do las chapas
4.3 S et dada por el vetor p (#) ; como st dsplazamiento el
‘e nornal 8 1a barra ¥, si por p s¢ trasa una perpendicalar a exta Gl
tima ¥ por (¥) una borizontl 8 tendri en p &'y, dicho desplazamiento
elativg, cuya proyeseidn horizontal da la vriacidn do disancia busada 3.
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11, Teabajo nterno de
Iabones infinitésimor.—Sea un stz do alma len, fositio o b
peretitcn, cuya fibes modia, momento de nerci, 1, Grea de la sccitn
transversl, 0, asi como la carastoristias, O, 97 ¥ G, sean suscept-
bl de ropresentarse por L siuientes funcione continaas y regulares
e la variahle 5

yesen  T-l@; Q=065
O @i OO () T T,

s i, e un sstema do alma lens representable po una caden lis
ten de clabones infinitsimor.

51 tomamos una cwlquiers de las cadenss de cslaboncs Gaits, do n
wnones (00 € 1) (0=1, %,..., %), cquivaletes & dicho sistema el
trabajo de deformacitn de Ia misma, segin 1o establecido en ol nimero
anterior y dentro del grado de aproximacitn que resule do la longitud
s do los clementos comsideradon, ser.

Haciendo tender a cero la Tongitod do dickos clemento, en ol limte
¢ tendri que o valor exaeto del trabajo en cucstidn, e dado por
Ia expresin

R T T

sendo 1 1a longitad de la ibra media del sistems, OF, I ¥ T s
Caraeteritcas en un punto cuslquiera de abacsn 5, dadaa por s fune
ciones anteriores y ', ¢ 3 Y, respectivamente, 1a masa eistea 3 Ios
costicientes do traslacidn normal y tangencial po unidad de longitad de
ibra media o espcific, dados como se recondac, por las funciones

.
el

@) -

'
A

)

1

SrOmge
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también & 1a mitad, con respeto & Iu Warren simple, In distanci entre.
los puntos 1,2, 3. e aplicaién de s cargas: adem, tambin divide.
por doa In longitud libe de las piezas comprimidas 1, 2%, 4,
del condin superior

648, — Antes de ceuparnos de T lincas de influenca el sistems quo
estomon tratando, imvestiguemos cinemiticsments el mecanismo do Ia £
gura 964, determinando los polos rlativos de ss diversas chapas respecto

i

fe |

¢ 1a primers ... Dejando fija csta chapa 5, dichos pols relativos a0
corin . cosa que los polos absolutos de os dsplazamintos posibles
e 1as chapas del mecanismo de un grado de Libertad que asf eslta,

En estas condiciones, los polos de las chapas , y &, son, resectva
mente, o6 puntos 0'y= By y O,

L polo de Ia 5, ligada con Ia S, mediante ls baerss BoCy ¥ 4,81,
e el puato impropio 0, de s inersccién.

T Sy est articlada con Jas S5 y 5, respetivamente en 4y ¥ en
punto impropio A, de interseacito do las By ds ¥ By Cs. S polo
eber encontrars, po tant, sbre L O A y O's » A s deci,sris
 punto impropio 0. del cordén inferir.

L 8 et articulada con s 8, 5, respectvamente, en Ao ¥ B
Su polo s deber encontrarse, por consguiente sobre la O34
v By o5 decir, s ol punto By

n forma. completamente igual se demuesea que 1os plos de las ros-
tantes hapas son los puntos marcados en la figora.

649, L figura 365 resume 1a ubieacdn de estos polos rlativo, que
o determinan de seuerdo con las siguiente roghas sencillas.
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Con gl citerio, pusden constities reiculdos tipls 3, en general,
miltple.

Aparte de los dobes, Ia cbtenctn de s lneas de influencia de esos
reticulados e hace, por 1o geners, sumamente compleja; su cleulo 56
etetin medante procedimientos aprosimadas que s cstudian en ls cur-
00 apeciale e puentes, procedimienton tanto mis fustifcados, cuando.
dichos otiulados mltpls se aproximan mucho en 1o que s relcionn
s comprtamiento & verdaderos sstemas do ama llena.

Nos ocuparemos, por tasts, solamente de Js retienlados doble. Nda
aificntars, por otra parte, obener, cusndo se desce por asones espeia.
lon, 1 Hiness do inflacncin e Jos milkiples, recarrindo, para o, &
disgramas de WillotMohr, y sizviendo. exaciamente ol camino que so
expane en los imeroe (644) 3 sipvientes para of retieulado ¥ doble do
atara variable.

647, Viga Warren doble de cordones paraielos. Bl sistema e ol e
presentado en In figura 565, Dos barras do condin, opuestas, s 2.5y
23, por ejemplo, estin articladas ficticiamente entre 3 en ¢l panto de
eruce do las dingonals 2.3 ¥ 2. que Ls ligan; ol sistema s equivalente,
por tanto, en cusato a s comportaniento ciemiitico, al cnstitudo por
chapas triangalares atiuladas on Jos puntos 07, 1, 2., representado-
en la figura. Bsto indics, ademis que, sin alterar s tnsiones en el
istema, o posible rticlae entr s Ias barra de dingoual. Eeta e una
2 1 ventajos el eticulado que s ocupa, puss, con etas aticlacio-
e s consigue reduci I mitad In s Tbee de s dingonale ompric
mides, Por otea parte, I adopei el dobe Jusgo do digonales reduce
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3. Disgonal infeior 1.5, —No se presenta ninguna difieulad, co-
mo indica I figurs 950 Para halar 1a esal, se ba valdo e a rota-
cin relaiva de las chapas S, 5, observando que la A, da también
I desplzamientos do la S,

44, Barras 13, 25 y 43— Estas barras o trabajan para cargus
que st sobre o ondin nferior.

645, Viga en K de cordones paralelos (fig. $51).—Las lieas do
nflucncia de s diversas barras o obtiena en I misma forma quo ea
e cuso anterior y solamente queremos ocaparaos de la del montante
contral 1215 que se simpliiea notablemente, reduciéndoss ol tridogalo
indicado en Ia figura 351 .

En efect, ol polo relaivo Aoy s en este caso, of punto impropio de
103 1012y 1315 l palo relatvs 4. de las S, , deberk encontzarse,
por tanto,sobre I reta que e el punto 14 con e Ay, Feta que pass
evidentemente por 11, Bstando a S, actcalada con Ja 5, en ol 11 y con
1a 5, tambidn en 11, resulta que 5, 7 5, estin articaladas entr f en
dicho mismo punto. Pero, por consideraciones anlogas se deduciria quo
1a S, et aticalada con S,y S5 en 9 ¥ que, po consigiente ete punto
e tambida astcalcién relativa de S, y 5. Eetas chapas tinen, pus,
s asticulciones relativas, o 1o que s 1o mism, 1o son suseeptbles do
Acsplasamicaton rlativa, comportindose como uaa nics chapa, que 0.
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0 0 encuentra acteulada en A 3 apoyada en B est ajeta al vinealo
el desplazamient déatic.

L elistia tien, por tanto, ordenadas s e las parts correspon-
entes  cstas chapas, 3 30 veduce a los desplazamientos de s S y B
indicados en Ia figurs, que dan la linea de influcncia de la barra 12:1
para cargas inferiores,

Para ballas Ia varacin de dstancia @ entre 12y 19, s ba determinado
el punto 18, valiindose de Ia alstica de I 5. que pasa por 9,10, y
debe ser paralels  1a (8] por estr S, ¥ 8 aricladas e ol punto im-
ropio Aus.. No o, por otra parte, necesario determinas ete punto 13,
3 que de Ia figura t deduce que ] desplaamiento de 12 o igual & 5.5,

§ 4. — Reticulados miltiples

4. Pretiminar, — Otra form de salvar grandes lucs consiste e la
‘adopeity do los llamados retculadés miltiples, que se obtienca por la
Superposiion do varios retculados Warren (en V) o Prat (en N). Ask

3)

1a figura 362 representa un reteulado doble Warren (%) como s ve, &
equivalente a dos eticulados Warren superpuestos con cordones comuncs
(fg. 362, b 3 ). Andlogamente, l sistems de Ia figura 3630 esth for.
mado por Ja superposiién do s dos sstemas Prat do as figuras 3635
ye(.
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relativa de la chapa S xespecto de la ,; comiderando Ia chapa 5, ac-
teulada con cllas respectivamente en 13 y 16, s0 deduce que debe en.
contrarse sobre la 1816 ademis, considerando la S, articulada con In
S en el punto Ay de interseecidn de las 1012 y 1315,y con Ia §, on.
34, resulta que debe encontrarse también sobre 1a Ay, 14, Y que, en
consecuencia s el punto 4. seflado e 1 figurs.

Obtenido este palo relativo, reulta que el O, s encuentea e I nter-
secitn de la 0,11y de Ia 02, ¥ o1 0, en Ia do as 0,10 3 0,9.

Con estos polos se ha trazado Ia listica 4,12, para la mitad isquier-
da; para 1a mitad dereeha I sdo completada.por simetria.

A Tin e hallar I variaci de In distancia @ entre 12 y 13, s b trazado
9,0/m10,07, In clistcn de la chapa S, que da al desplazamiento
el punto 13.

40, Diogonal superior 7.11. — Comencemos por hallar I ssteulacion
s (. 360) de as chapas 8, S del mecanismo correspondiente a esta
diagonal, indicado en Ia figura; ella debe encontrarse, por de pronto, so-
bre la hirizontal 69, Tomando la barra 7-8 como una nuess chapa ausi
Jinr S que et aticulada con Ja S, en 8 y con Ia 5 en ol punto dum
e nterseccin de las 7.0 ¥ 511, resulta que también % encuentra sobre
18 AsmB=B1L y s, por tanto, <l punto Ay de interseccén de Ias
barras de corén 6.9 ¥ 811, como en el casn do la viga Prat.

La linea do influencia tiene Ia forma que da la figura. Para ballar la
variaciin de distancia a entre 7 y 11 se ha considerado que 6,9, 8, 11,
representa también In elistca e Ja barra superior 811 u, ¥ 80 ha
trazad, ademis, Ia clistica de Ia chapa S, dads por Ia s 6. L.

ra s de In scala queds dads, como indica Ia figura, en foncién de
Ia rotaidn relativa de Ias chapas S, y Sa (%)

641, Disgonal superior 15— L obtencitn de su Tinea de influenci,
marcada e 1a figura 360, no ofrece ninguna particularidad

642, Disgonal inferior 7-9_(fig. 360). — 1 polo relativo Ay es ol
punto do intersecién ¢ 1a 6:0'y 811, como indiea a figura, ¥ el trazado.
de 1 Yinen do influencia no ofrece ninguna dificultad. Para obtener la
variacién de distancia a entre 7 y 9, s ha trazado la elistiea 0, 6, de Ia
brra 768, y valido de I rotacion entre ésta y la 6.0; & fin de
determinas el polo 0. 5o ha hallado primero el 0y do la 8, intersecién
e las 0,8 ¥ 0115 0, ha xesutad, despuis, por el punto comiin & las
07508

7 P bt et e 4 i i e e 67
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TRABAJO INTERNO DE DEFORMACION

conjunto do m cargas B, (p =
tad e 1a Ly de Clapeyron ¥ segi hemos vsto en (35), antes de lgar
a una nueva posicidn de equilbri, un trabajo de deformacin dado por
1 expresin.

edfn e “

en 1a que g, representa os desplasamientos que durante dicha defor-
macion coreesponden o s fusrras . Este trabajo, desarrllado por 1as
cargas dirstamente aplicadss, o acnmulach en cl sistema Integramente
n forma de energia poteacial interns,  ser. devuclo, como sabomes,
en su totaldad, al suprimir, tambidn lenta y gradualmente dichas car.
s Py

Lo expreson terio da e teabao de deforaeida e uncin de I
cargas exteriors, que hemos llamado trabajo externo de deformacibn.
Vamoe » buscar, aiora, otras expresiones que nos proporcionen 1 misma
cantidad paca Jos diverso sistemas, en funeidn de 1as tesiones nternas
originads por dichas cargas exteriorss, expresiones que nos darda,
‘que Usmarems trabajo interno de deforacion, o energia potencial del
sistema.

410, Trabajo interno de deformacion de 1as cadenas do slabones
Hinitos de primera especis,— Sea wn sistema isostitico o hiperest
constituido por wna o varias cadenas elsteas de ealabones finitos, vin-
aladas entre s, que en conjunto tengan  uniones eisticas § (=1,
) de masas o y coeficentes de traslacién ¢, ¥ ye. Sometimoslo
e forma lenta y gradual a I secidn de m cargas Py (p =1, 2, m)
w
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Asi, por ejemplo, i en e sistema do la Gigura 218, se quises dinics-
mente paner en evidencia la proyecstn de 1 rescetn en I aticulacion
en B sobre a direein 22, conveeiremon dicha. articulaciin en un apoyo
movil de esta dircein (fi. 2183), reemplazando el vineulo suprimido
por 1 fuerza incégaita X que sctia segin 1a minma direccion, fuerza
aue debe ser a capaz de impedic que, durante I deformacitn debids a
las cargas P, el punto B experimente los desplazamientos que permite
aicho apogo.

@,

iz

Y

Anilogumente, s de s tre incbgaitas que corresponden al cmpotra-
miento A del sstema. representado en Ia figura 2193, so quiere poner
en evidencia solamente uua, s podr arteular ol sistera en e punto 4
(fig. 2195)  sobre una chapa , lignda al primer clemento 4, splicar
1o reaeidn biperesitica X, capaz de mpedi Ia roacitn qué bajo la
aceibn de L cargas P, esta chapa experimentaria en torno & dicha
artialacito.

En igusl forma, i se desa pone en evidencia dos de dichas reaciones
ingnits, dotariamos ol punto A de un apayo mivi segin una dirce-
it cualqviera (fi. 219.) y aplicariamos una fuerza X; paralel a esta
Giresidn, capas de analae el desplazamiento que, egtn 1a misma, dicho
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¥ s O, O ¥ G s carcteristins corespondientes a . wsidn
enéricn 5, que s lus componentes, como tabemas, de o resultante
R de las fuersa exteriores que quedan & su derecha. AL setuar las
cargas, 3, par tanto, las carsetaristcn, en Ia forma_gradual supucsts,
e originarin desplaamientos relatvos, en torao 8 cada i de 1as u
s 4, de Ios elabones s,y s (5. 2430) que ligan, efectuados los
cusles ol sistema entrard en wna mueva pesieén de equiliri, 1o que
bemas iterpretado, en (184, diciendo que esas uniones clistias so
comportaban, mediante dichos desplazamientos relaisos, <omo i orig
maran fuerzas —Of7y— O vy — Gy diectamente opuesas a las carae-
teristicas  que equilibran sus efectoe, furzas que Namareruos tensiones
internas on s wnioncs

Supuestos cortados s eslabones 4, ¥ sus (1. 2438) que estin liga-
dos por una unin ¢ cualquiers, y aplicadas en este limo s caracte
rsticas 5 en aqué] lus tensiones diretamente opuetas, I i cistica
e mantendri en s mismas condiciones de squilibrio qve n o tema
dudo, Estando sn equiibrio todas lus fusrras que setian en torno &
eada una de Jas unione cliticas hochas n exa forma.independicntes,
Do orignaria ningin trabaio en cuslquier desplazaminto riido del
conjunto. L trabao de las caraterstions ¥ de I tensiones inernas
oo reducir, pucs al debido  los desplazamientos relaivos do loe ela-
bones 5, 41, Qe sabemos que conssten en una votacén,

-
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plazamiento infiniésimo que manteaga el pusto 4 sabre cka super.
e esirica sed posible siempre, & parts de Ia posicitn inicil,
aesplizamiento igual 3 do sentido sontraro; los deslazamientos virtua-
s sbre la supertiio estiriea sn, por aato, reversbies. En cambi,
damos l punto 4 un desplaamiento nfintisino normal 4 1a superice
estirie, aprozimindolo al punto 0, la nextensibilidad del il no pr-
mitir,  parti de la posicin iniial sobr Ia supefice estériea, wn des-
plasamients opucsto que alfe el punto 4 del eentro 0; dsho desplaza.
miento virtual seé, por tanto, irreversible  los vineulos que sujetan €1
punto 4, rsalan unilaterales

Un spoyo mivil que,contrarsmente o Jo que benas admitido en (108),
sl impidiers los despazaminton normales & sy disecidn ¥ segin I
sento que va de 1a chapa & que pertence bacia I Tiers, seis, segin
1o anterior, un vinelo unlaters.

378 Desplazamientos virtuales equivalentes y dependientes. —Dos
Asplazamicnton virtusles de un sistem 5o aman equivalents cuando.
o puede pasar de uno a otro multiplicando la ntensidad de los despa.
samientos de sus puntos por un actor constant. Asi, odos os desplaza
mientos virtuals de 1a chapa igida con un punto fijo anterormente

rotaciones en torno a dicho punts, que constituyen dichos desplazamie-
0, e puede pasar de una & otes, mediante ol producto de I intensidad
46" primers por un fuetor determinado que cquivale & muliplicar as
Sutensades d los despluzamientos de los puntos de 1a chapa dursate
dichs rotacén, por o mism factor,

Un desplsamiento vitual de un sistema so Usma deperdinte do don
 mis despluzamientos virtuales del mismo istema, cuando s resulisate
e ellos 0 de desplazamientos squivalentes  cllo,

Un desplizamiento virtual de un sistema se lama independiente do
otros del mismo sistoma, cuando 2o es ni equivalnte ni dependiente do
alguno o algunos de el

579, Desplazamientos virtusles de puntos libres.— Cuslquie deepla-
amient infniimo de . puato libre es wn desplazamiento vrtual del
Todo desplasamionto virtual = A’ (fie. 234) de un pusto libre

fobrs e plano, sgin una direcidn 77, s equisalente a cualqiee otro
Qesplazamiento de inensidad a0 = AA%, sogin I misma direcitn, Sa

Do expresar, en efcto, en uncidn de o, n I forma.

en 1a que a o la rlacitn do s intensidades do ambos.
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sistem, queds prcisado cusndo s dé  condiciones de a pocicidn fnal,
o s, cuando e dé las progecciones, segin dircciones determinadas, 4o
s desplazmientos do  de sus puntos convenintemente elgides.

‘Supongamos elegidos stos n puntos § (=1, ..., %) ¥ las direccio-
e de desplazsmientos corespondicntes, Dernas swosvamente. valoros
Srbitrurios v, o s proyeccione  do los desplasamientos de cada uno.
A stos puntos obre I divesién respectiva y bagames, & la ves, en
eada cas, vl o proyesioncs de 1o dosplazamientos do los retantes
Punto, o5 dci, demos sucsivamente al sistema Ios desplazamintos que.
resultan de atriuie & 1a proyeccones de desplazamicato e Jos puntas
o sguients valores

L D B A P

n 108 que w4 W, .., 4o, 500 progecionss cuslesquiern sobre
1 dieecones espectivas de los desplazamicatos do o puntos 1, 2, 3.,

Obtendremos as m desplazamientos virtuales del sistema quo sern ev
dentemente independientes. Caslquir otro desplazamiento, en cambio, s
i dependiente de Iosanteiores, puesto que srd ol esultants do o dos-
plazamientos que ss chtienen dando sucesivamente valore determinades
& cadu wnn de T proyescones 4, bciendo nalas Jas restante, cada
uno e Jo cusls e equivalente con uno de 1o aateriores.

Quiere deci, pucs, e

U mecaniomo cinemilico s swsceptitle do wn wimero de desplas-
mintas virtuals independientes sgual al de sus grados de iertod.

381, — Consideremos, para alaras I anterior, una chaga rgida libre,
e constituye un mesanismo cinemitien do tre grados do libertad. Re.
friéndola a un sistema cualqiera de o o (, ), podreos darle suce
sivamente wsa tradacitn parslla & cada uso de dichos eios y um
Folci6n en torso a origen o, tres despazamiatos virtuales que serda.
independientes, pusto que ninguao de elos puede s resltante do Jos
otos o de otrs equivalntes con lon mismos. Ea cambl, cuslqier otro
spluzamicnto de Ia chaps erk dependients do elo, puesto que podi
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Como el desplaramiento @ es resultante de sas componentes 1 y & gt
dos irsciones oy y o3 coalesquiers, e dependiente de los miswos.

A su ves el desplazamiento o o8 resultante 3, por tant, dependiente
e sus componentes

L-at

segin dichas dirccione, 3 siendo, ademds, stas componentes respect-
amente equivlentes de las  y § del desplazamiento g, el 0, resulta
también dependiente de ests Gltimas omponentes

‘Cuslguier otzo desplazaminto del punto 4 s resultante de sus com-
‘ponentes segin dichas dirccione, s que & su e son equivalents de
108175 0, To que e lo mismo, s tiene que

Todo desplazamiento virsal de wn punto lire en el plano es depen-
iente da dus desplazamientos orbitrarics, n y 3, fomados sobe dos diree.
ciones cuslsquier.

0, 1o que e cquivalente:

A'un punto tbre en b plano no se pucde dar sino dos desplazamientos
virtuales independiente.

Este nimero de desplazamientos virtusles independientes de wn punto
Jbre en e lano e, por otea parte, igusl al de sus gradon do ibertad
e, como eo recordari, son 6lo dos, desde que cuslquiera do sus des-
plsamintos qgeds determinado or sus proyecsonss wabre dos dieccio-
e arbitrarias

v

350, Desplazamientos virtuales do sistemas cinemticos, — Consi-
deremos un mecanismo cinemitico cuslqvicrs, constitado por barras ¥
ahapas rigidas arteuladas entzo i 3 sujto a deerminadas ondiciones do
atentacidn que e dejen » rados do livertad. Un desplazamiento de ete
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TRABAJO VIRTUAL

§ 1. — Desplazamientos virtuales

376. Definiclones. —Hemos llamado vinculo de un sistema & un con-
dicita o limitacién impuesta 4 todos sus desplasamientos posile. Come,
por otra pare, estos deplazamientos posibles del sistema vineulado que.
dan determinados por 1as fuerzas que ctien sobre el mismo, as condi-
ciones impucstas por un vineulo, ara qu st results tal, debn ser inde-
pendientes e Iassujeiones espeials que puedan correponder 8 foerzas
Accidentales euslesquies.

Se llama desplazamiento vitual de wn sistema & cualquicra do sus
desplazamientos ifinitisios psibis, es decir, compatibles con sus con-
diciones de vineulo.

i, 3 partir de unn dterminada.posicién de un sstema, lo damos wn
aesplazamiento virtual, diremos que ete Gltimo es reverdie, cusndo sea
posible, a parti do Ia misma posicin nica, otro desplazamiento igual
3 de sentido contrario. Si ste segundo desplazamiento no s posible
iremos que o primero es rreversibe.

Los vineulos de un sistema se lman bilterales cusndo todos los des-
Plazamientos virtuales que permiten son reversibls. En cambio, cutndo.
alguno o algunos de cetos desplazamicntos sean irreverives, los vineulos
e laman, wnilaerats

377.— Considoremos, para aclarar las dfinicioncs antriore, una cha-
i rgida § con un pusto fijo 0. Los desplazamient vietuals do este

tema, s deci, Ios desplazamicntos infiitisimos compatibles con sus
inculos, estén dados por las rotacones ifinitésimas de Ia chapa en tor-
B0 a dicho pusto 0. Como, para cualquier rotacién de la chapa, serk
siempre posible a partie de la posicion inicial, otra igual y do sentido
contraro, tados Tos desplasamienios virtuales del sistema som reversibles
7 sus vinculos, por tant, bilatrales.

Sea, abora, un punto moril 4, ligsdo con wn punto fijo 0, medisate
un bilo flesible o fnextensitle, de longitud . Este vioculo permite al
punto A cuslquier desplazamicato e la superfci estiiea de centro O

7,y dentro del spacio encerrado po la misma. Para todo dos-
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<idn, ser 1 que scsbarios de dar para los sistemas retculadon cusles.
quiera. Pero, en algunos cass comvendri comsiderar 1. cadena clision
e segunda cpecie & que e cquivalente el trisngulado. Si esta cadens
elistica tene a-+1 wniones § (i=1, %,... n-+1) y Namamos 1, O
¥ 7., respectvamente las longitudes, as reas e las seccones transver.
Sale'y Ias tensones de las barras do dingonal anteriores & los mudos
§=1,2. n+1), que la consituyen, 3.5, ademis, designamos por
2t @y Tou ln misos lementos de Ias m barras de cordén oputstas
 dichos nndos, 1. expresin [a] el mimero. angerior, podri. seribine

1an .
LR DA DL

siendo

10 coeticients de alargamiento de los barras de cordén y de dingonal.

“Ahora bien, 5 o € 1a ditancin entre el wudo § y barra de condén
opuesta s ¥ Oc ol momento flestor en el nudo i, se tiene segiin
sabemos,

2
e

7,

3 sustitagendo este valor el de tos en

o, e
L p e 1
MRS b

@l

‘Recordermos, shors, que, segin Jo etablcido en (194), a masa elisti
ca de la cadena, do segunda espeie en Ia widn § 5

.
Fouts

5 que, de acuendo con (20), en valor absolute, ol esfuerzo normal en
Ta misma O, e gual a T, e decr, que

1901 =17
ore =1,
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corvespondan a Tos mismos desplasamicntos valores prcisaments igusles
ala—

Abora bien, s segin una cualquiera do las incbgnitas X, bacemes
actuar una fuerza asbitrarn Uy y determinamos los desplazamientos oy
‘que corresponden & las G inchynitas, entre este estado Uy, de cargas
5 e Xyr (5=1,2,, G), a ly do Bett nos conduce 8 a expresibn

Ui = B Xocos

X Xor. 00+ Uy a0

Haciendo setusr sucsivamente @ csados de carga U, (/=1,%,..., 0),
obtendremos, en vl forma, e siguinte sistema de G ecuaciones catre
125 G incgnitas Xos

0G =12,

@

oses,
[ Koo+ Xosmat  +Xou0a + Uras =0
Xuw i+ Xosma+ 4 Xou.agak Us.ang =0

@

Xuwtvg+ Xosana+ o+ Xou-daa+ Ua.gau =0,

Que nos permite determinar sus slores.

Los coufcientes ,,, desplasamientos originados por los estadon i
tarios de carga Uy (=1, 2..., G) son, por otra part, s mismos que.
intervienen, segin a (5] e (366) en la dterminacion de as incbitas
hiperestitics dehidas a un estado coalqviera do cargas.

575, i en un sistema. biperestitioo actda un confunto do cargss Py
(p=1,2,..., %),y al mismo tempo se produce un cambio de tempera.
tura, so caleula. independientemente las reacciones biperedtticas X y
Xy, corrspondiente 3 Ias reacciones totales serd, en virtud el prin
ciple do Ia superposicion de los pequefis efetos,

X0 =X+ Xea G =1,2,...,0). o

Pero, i e quiere caleular directamente cetas resceiones resltanten
X/, nos bastard sumar miembro a miembro las ecuaciones correspondin-
tea de sistema o] del mimero saterio con Jo del [a] de (36)
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5o tiene, por tant, que, como indica I igura b y de acuendo con lo que
afirmibaros, s ses chapas de a izquirda s comportan como una wia.
chapn . Lo mismo sucede con ¢l mecanimo de In figurs ¢, que, do
acuerdo con Jo anerior, #s evidentemente. reeumplable por el de la
sigurn d.

Utlizaremos estas consideraciones & continuacién para. simpliica os
mecanismos que se obienen al poner en_ evidencin las tensiones do las
diversas barras del sstesn do Ia figura 357

€33, Condones. L figura 357 da 1as ineas de ifluencia de Ias ba-
Fras de condén 811 y 69, Las cuatro chaps trisngularss que quedan &
Ia izquierda del corte son cquivalentes a Jas 5, dibujadas e los meca:
ismon sespactiva, de scuerdo con lo que acabamos de demostar

Por I dems, I obtencin de ests lnsas de influncin, que se deduce
ficilmente de 1a figurs, 1o ofrece ninguna pariclaridad.  Elas son
completamente iguales a 1 de la viga Prat, cuyos cordones  montantes
coincidieran con los del sstema. tratade.

634, Montante superior 10-11,— La figura 355 musstra ) mecanism
ue e abtiene al poner en evidencia Ia incognite, y determina 1os polos
e sus diversas chapas. Se b comenzado por hallar el polo de Ia Sa.
Consieranda ln chap susiliar 5., s tiene que su polo se halar sobre
Ia reta que une el punto 4, polo de n 8, con el nudo = dy, e deci,
Ser un punto de a misma reta 69, 1 polo 0, se encontrari. por con.
Sinviente sobre a reta que une dicho punto de la recta 6.9 con el nuido
9, articulacién de 1a S, con Ia S, v decir, sobre 14 69, ¥ como debo
encontrarse sobre I verligal en B, ser el mismo punto B. El polo de Ja
chap S, estari en Iy intersecein de s rectas 043 Os Ass, s decir,
s O,y e 0, shre 0,7 ¥ 0.9, Ta clstin tom, de comsiguiente, In
forma indieada en Ia figurs, siendo 6,9, la parte correspondiente . la

la varicion de distancin enre los puntos 10 y 11 e ba
trazado I eston de la chapa S, que pasa por os puntos s y 6, B,.
Obtenida esta elitica In variscin o de distancin s determina com in-
dica claramente Ia figura.

35, — Montante superior 4. La obencién do los polos del mecasis-
o resultante al poner €n evidenci vata inegnita, presenta algunas di
Terencas respeto de I que seabimos de tratar. La figura 358 indica el
mecanismo en eurstiin; de ela so deduce que los polos de las chapas Sy
15, san, respectivamente, Oy=A y O;=B. L linea de influencia.
% reduce, por consiuisnte, l triingulo dibujado
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632, Viga en K. (fg. 3570). — Bl sistema es equivalene al represen-
tado en I figura 357, constituido por una sere do chapas trisngulares
articuladas entro . Con I disposicidn de ese sistema, consistente en
cortar Ias dingonales en los puntos 1, 4, T,.... de lo montantes, se con-
e seduci In Iuz Lbre en eston Gimon 3, ol mismo tempo, aprox
marlos sin securis & dingonales demasiado inclinadas  largas: en esta
forma se otiene, aders, que Ja tasmisi de las cargas se efecie en
puntos mis cercanos  que los cordones resultn mis cortos.

“Antes de ocuparnos de 1 lineas de ifluencia del st en cuestion
demostrarenos que o mecanismo. reprosentado en n figora 1563 s
equivalente 1 do la b, e dece que 1 scis chapas de la iquierda so

compartan como una inica chay

3)

c.gun

Para. ol consderemnos capotrada I primera chape S y busquemcs
s ol de s retantes, que srdo s polos relativos respect de aquél
Por d pronto, s de las Sy S, on, espectivament, o purtos On = B,
5 0= A La S st artculada son lus S y S Tespectivaments, en
oy B su polo ser, por tanto, o punto O, =, de intersecion do las
C.0u 3 B0, Anklogamente, Ia 5, et artculida con n S, en 4y ¥
eon T S, on el punto de interecién de s By Ay  Cs B, o8 dcir, en el
mismo punto As; s plo s encontrard, por consguient, on I interce.
in de s 4,01 y 4,0, 0 s, serk 0, A En forma completamente
gl s dommusten e Jos polos de Jas chapas S, S, ¥ 5, son s puntos.
0y Cy Oy Ay 0,y indicados en 1a. Tigur

‘ada s de 1 cinco chapas S, S, S, 8, ¥ 8, result, por cons
uient, como e ve en I figura, con dos polas rlatives respecto de
82, 0, o que e o mismo, 5o puede desplasare respcto de sn Glta
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ara ballar o desplasamiento o corespondiente & 1 nclgnita, en I
g de ecursv, como en ol caso snterior al razado do In eistica de In
chapa 5, nos valemas de la e la barra 5.5, considerada como una nueva
chapa, auxilinr .. S polo relativo respecto de 1a S e el punto e
e interseccin de 1 15 y 38; e plo es, par tano, el puato O de
intersecidn de 1as 0, A y 0.5. Hallado ese plo, In elistica de 1a
hapa S, e dada, como indiea 1 figurs, po Ia recta 0'8., y Ia va-
racin de disancia o entre Jos puntos 5 3 4, qued determinada en Ja
forma que mucstra 1a figurs.

6. Montante inferior 010, —La Tigura 555 da e mecaniemo corres-
pondinte. Bl polo do 1a S, e ol punto 0, = B; en efecto, considerando
a S, como ausilar reula que el polo relaivo de las S, y S st sobre
146 45 que une los puntos e que st respectivamente ariculada <on
aqulls; 0, debrd encontrare por consiguiente sabre Ja recta. que une
0, con un punto de 1 6 A, e deci, sbre I borizontal que pash por
A'y seri. concidente con e punta B como se dif. E1 polo de la 5, e
el punto 0, de intersecein de 028 y 011,y e de la 5., e O, inter-
ssciin de 017 ¥ 0,6,

Con estos clementos e b trasado I elistics, que tione Ia form indi-
cada e I fpurs, pars cuya comprension o s requiren mayores ex.
Pleacanes.

7. Montente inferior extremo 5.4 (1g. 350). —Las chapas 5, y 5.
estén aeticuladas en o] punto A, de intersecin do las 15 y 36, L
abtenciin de a line d infinenci, e deduce, por lo demis, ficilmente
dela figwra

38, Wontante inferior de cabecera A1.—La obtenciin de csia linen
a0 influenci, represntada en In fgura 350, 70 presenta ningana parti-
eulaidad

9. Montante contral 1213, — L figars 350 indien ol mecanino
correspondiente. 1 polo de a S, es 0, B. Bn efects, e polo relativo
e, 5, 08 un punto de a 812 y e relativo e 1a 5,y S, se encuentra
en I reta que une dicho punto de I 912 y 1, s deie, sobre Ja mismn
912; el polo 0; debe encontrarse, por tants, sobre a recta que une A
con un punto de1a 012, s deci, sobe Ia oriontal de A y com, ademi,
ehe encontrarse sbre Ia vertcal e B, o5, como decfamos, cste mismo
punto B. B polo relativo Ay que es como hems viso, sbre I bi.
aontaldo 4 s, por ofra parte, por razons de smeria, l punto 12. Para
a1 trusado do I elitcn busquemor previamente o aricuacitn 4.
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a6l trabajo interno de deformacidn e as cadenas ol

o, mis sencillments, considersndo que a i -+, extero derecho-
de Ta cadens, tengn g masa elisten us = 0,

o -1 E (orenrores)

415, Trabajo interno de deformacion de ls sistemas generales. —
Consderamos, finalmente, un sitema general constituido por barra,
chaps do reiculado  chapas de sl lens, vinculadas entre 6 ¥ con
1 Tierra en forma cuslquia. Formernos s cades clistias de el
bones Fnitos equivalentes  as chapas do lma llena 3 sapongamos que.
en total resmlten » uniones § (00 £ 70) (=1, 2..., m); supongamas,
adenmis, que eatre las barras de 1as chapas de resieulado y las barras
de wmidn, que desigmaremos en general por £, exisa un total do ', con
coeicente de alrgamiento 1 (=1, 2, ., ).

B trabedo fnterno de deformacién taa] de lus cadenss elstcas, que.
reemplazan « las chapas de alma lens, ser. fgual &

LR (o orran)
P ——

Por consiguient, o trabajo toal del sistema dado resulard

s
B

5 . bt T L
E(orrns e ar )L

416, —Si s chapas de alma llena 4l istema anterior fusran mscep-
bl do consdorarse com eadens clistions de. wlaboncs infnitésimos,
o, po Io mence, pudieran diidirs en partes que ssf o foeran, y 6 en
total romlaran  partes de eadens, o cadenss, e Jongitudes de fiba.
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medin I y masms clistions y conficientes do traslacitn egpecifcss
W3 ¥ (=1, 20 ), o trabao total interno de deformacidn seris

e
LR

[¥(oweer are as v+ 3 Erea

17 Observacién.—En It mayora de los casos prictcos os trabajos
¢ deformacibn originados por los esfueros normales . tangenciales en.
1 sstemas de alma.lena, o cadenas de eslabones fiits o infiitisimos
equivalentes, son muy pequetios en comparacitn a 1os debidos  los mo-
mentos lctores, y peden considerarse, dentro el grado de aproxima:
i de los edlenlos, como infinitamente pequeios desprecables.

En esos casos, en los que equivale & suponer que Lo coeficients do
traslacién sean nulos, las expresiones anteriormente obtenidas para os
sistemaa de alma lens se simplifiean motablemente, despareciendo odos.
los términos en que entran estos coeficientes de traslaién.

§ 2. Principio de Menabrea-Castigliano o del trabajo minimo
de deformacion

415, Consideraciones generaics sobre e trabaio de deformacion. —
Tas expresiones que acabamos de hallar para el trabajo interuo do de.
Sormacién, dan s valor ® en funcin de as caractersticas O, OF ¥
en las uniones elisticas de s cadenss provenientes do sistemas de alou
lena o de s tensiones T en Ias barras de los sistemas do retcaludo
Siendo, por otra part, tanto aquellas caratersticas como estas tenio
s, funciones lneals de 1 fuerras exteriors del sistema hecko s
titico y libre, s deci, do las cargas Py (p =1, 2,..., m) directamente
aplioadas, de a5 reascones iperestitias de vineulo iterno ¥ exerno,
TG, 2,0, 0) y-de s reaceiones sotiticas de sustentactn, I,
(=1, 2.1, %), dicho trabajo de doformcién. resuard_por cons-

uiente una funcion de estas fueraas, s dci, podrd eerbirse

@ =8P, X R,

Pero, para un conjunto culauiera de cargas Py, los valores de las
incgaita biperesiticns X,y de las reaciones oetiteas Ry esin per-
fectamente determinados, o 63, ctas fnebgnitas ¥ reacciones s0n, & 51
ver, funciones de las cargas P, que consttuyen, en la expresin ante-
Fio,las Gnias variables independientes. Recrplarindolas, pues, por sus
Salores en funcitn de P, la expresién anterior tomaré 1 forma.

@ =,y
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Con cstos clementos se ha trazado In elistcn verteal que proporcions
& la linea de influencia buscada. Las elsticas o las chapus 8, y S
estin dadas poe rctas qe pusan por 4y By se cortan sabre n vetical
de dys. Lo reca 3,5, da a elistca de I chapa S, que coincide e <u
parte 3,5, con la do Ia barra 2. Las rectas 1,0 ¥ 4, dan, finl
mente, las clisions e las chapas S, ¥ Su.

T inversa de la esals, o variscidn do distancia entre s puntos 5
4, ot duda diretaments por ol segments 3,5,

8. Pindola b, — ¥n ol mesanismo sorrespondicnte (G, 354) las
chapas S, y S 0 som suseptibes de desplazare; se demuestr, en efec
t, que 23 4 son respetivamente lo polo de las barras 2 ¥ P-4 ¥ que,
por tanto, quellas chapas poseen dos polos cada una. Se present, pues,
ol casn teatado en (§82)  a lnea de influenci, de ordenadas mulas para
cargas superiores, so reduce para las nferiores, al tridngul trazado en
e figura.

629, Diagonales 3 y b-4.—En la figura 355 so dan sus respctivas
lncas do influencia. La de I 3.4 es completamento igual  Ia de I din
onal 34 de la correspondiente viga Prat simple. Adens, corigitndola
segin Ia Tinea punteada 2,5, se obtine, como s deduce fiilmente,
linea do nfluencia de Ia 35

30, Contradisgonal b5 (fis. 550). — Para esta barra e presentn
también el caso tratado en (8. Las chapas 8, ¥ S, mo son suseept-
bles do desplazarso; podris demostrarse, e efecto, que ol punto 4 o5
polo de I chapa S ete. La linea de influencia se roduce al trifngulo
trazado en Ia figurs, tanto para cargas inferores como superores.

Permaneciendo 1350 e punto 5, ol desplazamiento @ corespondinte &
Ia incignita csté dado por la proyeccidn sobre b5 del desplazamiento
el punto b. L. projesiin vertieal de st itimo e pb'y ¥ siendo su
direciin normal a b4, i por b s traza una paralela a ésa normal v
Por e una Borizontal 3o obtiens ol punto b que da en ph ol efctivo
desplazamiento del punto b, cuya proyeccién W sobre la dirscidn de
1.5 proporcions Ia inversa a de Ia escala

631, Barras Bg y B-11.—La primera no trabaj, pues de I figura
353 30 deduee que Ia chapa 5, no s susceptble de desplazarse por po-

abtencidn de su linea de iafluenci.
trazada en la figura 955, n0 requiere mayores explicaciones.
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dads iguaes & 1as componentes segin s miss do I seaci6n equiva-
lente o dicha artculacibn i, tampoco queda alterado el esado prini-
0 de equilibrio dol sistema.

L istema, pues, de Ia figura 217, ostiticamente susentado y s
360 8 1as cargas Py (p=1, % ..., %) 3 & la uerzan do intensidades
nciguitas X, (=1, 3,..., 6}, se encucnira en las misms condicones
de equilirio que ol sista biperestiticamente sustentado de la figura
a7e.

Las trs fuersas X, X,y X,,aplicadas sobre I chapa 4 son, por atra
parte, las fuersas capices de impediv que bajo I scidn de las carpas Py
o deplace dichs chaps, 0 o que es equivaents, J secién 4o arranqus
4 1 sistema. Andlogament Ia foerza X, e 1a capaz de impodie quo
el punto C, durante la deformaién que originan 1as cargas P, se des.
place normalmente a a diecién del apayo mbvi respectvo. Finalments
s fuerzas Xo 3 Xo som las capaces do obtener que ol punto D perma-
nessn vl durante dcka deformacién.

361, — B muckos cesos o e ncesario poner en evidensa, cmo fuer.
- 24 exterioes, L. totalidad.da Lo inogitas que sorresponden 8 un vine
o externo.
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‘Sustituyendo, 1a [a] nos da, pues, como expresiin del trabajo interno.

SETR Ay
LN/ O 410} T

e e 2.

wl

412, Bl establecimiento de Ia anterior expresi parte de In hipitsis
e que tanto 1a fibra media, como las cantidades 1, O, OF, O ¥ T
‘sman suscepitis de expresarse por funcioncs continuas do la variable
2 3 rogulares en toda la longitud 1 de Ia fibra media dl sistema do
alma lena considerado. Si ello o sucede ca todo el istems, pero ste
puede dividise en partes en que se verifique, dichs expresin serd apli
cable & cada una de éstas, dindonos ol trabajo de deformacibn cores
‘pondiente, y el trabajo toal del sistema ser n suma de Ios as obtendos.
Es decir, 5 un sistema de alma llena s saseeptible de dividire en 1
partes de longitud de fibra media & (i=1, 2,..., %), para cala una
e s cusles exisan las funciones continuss ¥ regulares

YL@ L=Le, =00,
= M A=) vy =T
=120

¢ tended, pars wa cuslgiers § de ellas, como espresin dl trabajo
respective de delormacin,

oL (e vt o)

ot
o
© EQ ) ¢ g
v

) = a

4 mas clisica y coefcientes de traslacit espeifcos correspondiente.
¥ el trabajo total del sstema s, por tants,

I T
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13, Trabajo interno de deformacion de los sistemas cualesquiera
a¢ reiculado, — Sea un sistems cuahqiera. de reticlado, issttico o bi-
peretiten, sujeo & un conjuato de cargs Py que originarin en 58 &
Darras , ensiones interna T, (=1, %..., %). 51 supouemcs desarti-
caludas s barrus ¢ e sus extremos 3 apliado en os mismos el par do
Suersas apustas que constituye In tensitn T, respective, el equilibrio
eubsstir. I trabao de wnn cuslquiera de- st ensiones Snternas s
o e un desplazamienta rigido de 1a barra y 610 depeade el alr.
gamiento de Ia misma.

8oy B0 (=1, 2. ) son respactivamente 1 ongitud y ol frea
e 1o eciin e la barra genéicn s, o slargamiento experimentado bajo
I ecin de l tension T, seri

e Tk

o corficionte de alargomicnto do a barrs,
ST

Como el par de fusezas 7, aplcadas en o xteemo de I bara, crese
lenta » pradualmente desde coro hasa su valor final, por actuar
gl form. s cargas que lo producen, el trabajo del mismo durante
e dargamiento Ao ser ()

Lo
2

“

¥ el trabajo ttal para 1as n baeras dl seticuado, o s, el trabajo i
terno e deformacion 4l sitema cousiderado, sstari. dado, por onsi-
ulente, por 1a expresién

4. Trabajo Interno de deformacion de Ias cadenas de sequnda
pecle. — i e trath de un sisera de trangulado simpl, Ia forma més
ventajoc, por Io genera, para obtenr s trabajo inerno de deforma.
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Para el aso de Ia contradingonal 2 (fi. 352) 1a demostracion de la
inmovildad de Ia chapa , se efectia com sigue: En primer lugar, of
Polo relatvo A, s I interseceitn de las dirociones de s barras 2.4y
35 en efect, considerando Ia chapa. 5, 51 plo reltivo con 1 5, en
el punto 4 y con 1a 5, se encuentea sobre Ia horizontal 29 3, por cons-
uiente, 1 punto 4, que debe allarse sbre la rcta que une dichos
polos Flativos, se encontrard sobre Ia que une el punto 4 con un punto.
e horisontal 24, o sea, sobre esta horlsontal._Ademds, debe encon-
trarso sobre I 3.5, por cstar ligadas las chapas S, S, rediante esta
barre. Eto sentado, los polos de las chapas S, ¥ S; son O, A ¥
045,y el de Ta S 3 se bl en In intersccion do In 30, ¥ do
1030, decir, e e mismo punto 3. L chapa 5, resula, por sonsi-
iente, on los dos polos 0, 3 0.

25, Viga Prac compuesta con contradiagonales superiores. — So
Aiferencn cste sistema del anteror en que lus conteadiagonales paren
e los mudos superioes. Tombién, en este cas, as barras a5, b, ..,
cayo objets es reduci In luz libre do las piezas de condén superior, o
trabajan sino para cargas que acten sobro est ltino; para cargas in-
ferores puede simplificarse ol sistema mediante su supresia y colocacdn
0 barras inieas entre los nudos 133, 3 5,5 3 6., s alterar las
tonsione de las restantes barras

626. Barras de cordin,—Bn la figurs 353 se dan las lineas de in-
fluencia de as bareas 41 y 16 de cordln inferior que, como se ve,
resltan compltaments izuales » las de a correspondient viga Prat s
. L cseal de sta. Gltma 3¢ b determinado temiendo en coenta quo
Ta variacidn de distancias entre 1 y 6 o5 igual & la exisente entrs 4 3 .

627, Montante 45— B Ia figura 355 cth representado el mecanismo.
que s obtiene al suprimir esta barrs. I polo de la 5, ca Oy 4. Las
hapas 8, y 5 estin artiulads en el punto Ay, inersecidn do Lss 35
3 2; en efesto, sobre Ia 3.5 debe encontrarso por estar dichas chapas
uticaladas mediunte Ia chapa S ligada con ellas respetivamente en 3y
5y, por otra part, considerando la chapa. ausiler 5. que tene su pao-
reativo con Ia Sy en el punto 4 do interscccie do las b3 3 29y con la
52 en e A do interseccin de as & y 25, so doduce que también debe
cncontrarse sobre 1 &-Aus 0 e8, sobre 1 Boriontal 2, como deciaes.
Bl polo de Ia S o5, por tantn, O: B. En In figura se ban halado-
aiemis, 18 polos Oy O €l primero so encuentra en In intersecion do
Jas 05 7 025, y o segundo e Ja de 1as Oxy y Omidmy (sste Gltimo,
a5 ve, o ol punto comin de las b4y 51).
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ciones de vineulo de este ltimo, dobe tenerse, en virud de la ley de
Bet, que

-0, ol

£ resn s s

‘puesto que dicha expresitn no da otra cos que la suma de 1os producios.
escalares de s fucrsas esteriores X's P, par los desplazamientos Adu
¥ By, oiginados e I deformaciin dcbida al estado arbitrario de car-
s X/ = T = AT,

Por otra part, Aa, desplazamiento segin 1a direcion de In fuerza
X, originado por Ia misma, e, en virtud del principio de la super-
posicién de Ios pequeio efecto, proporcional a su intensidad 3, ademis,
e su propio sentdo, e deci, que podems poner

Bay = aaX,

sendo @ una constante positiva.
Se tens, por consiguiente que

' [ u
8% a0, = Lok C
Susitayendo ls valores o s (3]'y [e] en la. (o], reulta que para el

conjunto de valores X~ X¢ (=1, 2., @), que corresponde » In
deformacion compative con os vineulos, 5 tine

(“”)x‘.,, -y

Haciendo tender A, & cero y tomando liite, rsua, finalmente,

a0, "
P Gy I € ) R STURD
L
[yt g o iy i b
e o e Bt ot o e o oyt e
v o1 st bt Mol e
i & o o s e S

(GINNELI
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suponer, como el hac, el trabajo do deformacitn como una funcitn
useptble de tener i minimo, sendo s, segin a lo bemos stableci-
0, qus, pars un sistem dado d cargas esteriores, tens un valor Gaico,
pertctamente determinado.

420, — Como para I demostracén anterio ss ba supucsto que e si-
toma et cargado con las cargas concentradas P podria suponerse que
-l prinéipio demostrado no es aplcable cuando avtien cargas continuas.
s fiil ver, sin embargo, que también e extensible 8 ete caso.

‘Suposgamos que sobre una eurva continua  regular, trasads. sobre
e sstema, de Tongitnd Iy y de ecuacén

vmal)

acte una carga continua g, cuya direcin pueda variar de punto &
punta y cuya intensidad esté dada por I funcin

n=n),

también continua  regular de a vari

En un clemento deu de la curva en cvestidn aetuaré wna fucrza cle-
mental pu. da y i A €5 ol desplazamiento segin Ia misma originado
Por Ia fuerza AX, aplcada en ln demostracion antesior a ls sfoctas de
caleular el ineremento Ay correspondiene del trabajo de detormacit,
0 trabajo desarollado por dickn fuersa clemental serk

- Songden,

3 1 total de la carga continua que actia sobre el troro do curva de
Tongitad 1,

[t

entendindoso que los valores de 0, 8 lo largo de 1" curva comsiders-
da estin & 50 ve, dados por una funcin continus y regular de Ia va-
bl .

Segin et s ademis do las cargas P, actian en o sistema tratado
en el nimero antericr, » cargsa continuse

)

sobre curvas
Ve
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Siendo nols las derivadas parciales para dichos valoes de las varia-
bles X, e posble que I Tuncidn © pase, para Lo mismos, por un mixi-
0 0 un minimo. Es ficll ver que, efetivamente, pasa por un winimo.
En eects, e incremento de 1a funcion @ dado por la (o], esté formado,
en el caso de ser AX, un ineremento infnitisimo, por un parte const
tuida por las sumatorias de s primeros términos que e wn infinita-
‘mente pequefio del primer orden, seguida de una segunda parte

L0
3

infnitaments pequeia de segusdo onden, y que s, por tant, e inere-
mento seguado de dicha Tuncidn, correspondicate o ineremento de a.
variable X,. Abora bien, ete incremento segundo e ssencialmente po-
sitivo, cunlquiera que sea el siguo de AX;, por ser ol producto de dicha.
fuerza por el desplazamiento Aay, qué el misma origina segin su pro-
i dicesi, desplaramiento qus debe tenr sempre su mismo seatil,
1o que, por otra parte, ya hemos establecido anteriormente al senar quo.
Ja constante a de I [¢] era sempro positsa. Al incrementar una ual
uiera de las variabes X, | insremento segundo de 1a funidn B 5,
pues, positivo; al incremetar todas las varisbes X, ¢l ineremento se.
gundo total de la funci, suma de los incrementas positivs debidos &
cada unn de las varisble, sers también positivo, ¥ 1t funcidn pas, por
tanto, por un minimo, como deciamos.

Queda con esto demostrado el principio de Menabrea-Castiglins, o
el trabajo minimo d deformacién, que dice

i en un sistema hiperesitico s¢ suprinen un mimero cvlguiers (o
la totalidad) de los viveulos superfluos, entre los infinitos valores de
las reacciones respetivas que en ol sistema Aiperestatico (o iosttico)
resultante equilibran o las cargus, corresponden a ls incdgnitas Niperes
itcas y a 1 deformacion compaiibles con los vinculos suprimias, los
aue hocen passr por wn minimo la funcion B; cste salor minino de
dicha funcidn constituye e cfecico trabajo de deformacién del sistema
ddo.

Generalmente, por brevedad, s acostumbra. enunciar este pri
ciendo que:

Los vlores de o incbitas hiperestticas de wn sisiema elistico s
100 wn conjunto cualquiera de cargus, son las que corresponden & wn
minimum del trabaio de doformacion.

Esta forma de expresién b oiginado, como hace notar Colonneti (%)
1 mis extrafias controvesiss, debidas 8 In impropiedad que mplics ¢

o
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620, — Disgonales 3 y b4, — Las figuras 350 y 351 dan respectva-
mente, Ias lineas do. influencia corrspondientes. La de Ia barra 35°
(fg.350) es exactamente igual 8 I de Ia 3.4 de Ia Prat de I figura b.
La do I B4 (fg. 351) tien una correectn en correspondencia al corte;
1 Tinea do puntos 3,4, indica 1a forma que tene 1 linea do influencia
e la barra 34 de dicha viga Prat,

1. Montante 23 (Bg. 552). —La linea de nfluencia es exacamente
sl o In del respativg montante o Ia Prat de 1a figora 3501, pues
e pulo relativo 4, s encucotrs, como sucederia pars st Gltima, en
el punto de intersceion do las direceiones de las barras 19 y 24, Para
ballar este palo relativ, en a figura se ha procedido de In siguiente
manera: 1a chapa S, s encventra actculada.con Ia 5, y 5 en Jo pun-
082 ¥ 4, por tanto, sobre la horizontal 24 dobe encontrarse el polo
Ay; andlogamente, considerando la barra 3 como ua chapa ausil
S0 0 pol reltivo respecto de Ia 5, e l punto Ay de ntersceibn de
laa 135 25y respecto de Ia S5, el Aow =33 en I ecth Ay Ayusm 13
que une a cstoe polos relaives, debe encontrars, por tanto, también <l
polo Ay

622, Nontante B.11.—La figura 352 da su livea de influencia. Los.
polos de 1as chapas S, ¥ 5 son, respectivamente, os puntos 4 y B. Para
hallar el desplazamiento e, variacién de distancia entre os puntas 11 y B
e b trazado I elstica 0’11, de a barra r-11, considerada como chapa.
sl S.; a figura o sficentemente explicita al respecto. L rota-
ciom relativa entre 1 chapss S, y S, esté dada por el dagulo er. B
¥ la distania entre su polo relaiva 7 3 la recta que une los puntos B
Y11 es la ¢ indicada e la fgura.

25, Pindola 1 (fig. 351) y contradiagonal 13 (Bg. 352). — Parn
amhas incas de influeneia s presenta cl cao tratado en (5K3), no siendo.
nsceptibles e desplasamientas 1as chapas Sy y 3 de los mecanismos.
Foapetivon; as lneas de influcnia s redcen 4 lo triingulos trazados
en las figuras

Para el caso de Ia péndola b (fig. 351) so demuestra que 1a chapa
54 tene dos polos de In manera siguinte: Tas chapas S, Y S stin ar-
eulada catre s en e punto As= 3 y s polos son ls 0 y Os mar-
cadon on Ia figura. Considerando la barra 0-4 como vna chapa anxiiar .
Suu 1 plo On o encuentra en . intereesin do lis Ord ¥ 00
Pinalmente, l polo On de Ia chapa auxiliar S.e=2- debe encontrarse
Sobre s 012 y Ow? (7a que 2, interseccién de los b2 ¥ 45, e
Dolo reltive de Ja S ¥ S), ¥ coineide, por tanto, con 2. La chaps
S, realts, e, con los dos polos 0y ¥ On.
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dos simples traados anterormente. Eetas barras complementarias tie
e por abjeto, ya sa reducie I Ius libe de s piezas que trabajan &
Ia compresidn, a fin do evitar ol pandeo con menor momento de inercia,
yu en poder colacar lns vipuetas do trasmisidn e cargas & menores
istancins sin tener que vecuris & disgonales de gran fnelinacién. Y
vinos al tratar de a vigs Warren que con ete i objeto s le colo-
<aban los montantes somplementaros,

Las lieas de.ifluencia do las barras principaes que correspanden
105 del sitema simple en base al cusl se forman los que pasamos &
rata, som igunls, oo, verms, & L e ete Gitima, salvo corrccio.
s debidas & I trasmisin de las.cargas y que tenen Tugar ea Jas pro-

s de I sceie, correspondiene  a barra considerada.

16, Viga Prat con contradiagonsies inferiores. — Bl sistema st
formado por Ia viga Prat de I figara 3500, 8 1a que se agregan las
Diesas complementariss 9, b2 ¥ b-m, y similares; las dos primeras
Sinen por objto poder colcar L viguetas itermedias e los punts f,
¥ com I m se comsigue reducis I Ju libre del cordn 3.5, que trabajs
1a compresidn.

7. Montante mb.—Como se ve en Ia figura, a suprinie csa barra
resula un mocanisma cuyas chapss S, 3 S5 no son suseeptibes do des-
plusare; e presats, en efct, l caso tratado en (583, 7, considerando
1a barra S como una chapa susiliae S, su polo rsuia ol mismo pun-
0.3, quedando, por consiguiente, 1a chapa S, con dos palos; ot tanto
= puede demstrar para la chapa Ss. Solamente pueden desplazarse as
baress Sm 3 me, 3 1 lnea de influencia e reduce a tréngalo trazado
en I figura, pars cangs que actian en ol cordn superior; para cargas
inteiores I inflcneia s nula en toda I extenstn o la viga o sistema
a4 comporta como s no exiteran 1as barras m-b, o deci, exaetamente
en n mixma forma.que o simplificado de Ia figura 350¢.

Por comodidad, pues, nos reduciremos a tratar este Gltmo; cayas
e do influenin son exactamente igvles & s el de I fgura 3504

18, Borras de cordin (14 (fg. 350) ¥ 29 (fig. 351).~ Su obtenién
B0 presents ninguna difialiad. Con trase de puntos s han marcado
en 3,4, v 24, respectivamente, as lneas de influenia que resularisn
“para . barea de cordén infrioe 2. de I viga Prat de n figura b

619, Borras 5.y 6. Bsas lineas do influencia son exactamente
iguals  las de I barras corrspondintes do ln vigs Prat de I
g 3500
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e longitudes 1, 1a expresia (o] de dicko nimero, que da of incremento
A, ae trabao de deformacién originado por el ineremento AX; de la
Suerea X, tomari Ia forma

)
Lax,. aay,
*37

3, para s valores X = X/ de las efetivas nobgnitas hiperestitess, Ja
Euma de las tres sumatoriss del segundo miembro sers mula. en virtud
o 1a ley de Bt todn v que ésta s splicable tambin & las cargas
elementales puds, dado que a obtenerla nada hemos esableido con res-
pecto a la magaitud do la fuereas a que so apica.

‘Quedari, puss, como en I demostacién dl nimero anterio.

(), - o0 s

 siguiendo e camino de 1a misma lsgarjamos a anélogo resultado. Vale
e, pucs, qu, como anuncidbaina, el prinepio de MenabreCastiglis
Do es aplenbl también a sstemas sujetos 8 eargas continuss,

421, Apiicacion del principio de Menabrea-Castigliano a Ia resolu-
cibn de cadenas hiperestiticas de eslabones infinicésimos. — Sea una
cadena listiea do eslabones infinitisimos, iperetitica de grado G, sujeta.
a un conjunty de cargas continuas o concentradas, Suprimamos Ia tota-
ldad de los vineulos superfluos 3 pongamos en las dircecioes de las
incignitas hiperestticns correspondientes, fucreas de intensidades vari-
Blos X (=1, 2., 6), entendiendo que X, puede representar tanto
una foerza o una cupla, companentes de una reaceidn do vineulo externo,
como una de un par de las fueria o cuplas opustas que sonstituyen
ana resceitn de vinelo interno.

La expresén del trabajo nterno de deformacin e, segia 1a (o] do

W,
N N S A YA
o3 (T +Ta+rag) e oo

en 1a que se supone que se . climinado de Ia funcidn @ (X,), tomada
n el concepto dado en (418), s reaciones de vineulo ostéten, expre-
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‘Supongance, shors, dado un sistema cuslquiers hipersitico de gra-
do G, sometido & un conjunto de cargas Py (p =1, ..., m), al aue co-
‘responderi un deterinado trabajo de deformaciin. Si suprimimos w
imero cuslquiera & de vinculos supsrabundntes, reemplazindolos por
Tas ineiguitas Miperestitieas X/ (=1, 2,..., ') respecivas, nos quc-
dard un sistema Diparstitico de grado G — 0 (iostitico cuando 6’ = G)
et & as cargus P, y o 1 incbpnitas X' i damos, abora, & estas
Suersas inczitas pussas en evidencia valores cualesquiera X, ditintos
e los que correponden  lus efectivas reacciones X, ol trabajo de d-
formacitn del stena esaliante, seré s funcin de las cargas Py y
de st Fuerzas X, toda ver que L reaceones hiperetitcas mestantes
Xt Yo, Xe' s como s reacciones Iy isslticas do vioenlo
exter, s, s ve, funcines de dichas mismas fuerzas, n ese cao,
pus, podrenos poner

: B .
TR () a

3, para un dudo sstema de cargas, sendo invariabes las Fy, mis s
Dlemente

@-a0) 1,200 wl

L funcidn anterior o dar ol trabago de deformacita que en ol site-
ma coniderado originan Js cargus ,, sino rabajos ipotiieo del siste
ma biperetitico resulante l suprinie os G vineulos supertluos (o s
titco s = G), originados por dichas cargas  valores cualesuiera
atribuidos  las fuersas X, (1=1, 2., G, trabajos que

ponderin, en general, a doormaciones compatibls con s condicones de
Vineulo de sistema primitive, Entre los 6 infnits conjuntos de valo-
e ateibuibes a las fueras X, solamente of concordante con las et
vas reasiones Wiperesitien X, = X (i=1, 2., @) dari e rabnjo
e Ia detormacin del sisema primitivo correpondiente 8 s verlade.
rus condiconss de ineulo,

Con este muevo eritrio podremos considerar, pues, para un dado sis.
tem, de cargas Py & @ como una funcion do las fueraes X, entendién.
dons, repetimas, que e entonces de representa el efetiv trabao de
eformaciin del sistem. dado, sino trabajos de_deformaciones no com-
patibes con sus condiciones de vinealo, originades, en el sstema. resl.
tante o) suprinie los @ vineulos superfluoe, por dichus cargss  por
‘conjuntos cuslesqicra de valores X, atribuibles  reaceiones hipereti
<as correspondientes, que lo mantengan n cqlibrio,
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1o anteior, consideremos un sistema,cuslquiera hiperestitico de grado 0,
Sujeto 8 un conjunto de m cargas Py (p=1, %,..., m). Suprimamos
un nimers cualquiera &' o Ia. totlidad, de sus viaculos superfluos y
apliquemos, en correspondencia de I reseconcs respectivas, furaas X,
(§=1,2,., 6') de valores variahes cuslesquira, que conjuntaments
co I cargas Py, orginardn e l sistema biperestatio de grado 0 — @'
resultate, deformaciones no compatives con las condiciones de vinculo
el istema primitiv, 8 las cusle corresponderi trabajos interncs
dados, segin el nimero snterior, por I funcin

ey [@m1nm
smsnx) {@TNR

Suponiendo el sisera st formado en equilibrio bajo I accin de as
cargas P, y de un conjunto arbitrario de fuersas X,, demos 8 s cual.
‘quiera de éstas, In X, un incremento AX,, y caleulemos o incrementa
8, que corresponde a la Tuncién anteror, s deir of fncremento co-
rrespondiente del trabajo de deformacién. Tos puntos de aplicacon de
L Fucrass Py y X, baio I cci6n de Ia AX, agregads, experimentarda
acsplazamientos, cuyas proyeseiones subre las mismas desgnaremos, res-
pectvamente, 8oy 3 Bagy, ¥ como dichas fueras ya actian con toda

“aplica 1 AX,, ol trabajo desaerelado por ellas seri

Fx st

A su ver Ia fuerza AX, que se supone aplicada graduslmente desde
cero hasta s valor definiivo, orgina un trsbajo igual &

Lax,
2

siendo, de acuerdo con o anteror, Aa, a proyeceitn sbre su direcidn
del desplasamiento experimentado por s punto de aplicacin,

El trabajo toal desserllado por I fueza AX,, o, Io que s Io mismo,
o ncremento buscado A%, de la funcitn 9, origisado por cls, s
iual & 1o suma de los anteriormente obtenidos, cs deir,

st - Exesa+ Ersntloxse

Pero si los alores X s guales & los X' de las efectvas incgaitas
iperestiticas del sistema dado, o se, son 1o compatibles con las condi-
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Reemplazando estas derivadas en 1as (a] dl mimero anterir, e tiene,
finaimente, como sistema de ccuaciones & que conduce ol principio de
Menabrea-Castglono, o siguiente:
(o 2o, &
B0, VAU foa
G120
o, mltipicando por U y recordando las expresiones que dan Ia mase
elstcn  los eneicente de trasacitn csoecifeas, ', ¢ Y ',

[ (o ot ¢ +orseseswae)al, zo w

G2 .0

siendo, como queda diebo, 97/, 00/ ¥ B (i=1,%..., G) I funcio-
nes que dan Ias caracteristicas en Ios puntos de 14 fibra media dehidas
& valores arbitrarios U, aribuidos a cada una do as ariables X, 3, en
particular, por consguicnte, 3 valores do etas limas iguales
anidad.

43,1 o sstema rosulante a suprimi 108 vioculos supersbundan
e 0 pudier tratarso eomo una cadena clistioa de slabones ifinitisi-
1mos, pero, sgin Io estableido e (212), se pudiera considera devidido
en  paris do longitudes & (=1, 2,..») que fuersn swsceptible de
tratarse como tale, tendriames, como. expresidn del trabajo do defor-
macién,

R INC  at

3, aplicando, com ante, l princpio de Menabrea-Castiglano, logaria-
s al sistema de G cuscione liesles,

CR)uee B

o6 eon
EQ,aX, +

l

e os daria Lo valores buscados d I inciguits X'
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Ete sistema, & su ver, y de acuerdo a Io establecdo en el mimero
anterior, puede, como s fieil deduci, tomar la forma

L)': [(mors ootz d-.] -0

(=12 006)

en o que o, oy (1, % n) reprsenan I mas clistica y
Suficietes @ tralaciin capeificos o 1 sudens,  part de sadens, ,
Y s Ang ¥ Gy k=1, 2y W) (=1, By €) s fane
ones e dan T caracteaicn e . i, Qeidas  n vl arb
trario (y en partelar igual o I widad) T atrbuido & cadn wns de
o uersa varibls X,

424, — Bl princpio de Menabrea.Castiglino permite, en I forma ex-
puesta, I resolucién analitea de sistesas hiperetiticns, sendo muy o
moda . aplicaidn, por cusato implica un nieo camico, comn ual.
auier que sea Ia complejidad del sistema  reolserse. Nosoros Io ut-
Tizaremos por ell, con preferenca, en 1a obtencin do formalas para of
edleulo de tipos comune de extructuras consractivas, & pesas de que, por
1o general, conduzea a desarrolosy eileulos un tanta argos, aunque siem-
pre sumamente clementales.

L obtenciin de dichas formulas puede hacerse también mediante
edleulo analiieo de eistca, interpretando. analiticament Ios procedi-
mientos grificos que estudiaremos para las cadenas comunes de esabo-
nes finios. Si bien eso iltimo procedimiento o conduce, & voces, &
eileuos tan largos, 50 es de tants senclls como el que nos ocupa en
cusnto & 1a concepeidn del problema, complicindose, ademis, por o co-
min, eon Ia determinacén de constantes de integrucin qus lleen 1as
elistcas a las condiciones de sustentacit, determinacién de consanies
ue mo entra para nada, com veremos, en 1a aplicaidn del principio de
Menabrea-Castigiano.

Pasamos o alarar Ios coneepto sobr Ia aplicaién de ese principi,
efetuindols,  continuacién, para algunos casos secilo.

425, Efemplos. — Sea el sstema biperestitio de primer grado repre-
sentado en Ia fgura 2440, consistente en una vign secta de momento de
ineria constante , do lu I, empotrada.en 4, con un apogo movible bo-
Fiontalmento en B 3 sometida a una carea uniformemente xepartida de
intensidad espcifica . Propongimonos halar Ia intensidad X' de In
reaciin vertial en l apoyo B, nica nctgnita Miperestitca del sistema.






index-127_1.png
% [ 9%97{@.]p’.+wgm'ue'b+f6k'5'.dr'k)du] -0,
&

X=X





index-128_2.png





index-128_1.png
IX’

,IIUIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIII"iIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
%%

|———~z






index-128_4.png





index-128_3.png





index-124_1.png
(avb) [/ O XS 4, © 90N ] (g
0X; )xi = x4 EI ' 8X; EQ oX; *6a ox; xx -x;

G=1,2...6)





index-124_3.png
sindolan, mediante ls scuaciones de I extitica, en uneién de las argas
5 de an fuerras X,

Segin o principio de Mensbres Castiglinno los vilores X, = X¢ de
Jas resceones biperetiticas buscadas son loe que hacen paser por un
minimo 1o funcitn ©, 0, 1o que cs consecuenci, las derivadas parciales
primerss d exta funcidn deben ser nulas para dichos valores. Formando,
pue, st derivadas ¢ igualindalas a cer, obtendremos las siguientes

(COm

que comnitayen un sistema de G ccuaconcs lnenles entee 1 G ot
hitas X, que nos permitei. determinar sus valores sin ambigledad de
ninguna spece. Las ccuaconcs abtenidas, dadas por las derivadas pri
mersa de I funién @, son, en efct, liealescon repects 1 variabes
X, por ser sta funcién de segundo grado son respecto  as misuas,
o v que e clles las caracterisiss O, OF ¥ T, funciones linalen
e dicas variables, entran elevadas al cuadrado.

U o) dt

G126

422. —Las ccancioncs [a] del mimero anterior son sussepibes de to-
mar otra forma que, en algunos case, puede ser mis conveniente. Obeer-
venos, al efcto, que st OF, O ¥ G son 1 Tunciones que dan Ias
caraceristicas que e el sitems hecho insostiticoorginan L cargas diree-
tamenteuplicadas Py O, O ¥ B (1=1, ..., G) las que dan s
misas caratervticns debiias & cada vna de lus foerzan varibles X,
(1,2 ), las carateristcn toales 9, 7 ¥ G resltan

9 =W+ L

x - or+ § on @

“miia

Por otra parte siendo 9, sy B 1as funionia que dan s cara-
terstics debida al estado de eargan X, = Uy e decir, I carstersticns
e en el istema isostitico origia. . fuerza do intensidad rbitraria
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D, dirgida segin 1o X, s tendri, en virtud dl principo de 1a super-
posiien de Ios pequefo efects, que

v, sustituyendo en'las [al, se obtiene para las funciones 97, ¥ Glas

expreioncs

c-%+E%x

Difernciando, ahora, estas funciones con respecto 8 wna cuslquiera

X, de s vl X, 5 obine
s _onr
T

e as sumatories respetives.
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camiento igual  § cos g, y 3 trabafo vistual sed Py eon g Bl prin-
ipio de lon tesbajos vietuales nas dice que, habiendo equiibri, 1 suma.
2 eston teabajos deb ser igual a cero, es i, e

B rtmnn0

L

ccuacitn igual a 1a primera do las (o] 8 que nes conducs la Batitien.

Anklogamente, dando a la chapa una traslacion _paralela al eje
do las y, lon dosplasamintos corespondientes & las Tucrzas Py serin
" sen gy I ccuactn d trabajos irtuales, er, a 5u ver,

£ Posneino

£ pose
e din, il a 1 segunda do las (o).
Finalmente, demos o I chapa, como terer despazaminto virtual, una.
rotacin nfintisina 0 en torn al punto 0. B desplazamiento o corres-
pondiate a 1a fuera cuslquira P ser

+pam < 0
wn s .
” { > om0

¥ 1a ccuactn de trabajos virtusls tended I forma.

5 5 +pam g <0
vocm £ R0 0 =

PAGE A {mr e

: o g <0

s P =0 .

k .‘ » — >0

o s, s, s v, igual a I tereera o I (o)

T apliacibn del princpio de los trabajos virtuales & la determioa-
widn de s condicions & que deben satifacer I fersan Py, spliadas
sobre I chapa S, para mantenerla en equilieio, nos b condueido, pues,
5 1as tres ccupiones conocidas de equilbro y eomo cetas tes evuacio.
s o las dicss independintes que puede dar dicho princpio, Te-
ulta comprobado, qus e aplcacidn & las chapas s equivalente, o da
108 s resultados, que n de las euaciones de la Eetitien.
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Sea una chapa § (fig. 209), en equilirio bajo I acei6n do  fueruas
B (i=1,2,..., %) do argumentos gy con respecto  un istema cual-
auiera de'ees retangulares O (5, 9). Lamemmos p, las distanias entro
a8 fuerzas conlesquiers Py y el origen 0, consideradis como vectores i
rigidos baca este origen Y g sus argumentos.

Tas ccusciones de equilibro etitio nos dien que las fusrsss Py, desde
que mantienen en equilibrio Ja chapa S, deben ser ales que las sumas de
sus progecciones sobre Ios ejes ¥ de sus momentos etiticns con respecto
Al punto O resulten nuls, e decr, que

la)
Feermee {TN0S

Yo bemos visto en (381) que Ia chapa riida  es suscepible stlo de
tros desplazamientos vistuales independiente, obtenidos con dos tras
ciones paralelas 10 efes y una rotacidn en torso al origen.

‘Dando, pues, o 1a chapa una translacin paralela al je de las & de
ntensidad G, a cada una de s fuerzas Py le corresponderd un despla.
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Por otra parte st O, representa ol afuerso normal n I unidn §
con signo positivo cusado eorresponda 8 wn esfuero de tracedn, ¥ 8 1a
imversa, ¥ 3, 1a longitud del clemento con signo_positivo, Ia expresién
anterion, como s i v, toma a forms, mis cémods (%),

Fun]

B

; )
o= B[ arnsors(y o crai)

P ol gt s, o s o i
b e e i e
o s e,

1 anterior se smplifica en Ja forma siguiene

®- .)';. G Hun+ .omw) ®

45, — Consderemos, ahors, wna cadena clistin biperetdtica de esa-
o infnitsimos, que experiments wna variacon uniforme de tempe.
Fatura de €% Scan ¢, € 3 1 s mass clistcas ¥ cosficentes do tras
acibn espcitcos y 11 longitud de su fibra medin. i lamanos 97,
03 G, 1as caraceristicas en un punto coaliers debidos a fuersas
X, 4o intensidod variabe aplcadas segin las dircecones do las resceo-
nes iperestétiens (O, con signo posiivo cuando corresponda & un.
estuerso do tracidn), 1a. (o) dol mimero anterio, tomando limites, nos
A pars este caso, como expresin del tabajo e deformacion

) rte]n @

Qu, cutndo sean desprociable 1as doformaciones debidas  los estuersss
normales 3 tangenciales, es dei, cuando.con suficiente aproximacidn
pueds hacerse

¢

"
o[ (Lor

[ Gor
. ottt sty b e
e e e T

e converte

+ore )i "

0Bt i et o i 74
[N itk iy 1 o
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.
O O ¥ Gy trabaio de detormaci, dado, pars cadn uni,
scgin saberss, por I expresin

Tt It T,

Haciendo experimentar, luego, el cambio ds temperatura dado, como
duraate I deformacin rispectiva las caraceristicns Oy, Ns Y s
a sctian con toda s intensidad, se originari, en torno 8 la waidn §
‘an aevo trakajo igusl &
b+ Hanu+ Bt
Bl trabajo total, en torno  dicha wnids, ser, por tants,

i)+ 0 o))

5, para toda I cadens,

a5 [mu(%mu st )+ (3 Ot na) +
(b Eunr ) “

expresién que os proporcions de acnerdo a lo csablecido en (442, la
Tuncén ® correspondicnte ) cambio de forma dado,

(4. —En el caso de una variacién uniforme de temperaturs, que o
el que ms frecuentemente se presenta en las aplicaciones, las roaciones
¥ las trasaciones tangencials originadas en o sistema hecho isostitico
on nuls, o decr,
B = 0.
Ademis, 5 h o8 ol coficente do dlaacion lineal y £ la varicion do
temperatura, las traslaciones normales, segin Ia (a] de (339), cstén da-
s por Ia expresién

it
en 1a que i sepresents 1o longitud del eslabbn. anterior a Ia wnin i,
consideruda como n vectae dirgido en el sentido que se obtiens al re.
correr I cadena de derecha . izquierda.
Sustituyendo, pues, en la (] del nimero anterio, para este cuso
‘pasticulr e tiene, como expresién del trabajo de deformacia,

1

o= B [Forunt ooy Can—en) + 5T
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e sustitaye, Finalments Tos cantidades as obenidas, conjuntamente
on el valr de 1 foerza U, empleads, en las expresiones (5] del imero
Aaterior, y s¢ tendri o deplazamiento o buseado.

§ 4. Extensicn del principlo de Menabrea-Castigliano y del

teorema de Castigliano para a obtencién de incognitas hiper-

estiticas y desplazamientos debidos a dilataciones térmicas, de
frague, higrométricas, ete.

442, Bxprestan del trabajo de deformacién debido 2 dilataclo
Céemicas. —Un st hipsrestitico descargado que experimenta
varinidn de temperatura o s modificaitn de forma debida & cusl
iors otra cavs fisica entra, en geners, segin sabemos, n un cstado
e tensin intern. orginado por s renciones de vineulo superflo de
bidas 1 misma; per, el trsbaio de deformacién producida por dchas
tensones internas es mulo, EI e, en efecto, igual al de lus fuerss
exteriores del sistema, que, po estar deseargado, se xeducen 1 solas
reaceones hiperstitica, 43 que o elctian trabajo algune por impe:
ie Tos vineulos que las originan todo desplazanients segin sus diree.
No padrd, pues, hablare del tesbajo de deformacidn originado por 1a
temperatura en un sistema hipeestitico. Sin embargs, s en ol sstema
suprimimos los vineulos superfluos ¥ aplcams, primeramente, fuerzas
¢ intnsidad vavible X, segtn las divecioncs de las reaccions hiperes
titics y luggo bacemos actuar I deformaciin deida I temperatura,
 otra causa cualquiers, s tendr, para el sstema hecho as osttico,
 trabajo e deformacin 9, funcin de as furras varisles X,

@ =00,

cuya determinacion e do utildod, para To que veremos més adelante.
‘Pasamon, poes, 8 ocuparmos del cileulo do estas funcionss 0.

443, — Conideremon una eadens biperesttion de » unions (0 ¢ Y0
(=1,2,., ), que experimenta wna varicidn de temperaturs, u otra
‘modifiaci cualquiera de form, pars la cul en ol sistema hcho isost-
co por a supresin e Ios vineulo superfiuo, correspanderi, en torno
s uniones i, desplazamicntos reltivos 0, ¥ €an (5= 1, % %)

i sobre ol sistema sostitico aplicamos, sogin lo esablecdo en ol ni
mero anteror, gradualmente, fueras X, (§=1, 2... ) de intensidad
variable, dirigidas segin G receiones biperetiicas respecivas, elas
producidn, en torao I uniones §, earasiristons que desiguaremon
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Por otra parte, 9 O, By Typars X, = Xy (=1, 3,..., 6) y
/=0 som los valores de dichas caracteristics, o tensioncs, que, en o
sistema dado, hiperstitico o iositico, supuesto resulte, originan las
cargas exteriore. Liamando, puss, O, 7, Gy Ty etas caraceris
eas, o tensiones, que las cargas orginan en ¢l sstema dado y sustita-
‘yendo en s [a], tendremos que los desplazamientos experimentadon por
el sistema en In direeidn del estuerao ausilir 0, son

B O oo+ T O+ B md

@

- ©l

Pespectivamente para una cadens de esabones faitos ¥ un reticuldo.

441, — Pricticamente, pues, pare enloular ol desplazamiento abseluto
o relaivo, segrin una duds direciin, expermentado por s cadens olis-
ea de calabones finitos (o sitema de reticulado), ¢ Ia delormacita
acbida & un conjanto cualquiera de cargas, so procede como sigue:

Se caleulan las caraceristioss 7, Oy G, que en las unions § (o
120 ensiones T, que en las barras 5,) del istema isositico o hipersti-
tieo tratado originan dickas cargas.

S uplca Tuego, segin I dirscitn del desplazamiento & caleulr, un.
esfuerzo ausiliar de un valor asbitrario Uy, so caleolan las earacteris
tiews 0, O ¥ o (o tensiones T1.) que en ol sisema hecko
ostitico, medianta 1 supreién d todos o viculos supertiucs orgina
et foersa. .
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440. Apticacién del teorema de Gastigllano  as cadenas ldaticas
e exlabones initos y siatemas de redculado, —La aplicacién del teo-
rema e Castiglano 4 las cadenas elistcas de eslabones fiitos 3 & los
isemas de reicuado, nos conduce, respetivamente & 1as expresiones

oo (§ o, 29 SO, 50T
(w2 s o 22 r 5T )y

¥ @
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9. — Consideres I vig simplemsente apoyada AB (fg. 247a) do
‘momento de inerci constante 1 sujeta & una cargs niformemente re-
partida de ntensidad espeifica p. Refirimosa.a un sistema do ejes B
(53 ¥ propongimonos determinar, también, I desplazamiento verteal
experimentado por el punto M de sbscsa a-

Tendremos ds=ds ¥ OF =0, y desprciaremos, como anes, In
Fiuencia de los estuerzos tangenciales G

Apliando en M un esfuerzo auxiin vertical U, 1 reacibn en B en
(fg.2473)
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Passmos & aclarar ol empleo de csta expresidn, desarollando algunoe
ejemplos conertos.

438, —Sea (1g.2464) Ia vign reta do momento de nercia constante
1, empotrada en 4.y con un apeyo movible borizontalmente en B, some-
128 & una carga uniformemente repartida e intensdad. especifica p,
que hemos rosuclo en (425, encontrando para 1a reaeidn hiperestiticn
n B un valor

Propongimonos determinar el desplazamiento verteal 1 que el punto
3, disante @ del apoyo B, experimenta en In deformaciin debida & i
o etado de carga,

B cste estado de carga se tiens para el cafuerso normal un valor
O =0y supondremos, también, que =0 es docr, despreciarems
1a influencia do los stuerzas tangeacinles

Refiramos Ia viga 8 un sistema de eies B (¢, 4) ¥ tendremes

.

Aplcando en el punto M de Ia vigs issitics (fg.2463) que resulta
ol suprinie e apoyo B, reemplzindolo por Ia seaccén incégnita X, un
estuerzo ausilia vertial U, que s l que corresponde al desplazamiento

w1

-

.

® g\%mw TEIEE A
ey ——
= x

8 calalar, tendremsos que el momento flctor en un punto evalquiers
e abcisn £ s
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e Ias resultantes B, y oy de s fuerzas que quedan o la oqiierda de
Ay & la dorecha de A (fg.260 1)

W
@ xier O
Y Y
Ai Sl a3 L}
© i
o

En este caso, ademis, la propia fibra media 40Modu referida o o
reeta R, constituye un dingrama de momentos flctores. Para un punto
cualquiera 3 el momento flecto s, e efect, il 4 Ry p, sendo p
8 longitad de 1a perpendicular bajada desde M sobre ,; e decr, qun

st perpendiculares s n la esala 2 de Tongtudes 3 i

Dlicadas por It dan los momentos flctores, o sa, como afiemibanos,
ue 1 Tugar de los puntos M extremos de s mismas referido 8 In rc.

@ R como eje, constituye, en 1a escala %% un dingrama de estos

i,

Ademis, en este caso, s etuerson normales 9"y tange
G en un punto M cualquiers se obtenen muy clmodsmente en la
forma siguiente: Se lleva un vector 3 eqipelente de la fuerza By, -
bre el mismo tomado como iimetro % constraye una cireunferencia y
trazando por o una paralea o Ia tangente (y a la fibra media n ol
punto M considerado, 108 segmentos am y i, dan respectivamente, las
exracteistions O " ¥ G

Finalmente, 55 s desn obtner numéricamente una magnitd stition
M culqiers (T, 97*, 97* 0 G*) originada por un cambio de forma

o por un asients de las sustentaciones, habré que aplicar ln formala
[a] de (480) observando que, en este cas, s X, toman los valores s

correspondientes a estas accione 3 que, ademis, M s nula por no exis.
4t cargas P disectamente aplieadas, s docir, que oma la forma.

W m F ol
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Por un apoyo mévil de direceitn 2,2, (fig2675) ol sistem Fosultante:
tene un grado do ibertad siendo susceptible de girar do cantidades in-
finitisimas en torno & 4, 1o que nos dies que la proyesién X, conside.
ada, de la rescein en B es iotétion

Anilogumente, en e sistem do tereer grado de Ia figura 2880 no 55
peden tomar como_insdgnitas hiperestticas simalténeaments os mo-
mentos Hectores en 4, ) y B, pucs,

suprinie s vineulos respoctves.

@

pars poer dichas inchgaitas en evidencis, resula (fg. 2653) un sse-
ma do un grado de libertad, pudiendo las chapas AM y MB girar do
cantdades infinitisimas en torno & 4 y B. Eto sucede porque el mo-
mento en M et determinado cstbtcamente cuando. s conceen 1os que-
s» producen en 4 3 B.

484, Cillculo de 1as magnitudes eschticas debidas a cargas perma-
mentes o aceidentales, — Obtenidas as reacione hiparestiticas ¥ (s =1,
2,..., 6) que en un sistema hiperestitico do grado G produce un estado.
cuslquiers. de cargas, el resto del cdleul se reduce a considera ol sistoms

Saotitin sealtante l supriir os vincalos superfluos, sujeto 8 1 acsin
e las cargas dirctamente aplicadas  de dichas reaciones biperestticas
eonsideradus como fuerzas exteriore. La determinacién de las magnits-
des etiticns (tensiones T o caracteristcns O, " 5 G*) s efetin,
Por 1o tants, en Ia forma conocida para 1o sistemas sntdtions.

Pero, muchas vees se reqicre obtener mumiéricamente dichas magui-
tudes estiticas. Sea por ejemplo, A wna magitud cvalquiers & ealeuar
3y My la intensdad do la parte de Ia misma que, en o sistema hecho-
aotitio, originan las sl cargas P directamente aplicadas. Ademss si
M/ o Ja magnitud M originada en dicho sistema isosttico por una.
Tuerza cuslquiers U, aplieads. segin In incdguita Miperesiticn X, la






index-141_1.png
(3) /IIﬂlIIIIIIlIlIIIIIIIIIIIIHIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIlII
4|v_ %
l -






index-208_3.png
parte de a magnitnd A correspodiente a1 valor X de st incbgnita, e

M Xem X
@

on 1a que s intemidad de 1a maguitad M originada, n e istema
Techo istites, por una fuerza gual & wno splcads segin 1o Xo e o
que Numaremos coficiente de ifluencia ds 1a fuerza X, sobro a mag-
it M. Suponiendo, segin cst, concidon tdos los ceficentes de
infuencia s (=1, 8., ) correspondientes 3 las G incignias
Diperestiieas, o vlor de Ia magnitud M buscada estaré dado por Ia
Suncién linesl

Xt e Xt +aaXe

TS o

siendo como queda dicho, My ol valor de A originado en o sistema iss-
titico por las ol cargas P,

455, Blectos de clones de forma y de los desplazamientos
accidentales de los puntos de sustentacion. — Bstas acciones e limitan
 prolucir en geoeral, sgiin sabemos, reaccione segin 1os vinculos
perfucs, internos y exernos para las variciones no senejantes do for.
iy solamente externos para. las variaciones semejuntes de forma. y
para lo asientos acidentales o Ios puntos de sustentacin.

Caleadas, por Jos mitodos conocdos, o en Ia forma. que en detlle
esponremos mis addlunt, esta incignits biperestitioas Xy, debidas &
ichas sciones, nctitas que consituyen las nicas cargas que ackian
Sobre ol sstema hecho cstitie, 1a obienién de las magaitudes estiticas
<correspondisntes s efectin dirsctamente por los procedimientos omunes,
4 medisnte un dingram de Cremona s of sistema. o8 do reticulado, ya
por medo do una curva de presiones o de dingramas de carsctristions
OOy T i e de ama oo

i 0 recurre  wna curva. de presiones debe notarse que, 7o exitiendo
cargas dirctamente aplicadus, dicha curv, en una pare cualquiers om.
prendidn. entre dos pntos consecutivo de spliacin de reneiones b
perestiticns, se educe a una recta, @ Ia reta do aceie do la resltante
de Js foersas ue quedan de o ot 1ado do sus secciones extremas,
Ao, para 1a parte A, (fg.289) comprendida entre lan recciones
Dipersstitias X, y Xoa Ia curva de Jas presiones e n recta de aceibn
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AT, originado por el mism, e proporconal & s intensidad, 3, or tan-
o, iendo a una constante, e tene

.80, @

Sostituyendo en Ia (2] 1o valors dados por s [¢] ¥ (4], rsuta

Divdiendo por AU, baciendo tender eta Gltima & cero 3 tomando 11
mites, s tiene, finalmente,

-
TR
et e

(28 -a
)

expresitn del teorema de Castigliano, o do la derivda del trabajo de
defornacin, que nos dice que.

L deplosamiento abaolio o relativ, & ezperimentado en wn sistema.
baio o aeciin de wn conjunto de cargas Py y segin wns dirccion date.
minade, et dodo yor o elor de la dervads con respecto o U do lo
Juscidn (a), para valors X, iguale o las ofccivas resccions de vineslo
X,y para U m 0, siendo U ol sfuerzo awsitir correspondiente o de.
lasamiento considrado.

7. Apicacién del teorema de Castigliano a 1as cadenas elésticas
abones infinitésimos. —La funcidn (o] del nimero anterior &,
ratindose ds cadenas clisticas do ssabones infnitisimos,
o T
e et

et
B

w00 7,00 35, o ol 0 s By o
foeria X, diigidas sogin s incignitas hiperostitias 3 del safuerzo
auiliar U apliado segia of dsplasamicnto o que se rata de determiar

‘Esto desplsamient, de acuerdo con ol torema que seabaruon do de.
‘mostear, erd, por coniguiente

(), Sl e,
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en la que s o son los mismos coefcentes de inflancia wilizados
en (499 pars caleular 1 seiin de as cargas permanentes o accidentales.

486, Desplazamicntos correspondientas a las deformaclones origi-
madas por cargas permanentes o accidentales, camblos de forma y

tosdelus sustentaciones.— Una. ves caleuladas las reaciones b
peretitcas produridas por sstas aciones y reemplazados o inculos -
perfluos de s mismas, s tendri o sisema hecho Isstiico sujeo &
s cargas dirctaments aplicadss 3 estas reaciones consideradas como-
Tuersa esteiore. S detormaci ser, pues, 1o que estas fueaas rigi-
nan en . sistema. s hecho isstitioo, y ln obencion de los desplaz
mientos abolutos o relatves que se dossen se b exactamente n In
forma expuesta en (679 para los istemas fositieos.

Como comprobacin debe tenerse en st cao que os dospluzamientos
correspondientes a Ias inctgaitas iperesitias, tienen que resltar mu-
Ton, . que etas bt son precisamente s fucrza capaes de o
pedir desplasamiatos segin sus propias diveeciones.

7. Diferencia entre Ias susentaciones destinadas a originat reac-
clones aostaticas ¢ hipereataticas, — Despreiindose para cleuar -
reaciones que aisladamente se pueden considerar isstitias, 1as defor:
macione originads por as carges, ya que en dicbos cileulos e supone
igido ol sistena, ninguna influcnca pueden tnee desplasamientos do
las sutenaciones del miso orden de magnitud que dichas deforma.

B las sustentacones destnadas a producis seaciones hiperestitieas
en cambi, enrando el el de extas ltimas, magnitudes del miswos
onden que s deformaciones del sistems, s requeriv, pars benee sufi
cieme aprosimacin, que lus sustentaciones sean capaces de producic
dichas rencciones modinnte desplzamientos dspreciables con. respects
 lax deformaciones del sisers. Esto exie, por 1o tanto, para lox
pilares, cstrbis o en general, pars Ias fondaconce que deben transmi
i enceones hiperetiticas, mucha mayor solides y sguridad, que s
quo corresponden & reaccones isostities.

Para tener un criterio que permita jusgar i una fondaciin so .
cxentra n condicioncs de_ prodicir on busnas condicones . resaciin
hiperestitica, pude procederse cono sigue: Suprimido on el sstema
Vineulo superfino correspondiente & Ia reacen consderada. X, 58
ealala el desplazamiento  que e itima, cuyo valor se supae ¥
caleulao, sera capus de producis en ol istema rsulaate. Ademds -
aplicn sobrs T fundacién una fuerza vl & X, 3 50 cacul el des
saniento ¢ que la deformabilidad del pilar o estiba cormepondinte
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¢ par d fuersasopuestas, ya una cupla, ya una de wn par de cuplas
opuestas, odas de atensidad variable.

Elgido, en esta form o esfuerzo aosiliar T, ol producto cscalar e
sultante del desplasamiento teolata o rlativg o 3 calelar por o mismo,
estard dado, como e stableci en (371, directamente en valor  signo.
por la expresion .o

425, — Sentado lo anteior, consieremos 1a. foncidn

@@

e, com hemos estableido en (418), s da trabaios do deformaién
hipottis correspondientes  alores cualsquiera X de fuerzas dirigh
das sogin las reaciones iperesitias, actuando e ol sistena e que se
i supriido lo vinculs superfluos repectivos 3 que lo mantienen ea
equillbio conjuntamente on s carges P, sunque no correspandiendo
con I detormaci6n compatibe con dicbos viculos suprimidos.

Si a sistema Isutitico sujto 8 s eargas P, y X, agrogames un s
fuerso suxiliar U, a los efestos de ealeular o desplazamients & que 1o
cornespande, orginado en el sistema. biperestitco dado por las cargas
P,y podremcs formar una nueva funcitn.

B a0,

aus, de euerdo con el mismo citri, nos dar rabajon bipotétieos para
valres asitraros X, y U cquilibrados con ls cargas . Si en dicba
funeidn damos & X, (i=1, 2,..., ) los valors efetivos X' (i=
2., 6) de las resciones Niperetitica originadas por las cargas Py,
e supondremas conaidas, y hacemos, ademis, U = 0, s dard ol eer.
{ivo trabajo de deformacén que en of sistema hiperetitco orginan i
ahas cargus P, Si o sisema dado foera sostitico e tedei ya X' =0
(=1, 2., 6) ¥ bastaria bacer U =0 en la funcidn anterir, para
tener 1 trabojo de deformacitn.

Hochas ctas consderaciones previas stamos ya en condiciones do pa-
far 4 1 demostracién el teorema de Castiglano,

436, Demostracion del teorema de Catigliano. —Sea un sisems
sotdien o hiperostiticoal que so aplica un canjunto de cargas Py (p =1,
2,...,) 3 su, ademis, & un desplazamiento qe so dsea conoce, orgi
nade dusaats I deformacién debid » s mismas, enenditados, segin
cabamos do establecr, que 0 puede repreentar indistintameate, o pro-
yeeidn del desplazamicnto do un punts, I otaién de vna wesién 0 do
In direccifn do s barr, 1 proyeceidn sobre don puatos de s des-






index-204_2.png
i extramar Ia aprosimacidn en la fiacitn do aquéllas, puede legarse
a resulados aceptables en Ia prictics.

49, — Conviene acentuar bien st diferenci_ exstente entre 1o si-
temas sostiticon o biperestatices. En un sistema fostdtieo de reteulado,
Do ejemplo, 1 tensin en una bares debids & un determinado stady
o careas, mo alter i 50 cambia. s eccidn transversal ©, ya wumen
tindoln, para leanzar ) debido coefcente de trabajo, ya reduciéndol,
Para sconomiar material utndo ste coficient Teuite muy reducido

o cambi, i caleulada la tensidn en una barra do un sitema hiper-
etiton, resuta demsindo grande, 70 puede sfimarse @ prior que ¢l
istema e leva & mejores condiciones de rsistenin al aumentar su sk
it transversal. At més, ¢ posible concebir sistemas hiperstitioos,
e os que ol aumento de a eecén transversal de una. barrs, empeore.
e susficiente de rabajo que e Ia misma origine un determinado satado
o cargus, o cansn. de que dicho sumento de seccin praduzea n Ja pro-
pin barra un sumento de tnsién en magor propofein.

Pero, como hemos dicho, pricticamente, no e, por suert, en general,
tan predominante sa. inflaencia e ls dimensiones transvrsales y wn
sstema.puede darse, cas siempre, como reselto con sufiiente aproxi
macion cuando se haya dimensionado de acuerdo a los resultados del
segundo cilalo de erifcaién 4 que nos hemos referido en el nimero

482, Bleccion yciculo de las incognitas hiperes —Dadouwn
sistema, Bipereidtico sujeto 8 un determinado. ssado do cargas, perna.
pentes o ccidentales, e primer problema a fesalver consse a hallar
T valores de sus ncignits biperetitcas, obtenidas s cusls o il

@

1o se reduce ) del sisema ostitin qua revulta. ol uprini los viocalos
upeiogs correspondiente, bjo la aceite, ademi de las cargu diseta.
mente aplicadas, de dichas recciones bipersstitins (de vincalo externo
o interno) considerades como fuersas exterores.
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plasamiento relativs, o Ia rotacién reltiva do dos socciones o do lis
direcioncs do dos barras.

5i ol sstema.es bipercstitco supondremos conoidos lon valores X'y
=1,2,..., 6) de sus nctguitas superflus.

Apliquimos un esfuerso ausiliss 0, de intenidad varible, que cores-
ponda al desplazamiento @ que se desea determinar (una fuerza, una
cupla, o un par de fuerzas o cuplas opurstas, segin el cas), y uni vex
Guprinidos, & s trata de wn istema hiperetitieo, Jos vinculos super.
s, 3 pustos, segin s dirceiones e 1as reaceones esectvas, fuer-
2 do Sotensidades variables X, formemos la funcibn

® -3, X, 0. @

Supuesto ol sistema en equilbrio bajo la acsin de un conjanto eual-

uiers e valors de 1 fuerzas X,y U, demos a esta itma un inremento

culauiers AUy caleulemos e inerementa A%, correspondients de dick

funcén. i lamamos A, Mg ¥ Adu, los desplizamientos corres-

pondientes » las fuerzas Py, X, 3 U, durante In deformacidn debida &
fuersa A, el trabajo desarollado por Ia misma serd

80, = E Py by B Xe o+ U ot AU Sa B}

desde que s fuersas Py, X, y U sctian con toda su intensidad durante
1a deformacitn, mientras AU va creciendo gradualmente desdo cero basta
e valor.

‘Para valores do las variables X, y U, correspandientes  Io originados
por Ias cargas P, en el sisterma hiperestitico dado, en sus efetivas con-
diciones do vinerlo, e decr, para Xy = X' (i=1, 2,..., G) y U=0,

e, en virtad de 1a ey de Beti, que

(): Py Bt B X S U Au.,.)x - ]

< E Py b0t B X e = 80

desde que o s, por bipéteis, l desplazamiento originado segn a direc-
it del estuerzo AT, por las cargas Py y X', mientrss Aoy ¥ Be
fon Tos desplazamintos que a estas Giimas fuersas corresponden A
rante Ia deformacién dbida a Ta AT.

Por otra parte, Aaes, desplazamicnto en I direceitn del esfuerzo





index-206_1.png





index-139_2.png
i=1

n G
( Y P, Atyu+ ¥ Xi.Aaiu + U Anu.u) =
=1 B

* aq
=Y P,.Agyu + Y, X's. Agiy = AU .a,

=1 i=1





index-205_2.png
Por Io general para un dado sistema se podrin clegi s inciguitas
Diperestitica de gran nimero de manerss. Asi, por ejemplo, en e sse-
na de primer grado de la figora 2610, s podrd tomar como incbpaita
hiperestitica I proyeccion sobre wna dirceidn cualquiera 2z ((g:2643)
de I reaccin en B, conviriendo esta. artculuién en wn spoyo movile
et In direcidn 77 3 manteniendo el equilibrio mediante I incégmita
X, do esta misma divecidn. Pero también podrd tomarse como inedznita
hiperesitica la tensién en una cuslquiera AN de sus barras, reempla-
sindola por Ia misma (fg.264¢) con o que o sistema o conviere
21 areo fontitico on tres artienlciancs 4, B y C.

Anlogamente, en cl sistema de s e de terer grado do indeter
minacitn estition de Ia figurs 2656, s pueden tomar como nctguitas
biperesitics las tres companentes Xo, Xy y s, segin diresianes el
gidas a voluntad, de In reacei en of empotramieato D (6. 2650); 0,
como'indica T figura 265 las tres componentes, también segin diree.
ciones coslesqiers X, X, y X, de la reacidn inerna. trasmitida &
travis do cunlquiera e sus seciones . Ademss, podri tomarse las
ncbgnitas o agrupadss en una secidn, como_en s caso anteriore,
sino eparadas, eligiendo, por ejemplo, (Vg 265 d) los momentos festo
7o cn trs puntos B, € 3 D.

Tero, préctioaments, no es indiferente 1a elocidn de s ineignitas
iperestiticas, pudiéndose, cunndo se I ofectia en forma adecuads, re.
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§3.— Obtencidn en los sistemas hiperestéticos de las magnitudes

estiticas y desplazamientos debldos a 1as cargas permanentes y

accidentales, 8 los cambios de forma ¥ a los asientos de las sus-
tentaciones

. Forma de plantear of problema de Ia resolucién de un sistema.
pesestitico. — Para hala, e un sistma isostitico, o efeton de s
sty cuslqier do cargas, bast conocer su forma: I paicién de los
Sértee del reteulado i o do exta naturaleza 0 a curva que comstiaye
u fibra media, i s de alma llena. En posesén do esta forma y dudas
1 cargas, pusden calelarse, sin mis datos, 72 1as ensions en s ba-
Fras, 34 s caracteritions en as diversas seceiones 3, en funcio do
ellas, Sjar s dimensiones necesaris para que sus partes constiutivas
resistan en buenas condiconcs  dichas cargas. Bl cileulo de un sistems
ostdtico s, pues, en general, un problema de edlelo dircto, y decimos
en general, porque 70 sucede o mismo cusnd e quiere hala la aceon
“de pesa propio, v que ste peo e functn de as seciones que s tratn
e determinar. Sin embargo, en gran nimero de casos prictics el peso
Dropin e pequefio e ifluye poco en comparacin de las estates cargas
3, 6in afectar groseramente los resultados, se o puede, dentro del grado
e aprosimacion, sxtimar o priori 4¢ modo & que, ain para ) mismo, la
determinacin de s dimensiones resale  cflenl divecto

En lo sistemas biperesitics, e cambio, l problema e presenta sin
pre como wn cdleul de verifiacin, ya que, para cualquier cstado de
cargus, su rsnlucidn dopende de la deformacién del mismo, o se, de las_
anciones de sus piesas comstitutivas, que son precisamente las que se
trata de determinar. Para ellos, pues, 5o queda el recurso de fijac de
antemano estas dimensione v verificarlas luogo, para. volver a repetic
o cdlelo en casn que no resulen do acuerdo con las previstas.

Ta fijcifn provia de dimensiones se hace, por lo somin, mediante
comparaciones con obras anlogas & 1a que e trats de calela. Poro,
cuando no ea posible sstablecer estas comparacions, & caua de no exs.
r obras andlogas o de carecer de datos sbre s mismas, s proceder
e Ia forma que pasames a exponer.

i e trata do un sistema do alma llna oo podri suponer, para ua pri-
e chleulo, que ol momento d increa s mAatenga onstante  lo Jargo
e 1a fibra media o, 8 1o mis, que tenga. valores consantes en sus prin-
cipals piera, dtarminadon en base & s groser etimacién wbre los
posibles momentos lctores miinos & producise, i, en cambio, o si-
tema s de reteulsd, se supondri que los cordones tengan una weeién
constante 3 e desprcinr, en ol primer célenlo, or To meno, I nfluen
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te, por sumia de las cargas que quedan |
seceones, tal como se ba visto en (475). Ademis, si ¢l dingrama do
‘momentos Tlectore entre dos puntos cs una recta ablcus, una pardbola
e 2 grado o una de 3, os diagramas de esfoerzos tangenciales entre
Tos mismos, dingramas diferencales de aquills, seréa. respctivamente

al e, una recta oblicun y una paritola de 2

Asi, poe ejmplo, n I fgura 263 so han Ballado o stuersas tangen-
ciles e I meién 4, a I zquierdn 3 derecha de Ia sccibn € y%en I
sacién B, trazando por ol polo 0 las parallas I lnen do sierre 4,5,
e diagrama de momentos flectores ¥ 3 las tangentes del mismo en 4s,
1o ixquiedny dereeha de Cs y en B, . Luego, se ha compltado el di.
rama de esuerios tangenciales abiendo que entre A” y C s uo rcta
v que entre €.y B es una paribola do 2 grado caya tangente en
€ ex lu tc duerminad, de scuerdo con (79), como o ve en In
figr

478, Disgramas de exfuersos mormales de sistemas rectlineos. —
Los dingramas de sfucrass normales de o sistemas reetilins tienen In
misma forma que los de esfuerzos tangencale,  su determinacién, una
vez conocidos 1o estuerzos normales O 4*y O " en as scciones extre-
mas del trom de viga considerado ¥ halludos los dingramas de repartcién
A las componentes de 1as cargas paralelas a Ia fibra media de I viga
o ofrece ninguna particularidd.

479. Obtcacién de desplazamientos correspondientes a las defor-
maciones debidas & as cargas permanentes o accidentales.

que respeets o edlenlo de Tos desplazamintos absalvos o Tl
deformaciones que en los siserman sostiticos originan las carzas porma-
nente o sesidentalos, una v conocidas todas s uersas exterores, cargs.
3 reacones, que actian sobre una.parte caaquiers do loa misinos, 10
ofrece ningum, dificltad, y 5 lo efectia, ya ven mediante dingrazas
e WillotMobr, ya recurriendo  eléstcas, en 1a forma expucsta en I
parte prinera do esa obra.

i 0 e desen. conocer I totaldad de Lo desplazamientos de a parts
considerada del sistem, sin0 slo lguno de clks, s recarrvk, en In
forma conocids, ol empleo de los teoremas de Mobr o de Cestglino,
segtin s case.
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433, Obervacin. — Ea todas las aplicaiones del principio de Mena-
brea-Cstiglinno qus s exponen en 1os nimeros anterore, s ban supri-
mido Ia totaldad de los vincalos superfluo,  fin de que el ciealo del
trabajo de deformacién —de s cargas Py y de las fuerzas variaies X,
dirgidan segtin tods las incignitas biperstitioas — s Falie sobre
sistemasnstitico resultante. Ello, sin embargo, no es indispensable,
pues, dicko principio Jo hemos demasrado en (419) para ol trabajo de
deformacién de los sistemas en que s6o se suprimen una parte do los
vineulos superiluc. S6lo que, para poder trabajar en ol istema biper-
estitioo que en esa Gltma forma quedaris, e requerir baberlo resuel>
previaments, a fin do poder expresa sus Feaciones de inculo n fun-
i do as que se ponen en evidencia, que actuarin sobre ol mismo como
cargas exterore.

Eate ltino es e camino que e sigue en alguncs caos con el objto de
simplificar los sistemas do ccuaciones lidales 3, en partiular, en ol
método de reduccione suceivas del autor en el que se obiene ccuacioncs
independientes, de una sols inoigita cada uns, elimindndase ast el tra-
bajo de I esolucidn de istemas con mumerosas inchyits.

§3.— Teorema de Castighiano o de la derivada del trabajo.
de deformacion

434, Peeliminar. — EI teorema de Castiglisno que passimos a tratas,
al gual que el de Mobe demastrado en (372, permite obtener Io des
plazamientos sbsolutos o reltives corrspondientes a la deformaci que
n un sistem, fonitico o biperestitio, origina un estado cualquiera de
ey .
Wegin lo covenido e (371), designaremos en general por o el dos
Jazamiento a caleular ea decir, ® padr ser, segin los caso, I proyes-
i sobre una rects del desplazamiento de un punto, 1 rotaciGn absea.
ta de una secen de un sistema de alma llena o do In disecién de una
harra do un reticulad, 1 proecciin sobr Ia dircceién de dos puntos
de su desplazamiento rlativo y 1l rotacidn relativa do dos scsiones de
un sisema do alma e, o d 1 divecién de dos Larras de un reticlado.
"Para obtener estos desplazamientos con ] torema que s ocups, ser
Decesaro apliar sobre ol
un efucrso ausilior T, determi
e (370) al tratar del teorema de Mobr, pero con Ja diferencia que en
Ingar de tener un valor arbitrario 3 constante, como ali s estableci,
tendr uno que se supondeé variable. Ee decir, U podr representr, se-
in Ia maturslezs del desplazamiento  calealas, 7a oo fuerz, v wa.
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vineuls superfics, poniendo, segin s diseciones de las initas b
perestitias respctivas, G fuersas X, de intensidad varisble.

‘Supongamos que una parte do lus chapas de alrma Tl pueda consi-
Aerarse como cadenas elstcas de slabones infiniisimon y baya en toal
# cadenss 7, o parts de cadena, de lngitudes do fibra media I, y ma-
20 clistions y coufcentes do traslaciy espefions ', ¢, ¥ ¥ Su-
Pongans, sdemds, que las resantes chapas de sl Hens, que trata.
remos como caenas elistias do esabones finitos, engan en conjunto
mions 4 (¢ ¢y 10. Admitamo, finalnente, quo existan m barras |
en-total entre a5 de unin  de 1a chapas do retieulado, de coeficientes
e alargamiento t,

Bl trabajo do deformacién del sistema hecho fsosttico, para valoren
cunlesquira de las fuerzas X, estar dado por 1 expresién

L R O S

®

B

R ——-

¥ el principo de Menabren Cast
ecuacione Tincales entre las imtitas X'y,

EOMEIACE S

+B(or B or AT r 5

o
=12 0

que, rocordando lo etablcido en los mimeros anterirss con respecto o
1os valoes de Ias derivads que figuran dentro de las sumatorias y do.
eignados por OF'us OF'sa ¥ G'ap (2=, ), os vlores do las carac-
teteticss O, Oy G (==, 1) debidas  valores abitrarics Uy atric
buldos sucesivamente a cada una de las fuersas Xy (k=1 2., 6) y
lamando, adersi, T Jos tensiones en la barra  debidas a 1 misman
fuerzas Uy s convierts en

[z " x4 90, O o+ G Gn v Yo+

+ L O s O et T

o+ £ nrd,
€120
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cin de Tn deformacion de diagonales ¥ montantes, can o qué 0 50 7o
ueriri fiar dinensiones  los mismos,

En uso y oo caso, no ser menester dar valores absalutos & dichos
‘momentos de inercin 3 secsiones supurstos costantes, pues la obtencin,
mediante as ecuaciones de deformacidn, de s ineignita biperestiticns,
0 depende del valor absluto de los desplaamientas sino de los valoros
reltivos do dichos desplazamintos con respecto & uno. cuslquiers do
cllos. En las ccuacione [a] de (6), obenidas para Ia resalcién de
un sistema hiperestitico por 1a aplcaci de 1 ley do Bett, los dspla-
samienton @, Y 0y de los puntos de aplcacin de las incignitas X, y
e 1as cargo P, figuran, en efecto, en todon os trmincs, sendo posibe

‘mliplcacién do todos por un niimero coalquira, sin alerae 1o re-
sultados; como & esta multiplicacién se puede llegar variando propor.
cionalmente todas as seccones £ y momentos de inerci 1 del sisems,
queda demostrado, com afirmibamos, que o interesan 1o valores efec-
tivos de estos Gltmos sino simplemente nimeros que ls sean proporco-
nales. En ol casn pirticular en que fodo ol sistema tenga wn fnico
momento de ineria consante, podri pues, atrbuirele, por comodidad,
i valor igual & 1a unidad. Si el istema tuviers solamente dos valoros
e sceciones o de momentos de nerci, se podei hacer wno de ellos igual
1o unidad ol otro igual & 1 relcién de ambos; ete

Bstas Gltimas consideaciones son vilidas inicamente en lo que e rela-
siona. con el cilenlo de las dimensiones debidas & las cargas, pues, para
tener en cuenta ls efectos de los cambios de forma.(variscién do tem.
peraturs, ete) ¥ de los asientos aecdentales do s susentaciones, s0
requieee conocer, previamente, las verdaderas dimensiones transversles
e las plesas contiativas dl sistema.

Un ver efctuado un primer eilelo en bse & ls hipétsi o dimen.
siones transtersals establecidas en 1a forma que acabams de exponer,
o dimensionari. el sstma. o acuerdo con Jos resulados del mismo 3,
con estas muevas seciones e procederd & wi nuesa. resoluciin, para
Solver & dimensionar ol sistema.teniendo en cuenta los nuevos resultad.
Teiricament deberia continuarse en esta forma, hsta que las seciones
obtenidas fueran, denizo del grado de aproximacion,
irvieron do bass para calularls. Pero, prictcamente, bastark, por 1o
general, con este segundo cileulo, sunque as seciones roslten bastante
istintas de 1 que Ie sivieron de punto de partida, pucs, por 1o comin,
e xehacers el cilulo 5o legaria & resultados que no aleraran apre.
ciablemente dichas secconss. Debe tenerse presents & este respecto que,
por importante que sea Ia influencia de los valores de las dimensiones
transversals, mucho mis 1o es 1a de Ia forma del sistema, de modo que,
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due enormemente el trabsjo de cileulo para s obtencdn. Esta clec-
it de s ingitan biperesttins, o, i, de oras inebgnitan ausi
res en funcitn de las cuales puedan clas determinars, consituye, pre.

Gbieto principal del desarralo de los capitlos siuiente.

483, —Debe notars, por otra parte, que en u sistema hipersttioo
0 simprs son superfios todo sus vinculos y que, por tant, 5o pueden
tamarse com hiperstiticas Ias ncignitas correspondientes 4 cuslquiera
e el

@ e @ e
4

Asi, en ol sstema biperestitoo do primer grado sepresentada en I
figors 266.,1a barra M no eonsitaye un vincslo supertlu, 7a que
suprimirla (fg.2663) aueda bipersttion 1a parte AND 5 Ia NDB con
wn grado de lbertad. EI célulo de I tensén 7 en Ia misma oo resel-
e, pues, I ndeterminacite estitcs, Jo que e hubiera podido deduciv
directamente observando que dicha tensin e cstitio, va que de ante-
mano e conoc Ia resulante de las fueras extriors que sctian sobre
1a chapa NDB que queda  Ia derecha ol suprinie 1 barra respetivs,
resltants constituida por Ia de las cargas diectaments aplcadas sabre
1 s,

En o sistema do Ia figura 2670 1o s puede tomar com incégaita
Diperestitien I proeccidn do la reacsitn en B tegin I norml 5.3 do
1 recta 4B, pues al reemplaza, con dicho objts, I articuluién fia B
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Sentado lo anteior, supongamos, para. precsss ides, que o dingrama
Stm

o momentos Mlectors de a figura. sté dboado en I esa

‘pongémoncs trazar ol digrama de esfuersos tangencials cn In ccals
2

10 que haremos ballando, n csta scals, o poligons de Tusrzas que

wWh % Y

W

o fanicular ALY
e momentos s gual al producto do la distan-

podo haber serv

para const B Recor.

dando que la esela

i e e 28 i e,

zeslta que dicha disancia poler e

Hallada csta distancia polar & tomemos un punto cualquiera 0 omo
ol y tracemos una rocta 7z paralela a as cargas normales V, y distante
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vl

para ol sistemn de reicalado
Por otra parte, de s (2] 3 [¥] de (420)  de la (8] de (429) 30
deduce que

20,
i

toda ver que en dichas expresiones sélo dependen de X Ios tirminon
Iy, It x, .. do las sumatoriss rspectivas.

0 m

Sttitayendo en s [a) tenemos, finalmente, que I aplicactn del prin-
eipio de Menabrea-Castglino pars las cadenas elsticas de elabones £
it s conduce l siguiente sistema de § ccuaciones finles entre Ias
G inctiuitas X/ (=1, 2,00, 0),

(& (o 2 or
e

+ 900

o, multiplicando por Us

[ orara ne o crswun], -0

aistema. de ocuacones que o permite ballar los @ valors X/ sin ambie
iedad alguon. 1
Aniloguments, sustituyendo en Ia (2] el valor ballado de LT

dremos que o pricipio do Mensbres-Costigliana os conduco para ua
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4o, deterninada en la forma expuesta en el nimero anerir, es decr,

lesando por Dy n segmento D0 = 1 m. parslelo a AB, trazanlo por
u extremo una. paralela QS  las ordenadas del dingrama de estuersas
¢ corte hallando e punto  en que a cora a paralela D al eie 4,5,

e dingrama 3 midiendo un segmento TS = p1.

w76, Obeencion de mas de estuerson tangenciales
funcitn delos e momentosfectoren.— Dudo e dingrama de momentos
fectores de una part rectlinea AB (1. 262) de un sistema do alma.
Hena e puede obtener dirctamente, en funcién del mismo, ol de esfuer-
205 tangencile. Basta secordar, para ello, que e digrama do momen-
0 flectores s un poligone faniclar de Jas cargas normales V. y de s
componentes normales ¥,y Va de las rsultantes Ry y Ry do la tuer.
225 que quedan a la iquierdn 3 & Ia derecha do 4 y B. Segin eso, Ia
recta A,B, v o primer Iado AV, consituyen los Iados del fumicular
cormspondientes o la foerza V. anterior a la seciin Ay la rocta do
aceitn de st iima deb ser, I determinada or el punto X do inter
oo de s mismas,
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sistem de retculado al sistema do G ecuaciones nesis entrs as -
nitas X/,

o, mltiplcando por T
(); L

a2,
e ne permite, b, caeular o & valores X;.

@

451, — Prictcamente, pus para esler, mdiante o prncpio de M-
nabres Castilano, un sitema Miperstitico sonsitudo por una o va-

o cadena elisicu de sabones Tt o un sistems Mperestit do
rtiulade) e proced somo igue:

Se suprimen todos Js vinculos supersbundantes so somee o sistera
ositics rsultate s cargas esterires Py 3 e caeuan por el
uiea de Lo procedinientos que proporcions I st (¥ 1 carace.
sistcas O, I3 G 19 €8 s unions (o I tensions To a0
e s Varas ), crginan s mianan

e aplic, Iugo,en el sisema st useivamente etad de carga
Xom U (1,2, ), o docr, G cetadon de carga en cada uao
a6 To cuale s supane qus sobre o it it silo ek un fuera
de intensidad coalquira. Uy diigds egin T nsigata ipeetition
Ty e Gtermin, i, s caracteristins OF sy O 3 Gonen
T unines § (01 tensiones T e las barras §) debidas a o mismn,

Con s lementon i obtenidos 3¢ forman, usgs, s expresions (1]
¥ ) de (429) que dan 8 O ey (ol rxprsin 1) de ()
e da'n T) y e situyen s y 00 ', O ¥ T (k= 1,
2,1..,6) (6 Tuw) e las [ (o [d]) de (430) formando ls sistemas do
6 ceuaciones linesles eatrs s @ inctgnies X' =1, 2., @), aue
resulven el probiems

432, Aplicacion del principlo ds Menabrea-Castiglisno para Ia ro-
solucion do sistemas hiperestiticos generales. —Sea por limo, un
sistema general formado por barres, chapas de reteulado y chapas do alma
lena, vinculadas entre si 3 con 1a Tierra de modo a resular hipereti

0 44 grado G. Supongimeslo sujto & cargas P, y suprimam todos sus

s e e S e gt e e
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£ de 0. Trazando por 0 paralelas & ls Indos A,B, 5 A/ del dingrama.
e momentos deterninarerios sabre £z ol segmento a, qu, vidente-
mente, nos dard 1 itensidad do Ja Ferza V., e deci, dl esfuersn tan.
encial en 4. Avilogamente hallndo I nierseceidn o5 do I paralla
06 al lado 17 del dingrama. de momentos ol segmento ut; represe
tard T inensidad de Ia resulante de la foersas normales V. y Vi auo
quedan o n squieda de 1 secsiones comprendida entre 1 2, o8 decir,
nos daré el efucrsn tangencial, constanto enre estas secione.

Obtenido, puc,en eta fore o esuerios tangenciales en un nimero
conveniente de seciones e padrd trazar el dngrama, respetiso como
ndicn I figura,

477. B general no convendrd ballar odo ol dingrama do esfuerios
tangeacials, punto por punta en Ia forma expucsts, que, o otra parts,
0 s 4ino u diferencicitn gritica, sino limtarse & ballar con dichs
procedimient Ios principales puntos y completae el trazado directamen.
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Batre el extremo A y el punto A, de aplicacin de Ia P, no actia

ningun fueza 3, por ano, el dingrama, de estuersos tangenciales est
consitnido por 1a paralela A"A4,” al eje. Entre los puntos 4y 3 Ay el

473, i e troso e viga 4B (Fi. 29) e

4 un dingrama.
fibra media
dingrama de e

continuo do eargas, cuyas componentes perpends
e distribusen uniformemente, segin I Tt
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el moments fesor 7, por ejemplo, e tendrd, en forma andloga 4 la.
expursta en (22),
= Hw+ T M,

siendo O el momento fetor que en 1 vaidn  del istema heeho nses-
itie riginan s cargas P,y O oy el momento fetor que, en 1 wisma,
produce una cualquiers de las foersas X, Abora bien, s sobre Ia diree.
it de X, hacemas actsar i fucrza do ntensidad cuslauiera Uy ¥ 9%y
sl mommento estor que la origina e la unidn s, debe tenerse, on vie
tud del princpio de superpesiién d los pequete efects, que

My Xy

e

@3
Sustitavendo en la anteior expresién se tiee, finslmente, que

- o+ § [

siendo, como queda dicko, s, s, ', M 108 momen-
o8 flacores que en Ia uniin § del st becho isstities origiaga res.
pestivamente los cargas P, y fuerzas segin ls dirocione d las indg-
nitas de intnsidades arbitarias X, = Uy, Xs = Ui, Xo = U,

Por rusones completamente anilogas, obtendriamos que 1os etueraos
normales  tangenciales 07, y B, etin dados por las siguients fun-
ciones inele do s foeras variables X,,

o=+ § T,

0

B wl

sendo, como antes, OF s s o esfuersos ormal y tangencial que en
It § 4l istema beeho sotitico origin s cargas By y 'y ¥
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Suersos tangeneials, qu, como se sabe, sl dingrama ntegeal del de
Qichas componentes perpendiculars do 1 cargas, etark constitado por
s ot

‘Caleulados, pues, ls etueraos tangenciales T4y G en 4y B, -
mando la recta 4,5, com eje pars sonstrie ol disgrama do cstucraae
tangenciaes y Nevando segmentos 4. 3 s represenativos do low
mismos, exte dingraona et dado por 1a recta A, en a forma ndieada.
por ol rayado de Ia figura.

474, Gigrama de cargas normales @ n fibra media eté dado.

por I reta A'B' (fg. 260) cblcun con respcto a 1o misma, el do -
Tuertos tangenciale, ntegral del mismo, ser una paribola do 2 grado,

que pasaes poe o puntos s 3 By tales que = Gu”
Dicha pardbola. quedari, por coniguieate, deerminada si so da s twi.
fente en ) punto A, Fara ballr esta Giima comencemon por obiener
I scusidn de aquill. Consdersnda un punto I, disante = do 4, I
esfuerao de corte ¥ 8 agrega G sri dado por el ren AAM'N, que
trazando la paralea A" al eje qued. dividida en ol rectingalo 44"

0 Sl ey o ringalo AN a1 2o en s qun
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G (1, .., 6) I e carsctastins n dicha unin debidas.
& vlores aritaris X, = Uy G = 1 Bvv G) siiuidos o cada ant s
s fueaas X,

420, — Anélogamente, s so da un sistema cvalquiera do reiculado do
 barras § con coefiientes do aargamientos & (i=1, 2..., ), hipera-
titco de grado G  sujeo a cargas P, 3 si s suprimen todo o vinca-
Tos superfluo, haciendo actuar, segin las direceiones de lus incgnitas
correspondicntes, fucrsas X, do intensidades varible, el trabaio do de-
formacidn, para valres cuslesquiers de esas Glimas, cstard dado por la
expresin

1§
s-rEma ol
sendo 7, Ia funcin lineal

[

T

e etas ariable, en 1 que, como antes, Ty ¥ T, reprosentan respecti-
Vamente I tensitn en In barra § del sistema heeho isosttio, orginada.
por Ius cargas Py y por una fuerra de intensidad arbitaria X, — U, ac.
tuando segin I disecidn X,

430, —El princpio de Menabrea-Castigiano aplieado a los dos iste-
mas biperetitioos e grado G considerados n. 1os mimeros aateriors,
Sendo X/ (1=1,2, ) ls efectivos valors do las incégaitas hipe:.
estitias sorrespondicntes  las condiciones do vineul, igualando a on-
o las derivadas con respecto & as fuerzas X, cuslesqira (k= 1,2,...,
) nos conduce a 1o siguientes sistemas de ecuaciones

[2 }:(!Il A+ X+ T “’]u-n'"'
@2

o M

para Ta cadena aistics,

(%o
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De la anterior se deduce que

La tangente a Ia paritla en 4, forma con rospecto al efe un dngulo
nfinitésino igoal a 3, ¥ llevando, por tanto, & parte de s fobrs uns
paralela a Ia fibra media 4B, un soguento 2:G = 1 m, trazando por
extremo una paralela & It direciin de las ondenadaa del disgrama de
estuerzos tangenciales buseads, y llvando, & partis del punto ¥ en que
I paralea A:R o A2, la corta, wn segmento TS = p, I tangente en
A ese dingrama do efueraon de corte, queda dada por Ia meta LS.
Obtenida esta tangente L, Ia. terminacdn del disgram 5o roduce 3 In
construceie de Ia paribola de 2 grado que pasa por s ¥ Bs ¥ e tan-
ente en 4 a la misma.

475. — Resumiendo 1o anterormente expuesto y a modo de cjemplo,
consideremos I past rectilinen AB de un sistems, sometida 8 un sty
e cargas cuyas companentes normales & su fibra medis stén dadas por
el diagrama representado en la figura 201. La componente perpendica-
lar 8 1a fibra media G'4*,de I resultante 7, de lus fuerras que quedan
o Ia nginerda de la socibn 4, que constitage el esfuerzo tangencial en

ta secein, coth representads, en Ia cseala clogids, por el soguento
. No actuando fueras entre los puntos 4 y , el estuerso do corte
50 mantiene constante e igual 8 ", estando representado por Ia pars
Jla 4,C, al e 4,5, . En ln sceidn iomedistamente  In derecha de ¢
el esfuerzo do corte se obtiene sumando algebraicamente al anterior
fuerea concentrads Vs, y ol pusto Os, eorrespondiente en el digrama,
o determina como se ve en la figura. B la secitn D el esfuerzo tan.
pencial s igual a 1a suma del T30 correspondiente a €  de I arga,
niformemente repartida extendida entre C D, ot deci, 8 il al seg-
mento 1,0, = C,C +pe, ¥ entre los puntos Cy y Dy o disgrama de
estuerzas de corte exth dado por la recta €D,

Pinslmente, en B el estoerzo tangencial e igual al DD, mis la cargn

trapeidnl DD B, s desiv, e B = DD+ 25y ente
5 B o iagrama o s paribia de 2 gralo tangente n D o n o
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447, — Conviene notar que cuando s carzas mo son normales & Ia.
b mdin del sistema, ) Jado dl polizono de presonss corrspondin
o 8 una seccén cuslquier no s, por Jo general, ol que pasa por
punto de intersecidn de I diresién de csta dlima con aquel polizone,
sino el lado de éste comprendido entre s fuerzas anerir ¥ posteror
 1a secsin, E1 punto de apliccin de 1a resulante e as foeras que
quedan o I iquierda. de Ia secidn, 5o hallard, por tanto, en In inter-
secién e eta Gltima con Ja prolongacin de aquél. A, por ejemplo,

(ig. 251), el o de I curva de Ia presones ... o
pondiente n I secidn i i, dada por el punto Mo, 5 o 4 4.1, com-
prendido entrs las fueras Py 3 Py, entre eugos puntos Mo 3 Mo do
aplicacin s eneuentra 1, , aenss, €l punto de aplcacon de la
reultante K, de lus Tucrsis que quedan & ln izquierda de 1a secciin
o s e €y, inlicad en la figura

468, —Truzada, en Ia forma que queda dicha, la cursa de las presio-
s, o permiti obtener las caracteristieas 9%, OC* ¥ G en un
imero cuslquies do seciones, y llevando ondenais representativas de
L s, partie de ojes determinados  en correspondenca do dichas.
seciones, marcareno seies e puntos que unidos entre s dardn curvas.
aque, con i aproximacidn que depender. del nimero consilerado de
snciones, serin los disgranas de ropastien de dichas caractristins.

En muchos cass ol prosdimiento grifico de a curva de las presiones
70 da sufcinte aprosimacion en 1o que respecta a la obtencin de los
momenton lestores, debid 1 que dichu curvs suce mantenerse muy pré-
xima 8 1. ibra media y 1os braos de palncs (distancia. entre ambes)
auedan representados por segmentos el miso orlen de magnitud que
s evores de dibujo. Eu esos casn mo queda otro recurs que caleular
munéricamente los momentos fecores para wn nimero mis o menos
grande de ssciones, ¥ obtener, lue, s so dese, aproimadamente, en
- forma,expuest mis arribs, un dingrana grifies de s Fepartcin
para todo o sistema
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Suprimamos ol apoyo superfluo B y hagamos sctuar segin I direc-
it do In nctgnita X & caeula, voa fuera do intensidad varablo X
restrd I viga ostitiea de la figura 2455, euya reacidn sostitien

-9

Feirarmos I viga 8 un sistems de
mos, snte todo, que

rectangulares € (5.) ¥ tendre-

e i

La funcin que da el momento flecor 97 s distinta segin que o
considee el tramo AR o BC y estames, por tnto, n el caso tratado en
(412), en que e sistema hay que dividirlo en dos trozos & considerar,
siladamente, somo cadenas elistica de calabanes ifinitésmos, Tendre.
mos, pues:

Deste 2 =0 hasta £ = L
B

o, -m+£- g)xu‘*'
7 L 2
den s = L no
B
Reex(e- )2
B ) R G s
i

L expresitn encontrada en (423) como comsecuencia del pracipio do-
Mensbres Castiglano, plicad, & nucstr caso  despresiando simpre .
infiuencin do los esfuerzos tangenciaes , o5

(GOl s fomsn

ol
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469. i 5o trata de sistemas de alna lena setilineos, no resula ven-
tajos, por 1o comin, l empleo de 1 curva de las presiones, siendo mis
cimodo recurri directamente, como s expondri e Jos nimervs
e, In construcién de disgramas do momentos. flectores, estuersos
tangenciales ¥ esfueruos normales. Damos, sin embargo, & continuaciin,
s simplificaciones que en el trazado de la curva. de s presiones o5
Dresentan, en el caso frocuente de cargas co

una funcitn ineal.

Sea 4B (fig. 255) una purte rectlines de wn sitema de alma ena.
Fujeta & una carga contnua de direeiin <z, de repartcin lineal dada
por el dingrama Ad BB,y s, ademis, Ry 1a resultnte de lus Soeras.
aue en el sistema total actian & la izquierda de la seceitn 4. La e

mina eilmente sabiendo que debe quilibrar  a Jy ¥ &
P de Jas cargas directamente aplicalas sobre AB. Construgeno, pucs,
. poligono oab do esta fuerzas se teno Ry = o 3 su recta de aceién

Conoeidas asi s Tuerzas Ry y Ry 3 hallaos os puntos 4°y B en
aue cortan a los ndos extremon A, BB, del dingrama de cargas,
cursa de Jas presiones no rsulta otra cosa que la curva funiclar de-
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—me

e 1a que, susttuyendo los valors arriba encontrados, efectuando la -
tegracibn y simplificando, s deduce que

5
xe—gat

427, —El problema anteior e smplifiea notablemente observando que.
Por 1a simetra del istema y de las cargas, s momentos flectores en
dos puntos simétricos con respect  Ia vetical do B son iguals entre
para cualquier valor do la variable X, y que, por tant, el trsbajo de
detormacion originado por a carga uniformernente repartida y un valor
cunlquicrs de csta variable e igual en ambus mitades A y BC de sis
tema. Com otro tanto sucederi, por consiguiete, para la derivada de
esto trabajo con respecto a X y com esta derivada,del trabajo de defor-
‘macién para la mitad derocha e dada por Ia primera de las integra-
Tes e Ia [a] del mimero auteror, el valor total de I derivada para el
sistema ser

o), L% 22,

expresion de a que se deduce, como antes, que

5
—in
o

425 Apticacion del principio de Menabrea-Gasdigliano a1a resolu-
ci6n de cadenas elisticas hiperestéticas de eslabones finitos y de los
sistemas hipereatiticos de reticulado cuslesquiera. — Sea un sistema
hiperestitico de grado G, suscepttle de representarse por s o varias
cadenas elistias do elabones finitos que en total tengan  uniones §
0 10). Supongimosl smetido 8 la scsi de cargss P, y suprimamos
Iow G vinculos sperflucs, aplicando segin s dircciones de as ineigoi
tas biperetitioas cormespondicntes fuerzas X, (1= 1, 2., 6) de n.
tensidades variabes. Obtendremos asi un sistema sustition Sujto & s
cargas P, y  stas G foerzas X, y on trabajo de deformacitn, para un
sistema. cusquiers do valoes e catas Gimas, estard dado, sogin sabe.
mos, par I expreién

e-yEomarorarsa-em,

en 1a que las caractristiens 97, O y G en una unitn § cuslquiera
starén dadus por funciones lineaos de s variables X, . En efecto, para
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reducen on deidos & aqueles foerzas & os producidos por 1o rsulante
e las dos primeras, 4 y— V. que por actuar ambas a I zquierda de
4, estin dudos, para toda 1a piesa AB, por una funcibn lineal.

'Al disgrama de momentos flctores A'1Y...'B" abtenido comsideran-
0 1a piera AB como simplemente apoyad, s requerir, pues, sunar las
ordenadas de uns rcta para obtener ol disgrama buseado de momentos
lectores de 1a pieza AB, o, o que e o mismo, aquel polizono xferido
 un muevo eje s dark ese diasrama. Bl auevo eje, por ot parte,
auedar. perfectamente determinado si se conocen s momentos en ok
extremon Ay B de I piess dada.

Caleulados, s, estos romentos O 4* en A (igual ol momento con
rexpecto n A de I ) y Oa* en B (igual y de sentido conteario al
momento con respecto a B de Ia Ry) v lievados segmentos " y FB*
Fepresentatvos e Jos misos cambiados do signo, o nueso e do refe-
rencia eri o A”B” . ol plizono de momenton VY., wE, obenide
1 considera 1a vigs AB eamo splemente spoyads, referido 1 mismo,
como indicn e rayado de Ia igurs, os representard o dingrama de m.
nentos fletores bscado de Ia piea AR,

71— 0 des obtenr el diagrama de momentos referido 8w
reta dada de antemano, por cjemplo A4, By (fs. 2575) paralela 8 la
bra mediade 4 B, se procederd como sigue

Se lleari n 34, v en B, on I sl elegida 3 con s siguo, s
mentos representaivos e Jos momentos Oy O a" ¥ sobre la :Bs,
tomada como el se comtriris el diagrama de momentos flctores 4.1
2 4" B. que las cargas normales ¥, originarian en Ia viga AB 5
Susra simplemente apoyada. EI poligons asi obtenido, reerido sl dado
cio A B, comp marea e rasado de la figura, nos dark | dsgrama
buscad.

472. Diagramas de esfuersos tangenciates d sistemas rectilingos. —
S AB (T, 258) s parte rectilines 3 de ahon llena de un sistema,
auict 8 s cargas Po (1,2, n), ¥ Ry Byl eosultantes de s
Fucrsas que en el sistema tota, sctian, respetivamente, 8 1t fsuierda y
1 derech e sus secioncs extremas Ay B. Sobre Ia reta 4K, tomada
como e, propongimonos connraie su dingrana de estueraos tangenciales.

Para sl comencemon por culcular ns componentes V.4 y Vi (i =1,
2., ) do ls fuersas Ry Py normales & I fibra media del sisems,
3 simdo V. el valor el esfucrsy de corte en 4, ol punto respestive A*
el dingrama buseado lo obelremes Tevando, o a excla clgids, s

segmento FA vepreses

o del mismo
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st cargas, tangente en Qchos puntos 47, B & las resas de ci6n de
105 tueras R,y Fp, curva funiculae, eonstitada por wna paribola ci-
bien que se trasa ticilments, mediante punts  tangentes, en 1a forma
conocids, En I figura 5o ba dejado Ia delerminacitn del punto C° 3.
tangente I correspondientis a la secetn C. B1 lado de Ia curva de as
presiones correspondiene  csta seceit, e dei, I rctado acién de
1o resultante de s fucreas que quedan  su fzauirds, ot dado por la
tangente € su punto de aplcaién es el Co de intersceitn con 1a
dirccibn CC de Ta soein (perpendicular por C a AB). Por Io que
respecta 8 1a. intensidad Ko do In recta do aecdn do las fueras que
queden a 1o faqierds de C, et dada, com indicn 1a. figura, por ol
segmento Re = oc obenido mdsnte wna paralela o¢ 4 Ia tangeate L&

Si 1 carga e (fg. 238) normal  1a fibra media, los puntos 3 €
e 1a figura 255 coineiden, es dci, pars s secitn CCo, Ia Temltante
¢ 1as furaas que quedan’ 8 Ia fzquerda st dada dirstumente por la
tangents 7 8 Ja cursa de las presiones en ¢l punto C'om Cy do dnter-
sucién con dicka seeién. En ste caso, adems, e exfuerzo ormal e
constante en todaIa piza AB, o igual & 1a companente 7 de In foersa
Ry paralla & a fiora medin

470, Disgramas de momey
Sea 4B (fg. 257) una parte rectilinea de un sistema de alza s,
i a la cargas directamente splicadas de direecionss cunlsquiers Py
=19, ) y sean, ademis, Ry Ra,ls Tesltante de las facsse
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Por otra pare, X, reaccidn en B ovignada por Ia carza P <1, e In
ondenada de 1a linea de influencia de dicka rescidn dada por In (8]
de (1), 3 susitayendo y simplificando s tiene, finamente,

G

Por Jo que respects & 1a linea do influenia v pars las cargas que
acten I aquierds de , observemos que ¢l estado de cargas par
splicar el teorema de Castiiano (fig 204 ) se deduce del anerior (i
2043) cambiando el punto I por el F 3 a Ia invers, s decr, pormatan.
do a por 2. La expresin que da v,(a) e obtendrd, por anto, baciendo.
eta permtacién en 1a 18], s docr, er

B e O

g
530. Observacion. —En los ejomplos_anterores e habria_podido
mén chmodamente lus lneas de influncia buscadas, &, en Iugar

R

“
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aue quedan & In inquierda do Ay a la derecha do B, remantes que
equiibran a las fuereas P,

Descompangamos las fuerzas P, en fuersas Vi, mormales o la fibra
medin 4B y H, paralels a la misma (fig. 2575), y sean V. y Vi las
rescciones que en los puntcs A y B de la piesa 4B comsiderads. somo
simplemente apoyads, originarian las solas componeates normales -

i en dichos puntos del sisema dado aplicanios abors, pares de fuerzas
apuestus V. y— V. Vv —Va, rspectivaments guaks en vaor sboo-
Tuto a cetas reccioncs, 1as condiciones e equilirio no altersn, ¥ pode-
mos considerar los momentos festores que en ol sistema se originan con
1 suma de los producidos por los siguientes grapos de fuersas: 1Y) Las
cargas normales Vo 3 Ia reaceitn V. cuyos momeatas fectors, que son
o miemos que las cargas ¥, originarian en 1a vigs AB sf fuera simpie-
mento apoyada, stin dados, como sa sab, por ol poligono funieular 4°
TP WB de estas fuermas Vo referido @ la recs B ) Las
Auersas By Vo Hs siendo mulos os momentos debidos a estas 2 ve






index-131_3.png
X =
pl.





index-193_1.png





index-261_2.png





index-186_2.png
* *
o | :1 ‘917 (e;u:+yum)1=‘m 01(81+y0)l

I
;?t
\cz|=|‘[ (6'21)2 ynUz)

= ’ '95* ve (2 — Yo)






index-258_4.png
tanto, direstamente de Ia (3], mediante 1a susitacitn de a por o ¥ =
por 2, s dei, erk

- @274 €

oEn

Si 50 desen expresar tambie ot Gl modiants s abacsas @ y 2,
retridas al apeyo isqierdo, bastar notar que

iz y el
¥ sustite en I misma.

52— Supongamoe, abora, que actfie sobro Ia viga una carga i
formemente repartida en toda su extensitn do intensidad espcifica p,
3 propongtainos balla I desplazamiento ra_que origina en el punto
3,0, To que o o mismo, Ia ordenada v de In slsticn de ln deforma.
in correspondicnte,

Para uoa faje infiniisin ditante a del apeyo isieedo, situada
& 1 isquienda d 3, sendo p. da I carga que actia sobre In mima,
Acsplazamiento que origina en M serk

upds

Anélogamente, considerando una carga infinitsima p o’ stuada 1
Gerecha do M, a una disancia  de B, f desplaamiento respecivo s

wps.
Por consiguinte, para el désplazamiento 7 buseado, resulta

wan

wpdet [fpat = gl [le vt @ —aep o

ff @bt e zep .
aue itegrando, ustitayendo 2 3 o por us valores en foncitn de = @
7 simplificndo, nos da

Lt (z_22 s "
megw (i E) g

expresin fgual 8 1a ballada dirctamente en (258).

529, Bjemplo 1. — Consideremos cl sisema iperetitico 4B (6.
2044) y proposeiesonce ballar 1 linea e influencia para cargas ver
eales, del desplazamiento vertica del punto M, distante 2 del apayo B.
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Suprimamos ol apeyo mvil B y apliquemos en su reemplazo un fue-
2a varable X do I divsién de I incignita biperetitcn corrspondia-
e, X" Obtendremos I vign sstiticn de Ia figura 2243, que relriremos
2 un itema,de s rctangulares B (5,4)

I
@ i
B ———
®
. %ﬂﬂd T ,
z
x
y

F momento 97, de s fuerzas que qdan & I deroch, en una ses-
st de shcit 5,8

N
X

sor
ax

Siendo en cste caso OF = 0 y desprecindo I inflencia de los extuer-
205 angenciales 5, o principio do Mensbres-Castiliao, segia o eta
Blecdo en (¢a1) ¥ dosde que exite un sola. incignit, nos conduce &

et}
e U554

Y. ST
tenidos y notando que :
e
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deradn, Sen una cuslquiers de as artieaciones; supongamos fijas to-
a5 las chapas que quedan & su iaquierds, y demos 4 1as de Ia derecha
una rotactn en torno a dicha artieulacién, sin altrar u_ posicibn roa-
tiva, como si fueran una sola. chapa. La aplcaién del prncipio de los
trabajos virtuale . ete desplazamiento mos condueir, do acuerdo . To
visto en (397), & una ecuacién que estableced que 1a suma de los zo-
mentos estition do las fuerzas aplicadas sobe estas Gltimas chapas, con
respecto a la artioulacitn considerada, debe ser nula. Procediendo en
Ia misma forma para las otras artiulaciones, obtendriamos, pue, las
mismas n—1 ecuaciones restantes que nos da la Estities, con o quo
queda comprobado que, tambitn en este caso, los esultados de Ia spl
cacta del princpio de los trabajos virtuales son equivalente & los que.
conduce esta Gltma cienca

. Comprobacion del principio de los trabajos vietuales para los
bertad. —
Consideremos un mecanismo cinemitico cualquiera de un grado do iber-
tad, formado de chapas y barra articaladas entre si y vineulado exter-
namente mediante un determinado nimero de sustentaciones, Sea m ol
nimero do sus lementos, chapas y barras, que designaremos en general
Por 8 (i=1, 2,..., m) y sometimoslo & wn conjunto do » cargas Py
(o=1,2,... ), i lo mantengan en equilbro
E sistma en cucstidn s susseptibe de un Gnico desplasamiento vie-
tual independient, durante el cual sus diversos elementos, chapas ¥ ba-
experimentarin rotaciones % en torno 8 palos 0, que serin
puntos Tijos y detrinades, invaribles cualquiera s of desplazamicn-
to clegid.
Si 0, o8 ol deplasamiento que, dorante l desplazamiento virual adop-
tado, corresponde & 1a foerza P, el princpio de ls trabajos-virtuales
o dice qu, pars que subsst «f eqilibri, debe verificass que

Ere-0

i de las fusrzas P, designamos con Py & las que actian sabre Tn
chapa o barra S,y llamamos & 1 167, 0, 08 desplazamientos g, que les
corresponden, tendremos, deade que 1a chapa experimenta una roacin 0,
en torno al plo Oc y lamando py, as disancias entre s fusraas Py
3 dicho polo, consideradas como vetore divigidos haca est ltimo que

{+p-m,.<o

= 07 e

o g 1w argumentos de dichos Yctores distancia P
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A3 45 de dicho poigono anterior & la fuerza Py y su intnsidad exti
dada por el sogmento 01 1eido en Ia ccala resectiva, Trazando par 0
‘una paraalela & Ia tangente 8 In fibra media en My por 1 una 8 a nor-
mal  dicha fibra en el misto punt, los segmentos 01 y T3 nos dan,
respectivamente, I intensidados del xfuerso normal O * y del esfueeza
sangencial G+ en la seein considerads, deducitndoss sus siguos
tamente de s flechas de 1a figura (en este caso el de T* s postivo,
o selo su progeceidn sobre ol eje de 1os , ¥ 1 de 7 s negativo
‘por comprimir exta fucrza 1a parte MB que queds a I derecha)

Finalmente, llamando 4, 1t disancia CX, entre l punto € de apl
caitn de I fuerza By y of centro do gravedad M de I seccfn conside-
rada, el moment flector en este Gimo e, e valor abselut, | 92*] =
§.001% 3l su signo se deduce, también, o Ia figura (posiivo en of e
e que so trata).

Dado, pues, un sistema e alma lens, caleladas las rencciones de
ineulo fnterno o externo que ls diversos cstados de cargas permancnos
3 socidentales originsa en sus varias parts constitutivas, y trazads, en
Ia forma indicads, s curvas e presiones respectiva, s obtienen ls
caraceristicas en todas 1as seccones, 3 el problema del eilalo de lus
magitudes estiticas debidas a dichus.cargas queds, por tanto, reselt.
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La cenuctn de dicha linen de influoncia tendris una expresi. distinta
scgin que se considere Ia parte del sistema que queda de uno u ctro
lade dol punto .

‘Comencemos por hallax
derecha de dicho punt,

ue correspondo » cargas que actian & In

Purs s, spliqes e Io sl o fora vl P 1
o 10 inania « 40 spoyo 3, 8 o sscin g el ] dopae
it vl gu oreine e st , el o conind
o ordenad e G I T d i st sl an 3 o
ity s gt a i depaanionts ol Pt
e i U (1. 2943) de tendn e, 5 moprinsnen
sl mperiao B, o st g 1a s ds 1.
it Mpeein rpscies e fera X b G neniad v
e, Limendo O, (=1, 2, 3 ot o Gt qe 2 i
Py X, proten pepcivement o o ptos sorsdon 31 - 3
3 i deqlaamint s i dady et o e de Cotigion,
o expres

oo w

siendo I el momento do inereia constante el sstema.
Como, por otra pare, os momentos flectores s ¥ Os en Vs 3 ¥y
son ndependientes de U, s tiene
2o
“au

g, 200,
U

W[ £ [2
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Susitayendo el valor dado mis arviba para " y recordando que,
a1 e e radio d giro de I sceitn, o tiene

e gravedad N, y los extremos N 3 Na del mickeo central respe
mente apurstos  las ibras externas 4, ¥ s, por as que pasarian los
<ies ueutres para fuersas apliadas respectivmente en dichos puntos,
e tiene

¥ sustituyendo, resulta inalmente

1ol =[5 (an 4 em)

(am—we)

190 @40 | = 100w = 19220 |
19 =y | = 190wl = 191,
respectivamente on momcntos fsctores n los puntos Ny y Ny, extremon

el nicleo cental apusto & s fibras externas 4, 3 Az, % tione, 6
Dalmente,

BT S

|

=)

s

Lol | 2t

1

aue nos comprucha lo que querianos demostrar.
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— Ei trabajo de wn par de fusrsas opucsios, ea desr,
de dos fuerias que actusndo sobe Ia misma recta de secin tienen igual
intensidad absoluta ¥ signo contrario, durante determinados desplca-
mientos de sus punio de aplicacidn, e igual al producto da o sniosidad
de wna cualquiera de llas por la proyeceion sobre s diveecion de des.
placamiento relaivo do su punto de aplicacidn, con respeto al d la otra

Sean Fu y Fy (fig. 215) un par do fuerzas opuestas, aplioads, re
pectivamente, e los puntos 4 y B, que experimentan desplazamientos

3 b, cayos vestores eqipolentes son p A y p B Hallemos an pro-

aue, siendo, por bipd
Fam—Fa,
a
© = PG —74) « s A,
expresin que, constituyendo A8 la proyecei del desplazamients rela-
ti%, ¥ = u B, dol punto B oon xispeto sl 4, sbre In direcidn co-

miin de s fucrsas F y F, mos comprucbn lo que queriames demostrar.

352, — Sabemos que una barra de reteulado et sujeta sicmpre & dos
Sucrras opucstas que constiten la fenidn en la misma. Segin s,
supongamos que Ia barra 4,4 (1. 2160) osth sujta & un estuerso de
tracidn, os deir & una. teosén positiva 7. Si desarticlamos Ia barra
del xesto del. zeticald, el equilibrio en In misma lo obtendremos apl-
Cando en sus extremos dos fuersas opussts, T y T, de la diresein
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426, Sea (fg. 2450) Ia vign continua de momento de nercia cons-
ate de do tramon iguales e lus -, sometida & una cargs iforme-
mente repartida de intensidad espocifica p. El sistema es iperestitico
e primer grado; <onsideremos como incbgita hiperstitica I reacién
X en el apoyo B ¥ propongimoncs cakular su valor
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Hocho lo antrio, cada uaa de las chapas del sstema so podi consi-
derar aisladamente en oquilibrio bajo I et de sus fuerzas esteriors,
e desi, del conjunto do las cargas direstamente apliadas y do las
ruaciones caleuladas, tanto do vioeolo exteno_(correspondientes  sus
puntos de union con 1a Tierra) como interno (correspondientes 8 535
artculciones de it con las restante chapas).

Si ln chaps, as considerada, o de reticulado, un simple dingrama de
Cremona o culqier oteo do Jos procadimientos de la Betdticn grifica,
permitir deerminar 1as teniones que diehas fueras exteriores (cargus
3 rewcione) producen en todas us barras, con Jo que quedard term
nado e cileulo de I inflencia sbre 1a mikma de 1 earga permanents
o asdental coniderad.

en cambio, es de alm e, habrd que caleular s carse-
tetstieas ", OF* ¥ G* que las fuersas extriores producen en sus
diversas secioncs  para el s tiliaréa, en general, de los proced
mientos que pasamos a exponer

466, Gurva de prestones.—Sea AB (fig. 259) una parie e de un
st de alma lews, sjeta a s cargas  renceones P (5= 1,,..., w)
\emis, R,y Ry 138 esltantes de las uersas que en o sistema.

Arrocha de as ecciones A  B. T

brio bajo 1a aecidn de dichas fuersas

parte AB se mantendri en o
exteriones Ry Poy e
A paris de u punto 0, tomado como orgen, construyamos un poli-

oo e etas fuers, e dein,

evncs wa estor 00 sqipolente de
R, yor 0 ot 01 cqsipolente de P, por 1 e 1 aquipdint de P

porn—1 wmon

L cniglente de Py 3, Flmente, por n w0 00

equipolente de Ty que, por esar las fuersas e oqiliri, debe cerrar
o paligono.

Hecho lo anterior, por Ia Sntersccitn A, de las fueras Ry ¥ Piy
hagamos pasr una rcts paralela 01, que seri I rcta de acidn de 1
resultunte B, de las misias; por el punto 4, de su ntereciin con 1a
Pu tracemon va paralls 4,4, a radip O, que s dar, evidentemen
10 rcta de acin de 1o remlante de By y P, 0 sea de Ia By, rsul.
tante de las fuerzas Ry, Py y Py que quodan o ln isquierda del punto
e apicacion de 1a Py; procediendo en forma andloga traaremos e pol-
010 A1y Avs Av, que lamarence paligono (o curva) de presio.
s 3 que, como paskmis a er, nos permite obtener, en forma. suma-
mente cbmods, Ias caractersions en wna seci6n cunlquiers.

Ea efecto; para una secin mm, por ejempl, I resltante Ry do s
Tuersas que quedan & 1o fzquerda tene como recta de sccién €l ado
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463, —Por 1o que respeta a lo signos de las tensiones 0 ¥ o4, 5¢ s
dnduce ficilmente de Tos signos e los mentos flectores 1+ 3 I+
Observando, en efects, que si el momento flector O o8 positivo, com.
prime las fibras superiores (fiz. 252) 3 extiende la inferiores, result

”(\'\

Que s tensiones o, en las primeras serin negativas cuwndo O eca
Positivg o sea, de signo contrario  cte Gltimo. A In inverss, las ten.
Siones o, en s fibras nferioes tendrin l mimo signo que ol momento
fector 97+ en el extremo opursto del micleo cets

404. — Resumiendo, pues, tratindose de itemss de alma llna sujetos
 cargas maviles no caleularemos momentos 3 etuersos normales en s1%
diversas sesciones, o mowentas hctores en Jos puntos exteemos
Ios niceos cenrales de-las mismas, que nos darin directamente, por
smple proporcionallad, lus tensones unitriss mizimas en las ibrax
externas situadas en los udos opnesos & dichos puntos.

§2.— Glculo en los sistemas isostiticos de las magnitudes
estiticas debidas 4 cargas permanentes y accidentales

465, Generalidades. — Dado un sistma isstitico cuslquiers, sujto &
ann carga permanente o secidental, e deir, & na cargs perfectamento
deterninad. tanto en intensidad como e distibuciin, o prinero o
iy que caleula, para resolserlo, son las componentes J de as reucciones
de vineulo exteran, que se ballirin en la forma conocida medinate 105
procedimientos qus proporciona Ia Etitic grifies o bien snaliticaments
modiante 1as ecuacones de equilibrio estitico. Adenss, si ol sisema st
Sormado por varias chapas (cs deir i se trata de una caden cinemiitica
o de un sistem. general) e halarin tambidn, con los mismos prosedi-
mientos, la escciones de ineulo interno que entre sf 6 trasmiten di-
chas chapas,
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I trabajo vietual do una cunlquiers de L fuerzas Py erd, por oo
siguieats,
Fpars o <0
— o,

e |

5 ol esslante para todss s fuerzs spliadas en In chapa S,

+pam g <0
=m0

T (& Pustin
2

en que I sumatoria se entiende extendida s todas lls.
" trabajo virtual resltants del sistema, ser, inalmente,

Hpan o <0

Ereo-Epenano-o {0050 W

Hallraos,shors, 1 condicin de cquilibrio entee las fueras Py & que
o canduce I Estiica. Obsevemss para ell que una cuslquiers do as

hapas , (fig. 241), Ia podemos considerar aislada y en equilibrio bajo
I et de s cargus Py dirctamente splicadus, do las reasiones
de vineulo interno T, que I transmiten s chapas dyacentes, aplicadas
en 1o puntos de atiulacin de las mismas, y de s resciones d vineu-
Io externo X, oiginadas por las sustentacioncs que corresponden & 1a
misma. Como todas stas fuerras deben estar . equilbro, s sumas
e sus momentos con respecto a un punto cualuiera y, en partiealr,
eon respecto al plo O, del desplazamiento virtua anterior, debe er mu.
1, e deie, qus designando por , los vetores ditancia de las resa
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pertensiente » Ia wecin considerala. Las O* ¥ G* que, en cambio,
epresentari a3 componentes segin 1as dos primeras direcciones, de 1
seultante de Ja Tuersas que quedan a I squierda, srén siempre igua-
Iy e signo contrario a s OF ¥ G e dec, b tendr

T = T =T
0 vs serk gual n valor sbaluto 8 T ea desie
Lo =11,

3 s signo dependerd de s sentdo con xespecto a 1 fibra melia. Con-
siderando Ia componente O de Jan fuersas que quedan o 1 derecha 3
sucrriendo Ia cadena.de deroha  fzquicrda, caando 1a Tlecha de O
tenga el sentido de est recrrido Dabré compresin 3y por tanto OF*
tendrs signo negativg, y 8 1 inversa coando la fecha de OF tenga sen-
tido contrarin 8 dicho recorido (*) .

En slgunos sitemas de dlma Ul no tiene sentido ol hablar do s
partes que idan 4 Ia doreha o a Ia fnuierda de una secion conside-
Tada; i, por ejempl, en 1 fgura 2496, no podria decire cudl o8 In
art que queda & Ja derecha 0 & 1a. fzquerda do In sewedn mm. B

@ ©)

o

-

eston caso se harin comvencionse expcines para deterinar los siguos
e lon momentos fsctores y ssfueron tungencales. B ol caso da In
figura so podia. adoptar, por ejomplo, los signcn de las componentes
que para mantener ol equilibio y una ver efeetada la scsin mm,
D que aplcar en In chapa 5, Tigada & 1o parte que queda arrba
e o (tig. 249%).

) Tensones en a totalidad de s Vorres de retiouado. A extan
tensiones que, como hasta ahors, dsignarencs eon la ke 7, los dare.
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mos, cono siempre, signo positivo cuando correspondan & w esfuerso
de teacedn, ¥ & invers

459. —Los desplazamientos que puede requerirse deterninar en
sistema de alma.llena o de reteulado son Jo que ya hemos stableido
en (278) a ocuparnos del teorema e Mobr, que puede wtiizarse para
s cileulo. Los designaremos, como all hemos etablecdo, wn general,
con I letra

K

Tesumiendo, pues, un sistema misto formado de partes do alua
¥ de barras do retieulado, quedard compltamente resuelo, comndo
3¢ hayan obtenido: 1) Las componentes R de todas las reaciones de
Ninewlo externo, las tensones 7 en todas sus bareas de reteulado y loa
dingramas que proporcionen I caractersions 97, O* ¥ G para
s seccione de s parte de alma llena (o, po lo mencs, se cononcan,
st caraeterisicus e 1as principales sceiones), correspondientes . 1as
diversas acciones (cargas permanentes, scidentals, mivils, cambios de
forma  asientos de las fundaciones) que puedan presentare, y-2) Los
estudos e deformaciin originados por dichas diversas acioncs, que pro-
poreianen cuslquiera de los desplazamientos absnlos y rlativos de s
puntos, de las seccones de sus partes de alma llena y de s direciones
e sus barras de reticulado.

@ @%

461, Obscrvacién. —i & los cfectos de caleular un momento flector
O 810 pone en evidencia de acuerdo u o establcido en (364) ¥ como
ndica 1a figura 2500, ol momento_de las fuersas que quedsn & 1a it
guisrda de Ta seceitn comiderada €, que consituse dieha caractersties
%, st dado, en valor y-signo, por a cupla fue, parn mantener el
‘exuilirio, se require aplicar sobre I chapa 8 de ln derecha. Esta
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constitado por wna fuerza verlieal U e intensidad variable aplicada
en’ dicko punto. La_expresitn que da e momenton flctores quo las
fuerias P =1y U originas, o distinta segin que se considere punios
N1, Ny y Mo, respetivament comprendidos entr 5= 0 3 2= 4, 7=

¥ ez smzy oel; lamando, respectivamente, s, OFs ¥ s
estos momentos, e desplaamiento o et dado sgin o teorema. do Cas.
iglano, por I expresion

BT 0L “

sendo I o médulo de lustieidsd o 1 ¢l momento de ineria constants
a1 vien.

Las resceoncs que en Ay B origian las cargas P=1 y U son,
respetivamente,

3, por tanto, o valores de 9%, -

Para Tos puntos N, comprendidos entre £

- —Fie
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ciones de vineulo interno con respeto  dicho pol, debe tenerse para
eada chapa S, que

Lalugmat=o {FRmom<s
g — 0 w0,

(5= Su S S,

desde que los momentos do las fuerzas X, son de por f nalos, toda ver
aue s ¢l vineulo externo quo las origina s una arteulucidn G, eon
ella cvncide el polo Oy y por ella pasan Ios dos componentes X corrs-
pondiente, y s e un apoyo movi, sbre Ia normal s dircei, que
coinide Ia reaccfn X respetiva, e Balla ituado el polo O, como en
o caso de la figura.

Maltiplcando cada usa de las m ceusciones anteriore por In rotcién
9, que Ia chapa correspondiente habia experimentado durante el despla-
ramiento viraal antes considerado  sumando so tiene

s
}.'.A@ (& o ppa ) + 0]

P 50c0 1 <0

cEpenw-o {
PR A S

Observando abors que s lsmamos a1 el desplazamiento correspon-
aiente a 1 fuerza T, experimentado por Ia artieulactn intermedia que
origin csta. reaceidn de vinculo dursote ol desplazaniento vietual ante.
rior, 0 tene

+ para e <0

¥ ol segundo términ do I expresin anterior pusde ceribirs asf

s
3 % T
2
Pero, como  su ves para cada T que actia obre Ia chapa 5, exise
una igual y de sntido contrario quo esta hapa trsnsmit & 1a que 1o
origina, ¥ el desplazamiento o de Ia arteulacidn que s uno es el mis-
mo pars ambas, los térmings T, 3 de la sumatria spterior, son iguales
7 de tentido contrario dos 8 dos, con 1o que e tiene que

T X fia=0

i






index-99_1.png
para despluzamientos finitos y pesos, en e chleulo de poleas y aparejos,
fen Io enunciaba en Ia forma siguiente: E expacio pasivo el espa.
cio actico com la potenci activa e o I potencia pasiva.

Galilo y su diseipulo Torriclli o apliaron, mis tarde, a la determi
macién del equilibio de diversos mecaniamon sencills, sujtos siempre
5610 8 ln aocin do fuerras vertcals debidas a 1a gravodad.

Per, e prine enunciado general del principio, en In forma en que
oy 1o concebimo, para fuerzas cualsquiers, es debido a Juan Bernowll,
i comanicd s descubriminto en arta dirigida 8 Varignon en 1717,
Bernoulli enunciaba el principio de 1a manera siguinte, en que so do.

el trabajo de wna fucrsa con Ia palabea energia: En fodo equiibrio
e fuerzas cualesquica, de cualquier modo g sean aplicadas, iguiendo
direccione diftrentes, obrando wnas “sbre olres, mediata ¢ inmediato
mente,la suma do as energias ofirmativas serd igual o Lo e las ncrgios
negatives, tomadas afirmativamente.

Varignon intents una demosteaci del principio 3 1o seifcé en algu.
wos casos simples en su obra Nowelle Micamigue ov Statique (1725)
Posteriormente Lagrange, admitiéndolo como_postalado, 1o puso como.
fundamento do su Micanigue Analitigue (1785). En las sguientes odi
ciones de esta obra intents dos demostraciones, 8 una de s cuales 38
s hermos reerido.

L concepto de que ol trsbajo vitusl puecde ser egativo en caso do
Asplazamiento irreversbes es debido  Pourier (%),

403, — B prinipio que nos ocupa ba recbido y resbe ain diversas
Ausignaciones, Namindoselo principio de las velocidades virbuals, de oa
deplozamienios virtuales, do loa momentos vituales y de los trabojos
virtuales,

o I ctuslidad prims st lima designaci, de frabojos viruales,
Aada por Osfuald e 1872 (*%), que es 1a que mis o aproxima al con.
cepto de Io que eacierra en o o ligado exclusivamente con
1 nacidn de los trabajos posibles de las fuerzas aplcadas a lo sistemas,
como hemos visto en (390).

T Ia designacin de momentos viruales, I palsbra momento s e
plea en su scepeién etimoligica de products, queriendo indicar el pro-
ducto de la fusrsa por el desplazamiento vietual corrspondiente. Apar.
e e o recordaraos Ja nosin del trabajo, tan fotimamente vinculada
con el prinipio que docimos, tiene, adeans, el inconvenienta do no con-
cordar can Ia scepeién comin que boy so da l tirmizo moments, que
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31 (0] wma 1a forma de la [o] obenida por Ia aplcacén diecta del
principio de o trabajo vistuale,Jo que ico que, también en ese cus,
esto principio cnduce 8 1a misma ecuacion de equiibrio que I Batitics

Comprobacién del principio & jo virtusies para los
omas hiperestéticos. — Consideremos un sistema biperestitico sujet
 un conjunto de cargas Py (p=1,2,..., ) y suprimimosle un nimero.
culquiera G de vinealos superfluss, reemplaziindolos po s incgnitas
hiperestiticas X, correspondintes.

Yo hemos visto que e sistema.elstco asf considerado s suseptible
de G desplazanientos virtules independients, que estén dados por las
detormaciones que corresponden . etados de carga (untario), abtent-
dos dando a cada una de las reaciones Xy un valoe aritraio U ¥ su.
poniendo s las restants.

i aplicamos, pus, al sistema, spuesto desargado, una foersa X, = U,
obtendremos con 1a deformacii respectiva uno de dichos desplazamien.
s virtules odependientes 1 oy 3 Gy 00 los desplazamientos quo
en el mismo corraponden & ls foeras P, ¥ X, que mantienen en e
ibrio el sistem, debe verificrs, sgin e principo de Ios trabajos vir-
tusles, que

PESTES PN
Hacendo o et exprsin ssssvamete = 1,2..., G, e dci, dua-
4o eloaacions virtule sssivas medsni et o cirgss X, = Uiy
Xo= Ui, Xo= Ug, endrem w sisema do G cuacions lcs.
e cotr s G neian Miperetitcns X, que non deerminar s
vaones

Abora bien, etas cuacionss son exctamente 1 que hubiéramos obte
1ido aplicando 1 ley de Bet, de aenerdo con lo demostrado e (36),
puesto que olas no expresan sino que es nula a suma de los productss
scalares de las fueras exteriores que mantienen en equilbrio o sistema.
listico (cargas ¢ ncdgaitas hiperestiteas) por los desplazamentos de
bidos  estados de cargn X, = U, corespondientes & valores abitrs
atribuidos s incguias ).

L aplicaién del princiio de ls trsbajos vistuales  as cadenas el
et Viperestiticns, condue, pues, al mismo resultado que In spliacifn
¢ I ley de Bett, y dicho principio e, por tant, u este respects, equi-
valente 8 st Gt

Algurios datos bistéricos. — E1 princplo de los trabajos virtus.
I, cuyas primerss insinaaciones vienen de 1a sntigiedad con los seri.
a8 Qe Arititcls y Bron, 106 aplcado por Stévin . ines dl siglo XVI,
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aque intogrando.y simplificando, nos da, finslments
ot
SEI

@2, ]

ue consituye Ia ecuacisn de Ia linea de influenca buscada dl despla-
to vertical del punto A para cargas que actien  Ia izquierda del

Cusndo la fuersa P=1 actie
siempre en M 1a fusrza auxiliar U a los fectos de aplcar ol teorema.
o Castigliano, se lga al estado do cargas xepresenado e Ia figura

derecha de 3, haciendo actunr

203 Si determinamos el punto M v Ia fuerza P = 1 por sus distancias
2y @ al apogo derecho, este estado do cargs reslta compleamente
anilogo al do la figura 293 utilzado para caleulas a v La livea de
ifluencia para cargas que sctian a Ia dorocha de M, su obtendri, por
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realiza tcilmente sabiendo que son proporconsles respectivaments & los
momentos flectores OF,* y O*, no en ol centro de gravedsd Ny do
Ia secion sino en los puntos N, y N, extremos de su nicleo centr
respectivaments opuestos a os A, y ;. Pasamos a demostrar, en efeto,
aue sl 97 (=1, 2) e ol momento flctor en el punto N, extremo
del micleo central apuesto a la fibra externa A, 1a tensidn en esta 1.
tima est dada en valor absouto por In expresidn

A
tal - | 2n |,
en 1a que, como en 1o formula comin d a esidn simpl, v o la dis-

n entre Ia fibra externa 4, considerada y el centro de gravedad
Ny de la secion, ¢ 1 el momenta de inerca de Ja misma.

Sea, en eleta, P (fig. 261) ¢l punto de aplicacin do I resltante
e las foersas que quedan a Ia fspierda de la seccion 4,4y y 9% la
componente normal de esta Gltima. E momento fector, momento do
97" con respeto a No, e, en valor absoluto,

1971 =190 w1,

5, dado el sentido dé O7* ¥ 1a posicén de su punto de aplcacién P,
ste mamento es positivo 3 hace trabajae I fibea superior 4, & I com
presin, Io mismo que Ja fuerza O7*. La tenion o, e, por lo anto, en
valor abacuto, igusl & 1a suma de Tos valores abeolatos de las tensiones.
originadas por 1a fucrza de compresibn 07 ¥ par el momento fector
197" wi, e deci,

o

o
T

A

en la que © o ol irea de I sesidn ¥ v, Ia ditancia No dy

Andlogamente, siendo de siguo contrario as tensiones que el esfuerio
normal y ol momento flector orginss en 1a fiba inferior da, u resul-
tante ser, en valor abeoluto

R

sindo 03 = Bz
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cuple, e olct, e I que spliads en ol extremo C del tromo derecho
€D, To mantiene en equilivio 3, por tanto, debe ser, com a carscteri-
tiew 97 * buseads, igual, en valor ¥ signo, al momento de las fuerzas
aue quedan a I isquierda de C.

Avilogamente (fig. 2501), a poner en evidenia el estuerzo tangencial
T+ en ol punto C, ste esturan, componente do la resutante do las
fuersas que quedan a 1a aquierds, esé dado, en salor y signo, por 1a
faeria G aplicada sobre Ia parte CD de Ia derecha.

En cuanto al stuerso noral 07, halada Ia lecha de la fuerza que
a0 reqicrs aplicar sobe I parte CD (fiz. 250.), pars mantener o s
tema en equilibrio un vez que se b puesto aquél en evidencia, i ella
reulta dirigida hacia 1a parte derecha OD como en s Tiguras 250¢ y
&, compriniri o la misma, 3, por tano, & OF* correspondert signo-
egativo n caso contrario, s deci, i en Ja fgura In flcha de 7%
estuviera. dirgida bcia Ia fquierds, cl exuerzo normal sria. posiio.

462, Cillculo dolas tensiones unicarias misimas en las ibras exter-
mas de assecciones de los satemas de sl lens.— Eo el cilalo do una
ceciin do un st de alma llena sujeto a cargas mivies, que trabaje
1 flesién sompests, s dese para In que 8 1 ver s produzean mo-

mentos fectores OF *  atusraos normales O puede tropears, i vo
aiers abtener independientemente estas magnitude, con seris difiul-
tades para encontrar ol stado do cargas més detavorable, L. hipitesis
e carga, en efct, que 46 el misimo momento fctar, 10 corresponderis
en general, con 1a que dé el misino sfuerzo norl, ¥ I imversa;
ninguna o ellas se, por coniguionte,1a mis pligrosa para In secci,
e dec,a que oigineen s fibras externa teniones unitarias msimas.

En logar do calulae dichas caractristions 9% y 07, convendi,
e, allar directamente estas tensones o, o en Jos punis 4, y A,
(fig: 251) de 1an fibras externss do I secein considerads, 1o que 5o
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respecto @ la S,  fin de que, segin (523), nos resulte oricatada la
Yinen de influenca.
S, en la csals
30 % 104m

4B Q7 clitien vertial de I deformacién que cste par de cuplas
opuestas T origina en ol sistema. Ella nos da la linea de influence
pedida de s, en In cscala

1 snxiem s x10

T ey

¥ con el signo poitvo abajo del e, como se b mareado en la figurs,
ada 1a precaucin adoptad de hacer actuar sobre al chapa 5, cuyo des.
plazamiento relativo so busca con respocto a la 3, a cupla postiva U.

Si en el punto @ sctia una fuersa P =3 1, Ia Toacidn relativa 9,
de la secifn 11 con respeto  1a 23, en In doformacién que ella pro-
duce en e sistenn, o5, sendo

em) = —053em

1a ordenade, leda en sentimetros, que e correspande en Ia lina de in-
Flueneia,
s x a0

0 = P oy HOX N0

50 x 10+

— 10 em)

825, — Consieremas, inalments, un sistema de retculdo (fg. 292) y
propongimoncs hallar 1a lien de influencin de la roacion 9 de la di-
Fecién de Ia barra MN, para carges verticales P que actian sabre e
condén inferior AB. Segia (370), ol esfoerzo ausiliar correspondiente
 esta rotacin 3 esi dado por una cupla U, aplcads sobre Ia chapa 5
vineulada a1 sistema como indica la fgural. Por comodidad, adoptamos
unn cupla U= 1 tm, positiva & Jos efetos do que 1 linea de influencia
pedia resule, de acuerdo con (522, orentada. Esta cupla transmite
@ lo nucdos M N del etialado dos fuerias Py y Pa, iguales en
absaluto 8

v

Py

=[] -

5 de s dineciones indicadas en I fgura.
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istera, distribuyéndoss en formas varis; por ejemplo, 1a carga de pea-
tones que ackin sbre un puente:

Mintras para Ia carga acedenta, dada su intensidad y su distriba-
citn dnica, 50 puede determinar, directamente s efecto sobe toda s
magituies  caleulr en el sistema, para Ia carga mvil, en contrs, I
problems es mucho més complejo, pues se requier, para cads maguitud.
 enleular, hallar I distribucin de 1 misma que produses un mizino
s minimo misximo egative,

) Accin de las varioconcs de femperatura o de oiro cambio cuol-
quiera de. form. Sabemos que los eleios o eston cambion de forma.
Son mulos n los sisemas fostitioos. Las varisciones uniformes do tem-
peraturs, u otro cambio cualquiera de forma por ol que ol sitema lbre
S0 mantengs smeiante 5 § mismo, como 5, par cemplo, Ia contrac-
i do fragie en wna obra. de hormigén, no producen efectos en lon
isteras Hiperstitioo con vioculos superlucs soamente inerncs, i en
s iperesiticamente susentados susepibles do dilatarse ibrements,
en 1o cuale Ios cambios uniformes de temperatura o originen tensin
alguna; tal s ol cas, por_ejemplo, de la vign continua recta sobre
spoyos movibles parsllamente & s fibra medis,

Los cambios no uniformes e tempersturs, o cualquier otra varieitn
o semejante de forma, producen tensiones en cualquier sisema bier.
estétion, aunque muy pequeias 3, en generl pricticamente despreci
bles, en To ssteras con vineulos supeeluce poraments nternos,

40) Accitn de dusplosamiontos accidentales e oy puntos do ssten-
faciin. Tratindose, como dehe entenderse, de pequeio ssintos e s
Tundacions, del mismo onden do magnitud que las deformaciones del
sistma, 50 efcto o8 mulo en 1o sistemas isostticos y en Ios biperesti-
ticos sostitcamente susentados. En cambio, en los sisterss Bpereet.
teumente sustentados, pequefsimos desplasamientos do los puntos de
eusentaci pueden sr cansa de etados sumamente mportantes de tn-
sén interna. 51 despuis de contruida una bra hiperstiticamente .
tentada s constatan wxiente en Ias fundaciones, s mpone, por tant,
exlenlar o efeton corespondientes & fin de determinar o stado supl.
mentario de wnsiGn que cllas orginan  conocer s mevss condiconss
e rsisenciaque reslten.

e s requiere calcular para dejac resuelto un
—Para dejar comploamente reuclo un istena e Tequirs cal.
cular s efctos de todas s aceones quo acabamos do enumerar sobre
dos clases do magnitudes, a saer:
1) Resccones de vineslos externo o interno, que, en geners, -
marceon magnide, o incégnits, extdticos,
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desplazamientos, absluto o reltivs, se pusde obiener analitcaments, de
manera aniloga 8 1a expuesta para las lineas e iofluencia. de magnitu.
des etitins, hciendo actuae en una posictn determinada por una sbs-
cin @ una carga P de dicha direceia y calelando, mdisnte ol torema
de Casiglian, ol desplasamiento a que origins. Dado que, para uaa
posiion de P, a es proporcional & su intensidad, se legard as & uns
expresion

a-Pua, @l

en 1a que o(a) es una funcidn de 1 maguitud o que fia la posicitn
do dicka fuerza. De ella se deduce que In ccuacdn de Ia linea do in-
Tuencia da 3 eri

RS 2
Lo ol

i, en Tugar de apliar una fuerza P do intensidad cuslquiera. deter-
minida por Ia abecsa o, s hubiera hecho actuar, de acuerdo a o ex-
Puesto en (517), wna P=1, se tendria, segin la [b), v=a ¥ el des-
plazamiento & cleulado, daria dirsctamento la ordensda de 1 linea de
influencia.

En general la expresion o= v (a) asf obtenida no constitird la If-
e de influencia del desplasamiento considerado para. todo el sistema,
sino que tendrd valides dentro de ciertos valores de @, por anklogus
rasones a las dadas en (509, para las lineas do influcacia do magnitudes
esitica. Ein estos cwos e requerivd aplcar Ia fuersa P =1 en cada
una de Jas paries del sistema para las que Ia Tinea de influacia del
Aesplasamiento buscado sté dada.por ccusciones disinas y calealar,
para obtener catas Gltimas, segin 1 forma indicads, mediante ol teore.
ma de Castplisno, los desplazamientos v = 0 correspondiente & cad
posictn.

S27. Bjemplo 1.—Sea la viga simplemente apoyada 4B (fig. 2030);
3 propongimonos halar la linea do influncia, para cargas verticales,
el desplazamiento vertical que experimenta ol punto M, disante = del
payo 4. Apliguemos, segin lo establecido, una foerza P =1 o I dis-
tancia a de dicio apayo, y el desplazamiento que el orgine se In or-
denada o de Ia Tinea de influencia correspondiente  1a abssisa a. L
expresion que da esta ordenada v serd distinta segin que 1a fuerza
P =1 actfe  1a isquierdn o a I derecha de .

Comencemos por considerar ol priner cwo (T 2935).  Aplcada In
fuerza P= 1, para calular ol desplazamiento vertical v que origina
en el punto M, deberos hacer actuar el esfoerzo suxilar  respectivo,
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2) Desplasanientos absoluton o relativos correspondiontes & las
deformaciones que las rferidas cciones originn n ¢l siste-
ma, que Namaremos, en general, desplasamicntos,

458, — Consierando, para mayor generalidad, wn sstema mixo, com-
puesto de parts de alma lena y de barras de retieulado, s magaitudes.
etiticas que s prosentan, que por lo comin desigaremos con Ia letra
3, son s siguientes

) Componcntes de las rescciones de vinewlo extorno segin datormi-
nadas dirccciones. Desiguaremos, en general, . estos componentes oo
1a Jera .y les daremos e signo que les corresponda de acuerdo con Ia
convencitn comn adoptada para los signcs de vectores. Es deci, que
s reacsitn tendr. signo positivo cundo u proyeecitn orizontl ten.
7l sentido de Las = positvas 3, en el easo do ser vetial, euando o
misma s disgida segin las y positves, y & I nversa.

) Caracteisticas, o s¢a momentas factors, esfucrzos tangenciales y
esfuerzos normales, on cualquiera de los secciones do los paries do aima
lena. D acuerda, con la convencién uanalmente adoptada.por los tr-
taditas de a materi, adoptaremos para individualizar as dos primerss
caracteritios, e decir, Jos momentos fecores y eafuersos tangenciles,
e signo que Ies corrosponda.al considerarlas como componentes do 1a
rosultante de las fuersas exteriores (cargas  reaceonce) que quedan &
1a isquierda do la secidn considerads, dando signo pusltivo, como siem-
pre, para los momentos fectore, & 1o cupla que gira en ¢l sentido do
108 agujas de un elo y, para los estueraos tangencinls, n forma. ani
Ioga que para cuslquier otro vector, o s tal com s acaba de Tecordar
para las rescciones. Para los stucrace normales adoptaremos ol signo.
positivg o negativ, segin, respectivamente, que produsesn un esfuerzo
e traceitn o de compresidn en la piezs en quo ctian.

Las caracteristions O, O7 ¥ G que, para ol cleulo de las eisticss
de deformaciin, bemos sdoptado en la parte primera, estaban dadas, por
‘rasones do comodidad, por las componentes de la resultante do as faer-
28 que actusban & Ia derecha do la eceidn considerada. A fin do no-
confundirlas con 1as mismas caractristions determinadas o Jos electra de
ealelar o estado de teuidn intern, ¥ que paserén ignos determinados.
en ln forma que scabams de estabncss, distinguiremos  stan Gltimas
con un asteriseo, ponieado 977*, 7" ¥ G

Tas letras 7, G 3.0, representarin, puss, como siempre, as com-
ponentes ds I resultante de las fuersas que quedan & n derechs de una
seciin do un sistema de 4l llens, dirigidas respctivamente segia Ia
recta en ol infinito y s porma] ¥ tangente a I ibra media en e punto
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‘CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE RESOLUCION
DE SISTEMAS PLANOS.

§ 1.— Problemas que implica la resolucién de un sistema

456. Diversas causas de censién interna o de deformacitn que pue-
don actuar sobre un sistema. — U istema culquiers, sstiiooobiper.
estitic, puod cotar sometido a diversas acciones cuyos eletos sobre sus
Dartes consituivas e requicre calalar & fin do constatar 1a no exitens
cia en punto alguno de pelgro de deformaci permanente, o do roturs,
constatacidn st iltima que e 1o que e esencia constituye ol objto do
o resolucién sitin,
Dichas acsiones son 1 siguintes

1) Accion de wna carga permanente. Fla puede estar constitida
por el pesn propio de In estruetara. coustrustiva el sistema 0 por otras
Tuersas cunlesquiera que, como aquél, actien con caricter permaneate,
tals como, por ejempl, los empujes de ls tierras en las obras de con.
tencita,

) Acidn do los cargas accidentales y movies. Estas cargas etin
constitudas por 1as fuersas que, segia las circunsiancias, puedn 0 0
actuae sobre ol sitema, Sus acciones deben combinarse con las de la
‘cargn permaneat a fin de obener los electos mis desavorable, Para
una incipnita cuslquiers, puede suceder que, sendo los efectas do las
cargas acedentalos 3 mviles do signo contrario y menores que os de 1a
permanent, ol resutado mis desfavorable sea ol debido  esta Gltima
cla B otros casos se zoquerirh sumar Ls efectos de azbas,

(Cabo hacer, desde ya, una distincion entro carga aceidentl ¥ carga
mévil. Liwmaos cargs aecidental 1a que, pudiendo o uo, segin a5

eunstaneins, actuar sobre el sistema, de hacerl lo efetia incidiendo
sobre sonas, o partes del mismo, perfectamente deternisadas; por ejem-
Plo, la accin. del viento sobre un techo que cusndo setfia e ejrce sobre
S0 la parte perfectamente determinatle @ prior, expuests. al miso
Carga mivil, en cambo, Nlamamos 8 una que puc tresladarse sbre <l
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Suponiend que o isgrama 4 Q/ B’ reprosente en Ja seals

2000 x 104

I cliaticn verteal del condn interior de la deformacitn debida stas
fuerzas, non dard 1a Ynea do influencin buseada de Ia rotacén 0 de I
direceitn de n barra MY, en a escla

1 aM0XI04m 2000 x 1004t
v e E

3 son signo posiivo sbajo Al efe como e ha mareado o Ia fgurs, dado
@ sentido puitve adoptado para el esuerso suxilae U.

NAVAVANN

!|||HI| N .

i en el mudo Q actin, por ejempl, una fuersa P =5 ¢, Ia direcibn
e 1a barra MY experimentard una roacién que, siendo

t(em) = 08m
1o ordenada. que le corresponde en Ia lina do inflencia obtenid, ten-
i una intensidad

2000 X 1

0 =5t 08 m ZXIOTEL gy 100

536, Obtencion analitca delineas de influencia de desplazamientos.
—Dado un sstema isstitico o hiperestéton, muiet  cargas mviles o
ireccin determinads, a linea do influacia de wno cuslquier @ de sus
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21— Por lo que respcta & Ia esals, obervemos que of - s I

edla de Ia elistica traada 3  (em) m ordensda e dirctamente
en ol dibuo en centimetros, s tiene que

o)
4o donde,segin 1 (4] el mimero anterio, resilta

et

o ssn que I csala en que dicha eistica representa a la linea do i
fancia e
L.
Vo

Vil deci que:

L ccals de L linca de ifluencia de wn desplazamiento eld dada por
ta ool de o alistica que la consituye dividida por la itensidad det
exfuerso aveiliar U iiisado pars obenerl.

i, para presisar deas, suponemas e se trata de Ia lfnea de afloen-
cia de I Totacitn de una sescén de un sistema. do abma lena o de 1
inecin do un barr de retieulado y que e ba empleado como sxfuerzo
suilar una cupla de intensdad U1 tm, y que In elistcn do la
Atormacin que ela origina se b trazado en Ia escala

20X 10m

1 sl de 1 lnen de influencia de i rotacit eri
LoMOXi0tm 1 20x10tm 200 1040
T Tm o

22— Finalmente, en cuanto al signo de I linea de influncia I ]
e (820 o dics que v tene signo igual o contearo & las ordenadas
de Ia elisticn, segin que ol stuerzo auxilar U wtilizado sen pesitive ©
negatio. O sen que

5 s foma cuidado do adoptar un efucres ausilor U positivs, ls ig-
o de Lo lincs e infuencia coincden con L de Lo alstc, y el rsull,
yor tanto orienteda.

a cambio, i por cunlquir cireunstanca fuera meneser emplear wn
tueran suxilsr U negativo, habria que cambiar Iossigno de la clition
para obtenee Lon de I lne do nfluenca,
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El desplazamients a correspondient  Ia o By e igusl al pro;
ducto de I rotacién 0 do Ia chapa 5, por a disancia entre el polo 0y
7 1a reta do aceifn de By, 3 se 1o ha halado grificamente en Ia figurs,
modiante I ordenada JTY, determinada por las rctss 4, Cy y 4B 8 una
aistancia horizontal  do la vertical de 0,. Teniéndose, en a fgurs,
=¥ =08 cm, la scals en que la elstien obteuida da I Toca
de influncin de T, o5

Lo

@ " Them

En cuanto al sign, siendo pasitva I rotacin de o chapa 5, I Taerza
0 do direcion By capas de orginarla es el sentido de a dibujada en la
Sigurs,os dein, nezativa (por serlo sy proyecein sabro el e de las ).
En la parte de I del eje, 1 Tinea do influencia
tendi, por consiguiente, signo positive.

§ 2. Sistemas de alma llena. Lines
de caracteristicas

de influencia

564 Lineas do influencia de momentos flectores. —Sea un sisera
notitioo e alma lena. (1. 317 a) del que e pide Ia lnea de influencia
para cargas vertcales del momento flector 9x* en el punto N de su
Sibra media. De acuerdo con lo estableedo ea (364, para poner en
evidencia & ste momento flestor artieulamos ol sistema en el punto ¥
(5g.3178) y sobre dos chapas S, ¥ S, ligadas rigidamente  los els-
mentos inmedintos anterior y posterior 8 dieka arteulacién, aplicamas
un par de cuplas opuestas — OFx® ¥ O ", de intensidad abeoluta in-
ctgnita igual al momento fctor oiginado por 1a carga P, e deir, tales
que en o mecanismo de un grado de libertad resultante, equilibren &
I fuera .

‘Una eiatca vertcal de un deformacion cualqpiers del mecanismo de
un grado de Hbertad de Ia figura 3175 nos dari, por consiguiente, 1n
linca de influncia buseada, Tanto Ia obtencidn e los polos de la tres
chapas de dicho meeanisma como el trazado de la elistics, se detal
en In figura y no ofrecen mayor dificultad

"Bl desplazamiento o corrspondient al par de cuplas opuestas — I x*
¥ x* que constitayen 1a incbgnita a calular, e In rotaci relativa
e I chapa s con respecto a a5, dad s Ia elistea por l fngulo
infinitsino C,N.Q. Lievando, a parir do la vertical de N un seg
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Reemplazando el ampotramiento por una chapa § (fg. 3153) ligada
vigidamente al clmento 4 y suets al vinealo del desplazamiento déntco
modinnt tre spoyes mivils en os pntos 3, N y @ de las rectas 2,
517,y 217, y de direciones normals a las mismas, e pone de mani.
st que 1as componentes pedidas B, I y Iy de In reacidn R segin
‘aqulls dirceions, o son otra cosa que Ias reacones que se producen
en dichos apoyos mivies. N

‘Suprimiendo uno cuslquies do estos Gimes ¥ trazando una elisien
o direcein vertiel de v de ox desplazanicntos posibes del mocani
1m0 de un grado de libertad resultante, obendreno, por consguients, Ja
linen de ifluencia para cargas vertcals de a componente respetiva.

para
cargas verticales, e n componente i, que ha sida pussta en evidencia
reemplazando por Ia misma el apayo mésil M normal & 7,7, de I fig.
a5,

Bl polo de la chapa S=5, (8. 316) e el punto 0, en que se cortan
aa ormals 25 3 2323 8 108 apoyos moviles @ y N. Los restantes
polos quedan determinado como se ve en la tigurs. Tgualments, I fi
gura s suficentemente explcta en 1o que s reier al trazado do la
elsticn ertical 44,0, D, do wno do los desplazamientos posiles
de dicko mesanismo.
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1o ordenads que I corrsponde, eri

100 X 1040 m

an = P o (e XY

1000 X 104 -t

~5t.08em 200 X 104 m.

En lugar de busear Ia lien de influencia de Ia projecion av,e del
aeplazaminto rlativo del punto ¥ con respecto al ¥, s mis cimado
halar directamente 1a do 1 varieign do ditancia ente dichos puntos

gl y de sntido contrario a dicha preyeceie, ya que cuando oy e
positiv, l punto N se desplaza con espesto 8 H Bacia n derecha, ¥ 30
produce, de consiguiente, un scoramiento de disancia entre dichos pun-
tos (varacin negativa)

Bl stucrza auxila correspondienta 8 dicha varieion do distancia e
tambitn un par do fursss opusta,  seri posiivo cusndo ells tengan.
Ja misma dirscidn que s variacion de disandia positia, s dosr
cusndo se alejen una de otra.

824, — Sea, ahors, e st de ala llena ABC (fg.201) y propon
hmonos hlla Ia inea de influenci, pars cargas vericales, de In rota.
i relaiva ., de la ssecion 11 con respecto a Ia 22. Bl estuerzo
ausiler correspondionte a este desplazamicnto st dado, segin (370,

‘por un par de cupla opuestas apicadas en chapas S, S, lgadas vigh
damente con los clementos corresponientes  las seciones 11 y 23
Adoptames para as misms, por comodidad, wna. intensidad U =1 tm
¥ aplcamos 1apositiva sobre 1a chapa 8 cuya.rolaciu s busca son
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823, Bjemplos. = Propongimonos hallar 1a linea de influescia do
progeceidn . sobrs Ia reta 22 que une los puntos I y ¥, (fg. 290)
0l desplazumiento reltiva de ste con respecto & squtl. B esfuerzo
auilir correspondiente s, sogin (370), un par do fueras opuestas U,
aplicadss en los puntos M y N. Por comodidad les daremos una fnten.
idad, igual 8 1 y como buscamos la proyeccitn del desplazamients
reltivo el punto N con respesto al otr, aplicaremos en € In fuerza
D=1t postiva.

Supongaios que 1 elisica de Ia deformacitn que en el sistema B
oviginan cstas faersas opistas U csté dada, en la esala

1000104,
por el diagrama 4°Q/ B La linea de influenca polida dol desplara-

micnto e, ser, pue, sogin (521), este mismo dngrama, 1edo en Ia
esaln

1 100x 100, 1000 X104 tm
v = e

Por otra parte, hablendo adoptado un esfuerso ausiiar U positiv,
ella rsult orientads, e dec, tiene signo puitivo abajo del eie, ¥ 8 la
inversa, como se ba mareado en I figura.

Si el punto @ actia unn fucrza P =3 ¢, Ia proyecidn o fobrs
MU el desplasamiento rlatvo del punto N con respeto al X, durante
1 deformacin que ela origing, siendo

olem) =08 em ’
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mento borizontl que, 1edo en la ecals en que et dibuado el s,
reprecate usa Tongitad = 1 m. (3 ora longitad srbitraria) y siends

n ordensda sorrespondiente 8 s extremo, comprendida entre s rectas
(8] ¥ 18], 7 = 0 = 2 cm, Ia rotacitn erk

2em

amn, am
Tm

3, por tanto, I escala’en que 1 elistica obenida da & 1a linen do in-
Tacncia del momento fetar en X, resolta

1.
@ e
Por Io qu s refere al s, siendo negativ, como indica In fechs do
1 Sigurs, I rotacién Gy de 1a chapa S5 con respecto o par de
cupls s splcar en S y S, para producir un desplazamiento del sen-
ido del vistual abtenido, ser, como e dibujodo en a figurs, tal que






index-174_4.png
Xy m X Ty





index-252_2.png





index-318_1.png
7 s parsila s In anteror, 4 que 1a ssteulicidn A, que s lign e
impropin. L clisticn do a chapa 5 s 1a C, B trasada en la figura.
El deslazamiento corespondiente 8 I incignita r® est dado por
1a proeccidn sbre el del desplazamiento relativo del punto Ny con
respecto al ;.. Como las chapas , 3 S, experimentan una rotacién re
Tativs en torno & Aae, e deir, una traslacin relaisn, sormal a Ny
Auae, I direcidn del desplazamiento relativo de 1os puntos Ny y N
Qus pertencoen rspectivamente a las mismas, ser. también normal & 1y
Koy Siendo por otra parte, Ny No la proyeceiin vertical de dic
ho desplasamients reltiv, i po N, se traza una rect do la direcién
el mismo, o s, perpendicular & N.Ays ¥ por Ny una horisntal
st cortar In anterior en N, s tendr. en 1" .. el vecto reprosenta-

tivo del despasaminto rlativo buscad, que, sendo de Ia misma dirc-
idn que I incbgita G ", w0 di directamente o despluamient  co-
rrespondionte  1a misma. Teniéndose e 1a figors ¥ Npumam 24
e, o escal en aue I lsticn btenila nos s I liea do influencia
T

@ T

En cusnto al signo, recordems, previamente, que de las dos fuerzas
Tty — G, da e dl etuerso tangencial (de l resulante do s
Fuersas que quedan 8 1a iaquierda de 1o secién) ol de Ja T y® aplicad
en ol punto Ny do la derecha. Com el punto N, se ha desplazado eon
respecto a Ny en el sentdo N N, igual sentido, como s ha mareado

en la figura, tiens Ia fuerza U 3 apliearse en N sobre ol mecanismo des-
cargado para produci un desplzanicnto de sntido del vitual wilizado.
Como 1a U, et dibuiads, ca poitva (por serlo su proyosedn sobre ol
ejo de L £), en a parte de ln clistica situada abajo del oje, Ia lnea
de inflaencin tendri igao negativo,

estuerzos normates. — Propongimoncs,
Tinea de influenci del sfuer20 sormal en ol mismo pun.
1o N ddl sistema anteriormente tratado (tig. 317 ). Para poner en
evidenca esta inctgait, de acuerdo  lo establecido en (36d), 5o ha
oortado el sistema en N (fig. 319) 5 unido Jas dos pares , ¥ 5 en que
s qeda dividida I pieza AC en el punto Ays« impropia de I normal
ex Nl fibe medis, manteniondo el equiliveo mediante o par e
fuerian opuestas incdgnitas 97+ y —O7* que constituzen ol esfoerzo
* cxlular.
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upla Ty aplicnda sobro Ia S sea también negativa, Abora bies, como
e las dos cuplas U y U = — U, da el momento flecor (de s foeras
‘aue quedan a ln isquierda) 1a U aplcads sobre la chapa o Ia derecha
Qlgada al extremo izquierdo del troz0 NC y que, por tanto, produce el
mismo efects que el momento de las fuersas que actian b Ia parte
aquierda AN), Ia linea de influencia tendri sigoo contraio 8 1a Uy, e
eir serf positiva, en las parts situadas sbajo del e,

S65. Lineas de Influencia de esfuersos tangenciates, — Sea el mismo
sistema(1ig 1176) 3 propongimonos balla el exuerzo tangencial en ¢l
punto N. Para poner en evidencia & csta inchgaita debemos, do acuerdo
con (364), cortar el sistema en N (fig 18) y articalar las dos parta 5,
¥ 8 en que queds dividida I 4C, en ol punto i

 1a fibra modia en X, manteniendo adems, e eqilibrio con un par de
fuersas inchyritas G y— G apliads respectvamente en Vo y Mo
como indica la figura. Obtencmos asi, como en los cass antriors, un
mecanismo de un grado de libertad, la alistica vertica de uno cualq
¢ euyos desplazamientos posibles o dar Ia lnea de ifluencia buseada
para cargas verteals

S tiene 0,= A y 0y= B ademis, ol polo 0; es Ia intorsesidn de
1 recta BOm0,Cy do la Adyse = Osdiae poralla por 4 I
tangente en ¥  Ia fibra modia

Tomando una. recta A8’ cualquira com eje para refere 1a dlsticn,
50 ha trazado una rocta aebitraria 4°X,, como elistia de 1a chapa S,
L eliaica de a chaps 5, pasa por el pusto 0, correspondiente del O,
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598, — Consderemos, finalmente, una chapa sometda al vineulo del
Qeplasamiento idéntics sobe 1a que acka un conjunto de & fueruas Py
(=1, 2., ). Sabemos por la Eetitca que sendo rigida Is chas,
b cquiliri, evalesquirs que sean la intensidades do esas Gltimas.

"Al mimo resstado os conduce In splicacite del principio do ls tra-
bajos virtusls. En efocto; el Gico despazamiento virtual de 1a chapa
en dichs condicione s ol desplazamiento idénten, en que 10s despla-
eamienos correspondientcs s fuersas P son todos nulos. Culesqie-
e sean 1a dnensidades de stas fuerras, s endr siempre

Erxo-o,

e desr, e satisfard 1 condiiin neccsaria y sufcente pars ¢l equi-
Tbri,

599, Gomprobacion del principto de los trabajos vrcuales para 1

mas clnemiicas lbres. — Considerauos una cadens. sinemitica .
bre, de n chapas, suieta 8 un conjunto do fuerzas que la mantienen en
cquiirio.

La. Estticn noe proporcions, ante todo, ls tres ecuaciones generales
a6 quilibrio o Ia totalidad 4o etas foeras, s decr, as que resulan
e igualar a cero sus proyecciones sabre dos ejes y sus momentos it
oon con especto & un punto. Ademds, nos da, segin (113, 1as n—1
ecuaciones que se obtienen al esablecr que <l momento resultante de
15 fuersas que actian  Ia zquierda o & Ia dereehs, de cada uoa e Lus
w1 aricuaciones intermelis, con respecto & dichas arteulaciones,
dabe, tambin, s nula.

Tratindose de un mecanismo de n+2 grados do libertad, tiene »-+2
aesplazamientos virtuales independientes 3 el prineipio de los trabajos
virtuales nos condcir, como ln Esttis, & n- 2 ecuaciones.

Segin hamos viso en (352), tre de dichos desplaramientos indepen-
ente son os que esulan de trtar o condunto de I cadens como una
chapa rigida 3 e princpio do 1s trabajs virtusls, aplicado a los mis-
mos, nos dard, de acuerdo con (396), las tres ecuaciones generales de
equilibrio sttico de Ia ttalidad de s fuerzas que seian sobrs I ca-
duna, e dci, as tes primeras cenacionss que obtendriamas para ata
al apliar s eyes de In Bstitien.

‘os 0 —1 desplasamient virtuales restante se obtinen, st (353),
dando desplazamientos reltivos en toro & cada s de las artculcioncs
intermedias y considerand, n cada. caso, el Testo do 1o cadens como 5
fuera. formado por dos chapas rigidas igadas por Ia articulacion eonsi-
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397, — Sea, abor, una chapa rigida § (fig. 240) eon un punto fjo 4,
mujets 8 un conjunto de fuerzas Py (5 =1, 2., ) que la mantienen en
quilirio. i lamamos p, la distanias entry s foerzas P y ol punto
fifo A, consideradas como vetores diigidos hacia este G1tmo gy Jo
argumeatos do estos vestore distancie, I Betitiea nos dice que, s hay

PN

7

Iy

i, debe verifcars qu I e d o mormenton et do o
Tuemn . con et A s il s deci, que
- e
Earg-o { Lo

& — w0

La chapa sometida al vineulo del punto fijo 4, es suscepible de un.
Gnico desplazamiento vietual independiente consitudo. por una. cval-
uiers e sus Ttaciones nfintisimas en torno & dicho punto. Dindole,
pues, una rotacitn do intensidad 9, Ia fuerza P, corresponders un des
Plazamiento

wtin {w....,(o.

— s w0

7 1a ccunitn de o trabajos vistonles serd

L e <o
Era-freom-o {IMT
: R
Barm-o  {Immece

o, como s e, & I que nos conduce I etitin.
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san, & s ves, Ias ordenadas vy conocidas, de I liness do influncia do
1 netguitas biperstiticas. Lo anteror da, por consguients,

et B g wl

que e I scuscidn busead de a linen de influncia de M.

T lineas do influencia v contiugen elsteas de deformacion, es de-
cir, en general, curvas, y la sumatoriade la expresén anterior represen-

por consiguiente, una nueva curva. En cambio, vy lines de influen.
de A en ol sistema hecbo sstatic, ctark contiuida por la recta
o conjunto de roctas representativas do un desplazamiento cinemitico
del sistema de un grado de ibertad que se obtene al suprinir en el
mismo ol viaeulo correspondiente a M su agregado, pues, a la sumato-

consttuye

Como, por otro lado, Ia linen de influencin de M debe er Ia efsten
o una deformacién vistual del sstema qus se obtiens 1 suprimir, en
ol hiperestitico considerado, el vineulo correspondicnte  dicha incigal-
12, 1a curva dada. por Ia sumatoia de la 5] representar. esta elisticn

e cumbio de ejes  que equivale l agregado de las ordenadas v, ser
1 requerido para llevarl  las condiciones de vncalo que corresponden
& dicho sitema. *

‘Resumiendo tenemos, pues, que

Conocidas en un sistema Miperetitico de grodo G los linas de ine
fluencia de sus incgnitas hiperetitins e (=1, 2., G), lo linea
de influencia de una magnitud estitica cvalquiera M so obtiens medion-
fe lo suma de los ordenados do aqualas lineas multplicadas por los
respection coefcintes de influencia . de los inclnitas Miperetaticas
Corvespondientes sobre dicha magitud y cambiondo los jes de la curva
resulante de modo que clls quide on las condiciones de wna dlstica de
deformaciin virtual del istema qus se OMiene o suprimis en o dado b
vinculo corvespondientc a M. Este itino cambio de ejes, por ora parte
representa a linaa de inflvencia de M para ¢l sistema sostitico e
resula sl suprimis en ol dado los inculos superfluos.

$19. — i Ias lesa do infuencia de X so han obtenido mediante elia-
tias de deformacidn, llamando v, I ordenadas de esas Gltimas y

Jon desplazamientos que en dichas deformaciones corresponden a 1as re-
pectiva inctritas X se tendré, segin In [a) de (501),

en
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En I figura s 1o ba obtenido grificamente levando, & parti de 1a
vertcal do 03, un segmento borizontal z = G ¥ ballando el segmento.
@=HN=11 cm. que, sobre Ia verticl de 50 extremo, determina. lao

EN

rectas 4By ©D, que forman dicka rotsidn. Ta excala en que I
estin trazada da & I linea de influencia de R, e, por tanto,

1
PRRNTY

Siendo positiva Ia otacitn &, el punto C 3, por consiguient, Ia chapa
S, se trasladan hacia 1a oquierda. Lo fuersa U capaz de producie en
ol mecaniomo deseargado un desplazaminto de cste setido o5, como In
aibujada en la figurs, posiiva. Abajo del o la linea do influencia
tndri, por consiguient, signo negativo.

Néteso, do pasn, que babiendo resutado de ordenadas nulas la parte
46 Ia liea de influencin correspondinte  la chapa 5, nula tiene que
see In componente Ry, originada por cargas vertcales P quo actien
sobre Ia misma.
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doa barrus) y propangimonos hallar la lnea de influsncia del mismo
pars dichas cargas paraelas & 22, A fin de precisar idess, supongames
ue @ 3 I proyeccin sobre e del desplasamiento del punto N.

Si en un punto cuslquiers A aplicamos Ia fuerza P y o e, en Ja de-
formacién que In misma produce, In proyeccidn sabre an del desplazs,
‘mieato que experimenta el punto ¥, la ordenada correspondient al punto
A de 1o inea de influencia buseads seré, par defincin,

7

Sentado esto, apliquemos, con el erierio establecido en (3
e sistema descargado (fig. 2898) un esfaerzo ausiliar U segin la di-
ruciin del desplazamiento & calulae (en el caso onsiderado wna fuerza
U de intensidad arbiearia aplcads en ¥, segin la direcciin mn) 3 tra-
comos In elistica A' M N/ B de diveccion paralla 3 z2 debids 8
detormaciin que ella origin; sea 1 1a ordenada. correspondiente a la
Tuersa P, 0 1o que e 1o mismo, of desplazamiento que I fuersa U origina
cegin 1 diseceién de P. Siendo, por otra parte, o desplazamiento @ que
buscamos ol que I fucrza P origina segin la dirseidn de T, aplicando
I ley do Bett, tepemos aue

Va=pa
I ol

es decir, que s ondenadas  de ln elistica obtenida, muliplicadas por
finea de influenca del des

'
o constante L, dan s ordenadas o do
v

plazamienta o buscado, Come, por otra part, el rasiociio anterior
compltamente independients de Ia nturaleza del desplazamiento o, pues
Al mismo resulado. habiéranos llegado para cuslquier otro_{variacién
e distanci, roacifn relativa, ote) con tal de aber hallado la clistica
o direciin 22 producida por e efuerso susilar U eorrespondiente (par
do fucrsas opuests, cuplas, pa de cuplas opuesas, ete.), resulta que:

"La lina de inflxencia para cargas de wna direcion determinada de un
deptasamiento absaluto o reltivo cualguier, st dada, en cierta cscol,
or 1 dlistica de dicka dirccidn correspondiente a la deformacitn aue
en e sistema produce wn efusrso aeilar de intensided arbirori, aplic
codo sagin ol desplazamiento considerado.
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Siendo pasitiva Ia rotacitn 9, ambién 1o seri 1a cupla U capas do
producir un desplazamiento del sentido del virtual obienido. En las
partes de In elisica ituadas abajo del e, Ia linea de influencia wndr,
Por consiguient, siguo nogativo, como so ha mazeado en Ia fgura.

ccién en un empotramicnto mediante
1as lineas do Influcncia de sus componentes segin tres direcciones
custesquiera dadas de antemano. — La forma mis chmoda para determi.
‘e I rsccidn en s empoteamiento y que por lo comia se utliza n las
aplicacionss, e 1a que acabarmos de exponer, medisnte sus proyecciones

vertieal  borizontal y su momento con Tespecto al punto do fbra medin
e n secién de empotramiento, que, como también bemos dich, eoiei-
den con las componcntes e Ia reacein ssgin 1 dreseiones borizontal
3 vertcal que pasan por ese dltino pusto y sein I recta en el ininito.

En slguncs sasos, sin embargo, pueds ser convenieate determina 1a
rescsion en s empotramiento 4 (fg. 315) por sus componentes segin
tres roctas do direccones 7,7y 7273 ¥ a7a cuslesquiors, dadas de
antemano.
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e 1 que la distanca p e comsiders como un vector dirigido de Py
bacin Py. §i a chapa cxperacnta una roacidn ¢ en tormo & un polo
0, 1 proyecsines de Jos dsplazamientia de puntos cuslesqiers de 1as
rectas de ecin de las fuerzas Py y P sobre sus divcsions, guales,

repectivamente, @ s despazamintos elctivos de Ios puntos 4, ¥ A,
ituadon obre 1o perpendiculr trazade por O s la mismas, serin

a-om

e

I trbajo resultante de las dos fuerzas que consttuyen Ia copl, €5
por consiguiente

® = P+ Pan = 0 (P + P,
o, sustitayendo Py por s igusl — Py,
@ 0P,

Abora bien, de la figura e doduce que

pen—m
3, remplazando,

w-0pp
o recordando Ia (],

wegr 0

segin queriamos demostra.

. 3%, — Como corolaio del teorera anterior 3s dsdu qu,
1 trabajo do wna cupla do fuersas durante wna. treslaciin de wna
ehapa rigida e lo
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3, susitayendo o a (3] del nimero antrir, resulta

o baciendo,
@l
]

§ 6. Lineas de influencia de desplazamientos
Obtencion afluencia de desplazamientos.

— Sea (fig. 259.) un sisema cuslauies, isostitico o biperesitcn, sobre
o que ctfan una fuera mbvil P parall 8 2z, que, para cada posicion
o intensidad, originard a dicho sitem, wna deterninada. doformacién.

Sea, e, @ un desplasamiento debido & st delormaci (proyoccién
snbre una. direcin del desplazamiento do un punto del sistema, o rta.
it de una seceibn do sl llena o de 1 direcidn de uoa barr, ©
rotcin relativa de don seciones do alms lena o de la direciones do
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561, Lineo do influencia dl momento O a* en 4.— Halemos, por
Gltimo, 1a inea do influencin del momento de la raceta e ol ampotra-
mients tomado con repecto al punto A, momento que, conjuntamento

btenidss, nos determinan & aquéla sin

con las dos proyecioncs ari

ambigiedad alguna.
"Bl sistema de I igurs 914 pone en evidencia a dicko momento OF 4%,

que, por otra part, o e atra coa que ol momento fsctor en el punto A.

Escladelngiudes, | g%

Lo cbtencidn do Ios polos  de I elstca verical, hecha en Ia figurs,
0 ofrece inguna partelaridad.

L desplazaminto a correspondinte & 1 cupla O 4* e I otaidn 9,
dea chapa 5, en que setis. En Ia figurs, lvando, en 1a escln de
longitudes en que ha sido dibujado ol sisema y & parti de I vertial
46 0,, una distancia horizontal (abitraria) % = 3 m, s ha determiaado,
entre las rectas Ay A°C, que dan  dicha rotacibn, un segments
0= BN = 18 em. 3, po tanto, o desplazamiento orrespandieate a 1a
incopaita e

18em
PR TY

Finalmente I esala e que Ia eliation trasada da  Ia lnen de influn
<inde Oates
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518, Lineas de influcncia de magnicudes etiticas en los sstemas
Miperesthticos. —Sen un sistma hiperestitico de grado G  supongams
que s hayan cbtenido s ineas de influcnein do aus incigitas hiperc-
titieas Xe (=1, 2,..., ) que se dese Ia lnen de influacia de una
‘magaitud stities cuaauiera (carctristioa G, O * o G, tensibn en
una barra 7, componente de reacién F, o). Liimernas v, as ordenadan
e s lineas do influenca de las incgnitas hiperstiticas X,  aplie-
mos en un punto cuslquira una fuersa P. 51 M es o intenidad do la
magaitud catitca cuya Yina de influencia se busea, que origina esta
fuerza P, Ia odenada correspondient de cita lines de influen

=2 -l

Por ot parte, I fueria P produce en cl sisema bperesttico consi.
derado resceones hiperstiticas de intensidades dadas por los productos

Xo-up,

e dicka furza por a3 ordenadss o que le corresponden en 1 less de
influcnci respectiva. Conociendo st reseionss, podemcs supriie Jos
vinculos superfluos correspondientes, poniadolas en su reemplazs, y o8
quedari. as ol sistoma ocho isetdtico 3 suieo 8 Ta foerma Py 8 s
G reacciones Xe. De acuendo con Ia (o] de (458) M etar dada por la
exprasion

et f o,

siendo . 1a itensidad de a magnitad 3 que la fuersa P produce e
dicho sistemn stitico ¥y, os coolicintes de influencia sobre I
misma de las incdgnita hiperestitics X, o ses, los valres e dicha
‘magnitnd A orginados por foerzas Xo (i~ 1,3,..., 6) uniterias aetuan-
o en e sstema hecho fsostitico. Reemplazand. e a [a], resuls, pues,

Pero e es 1 andenada vy de a len do influencia de M en o s

tema isoitico, .
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excaln en que In clitin trazada da  la Yinea de infuenc
incgita o5

ae dicha

1o

T

L foersa U eapas de prodc en ol mecaniamo deseargado un despl-
camiento del sentido dl virtual btenido, st diviida, como la dibujda

e I figurs, hacia abao, s deir, e pasiiva. Abajo del e Ia inea de
influencia tens, po consiguiente sgno negative.

S48, — Lina de influncia de o proyeeitn boricontal B, —El me.
canismo que pone en evidenca o la proyecién horizonal i, de
reacidn n A, e el dado en  figurs 81,

L polo de Ia chapa S, s e 0.« impropio de las ertieales, ¥ 1os Oy
3 0u e deerminan claramente en a figure

L cléstica vertical de Ia chapa. 5, coincide con e sje A5, dado quo
aicka chapa se traslada Borizontalmente; ol rsto de I elsticn s deer-
mina como indin I figur,

El desplozamiento o correspandiente  1a ncéguita, s l desplaamien.
0 borizontal do Ia chapa . Perteneiondo . esa chapa el punto C,
queda detorminado por el que éte experimenta. Siendo 0, el palo do-
I shaps 54, & Ia que también pertences el €, ¥ , mu rotacion, as tiens

ash
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Por Io que respecta al signo, sendo positivs a rotacidn 0, do la chapa
5, Ia cupla que aplicada scbre Ia misma produciris un desplasamiento
“Qel watido de In deformacién virtusl obtenida es tambidn de exte signo,
como la U marcada.en Ja figura. Abajo del eje Ja Tinea de influencia
tene, por tanto, signo negaivo

5. Determinacién de Ia reaccion on un empotramiento mediante
1as lineas de influencia de sus proyecciones sobre don direcciones
cualesquiera y de su momento con respecto a un punto dado. —
‘Sabiendo, de acuerdo con lo que antocede, ballar las linas de influencia
e In progecciin de la reacein en un expotramiento segin una dire
ion cuslquiers y de su momento <on vespecto & un punto, estamos e
condiciones de obtener lus lineas de influencia de los clementos requei-
dos para detrminarla, Nos bustard hallar Jas de sus prosecciones sobre
s direciones dadas ¥ de su momento con Tespecto & un punto. Con las
dos proyecciones, n efct, queda determinado un vesor oquipalente de
1o misma y medisate su momento flector con Tespecto al punto adoptado,
5o i su oot de acidn

Dricticamente s o, por lo comiin, 1as proyesciones vertcal  hori-
sonta, ¥ e momento con respeto al misma punto A (5. 3104) de la
swesitn de empotramiento. B st case, como e fécil ver, cstos trs
“lementos coinciden con lus companentes de dicha reacidn drigda se-
gin Ia Borisontal y la verteal que pasan por 4 ¥ segin Ia recta en
nfinito del plano.

Pasamos o ocuparnos de esta iltima forma de hallar Ia resccidn de
un empotraziento, aplcéndola al sistma de la figura 3100,

$89.— Linea de influencia de Is proyecidn vertical E.. — s
yosein quoda pucsta en evidencia reemplazando ol empotraniento (fi
312) por una clapa rigidamente unida al cemento A  provisa de dos
apoyos mévils vertioales, y cquilibrando la carga P con la fuera inchy-
nita B, verial aplicad en 1a misma.

L polo de la chapa S, & el punto Oy impropio de lus borzontales
3l de ln S, ol punto B de artcalacion. E1 do la S esté dado por Ia
ntersecién de las €0, ¥ BD.

L clistica vorteal del mecanismo do un grado de ibertad abtenid,
50 halla sin mayor dificultad. Debe ntarse soamente que Ia elistica
e 1o primera chapa S, s un parsicla 4,C, al eje, por tener esta chapa
un galo impropio

Bl desplazamiento correspondiente & R, desplasamiento vertieal de
Ia chapa S, en que sctin, es @ = A4 =13 em.; por consiguiente Ia
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resciin R4 producida por dieha carga. Bl sistema de I figura 911, por
consiuients, e el que pone en evidencia a este mometo.

Lo poos de. s tres chapas san ot puntos Oy Oy y Os marcals en
1 figurs, 3 Ia cbtencdn de I clistia vertical de o de sus desplaza-
miento posbes, referidn ) cie A'', que se detalla en Ia misma, b0
ofrscs mayor dificultad.

Escaladengiacl |

& TN

L ccals n que st clitin da a 1 i de nfluencia de 9. cx la
mvers del despasamiento o correspondicnte & ot nedguit, consituide-
por Ia otacén 9, de I chapa.en que et En la figura s b lvado,
a parde de ln verial de 0, y Jeida en Ja esala. de longitudes en que 56
b dibuiad ol sistem, una disaneia horiontal (cualquiers) & 2 1m. ¥
3o i determinado In ordenada WV que las rectas 4By 4.C, que dan
8, deterninan en corresponencia a su extremo; cst segmento ha re-
sutado N = 0, = 11 em, y, por tanto, el despluzamiento correspon-
dient a 1 incgnita o5

3 In cscaln de T Nnen de influcncin,

1 om
@ e
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tado para Tlevarlo a dicbo etado final, debe ser igual al trabajo Gnico
capas de Tlevrlo del mismo sl estad. inicia. A los ofectos, pues, do
calelar dich tsbajo do deformacién, podremos darncs 8 voluntad una
ey cuslauiera do variactn de 1a intensidad do la ueraas P
‘Consderemos, dursate I deformacién, un instante cunlquirs en que.
s fucrsas hayan legudo » una ntensidad P 3 ¢ que sus puntos de
aplcactn hayan, experimentado deplazamienos, euyas proyecciones -
re us respectivas dirccione sean . y desiguemos por da o incremento.
finitiimo que experineotan dichas proyecsione do derplazamientos
a partir del mism. EI trabajo cementa originado por una cuslquiera
¢ las ueraas P, ser, slvo fnfinitamente paquedos de segundo orden,
7 dado que, segin Io sablecido, I energia viva y o calor desarrllados,
son préctcaments nulos,
vy = Py ey ol

L proyeccidn o, obre 1a fuerza P, dl desplazamint experimentado
por su punto de aplicacidn hasta o nstante sonsiderad, siendo orginada.
por fuerias Py (=1, ..., %) que varian de intensidad, conservando.
vt de v, sed una funién lnenl e sus intensidades, desd que
parte de dicka progeccidn dbida a cada una de dichas fuersas e e
proporcional, es deir quo podemos poner

D SR LT Ly
en laque g, 4. son constantes

i como ley de variacign de s fuers P, que podems, segtn hemos
establecido,elegi abitrariamente, etablcemos quo cada una do ellas se

haga varia proporcianalmente s 1a P, e deci,sendo B i =1, 2..., m)
s constante, para cada fuersa P, stablocemos
PP GmL2.m,
1 expresin anterior, sustituyendo, nos da
o= bh =B R b= AR w

en I que A e una nuea constaste,

Para ol valor final P (=1, 2., n) do as fuerzs se tendrd, por
tanto, que Ia proyecetn resolante, , del desplazamients experimentad
por el punto de aplicaci de I fversa Py, seré

o - AP,
3, comparand con Ia (3], tenemon

Pt
of
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, por tanto, ol valor de X" originado par ol stado de eargas consi-
aerado

X -%fu—a} (o= 85
Por ot prte,de s (e (0] e dedose g
e e s U

3 susttuyendo en Ia anteror, integrando  simpliieando, e tene, final-
mente,

que, Haciendo como antes

toma 1a forma

En los ejmplos anterores, en lugar do bacer ac-
I inctgnita X' para obtener,

S17. Observacion.
tuar uma foerza P de abasisn a y caleu
mediane la expresitn

1a ordenada de la linea do influenci, se pudo proseder, mis comoda 3
Ainectamente, baciendo actuse una fuerza P = 1, tambitn do sbscisa @,
e dec, en realdad un nimero dirigido segin la recta do accitn do
dicha fuersa, que se trstark como fuerza  los eleton del chleulo do
‘momentos, reseciones, etc.; en esta forma hubiera. resultado

vex,
0 s, I aplcacin diecta del principio do Menabrea-Caiigliano s hu-
biera dado Ja ordenada de Ia lica de influenci, aborréndonos en. todas.

Jas transformaciones a presenia superfla do la letra P.
"De esta iltima manera procederemos, pucs, simpre en adelate.
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nadas de sotemano (fig. 307 o). Las componentes X, y X, fmpiden los
Qeplasaricnton dl punto A normales & sus respectivas dircciones y son,
o tanto, equivalentes a apoyos mbviles mormales  las mismas, como 5o
D dibujado en Ia fig. 307 b. Para baller la liea de infloencia do la
componente X, habri que suprini, puss, ol apeyo mévil normal  ella
¥ quedark e mecanismo de la figura 05 con un apoyo movil ea 4 do
iecein perpendicalar a Xy y en equilibrio Vajo a aceén de s faeras
P x X, Anilogamente, para halar Ia linea de influencia de la compo.
nente X, so deberk suprimis el vinculo respectiv, constituido por ol
apoyo mévil en A de direcein perpendieular o Xs, y quedard ol meca
nismo de 1a igura 309, con un apoyo mvil en A de dieecidn perpendi.
exlar a X, ¥ en equilibrio bajo I aecén de s fuerias X, y P.

Bstas consideraciones no tienen mayor importancia préctics, por cuan
0, por 1o comin se determina In rescetn en una artculacin mediante
1t lineas de influencia de sus proyeesiones sogin dos diveecines nor-
males entre s (genersimente horisontal 3 vertca), n cuyo easo las
componentes d Ia reaccibn segin sstas dirsciones coneiden, como que-
s dicho, con 1 proyecciones mismas.

Pasamos, sin embargo, para aclarar cstos conceptos, & trazar diresta:
et las lineas de influencia de dos componentes, no normale eatre s,
de 1 rescein en s arteulcion. Recurriremos & est ofecto al mismo
it de I figura 8073, buscando Ins ineas de influencia de 1 com-
onentes de ln reacein en 4 segin las diresciones X y X, 8 1as que
corresponden, segtn bemas dicho, como vincalos, respetivamente spoyos
mbvils de dirsciones my m y #3%5 normales 8 I mismas (fig 3075)
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Como s doduce ficimente do la misma, 1o elistien vertcal de uno de-
s deplaramientos posbles st dada por ol dingrama 4°C, 5.

Para halla €l desplazamiento o correspondiente 8 X, se ha comenza-
0 por determinas el desplazamiento horzantal 34 del punto 4, que, por
experimentar In chapa 5, & que pertencos, una rotacin ifiitisima ,,
en toro al punto Oy, distante z de 4, e

Lievando un sgmenta borisntal T = 5, n ovdenad T, deerina-
an oo ndin I fgors, da ol desplasaniento £ horizonal el ponto 4.

"B a figur s o b leado gt 4 iresin e pAw ¥ proyecade
lucgo en TN sobre In direcin de la incégoita X;. Bl segmento
T =29 e o deplammionto comrspondiete o la incigita
o 3, por tant, I cscla n que I litcs icida 4°C. ' dn 8 I
Tinen ¢ fuenca de I misma ¢
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Consiersado In cargs infinitisima. pda quo actia u la distancia @
e By siendo n 1a ondenad correspondiento o 1n lina de inflencia

suapectivs, duda por 1a {c], el valor de X" originado por dich cargs
infniisima s

et s
e frae 2 G )
PO .
"R (N“)
JpT—
P

St6. — Anilogamente, pars ol sstado de cargss representado e In
figura 258, consierando as cargas infinitésimas pdd y —pdp que
respetivamente actian sobre los pilares derecho o faquierdo, 8 1a Qs
tancia B de los puntos 4 y D, sn tiene

X = plra— pl .t p g ) 0

que siendo

pem

0
a

£ G
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resceibn Ra que aquils origina en el empotramiento 4. Bl mecanisms
e un grado de libertad de la figura 3101 cs, por consiguinte, I que
pone en evidencia a dicha progeccidn, 3, por taato, Ia lisica verteal
de o de sus desplazamiontos virtuales nos dari I inea de nfloencia
buscads.

El polo de I chapa §, ligada rigidamente con Ia 5, s el punto im-
Propio 0, de las normales & In dirceitn =2 de los apoyos A y N;
como.por otra parte, 0y = B, resulta 0 dado por Ia interseccin dn
BD=0,D con €0,

Tomada la recta AR’ como eje de In elstics, un desplazamiento cual-
aquier de la chapa S, queda dado par Ia reta 4,C,, parael a 1a misma,
a que dicha chapa S, se traslada (gira alrededor del punto impropia
0,) El resto do I clistica st constitido, com es ici ver, por lan
rectas €, D, 3 DI

Siendo A°A, Ia proyecién vertical del desplazamiento del punto 4 do
1 chapa 5, ¥ experimentando esta dltima uns traslcidn paralla & 25,
55 por A" ragamos una reeta de est Gltima dirseidn . por 4, una bori.

aanta, su punto de inersecidn 4, nos determinar e vector A’ repre-

senttivo de dichn traslacidn, 3, por tanto, ol desplazamiento correspon-
dente a I inctgnita K. En la figura se tone a = A, =22 em. 3,
por comsguients, Ia csela o que Ja clistion obtenida da o 1a lnea de
influencia de Ry e

En cuanto al signo, obstrvese que In chapa , s ba trasadado en ol
sentido A%A. y que Ia fuersa U capaz de produci en el mocanismo dos-
eareado un desplazamiento de este sntido s, como Ia dibujada en In
Figurs, postiva. Abjo del e, 1a Ynea de influenia tendeé, por con-
siguiente,signo contearo, s deir, nogativo.

557. Linea de influencia del momento de Ia reaccin e un empo-
eramiento con respecto a un punco cualqulera. — Sea el miso sistemns
e la figura 3100, del que nos proponemos halar 1a lnea de influencia
vertical del momento O de 1a reacién R en o empotramiento 4, eon
respecto al punto Q.

Si sobre el Gltimo lemento A fjamos wsn chapa vigida  (fi. 311)
provista de una arteulacin fija en @, para mantener ol equilirio bajo
I aceidn de wuns carga P, 3 requeri spliar sobre csta chapa una cupla
I de intensidad gl precsamente al momento respesto do @ do la
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Ea cutnto ) siguo, sendo positiva 1a 0, l puato 4 se ba desplazado
bacia I equierda  1a foerza U capaz de produci un desplazamiento de
st satido e pasiiv, comp I dibujad en 1 figura. Abajo del efe I
linea de influencia tend, por consiguient, sigto negtiv,

556. Linea de fiuencia dela proyeccion, segiin una direccion dada,
e sencelon en un empotramiento. — S (fg.3100) unsistema s
itico dl que o6 propeneiaos hallar 1 liea de influencs, pars cargss
verticale, do la. preyecsin sobre 7z de la seaccén Ry en el empotra
amionta A

i ijmos en A4 (fi. 3105) una chapa rigda suiet a dos apoyos m-
il M.y N, de direcin paralela s 1 22 dads, tanto esta chapa como
<l priner elemento A del sistema sflo podrin experimentar desplasa.
mientas de st diecién; actuando wna carga P cualquicrs, pars man.
toner e equilbio se requeric aplcar en un punto arbitrario de disha
lapa un fuersa Ru. igusl & I progeceidn incigoita sobre z2 do o
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st par de apoyos mviles reemplaza, o otra parte, & Ia artculacién
Hia 4.

54— Linea de influncia de s componente X, . Conenceron por I
componente X, Para llo pongimodl en evidenca supriniendo el vinen.
1o aue Ia origing, constitudo, como acabames de.deci, por ol apoyo
mivil do inecidn - Nos queda.l sistoma de wn grado de liveriad
e I igura 905, En el se determinan los polos O, 3 O de s chapas
13 S0y s traza en A A, O, Y, referida & AR, Ia elistica vetial de

-

uno de sus desplasamientos posibles, que s da Ja Tiea do influenca
40X, i el

'

T fuersa U capas do produci un desplasamients del sentido obienido
e, como Ia marcada en la figurs, postiva; abajo del s, I lnen de
nfluencia tendsi, por tant, signo negaive.

555, — Linca do ifluencis d lo componente X, Para ballr I linca
e influenia de I otra componente X, e ha suprinido ol apayo mavil
de direci6n 131 normal . I misms, que consttuye el vioeulo que In
orgine, obtenéndoso o sistema de un grado de Nibertad de I figora 309,
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Finslnente, sustitayendo valore, simplificando 3 haciendo X = X',
result, para Ia ecuacin de la inea de influcncia do X' correspondients
» cargas que actfan sobe Ia vig,

en 1 que m tiene el valor dado par la (3],

Pasando por Gitimo & ls cargas P que se mucven whre el pilr is
quichdo, podriamos proceler como antes aplicando Ia fuerza P (£i. 257
) a la distancia variable § dol apoyo Dy calealando X’ mediante <l

incipio de Menabrea Casigliano. Pero mis. directamente, podens
legar ) mismo resultado utlizando la linea de influcnea pars carpss
que se mueven sabrs e pilar AB dad. por Ia {a]. Observemos con este
objeo, que Ia resceta horizontal Xp en ol apoyo D originada por wma
carga P sabre l pilar CD distante f de D, e igual en valr 3 siguo
X que en ol apoyo A produce Ia P de ifual intensidad y siguo que
P, tambin distante 8 do A. La lnea do nfluencia de Xp para cargas quo
e desplazan sobre CD estard dada, por tanto, por I (o], s dec

T
P GG sn)):

Abora ien, do n firrs 2674 s dsduc qus pars g bays il

s equiers e

ecuacibn que, sustituyendo el dndo ms aeribe, o dice que

I Yinea de influencia de ' para eargas que actian sobre el pilar CD e

()

“Gr-Grean)) -

$15. — Apliguemos s liness de influencia af obtenidas para hallar la
expresion que da el empuje X' en A dabido al stado do cargas unifor-
memento repartidas sobre Ia vigs, epresentado en Ia figura 258 .
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plazamients correspondiente 1 tensén 7, o e la varacidn de dstancia
eatre loo puntos M y N, EI teorema del nimero. (36), nos conduecs &
ecuacién

ot

en 1a que a B precede l sgno negativo de acuerdo a 1o dicko en_(352),
con respecto a la expreidn del producto sscalar de. una teusién. La.
cunciin obtenida nos permite hallar dirctamente ol valor de 1a ineig-
nita biperetiticn 7.

i, procediendo en igual form, suprimitrams, uno a uno, o vinealos
superluos del sistema en cuestitn, y suponiendo sempre que supléramos
hallar, en cada caso, en los istemas hiperestitcos rosltantes, It de-
formaciones debidas 8 valores unitarios do 1 fncbgnita correspondients
Al vineulo suprinido, obtendrismos scunciones andlogas  In antericr,
que nos davia, dirctamente, Ios valore de dichas incbguias, <on lo que
el problema de la resolucidn esttiea del sistema dado se efectuaria con
uma comodidad.

Anilogamente, s, en Tugar de suprisr uno & wno los § vineulos super
sbundantes, suprimidramos simultineamente un nimero eualquiers 6
e elos, otendriamos, aplicando sucesivamente G etados untarios do
carga, Xy = Uy (i=1,2,..., G, al sistema hiperestitio resutante,
6 ccuaciones entee lan innites consideradas, que mos determinaran,
s valores.

§ 5.— Aplicacion de Ia ley de Betci a Ia obtencion de
desplazamientos debidos a deformaclones de
sistemas planos. Teorema de Mohr

370, Estuersos ausi AL aplicar sobre un Sistema.isostitico
hiperesitico un conjunto cualquiers de carga, experimenta segin &
Lemos, antes de legar & la posiién de equilibri, un determinada de.
formacin, durante Ia que sus diversos puntos sufren. deslaramientos
absolutae y reltives, cuya determinaciin es do inteés prictico en mu-
chos caso. Eotre estos desplazamiento, cuya. determinacién puede ser
ecesara, e encuentran los siguientes:

1) Proyecién del deplazsmiento do un punto sabre una direc-
it dads.

2) Rotacitn de una sceitn de un 6ldo de alma llens, o, o que
e equivalents, de una chapa rigids soldariamente ligada ol
clmento correspondicnte de fbra med
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Firado de un Angulo infintésimo , dado por I rcta 4°C, reerida al
o AR’ en torno al polo 0,. Lismando = a distancia 0,4 3¢ tene

o, rificameate, levando segtn una Loriontal un distancia T3 =074
¥ truando, por su extremo una vertical, el ssgmenta N, comprendido

ecisamente a 0. Leyéndolo n Ia figura
=14 em, 3, por tanto, In esala en

entre B y AC, proporcions
en contimetros, se tiene o = I
aue ) dingram obtenido da 3 a Yipea de influenca de R 8

'

1
@ Tiem

En cuento al signo, observermos que, siendo postiva la rotaién ,, de
I chapa § en torno 0, el puoto 4 se ba desplazado haca I izquier.
s, , por tants, Ia fuersa U de divecci. B, que prodcivia un despla-
zamiento de dicho sentido en o] mecanimo descargado, sers, como la
abujada en la figur, tambitn ivigda baca a iaquierds, o se, s
i Ia parte paitiva de Ia elstien coresponde, pues, pars Ia linea do
influencis, signo contraro, s decr, negatvo, como se ba mareado en Ia
Figura.
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582, — inca de influencia de la proeceion vertcal sy Ea igual
Sorma e balla In e de inflancia do ln proyesedn verteal do la
resceidn A, Comemzamos por ponerls en evidencs, roemplazaad por
1 misma al iaculo respeciv, e deci, convitiendo I artieulaién ija
4 n un apayo movible vertiealmente (fg. 306) y mantenendo el equi-
librio con 1 fuerza R, proveccidn vertieal inctguita. de I reaciin
oviginada en 4 por Ia carga P

En In figura e han determinado los polos Oy 3 0, de las chapas el
mecanamo de un grado. de ibertad st obtenido y trazado, ademis, la
lstcn vertical 4',C, ' de uno de sus desplazamicatos posiles, que

constituye Ia Ynes de influencia de Ry, en ln cscala . Siendo a,

esplasaminto corrspondiente & R, o docir, despazamiento vertiesl
20 punto A4, igual a1 sugmento T, = 1.4 e, I eseal o5, pues,

1.
ERETr

T fucrea U que origins wn despasamient del sentido del bienido
o postiv, 0 se, diigida bacia abajo, desde que en esta direeifn s
B deplazado el punto A. Abajo del e de I elstcn corresponde, pues,
Dara a lnen de influncia, signo contrari, e doci, negatvo.

553, Lineas de nfluencia de as componsntes de I reaccién en una
articutacién fia, segn dos direcclones cuslesquiera. — La reacein ea
‘una artculcin 4 también puds determinarse medinnt as dos compo-
nentes X, y X, segin dos diseciones cualsquiers 41y 42 dter
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cupla de intensidad aritraria U, cupla que transitid a los
s mudos Ay B del retieulado dos fuerzs normale a a dise
it de 1 barra 4B, de igual intensidad alsoluta

Il

[ ——

o SR ks e
e T B
) S S
R L

x ®

(a)

b

) 51 s traa de Dallar ol desplusamiento relativo de la secién
mm, (fig. 2020), con respeco 8 1a mams de un sistem de
. llena, o, o que es 1o mismo, la rotacién relativa de s
chapas 5, y 5 ligadss & Lo slementos e Gbra media corres.
pondintes  dichas seciones, se aplicari. sbre cstas Gltimas
dos cuplas Uy —U, iguales y de sentido contrari, de fnten-
sidad cualqirs;

) Si s trata de determinsr Ia rotacion relativa do ln diseein
46 I barra ALB, (fg. 233, con rspecto & 1 de la 4B, de
un reticalado, e aplicars en as chapas §, 3 S, vineuladas &

mismas como indica Ia figura, dos euplas U y —U, iguales:
¥ do sentido contrari,

371, — Cualquiers do asos esuersos susilisres queda determinad en
intensidad por un o dao, pucsto que cumndo sstia constitidos por.
un par de fuersas o cuplas, s son fguals y de sentido contrario. Los
designaremo, en general, como queda dicho, por Ia letra U, cunquiera
que ses su naturaless, que representar, ndisintament In intenidad de
I fuera, de I capl, o de una e las feress o cupla oprestas que lox
consitayen.
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traria). Como las ondenadas de 1 clistca baa dado reultad todas ne-
gutivas, en Ia inea de influencia coresponde signo negativo en toda su
extensi,

550. Lineas de influencia de las proyecciones dela reaceion produ-
clda por una arcicolacién fija, — La rescidn que s produce en una
‘artculacén S, varinble e dirscién o intensidad, queda perfectainte
conocida cusndo se dan sus preyeceiones R, ¥ B, (6g. 304) sobre dus
direciones cuslesquiera Az y Ay, En general, por simplicidad, conve.
i tomar como direseioncs las boriantal y verteal, e cuyo caso las
proecciones do I eacidn I (1. 3040 coiciden con s componentes
segin dichas dirceeones perpendiculazes ntre 1

Consderemos ol sisema de 1 figura 305, del que nos proponemes
Ballr s lineas d influencia do las componentes (o proseceione) hari-
zontal y verteal B, 3 R, de la rescion en Ia arteulcion fin 4.

51— Linca de influncia de la proyeciin horisontal . Comen-
camos por Ia primera R4, con ciyo objto suprimiremes <l vineulo
correspondiente & esta nctgnita, convistiendo I ariculaci ija 4 en wn
apayo mévil orizontal y mantemiendo el equilibio medisnte . foerza
incbgnita R, (fg.3050) igual a o proyeceon horisntal de l reseids
que l ueraa P produce en 4.

"En ol mecanismo de un grado de libertd esulante, los puatos O om B
3 0, inersccitn de Ia vertical de A sun n BC, s, respectivamente,
Toa polos e s chapas S, 7 S, 3 o dingrama 4°C, B, relerido al sie
B’ s 1 clistcn vertical de una deformactn virual del mismo,
0 s, s sabernon, en determinada sl I lnen de influencin bus.
enda, do In compencate R, pars cargus mviles verteaes.

Bl desplazamiento o eorrespondiente & 1. insigait, deplasamiento ho-
izontal Qe punto A, lo determinamos observando que ln chapa S, ba
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) Rotaitn de Ia direcién do uaa barra de un seticalado. No
pude bablase do In rotacén de una barra de wa retealado
ddida » una delormacia del mismo, pues dicha barra so de
forma durante ésta ltima. Los desplazamientos do 1a barra
pusden descomponerse: primero en un slargaminto o scori.
micnto y luego e una rotacidn comp si se tratara do una chapa
Fiida, st Gitima rotacién e 1o que deignaremos rotacibn
e In dineeidn do Ja bara. i en el budo 4. (fg. 22 de una.
barrs artculamos una chapa que so apoge moviblemente sobre
1 otro extremo B, o8 evidente que durante o alargamiento o
acortamiento de Ia bare, esta chap 5o experimentard ingia
dplasamicnto, 7 que 1o rotacién de la mismn durante vaa
Aeformacitn 46 reteulado serk precisamente gual  la rota.

recibn do 1 barra;

) Proyscién, sobrs I dircsi de dos puntos, del desplazamien-
10 relativo do los misiao, que da, savo el sigao, la variacita
de Ia distancin entre cllos;

) Rotaiin relativa entre dos seceonss de un sisema de alma
lena, o, 1o que e equivaente otre dos chapas lgadas soldar
mente a 1os lementos correspondienes do las ibras medias, y

) Rotacidn relutiva do las dirccione do dos barrss de un retien.
1ado, 1o que es equivalent, de dos haps anilogas » s § de
I figura 229, vineuladas con dichas bareas.

Desgnaremos, en genral, st desplasamientos a caleula o In letra
4, que podri reprsentar, o tanto ya una proyeccion de desplazamiento,
74 una rotacén de una hap, ya 1 proyecei do un desplazamicnto
relativo de un punto eon respecto 8 otr, ya I rotacén eltiva do una
chapa con respecto  otra.
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Para la obtencén do estos desplazamintos se requicrs, segin el teo-
rema de Mobr, que demotramos en el nimero sguiente, hallr I defor.
macién de sistema debida a fuersas, © cuplas, o pare de fuerza opce
125 0 pares do cuplas apuestas, segin loscaso, convenieatetsente lgids
5 de intensidad arbitrari, fuerzas, cuplas, pare de fuerzas opuestas o

®

@)

pares de cuplas apuetas que desigoaremon con el mombre genirico de

esfuersos ousilores. La cleccitn de eson slucrass ausilires o hard.
e acuerdo con 1o que  contnuaeiin se indi

1) Si 5o trata de caleular n progecein sobrs In direceidn 7= (i
2300) del desplasamiento experimentado por wn punta cual.
auiera 4, se splicari en ol mismo una fucrsa de ntensidad
arbitraria U 5 direcion 72

2) S s trata do caleular In roacidn do una secidn mom (8. 230
1), de un sistema do alma llen, 0, 1o que e lo miso, de una
chapa S ligadn sl clemento corresponiente de fbea modia,
e aplicard en sta chapa una cupla uya intensidad. arbirar
Ausignaremos e genersl, tambidn por U5

@) S se trata do caeular Ia rotacitn experimentada por I dires-
it do una barra AB (fi. 231) e un retiulado, o aplicard,
sabre I chapa S vinculads en I forma que indica I fgurs, uns
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posicitn, constitieia Jo que se llama un cuerpo perfectamente alistico
Pero, los materials empleados en las constracsones s0 aproximan mucho

estos cuerpos idenles perfetamente elitico y, sin erro prieties, pue-
den, dentro el periodo anteror a limite do elsticidad, ser considerados
como tales; es decir, en dichos cuerpos ¥ en el mencionado periodo, ¢l
trabajo equivalent al calr puesto en juego por Ia deformacién es muy.
pequetio en comparaciin 1 deserolado por I fuerzas exteriors y su
adjuncion a est timo no slers el nimero de cifrs exactas requerido
en’los cilalos, pudiendo; por tanto, dentro del grado de aproximacitn
correspondiente, oo ser tomado en caenia, o, lo que s equivalente, ser
considerado como un infnitaments pequefo desprecabl,

Por lo que respecta  a aplicacién infinitamente lenta de las fusrzas
exterires, no sl ea fsicamente imposite, v que In forma de setuar
de as mismas, en las extructuras construtivas, se. aleja mucho de el
Sin embargo, cvando s fuerzas o se aplcan bruscaments, medisate wn
hoae, por siemplo, sino que s s bace actuar graduslmente, aunque
sea on un periodo de tiempo reativamente cort, como sucedo e 1a ge
neralidad de los cass précticos e trakajo equivalente 8 1 energfa viva
que corresponde  1a velocidad de I deformacito, e, tambida, muy pe.
quefio en comparacién del trabajo de las uerzas exteriors, 5, pued,
dentro del grado de aproximaciin de los eilulos, ser considerado como.
n infiitamente pequeio despreciable. Es decir que, con toda. exac.
itud, dentro de dicho grado de aproximaci, a aplcaci infinitamente
Jenta’ de una fuerea s quivalente a an aplicacién gradual en un corto
ntersalo de tiempo, como te efetia en 1a prictica.

356, Expresion del trabajo externo de deformacién. Ley de Cis
peyron. —Sen una cadena elistics 0 un cuerpo elistico cualquirs, sus-
tentada en forma también cuslquiers, 8 Ja que aplicamos, haciéndolo
actuar gradualmente, segin una ley arbitraria, un sistema do  fuerzas
P (i=1,2, ..., ) 3 sea o Ja progeceibn sobro la direcein do Ia
Tuerea genérica P del desplazamiento experimentado por su punto de
apliccion, una ves fectuad. la deformacion sorrespondients 8 dicko
sstema.

Siendo, segtin bemos establecido mia arriba, almacenado fotegramente
en forma de energia. potencil ol trabajo do delormaci6n desarollado
o las fuersas dadas, silo dependerd de la intensidad fnal P’ do s
mismas  de la doformacién de la cadens, siendo absslutamente inde.
‘pendiente de la ey de variacién do intensidad adoptada. para I aplica
citn gradusl de cad una de las referdas fuerzas. Dieko trabajo, en
efecto, e una funci exclusiva del ctado final del cuerpo uaa ver
cfectusda la deformacin, desde que, cualquiera que sea el eamino adop-






index-242_10.png
V1 = W«





index-242_1.png





index-299_3.png
5409.— Coso en que las cargas maviles son oblcuss, pero de diveccién
contante. i obre el sistema actuaran cargas maviles obicuss, pero do
diresién consante parlel 7z (fig.%03), e mia cémodo halar direc-
tamento I linea de influncin de Ia reacién Ry podida pars fuersas do
e dirocidns ella se obtiene, como fndics e forma mutiientemento
explcta 1o figura 305, mediante une alstioa 4°J, C, O’ do dirccidn
22 correspondiente & na deformacién virtual de sistema que se obtiene
al suprimir, en ol dado, ¢l apogo B.

Siendo BB, la proyeceitn sabre 2 del desplasamicnto de B 3 In
‘mormal a 0,8 1a direciin de este Gltimo, s ntensidad ss determina tr
sando por B’ una perpendicular & O,B ¥ por B, otra & z2; ballado, em
efecto, el punto B de interscein do stas rectas, ol vostor B By da &
dicho desplazamicnto. Progectando st ectar sobre 1 diecsitn do Ky,
e determina en NV = o = 1,8 em, ol deslazamiento correspondiente &
esta incignita, o sen, In inversa do 1o esala do 1 lnen do influenca.
Esta Gltima e, por tanto,

CRREr

L fuersa U que, actuando segin R sobro el sistema, producira un
deplasamiento vietual del sentido del obenido, est dirgida, como la
marcads en 1a figura, bacia 1a derecha, pues en ceto sntido s ol des-
Plazamiento BB del punts B. Sindo negativa esa fuerza U, en la

parte do la elstcn de ordenadas positivas (arrba del ejo en el caso do.
Ia figura) corresponderia en 1a lnea de ifluencia signo pasitiso (con-
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aue mos proporcons I ecuncin de Ia Tina de influencia de X' para
cargas horiontals que sctdan sobre o pilr 4B,

Pasemes 8 balar, ahora, Ia linen do influencia para cargas vorticales
que actien sobre Ia vign. Aplcada  Ia disancia @ del punto B una
fuerma vertcal psitiva P (fg. 287 ), suprinido el vinealo correspon-

o & n incégnit, puests sogin 1 misma una foerza do intensidad
variable X y siendo

1 reectn ictitica aue dicha ucrsa oriina en 4, e tiens:
Para los punto ¥, de pilar derch,
I
o exy, L,

para s puntos N3 do 1a viga comprendidos ntre £ =0 3

Jiom e z,/'”—

cor. oor.
oS L o 2]

[or

=

e, bservando que segt los valores obtenidos

oo 2o _aom.

ax " ex

s comverte e

[ for
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yeccta vertical de los desplazamientos o s puntos Q y F; como estos
desplasamicnton estin ivigidos segin I normales 8 AQ y & BE, tr.
sando par ol polo parsleus & catas vormale ¥ cortindolss can Ia ho-
riaontal de Q"= se obtienen, respectivamente, los puntos Qu ¥ R,

Siendo vertcal In direciin del desplazamiento del punto ¥, o1 ¥, o
ndo directamente por 1a prosecion horzontal de Y, sbre- vrtel
de p. B punto e, finanent, ¢ encuentra n In inersecion de Iy
(a) 2z
A 8 .
Z ” A
(b) )

Eacsls &

pormales & QX y RM trazadus por Q. Tt que, por ser parallas,
o dan el punto Mo mpropio de as vertcaes. Bl desplasamiento re
Iativo del punto 3 con respecto al N et dado por ol vetor

siendo nfinita s proyesidn sobre I disecién de Ia barea AN, se e,
por comsiguiente, a== 0. L cscals en que la elstiea obtenida nos da
'l Tinea de fluncin de Ia temsidn en el montante VN e, por

Lo,

ale deir que las ondenadas de In elistion hay que muliplcaras or
s fuerss Py por cero para obtener la tensitn en dicha barra, o, 1o
que e 1o mismo, esta tension e nulapara cualquir arga.

43, — Tratemon de interpreta ol rsultado a que acabaros de llegor.
Por de pronto, el hecho de que 1 varicidn do distancia baya resutado
nfinita o quiere drcir que en realidad lo sea, sino simplemente que,
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por lo procedimientos comue, o de as rrstantes Las custeo chapas
S 50 8oy S constitayen uns cadens cinemdticn cerradn, vinculada en
1 forma que seaa Ia figura 39 c; en fect, ctando obligado ol pun-
10 R & deplazare perpendicularmente u Ia direcitn RO, (fg,3363)
aue lo liga son o1 pao 0y de a chapa 5, 8 que pertenec, a S5, de que
Lambién forma part, s sneuentra vinclada como i estoviers dotada
de un spoy mivil de dicha direci, tal como se ndicn e 1. fig
s w6 \

EL problesa s redace, por tnto,  halar s polos de I cuden cie.
miica cerrada de la figura 336 ; dirctamente o e posible eletuar.
o, por w0 tene ninguna de sus apas ¢l polo determinado por s
condiciones e vineulo extern que e necesta. para. tenr un punto de
pariid.

Salvarencs 1 dificaltad buseando Ia direccidn el dsplasamionto de
n punto cualquier, del 7 por ejemplo; i e obtiene esta direeiin,
efecto, o polo de la chapa S, quelaré determinado por n ueva condi
cin de st snbee In perpendicular  Ia misma trazada por T.
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miento en custin. Camo 56 o e la figura, e punto B experimenta
un despluzamiento B que o0 corresponde & 1 condicione e vicol

e 1a caden do 1 i 305 los desplazamientos do Ios puntos B y Cy
en cambio, satistacen o las condicones do vineulo de st ltima.

Hecko o anterior, tomemos ol muevo mecanismo representado en 1a
gura 337 b,  se, contituido por Ja misma cadena cerrads, en 1a que 80
ba reemplazado o apeyo mévil € por una arteulacién £, dejado sub-
sistente o apoyo B y suprimido el B. Al componer oo el desplasamien.
o de 1a cadens anteror, uno de st nuevo mecsaiamo, s punics &
7 € quedan siempre en las condicione de vinculo que corresponden &
1a cadena de la figura 335; i, ademis, legimos of dosplazamiento do
ste itino do manera que of desplazamiento resultante del punto B sea
e 1a dircsin horiental que corresponde al apogo mévi do csta cade.
4, € desplasamiento que obtendremos, a componer os dos consdera.
o, seri uno de I pasibes de Ia misma que buseamos, E1 punto C's
el muero Williot concide con el poo p, dosde que € es un punto fijs
en el sistema de l fig, 37 b por otra part, estando dados o despla-
camientos resaltantes de Jos dos considerados por los vestores que van
e Ios puntos el nuevo Willit a s dl primitivo (285), ol B debers
encontzarso sobre 1a borizontal de B, , fialments, siendo Oy (fig.
8375) ol plo do a 4 8 que pertenece, tambin, so hallard sabre I per.
pendicular por p 8 0,7, quedando determinado como s ve en la fig.
357c. Trasando, por Gitmo, perpendiculares 8 BT v CT quo psen,
Fespectivamento por Be 3 Cu, 5 obticne  punto T, y el desplaza-
miento resltante el pant T resultadado por ol veeor T' T, Do la

dinecion do este Glima, deben ser, pues loa despazamicoros que
Punto 7 experimenta en 1a cadens cerada de I figurs 396, o, 1o que
5 lo misma, en el mecanimo de la figura 3355, Trazando por T, en
este Gitimo, uns. perpendicala . dicha direcin, sabre lla % encontra.
78 el plo 0y buseado, que queda determinado como se e en la-fgura.
Hallado cste polo, ya o ofrece dificutad la abtencitn de los restants,
oi e trazado de In elsten corresponiente & o de sus desplazamien.
oo virtuals, que dara Ia Tica de influenci de la tensitn en la ba.
Fra Y.

587, — Do otra manera més dircts puede reslverse ol problema ane
terior mediante dos elstias de os mecansmos de las figures 39 ¢y b,
normales  1a diecién &l apeyo B,

(Consderemos una elistica, normal & ste apoyo, del primes. mecanis-
m0 que e bt representado pusvamente en I figurs 3384 ea In B I,
., ballada com e indcn clarumenta en a fgurs. La elstien sorres.
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a1 e s fneas de influencia’y su Incegracién para
' Las lineas e inflancia son, egin hersos
vist, simple clistias de doformaciin, oiginadas por foerzas unitarias
aplicadas en 1a direcidn de as inctgaitas hiperestitions o por estuerzos
suxilares, segia que se trate, respctivamente, do magaitudes etitieas
o de desplasamientos, En los sistemss rectlineos ctas foerzas unitarias
o stueraa ausilsres, producen en las diversas pizas, o en troos de s
misas, disgramas lineales e momentos lctors 3, Por tanto, s lineas
o inflvenci, o listicas corresponites, sed, sogia lo establocido en
(261, en general, pariblas eibicas

Ly expresones generales, pucs, do las lneas do influenia vertiales
7 borisotals srda

o KA+ A 4 40),
y o
w0 m Ko (B + Bk B + o)

n las que Ky y Ky representan cooficentes constantes, que puedan
eacarse como facores comunes de todos los trmines.

En particular cuando ds o By ean nulos, as lieas de fnfluenca serén
pardbalas de segundo grado, correspondiendo al cso en qu el digrama
o momentos Hectores que argina L elisticas que lls consituyen, sa
e ondenadas constante. Finalmente, s 4y y 43 0 Ba y By s0n nulo, s
lineas de influencia se reducen  rectas, corrspondicndo & sstemas o
piezas e sistemas, para as que Ia incgnita considerada es etiticaments
Aeerninads

Las (o], pues, que pusden tomas 1a forma sbrevinda.

y _ “
wexF B,

represntan las ecuaciones de 1as fneas de influenci pars sistemas rec-
linecs de momento do inerela constants, en a1 forma mis genersl.

537, — Consieremos una piesa rectlien Ny Ny (fg. 295 ) y sea

K Ea . w

1a lina de influencia verteal, correspandients & I misma, do una fn-
ctgaita X cualquiera. Sobre el st actin un cargs contiona trape-
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Con este fin, determinemos, mediante dos mecanismos auxliares, wn
desplazamiento de la cadena cerrads, que satisaga & sus condiciones de
inculo, e desir, wno do sus desplazamientos poibls.  Consideremos,
primersment, ol sitema do la figura 3373, o ses, la cadena cerrads,
en 1 que s ha suprinido el apoyo mévil B y reemplazando l B por uns.

)

Y

polo de 1a chapa S, o5, en ete cas, ol punto Op,
Qeterminado en la figurs. Tomando un punto p como polo pars cous
ruir un Wiliot (fig. 37 ), demos al punto I un desplazamiento arbi-
trario plix que debe ser normal a R, y completemos el isgram. de

Wiliot buscando los pustes Cu ¥ B que corresponden ol desplaza-
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dentro de grado de sproximacién de Ia figurs, @ es de wn onden de-
maguitud superior al de las cantidades infnitésimas represniadas por
1as ordenads de la elistica; e deir, que si a s un infinitamente pe-
Qo del primer orden, dichas ordenadas 1o serdn del segundo. Ahors
bien, Junto s deslazamicatos do los mecanismos cinemitios trata-
dox 3 suprimir wn vinculo «n lo istemas osition, son. magitudes
infiniarente pequetias de segundo orden desprciable, 1as que corres:
ponden . Jas deformaciones de las barras del sistema. L elistioa tra-
ad debe ser, pues, del orden de magnitud de estas deformacions ¥ e
requiere que para obtenerla so hagan producido en el meanismo algu-
s deformacione de sus baeras. Se v eilmente que alo scole, obcr-
vando que, por etar en ea recta 1as barras QY y B s necesario que
elas experimenten un alargamiento o scoramiento pars que sea posble
mna rotcidn reativa de las chapas S, y &, e docr, para que cambie
e ngulo QVR. La rotacitn 8, 3, por tano, toda I elistica A°N I
abtend, o, pus, del orden de rgnitad. de las deformacines, e e,
Adsprecable trstindoss del cilelo e sitemas sostiticon. Priatcaments
T ordenadas do la clisten deberan haber reulado nuls, en cayo
caso ya mo Bubiers sido infnit Ia variaci de distancia enre los pun.
105 M 3 N, siendo simplemente wna cantidad. infnitamente pequera del
primes orden.

94— Por otro caming, més diveto, s puede demosrar que s or
dnadas de T elisica son en reklidad s o s, que las chapas S,
S0 peden deplasarse.

erada omo una chapa.auxilar S,. Dicho polo debe encontrarse, por
e pront, sobre 1a 4Q==0,0 ; ademis, por star artiuladas fiticin
mente Ias chapas S, y 53, medisnte as barras MR y NQ, en ol punto
 de nterscitn de 1as mismas, también debe encontrarse 0y sobe
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tiens ya 1a hemos utilizad, entre otros casos, para obtener la expresitn
queds s X' ca (515) y (516), por ejemplo.

535. — Apliquemos todas estas simplifcacones o 1 lnea de influencia
e la rescidn hiperestitca X del portoo resto articalado, obtenidas ¢n
(519) para cargas horizontals.

Para cargas que actian sobre el pilar derecbo 1 linea e influenin
st dada, segtn a [o] de dicho nimero ¥ lamando, de senerdo con 1o
convenido wa s ordenads, ya que se traa de una liea de influencia
horizontal, por Ia expresién

B e C

2p, w1
=G

e laque

Andlogamente, In liea de nfluencia pare cargas borizontles que
actian sobre el pilar aquierdo, e, segin 1o (4] dl mismo nimers,

so=aler-Gr )]

La o

itn entre as masas elistioa,

ey e

B " E

respstivamente de los pilres ¥ de Ia vigs superior, cs

haciendo fgura cste valor & en las expresiones anterores ¥ adoptando
variable independiente

&
wet

elas toman las formss mucho mis sencillas

-

L w—se4nut20k+D
Tt LER ISR

w =20+l

R —
26140
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BQm0.0, v resulta, por comsguiente, que dicho polo es el ‘mismo
punto . La chapa 5, tene, por tant, dos polos ¥ 10 e suseptibe de
desplazamientos. Como por el mismo camino. podriames demostrar que
B es ol polo de Ia barra M, otro tanto sucede con Ia 5. L clisios
e cordin inferior debe, pues, coincdie con el eje y Ia tesion de I
barra AN s nula para cargas que so desplazan snbre el mismo, concor-
untemente con el resultado ensontrado con anterioridad.

Pero, para el cordin superior, siendo fijos los puntos Q y K, el X
puede experimentar deplazamientos vertiales infinitisimos, y 1o olis-
ten 3o roduee a lox desplazamientos de las barras QI y MF, tomando
1a forma QM. Por sr fij el punto N, Ia variacion de distancia entre
Ny M st dada diectamente par 1 proyeseidn vertcal del desplaza.
miento de est ilim, e decr, e tine @ = N, = 09 em, y Ia seala
en que I clistca QR da & Ia Kinea do influencia de la tension en
<l montante MN para cargas que s mucven en el cordga superior e

1
@ "o

‘Sobre dicho montante tienen influenis, por consiguient, solamente s
cargas que sctian en 1a parte QR del cordén superor

585, — Las considorasiones que acabamos de hacer son compleamente
generaes  tenen valides para todos los casos en que e presentan esea-
Tas mulas por resultar infinitos ls desplazanientos correspondientes @ a5
incignitas. En todos esos casos debe podere llgar al mismo resultado,
demostrando que, en reaidad, el sistema o es susceptble de deplaza-
Tmientos o I listica obtenida e de un orden de magnitud inferior,
despreciable en comparaciin de los despluzamicntos infiitsimos consi.
derados en los mecanismos cinemitics

586, Gaso en que no es posible determinae dicectamen
de las chapas, por presencarse cadenas cinemiticas cerradas. —
Nlgunas veess pusde sceder que 1o sea posibe hallar directamente Ios
polos de las chapas del mecaniso de un grado de lbertad, que se obte-
Dl suprimie una barra para poner e evidenci In tensidn correspon-
diente, porcue en 8 s presentan cadenss cinemticas cerradas, ninguna.
e cuyas chapas posee L dos condicones de vincolo externo requeridas
para determinar e prier polo que sirva de pusto de partida. (89)

Tal s lo que pasa en el sistemn do I figura 9363, al poner ca evi-
denci Ta tensicn en 1a barra MN. En ol mecanismo resulante (5
3361) se conoce el polo Oy de I chap 5, pero no pueden determinare,
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A1 spliar, después o segundo sistema 3, oo puntos de aplcastn de
sus uersas, Py, experimentarin desplazimintos, cuyas proesconce w-
bre elas on aqs y e trabajo correspondiente a 1 misma, ser igual &

L¥ria
TA
Finaiment,kn pustos de aplccin d las uerss Py dl ssema i,
20y actusban o plca st 3, experimentard dspaasintcs
cuyas preysecions obre cl 0m ayacY o irabajo do s misman dade
e ctian con toda u temidad desds ) comions, e Fual &

B trabajo total do deformcién, al
mueso orden, e, por tano,

iar 1o sistemas 3y y S e

b B B fe

(Como el trabajo resultante de Ia deformacién debida  los dossistemss
de fuersas, Sy y S, e, segin 1a ley de Clayperon, independiente del
onden en que se apliquen dichos sistemas, deberd tenerse

@3,

(RS L

s 1
L il

T & E

B e N

£ P B pa

cxgresi enrs e 1y de Bt e rivigo de rcprocd, e
i ;

unqn- cadena eldstica, el producto escalar resultante e las fuersas
s o st ol erlstmionton sperineniados o i unln
s durnts I dfornaci evin's o steme, o St o pre.
e et redlonts 4o s Tsrss 4o e Sims otcna ot s
deplsaminin gus s punoe d splcacin, cpeinenien, drone 1
ormasin Gt f prmer.
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herso abtenido com linea do influcncia del despazamiento all conside-
rado, para. sargas que etian & 1 aquierda del punto I, I siguinte

(¢

¥ siendo

e valr do dicn varible que i 1 posiidn del punto M, st linea de
influencia tom 1a forma, macky mis simple,

g
RS
() e

534 —Otra simplificasén importanie do la que ya bemos becho o
algunss vces, s obtiens ntroduciendo en las expresiones s relaciones
el masa elsticus ente 5, en Iogar de baceros igurar dirctamente.
Suponiendo que el sistera tnga  piesas de masms elstcns totales o,
(G=1,7,..., ) en lgar do hacer igurar stas cantidades e o expre.
siones, s sutituiremos en funcén de sus elacions a 1s mass g, de I
primer piea, por ejmplo, relaciones que designaremes

73]

o et G2
Eeta simplificacitn es de importancia principalmente cusndo ol sis-
tem. tons pocas issas de masa clistica dstints, dos o tes solamente,
o cas do do piezas do masas elistins

ety ae

e

2L
e

Bl oy b

ES @

7 50 pudiends prosentarse confusiGn posble, lsmaremos disectamente ¥
a estattima relacitn k. Ln simplifienidn que do et maaers e ob-
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artculacion feicia 4, que liga s chapas 5, y &, sobre Ia recta 0.0,
€ palo 04, que debe st e In interscidn de as 014, ¥ 0, o8
1 mismo punto C. La chapa S, resala, pues, con s polos 3 n0 s

@ s

suseptible de desplazamienton. La clistia vertcal del sstema s redice
a1a parte rayada en In figurs, y, po consiguiente, I cargas que aeian
sobre Ia chapa wsidn. alguna n In barra N

emos hallr I Jna de inflsenca de Ia tension en of montante central
N La Tigura 9345 nos da ¢ mecaniomo do un grado do libertad que
resltaal poner en evidencia & dicha dndnita, Se tiewe A= 0, y ol

polo 0, debiendo encontrarse sobre Ia AN y sabre Ja verial de B, e
cancidente con . La figura 45 da, purs, 1. listion vertical de .
e los desplazamientos poibles del mecanismo e cuestitn.

Obtencao I vriacén d distancia o entee los puntos M y N con wn
Willot muslar. Tomando el punto p del eje 4B’ como polo y proye.

tando o puntes Qr 3 v en @ e, ol sector = pA” dn n pro-
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581, Gaso en que Ias cargas que actéen en una parte del sistema
o tengan Influencia sobre 1a incégnita a calcular, - Sea ol sistema
representado en I figura 3120, del que nos proponemos balla la linea
o influencia del momento flctor 977* en el punto . L figura 3920
muestra el mecanismo que se obtene al paner en evidencia o dicha in-
cignita. Se tiene 0,4 y el polo do Ia chapa S, os el punto impropio
0, de las vertcales. EL palo 0, 5o encuentra, pues, sobre 1a OWN ¥
sobre I vertiel del punto E, e doci, s ol mismo punto E. Cono este
punto pertencee tambita & 14 chapa , ésta resulta con dos polos O3
0, 10 que nos dice que no puede desplazars. Siendo, por consiguiente,
fjo el punto P otro tanto sucede con la chaps S

L eisticn vestical de uno de Jos desplazamientos posibles dl sstems
a0 v, pues, & us rctas A'Vo y N, correspondientes 8 as chapas
13 S5, siendo de ordenadas nulas para toda Iu parte situada 2 Ia de-
recha de E. Quiere desir que las cargus que actian entre E y D no
tienen vinguna influencia sbe el momento flctor O7*en el punto N,
o se, producen un momento flector nulo n dicko punto.

Pucden presentarse casos anilogos al snterior sin que el resultado sea
tan visible de anteman, Ast sucode, por ejemplo, para la linea de in-
finenca de 1a tensiin en a disgonal MY del sistema de 1a figura 333 .
El mecasiomo de Ia figura 333 es ol que resuta al poner en evidn-
<ia dicha incognits, En @ s tiens A= 0, ¥ B0y, v, por caee la
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.

fiuals a 1 relaciones entro as abaisss By 'y la propecién vertical
by de la pieaa.

Debe notarse que, adoptando como variables independintes lon nd-
meros , ¥, 40 1, I longitad de un elomento infinitéizo boriontal o
vertical, e, respetivamente,

[
v C]

b = byl m By

Ademis, Ia longitod ds el clemento do I piesa se deduce de las
reliciones N

o - ]
vl ad

Ademts, 1a exprsion de 1a masa clisios total,

B,

do 1a pivza considerads, al reemplazar s por su valor deducido do lan
4], toma Ja forma.

1

s

Cl

[

B,

533, —Para comprobar que las expresiones correspondintes & las
lineas o influenca so simplitican con I itrodueein de las variables
0 1, consideremos cualquiera de as lineas de influencia.halladas en las
aplicuciones bechas en ete capitalo. Por ejempl, en el nimero (529)
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T variscdn de distuncia o entre os puntos 3 y X, padeia hallarse
mediante un Willot ausilar en ol que se determinaran 1os puntos co-
rrespondientes & s misos, que s darian sy desplazamiento relativo
Pero mis simodo e valerse de I otaidn reltiva 8, en torno al punc
., de la barra NQ, comsiderada como una chapa ausila &, 7 do In
ehapa 8, Para el observemas. que siendo 0' @, = [5,] I listien de

rectamente en centimetros en 1o fsura, e 0 — WX





index-263_2.png





index-338_1.png





index-263_5.png
hj dp. hj du.’ B hj
ds =sdv =sdv

ds = sdy = sdy.
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cir, durants el desplazamiento para el que la clistcn de la primers
lapa 5, e In AC, trazada en Ia figura. Lievando, pucs, en correspon-
dencia al punto D un sogmento 77D, = 507, se tands ol punto D, de
In clisicn y 1as rectas Co Do (8] y D, B = (8] complementari el
trazado de Ja misma.

L obtencitn do la cscala y del signo d I linea de influencia que
proporcions esta elisties o ofrece ninguna particalardad y se deduce
Hicimente de I figurs.

579, Gaso en que Tos polos o 1 chapas entre of articu-
Iaciones ficticias) caen fuera de los limites del dibojo. — La figurs
3900 representa el mecanismo o un grado de Hibertad que se obtiene al
poner en evidencia 1o tenidn en Ia disgonal MY del sistema. do I £
gura 00, La articulacion fitiia 413, que une ol polo 8 ¥ Sy cas,
coma se vo, fucra de los limites del dibujo. Para hallar el polo 0y
se requisre trasar 1a recta Aya= 0y Ays, que une al polo 0, de la
chap S, con I articulacin fietiia A, ¥, para clo, en a figors, se ba
securrido al trazado e dos trifngulos semejantes; e ba trazado un
primer triingulo cuslquiera JIA, cuyos dos primeros virtioes s en-
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Para hallar In variacion de distancia entre los puntos My, que
constituge el desplazamiento correspondiente & Ia inctgnita, no pudién-
dose iz In rotacin relativa de lus chapas S y Sy por no conocer
0 polo Ay, e recurre & la G, entre las S,y 51, dada por el dngulo
infinitsino QM y cuyo polo es el punto Q. Lievando, pues, &
partie do la vertial do Q una disancia horizontal £, igual & Ja que
media e Q  1a recta A, e tiene o = N = 16 cm, siendo AN
el segmento vertical determinado por las rectas (S.] y (8] en corres-
pondencia de su extrema.

530, Caso en que tanto los polos de
nes fcticlas que las unen caen fuera de
Sea e sistema.representado en 1a figura 381, del que nos propomemos.
ballar In linea de inflacnia de la tensin en Ia barra M. La figura
331 da el mecanismo de wn grado de iberiad que se obtene al poner
en evidencia exta inedguita; como se e, la articuacitn s que ligu
@ Tas chapas 8, v S cac fuera de low limites del dibujo. La recta
Oy A4, sobre 1a que debe exar el palo 0., se ha determinado:
coma en ] caso anerior, medisnte s tridngulon semejantes AJK 3
AL L polo Os, interseccin de lax A, A4y y de Ja mormal
n B I dirccidn del apoyo mivil respectivo, cae tambicn uera. do
s Honites del dibuo,

Para poder trazar la clistica, so ha considerado, como en ol caso
anterio Ia barra ¥, tratindola como una chapa ausiar S, cuyo poo-
0 queda determinado por n iterseceidn de as ectas 0,0 y NO; = NN,
e esta ltima, también mediante dos triingulos semejantes LY 5
¥ L N,.S,, como se ve claramente e la figura

Obtenidon cstos elmentos, se ba, trazado n 4'Q.N, los elistis de
s chapas §, 7 S,. Para completar I elstica con 18 parte correspon-
diente 8 1a chapa S by determinado el desplasaniento del punto B
medinnte wn disgrams de Williot vsliar. Tomado el punto p como
polo e levado un segtiento p's = X'V, representative de la progee-
i, verteal del desplazamiento del punto N. Como este punto s des-
Dlaza normaluente & NN, trazando por p una. perpendicular a esta

. intersecin nos d 3 . Obtenido

resta y por N una horizon
e punto, puede hallarse B, sabiendo que debe encontrarse sbre I
Darlela o la direecén el spoyo mivi trazada por p ¥ sobre . per-
pendiculas por X & NB. Proyectando, fimamente, sobre Ja vetial de
b el punto Bo on B, mediante la horizontal B B, e tiene en
7 . proyeceion vertcal del dsplazamiento de B. Lievando, por
consiguiente, en BB, un segmento igual & Pz, s tiene en B un
rinto de a clistics de a chapa S, que queds dada por I recta N Be.
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borisonal 'y vertieal do Ja pieza genirica Ny X, enya longitud serk
Todas stas Iongitudes las consideramos en genersl como postivas.
En algunas aplicacione, en que convenga atribuiris signo, considera-
romos 1a Jngitud de 1a piezs como un vector dirgido do acuedo con
convencioncs que baremos en cada cas; cuando esto suced, desiguare-
Iongitud 3 & sus proeciones con as anotaciones % j*

v
Las ordenadas de 1os inea de influenca vertials y borizontales Js
Uamaremos respetivamente o y 1.

Para obtenee una liea de influencia verteal de . incigaita cusl
auiera, saberos que debemos bcer setuse . n punto cuslquiera M
una fuerza P =1 (fig. 2016) con posicén determinada por una abscisa
varible, aucisa que  su ve, contituid 1 varable independlinte do 1
funcidn que represnta  1a lina de fnfluencia buscads. Como ascisn
tomarenos siempre Ia distanea Borizotal ntre ) punto A y uno de s
extremos N 0 N, do Ia piess. Desiguaremos, rspectivamente, por a
3, & ela sbscise, segin que s Ia refera al extrom izquirdo o al
dereeho, como india 1 figurs 205,

Anilogamente pira las lineas o influncia boizontales (i 2955)
tomaremos como variable independiente, que i la poiidn de Ia fuerza
Borizontal P = 1 que se require hacer actuar, Ia. disancia. vertcal

e 1 misma 3 los extremos N, o X, deignindola respetivaments b
o " cegin que s tome como origen el extremo inteiar o superir e la
pira considerdn.

S32. —En lugar de tomar como abscsas para s lneas de influncia
verticles dirctamente L longitudes @ o o do las disanciss horion.
tales entre ol punto de aplcaién de 1a fuesa variable  lo extremos,
conviens tomar relacione, v ¥ entre dichas loogitudes ¥ Ia. proyeceign
horiontal Iy de 1a. piera considersds, e dei, Tos mimeros

et o vaL, ol

Con exas variables v y , Ias expresiones que proporciossn & las
Tineas do influencia se simplifivan motablemente 3 5o reduce mucho. ol
trabajo de su intogracén para los disintos etados de cargs. Tomare:
o, pues, siempro como variabls independientes  exos nimeros vy ¥,

En iguil forms, y por ruones aniloges, tomaremon como. variables
independientes pars 1o s do influencia borizontales A os nimeros

]
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cuentran sobre las rectas MR y QN que determinan & Az ¥ cuyo ter-
ver virtice s o punto A =01, por el que debe hacerse pasa Ia rcta
A5 50 b trazado, uego, wna reta S, paralela & JK y construido
anbre el segmento e deermina su intersecién con 1as X7y K, wn
tringulo JuK,A, wemejante ¥ de lados paraelos a1 JKA; cortindoss
n Ay ls retan 47, y KK, que wnen « los vérics de los trifngulos
s obtenidos, también pasari por dicho punto 4, Ta Ad,, que une
1 pa restante de irties 5 que, por tanto, nos da Ia A4 sobre Ia que .
ebe encontrarse el polo 0 de Ia chapa S,

Trasado ol primer ludo (8] = 4°Q. de Ia eistica el [8:] o puede
Aeterminarse ain con loa elementos conacidos, por 10 estar fjsda I
vertcal de , sabre 1a quedeben cortarse s (] 3 (8.1, Se salva
st mueva difiealad, hallando dirctaments I clistion de a barra QN
considerada como una chapa susiliar S, cuvo polo 0, eth dulo
DO I interseeion de Jas 0,0 y 0N Determinado el punto 0, corres.
pondiene & este o, e tiene (8] = Q.0 ¥ In ntersecein de ex
Gitima recta con 1 vetical de N nos da el punto N, do ln (8], que
850 s, o5 I N0, determinada por N. y ¢l 0 corrispondienie dek
polo 0,






index-334_1.png
& |~

el

o





index-261_3.png
o emplear diretamente el teorema de Castgliano, se utilizara la ex.
presion

[T o

Que como conscouencia del mismo, s halla ticilmente siguiendo ¢l ca
mino empleado para obtener s (1] de (440). En sste o 7 repre-
sentaria el momento flector que en Jos puntos de abocia ¢ del sistema
tratado (isotético e hiperestitico) originaria una fuerza P = 1 de abs
cisa @, 79" el momento flector que en los mismos puntos de abcisa
 produciia un efuerso susilior 0= 1 setaundo en o sistema hecho
aotitio

Esto es el camino que direetsmente emplesremos en las aplicacioncs
ue Haremos mis adelante

§ 7. — Consideraciones complementarias sobre Ia_ obtencién
anilitica de lineas de influencia de sistemas rectlincos

S31. Eleceion de coordenadas y notaclones. —La benciin anal
tia do lineas de influenca, tanto de inclgnites estitions com do des
Plazamientos, iene mucha importancia en ol caso de sistemas rctlinos
Qe momento de inerea constante, o de sistesas formados por parts re.
lineas con momentos de ineeia sonstantes. Conviene, po ello, adoptar
Dotaciones generaes pars Jo clementos que en dichas liness figuran,
e indicar algunas consideracione referente & 1 lceidn do coordenadas,
aue permitan simplifcar notablemente Ia forma. de 1as expresiones co-
rrespondientes.

Sea Ny N (fg.2050), una piesa roca do momento de inerva cons-
tante 1, pertenecente & un sstem formado por la reunin de una sere
de piesss anklogus, también rctliess, con momentos de fnercia consan-
ten Liamareaos, en general, 1 y b, respectivaments a las proyeceiones
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En cunto al desplazamiento @ correspondiente a I inctgnita Ry, dsdo
por el deslazamiento horizontal del punto C, igual al do calquier otro
o las chapas solidaris entre f 8, y S, 70 e posible reeurre. para
Aterminarlo al procediniento expusto en (560, dado que 0 50 cono-
a8 0y. Se salva I dificutad allando dicho deslazamiento del pun-
o C meditate wn Willot. Tomando wn punto p como polo para ol
mism, ol punto D, debe sncontrarse sobre wra perpendicular 7D &
10 BD por ser éata Ia. disecidn de desplasamients de D. De Ia figu-
" sn deduce, ademis, que DD, e la proyeccitn verteal dl deplaza.
miento de este punto. Lievando, pes, un segmento 577 = Dy 3 tra
sando por ' una horiontal, s ntersccein son 9D nos dn b
camente & D Obtenid ete punts, bssevemon que el Co debe encon.
trarse sobre wna ormal & DC trazada par D, ya g sta e I diec
cidn 4l Wilot de 1a resta DC ; & su ve, desplazindoss el punto ©
horizontamente, por pertenseer a 1a chapa S=5,, debe encontrarse
tambidn sabre Ia horizontal de . I punio de ntersecidn do las rec.
s de csas direciones o d, pucs, al Cu, 3 n 0y =3 e, s tiene
ol deplasamiento & buseado; 1 esala do Ja Tioca de inflencia e, por
consiguinte,

'
Tom "

578 — Consideremos, ahora, ol mismo sistema, pero propongimonos
hallar 1 inea de influenca del momento I, do I reacidn . ol em-
potramiento 4, con respects sl punto A, Se trata del easo estudindo
n (S61); pero puesta en evidencia la incdgnita R, como indica ln fi-
ura 329, e pao 0, de 1a chapa S sale fuera de los lmites dol di-
bujo. Los polos de las otras dos chapas 56 conocen, siendo 0, = A
¥ 0,8

Salvaremos In diffcultad reurriendo tambitn & un Willot suslsr
Tomada ln reta cuslaviers AB' como i de 1a clitin, <l Ido <o
rrespondiente & 1 chapa S, s una recta cualquiera A°C, que pash por
A Sea p ol palo del Willit 3 busquenos ol punto Do Se tiene
By y ol punto Cu dcberd encontrane sobre ln perpendiculr pCo
@ a recta 4C 3, ademis, lleando un segmento verteal P = C'Cr,
snbre 1a orizontal C". Cy, con lo que queda determinado, Conocidon
Tos puntos By 3 Cu, o Dy queda dado por Ia interscci de las per.
pendiculares & B ¥ D, respetivamente traaidas por los mismis.

Trazando por D.. una horiontal basta encontrar la verticl do p %0
tiene en p's, la proyeccién vertical del desplazamiento que experi-
menta ol punto D durante 1 desplisamiento virasl considerads, e de.
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Susrsas U capacns de produce, un desplazamiento el sntido del vir-
tual tiliado, correspondea & una tensién de compreson. (negsi

como s dibujadas en 1a figura. Abajo del e, a linede nfluencia
iene, por consiguicnte, sgno posiive-

§ 4. Casos pardiculares

chapas caen fuera de los limives
cde, nox hemos solacado sempre n 1
a3 . que Ios poos de las chapas de Jos muccanismcs de un grado do
lbertad obenidos a poner en evidencis las incbgitas & caleular, caigun
dentro de los Iimites el dibujo. A continacén apliamos o diversss
elemplon coneetos o procedimienton  snguir coand il no e reslin,
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No es posible dar al respecto una egla generl, dependiendo de o cir-
cunstancias de enda ejemplo partiular los arificion 8 que debe rocurri
e para salvar a dificultad.

Por lo comitn, las elstics s podrin trazar sin conoce los polos que
aen faera de los limites del dibujo, valiindose do dingramas suxiliarss
de WillotMobe, como se efectia en algunos de los ejemples que pasa-
o & exponer, sufiientes para que el lector s forme uicio sabre Ja
marcha & seguir en cass anilogos.

(@ ¢

Sea el sistema e a figurs 928., del que querems Ia inea de in
cia de la resceit horisantal R, en el empotramiento 4. Se traa del
ejemplo cstudindo en_ (569), pero al poner en evidencn Ia fuerza Ru &
caleulr (fg. 3283), el polo 0; del mecanismo de un grado do libertad
reltante, inersecidn de o vertical €O, . 3 de I B, cae Tuera de los
Timites dl dibujo.

Por o que respecta al trazado de I elsticn, eta circunstancia no ofre-
e ninguna dificultad, ya que estando el pao 0 sobre n vertical de G,
@ lado (8], correspondicnte s a chapa S, puss po el punto 07, = .y
ntersecifn de dicha verticl con el eje A'B.
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rresponde & una tensidn de traccidn (positiva). Abajo el eje Ia linea
de influencia tiene, por tanto, signo negativo.

575, — L variacion de distancia a entre los puntos M y B de I elis-
tea anterior, e decir, Ia fnversa de Ia escala de Ia linea de nflucacia
aue constituye, puede tambitn hallarse con comodidad medionte un
diagramaauxiliar de Willot Mobr. Comencemos para cllo por repre.
sentar en un Williot de palo p (fig. 326¢) los puntos Bu, Qu y B
I desplezamiento vertcal del punto B queda dado por el vactor pEy.

il al seemento B, tomado en la clistica de la figura 3260 (%),
Tor otra parte, el punto B se deplaza normaiments a la B0y qus lo
ume con el palo de la chapn & que perteneee 3 sobre una paralea, .
dichin normal, trasada por p deberd. encontrarse ol B ; sicndo Fe
la proyecein vertcal del desplazamiesto de dicho punto, l B tambib
deberi. encontrarse sbre Ia orisntal de B 3 se, por comsiguintes
el punto de interseciin de dichas rectas. En fgual forma se ban halls.
do'en 1 fgurs s puntos Qu 3 R 50 3 1P 1n ipuales g
tivamente 8 Q. ¥ F'R.; ademis, pQu 3 plte son respectivamente per-
pendiculares 8 Q05 y 05 -

Obienidos Tos puntos Qu ¥ F, el punto M., correspondivnte al ¥,
Jigado con los Q 3 I modiante barras igides, se obtiene trazando por-
Qe y Bu rectas respectivamente_perpendiculares & QM y R, EL
vector BuMy da ol desplazamiento reativo del punto A con res-
pecto al B,  su proyeccién 77 sobre In direccitn de I barra MB,
proporcions, finamente, la variacion de distancin buscada entre dichos
punton.

576, — Propongimons, ahora, como nuevo ejemplo, halar 1a linea de-
influencia do la tensién en ol tensor MY (fig. 327 a). La figora 9215
representa al mecanismo de un grado de libertad que se obtiens al po-
her en evidencia dicka incégoita ¥ nos da, ademis, la elistica verticat
A'D,B, de uno do sus desplazamientos posibles.

La variacén de distancin o = VI = 2 can, entre los puntos Ny X,
e deternina claramente en la figura, valindose do a rotacién relativa.
s de las chapas S, y 53 8 que pertenccen.

endo nogativa csta rotacién relativa, «f punto N s ha desplasado
con respecto a la chapa S, supuesta £, bacia la derecha, el






index-330_3.png
L ccala de 1a Jiea do influencn bienids, o5, por consiguinte,

LR .
@i

Ea cusnto sl sigao, siendo negativa Ia roacit xelativn f, ol pun-
10 M, en o desplaamiento reativo en torno & R de la chapa S &

au pertenece con respecto a Ia S5, se desplaza-hacia abajo, y o par
do fuersas D capaz de produciz un desplssmiento de dicho entido so-
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que duante In deformacin correspondiente experimentan sus puntos de
aplicacin, s0n 0,0, y o trabajo de detormaci, suponiendo que dickas

fuersas actien leata y gradualmente, e igua, egin Ia ey de Clapeyron
que seabamon de demostra,

TE e

Aptiquemo,Tueg, el oo istena de acrsas 31, y iendo a1, 1 pro
socciones, sobr 1 disscione de s Tucrsas P, do los desplozamientos
‘que s puntes de aplicacin experimentan durante Ia deformacidn debi
08 o mismo, etas foers desareolardn n trabajo gusl &

TEn
. #

Ademis, Jos puntos de aplicaidn de las fuerss Py que o estaban
aplicadis a actuar as P, experimentarin desplaamientos cugas pro-
yeocione s sus dircciones serin o,y ol trsbajo do as misms,
sacrollado duraate I deformaciin detida sl sistema. B, st dado por
Ia expresitn

en 1a que se b halado ol trabajo de las fusrsas P, multiplickndolas

dirctaments o 1as progecciones de los doeplasamientos respectiven, dus,
B

i muliplicalas por - a causa de que dehas fuerzas ya aetuaban sobre

I cadens clition con todn su ntensilad al comenvar & ctusr lan By
el sistema 3,
B trabnjo total desarrllado por os dos sitemas de fuersas 3, y 31,
la suma de Jos anterormcnts ealeulados, ser, por tanto,

TER e d B e Ea
i, o 1 e, i st s i
B 4 5w 05 i P 1
i o it St
e e B i o e
i
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‘508 ludos limitados en oorrespondencia al cordn inferior, sugh obtencidn
20 ofrece ninguna dificultad.

Para hallar of desplasamiento & correspondiente a la nctgnite, o
deir, In variacion de distancia entre los puntos M y B, trasarezios o
listica de la barra ME, que consideraremos como una mueva chap S

g,

Ko s

pa L deio,

&
il

-

Eotando artculadn lu S, con la S, en el punto T, su polo se encuentra
sobre Is HOy; ademis, por csta I S, artculada con I S, fetciamen.

te en el punto Asa, 5 polo también debe encontrarse en In Oy Asa ¥
s, por tanto, ol punto 0, de interseciin de dichas rects. La_elis

tien (S, de Ta chapa 5., seré, por consiguient, la OR, . La rota.
cion relativn de lus chapas S. ¥ S en 0o & su punto R de artieu-
lacién, ext doda. por ¢l ol infinitisimo 'R, X" que forman las
rectas (8] 3 (8] Nevando, pues, & partir de a vertcal de B, una
istancia horizontal igual a 1a ¢ existete entre dicho punto ¥ Ia barra
W8, 1 ovdenada N =07 o, que dickas rctss determinan en copres-
poutencia de su extremo, nos da In varacion de dintancia o buseads,
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3 By resultan articuladas fiticiaments entre s en el punto impropio

Avso de la direcidn comin de las barras MR y QN de condin, La

eléstica vertcal de uno de los desplazamientos paibls del mecanistao o

btenido, constituda por el dingrama 4' X, , C, &, s hala fisimen-
e claridad do la figurs,

EI desplesamiento @ correspondiente a 1 incigaita s, como en los
cason anteriors, Ja varieion do distancia entre Jos puntis 3 y N do
aplicacén do las fuersas 7. La chaps S, en ol desplazaniento dado
ba experimentado con respecto 8 I 5, una roacin relativa e torno

Punto Ay, 0 sea, una traslaciGn relaiva mormal & la reeta N
cuya projeccidn vertical st dada por el vestor pV'u, dterminad
Por e segmento vertieal comprendido entre las reetas [51] ¥ (5] re
prosntativas de lus clistons do dichas chapss, Trazando por p un
perpendicular & Nz, (paralea ' la direccitn del desplazamiento
relativo) ¥ por N wna borizontal basta cortarla en N, ol veetor

PN serd ol zepresenativo de dicho despazamiento relativo; ol punto
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), pucs, de Ia chapa S5, e ha desplazado, con respecto al mismo punto
considerado somo. pertnscinte & Ia S, segin o vetor pNe. la

propecciin WP de este vector sobre la direccin AN de la barra su-
primida dari la variacién de distancia del punto N de la chapa 5,
con respecto al mismo considerado como perteneciente a la Sy, es decir,
Ia variacitn de dos puntes cuslesquicra de las chapas pertenecientes
4 1a recta MN, dado que stas experimentan una traslaciin relativa.
Lo variacion de distancia buscada eatre los puntos A y N et por
consiguiente, a = TF = 24 em. La escala en que el diagrama obteni-
do da a la lines de influencia de la tensidn T e Ia disgonal N o1,
por tanto,

)
Them

1

Por 1o que respcta al igno, el vetor pNy indicn que la chapa 8,

se b desplasado con respecto a 1 S, hacia ahajo; a fuersa U o aplicar
en , capas de produci en o mecanismo do ua grado de liertad un
dcsplozamicnto de dicko sentdo, deberd cstar, por tanto, tambin. disi-

uencla tendrd siguo poitive en lus partes situadss sbajo del eie.

573, — Si o condones paralelos son horizontales como los del s
tema representado en I figura 825, al supriie 1a diagonal M (fg.
5255) el desplazamiento rlativo ente lus chapss 5 ¥ Sy e vericl
¥ et dado dirctamente por ol segmento vrtial ¥y = 7V compren.
o entre o xctas (5] y (55

Lo variuctn de distancia entre 2 y N es, por tanto, como se indien
claramente ea la figurs, a proeccion I de pN sobre I direccidn
de 1 barra N,

Influencia de las tensiones en alguns
clas. — Proponglmoncs hallar 1a linea de inflencia de Ia tnsién en el
montante MB (fig. 3262), pars cargas que actian sobre el cordén
infeior. La figura 326 nos da o) mecaniemo de wn grado do ibertad
aue e obtene al suprimir la barra MB con ol objelo do poner
evidencia I tensién a calular; asimso s proporciona 1a clistin ver.
tieal de uno do s deplazamintos posiles do dicko mecanismo, con
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En cusato al sgno, cbservemos que Ia chapa 5 ba girado respecto de
1a 5, en tormo a punto Ay, en ol senido negativ, es docir que, de-
Jando T a5, 1a S, experimenta wna rotacidn en orno & Ay do
entido neativ, que se obendrin splicando en N una fuerza U dirigida

@ n o ¢

hacia abaj, como indica 1 figura. Como Ia fuera  aplicar en M debe

s opuest, I fuerzas U capaces de prodocie wn desplasicnts vie

tual de sentido utiizado, corrsponden 8 una tension de compresin, o

s, megativa, 3, abaio del e, Ia lnea de influencia tendré, por consi-
e, signo posiio.

572, Lineas deinfluencia de 1 tensién en una diagonal o montante
en ol caso en que los cordones sean paralelos. — Sea a determinar
In linea de influencia, para cargas vertcales que_actian sobre o
condén superior, de 14 tension en 1o disgonal AN (figura 9240).
Bl sitema do la figara 240 s ol mecanismo de un grado o
Nibertad.que se abtiene al suprinie 1o barra MY para poner en eviden.
i 8 1 inobguta que s trata de caleular, Como e ve, s chpas Sy
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El desplazamiento  correspondiente & Ia incignia, dado por 1a vari
it do distncia entro los puntos M y N, e el sogmento M =12
em, determinado como se ve en Ia figurs, siendo ¢ a distancia eatro <l
Punto 4y de articulacion do las chapas S, ¥ 5, ¥ Ia recta quo une
los puntos M 3 N. La eseala do Ia linea de influencia obtenids e, por
cousiguients

sl

Por lo que respect l signo, siendo negativa 1a roacidn reativa g,
en om0 & Aus de la chapa S respeeto do la Sy, s fuersas U

cadas en M y N expaces de producic un desplazamiento do dicho
sentid, corresponden, como las dibuadas en Ia figurs, & un tensitn
o compresin, o sen, nogativa. Abajo del ej, Ia linea do influencia
tendré, pues, signo positivo-

S71. Lineas do influencia de las ensiones en montantes y dis
somales.— Sea el sistema de Ia figura 9234, del que querenos trsar la
inea ae influencia do Ia tensin. en la diagonal N EI mecanismo de
Ia figura 323, o8 el que s obtins al poner en evidencia & dicka
incigaita. B 1a misma figora o representa la elistia vertcal 4'M,
QuC.IF de uno de sus desplazamicotos posibis. Suponemos que 1a linew
46 influencia que buscamos sea para cargas que stien sabre ol cordén
cuperior; por exta cavsa lus clisions [S,] ¥ (] de s chaps 5, ¥ S,
o han limitado a lu partes correspondieates a 1as proyecciones do AN
¥ QC de s cordones superiores do las mismas, y entrs los puntos Qo
¥ 2, so ba trazado Ia recta Q,M,, elistien de la barra do cordin
P

El desplazamiento @ correspondiente  la fncigaita T est dado por
Ia variacin de distancia entr los puntos A y N la roacién relativa do
las chapas ¥ S 8 que pertenceen, que tine lugar en orno a la ar-
Goulaci, fitiia 4,5, est dada por ol ingulo infnitésino A Ay N’
que foman las elistions verticales [5,] 7 [S:] do dichas chapas, y sien-
do ¢ la distancia entre ol punio 4, ¥ In recta M, la varicidn de
aistancia buscads, queds determinada por ol segmento WN'=3 e,
hallado como se indica en Ia figurs es decir, que determinan 1as retas
[ 7 [S:]  una distancia horiontal £ de la vertcal do Ay La
escala en que In alstin obtenida da & Ia lnen do influencia do 1a

teasién en Ia diagonal JY e, pucs,
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T rotacin relativa de I chapa S, respecto de a S e negative, como
0 marca en ln figura; es deir que, dejando fija la chap S5, 1 S
firh con respecto & el en torno a s, en sentido megativo, L fuer.
15 U  aplicar en ¥ pars produci un desplsamiento do dicko seatido
tiene, por tanto, que estar dirgida hacis n izquierda, como se o en 1a
S a I invers 1 opesta que debe aplcario n 3 se dirgiré bacia
1 dorecha. Como st par de fucraas U, por acercarse una  otr, co-
Fresponde  una tensdn de tracin, o sen, posiiv (*), en la parte de
1a cisica siuada debajo de ej, Ia inea de nfluencia o T tine signe
Degative, como so ba mareado en Ia figura.

570, Sea, dhors, el sistema de Ia figurs 8220, del que ballaremos
1a lnea do influencia de Ia tension en Ia barea XN dl cordin nferior
para cargas vesticles que actian direstaments sobre l mismo.

La figura es suficentemente explcts en lo que respeta 8 I forma
e poner en evidenca Ia inctgnita T  al trazado de I clitica v
Ay B de uno do los desplazamintos posibles del mesanismo.resl-
tante” Actuando In carga sobre el cordin. infrir, ls clisticns do Ias
chapss 8, y S, son iles soumente en las pares A', y BN, res
pectivamente. Entre M, 3. iea de influencia e dad por o
reta M, N,.
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548. — Hallda, com queds dicho, I linea de influencin del momento
Hector en ', y ealulado ol alor do este ltimo corresponiate 8 un
estado cunlquers de carzas, I tensién o, en e obtien directamente,
en funcin del mismo, en I form, cxablecids en (462). A, 5 e Ja
Aistancia entre l punto (1. $20) Q de fira media y el Oy ¢ 1 el
moments de ineeia de 1 secetn 55, e tendr

Siendo proporcionales o y 7,1 lins de nfluencia de 97 * puede
considerarss también somo linca do influencia de o, en una nueva eeala

dada por ol producto do Ia de 7 por -, es desr, en a esala

B cuant al s de I lines de influenci, considerada como linen de
influencia do o, obsirvese que, como e deduce do 1a figura 3206, ua.
moments flector 977" positivo aplcado en 1a chapa S, orizina en las
fibras superiors tensones de compresi, o se, negativas ¥ que, por
tanto, o signos e o, y O *son contraricn. Comsilerand, pue, el
ram obtenido como linea de influencia de o, abria que cambiar los
signes marcados ol mimo ().

§5.— Sistemas de reticulado. Lineas de influencia de tensiones
en las barras.

569, Lincas de influencia de tensiones en Ias barras de cordon.
S8 un sistema.de rotiulado (fi. 9210) el que nos proponemes ballar
1 linea de influcncia de I tension en Ia barra M del ondén superior,
para cargas vertials que acten sabre ) conddn nferior,

En I fg. 9210 s ha pusto n evidencia o 1s tensién T en dicha
bares, suprimiadala y hacendo setar en u rcraplazo un par de fuer.
35 opuestas 7, que mantienen e equlibrio en e mecanismo resaltants

st e o e s s et O

i s s o O 950 b b it bt
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cargado con I fuerza P (%), En esta forma el sistma e ha convertido
n Ia cadena cinemtion do cuatro chapas y de un grado de lbertad
representada en dich figura; Ia determinacién de sus polos y ol trazado
o la clistcn verteal de uno de sus desplazamionts psibis se doduce,
sin mayor difiealad, de la misma.

Bl despazamiento & correspondiente  1a incgita, e, en ste eass,
Ia varicién de distancia entre los puntos M y N. La rotaiin relativa
9 de las hapas S, ¥ S5  que pertenecen los puntos N y I tene lu-
en tomo a Ia articulacion Ass que las lign y su intensidad et
dada en Ia figura por o éngulo infinitising M A N’ que forman lss
rectas 5]y (5], elistcas vertiales de dichas chapas; siendo, por
otra parte, { 1a distancia entre el polo relative As ¥ Ia recta AN que
ne los pustos considerados, I varincdn de distancia buscads. extard.
dada por In ondenada IOV comprendida entre las [S2] ¥ (1]
distanci horizontal ¢ de 1a verteal de Az, como ndica Ia figurs. De
Gsta 50 dduce que o= V"= 04 cm, 3, por tanto, Ia escala en quo
a elistca A'D.E,C” obtenida da & J Tinea de influencia de ln tensibn
T en la barra M, e

'

Thom
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T en correspondencia a una distancia borizontal g = 2 . contada &
partic do In vertial del polo relativo @ 58 tiene, en la figurs, au =
=M= 22 em. 3, por tante,

La escala en que la clistica 4Q’,.C.B’ obtenida da a la linea de in-
flaenia del momento Mector en ol extremo Q7 del micleo central e

12
2em

Siendo negativa 1a rotacion 0 de la chapa S, rispecto de Ia 5, el par
e cuplas opuestas U, capaz de producie un desplazamiento &l sentido

el virtul uilizado, e como el dibujado en Jo figurs, y lo corrsponde
signo negativo a la capla aplcada sobro Ia chapa. 5. En 1a parte de
elisten situsda debajo del fo, 1 inea do influencia de 97 * tiewe, por
tanto, sgno positivo.
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presenttivo del desplasamiento relativo e cuetin, que, por ser de la
misma direcitn que 7 os da, & s ves, dissctamente el desplazs-
miento o corrspondiente & esta inctgnita. L. escla en que 1a elistica
Gbtenidn da a 1 inea de infloencia do 07 * s, por comsiguiente,

@ Teem

Como

punto N, e inic l vctor Ny e b desplaado bace

o e con respeco sl ¥, s foesas opuetas Us y Ui =—Ts

i en N y ¥y pars producir un desplazamiento el sentido el
Gbtenil, etin dirigidas com las dibujadas en Ja figura. Abora bien,
I fuerra. U ace trabaar I tracidn a1a parto NoC sobre a que actia
(o mismo que 1a Uy a 1a NyA) y es, por tanto, de acuerdo con Ia con-
vencin de signos adoptada. (458, wn csfuerzo normal pusitvo. En la
parte de la elisica A0l e, e decr, para este casn en

toda I elstios, sorresponds, por consguient, signo negatvo a Ia linea
A& inflenc

567, Lineas de influencia de I censiones unit
siejadas del sje nevtro, — Sea ol sster de la ena de I figura 320,
el que L Yneas ab y @' rpresentan las oras exterioes de Ia pieza
AC 3 mn 3 ' s Tugares geométrios de Ios extremos do los nieleas
centrales o sus secione. Propongimonos balar I linea de nfluencia
de I tensin uniaria o, en el ponto @y de Ia fibra superior. Subemos,
sgin lo establecido en (462), que dicha tensidn s proporcional al mo-
mento Tector en ol punto ', extremo opuesto 8 @y del ncleo central
de a s o que prtenece. Comenzaremos, pues, po Ballr 1a lines
A inflaencia del momento fictoe en dicko punt Q..

Pars poner en evidencia este momento fector, introduamos una ar-
Geulacion en ol punto Q. (fig. 3200) ¥ en dos chapas S ¥ S, ligadas
rigidamente a Jos clementos adyacentes, apliquersos cupla opestas O *
O do intensidad inegaita, que mantengan en oqilivro o sistema.
cargado con 1 fuersa P,

L determinacin de 1o polos ds Ias chapas del mecanismo de un grado
Ao livertad asf abtenido el trazado de I elstcn vertial de uno de s
Asplazamientos posibles, e efectian en 1a figura  no presentan nin-
una dificutad.

L desplasamiento corespandients a 1a inségnita 97 e Ia rotacin
By o T chapa S, en que actia, rspecto I S, eta rotacin st dada
n 1o listen por e ngulo infinitisimo N’y V. Midiendo la ordenada
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En Ia figura e detala Ia determinaciin de os polos de las tres chapan
a0 mecaniemo do un grado de libertad i consitudo. Tomando 1a rec-
 A'B como cje de un elistioa verteal, la 4'N,,, da on desplara.
mientos do I chapa S, de uno de sus desplazamienton posiles; In el

0

e 1a chap 5, queds determinada por Ia puralela a la anterior quo
pasa por el punto 0 correspondinte al O, y 1 do I chapa 5 por la
reta C, .

EL desplasamiento correspondiente 8 la incégaita s, n et cwo, In
progeciin sobre O * del desplazamiento elaivo del punto V, con rs-
pecto al N, desplazamiento este ltimo quo e normal & Ny Aua-, por
estar las cliupas 3 3 5, a que respectivamente ellos pertensce, artcu-
ladas entre i en ol punto Ay impropio de esta direeion. Siendo,
sdemis, N Vo, I proyeceiGn verteal e dicho desplazamiento relativo,
i por N, traamos una rects normal & Ny A, ¥ la cortamds en N’

eon 1o borizontal determinada por Vo, se tende en Ny’ un vector ve-
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P —
i

o integrando, & los efectos de obtener ol trabajo de deformackn debido
1 Tuerza P, oo thene, inalmente,

L i - ry e
o Jo 2

Procediendo e forma aniloga para cuslquier otra fuerza P, tendsia
mos, com expresidn del trabajo de deformacitn desarrollada por a misms,

3 o trabajo de deformucién total, ®, igual o 1a suma de los trabajos
arciales desarrollados por cada una de las fuerzas P (=1, 3, .., %)
el sistema dado, results, por ltimo

o 1e
LED LIS SRS
exprrsin general de la ly de Clapeyron, que nos dice e

B trabajo de deformacitn de wna cudens lisico, 0 cuerpo lisico
cxalguicrs, originado por wn sistema de fucreas aplicadas lenta y ora-
dualmente, s independiente do 1o ley o variacén de las intensidades
de atas ilimas y del orden en que se s hago actuar, ¢ igual a lo mi-
tad de lo suma de s productos de s intensidades finales por s pro-
eceionss, sobre sus rectas de aceibn, de 1ot desplacomientos renlanies
experimentados por sus respetives puntos de apicacin

§ 3. Principio de reciprocidad o ley de Betd

357, Ley de etti — Considerenos una cadena elisties, o cuerpo elis-
tico cuslquier, I que aplicaremos scesivamente dos sistemas do fuer-
130 X,y 3, de ntensidades Py (=1, 2,0 1)y By (5= 1, 2vsy ),
respectivamente.

Designenos, ademds, en general, por Gaw, la_proyeciin swbre ua
fuerza P, del desplasamiento experimentads por su pusto de. aplic-
it bajo n accibn el sistem. de fuerzas .

Sentado 1 anterior,apliquemos primeraments l sistema de fuerzas 5
Las progeccioncs, sobre las foerzas Py del misto, de los desplazamienton
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apustas .3 do pare 4 tora opstan, 5, penls ol el
o s o el aue g e 200
T o=t

Tt = e .

Bauilirindoss entr sf etos pares de cuplas o Tuersas opustas,
ateran In posiidn rlativa e los restaates sslabones y produen, por
1o tanto, o mismo efeto qu Ia causa fisia origharia de los desplaza-
mintos 0, s ¥ can

Anilogament, s debido a a temperatura, o por otra causs, s ba-
rrss do un istema do retieulado isoetitico experimentan determinadas
variciones d longitud Aty ol miszo eecto pusde conseguiss aplican-
o en o extrenosde cada bares un par do fuerzas opucsta T, tles que

Tow= b

Por oten parts, s exidente que ls reaciones que en un sistema Bier.
estitien origina una varicion e temperatura, u otro cambio cuslquie.
73 de forma, son s mismas que as que producirin:dichos stados b
potéticos de carg, todn ez que estos i dan al itema 1a misma.
Aetormacitn.

48, — Sentado lo anterior, consideremos un sstema Hipersttico do
grado G, que experimenta w determinado camblo de temperatura. Su-
primamos los vinculos superflucs, pongamos segi las direceiones do las
inctgnitas hiperestiticas respetiva fuersas do ntensidad varible X,
(§=1,2,.., 6)  formems Ia fancién

@ o),

ue proparciona los trabajos de deformaciba del sistems, para. dichas
Suersas varisbles 3 para Ja variscién dada de tempersturs,
Tndependientemeat, consderemos el sistema becho isositio, suieto &
s fueraa variahes X 7 al estado espeial do cargas que, segia 1o
stablcido en el nimero anterior, s capas o originar I mikma defor.
‘macién que la variacén dada de temperature, y formemon I foncibn

B -0,
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que experimenta una varicidn de temperstars,  otes modifieacitn cual-
Quiera do forma, para 1a cual, en ol sistema.becho fsostitico medisnte
Ia supresién de los vinculos superfluos, corresponderian a las barras
varisciones de longitud Aty (i=1, 3,..., %),

i en el sistema hecho sstiten aplicamos faerras cuslesquiers segtn
s direciones de las reaciones hiperstitica, 1as tensones Ty, que
originan en las barras i, producirin para cada wna.de cstas up rabao
de detormacién igunl

Ire
B -
Haciendo experimentar, luego, Ia varaciin de forma, como durante la
misma ya actian las tensiones T con toda su intensidad, se producirs,
para cada barra 4, un nevo trabajo

Tyt

I trabajo total para la misma serd, por consiguinte,

e m( T ),

3 Ttk ). ]

S5 se trata de una varicidn wniforme de temperatura de 1%,y 5 o

1 ongitad de 1a bares geairicn i, ¢ tene
S = aint,
7, mtitoyends, renta
-
< B ra(E et 8
o= B (G resten) wl

447, Batension del principio de Menabrea-Gastigliano para 1a ob
Cencién de lan reacciones hiperestiticas debidas  dilataciones tér-
micas. — Los cambion de forma de lossistemas isostticos, arginados por
una varincién de temperatura o por otra causa fisica cualqiers, pueden
epre interpretarse como producidos por determinados cstados de car-
. Asi, i por la temperatura se reaizan desplazamieatos relativos
B e ¥ us o1 torno 8 ums uni6n § (0 €, o) de una cadens clistics,
Ioo mistaos desplazamientos padrian obtaserse, aplcando  ambos lados
de In unitn, en los ssabones. adyscentos, sespetivamente dos cuplas
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= reserva cspecialmento para loa productos ectoials o exteriors de
vetore, como los momentoa sstiticcs do s feress, micatras a paabra
trabajo s aplica & os producton sscalars o interiors, que figuran en
I splcaidn el prinepi.

§ 4. Aplicacién del principio de Ios trabajos virtuales a la
resolucion, de sistemas planos

404 Conatdsraclones genseates, — Como s ve por o que anecede, ol
principio de los trabajos virtuales 20 nos conduce, en lo que respecta &
s problemas que nos ocupas, & nada muevs, sino que nos paniea 1os
ceuaciones conocidas do equlibriosstitico, ara los sstemas stiticos
¥ las que proporcions 1 ley de Beti, para los hiperetitioos. « Como
todo_principio general, el de Tos despasamientos vituales prodace —
ics Mach — a 1 vex desilusidn y cloridad: deilusito en tanto que 0
osonocemos ea € sina hechos conoidos dede ko timpo. o instn.
tivamente deseubieros; claridad en_coanto nos permite encontrar en
tadas partes los mismos bechos simples, & travs de las rlaciones s
complicadass.

Ba et limo beeho etribun su fecundidad y s alto valor cientif
o: en la gencralisacidn que fmplica y en 1o cconomia de pensamiento
que representa l permiti, con prescindencia de detlls parteulars, a
relucitn de los problemss méa divesos, con un Gaieo ¥ simple

En o que & osotros paticlarmente respets, nos permite generali
sar 1 problema. de 1a rscucién de Tos sitemas planos, onvirtiéndolo
en o fnio ya se trate de sisteras stitien, va d iperesition. En
cuslqir caso o probema se reducic & bl despluamicntos virtua.
et 3 8 iguslr  cero la suma de lon trabajos correspandicute.

o cusnto a la ccononia de pensamients, sl & 1o vista palpable.
mente de su apliacite 8 1a obtencidn de 1a condieén de equilbrio de
o sistom de uereas aplicadas  un mecansmo cinemitico cusquiera de
un grado de ibertad, hecka en (400). Mediante ol princiio que nos
ocupa ol problema tuvo Ja mirma sencilles que . cuslquier otro caso.
En cambio, para abtener dicha scusidn do equiibrio medisnte los sm.
pls recuros e Ia Estitics, nos fué preciso sponer isados cada uno do
s clementos, barrus y chapas, medisnt 1a introdueién de la resceo-
s de vincalo, bl Las ecuacones de equilirio corresponientes 8 cadn
uno de dichos elementos y deducir, despuis, de s mistus, mediante
artifcios adecuado, una ecacion equivalente, n 1a. que se eliminan di
ahas resecione de vineulo,
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plasa ol vineulo supesfivo por a insgaita 8 caleulr, que seré, por 1o
comii, también un sistema, biperestition, o s podr Ll sin 10 previa
resolucin del mismo, andloguments 8 1o que so difo en (39), con res-
ecto 8 I apliccidn de I ley de Bett

Por esta causs, en 1a mayoria d los caso seri indispensable suprimic
todon Lo vncalon superfucs, evmplaséndolos por s ineigaitas corre-
pondientes, que, conjuntamente con las cargas dirctamente aplicadas,
actuarin sobre e sistema,setitico resliante, cuyas deformacione vir
oo ser posible determinar. n csto casos s obtendrin 50 ya ccua-
ciones con una sl incgits, sno sstemas do tanias ecuaciones lneales
eomo inegntas, que habri que resaler para hallur sus valores.

Aparte del trabajo que mplica a resluci de stos sistemas de -
cions, elos no permiten el empleo de Ios mitodos grificos para la de-
terminacibn de Yn despluzamientos debidos & las deformaciones virtua.
I, pues, com Io coelcientes de estas cuscione on, par o geners,
nimeros que diferen poco entro s, e require, como veremos mis ade.
Lante, trsbaiar con gran santidad de cifras sinificativs, cinco, acho o
mis segin los Gasos, que sl pueden desprciare l finalizar of proble-
i, para obtener Ja soucin con un grado de sprosimacidn do silo doe
o tres it

Por stas razones, o tata o evitar o sistemas d acuacones lineaes
aun cuando so requiera suprimie simultineamente varia incégnitas b
peresiticas, o que e consigue, erpleando los procedimintos que expon-
dreosen I terers parte de st obrs,

o sta incignia,

407, Aplicacion detprincipio de fos trabajos vicua s
— Subemos que cuando un sitem tione vineo-
1m0 o algunos de sus desplazamientos virtasles 20 300
revesibles 3 que para elo ol equilbrio puede subsistir cvsndo la suma
¢ 10 trakajos corruspondientes sen negativo
Aclaremes la aplicacién del priscpio de los trabajos virtusles para
estos casos tomando como efemplo de sistoms con vineulos unilaterles ol
ya dado en (377). Sea (fg.242) o puoto maerisl 4, ligado eon v
Punto fjo 0 mediante s kilo fleible o inestensitle 0. Apliquémsle
‘una fuerza P, que forme un dngulo ¢ con la dirccibn 04 del hilo y
busquenos cuiles son las condiconcs a que debo saisacer ssta i
Para que maatenga el punto 4 en equilibrio. Démosl al punto ua pri-
mer desplazamiento virtual § = 44" sobe I circuntereaia de rudio OA.
Como este desplazamiento Virtal e revesible, pucsto que ¢ posile
lesar o punto 4  la poieén opuesta 4”, deberd ser para. qus haya.
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No queremos terminar etas consideracions generslen s volver otra
ex & Mach, mencionando un liseo ejemplo con el que hace resalar 1a
economia de pensamiento que reporta a aplicacién del pricipio quo 108
ocupa. « En posesién de este princpio — dice— podremos dejar com-
pletament de cotado ol detalle del mecanismo de v miquina. Supon.
gamos que una méquina desconoed sea coocads e una caja cerrada do
18 que 1o salen sino dos brazos de palanca que sirven de punto de 3
cacibn a 1a potencia Py a Ia carga P, Obsersando los desplazanientas
simoltineos h y A do estos dos brsuh so deduiré, inmedistaments, 1a
condicién do equilibrio, Ph--PN =0, cusesquiera que sean aa dispo-
siciones del mecaniszo .

405, Apticacion el principio de osrabajos vituales 1 resalucitn
e sistemas isostiticon. — Los sstemas iscstiticos, chapas, eadeas cine-
miticas, o sistemas generales, pueden tener gran nimero de incigitas

estétion; as para cads chapa corresponden tantas como vicolos exter
208  internos 1 ligan con I Tierra o con el resto del sisema ¥, 5i &8
de reiculado, ademis, tantaa como barrss.

‘Précticamente, para proceder a su determinacitn mediante ol prineipio
e s trabaos virtunls lo barerucs considerando sucesivamente meca-
bismon de un grado de libertad, obtenides supriniendo una do dichas
condiviones de vaculo ¥ hacendo sctuar, en s reemplaz, 1a. reacidn
inciguit, externa o interaa, corresponicnte. Dando el faico dey
zamiento vietual de que es susceptible uno euaquiera de los sistemas
de un grado de libertad as obtenidos, llegaremos o una ecusiin do
trabaios vituales entre 14 cargas exteriores conbeidas y 1a reacién in-
coguita correspondiente ol mismo, cusidn que nos daré dinetamente
e valor.

Procedicndo andlogamente para cads uno de dichos sistems, oben-
aremos, pues, ccuacione andlogas con wna soa nctgoita cada una, que
o8 resalverin ol problema.

deTos trabajos vistvales para fa reso-
itemas hiperestiticos. —Si s trata de hallar las incégaitas
auperfluss do sistemas hiperetitco, ) procedimiento mis cémodo sria
también e que cabamos do exponer, s deir, l qe consstera en supri-
mir w30 8 uno los vineulos superflucs, reemplazindolos po Las rescciones
incépnitas correspondientes 3 obteniendo sistemas de wn solo desplaza-
miento virtual independiente, que nos conducirian & un sola ccuseibn
lineal de Ia incégnita respectia.

Pero, prictcamente, llo 5o serd posible por Io general, por cusnto
o desplazamient, o deformacion, vietual dl sistema resultante al reem.
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lbrio debe estarlo bin e exteios, o s, debe ssicidir con I pormal
externa o mismo en o punto 4

For ot parte, como cl punta A no tiene i que los dos desplaza
mienos virtuales independients & que ha sido sometid, el principio
A6 I trabajo vietuales 10 nos dari. muevas ecunciones. Bt nos dico
aue T condicones obtenidss son las necearia ¥ suficentes para. ol
equiibi, 3, por tant, como ellas nada nos sealan con respecio a I
intesidud de la fuersa P, diviida segin Ia normal exterir & la cireun-
ferencia en e punto 4, que dicha inensidad puede ser cunlqiera.

408, — Ya heros dicko que Tos vinculos 8 que s sujtan os sistemas
plance equivalentes & ls estructuras constractivas son siempre bilater-
1 0 que, por lo menos, e comportan com tales dentro el campo do
‘eriahilidad de Js cargas & que estin sometids

Un 1povo il comtrucivaments se ealisa con un caro de rodills,
que dl impide o desplazamintos normales & s plaso de deslizamien.
40 que etén dirgidos haca I Tiers. Los despluamientos normales do
direccin opuesta, dirgidos d Ia Tierra hacia ol sistema, no quedan fisi
s, e trta de n vineul wilsersl
Fuersas que actan sobe I ctructurs & que pertencce,
10 resulante e s que se transiten & diho caro de rodills, punea.
st diigia hacia arviba. Algunas e las fueras parcals de un sstema.
A cargas pusden transitire fusrias dirgidas desde I Tiera bcia 1a
estructura contructva, pero Jas estanes transmitisin. siempre otras
diigidas en sentido opuesto, que, l componerlas on las anterires, pre.
dominardn. Dentro de st crtrio poderos, pues, suponer <l 4piyo.
mril como saseptble e arginar resciancs parcile cn s dos snti
dos, sablendo que, par las cargas efectivas que actuarda sobr el sise.
1m0, 1a resultant toal de las acsones que originan & Jas mismas, ctark
irgida sempre hacia Ia Tiera, En ot forma sonsiderarencs, como 1o
emes venido hacendo, el oy il como n efectivo vienlo bilateral,
Jo que podremes efectuar con todo vigor, sicmpre que 5 cumplan s
limtaciones esipuladas, y eotendiendo aue, s para un determinado e
1ado efectins de cargas, e posible una acidn sobre ol apoyo dirigida
e Ia Tierra hcia ol sistema, 1o cilalo, fectuados en I bipétess
anteriores, pirden todo valr.

En algunss construeones, como, por elemple, en ciertos tipos do
puents Cantilever, 10s apoyos moviles deben ser sseeptibles de resistir,
en cerascircunstaneia, aecones efetivasen senido opest a I Tiera.
n esto caso se ecurre a lispositivs constructivos expecals para -
pedir Ios desplazamienton sin dicho sentido y of apeyo mévi resute,
entonees, un ineulo
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equilibia, mul 1a surma de los trabajos Viruale, e deie, dado que 1o
nien fuerza que sctia sobre el sistem. e I P, deberd verifcar que

Plsng -0,
expresién que, o siendo i P ni § nulas, nos exie que
n gm0
Vale doci, pues, que como primera condicitn de equlirio se deduce

que ol ingulo @ sea mul, 0 sea, que I uersa P tenga a misa direseidn
que el ilo 04,

Pongamos, pucs, diha fuerza P (fig. 2425) segin la direcion 04, ¥
demos 1 punto A wn mievo desplasamiento virtal 3 = 44, normal n
. circunferencia de radio 04, leviodlo & una posicén 4~ situada
denteo el sepacio encerrado- por 1a misma. Desde. que se trata, abora,
o un desplazamicnto irreverible puesto que Ia inextensibildad del il
o permite llear ol punto A a la posicitn A opuesta de la 4%, para
que baya cqulibrio slo se requeiri que Ia suma de lo trabajos i
tuale 50 sea positia, e desie, que

Przo

Abora bin, 5o sieudo s, i P i v, ol prine signo n0 es posile
> 1o snterior e reduce &

Pr<o,

e i, & esablece que P debe tener signo distinto de 1 3, como este
itimo st dirigido hacia of interior del cfreul, P para que baya equi-
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en 1 que a distancia p entr Ia fuerza y el polo O s considera como

un vector dieigdo hacia cste polo. Por consiguiente ol trabajo resul.
tante de la n fuersas Py serh

{rrmese

— >0
A s s, siendo
4 para g <0

i e

1 proyein, sobre a reta do acin de I sesaltants 7, dl desplaz
miento de w0 cualuiers de sus puntos ol tabajo correepandints &
i, s :
+pars g <0
w
— e o

vk annn{

Abora bien, por s J 1 resulante de las ucrzss Py, su momento con
Fespecto a O debe ser igual a Ia suma de los momentos do estas ltimas,
Py

0 en <0
s om0

3, sustitayendo en n 0], resula que
e B + g e <0
o s, comparundo con 1 (o], que
o-v,
sogin queriamos demostrar.

49, Teorema. — El trabajo de wna oupla de fuersas aplicadat en wna
chapa rigids, duronte wn desplazamiento do csta tina, e igusl l pro-
Gucto del momento de 1 cupla por lo ntensided de la rotaciin que cons.
ituye et daplozamient.
Sea una cupla de fuerzas P, y Py (fig. 219, aplicada en la chapa 5.

Se tendei

- o
3 50 momento serk

H-Pip ®
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memente repactida de Intnsidad epecifca p. Al mismo reulado de-
‘erman llegar mediante I ecucidn de Ia lnen do influencia.

Siendo, en testo, pia Ia carga infinitisima que actia en un pusta
s abcisn o, Ia parts ds a rescién X' producida por la misma, sri

@

)
copnmp( = Ba)as,

riem (gt e
para tod I cargn, s tedr

B Rty G P

S14. Bjemplo 11 —Sea, Haalmente (fg. 2574), wn pirtes arti
dado hiperstitico do primer grado, de altura A, Luz 1 y momentos do
inerei. consante, , para los dos ilars o Iy para 1a viga. Consders-

€, n

o8 como bt biperesttin I components horisontal X' de a reas.
<t en 4, y propangirmoncs balla las ecuciones e sus liess de inflven
< para cargas Borzontales y vertcales que 6 mueven rspecivamente
snbrs los pilare y sobrs Ia vign.
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au,intgrando y smplificande, nos da
UMLK _‘l)+‘"'(x.‘u—xu£
s B B

en I que habrta que sustitie Xy ¥ Xa, por
ol de sy,

s valores dados por Ian

455, Gaso en que actian simulténeamente cargas y dilaaclones
térmicas, — En o caso en que sdemis de una variseion de temperatura
‘ctuars. sabre el sisema un determinado estado do cargas, 1as Funciones
@ las btendriamos, tanto para la apliaci del principio de Menalrea-
Castiliano como del teorema.do Castglano, reemplazando en las ante-
Formente otenidas. s caracteristicas O, O G 01 tensiones T,
dcidas & las Tuerzas X, (y para el teorema de Costighitno o ésas
e estoerzo ausiliar ) por as debidas  ellas s las originadas en ol
st hecho ostition por o estado de cargss. En esta forma te po-
drian obtener diretaments las rescsiones totalre debidas a 1a tempe.
Fatura  as cargas, o o desplazamisntos debidos I deformacin pro-
ucid por ctas dos cavss.

Pero, por o generl serd s ofmodo proceder por parts, en I forma
conocid, caeulando primersmente o efscto de as cargss ¥ Tuego o de
1 temperatura y sumando los realtadu, tanto mis cwanto que en as
aplcaciones pricticas, interess, por o comin, conocr el efeto de-1as
cargen sola, 7 lan madificacones que ogina I emperatare.

— Aptcaciones de rincipo de Menabra-Castigino y del teoema.
"o Caiglans = stamas 4 reiulad.

e o

b e e e ) 6 o ). .t
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S11. — Apliguemos 1as inens de fnfluenia asi obtenidas para hallar
a valor del momento flector a C originado por una earga uniformenen
4o repartida de intensidad espaifcn p, extendida en oda la vigs 4B.
Cousiderando una carga lemental pde. a la Gistancn a de 4, con-
prendids entre 4 3 C, Ia parte del momento fector oviginada por la

Para 1 earga toal se tend, por tanto,

o= [[aome + 0w -

22D a2 [0 nta - B,

espresi que para l momento flector en ol punto medio de 1 viga, ¢
'

s, para =L, nos da Ia formula bien cnocida

P
@) 9
—
v
@ - -
ljy 28

512, Ejemplo 1, —Ses, ahors, l istema rctlines y de et ons-
tants epresentado en Ia figura 255,y propongiamonos Lllar Ia. ecuai
e 1a linea de influencia do la reaccn hiperetitin X' en B. Do
acuerdo con Io anteriormente expucsto debemes, para_el, aplicar vua.
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—em
fueria P a In distancia variable @ del apogo B ¥ caleula la rescidn
7 que Ia misma.produce. Para utlizar con este objeto e pricipio do-
Mensbrea-Casiglsno, suprimimos el spoyo B y aplicumes en o sistema.
sostitico resulante (fi. 286) ¥ segin la direccién de Ia inebgnita,
una fucrsa do intensidad variable X. Lismaado, OFs ¥ s los mo-
‘mentos lctores n los puntos Y, y N, de abscisa 2 resectivamente me-
nor 3 mayor que @ s dispondré para calular 1a ineignita X' produ.
cida por la fuersa P do la cenacibn

([ ]

o, dado que E ¢ 1 son contantes,

. som . "
(ffom 22t [ o ol
De la figura s deduce que
= Xy O = Xek Ple—s)
o _,
ax
Sustituyendo en Ia o], 3 baciendo desde ya X = X, s tene
x'.-d.+f'(x'x+ruij)m-a
2k
xZix —Pa
T+
o se, simplificando,
r o

TR T
ecuacién que nos ds, e funcitn do la abscisa @, I Tinea de influencia
o X buseada.

$13. —En o nimero (819 bemos obtnido para el sitema que aes
banos do trata ol valor.

#

como correspondiente a Ia resceiGn X" origiada par una carga, unifor-
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Do la figura 2481 de deduce que, para Ia vigs, se tiene (%)
= Xor; —x
29
o
290
ax

3, para e pilar,
= Xl=Xow; Oy ==

292 2
ax %

. [N, SN
% ax

Sustituyendo en ol sistema o] y haciendo sucesivamente J igusl a 1
¥ 3, resila:

[ +f(RetgRer,

[t [t o,

H)Jy—n

aue,

integrando y simplifiand, se convirts en

(3% )x,, T
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LS

Xy Eril=0
§ 21, s:,

Resolviendo este sistems, nos da, finalmente,
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dirgidas segtn 1as componentes vertical y horizonal do Ia reacein hi
peresitica en ¢l miso; hagamos actusr, sdems, en ¥, una fuerza U,
también varible (ssfuerzo ausilise correspondiente al desplasamiento
a caloular). Liamando 7' y OF, as caractristicas que est estado de
cargas originan eatre ¥ 8, s ¥ " as mismas cantidades entre N
Y By Oy O entre By 4, 1 functa © que da ol trabajo de do-
Tormacion debido & las miswas ¥ al cambio de temperatara de
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453, Bxtensin del teorema de Gastgliano par o cilculo de des-
plasamientos debidos 3 dilataciones térmicas. —Por consideraciones
andlogas s bchas en (447) y (448) s fieil demostra que ol teorema.
do Castiglino es extensibe, también, al cleulo do wn desplaamiento
cunlquiera @ debido a wna dilataiin tirmica. Bs doci, que i se da v
sistema, isstitico o biperestitien, que experimenta una determinada va-
Fiacibn de temperatura y s forma 1a funcidn
® -0 0,0),

aue proporcion el trabajo de deformacitn que s producs en el mismo
(heho sostitico s es biperestitca), Daciendo setuar primero un esfoe:
20 auxiliar U (y fuerss varisbles X) segin las recciones hiperestiticss
& cs biperetitcn), ¥ luego Ia deformacion debida » dico. cambio de
temperatur, o desplesamiento o que este Glimo origing en el sistema.
ado, segin ol exfuerso susilise U considerado, e

c(@2)
30 )’

sindo X = X, en el caso de un sistem iperestiticn, as reacioncs -

perfass debids ) cambio d temperaturs, que e supondrin caleulads.

No insstinos mayormente sobe e asunto, por 50 ofrecer inguna.

aifculad i cspecal intrés préctica. Nos lmtaremos, por el a acl:
rar o anterormente expuesto, aplicindolo & un exso conereo

454, Sea l sistema sepresentada en I fizurs 248 bisa y ya tratado
en (452), que experimenta un cambio de temperatura de 17,y propongi:
moncs balla el desplazamiento o que el punto N do abscisa a experi.
menta vortcalmente durante 1 deformacion debid al mismo.

Suprimamos los vinculos supeefluos que implcn In articalacin € y
apliquemos en este punto (fi. 248 bis), dos ferzas varibles, X, s
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510. Bjempla L—Sea (fig. 255) una viga recta 4B simplemente
apoyads, y proposgimonce balar Ia linea de influncia del momento
flector 97+ en la secién € distant = del apoyo 4.

Apliquemes 1a fuerza P, primeramente entre 4 y C, & una distancia
variablo a del apeyo 4. Siendo.
Pa—2
=,
I resceitn en 4, el momosto Tector 7% en € para dicka carga P
variando entre =0 ¥ @ = 2, st dado por Ia expresitn

R

Raz—PG—
Pu—s ,
T
Anélogumente, hciendo actuar 1a carga P a la derecha do C, o5 deir,
entroa=z y am1, el momento flecor en C os
r.
T

Dividiendo, pues, las (o] y (0] por P, las ecuaciones do I linca do
influenia del momento flectar en © so.

@
R Ry

R ) 0]

Para cargas comprendidas entre a=0 3 6=z

Siea

Nétese que estas ccuaciones dan s lineas do inflencia del momeato
fiector en eoslquise ssceidn C determiaada por wn valor. partenlar do
I abacisa 2.
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negativn con respecto & 1a S I cupla que actuando en S es capaz de
profuci un desplzamienta del sentido que corresponde a Ia deforma-
i virual dada. e, por consguient, tambiéa negativ, como Ia U di-
bujada en Ia figura, Ln Jines de fluencia, en su parte situada sbajo
20 i o desin, en toda su extenstn, endi, por taato, signo contrario,
aein (503, . sa siguo postivs, como. también se b indicado e 1a
figurs.

s
gamos que e s dn <l dingrama 4
foye 1 lien de inflencia pars cargas verticalos del esfuerso tanger
en'lseeidn M. Se nos pide:

— Consideremos, por ltimo, o sitema AB (fg. 281a) ¥ supon-
UGB dicindanos que const
at

1) Demostrar que por la forma del disgrama dado es posbl que,
en efecto, contituya 1a linea de influenca de dicho estoerzn.
2) Hallar I ccala 3 ol signo do dicha inea de influencia.

T linen de influencia de esfuerso tangencal en of punto M del'sis-
tema dudo et consituda, por la elistca vertcal de uan cunluiers do *
1as detormacione victuales dl istema que resule al poner en evidencia
iého estuero, sistema. et Glimo (fig. 251b) que s obiens cortando
e dudo en e punto M y ligundo las dos paries sl formads me.
aiante una asiculacién en of punto impropio de las horizontale. S
o las deformaciones virtuals de ete sistma s originadas por fuer-
228 opuesta U cualesquiers. splicads en M, 3 My segin I normal
b, medi, an elsticns respectives deberdn satistaces # las iguienten
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becho Sostitico, correspondan a las » barras 4, variaciones de longitud
Boyu (=1, 2., ). Puesta,segtn las reacconcs hiperesitioas, fuer-
228 X, e intensidad vaciabe, ol trabajo de deformacin durante dicko
cambio de forma serd, segin I [a] de (446),

enEru(draas )

n 1a que T4, son las tensiones qe en el reticlado originan lss fuerras
variables X, Gnieas que actian sbre el mismo. -

En virtad del principio de Menahres-Castigitno, las resceiones bipar
stitieas X, = X, producidas por el cambio dado de forma, esti, deter.
minadas por el sistema do ccuacones siguinte:

20
(%),

que, resondando que, segin. (430, 8 T, representa I tensidn en In
barra i debida  una fuerza X, = U, s¢ tene

5 o7y W], -0
x,,'[E.ax,‘“"“"“] U]
G0

ame 1y
ax; U
[Eroaussan], -0 ol
(=120
Finamente, pars el cso d una vaiain witorme do emperatars
an e e B
S at
o stems sterior tom I forma
[ rocourand], - “
G130 0)

452, Ejemplo. — Aclaremos Ia aplcacién do las expresiones anteriors,
afectindla  un caso conereto.

Sea, al efecto, un sistema hiperesttico do 2 prado, do alma llenn
(fig. 2454), empoteado en 4 y con una articuacitn fja en C. Llama-
s b I alturs del pilar 4B y 1 1a s do la viga BC, y siendo, T 11,
respectivament, los momentos de nercia do estas pizas, propongimo-
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ondiiones: 4) Deberdn ser, en virtud de los empotramientos 4 y B,
tangentes al eje en correspondenci a Jos mismos; b) Eetaria constita.
as por dos ramas correspondientes respectivamente & las partes 4My
3 B, 3 s tangeates G, ¥ b, en 108 puntos Iy W, coerespon.
Gentes respectivamente a Ios A y M, deberin sr paraicas entro s,
dado que Ia axtcalcitn impropi ntroducida en M, no permite las ro-
taciones rlativas de los clmentos de fibra media adyacentes & dichos
pntos, Satisfaciendo » todas estascondicione e dingrama AW, ' B
dndo, puede 4, en efect, ser Ia linea de influenci 4l esfoerso tangen-
cia en M, o que o quiee deci, ntiéndase bien, que con lo anterior Ba.
auedado demostrado que en realidad 1o sea.

‘Suponiendo, pues, que constituya dicha Tinea de influencia, para do-
termina e cxeala necesitamos ballar e desplazamiento correspondiente
& In inchmita U, desplazamiento dado por 1 prosecién sobre 1a di-
recién do as fuerzas %, del desplazamiento relativo del punto ¥ con
reapecto al My,  sea, por ol segmento

@ WL, - 28em,

La cacal de 1 linea do i
en (502, s, por consigu

ancia inversa do a segin 1o esablocido-

e,

'
EET

Por Io que respecta al sign, resordemos oue seein (61) 1o propor-
cious, del par de fuerzas G que constituye el esfuerso tangencial, 1a
G+ que actia sobre o punto M de la derecha. La direcion de esta
fueraa utilzads para obtener In deformacin vistual que constituye la
linea de influcncia dada e, omo I U indicads en 1a figura 2810 hacia
arriba, o sea negatva, 78 que en esta dirceidn se b despazado el puato-
3, en que s, con respeeto al A en que e apliada la fuerza
opuesta. Segin (503), 1a linea de influencia. tendré. signo contrario, s
i, positivs, en s pasts situadas sbajo del e, y & In inverss, tal
eomo ss ha seialado en a figura 251a.

508, — Mochas veess las elistioas do deformaciba y, por taato, las
lineas de influencia & que dan origen, B0 so presentan eferids & U
anlo e sino e quebrados, obtenidon ol levar a las_condicionss do-
Custentaciin s olistions caleuladas previaments como s el sitema s-
Gaviera empotrado an u primer lemento, En estos casos debe recordar-
a0 que, segin (238), el cambio de cjes mecesaio para levr Ja clistica
‘s caleulada  las condiciones de sustentaci, represents 1. listicn do





index-231_4.png
Que 5o cortan sobre l vertical de Y, rferidas & la A’ Eta clistca
08 proporciona, de acuerdo con. (501) 1 linea de inflaencia padida.
L desplazamiento virtual correspondiente a 1a nctgnita e Ia roacién
reltiva o = b, que la chapa , en que actia Ia cupla 7 ba expe-
rimentado con respecto 8 a S, durante ol desplazamients virtual consi
derado, xotacidn que et dad. por ol fagulo infiaitisimo que forman
s recas [§5] 3 (87 Llevando, pues, un sogmento horiontal eua

quiera M/M® que en I scalaen que cot dibujado el sistema representa
=3 m, por ciemplo, y midiendo la ordensda verteal

I

3, por consguients, I ecala de la liea de influcnia o 9%,
e dicho dosplazamients, s

1o am

@ o " Toem
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22 3o fotnsidad Py ahcisa o dadas. Por ofra part, para una misma
abacia o, M s, en virtud del principio do la superposicitn de loa
pequeio efectos, proporcional a a intensidad de P, o sea la funion
anterior puode eserbise

M =P,

en a que u(a) e wa funcitn que depend do la soa variable @y
enys constantes quedan determinadas por las dimensiones del sisema.
e la anterior, e deduce finalmente

a
e,

que no proarciona I ecuacidn de a lines de fnfluncia de a inebgaita
M, pars cargas paralelas a 7.

Debe tenerss proente que a liea de influencia de una incoguita
culquiers, en gencral mo es una fnica funcin continua para todo el
sstema, sivo para s determinada parie del mism, ¥ que, por tanto,
dcberdn determinaree lux funciones ¢ = v(a) correspondientes & cady

na de cstas partes, Ash, en el sistezma de In figura 254 1o liea do
influencia del momento flectr en M, pars cargus verticals tendr scun.
i, dstnta sogia que so considers s partes A o MB. EI valor de
dicho momenta originado por uns fuerza vertieal P distante @ de po.
30 4 s igul, en efecto, para 1a parte AN, e decir, enice 0 =0 y
=z, al producido por la reacitn Ry en A ¥ por la misma foersa
P, mientras que para la parte MB, o sea entre a=z y a=i, al
producido por Ja sola. reaceidn R

Aclaremos cstas consideraiones gnerale sabre 1a. abtencitn analition
0 ineas de influenci, aplicindelas & algunos casos coneretos (*).

:-d’—-um:—1—muz~-——“ﬂ;ﬂ;_—
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un desplaamients gusl  de sentid contraro al efctivo desplazamiento
Cinemitico que evaria ol sistema doformado a dichas condiciones do s
tentacifn. Beto 1o debe olvidarse cada ver que se roquira halar los
ignos de las lineas de inflencia medisnte los sentidos de desplazamien-
toa que se dterminen sobre los eles.

"Sen por ejmplo (fi. 2820), 1 line de influncia dl momento T
or en € ) sistema representado en 1a fisura 262, obenida trazando
reviamente In alistica de deformacién 4B’ refeida o la primers tan-

ente 4B, como i o sistema estaviers empotrado en 4 y carcira o’

artculciin inermediaC, ntroducida al poner en evidensa In icdg-
nits, y levindola Luego a 1 condiciones de viaeulo, dando a Ia cadena.
cinemitiea do dos chapas AC 3 OB, un desplazamiento igual y do sen-
tido contraio al requerido. L clstion primitiv, relerda & las rectas
AC,,y €L B cormespondientn  1a deid  ete i deplarsminto,
. dudo como marca e rayado do Ia figurs, I efstica de a delormacit
el istema. e s afctiva condiciones da vinelo,
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s cleula 1 resceones Hiperestitions debidas & una
me do temperatura de

Suprinidos 1o vineuls supertluos que corresponden I arteulacisn
jn pestas, segin las componentes vertea y horizontal o la reacein
repectiva (fi. 2185) dos fuersas X, y X do intensidad variable, o
princpio do Menabren-Castelinno, despreciando 1a influencia do los e
Huersos normales  tangenciales, nos conduco, segin 1 (o] do. (450), al
istma. de sccionss

(& f(om 3

fada ver que, en muesro cas, of itema bay que considerarlo como for-
mado do dos sadens olstcns CB y BA.

Adoptando los eies C (s, )  desarrollando ol sistema.anterior, se
ene,

(G o 2 )

+f (Gt + 220 o fer®
G=12

e o quo Oy Ous" representan las carsceristens debidas & Tas
Tuersas vriabis X, y X en un punto cunquiers N, de la vige, do be.
i 2, y Oy v O I s cantdades en un pusto N, del pilar,
2 ondenada 3.
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Sentado 1o anterio, s n0s proponemos hallar el signo de Ia lina de
influcnca que constituye dicha elisticn, y notando que Ia recta (5] =
B represnta I chapa 85y a (8] = AC", 1a $, Ia rotacén 1 de
aqudla con respects a ésa, en Ia figura parsce er positiva, pero como
esta rotacin se mide sobre Tos efe, la rotacin eh realidad. s do signo
contrario, es decir, negativa como s representa en Ia misma. La. cupla
T que aplicada sobre la chapa S, puede producie una deformacitn del
sentido que corresponde o n léstica dada e, por anto, wmbién negativa
eomo se indica en I figura, ¥ I Jinea de influenia que consituye exta
listcn poses signo positiva (contrario o U*) en su parte situadn abajo
a6l e, como también se indica en Ia figura.

A igual esultado se lega 5 I elisien, o linea de influenia equiva-
late, o refior a un ineo eje A”B” (fig. 252¢). o ete casn la 1o
tacién relative do la chapa S con xespeto  la 8, et dada por e
ingulo infintisimo de las tangentes £,= (87] ¥ £y (5,7] 3, sogin
Ia figurs, e negativa. La cupla U* o apliar n S, para producir tm
desplazamiento de cste sentdo e, pues, negativa eomo antes ¥ Ia linea
de influencia pose signo contrario (positivo) abajo del fe.

509, Obtencin anitica de Iineas de influcncia de ma
estiticas. —Se (1ig.259) un sistema cualquiera, isstitico o hipersti-
eo, sobre I que so desplaza paralelamente & una dicecién dada 22

una fuerza P, euga. posicién qusda determinad. por un parimetro varia.
ble s, por ejemplo, por la distacia borisntal al extremo 4. Consid
remos In fuera P en una posicitn arbitraria @ y sea Al la intensidad
e ums de las imcgnita cstitioas del sistema correspondinte & 1 mi-
‘m st ncbguita M serd una cierta funcidn do P, do a y do las dimen-
sione constantes del sistem, e desir, se ends

A =g
funcin que nos dari el valor de N, para cuslquiera fuerza paralela &
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tudes estition, asunto do mucha mportanci, que constitaye una de los
bases de 1o qus mos ocupard en los capitalos siguientes.

‘Consideremos, prmerament, e sistema hiperesitico de primer grado
representado en la figura 210 ¥ propongimonos hallar la linen de
influencs, para cargas verteals, de Ja reacidn en el apoyo movible
borizontalments B. Pongamos en evidencia 1a incégnita X  caleulr,
reemplazando el apoyo movil B, por la resceitn vertical inclgita X

equivalents (fig. 219 1) y demos al sistema.asf obtenido wna deforma-
i virtual, e deir, désole I deformacién que en l misma, supucsto
seargado, originn una fuersa de intensidad arbitraria U aplicada -
in Ia direcitn do la inctgnita X (fig.279:). La clisica vertial
LB, corvspondiente » esta delormacin consituye, segin, (501, la
lica de influencia buseads de X para cargas vertieals, en una cscals
igual o 1 inversa del valor absoluto del desplazamiento que ea la dada
detormacéa virtasl correspanda a dicha inctgeita. Este desplasamiento
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S —wo

Dado un sistema Nperesitico que experimenta waa variacion de tom-
peraturs, o wun cambio de forma deido o cualquir ofra casa fisic, 1a
funcién @, que da el trabajo de deformacion que, e el sistema Aechs
wostitico mediante o supresign de los vineos superflucs, originan s
aplicaciin suecsiva,de fuerza variahles X, dirgidas sin las escciones
Kiperetiticas y de dicka deformacidn, (hecha en ese orden), pasa por
n minima par tos valores X, = X, de cstas ltinas, correspondintes
o Lo efectivas peacciones de vineula superfl.

Demostrado la anterior, passmos & ocuparaos do In obtencidn de los
sistemas de ecuaciones & que conduce, o que acemos 6lo para los cason
mis mportantes.

(6n de 1o anterior al csleulo de reacclones hiperestécicas
cactones térmicas,— Sea una cadens listi,biperestitica
e grado G, de clabones finites, con n uniones § do masts elistias o
(=1,2,..), ), que experimenta una variacén uniforme do tempera-
tura de £, Suprimamos los vineulos superfluce, pongamos en su reem-
Plazn fuerzas de intensidades variables X, (j = 1,3,..., ) 3 tendremos
aue, despreciando la influencia de las deformaciones producidas por los
suerzos normales y tangencisles, a expresién el trabajo e deforma.
cion, debido & dichas fuerzas v al cambio o temperatura, actuando en
el orden enunciado, e, segin Ia (1] de (449),
).

o= 3 (Fowsnt or
en e T2y 3 O sn I carsetesticns dekids 8 o X, iniss
Turras que actian sobre s,

Sexin o principio d Nenabre-Castigisns, cays xtesiidnd o s
o cabamos de demcstar, pacs s alore = X, corespondintes
T eectivas rscions de voeulo oigaadas por o sambio de tempe-
raurs, © pasa por un minimo, o s,

JEL N T

(=126

que, recordando que, segin (430), s 97/ ¥ O ¥y represntan les
Caracteristions en Ia wnitn § debidas & fucress X, = U so tiene

2 I

TG
v
[,

a0
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e convirte en

], 0w
(G=12...,6) B

st de G esuncione linesles entre I G incgitas Xy, que permite
Aeterminar sus valres.

450, — Consideresos, hors, una cadens de. alabons. infnitisimos,
biperestitioa de grado. 0, de longitud de fibra media igual & 1, que
experimenta una variscién uniforme de temperatura de £°. Suprimien:
o, como antes, o vineulo superfluos y apliando, segin las diseciones
¢ s inoignitas respctvas, fueras de intensidades variabes X, 1a
exprestn de trabajo de deformaciin s, segin I (8] de (45),

- ]'G e+ O u) s,

en la que O, y 97" son Ias carcteistins i o dichas fuerszs
varisbles X, iniens que sctian sobre e sistema.

Segin ol princpio que nos oeupa s resceoncs X, som las que -
isfacen 1 siguiene sistema do ecuaciones linale:

) s+ 50 04] L, o

G120

Recordando que, segtin (422), s 9/ O son las caractristions:
dcidas o una Tuerza X, = 1, 0 tene

aor,

ax;

!

or.
7%,

5, wsttuyendo, ol sitema anteror de ecuaciones, toms, tamoiés, 1a
torma N

o,

[\ mams o+ ormr0a]
Gorn

451, — S, fnalment, un sistr do retculado, hiperetitico do gra-
40 G, qus experimenta wna variacén de forms, tal que en of sistem
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347, B o partculr en que w0 do los vetorss, ol F por
ejempl, s uaa fuera y e otro, v, un desplazamiento experimentado
por s punto de aplcacén, en virtud de 1a acidn do la miama fuerza
o par otra causs cusluiers, ¢l producto selar consttuye el frabajo
e la fursa durant dicho desplazamiente.

Lon teoremas que pasamos a demotrar diseetamente para el trabajo
e fusrsas serda splcabls, po tant, & Ios productos ssclares de los
Vestores desplsamientos que en elo figuraa, por atrs voctoes aplica-
dos cuslsguier, que mo sean fuerzas.

48, Teorema.— L trabajo de wn conjunto de fuersas aplicados sobre
una chapa rigid, durante wn desplazamiento o s misma, e igual ol
trabajo de s resutant

%

Sean n fuersas Py (=1, 2., n) (g, 219) splcadas en In chapa
8y B u rsulante. Demos 4 Ia hapa un despluamiento cualquier,
que s reduei, com sabemos, & . rotacitn de intensidad §_en torn0
& un cierto polo 0.

Para una fuerza cuslquiera Py, In proyocein del despluzamiento de
wno cutlquiera do sus puntos sobre s diresibn —igual l desplaa.
iento efectivg del punto Ay stoado en el pie de 1o perpendicalar tra-
ada por 0 a 1a misma— o

aewe m{+mn<n
— w0
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et epresentado por o segmento B do la elistic, 3 midiadol, de
acuerdo. con (500), diretamente en centmetros en <l dibuio, so tiene

am BB, -3em

L esala en que las ordenads do la clistion A, ledas en contime-
tron non dan lns de I lnen de influeniade X, e, por tanto,
1o

CRET

En casato al signo de eta linea de inflnncis, estando disgida bacia
abaio Ia fuera aritrara U que b originado Ia delormacon virtual
dada, s i, siendo posifiva esta fuers, en la parte positiva do Ia
elistien o se, en I situads debajo el e, deberk corresponer, se
(503, signo egatiso (cnirario  Ja misma), como e ba marcado en
I figura,

Si'en el punto M ctia una carga Py=3 &, por cemplo la reaceibn
X que produce en B, sieado

blem) = M, = 14 em.

I ordenada correspondiente de 1a lsea de influencia btenids, leda en
centmetos, ser
Tem

X = Py (em) —!H—lxzm)%-fl,tx

506, —Sea, abora, (fg.280a), a viga stitiea simplemente apogada
4B, 3 propongimancs hallar a lina de influencia del momento flector
O™ en e punto X, para cargas vertiale. Pongamos en evidencia sta
ncipuita en I form que indica In figurs 2500, es deci, arteulando
1 vign en ) punto M y aplicundo en chapas S, ¥ 5, ligwdas rigidaments
o os clemento adyacentes & dicha arteulcion, cuplas opucstas (— 7
3 ") do intensidad.igual al momento Tector buseado. De estas ou-
plas, egtn bemos extablecido en (461, pose e signo del moments fee
tor O7* (momento de las fuersas que quedan  a izquierda de ) la
u actia obre Ia chapa S, do In derecha

Sentado lo antrio, trcemos la elstics vestea de una. deformacién
virtul cualquiera de sistema de un grado de liberad ast obtendo (*)
(1g.2503), que sendo, 4m 0, y B = O, respectivamente los paos de
s chapas AN 3 MB, estark constitaids, por s rectas 40’ 3 MLB
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precsaments ol & & caleulass, s tendr en virad do Ia ey de Bett que

Ve B

P - “

expresitn dl teorema.de Mohr que nos dics que:

"B desplazamicnto absluto o ralatio, de punios de un sistema alstics,
o chapas rigida vinculadas con e mismo, dabido o wn conjunto de car.
0 que sobre d actia e gual al producto esclor de ests cargas gor
Lo desplazsmientos origiados por el esfuerso auziiar correspondiente
dividid por a intensilad de st esfuerso awsilor,

373, — L apliccifn del teorma de Mok para ol cilelo de despla-
eamientos fluye nmediatamente de 1o anteriorments oxpiests.

s evidents, adends, que Ia deformaciin dbida a un esfuerap ausilier
0, permite calelar o desplsamiento correspondisnte debido s cuslquier
cstado de cargas del sistem. Bustar, en elet, reemplazar en la (o]
1 nimero anteior las muevas cargas P, del sistema de cargas que se
considere, 3 os desplazamientes op que s correspondan en dicha do.

§ 5. — Aplicacion de la ley de Betti a la determinacién de las
reacciones de vinculo superfluo debidas a dilataciones térmicas,
de frage, higrométricas, etc.

574, — Consideremos un sstema hiperetiten, con G vineuls super.
fucs, que cxperiments uns ariaeén sutlquiers, uniforme o 7o, do tem.
peratura. (u otra variacidn de forma debida & cambios higrométrico, de
fragie, o). Ya bemos dicho que ese cambio de forma origisa reasso-
pes de’vneulo hiperestitico Xox (1= 1, 2., G) que nos proponemos
determinar.

Suprimamos Jos vineulos supeefivs  calelemos Tos desplsamientas
s (=1, 2,..., G) que en correspondencia  los mismos el cambio
dtdo de vmperaturs criginaria n ol sisteua sotitico resulante, Si b
bieran subsistido Ios vinculos superfios ests despazamientos hubieran
o o, originindose 1 rescciones Xea, que son, por tnto, ol
conjanto de fuerzas capaes de analaros, o se, el conjunto de fatrsas
eapaces de producis en o sistema sostitico una detormaciin tal que
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Representareamcs, también, con una misma lotra o, I intensidad del
aesplazamiento a caleular, debiendo entenderse que & represeats a inten:
sidad del desplazaminto do un punto o de la rotacén de uns chapa segin
que 0 sea una fuersa o wna cupla. Anilogamente, cuando @ represents
1a proyecién snbre Ia direcei de dos puntos del desplazamiento relativo
e uno do ellos con respecto al otro, o 1a rotaciGn rlativa de una chapa

‘con respecto & a otes, U daré Ia intensidad.de una del par do faerzas
© do cuplas opuestas que constituye ol stuerzo susilar correspondient,
precisamente o 1a aplicada sobre el primer punto o sobro la primera
chapa

Segin eto, ol producto csealar de un esfuerzo susiline cuslquiera U,
por el desplazamiento a que o corresponde durante 1 deformacign que
1ascargas originan en el sistema, sed en valo y sigao igual a U

372 Teorema de Mobr. — Sentado lo anterior, consideremos wn ss-
tema cuslquies, isostitico o hiperetiticn, sobrs ol que ata un conjunto
e m cargas P, (p =1, %,...) ¥ propongimonos determinar un despla-
Zamiento s, coalquior, producido durante 1a deformacién debida a as
misnas, deslazamiento que podri et tanta I proyesein sobre una i
recién dada de un punto determinado o la rotacién de wna chap, como
1a progecién sobrs Ia dirccin de dos puntes do su desplazamiento rela-
1vo, o I rotacién reltiva de dos chapas.

Apliquemos sobre e sistema el sfucrzo ausiliss U, correspondient, do
acuerdo con lo establesido anteriorments, ) desplazamiento & caleular
¥ 1008ty (p=1, 3..., %) los despazamientos que durante Ia defor.
macién originada por ol mismo correspanden  las carpas Py Si con-
idersmos, por un ado, el estado de carga U y por el otfo el Py, comd
o Qesplazaminta que este Gizmo orgina segtn la direcin de aquel e,
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Finslments, s se traara solumente de cambiar de cle, e deir, por
ejemplo, s dado cl dingrama AMB (fig 26) referido al eje oblicuo AB
e lo descara. refris, n Ia misma escal, al eie borizontal A, on

o

ssgmentos G y QUG wtilizados en el caso general para ballr of punto
0'de eje de afinidad, serian iguales y del mismo sentido y dicho punto
0, intersccion de 1 recas AQ y 4'Q', s¢ encontraris, com es ficil
Acstrar, en Ja paralela a Ia diseeién de las ordenadas que pasa por
H, e decir, que e sje de afinidud ¢=OI pasari, en este caso, por <l
centro o de afinidad, o sea que, cuando se trata de cambiar soumente
e cje, Ios dos dingramas stén ligados por uma.elacion.

S00. — Consderemos, para terminar con wn ejemplo, 1a Tinea do io-
Sluencia AMD (fg.217), referda al eje quebrado ABCD, que, en uns
nueva escals, quereos ofer al efe rcto y horizontal A'D' y en forma.
ta que resulte orientads, e deie, que s

sealadas con el sgno positiv, queden hacia abajo de nuevo .
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Supongamos que a segmento B corrsponda en 1a mueva esals y
refeido al muevs eje €1 BP, que levamon bacia sbajo pars tener en
cucnta lo pedido son respecto . signos.

Los puntos P y P serin un par de punios correspondientes en las
afindades que lizan s dos partes de ejs 4B y BC de primitivo
rama, con las correspondiente del buseado. Por otro lado, & tados los
untos A 5, M, C, Ny D situsdos abre Ios primitivos eies et cores
panden ok 4, B, M, €, Ny 1Y del AD.

i

os cfes e atinidades 5 ¢ 7 e para as partes del dsgrama de ejes
AB, BC y CD pasa respectivamente por on puntes Hy, Ha y Hy de
{nterscci. de los mismos con A'F’. or otra parte, sorsespondifndose
1as retas AP 3 A, su inersccit 0, os individualiza ) primero de
dichos ojes do atinidad ¢, = H,0,.

El punto 0 en que el e e cort a 1a erteal do B, po partenecer &
ste e, e dole es decir, 0y 07 Como otro tanto debe suceder 8
1o consideramos com perteneiente 4 a parte el disgrama do ejo BO,
desde que sobre la vertical de B transformaciin debe et comn para
1as partes situadss & 1a aquierday dorecha, por dicho punto O, deberk
pusar e cle e e deie, Qe te sk In rests oy H.0y.
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intensidad T e 1 tenion y de la varicidn 3 do distaoci, nos 36 <l
signo positive que le corresponde debemos paner, pucs,

PR

(Como cuundo tengarmos que calular trabajos debidos a tensiones, iem-
pre nos eferiemos l trabajo efectuado por lo pares de fuerzas opucstas
aue hay que aplica al reticulado, en reemplazo de las barras correspon
dientes al suprimirlas, podemmos deir, pues, que:

Dentro de las consenciones de signos adoptadas, l trabajo de wna ten
st correspondiente o wna barra de wn reticlodo e gual al producto
de s intensidod por 1 voriacién de distancia entre los nudos estremos
de dicka barra, canbiada de sigo.

353, Teorema. —E trabajo de dos cuplas iguales y do sentido con-
trario, aplicadas en_olres tantas chapas rigidos, duranto wn desplain
miento de dsas, e igual al producto del momento de una cualquirs de
las cuplas, por 1a intensidod de 1 rotacidn relativa de 1a chapa on gue
et aplicada con respecto a lo ofra.

Sean dos cuplas de intensidades Iy O iguales y do sentido con
traio, o deir, tales que

-~ o

aplicadas respectivamente en chapas rigidas, S, y S, que experimentan
rotaiones de intensidades 6 y €. Segin el teorema demostrado en (349,
e trabajo resultants de ambas cuplas es

@t T
3, sustituyendo O por su igusl — O
@O 0— )

expresion que, siendo, segin (70), 1, — f = s Ia intensidad do la
rotacfn relativa de 1o chapa S, eon respecto 8 S, nos compracha
1o que queriamos demostrar.

§ 2. Expresicn del trabajo externo de deformacién

o e
ticon. — Al aplicar sobre una cadena elsticn, isstitica o hiperestétiea-
mente sustentad o sobre un cuerpo,elstico cualquiers, en las mismas
condiciones, wna fuerza P, I cadens, 0 el cuerpo, experimentart segin
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3 a funeidn 0, que da o respectivo trabajo de deformacia,
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que, sgrupando convenientriente los érmine, da

Ot SO0+ 0TI wh

St 5T,

O+ D)t

E
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expresin que, haciendo

€L E Tt Tt T
cntidnd constate con rerpesta L variahies X, y lservando g
priners it mtingendo O oo Ot 9o o e b
Tare s 0 cnviei,segin . o], e 1 funic B, x4

wmbic, w®l

gt queriamos demost

Con un razonamiento andlogo, a igual resutado hubiéramos legado,
evidentement, para un st de reticlado.

Abora bie, s etctivas reacciones Diperetiteas X, = X, producidas
por el considerado estado do cargas 17,0 (igoals, segin hemos
extableido, n lus dcidss a1 cambio e temperatars) extin dads, do
scuerdo con el principio de Mensbrea Castigisn, por ¢l conjunts do
alores que hacen pasar por un miio a 1a funcidn 8. Como, po otra
parte, sgin Ia. (8], para este mismo conjunto de valors, ambién pasa
por un minimo Ia funci6n @, quiers deir que diho principio e apl
eabl al il do s eaceones hiperestiticas debida  varaciones do
temperaturs, o & cambios de forma,originados por otra causa fsicn eug
auier, o se, que






index-227_1.png
sistemaresltante, esto ltima listica, ida on ‘wna_escala adecuada,
proporcions a linca de influcncia de dicka incégnita X, para cargos de
direccidn z2.

502. — Prescindiendo de siguos, de que nos ocuparemos en el nimero
siguiente, ¥ considerando, por tanto, 1a esala n valor absoluto (como.
Baremos iempre), ella est dads, segin lo stablecido auteriormente, por

a it | 1 ‘  siendo @ ol desplazamiento vistual correspondiente 8

Ia inctgaita, Es dcir

Obtenida 1a linea de influencia do wna incignita esitics X por la
distics de wna. deformacign virtual ddl sistoma reullante ol suprimis
el vineulo correspondicnte o 1a misma, 1a cscala (o cantidad por la ue
50 requiere mllplicar los ordenadas de la alistca pora btencr los e
I linca de influencia) es e volor absoluo de lo inversa del desplasa-
miento vitual-correspondiente o 1 inedgnit.

S03. —En cuanto al signo de las ordenadas, de Ia (o] do (501 so
deduce que en Ia parte de la clistica de 1 positivas, <s deci, pars uan
listcn vertial abajo del eje 3 para una borizontal & la
misn, v tien signo contrario a 5. Es desi que

L signo e Lo lnea de influencia en los parts positvas de a alstica

e la constituye es contrario ol del desplasamiento virtual correspon.

dionte o a incignit.

En el caso en que Ia inchgnit sea I tnsidn en una barea debe to-
nerss presente que ol desplazamiento correspondiente » 1 incignita mo
s 1a varicidn do distancia d entre los puntos de spliacidn del pur
e fuerzas que constituye dicha tensidn, ino como bemos cstablcido en
(352), dicka varieidn con signo conrario (a=—). Otro tanto su-
ende para un esfuerzo normal en un sitema do alm lens 5 50 adopta
1a convencidn de signos establecida en (158) e doci, 5 se adopta.
siguo positive cusndo corresponde o un esfuerzo de traceitn.

Tstas ltima circunstancias peden dar lugar & contusionss ¥ errores
al aplcar a regla arriba establecida para Ballr Io signos de las lineas
e influcncin, Por estas razones conviens, un. ver que s ba determi.
Dado ol sentido dl deslasamiento del punto de aplcaci de la incig-
nita (*), trazar en In figura una fuera U (*%) dirgida sogin dicha
incbgnita y capaz do producic un desplazamiento de dicho sentido, la
que srk siempre una fuerza de I direseidn del desplazamiento obtenido;

1 it i e e e = s
G i e . o e e b st e it
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bl Py pongamos en evidenia I inchgnita X & caleular, suprimien.
do el vineulo espestiva y recmplazindolo por Ia misma, tal <omo e ba
fctuado en I Figur, en Ia que, para precisar ideas, se b tomado como
mcbita 1o reaceitn en B.

Demos o, al sistema resultante (es dci, sin e ioculo correspon-
dients  X) una deformaién virtl, constitda, segin sabemos, por Ia
aue en e mismo, supuesto desrgads, origia . fuersa X = U (fig
208.0), de intensidd asbitraria y dirgida sogia Ia incbgnita X, o, i e
st dudo fuera iseitio, por un desplazamiento cualquiera del me-
Canismo de un grado de libertad que reulari ol saprini dicho viaculo
correspondiente a X.

Sen ANEC (fg. 2134) 1a clision de dirssin 2= de dichn defor-
macin virtual  lamando 1 1a ordenada de la misma correspondicnte
wna posicidn cuslauiera ¥ de la carga Py @ ol desplazamiento viru
correspondient a a inbgrita X considerad, el principio de los trabajos
virtales, dado que as fuerzas X 3 P (1278 b) mantienen en equil
brio el sistema en que actian, nos dice que debe tanerse

Yot Pr=0

e 0 sendo 5 ot con e o odenada o d I Ninen de infloncia

e X busend, corresponiente & 1a carea P, desde que e a magnitud
‘que muliplicada por esta carga nos da u X, se convierte en

Como - ermanes sl o i s o 1 s
r
it e e b emidd ot — o s

. 1a expresin anteror nos dice que las ordenadas 7 de 1 el

el L i e e 1 G i e X

Vst
Vale deie, poes, que:
Suprimids on v sisiema sonitco o Wiperstitico e vncwlo corres.
pondiente o wna incignta eitica cuslquiera X y trazoda la clisica
de direcidn z2 de una cualquicra de s deformaciones virtuales del

T 2 i . i i st e i
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educie, Tuego, diretamente e Ja fgura o signo que corresponds
alores de Ia incigaits cusndo etk dirgids sogin dicha. fuersn U,
7 poner signo conrario sl mismo en Ia parte positiva do In elistca que
Constitaye I linea de influencia.

Procederems siempre en esia Gltima forma que no puede dar lugar
a contusione, e deci, utlisareos I egla. siguient, que acararemos
més adlants con mumeross sjemplos

B signo de o liea do influencia de una magnitud estdtica cualquiors
en en Lo portes ponitives de o clistia que 1a consituye, sontrorio o
s corresponde @ o fusrsa arbirari U (o par de fuersés opuestas o
s, o par do cuples apuestos, segin la naturaless de o incignis)
qus, aplicads segin la dirccin de dicha magritud esitin, s capas de
producir . deformaciin dl sentd de lo qus representa lo slstca
considerads,

504. — T 1o antrior hemos supuesto que tanto las ordesndas 1 de In
eistica como ol desplaamiento o corespondiente a 1a. incignita, Fsu
ten dados en sala atural. S, en cambio, en el dibujo ln elisticn o6

trasara e sl —, e tendria

[
P R ———
ooty wringr Py iad
o vinees g, 1n s el oot dolamin
i et -t

@ em)

Sustituyendo, abors, en Ia (a] de (501, resuta

e dcin que n ugar de tomar los efesivoe valorss ds s ondenadas
e Ia clisticn 3 del desplazamiento a, se pueden tomar dirctaments 1o
segmenton Jeidon en centimetros que los sepresntan en el dibuio, con
prescindencs absolta e la cscals e que sstén medidon

S05. Ejemplos. — Acaremos con algunos ejempls 1o que dejamos ox-
Duesto sobre determinactn grifica de as lineas do nfluenci do magai-
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‘Finalmente, ol punto 0, do inersecién de 1 ¢, con la vortial do €

e también doble, e desr, Oy 05 ¥, por las mismas raones que

en el caso anteror, por 61 debers pasar ¢l e 6, que serd la recta
=10,

Obtenidos los tres jes o afiidad, o trazado del diagrama podido no

ofrecs ninguna dificultad. En la figora so ba dejado con trazos puntea-

dos I determinacién del punto @, corespondiente al Q.

§ 5.— Lineas de influencia de magnitudes estiticas

S01. Obtencién grifica de las lineas de influencia do magicudes
estaticas. —Sea ABC (fig. 784) un sistem. cualquiora, isostitico o
Diperestiico, sobre ¢l que. setfan cargas mévile de. diveecén 22,

propongémoncs trasar Ia Yines de iafluenia de las mismas sobre una
magnitud eética cuslquiera (components B de Ia reacin, tension T
en unn barra o caracterstics, 7%, 07, G, en una secin do alma
lena). Consieremos una poseibn cuslquiera N (fig. 278) de Ia carga
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aue da, & su ver, ol trabajo de deformacitn &l sistema para. aquel
Tucrsas variables X, y eto estado de cargas.
Abors bien, e ficil ver que

B BX) =B ) +C,

siendo C una cantidad constants, independiente de Ias varibles X, .

Ba eecto; en ol segundo caso el trabajo de deformacidn e igual 8l &
ue producen Lo tensones nternas originadas por las fuerzas X, en vie-
tuddo 1a deformacion debida o cllas miamas y al estado. capecial de
eangs capaz de produci Ia misma deformacitn que 1s tmperstars, mas
el trabajo que originan las tensoncs dbidas  estas cargas, trabaj este
ltimo independiente de los valores X. 0, con ms detlle, s se ds, por
ejemplo, una cadens hiperestitea de grado G ¥  uniones (00 €, o)
aue experimenta un cambio de temperatura. para ol que, en ol sistema
Becho,fcsitico por 1a supresidn do los vinculos superluos, corrspon:
den en torno a las uniones i, desplazamientos relativos f, s 3 Cun 1
Suncitn 0, lamando X, (1= 1, .., G) & foerms do intensidad varia-
ble aplcadas segin las dirscconss de las incéguitas hipersstitins, on
segin (o] de (143),

e - B (boran )
ol
+ (3 Ot 1) + T3 Tn+ )]

0 que Oy T ¥ G w0 o camteritins deidas & s
Tuersas variabis X,

o pares e oy e puets capces e o e o i
tema isostitico una deformacién gusl 4 Ia debida ol cambio dado do
temperatura, estin determinados, ara cada unin §, por 1as expresiones

Doin =t
ewmm

T

Las caractoristiess debidas  este etado do cargus y & las faersss
variables X, sern, por consguiente,

W+ T Tt Ii; Tut T
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que sustituyeado Jos valores de A dados por L 4] el mimero ante-
rio, v convierta en

;
P RS TR Ty

' '
RS DE Xo)|
3, simpifcando,

,
P .

P ——————
ek

R Ty —)

Bl cundro N 1 da lus expresiones andlogas para Ios cass de cargas
lineales vertiales extendidas en toda Ia extensitn de Ia pisa. Las ex-
resiones para Ios mismos casos do cargas horzantals s dedueen do las
e dicho cundro cambiando las letras 1y o respectivamente por & 3 .

Cundro No 1

;
S~

s 3210

Il zh (., ”
R ——

D)

. X = B (2t 00t LG =20 )

K= 2ot b ]
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Las (8] 3 (¥] nos dicen que:

El valor de lo ineignite X originada por wna carga wniformemente
repartida en wna cona determinada de wn sistema, es igual ol producto
e la intensdad. total de esta carga por la ordenads media on dichs
soma de lo liva de inluencia de o incdgnite.

496, Udlizacion de las Iineas de influencia para el cilculo de
valores misimos y minimos de las IncGgntas originadas por cargas
méviles.—Sea (1, 214) AB un sistem culquiers y 43" N”E la
linea de influenca vertcal de una de sus incignitas. Si sobre o sistema

actia una Gnicn carga movil P 1a determinacién e los valores miximo
3 minimo de I incdgnita no ofroce ninguna dificultad. Se obtendrin,
en efecto, haciendo aetuas I carga, respectisamente, en Jos puntos N y
30 0 s que en Ia nea de influencia corresponden 188 0rdensdss rmss, ¥
i de mayor valor postivo y megativg, respestivemente.
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Ba general I forma més direta y mds exacta para efectuar sta trans-
formacion consiste en medir simplemente en ol dibujo la diversas orde.
‘madas 3 levarlas, & parte del e clegido, en 1a escla adoptads. Pero,
también puede Laccrse gréficamente diche translormacign «n 1a forma.
ue pusamos & exponer, o tanto, pues, por su aplicabilidad préctin,
cunto por sefalar las proplodades geométrias que ligan entre 1 a los
diversos diagramas correspondientes  ecalas ¥ efe distnton,

Claro est, adem, que Io que indicamos con respect & eta tranalor-
macitn de cscalas y ejes vale tanto para las lineas de influencia como
para cualquie otro diagrama.grific: de momentos Mectores, o esfuer-
20n tangencinls, elsticas, e .

498. —Sea AN (fig. 275) una linen do influencia u ot dagrama
cunlquiers, refeida al eje AB, que queremos trazar en una mueva escala
refritadola al efo A'B’ de dirseiin cvalquiers con respecto al primitivo.

Supongamos que, ademds de cambiar do esals, queremos cambiar do
signo, e decin, que las partes que en ol diagrama dado estén situadas
rriba el e deberin quedar abajo en el muevo, 3 & la Inversa.
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Para emplear 1a construcitn anterio se require conocer o punto 1,
e que puede ballarse direetamente, cuanto se poseen L tangenien £ ¥ £y
correspondientes a os extremos, ben medisnte el procedimient conoeido
(69) de puntos 3 tangentes, bien en la forma.siguien
S determinan Ios puntos T, 3 T en que las tangentes £ (o cortan
130y y 50 hall ol punto Ty medio de T1T3; se tene si

T - 20017,

e decir, My e ol punto medio de OT,. Conoeido My pueds empleare of
procediniento anterior consistent en llevar un segrento O3y 2/3 0N
Pero puede también determinarse direetamente ol punto Mo, que da Ia
ordenada medis, notando que (*)

L Obtencin giticn de tiess d nflusnc

r—

[ -..‘~
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Bl disgrama buseado et lgudo con €l prisitivo por as siguientes
propiedades:

1) Tow punton correspondiontes A y A, ¥ y ¥, e, estin alines
dos con el panto mpropio O de 1 isecidn Ay de las orde-
nadas de Jos dingramas.

2) A uns resta cuslquiera MN=m de primer dingrama le o
rresponde en el segundo. una mueva. recta M

) & clementos (punto M y recta m) que se pertenecen, corres.
ponden lementos (punta M’ y recta ) que tambita se per
tecen.

Estas propledades demuesran que las dos figoras ANMB y ANUE
etin ligadas por una afnidad con cento en el punto improplo Co de
as diveciones de sus ordenadas, y el problema quedaré, por tano, re-
euelto cusndo ballmos ) e ¢ do afinidad.

Por lo pront, en vistud de los datos del problems, o 1a reta AB, ejo
el prinitivo dingrams, I corresponde 1o A'E, eje del segundo, y el
efe de afinidad debe, por tanto, pasar por s punto comin I Por
otra part, lovems e e prmitivo disgrama s ordensda coalquiera
Q.0 y caleulemos a Q7 que, en 1 wueva escala, corresponde al se-
gundo, levindala a parte del eje A'F’ como indica Ia igurs, en sentido
contrario . I snteror, par taner en cucnta In fnveridn de signos que
3¢ pide para ol nuevs digrama; los dos puntas Q y Q' i obenidos son
correspondientes en I afinidad y como oo tanio sucede con los 4 y
A, o punta de intersecin 0 4 L rectas correspondientes a = AQ
@5 AQ" serk un muevo punto del e de afnidad, que queda determi-
nado, por consiguiente, por Ja recta €= 0.

Hallado st eje, ) problema. pedido queda resuelto, Pars determinar
e sorrespondiente de n punto caslquiers M, bastar wnilo con uno A4
cua correpondinte A" e concses, hallar 1 nteresiin My do la AN
eon ol efe ¢, unie X, con A"y hallr la interseocin M de st iz
recta con I diresién de n ordenada que pass por .

499. — i los dos ejs AB y A'B’ (1. 75) fueraa parallo, o punto
H sria e punto impropio de s comin dirccitn y ol eje de afinidad
resultara paralelo 4 los mismos, quedsndo determinad por ol punto 0
hallado como ants

i, ademis, 1o dos ees AB 3 AT’ coincidieran, o decir, s so tratara
0 un simple cambio de sl sin modifiar s ejs, s punts de eston
efes seran comuns a los dos dingramas, y dichos ejs comunes sonstc
tirian, por tants, l propio e ¢ de afiidad
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542 — A propésito d integracén de lineas de foluencia de sistemas
retilineo, para cargas distibuidas lineaments, conviene rcondar de
qué maners puede determinarse rificaments n ordenada media o do
s paribolas cibicas que clls constituyen. Para el caso do wnn carg
uiformenente repartida. en tods Ja extnsidn do la viga de intensidad
total igual a P, la ntensidad de la inciguita por ela orginada s fgua,
como sabemos tegtin (495, al producto de P por esta ordenada media.

A < <8

37

Sea AUE (1ig. 209) una listicn ertica, consttuida por una park-
bola ciicn reterida ol fe 4B. Determineacs el punto medio C de 47
3 hagamos pasar por 8 Ia vertial CM,; tracemos Ia lnes A5’y deer-
‘minemos l punto O e que cort  dieka vericl. Lievanda un segmento

e determiza un punto Xy tal que
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51 1 carga movil e uniformements repartds, basard para Ballar ol
valor miio de 1a ictgaits, eargar las partes 4Q y KB del isema
18 que corresponden zona poitvas en In lines de influencia, 3 dos-
cargar la QI restante (hiétess de carga 4). Andloguments, para obte-
mer el mizimo negstivo busard carga 1 parte OF  1a que orresponden
ondenadas negativas en I e do influcoca y dessargar las rstantes
(hipitesis de carga 2).

i In carga mévil exth consituida por una serio do foeras concen
iradas » distancias invariabls entre s, como la que corresponde & w1
convoy de ferrocarril, In determinacdn do L hipdtesis de carga. que
orginsn un méximo o un minio valor de a incignita no s tan heil
como en los casos antrioes y ailo puede efecuarse, pa o comin, me-
diunte tanteos o ensayos de diversas hipiesis.

Tratindose do Ia lnen de influencin do la figurs, s se pide ol valor
miximo de 1a incbgnits habri que acer entrar ol tren por Ia derocha
de modo 8 cargar principalmente la part paitvs y probar varis posi
ciones com las T, 1y T de I figura, calealando Ls valores correspon.
dients de X a fin do protar coil e ol misimo. Ademis y si elo durante
el uso o I bra fuern posbl simultineamente con s anterioes cargas,
Dbk que carga tarbién con un segundo teen 1a parte Q.

Debe observarse que las ipitsis T1  TIT pueden dar valores mayores
aue Ty & pesar de que en ellas se carga . parte negativa de la lica
A influenca, Bastard pars alo que las fucrsas P, y P. sean pequotias
3 que las Pu y Py que pisan & actuar sobe Ias ordenadas mayores de
1a parte positiva sedh grandes, de modo que el sumento de X correspon-
iente s estas Gltimas reslte mayor que I disminucién originada por
sauélles.

i de I trs posciones probadas en Ia figurs, n itermedia da mayor
valor que s T 11 so tiene In seguridad de qe el miximo para i
ciones présimas . ela-so encuentra para ura comprendida. entre catan
Gitimas 3 e genersl quedark determinado entre st posciones nter.
medias para la que haga coincile 1o mayor do Jas fueras P, con
ordenada misina 7oss

497, Gamblos do escala y do ejes de Ias linens de Influencia o
ouros ais custesquiers. — Al obener gificaments s lineas de
infuencin, con los procedmientos que veremos mis adlante, sucen pre.
setaree en cscalas inctmodas 3 oferidas & ejes quebrados u ablicucs,
Aunquo el sunto, segin hemos establecido en (491, n0 ofroce mayor
inteés, pueds, en cirtas circunsancias, desears transformar dichas
curvas s una el adecuads y referivas & un nico e, horiontal o
verical, sogin que s rate, rospctivamente de una linen de influacis
vertical ' hrizontal
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TRABAJO EXTERNO DE DEFORMACION

§ 1.— Productos escalares. — Trabajo

346 Detiniciones. —So llama. producto cscalor, o producto interno,
e oa vectores F y  (fi. 212) al products do I intensidad ¥ de uno
cuslquiera de ellos por Ia proyeccitn o del otro sobre £l 51 ¢ &8
angalo que forman las senieetas 01y 02, do las direcsiones do lon ves-
tore contadas segin s senticos, f produio ecalar d Ios mismos esarh
dado por In exprositn

®eFocsg=Fa

Broducto scalar resutonte, o, simplemente, producto wealar, do un
imero cuslquicra n de voctores P por otros  vectores v (51,2,
), e I suma de los productos eseaares de eada uwo de los Fy por 30
correspondinte ;e decir, i G e e fngulo que forman los vectores
Foyuy
a0 = wecos .

1a fntensidad do la proyecidn de ete itino sobre
resultante de s » vectores P por os » v e

e products ecal

e F R £ R
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5 sindo v=v (@) Ia ordenad respectiva de 1a inea de intluencs,
Ia parte &X do Ia incipnita buscad producida por dicha carga clemen.
e

X = p (@) (s,

B
*= frmrn “

95, — i 1 cargn extendidn entre o y @ s uniforme, de ntensidad
et

P =p0) = Comt.
¥ 1a (6] el némero anteior toma la forma,

T x=pfiwn

aue, observando que Ia integral que figors en la misma e ol drea
A0M” N de a parte rayada,do 1a lnea do influacin, e decr que

- [iwa

X = p. drea MOONN = s @l

arca AN

resata

e 1a que b= a—a es igual a Ja longitud horizontal do Ia parts
en que actin Ia carga uniforme 3 sy 1a ordenads media de la parte
respectiva de Ia linea de influencia.
Siendo, finalment, -
Pl

Ia intensidad total de l carga uniforme, resulta

X Pote, vl
e, i I inen de influencia st dibujads en 1o ecals —=— y, aderuds,
eprsats o erdecds medi d o pice omprndit e o 50
ieamcts 1iia e ctioon, & eupo ci

ot = Vot

X P %
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e s tercias 3 1 listicn puede trararse por puntos y tangente siguien-
do e camino expuesto en (26

Bo igual forma, analiticamente, i suponemos Ky =1 Ia ecunién do
In clisicn es

vm B Ak = Aok iyt A de, o

3 18 cuatro constantes 4, pueden determinarse en funcién do los euatro
Slementos v, v, 19513, 105,

Asi, pars v=0 3 v=1, debe teners, respectivament, o= vy Y
o s deir

P
PRV YRS o
Por otra parte, las angentes 19611 3 {914, s0n, respctivamente,

derivando Ia (6] con respecto & @ y recordando que

-

4243400
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ondenadan de et Iz de inflvencia en corrspondencia & un puBt>
5y siendo, ademis, Yoy s espectivamente, Ias ordenads correspondien-

s en o dibuio, dirctamente medides en centmetros, ¥ -5 I scala
e ambas lineas de influncia, resaltarh

Descompustas s fersas P en sus componentes vertcaes Vs y hori
sontales B, 1aa primeres tendrin sobre 1 ncbgaita X usa inflvenca

=L
o s o

7 ¢l valor totl de I mctritn X orginads por las cargas dads perd.
por consiguiene,

xet[E e fe

@l
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494 Aplicacibn de las lncas de influencia para of céculo del valor
e una incégnica correspondiente a una carga continua, — Considere
mos, aor, que sobre el sistema A (6g.213) actie una carge vertcal
continua entre os puntos do abscisas oy ¥ o, representada en la figura
7 dada por Ia ccuncita

pep.

Si In Tinea de influencia do 1o inchyuita & caleular st dada gri
camente, 20 queda otro rocurso para obtener su valor, que dividie en
Tajas verticales suficientemente poquetas ol diagrama do cargas 3 cons-

e

mh

TP v reer

i

derar como fuerzas concentradas las partes de carga correspandientes &
cada una de cllas, con lo que el problema cae en el caso de cargas con-
contradas tratado e (491).
i, en cambio, se posse I ecuacién
EEe)

e 1a linen de influencia, s puede caleulr directaments ol valor X or-
Ginado por la cargn continus. Considerando, en eleeo, & partis do un
punto cuslquiera de abscisa @ una faja infiitisima del dingrama do
cargaa do sacbo da, I carga demental correspondients e

peda=p(da
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Por consiguiente, reulta

vor (),

()

]
T () @)t

Resolviendo el sistama de custro ocuaconss linesles ente las cutro
incguitas 4c (=0, 1, %, 3) que proporcionan as (8] ¥ [e], s tiea,
fialmente,

Ay
Aebye, @
A =3 — ) =L R+ 00

A om0+ ) — 2y —

expresiones que nos dan Los costicintes e Ia Tiea do ffluencia buscad.

Anloguments, para uao linen do iofluencia horizonta, conocidas las
denadas 1 3 1y, a5 como s angentes 1911 3 19, comespon-
dientes a sus extremos Ny y Ny, e tendri que los coeicentes By de
o cuncibn

v B
B
B, w
B3 )= B+ 00)
R

541, — Conocidas s cunto magitudes .4, v, 491 3 (90 0 pe-
den, abtener dirctamente las expresioncs que proporconan <l valor do
1 inciguita par cuslquier estado lined! de cargus, s necesidad de
calalar prevismente los costicientes 4,

Fagimodo pars el caso mis sencilo y més frecucnts do vaa carpn
uiformemeate repartda n toda a extensin de a vigs, Segt I fir-
mola 4] del cuadro N 4 de (538), s tine, bacendo K, =1,
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1839, — Como efereico, apliquems las expresiones de los cusdros ante-
Fiores 3 1a vign empotrads en B y apayada en 4 que represnta la figurs
207. En (512) bemos encontrado, para I linea de influencia de la reac-
cion biperesitioa X en 4, Ia foncibn

1
e Tl

e, introduciendo la variable independiente
-2,
toma In forma.
1,8

el

2
Comparando con I expresén genersl
0o K e Ay A A,

tenemon que en aste casn, o5

Ko-n

Avm—

IR SRy .
2 g

Como, ademis,
b=

4o tene, para el ctado do cargas de la fgura 297, aplicando Ia expre-
i 1d] del cundro N 4, que le corresponde,

A A A
Kot (40 gy
X e Koph (b G S+

L R A pe—
ot )00 i 4
PPN
R

)

SR nt g
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§4. — Aplicacion de 1a ley de Betl a Ia resolucidn de sistemas
hiperestiticos

359. Susticucion de os vincolos superfiuos por reacclones IncGgal-
a8 Riperesticicas equivalentes. —Si se da un sistema biperestition, en
cquilibrio bao 1 accin de un, conjunto cuslquiera de carga, 8 supri
me algunos a todos sus vinculos superfluos, de sustentacén o interncs,
aplicando en su reemplazo s resceiones que Je son cquivalentes, o sis
tema 50 alters sus prinitivas condicones de quilbro. Pars caleular stas
Feacciones hiperstiticas, e indispensable ponerlas en evidenci, mediante
dicha sustitucion por 1as mismas do los vinculos superllus & que son
cquivalente. Veamos, pues, anies de entear a la aplicaci de 1a ley de
Tt para Ia determinacitn do dichas incégaitas biperstitieas, como 5o
etetta en detalle, esta susitucitn de Js viaculos supertlus.

360, — Por de pronts s e trata de vineulos externos, o de sutenta-
i, ya hemos visto, en. (110, que son equivalentes  fueras determina-
s, que constituyen las xeacloncs capaces do produci ol mism electo
cinemitieo que ellos. Ad, un apoyo mévl es equivalente & una fuerza
normal & su direcion; wna articulacitn fja do apayo, & . fueraa do
disecién arbitraria que pasa por la misma,  se, & sus dos componentes
segin dos direcsiones determinadas de antemano, 3, fisamente, un em-
potramiento squivale 8 una fusrsa de direcitn eutlquiers, o 8 w3 tres
fuersas componentes sogin rotas determinadas do antemino.

Supongams, por ejemplo que so nos dé el sistema hiperetitiamente
sustentado de In figurs 2170, en equilirio bajo a accin de las carges
B, (9=1,%,..., 0) 7 0 s pida recmplaar el cmpotramiento 4, el
Spoyo il € y I artiulacitn fija D, por las reaciones inchgnitas i
peresiticas equivalents.

Suprimiremos l empotramiento 4 (fig 217b) , en una chapa rigids,
soldariamente ligadal primer elemeato 4 delsstams, apicarems segin,
{res direciones cuslesquier 1m0 coneurrents, tres fuerss Xs, X 3 Xy
cuyas intensidades incfitas serén las companentes segin 1as direccones
e 108 mismes, de Ia reacién que origin el empotramiento 4. El sistem.
con dicka chapa y 1as tres fuermas X,, X y Xy aplicadas  la misma,
50 encuentra en iguales condiciones de equilirio quo el sistema empo.
trado n 4.

Anilogamente, suprimiendo el apoyo movil €  eolocando una foersa
normal a s direceito, X, igual I reaceidn que le e oquivalents, como
ssimiamo, suprimiendo 4 arteulacién fja D, y haciendo setuar en e
punto D, dos fuerzas X, 3 X do diseciones cuslosquiers, y de ntensi=
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Viga N de aturs varibie (nuncin)

e low puntos 5 v 7, determinados, & su ez, en buse & sus proyeseiones
vertcals dadus por Ja listic, s ha ballado ol dl punto 6°. Tambidn,
e hn determinado st desplazamiento 9, razando I clitica do n bares
67 consderada como una chapa S.; su polo s e punto 0, y I elistica
I reta

§ 3. Reticulados compuestos

15, Pretiminar. —En los pucntes do lux importante 3, por cons-
iente de gran sitara de vigh, s rocure & retculados s © menos.
Compldos, como los que indican las figuras 350 ¥ siguiente, que, por.
lo comin, se forman agregando barras complementarias a los reticula-






index-214_4.png
<o widnd, oo L1 i iments 4. como debe

o oot

491 Apticacion de Ias lineas de infiuencia para ol cilculo del valoe

a0 una Incégaita correspondiente a un dado estado de cargas cons
centradan,— Sea (fig.271) un sistems conlgvirs AB y 4127 0"
B 1a Mnea de inflnencia de una de sus ncignitas X, para cargas vort-

tema sctia el cstado do

cals, traada en la ewas 5= Sobre ol

cargas Py (f=1, ..., %) dibajado en Ia figura ¥ nos proponemes
caleular o valor correspondiente de dich ineignita.

Tiamando v, 1a ordensda de I lioes de influencia correspondiente o
fuera Py de 1a (o] de (489) s doduce que In parte de I nciguita X
originada por Ia misma es

Xo-up
ave por ser

- 77 em)

ealtn

X T (em)
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3 el valor total X de n inchynita pars los n cargas P srd, en virtud
Qe principio de 1a superposiidn de lus peguefio efecton

o n,

@

eon 1o que qued sesueto ) problema (%),

92, i 1a linen de influencia et dada por m ecucidn analiien
veel),

bastaré caleular para cuda fuerza Py ol v eorsespondients, abtenido
Paciendo en la misma @ = a, s doci, por In expresén

im0,

'y una ves eonocidos estos valores o, para I  fuerzas Py
X resultari dada por la expresién

incsgnita

x=Fro
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sarios estos montantes. n este caso entre 4 y 2, 2 y 4,..5 e coloean
barras incns, cuyas Jineas de influencia son iguals 8 las de 1as ba-
rras A, Y2, 25, 34,..., salvo algunas corrocsione en la parte de la
trasmision do las cargas; otro tanto sucedo con Ius liness de nfloencia
¢ as dingonales 23, 3.4, ete. Ea cusnto  los cordones superores, sus
lineas do influencia son completamente iguales en ambos casos

A contimuacién nos ocupamos de las Tiness e influncin, tnto para
el caso de viga con montantes, como sin ellos,

08, Cordin superior 5.5.— L figira no vequire ninguna explica-
cin. Como queda diho, en nada cambia esta linea de influenc
0 1a vign carece de montantes

09, Cordin inferor 2. — La lnen de influenci se da e I figura
para Ja vigs con montantes. En ol caso de carcser de cstos Gltimos, 3¢
requiers corregir ssgin Ia linea puntead, 2° 4,

10 Diagonales. — Las figoras 348 y 47 dan las lineas de inffuen-
cin ¢ as diagonales 45 y 34. En ol caso de no exisir mootantes, e
requiers corregiras, respectivamente sogin 1as lineas punteadas 49 6%
v

1. Montante 3.7, Al suprinie I barra 3 (fig 347), = presenta
€l cxso tratudo en (582) ¥ siguiente; las chapas S, y S, no resltan
susecptibles de desplazamientos, como podrin probarss buscando los polos
e lax burras 2 ¥ 34, que resutarian soincidentes, rspectivamente,
con s pontos 2 y 5. T lines de influnein se reduoe, en consecuenc
@ a trazada en In figura.

612, Viga en N de altura variable. — Bu la figura 345 se dan las
Yineas o nfluencia de la princpales barras de una viga simplemente
apoyada de altura variable, en Ja hipftesis de que las cargas s tramitan
irectamente » los nudos del cordén superior. Las de cordtn 24, moa-
tante 5.y dingonal 3.4, no requieren mayares esplicucioncs.

613, Barras A1y A2 —Las linoas de influencin e estas barras s
determinan en forma complotamento igual que en la viga Prat de cor.
dones parallos; 1a 4.2, por tant, no trabaia en ninguna ciseunstancia.

614, Barra 6.5% —En a Figura 340 se b trasado su liea de influen:
cia. Para deterninar la parte de esta lioea comprendida eatre 5 y 7,
s como e desplazamiento o correspondiente & a ineiguta so ha rocuri
o a un Wilot ausifiar, en el que, en funcitn de los desplaraiientos
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habrd e levaias en s escal dterminads -, que s el

de I linen de influencis.
Debe notarse,  este respecto, que el mumerador de csta ssaln. e wns
cantidad cuya unidad e igual & la do la inctgaita X, partda. por I
nitad.(toneladas) de Ia fuerza P A en la eseala.do I linea de
fluenia de un momento flector, 5o expresari, por ejemplo,

componente de resceitn, e deeir, Ia do una foera, tendré I

3.

o Fem

1a de un desplaramionto, podri se, por sjemplo

200x10¢m
st WX 10 m e

3, finamente, 1 do una rotacién

20x 104
st Box 1040

En pocas palabras, I cantidad que expresa I cscala do la linea do
influencia de una nebgita cualquies, tiene por unidad 1a do esta in-
cégaits, dividida por em. En csta forma In ordensda 77 lida en
centimatros, muliplicada por Ia escala y por 1 fuerza Py, nos da dirc-
tamente Ia magnitod X, a caleular. Si esta magnitud s, por ejemplo,
. momento flctor 3 Ja escaa de Ia linen do influencia o5, como

daia i arribe, <L st

o= T ) L

Xom P
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06, — Montants B-11, L linen do inflaencia para carga inforores
st representada n Ia figurs 34, En ol caso de cargss superiores, In
liea do infloenci et dada por Ia reets 4B, relerda  In &',

647, Viga en ¥, 0 Warren, con montantes, — El sistma s represen:
4a en Ia figura 306, Low montaten 1, 5., s0 colocan  lon solon
elocton do.poder disponer vigueas trasmisorss do lus chrgss ea pisc
ciones 4, 1, 2, ¥, 4, 5,..., mia cercanas; o n luz do Ia vign, 3, por
tant, s s, que rebult en conseeneaci, e pequels, uo o0 Bece-





index-214_3.png
X; =

I o (cm)

'Pi)





index-274_4.png
i

Anilogamente, pars o stado de cargas de Ia figura 207 d, splivando
1 [4] el cusdro N 2 que le coresponde, se tiene

540, Obtencién grifica y anaiitica de las lineas de influencia de
plezas rectlineas, mediante 13s ordenadas 3 cangentes correspon-
dientes a sus extremos — Corna verends s delant, e algunos caso,
en lugar de obtener directamente las cuaciones de las e do influen.
cia do las plesas recilinens ;. N, conviene caleular las ordenadas vy
3 0y, ¥ 1as tangents trigonomitricas de las tangentes o dichas curvas,
101,13 10, corespandiente 8 sus pntos extremos Ny 3 X, (i 209
B possiin de stos elementos v, %, 1961 3 19 s poede abtener
con aclidd las ineas de influenin, tanto gréfics como analiioamente,
Tomando, n efecto, 1a vt N1 ¥y como e para construi In el
'y 3%, e exa Gltima pueden detrminarse medien.
¥ vy conoeius. Ademis, utilizando las tangentes
194125 91, también conocidas, pueden trazare 1 primers y 1o i
tangent £y ¥ 1, e dci 1as tangentes extremas de Ia. elistion orrespon.
aente & 1a pieza rects consideradn. Prolongando estas tangentes hasta
cortaren Py Q astecia, s teme en PQ el ado inermedio dl poigono.
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593. — Cordones. En I figura o ba halado la linea de influencia
A6l condén 7. Ba forma absolutaments aniloga so balara pars cul-
auiers otra barra. de cordén, tanto superi

como inferior.

94— Disgonales y montante. L figurs mucstra Ia lisea do nfloen-

e Ia diagonal 56, La inversa a do la esala se obtiene proyectando
sobre I dirsein e a barrs 54, 1 traslaci it vrtial Gy do
s chapas 5, y 8.

T linea do infloencia del montante 4.5, que tambica se da en a figu-
o, ¢ completament igual, en cusato a su forma,  Ja de Ia diagonsl
56, S6lo difiere en la csals 3 en ol signo. Si las cargas actuaran e
el condén superior, a linea de inflancin serfa In mareada con puntss
en la figura, 3 cninidiea, como se ve ficilmente, con 1a do a dingo-
ool 34,

595, Montante 0. En la figura se ha trazado la lnea do infloen-

para carcas que actian sabre e cordén inerio; la chapa S, perma-
neco fija. Para cargas que actfan sobre el cordén superor, Ia linen do
influencia srfa, por tanto, de ordenadas nulas n toda su extensén

Para hallar 1 linea do influencia representada en 1a figura se ba
supuesto que el empotramients se obienga. con wna articulacibn fia en
1y un apoo msl (o corredora) en 0. i fuera a la fnvers, dicha
linea tendria I forma que se da en I igura 341, con trazs llncs para
eargas que setian sobre el cordin superior y con trazos punteados para
s que fnciden en ol nferior

96— Montante 1213, Como se deduce de figura 41, Ia chapa. 5,
o puede desplazarse. La linea de influenci tene ordenadas nolas ea
toda su extensién cosdo las cangas eten en el cordbn infeior. i s
cargas inciden en el corddn superior, toma la forma, que seala 1a fi-
.

$97.— Cordén 11.4. La linea de influencia de esta bara tiens o~
madas mulas en todos los case.

598, Ménsula empotrada de altura variable. — La figura 342 re-
rosenta un sistema de este ipo, en el que las cargas actian en el cordén
Fuperior. Tas lineas do influencia de Ia barra 0.1 y de los cordones, 38
Gbtienen en forma completamente andloga al caso anteror.

'Se ban trazado Ias lines de influncia de 1 diagonal 23 y del condén
interior 02. Las figuras respectivas 10 requieren mayor explccién.
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valoes de In inbguita X originados por una fuerza de intensidad
3. do direceién 22 splicadaen I mismo, » Ia que lmarenos linea de-
infucncio de a incignita X para cargos de direccidn 2z, o, mis breve-
mente, linca de influoncia de X de dircecidn .

Determinando I posicone § de I fuerza miil por sus distancias o
& I rects cuauiers. Ay, 1a lnen de influencia ser . certa funcitn
e st distancins, . podremos eseribir

x
nedere, vl

que coustitaye la ecuacién analiicn de Ia linea de inflaencia de X para
cargas de direcin 2. En muchos cascs sta eeoacin resulta una fun.
in continua ¥ regular de I varisble o pura todo ¢l sistems, o, mis
eneralmente ain, vares funciones de ea clase, cada. una do ellas
extendidas » parics del sitema. perlectamente determivadas. Cusndo
ello sucode, puede resltar muy comoda la willzacdn de 1a Tinea do
nfluencia, mediante s expresin analtics

490, — S, de acverdo 1o indicado mds aeriba, y como, yor o comin,
serk indispensable, In linca de influencia e construye rificamente, lan
ordensds 71" represetativas de os coefiientes de influnia

X ol
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babria que corrgirl n a forma seialada con lineas de punios en la
Figura; en st cso, I ea e nfluencia del montante 435 coinidira,
en cusnto a su forma, con Ia de Ia diagonal 34 y slo vararia e Io qus
repecta a Ia esals ¥ signo.

04— Monante 65'. En (554) hemos halldo Ia lnea de influ
6 csta barrs, que o trabaia para cargas que setian sobre o cordin
inferior Las que inciden en el superior, sio inflayen en Ia parte com-
prendida ente los mudos § y 7.

05, — Condin 10-B: Como se deduce de Ia figura 945, al suprimi
esta s, In chapa 5, que, ademis de polo 0y, debo tener otro sobre
1 ertial do B, 0 o susceptble de desplazamientes. Bn consecuencia
1 barra 20.8 50 trbaja en mingin caso.
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peraite  su punto de aplicacién, La fundacion estar en condiciones
o originar la rencién hipsrestiticn supuests cusndo ¢ reslte despre.
ciable con respecto a g, es deci, si so calcula por ejemplo, con e
aprosimacidn de 1/100, cuando resulte

1

W

§4.— Magnitudes estiticas y desplazamientos debidos
‘méviles. Generalidades sobre lineas de influencia

cargas.

485 Pretiminar. — Y bemos dicko que en los sistemas sujlos @
cargas mivile, el cileulo de lux diversas inobgitas (magnitudes e
Gcas y desplasamientos) o pede emprenderse con el slo dato de Ja
intensidad de dichas caras, sino que, para cada incignia, se requiere
Dl las distibuciones de cotas timas que produzcan un miximo (.
o valor positive) y un minimo (mayor valor negativo). Ln determina
i do esos etados mis defavorables de cargas 3, por tanto, o cileulo
e las incguitas, e realiza de uns maera & Ia vez comoda y clegante
‘medinnte la lineas de influenci de las mismas, de s que pasamos &
couparnos.

nca deinfluencia — Definiconcs. —Sea ABC (fg.270) uh
sivema cuslqier, isotiico o hiperesiticn, sobre l cun acian, cargas
fviles de wnn divcion consante paralela o Ia reca 4%, 3 propon-
cimonce calela wn neait cuslqiers, maguitud iticn (, 9
£7%,5% 0 1) o depluamiento 5, que designaramos po I notacién
goneral X

S5 X e o valor de dich insita para ln poiidn genic  de I
Suern il o Ineidad aeieaia 7, ol corete

RE ol
s unn cantidad comstante, cuslqiors que sea 1 ntensidad de Py can-
fidad igual al valor de 1a ncbguita X para una foerss P apliads en &
o intensidad. igual a uno 3 que, de acuerdo a Io establecilo en (480,
constituye el cosfciente de influencia sobre dicha ineignita X, para las
cargas de direcion 2 actuando en i
Sentado Io anterior, s & parte do un ejo AC,y en corrspondenc
e cadapunts , llevamos segmentos 1" representaivos de Ios coeficien-
tes do influencia s, respetives, oblendremos un. cierta curv o, dis
grama A'1" B 7, corva do ordenadas igusles en cada punto & los
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§2.— Vigas simplemente apoyadas. Reticulados simples

599. Vigas de alma Hens. — La figura 343 representa una viga do
alma Tlena simplements spoyad (con wsa aticlacitn fia en 4 3 un
apoyo mivil en B), dotada.de tramos extremos en voladio.
+ En ella se dan las lineas e influencia do ambas reaccones 3 del
‘momento flectar y csfuerzo tangeneial en 1a scsion .

La componente horizontal de In Teaceion en 4 e mula par cargas
verteale. Para cargas boriontals, s igual  de sgno contrario & la
suma.de las que actian sbre Ia vigs.

Bl estuerzo normal en N es nolo para eargas verticaes. Para eargas
“horizontales es igual, en valor absoluto a Ia suma.do las que actdan &
In derecha de dicho pusto.

600, — Caracteristicas en los framas en voladico. Los tramas en vo-
1adizo 50 comportan exactamente como ménsulas empotradss; ol de la
derocha B, por ejemplo, s equivalnte & una ménsula empotrada en
By libre en C. Las caracteisions en la seceén N, 56 obtienen, por
tanto, do la micma manera que en el cao de Ia ménsula empotrads.

01— Coso en que la viga caresca do tramas en voladizo, Si la viga
carecs do tramos en voladian, Ia.parte de las lneas do influencia com.
‘prendida entre 08 puntos de apayo 4 y B, no cambia en nada. Se requie-
re, por tant, solamente suprimir las prolongaciones do las rectas fuera
ael tramo central AB.

602, Viga en N, o Prac, — En lus vigss de reielado que pasams 8
tratar, prescindimos de tramos en voladizo, Ya sabemos, por o que
acabaos de deci, que en el caso do prosentare cstos voladizs, 1as
Dartes respectivas de las lincas de influenci, se obtendrian simplemen-
ta prolongando los primero y ltimo lados do as que corresponden u 1a
g sin ollos. Adems, s Jineas de influencia de 1us tensiones do s
barras en los voladizos, se obtendsian como en el caso do las ménsulas
empotradas

‘Comenzamos por 1a viga Prat, que ca la do cordones paraelos repr-
centada en Ia figura 344, Ta obtencin do las lineas de influencia do
T tensiones en los cordones, coma s doduce de la misma, mo presenta
Dinguns. porticularidad.

3. — Diagonales y montantes. La. figura da los ineas de influencia

¢ 1n diagonal 34 v del montante 45.
i las cargas actuaran sobre el condén superior, I lioea de influencia
do la diagonal 34 o variaria e nada. En cambio, I del montante
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qus indien a figura 216, y do intensidad abeouta [T A su ver para
mantener el squilibio en o est dl seticlado, tendremos que splcar
en los puntos 4,y A dos nuevas fuersas T, y T, guales y opuestas &
as anteriores (fi. 216.), que constituyen las reaccones que la barra
tramite al mismo, Representads, pues en esta forma I tensin do una
bares, por I uerzas que e roquiare aplica  oa mudos del reticalado.
al suprinila, wua tensidn de tracei6n, o posiiv, corresponde a un par.
¢ Tuersa opuestas concurrntes 3 & 1 inversa.

) (c)

T, hHnl A
VAVASEVAND ¥

"

Si suponeaos, ahor, que ol retieulado, con Ia b
Fimenta unn deformacibn cuslqiers, o trbado de In tensén serd, igual
gt 1 que acabams de sentar, al producto de uni cusluiers del par
e Tueruas opussta aplcadas ol rticlado, I 7, por iemple, por ln
roecitn g, sbre su disecidn, del desplazamento reltivo del nado
A, en que i aplicads, con respesto al A, e docr,

@ -1, ol

Abora bien, s 8 es 1a vaviacidn de disancia. entre dichos s, s
tiene e valor abiolut,

Ini-iT)

-1l

o ea, sustituyendo
[T vl

Si I tensitn 7 e positive, como eraos supuesta y i Ia proyeccibn
1 desplaamiento rlativo @, también 1o fuer, ® sgin In (s) reml.
tarfa positiv, Pero en tste easo, ol puato A; s aprosima &l 4, 3 5
s un acortamiento o variacién negativa do ditanca, sepia hemos
comvenido en (7). Para que el trabao &, expresado en funcita da la





index-26_1.png
(c)
Ll 4

A,
C)
S





index-348_1.png
[641* do 8 pasar por ol punto B.* tal que BB = —vp, y serk por
consiguients Ia 0,° B.7, que acusa para el pusto T uwn desplazamiento
dado por ol puato 1.5

& partie del punto p so han llvado o p T ¥ p T, Ios desplazamien-
s que 1 punto T corresponden dursnts on dos coniderados; ete -
1m0 es vertial (normal 8 C) (1ig 555.) y ol primero es perpendicalar
80, (1ig.3330). Componiendo finalmente stos dos desplazamicnios,

1o quo en Ia figura so ba heeho llevando por T un. vector T T equi.
polente al p 7", 50 ba obenido en T, o desplazamiento resutante del

Dunto 7, qus e parsielo al marcado en 1 figura 3563, 3 sobre cuya.
normal debe encontrarse el polo-0s
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‘pondiente 8 1a chapa S, e Ia (5] =0’ 7, y el deslazaminto &l punto
B normal al apoyo suprimido, y, por tanto, fuera de las condicones do
Vineulo del itema dado, e ¢l 7

Eo ol sgundo mecanismo (ig. 338 ) ol punto 0y, determinado como
o ndica en Ia figura, e el polo de Ja chapa . Para que en of despla-
amiento de este segundo mesanisup o amule <l va, deberd Ia litica






index-268_4.png
intgral de Ia expresén anterio, extendida enire los limits ¥ e
s, serk

x -k B 2R ]

-mzm m mep M p—p A

B
ko A
VBT

exprestn que, simplifcads, 3, finalmente,
o

vl

formula genersl buseads, que proporeona 1a intensidad de la incbguita
orginada por una carga trapeseidal cuslquier, Si Ia sarga trapezsidal,
en ver de estar dirgida verlicamente, como hemos supresto lo estuvier
horizotalmente (fs. 296.), la expresidn correspondicnte Ia obtendria:
mos cambiando K, 1 Au v ¥ » respectivamente por s by Bu s 3 b,
e deci, seria

X bl ®
o o @

+ =)

T2

Obtenas estas expreiones (8] y [c], s pueden dedocir como casos
partiulares (aciendo en ells =0 6w = 1,08 Ja vt n =0y =1,
9= 06 p3=0, ) todss las Lirmulas que proporciona 1os valores
do Ia inciguita X para cargas repartids segin funciones ineales cua-
Tesquiers.

A continuacin damos cuadzos que agrupan esta firmulas para todos
1o caso posiles. En clas 3 han considerado fcamente cargas vert
cales; s expresione sndlogas pars cargas orizontale s deducen do las
de dichos cundros mediante 1 simple sustitucitn do leras a que bemos
becho menci.





index-351_2.png
M 3§ 7o n_m
|






index-268_3.png
[ S

Kby
X = B.—[(p, pr— pa ) B
W2 — 1 ,-g; i+1
u2i+2 — u]i+2

+ (P —p) Tr2





index-351_1.png
 u 3 5 7 g VA 53

Escalol






index-269_2.png
]

[ (e o (Sr) sl =
e " b
a
=

rne gy Toacsimom o e

SATVaI0ZIAVEL SYOUVD

Lo )





index-352_2.png
Prap—.

e ——

S91. — Lineas de influcncia de las components de 1 reacin on ob
empolramiento 4. En la figurs se ven las liveas de influencia del mo-

mento do empotramiento y de la componente ertical de Ia reacidn en
el mismo. L componente horizontal de esta resccin e mula para cargas
verticale; para cargas horizantaes e direcamente igual . do sentido

$92. Ménula smpotrada de cordones paratelos. — I sitema. esth
representado en a figura 40 y lus cargss poeden setone tanto e o)
condén inteior, como en ol superior. Conndo 10 hagamon indicacé
espesial . este Tespect, 50 entender. que acian n el cordn fnfrior;
ademis, cuando no nos reframes & cargas del cordinn superior, serd
Poraue mo cambian para las miemas 1as lneas de nfluencia obtenidas
en Ia Bipesis de que actien sobro el inferior.
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Bsta ey, o mefor, ste principo, sobe Ia que fundaremos todas s
otra lyes que utlizaresos pard Ia. Tesoluidn do sstmas biperestitens,
foé demostrads por primers ez, por Enrigue Bett, en s obrs Taoria
it +).

558, Teorema de Maxwell— Supongamos que los dos istemas d fuer-
oas anteriores, S, y 3, 0 redusean, cad uno, 4 una ol fversa y sean
Puy Py, respectivament, dichas fueras, Supongamos, ademis, que sus
intensidudes Py y P, sean guales, y que los subiodices § y J indiquen
snlamente s dircciones do sus roctas de accin.

Siendo au; 1a provecsits sobre P, del desplasamients csperisentado
por su punto do apliacibn durante la deformaién dabida a la fuerza
P, 030, 10 proyecién sniloga sabre P, del desplasamiento experimen.
tado por au punto de aplicacién, durante Ia deformacitn dekid a 1
fuersa Py 1 ey de Bet, que acsbamos de demosrar, s da

Peaiy = Byopg
v, tenindone o ipdtess,
P,

o rduce 0

expresitn 4l terama de Mazodl que dice que:

B wna cadena clistica, I proyecidn dal desplasaminto del. punto de
aplicacitn de la fuerza Py sobre su propia direeion, durante lo defor-
macién dabida a otra fuera, Py de direceidn cuslquiera ¢ intensdad
igual o o anterir, s iual o I proyeccion sobre P, el desplazamiento
de su punto de aplicacidn corvespondinte I deformacion debida a la Py,

st teorema, que no s sino un caso partialarisimo do I ly de Beti,
3 del cusl, o v, e caso s particular en que s dos Terass Py Py
‘ctien sbre uoa chapa rigida ligada a una cadena clistics ya hemos
visto n (320, tene mucha importancia por su aplicicion direta a mi-
merosss problemas, entr otros, e trasado de linea de influencia de dos.
Plasamintos debidos 8 deformaciones. Lieva el nombre del sonosido
fiscn inglés Maxwel, por haber sido por 1 encontrad eon anterioridad
& 1a rferida ley de Bett.
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a0ida, representada en 1 figura, y nos proponemos hallr la expresiba
eneral que d6 el valor de Ia incgaita X por ela originada.

@

Considerando una carga elemental pda = pl d, splicada & la distan.
cia =yl del apogo faquierdo, ella produce un valor de la incigaits,
e itensidad

X =gl

siendo v 1a ordenada de 1a linea de fnfluncia do X correspondiente
Ia cargs pds, ordenada dada por 1a o] Sustitayendo, puss, resulta

X =KL Y pAct vl

Por otra parte, de Ia figura se deduce que

ek =R o=,

o, simplificando,

—n

papt

)

¥ remplasando en la (8],

ax =Ky g Al + 2ZR 0]

Lo intensidad total X de I inchguita buseads, staré dada por I
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carrmuio 1x

VIGAS SIMPLES 1SOSTATICAS

§ 1. — Ménsulas empotradas

5858 Pretiminac. — Pasamos o aplcar  las principaes catructuras
eonstructvas que s presentan en 1a. prictica ingeniei, lo que dejamos
expuesto sobrs abtencidn de lineas de influcncia de sistemas isostiticos

Tas figuras con que se lustran Jos distintos casos que tratama son lo
suficientemente explictas para no exgie mayores explcacioncs; en ca-
@ una de ellas damos, en efcto, parn las diversas incgnitas conide-
radas, conjuntament con el mecanismo que 1as pone en evidencia y su3
polos, I btencidn de la elstica que proporeons Ia liea do

de dichas figuras, y deallamos a marcha  seguir 5o en los
casos especiles de determinacin de polos o de obtencitn de esalas, que
puedan ofrseer tlguna difiultad

Comenzamos, a continuaeién, con las minsulas empotrads.

540, Ménsula empotrada de alma iens, — T sistema esth represen-
tado en Ja figura 339, Consiste en una viga de alma llens. empotrada en
e extremo 4 ¥ lbre en e otro.

$90.— Lineas de influencia de momentos flctores y_ esfuersos ton-
encales S abtencin se deduce directamente de la figurs. En o
‘mecanismos que resutan 8] paner en evidencin estas incznias, 1a chapa,
que queda  1a izquierda de 1a arteulcidn propia o mpropi. introdu.
cids, 10 o8 suseptible do desplazamicntos; 1as ordenadas do s lneas
o influencia son, por tanto, mulas & la ixquierda do 1a seccén consi:
derad.

No se ba hallado linea de inflacncia de csfucrsse normales, por ser
ulos para. cargas vertieal, Para cargas horizontals, estos esfuerzos
‘normales stin dados en valor absalato por Ia suma. do las Tucrsas que
Quedan o 1a derecha de I sceit considerada.
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