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aplicada en la unidn i, en dos traslaciones

Ry

Tt

segin s dircciones respectivaménte de low csfuerzos mormal O,y
tangoncial .
En virtud de la rotaidn relativn 8 de Ia chapa scs con respeco &
el par do cuplas opuestas O, desarrolla. desdo que ellas
i gradualmente desde coro basa s valor finl, un trabajo igual &

1g
S

anilogumente, por las trasaciones relaivas m, y ¢ los pares de fuerzas
opuestas 7,y G, oriinarin trabajos, sespectivamente igusles &

3 el trabajo total desarrolido por las tensones internas en torno a la
unin § ser

(amsorin )

o los valores de 0, ne ¥ e dados anterormente,

(e )

Sumando las expresiones sndlogs para todas las uniones § (i1,
. %) obendremos el trabajo toal @ desarollado por Iss tensinen
interaas que buscams, o trabajo interno de deformacién, que, po ser ol
trakajo acumulado en forma de energia poencial e e interior del ss-
tema, resultard gual, adems, a trabajo de Jas fuersas exteriors dado.
por Ia (o] de (109) e decie s tendi
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11, Teabajo nterno de
Iabones infinitésimor.—Sea un stz do alma len, fositio o b
peretitcn, cuya fibes modia, momento de nerci, 1, Grea de la sccitn
transversl, 0, asi como la carastoristias, O, 97 ¥ G, sean suscept-
bl de ropresentarse por L siuientes funcione continaas y regulares
e la variahle 5

yesen  T-l@; Q=065
O @i OO () T T,

s i, e un sstema do alma lens representable po una caden lis
ten de clabones infinitsimor.

51 tomamos una cwlquiers de las cadenss de cslaboncs Gaits, do n
wnones (00 € 1) (0=1, %,..., %), cquivaletes & dicho sistema el
trabajo de deformacitn de Ia misma, segin 1o establecido en ol nimero
anterior y dentro del grado de aproximacitn que resule do la longitud
s do los clementos comsideradon, ser.

Haciendo tender a cero la Tongitod do dickos clemento, en ol limte
¢ tendri que o valor exaeto del trabajo en cucstidn, e dado por
Ia expresin

R T T

sendo 1 1a longitad de la ibra media del sistems, OF, I ¥ T s
Caraeteritcas en un punto cuslquiera de abacsn 5, dadaa por s fune
ciones anteriores y ', ¢ 3 Y, respectivamente, 1a masa eistea 3 Ios
costicientes do traslacidn normal y tangencial po unidad de longitad de
ibra media o espcific, dados como se recondac, por las funciones

.
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TRABAJO INTERNO DE DEFORMACION

conjunto do m cargas B, (p =
tad e 1a Ly de Clapeyron ¥ segi hemos vsto en (35), antes de lgar
a una nueva posicidn de equilbri, un trabajo de deformacin dado por
1 expresin.

edfn e “

en 1a que g, representa os desplasamientos que durante dicha defor-
macion coreesponden o s fusrras . Este trabajo, desarrllado por 1as
cargas dirstamente aplicadss, o acnmulach en cl sistema Integramente
n forma de energia poteacial interns,  ser. devuclo, como sabomes,
en su totaldad, al suprimir, tambidn lenta y gradualmente dichas car.
s Py

Lo expreson terio da e teabao de deforaeida e uncin de I
cargas exteriors, que hemos llamado trabajo externo de deformacibn.
Vamoe » buscar, aiora, otras expresiones que nos proporcionen 1 misma
cantidad paca Jos diverso sistemas, en funeidn de 1as tesiones nternas
originads por dichas cargas exteriorss, expresiones que nos darda,
‘que Usmarems trabajo interno de deforacion, o energia potencial del
sistema.

410, Trabajo interno de deformacion de 1as cadenas do slabones
Hinitos de primera especis,— Sea wn sistema isostitico o hiperest
constituido por wna o varias cadenas elsteas de ealabones finitos, vin-
aladas entre s, que en conjunto tengan  uniones eisticas § (=1,
) de masas o y coeficentes de traslacién ¢, ¥ ye. Sometimoslo
e forma lenta y gradual a I secidn de m cargas Py (p =1, 2, m)
w
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¥ s O, O ¥ G s carcteristins corespondientes a . wsidn
enéricn 5, que s lus componentes, como tabemas, de o resultante
R de las fuersa exteriores que quedan & su derecha. AL setuar las
cargas, 3, par tanto, las carsetaristcn, en Ia forma_gradual supucsts,
e originarin desplaamientos relatvos, en torao 8 cada i de 1as u
s 4, de Ios elabones s,y s (5. 2430) que ligan, efectuados los
cusles ol sistema entrard en wna mueva pesieén de equiliri, 1o que
bemas iterpretado, en (184, diciendo que esas uniones clistias so
comportaban, mediante dichos desplazamientos relaisos, <omo i orig
maran fuerzas —Of7y— O vy — Gy diectamente opuesas a las carae-
teristicas  que equilibran sus efectoe, furzas que Namareruos tensiones
internas on s wnioncs

Supuestos cortados s eslabones 4, ¥ sus (1. 2438) que estin liga-
dos por una unin ¢ cualquiers, y aplicadas en este limo s caracte
rsticas 5 en aqué] lus tensiones diretamente opuetas, I i cistica
e mantendri en s mismas condiciones de squilibrio qve n o tema
dudo, Estando sn equiibrio todas lus fusrras que setian en torno &
eada una de Jas unione cliticas hochas n exa forma.independicntes,
Do orignaria ningin trabaio en cuslquier desplazaminto riido del
conjunto. L trabao de las caraterstions ¥ de I tensiones inernas
oo reducir, pucs al debido  los desplazamientos relaivos do loe ela-
bones 5, 41, Qe sabemos que conssten en una votacén,

-
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<idn, ser 1 que scsbarios de dar para los sistemas retculadon cusles.
quiera. Pero, en algunos cass comvendri comsiderar 1. cadena clision
e segunda cpecie & que e cquivalente el trisngulado. Si esta cadens
elistica tene a-+1 wniones § (i=1, %,... n-+1) y Namamos 1, O
¥ 7., respectvamente las longitudes, as reas e las seccones transver.
Sale'y Ias tensones de las barras do dingonal anteriores & los mudos
§=1,2. n+1), que la consituyen, 3.5, ademis, designamos por
2t @y Tou ln misos lementos de Ias m barras de cordén oputstas
 dichos nndos, 1. expresin [a] el mimero. angerior, podri. seribine

1an .
LR DA DL

siendo

10 coeticients de alargamiento de los barras de cordén y de dingonal.

“Ahora bien, 5 o € 1a ditancin entre el wudo § y barra de condén
opuesta s ¥ Oc ol momento flestor en el nudo i, se tiene segiin
sabemos,

2
e

7,

3 sustitagendo este valor el de tos en

o, e
L p e 1
MRS b

@l

‘Recordermos, shors, que, segin Jo etablcido en (194), a masa elisti
ca de la cadena, do segunda espeie en Ia widn § 5

.
Fouts

5 que, de acuendo con (20), en valor absolute, ol esfuerzo normal en
Ta misma O, e gual a T, e decr, que

1901 =17
ore =1,
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a6l trabajo interno de deformacidn e as cadenas ol

o, mis sencillments, considersndo que a i -+, extero derecho-
de Ta cadens, tengn g masa elisten us = 0,

o -1 E (orenrores)

415, Trabajo interno de deformacion de ls sistemas generales. —
Consderamos, finalmente, un sitema general constituido por barra,
chaps do reiculado  chapas de sl lens, vinculadas entre 6 ¥ con
1 Tierra en forma cuslquia. Formernos s cades clistias de el
bones Fnitos equivalentes  as chapas do lma llena 3 sapongamos que.
en total resmlten » uniones § (00 £ 70) (=1, 2..., m); supongamas,
adenmis, que eatre las barras de 1as chapas de resieulado y las barras
de wmidn, que desigmaremos en general por £, exisa un total do ', con
coeicente de alrgamiento 1 (=1, 2, ., ).

B trabedo fnterno de deformacién taa] de lus cadenss elstcas, que.
reemplazan « las chapas de alma lens, ser. fgual &

LR (o orran)
P ——

Por consiguient, o trabajo toal del sistema dado resulard

s
B

5 . bt T L
E(orrns e ar )L

416, —Si s chapas de alma llena 4l istema anterior fusran mscep-
bl do consdorarse com eadens clistions de. wlaboncs infnitésimos,
o, po Io mence, pudieran diidirs en partes que ssf o foeran, y 6 en
total romlaran  partes de eadens, o cadenss, e Jongitudes de fiba.
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medin I y masms clistions y conficientes do traslacitn egpecifcss
W3 ¥ (=1, 20 ), o trabao total interno de deformacidn seris

e
LR

[¥(oweer are as v+ 3 Erea

17 Observacién.—En It mayora de los casos prictcos os trabajos
¢ deformacibn originados por los esfueros normales . tangenciales en.
1 sstemas de alma.lena, o cadenas de eslabones fiits o infiitisimos
equivalentes, son muy pequetios en comparacitn a 1os debidos  los mo-
mentos lctores, y peden considerarse, dentro el grado de aproxima:
i de los edlenlos, como infinitamente pequeios desprecables.

En esos casos, en los que equivale & suponer que Lo coeficients do
traslacién sean nulos, las expresiones anteriormente obtenidas para os
sistemaa de alma lens se simplifiean motablemente, despareciendo odos.
los términos en que entran estos coeficientes de traslaién.

§ 2. Principio de Menabrea-Castigliano o del trabajo minimo
de deformacion

415, Consideraciones generaics sobre e trabaio de deformacion. —
Tas expresiones que acabamos de hallar para el trabajo interuo do de.
Sormacién, dan s valor ® en funcin de as caractersticas O, OF ¥
en las uniones elisticas de s cadenss provenientes do sistemas de alou
lena o de s tensiones T en Ias barras de los sistemas do retcaludo
Siendo, por otra part, tanto aquellas caratersticas como estas tenio
s, funciones lneals de 1 fuerras exteriors del sistema hecko s
titico y libre, s deci, do las cargas Py (p =1, 2,..., m) directamente
aplioadas, de a5 reascones iperestitias de vineulo iterno ¥ exerno,
TG, 2,0, 0) y-de s reaceiones sotiticas de sustentactn, I,
(=1, 2.1, %), dicho trabajo de doformcién. resuard_por cons-

uiente una funcion de estas fueraas, s dci, podrd eerbirse

@ =8P, X R,

Pero, para un conjunto culauiera de cargas Py, los valores de las
incgaita biperesiticns X,y de las reaciones oetiteas Ry esin per-
fectamente determinados, o 63, ctas fnebgnitas ¥ reacciones s0n, & 51
ver, funciones de las cargas P, que consttuyen, en la expresin ante-
Fio,las Gnias variables independientes. Recrplarindolas, pues, por sus
Salores en funcitn de P, la expresién anterior tomaré 1 forma.

@ =,y
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‘Sustituyendo, 1a [a] nos da, pues, como expresiin del trabajo interno.

SETR Ay
LN/ O 410} T

e e 2.

wl

412, Bl establecimiento de Ia anterior expresi parte de In hipitsis
e que tanto 1a fibra media, como las cantidades 1, O, OF, O ¥ T
‘sman suscepitis de expresarse por funcioncs continuas do la variable
2 3 rogulares en toda la longitud 1 de Ia fibra media dl sistema do
alma lena considerado. Si ello o sucede ca todo el istems, pero ste
puede dividise en partes en que se verifique, dichs expresin serd apli
cable & cada una de éstas, dindonos ol trabajo de deformacibn cores
‘pondiente, y el trabajo toal del sistema ser n suma de Ios as obtendos.
Es decir, 5 un sistema de alma llena s saseeptible de dividire en 1
partes de longitud de fibra media & (i=1, 2,..., %), para cala una
e s cusles exisan las funciones continuss ¥ regulares

YL@ L=Le, =00,
= M A=) vy =T
=120

¢ tended, pars wa cuslgiers § de ellas, como espresin dl trabajo
respective de delormacin,

oL (e vt o)

ot
o
© EQ ) ¢ g
v

) = a

4 mas clisica y coefcientes de traslacit espeifcos correspondiente.
¥ el trabajo total del sstema s, por tants,

I T
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13, Trabajo interno de deformacion de los sistemas cualesquiera
a¢ reiculado, — Sea un sistems cuahqiera. de reticlado, issttico o bi-
peretiten, sujeo & un conjuato de cargs Py que originarin en 58 &
Darras , ensiones interna T, (=1, %..., %). 51 supouemcs desarti-
caludas s barrus ¢ e sus extremos 3 apliado en os mismos el par do
Suersas apustas que constituye In tensitn T, respective, el equilibrio
eubsstir. I trabao de wnn cuslquiera de- st ensiones Snternas s
o e un desplazamienta rigido de 1a barra y 610 depeade el alr.
gamiento de Ia misma.

8oy B0 (=1, 2. ) son respactivamente 1 ongitud y ol frea
e 1o eciin e la barra genéicn s, o slargamiento experimentado bajo
I ecin de l tension T, seri

e Tk

o corficionte de alargomicnto do a barrs,
ST

Como el par de fusezas 7, aplcadas en o xteemo de I bara, crese
lenta » pradualmente desde coro hasa su valor final, por actuar
gl form. s cargas que lo producen, el trabajo del mismo durante
e dargamiento Ao ser ()

Lo
2

“

¥ el trabajo ttal para 1as n baeras dl seticuado, o s, el trabajo i
terno e deformacion 4l sitema cousiderado, sstari. dado, por onsi-
ulente, por 1a expresién

4. Trabajo Interno de deformacion de Ias cadenas de sequnda
pecle. — i e trath de un sisera de trangulado simpl, Ia forma més
ventajoc, por Io genera, para obtenr s trabajo inerno de deforma.
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ciones de vineulo de este ltimo, dobe tenerse, en virud de la ley de
Bet, que

-0, ol

£ resn s s

‘puesto que dicha expresitn no da otra cos que la suma de 1os producios.
escalares de s fucrsas esteriores X's P, par los desplazamientos Adu
¥ By, oiginados e I deformaciin dcbida al estado arbitrario de car-
s X/ = T = AT,

Por otra part, Aa, desplazamiento segin 1a direcion de In fuerza
X, originado por Ia misma, e, en virtud del principio de la super-
posicién de Ios pequeio efecto, proporcional a su intensidad 3, ademis,
e su propio sentdo, e deci, que podems poner

Bay = aaX,

sendo @ una constante positiva.
Se tens, por consiguiente que

' [ u
8% a0, = Lok C
Susitayendo ls valores o s (3]'y [e] en la. (o], reulta que para el

conjunto de valores X~ X¢ (=1, 2., @), que corresponde » In
deformacion compative con os vineulos, 5 tine

(“”)x‘.,, -y

Haciendo tender A, & cero y tomando liite, rsua, finalmente,

a0, "
P Gy I € ) R STURD
L
[yt g o iy i b
e o e Bt ot o e o oyt e
v o1 st bt Mol e
i & o o s e S

(GINNELI

2. .,6)
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suponer, como el hac, el trabajo do deformacitn como una funcitn
useptble de tener i minimo, sendo s, segin a lo bemos stableci-
0, qus, pars un sistem dado d cargas esteriores, tens un valor Gaico,
pertctamente determinado.

420, — Como para I demostracén anterio ss ba supucsto que e si-
toma et cargado con las cargas concentradas P podria suponerse que
-l prinéipio demostrado no es aplcable cuando avtien cargas continuas.
s fiil ver, sin embargo, que también e extensible 8 ete caso.

‘Suposgamos que sobre una eurva continua  regular, trasads. sobre
e sstema, de Tongitnd Iy y de ecuacén

vmal)

acte una carga continua g, cuya direcin pueda variar de punto &
punta y cuya intensidad esté dada por I funcin

n=n),

también continua  regular de a vari

En un clemento deu de la curva en cvestidn aetuaré wna fucrza cle-
mental pu. da y i A €5 ol desplazamiento segin Ia misma originado
Por Ia fuerza AX, aplcada en ln demostracion antesior a ls sfoctas de
caleular el ineremento Ay correspondiene del trabajo de detormacit,
0 trabajo desarollado por dickn fuersa clemental serk

- Songden,

3 1 total de la carga continua que actia sobre el troro do curva de
Tongitad 1,

[t

entendindoso que los valores de 0, 8 lo largo de 1" curva comsiders-
da estin & 50 ve, dados por una funcin continus y regular de Ia va-
bl .

Segin et s ademis do las cargas P, actian en o sistema tratado
en el nimero antericr, » cargsa continuse

)

sobre curvas
Ve
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Siendo nols las derivadas parciales para dichos valoes de las varia-
bles X, e posble que I Tuncidn © pase, para Lo mismos, por un mixi-
0 0 un minimo. Es ficll ver que, efetivamente, pasa por un winimo.
En eects, e incremento de 1a funcion @ dado por la (o], esté formado,
en el caso de ser AX, un ineremento infnitisimo, por un parte const
tuida por las sumatorias de s primeros términos que e wn infinita-
‘mente pequefio del primer orden, seguida de una segunda parte

L0
3

infnitaments pequeia de segusdo onden, y que s, por tant, e inere-
mento seguado de dicha Tuncidn, correspondicate o ineremento de a.
variable X,. Abora bien, ete incremento segundo e ssencialmente po-
sitivo, cunlquiera que sea el siguo de AX;, por ser ol producto de dicha.
fuerza por el desplazamiento Aay, qué el misma origina segin su pro-
i dicesi, desplaramiento qus debe tenr sempre su mismo seatil,
1o que, por otra parte, ya hemos establecido anteriormente al senar quo.
Ja constante a de I [¢] era sempro positsa. Al incrementar una ual
uiera de las variabes X, | insremento segundo de 1a funidn B 5,
pues, positivo; al incremetar todas las varisbes X, ¢l ineremento se.
gundo total de la funci, suma de los incrementas positivs debidos &
cada unn de las varisble, sers también positivo, ¥ 1t funcidn pas, por
tanto, por un minimo, como deciamos.

Queda con esto demostrado el principio de Menabrea-Castiglins, o
el trabajo minimo d deformacién, que dice

i en un sistema hiperesitico s¢ suprinen un mimero cvlguiers (o
la totalidad) de los viveulos superfluos, entre los infinitos valores de
las reacciones respetivas que en ol sistema Aiperestatico (o iosttico)
resultante equilibran o las cargus, corresponden a ls incdgnitas Niperes
itcas y a 1 deformacion compaiibles con los vinculos suprimias, los
aue hocen passr por wn minimo la funcion B; cste salor minino de
dicha funcidn constituye e cfecico trabajo de deformacién del sistema
ddo.

Generalmente, por brevedad, s acostumbra. enunciar este pri
ciendo que:

Los vlores de o incbitas hiperestticas de wn sisiema elistico s
100 wn conjunto cualquiera de cargus, son las que corresponden & wn
minimum del trabaio de doformacion.

Esta forma de expresién b oiginado, como hace notar Colonneti (%)
1 mis extrafias controvesiss, debidas 8 In impropiedad que mplics ¢

o
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e longitudes 1, 1a expresia (o] de dicko nimero, que da of incremento
A, ae trabao de deformacién originado por el ineremento AX; de la
Suerea X, tomari Ia forma

)
Lax,. aay,
*37

3, para s valores X = X/ de las efetivas nobgnitas hiperestitess, Ja
Euma de las tres sumatoriss del segundo miembro sers mula. en virtud
o 1a ley de Bt todn v que ésta s splicable tambin & las cargas
elementales puds, dado que a obtenerla nada hemos esableido con res-
pecto a la magaitud do la fuereas a que so apica.

‘Quedari, puss, como en I demostacién dl nimero anterio.

(), - o0 s

 siguiendo e camino de 1a misma lsgarjamos a anélogo resultado. Vale
e, pucs, qu, como anuncidbaina, el prinepio de MenabreCastiglis
Do es aplenbl también a sstemas sujetos 8 eargas continuss,

421, Apiicacion del principio de Menabrea-Castigliano a Ia resolu-
cibn de cadenas hiperestiticas de eslabones infinicésimos. — Sea una
cadena listiea do eslabones infinitisimos, iperetitica de grado G, sujeta.
a un conjunty de cargas continuas o concentradas, Suprimamos Ia tota-
ldad de los vineulos superfluos 3 pongamos en las dircecioes de las
incignitas hiperestticns correspondientes, fucreas de intensidades vari-
Blos X (=1, 2., 6), entendiendo que X, puede representar tanto
una foerza o una cupla, companentes de una reaceidn do vineulo externo,
como una de un par de las fueria o cuplas opustas que sonstituyen
ana resceitn de vinelo interno.

La expresén del trabajo nterno de deformacin e, segia 1a (o] do

W,
N N S A YA
o3 (T +Ta+rag) e oo

en 1a que se supone que se . climinado de Ia funcidn @ (X,), tomada
n el concepto dado en (418), s reaciones de vineulo ostéten, expre-
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‘Supongance, shors, dado un sistema cuslquiers hipersitico de gra-
do G, sometido & un conjunto de cargas Py (p =1, ..., m), al aue co-
‘responderi un deterinado trabajo de deformaciin. Si suprimimos w
imero cuslquiera & de vinculos supsrabundntes, reemplazindolos por
Tas ineiguitas Miperestitieas X/ (=1, 2,..., ') respecivas, nos quc-
dard un sistema Diparstitico de grado G — 0 (iostitico cuando 6’ = G)
et & as cargus P, y o 1 incbpnitas X' i damos, abora, & estas
Suersas inczitas pussas en evidencia valores cualesquiera X, ditintos
e los que correponden  lus efectivas reacciones X, ol trabajo de d-
formacitn del stena esaliante, seré s funcin de las cargas Py y
de st Fuerzas X, toda ver que L reaceones hiperetitcas mestantes
Xt Yo, Xe' s como s reacciones Iy isslticas do vioenlo
exter, s, s ve, funcines de dichas mismas fuerzas, n ese cao,
pus, podrenos poner

: B .
TR () a

3, para un dudo sstema de cargas, sendo invariabes las Fy, mis s
Dlemente

@-a0) 1,200 wl

L funcidn anterior o dar ol trabago de deformacita que en ol site-
ma coniderado originan Js cargus ,, sino rabajos ipotiieo del siste
ma biperetitico resulante l suprinie os G vineulos supertluos (o s
titco s = G), originados por dichas cargas  valores cualesuiera
atribuidos  las fuersas X, (1=1, 2., G, trabajos que

ponderin, en general, a doormaciones compatibls con s condicones de
Vineulo de sistema primitive, Entre los 6 infnits conjuntos de valo-
e ateibuibes a las fueras X, solamente of concordante con las et
vas reasiones Wiperesitien X, = X (i=1, 2., @) dari e rabnjo
e Ia detormacin del sisema primitivo correpondiente 8 s verlade.
rus condiconss de ineulo,

Con este muevo eritrio podremos considerar, pues, para un dado sis.
tem, de cargas Py & @ como una funcion do las fueraes X, entendién.
dons, repetimas, que e entonces de representa el efetiv trabao de
eformaciin del sistem. dado, sino trabajos de_deformaciones no com-
patibes con sus condiciones de vinealo, originades, en el sstema. resl.
tante o) suprinie los @ vineulos superfluoe, por dichus cargss  por
‘conjuntos cuslesqicra de valores X, atribuibles  reaceiones hipereti
<as correspondientes, que lo mantengan n cqlibrio,
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1o anteior, consideremos un sistema,cuslquiera hiperestitico de grado 0,
Sujeto 8 un conjunto de m cargas Py (p=1, %,..., m). Suprimamos
un nimers cualquiera &' o Ia. totlidad, de sus viaculos superfluos y
apliquemos, en correspondencia de I reseconcs respectivas, furaas X,
(§=1,2,., 6') de valores variahes cuslesquira, que conjuntaments
co I cargas Py, orginardn e l sistema biperestatio de grado 0 — @'
resultate, deformaciones no compatives con las condiciones de vinculo
el istema primitiv, 8 las cusle corresponderi trabajos interncs
dados, segin el nimero snterior, por I funcin

ey [@m1nm
smsnx) {@TNR

Suponiendo el sisera st formado en equilibrio bajo I accin de as
cargas P, y de un conjunto arbitrario de fuersas X,, demos 8 s cual.
‘quiera de éstas, In X, un incremento AX,, y caleulemos o incrementa
8, que corresponde a la Tuncién anteror, s deir of fncremento co-
rrespondiente del trabajo de deformacién. Tos puntos de aplicacon de
L Fucrass Py y X, baio I cci6n de Ia AX, agregads, experimentarda
acsplazamientos, cuyas proyeseiones subre las mismas desgnaremos, res-
pectvamente, 8oy 3 Bagy, ¥ como dichas fueras ya actian con toda

“aplica 1 AX,, ol trabajo desaerelado por ellas seri

Fx st

A su ver Ia fuerza AX, que se supone aplicada graduslmente desde
cero hasta s valor definiivo, orgina un trsbajo igual &

Lax,
2

siendo, de acuerdo con o anteror, Aa, a proyeceitn sbre su direcidn
del desplasamiento experimentado por s punto de aplicacin,

El trabajo toal desserllado por I fueza AX,, o, Io que s Io mismo,
o ncremento buscado A%, de la funcitn 9, origisado por cls, s
iual & 1o suma de los anteriormente obtenidos, cs deir,

st - Exesa+ Ersntloxse

Pero si los alores X s guales & los X' de las efectvas incgaitas
iperestiticas del sistema dado, o se, son 1o compatibles con las condi-
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Reemplazando estas derivadas en 1as (a] dl mimero anterir, e tiene,
finaimente, como sistema de ccuaciones & que conduce ol principio de
Menabrea-Castglono, o siguiente:
(o 2o, &
B0, VAU foa
G120
o, mltipicando por U y recordando las expresiones que dan Ia mase
elstcn  los eneicente de trasacitn csoecifeas, ', ¢ Y ',

[ (o ot ¢ +orseseswae)al, zo w

G2 .0

siendo, como queda diebo, 97/, 00/ ¥ B (i=1,%..., G) I funcio-
nes que dan Ias caracteristicas en Ios puntos de 14 fibra media dehidas
& valores arbitrarios U, aribuidos a cada una do as ariables X, 3, en
particular, por consguicnte, 3 valores do etas limas iguales
anidad.

43,1 o sstema rosulante a suprimi 108 vioculos supersbundan
e 0 pudier tratarso eomo una cadena clistioa de slabones ifinitisi-
1mos, pero, sgin Io estableido e (212), se pudiera considera devidido
en  paris do longitudes & (=1, 2,..») que fuersn swsceptible de
tratarse como tale, tendriames, como. expresidn del trabajo do defor-
macién,

R INC  at

3, aplicando, com ante, l princpio de Menabrea-Castiglano, logaria-
s al sistema de G cuscione liesles,

CR)uee B

o6 eon
EQ,aX, +

l

e os daria Lo valores buscados d I inciguits X'
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Ete sistema, & su ver, y de acuerdo a Io establecdo en el mimero
anterior, puede, como s fieil deduci, tomar la forma

L)': [(mors ootz d-.] -0

(=12 006)

en o que o, oy (1, % n) reprsenan I mas clistica y
Suficietes @ tralaciin capeificos o 1 sudens,  part de sadens, ,
Y s Ang ¥ Gy k=1, 2y W) (=1, By €) s fane
ones e dan T caracteaicn e . i, Qeidas  n vl arb
trario (y en partelar igual o I widad) T atrbuido & cadn wns de
o uersa varibls X,

424, — Bl princpio de Menabrea.Castiglino permite, en I forma ex-
puesta, I resolucién analitea de sistesas hiperetiticns, sendo muy o
moda . aplicaidn, por cusato implica un nieo camico, comn ual.
auier que sea Ia complejidad del sistema  reolserse. Nosoros Io ut-
Tizaremos por ell, con preferenca, en 1a obtencin do formalas para of
edleulo de tipos comune de extructuras consractivas, & pesas de que, por
1o general, conduzea a desarrolosy eileulos un tanta argos, aunque siem-
pre sumamente clementales.

L obtenciin de dichas formulas puede hacerse también mediante
edleulo analiieo de eistca, interpretando. analiticament Ios procedi-
mientos grificos que estudiaremos para las cadenas comunes de esabo-
nes finios. Si bien eso iltimo procedimiento o conduce, & voces, &
eileuos tan largos, 50 es de tants senclls como el que nos ocupa en
cusnto & 1a concepeidn del problema, complicindose, ademis, por o co-
min, eon Ia determinacén de constantes de integrucin qus lleen 1as
elistcas a las condiciones de sustentacit, determinacién de consanies
ue mo entra para nada, com veremos, en 1a aplicaidn del principio de
Menabrea-Castigiano.

Pasamos o alarar Ios coneepto sobr Ia aplicaién de ese principi,
efetuindols,  continuacién, para algunos casos secilo.

425, Efemplos. — Sea el sstema biperestitio de primer grado repre-
sentado en Ia fgura 2440, consistente en una vign secta de momento de
ineria constante , do lu I, empotrada.en 4, con un apogo movible bo-
Fiontalmento en B 3 sometida a una carea uniformemente xepartida de
intensidad espcifica . Propongimonos halar Ia intensidad X' de In
reaciin vertial en l apoyo B, nica nctgnita Miperestitca del sistema.






index-127_1.png
% [ 9%97{@.]p’.+wgm'ue'b+f6k'5'.dr'k)du] -0,
&

X=X





index-128_2.png





index-128_1.png
IX’

,IIUIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIII"iIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
%%

|———~z






index-128_4.png





index-128_3.png





index-124_1.png
(avb) [/ O XS 4, © 90N ] (g
0X; )xi = x4 EI ' 8X; EQ oX; *6a ox; xx -x;

G=1,2...6)





index-124_3.png
sindolan, mediante ls scuaciones de I extitica, en uneién de las argas
5 de an fuerras X,

Segin o principio de Mensbres Castiglinno los vilores X, = X¢ de
Jas resceones biperetiticas buscadas son loe que hacen paser por un
minimo 1o funcitn ©, 0, 1o que cs consecuenci, las derivadas parciales
primerss d exta funcidn deben ser nulas para dichos valores. Formando,
pue, st derivadas ¢ igualindalas a cer, obtendremos las siguientes

(COm

que comnitayen un sistema de G ccuaconcs lnenles entee 1 G ot
hitas X, que nos permitei. determinar sus valores sin ambigledad de
ninguna spece. Las ccuaconcs abtenidas, dadas por las derivadas pri
mersa de I funién @, son, en efct, liealescon repects 1 variabes
X, por ser sta funcién de segundo grado son respecto  as misuas,
o v que e clles las caracterisiss O, OF ¥ T, funciones linalen
e dicas variables, entran elevadas al cuadrado.

U o) dt

G126

422. —Las ccancioncs [a] del mimero anterior son sussepibes de to-
mar otra forma que, en algunos case, puede ser mis conveniente. Obeer-
venos, al efcto, que st OF, O ¥ G son 1 Tunciones que dan Ias
caraceristicas que e el sitems hecho insostiticoorginan L cargas diree-
tamenteuplicadas Py O, O ¥ B (1=1, ..., G) las que dan s
misas caratervticns debiias & cada vna de lus foerzan varibles X,
(1,2 ), las carateristcn toales 9, 7 ¥ G resltan

9 =W+ L

x - or+ § on @

“miia

Por otra parte siendo 9, sy B 1as funionia que dan s cara-
terstics debida al estado de eargan X, = Uy e decir, I carstersticns
e en el istema isostitico origia. . fuerza do intensidad rbitraria
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D, dirgida segin 1o X, s tendri, en virtud dl principo de 1a super-
posiien de Ios pequefo efects, que

v, sustituyendo en'las [al, se obtiene para las funciones 97, ¥ Glas

expreioncs

c-%+E%x

Difernciando, ahora, estas funciones con respecto 8 wna cuslquiera

X, de s vl X, 5 obine
s _onr
T

e as sumatories respetives.





index-125_5.png





index-126_1.png





index-130_4.png
L]
(jé =[/’W"6W‘dﬁ_ ’W:a%:d'] -0
0X ) x-x LJo EI “ox . Bl aX xext

L





index-130_6.png
Suprimamos ol apoyo superfluo B y hagamos sctuar segin I direc-
it do In nctgnita X & caeula, voa fuera do intensidad varablo X
restrd I viga ostitiea de la figura 2455, euya reacidn sostitien

-9

Feirarmos I viga 8 un sistems de
mos, snte todo, que

rectangulares € (5.) ¥ tendre-

e i

La funcin que da el momento flecor 97 s distinta segin que o
considee el tramo AR o BC y estames, por tnto, n el caso tratado en
(412), en que e sistema hay que dividirlo en dos trozos & considerar,
siladamente, somo cadenas elistica de calabanes ifinitésmos, Tendre.
mos, pues:

Deste 2 =0 hasta £ = L
B

o, -m+£- g)xu‘*'
7 L 2
den s = L no
B
Reex(e- )2
B ) R G s
i

L expresitn encontrada en (423) como comsecuencia del pracipio do-
Mensbres Castiglano, plicad, & nucstr caso  despresiando simpre .
infiuencin do los esfuerzos tangenciaes , o5

(GOl s fomsn

ol
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Suprimamos ol apeyo mvil B y apliquemos en su reemplazo un fue-
2a varable X do I divsién de I incignita biperetitcn corrspondia-
e, X" Obtendremos I vign sstiticn de Ia figura 2243, que relriremos
2 un itema,de s rctangulares B (5,4)

I
@ i
B ———
®
. %ﬂﬂd T ,
z
x
y

F momento 97, de s fuerzas que qdan & I deroch, en una ses-
st de shcit 5,8

N
X

sor
ax

Siendo en cste caso OF = 0 y desprecindo I inflencia de los extuer-
205 angenciales 5, o principio do Mensbres-Castiliao, segia o eta
Blecdo en (¢a1) ¥ dosde que exite un sola. incignit, nos conduce &

et}
e U554

Y. ST
tenidos y notando que :
e
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426, Sea (fg. 2450) Ia vign continua de momento de nercia cons-
ate de do tramon iguales e lus -, sometida & una cargs iforme-
mente repartida de intensidad espocifica p. El sistema es iperestitico
e primer grado; <onsideremos como incbgita hiperstitica I reacién
X en el apoyo B ¥ propongimoncs cakular su valor
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= reserva cspecialmento para loa productos ectoials o exteriors de
vetore, como los momentoa sstiticcs do s feress, micatras a paabra
trabajo s aplica & os producton sscalars o interiors, que figuran en
I splcaidn el prinepi.

§ 4. Aplicacién del principio de Ios trabajos virtuales a la
resolucion, de sistemas planos

404 Conatdsraclones genseates, — Como s ve por o que anecede, ol
principio de los trabajos virtuales 20 nos conduce, en lo que respecta &
s problemas que nos ocupas, & nada muevs, sino que nos paniea 1os
ceuaciones conocidas do equlibriosstitico, ara los sstemas stiticos
¥ las que proporcions 1 ley de Beti, para los hiperetitioos. « Como
todo_principio general, el de Tos despasamientos vituales prodace —
ics Mach — a 1 vex desilusidn y cloridad: deilusito en tanto que 0
osonocemos ea € sina hechos conoidos dede ko timpo. o instn.
tivamente deseubieros; claridad en_coanto nos permite encontrar en
tadas partes los mismos bechos simples, & travs de las rlaciones s
complicadass.

Ba et limo beeho etribun su fecundidad y s alto valor cientif
o: en la gencralisacidn que fmplica y en 1o cconomia de pensamiento
que representa l permiti, con prescindencia de detlls parteulars, a
relucitn de los problemss méa divesos, con un Gaieo ¥ simple

En o que & osotros paticlarmente respets, nos permite generali
sar 1 problema. de 1a rscucién de Tos sitemas planos, onvirtiéndolo
en o fnio ya se trate de sisteras stitien, va d iperesition. En
cuslqir caso o probema se reducic & bl despluamicntos virtua.
et 3 8 iguslr  cero la suma de lon trabajos correspandicute.

o cusnto a la ccononia de pensamients, sl & 1o vista palpable.
mente de su apliacite 8 1a obtencidn de 1a condieén de equilbrio de
o sistom de uereas aplicadas  un mecansmo cinemitico cusquiera de
un grado de ibertad, hecka en (400). Mediante ol princiio que nos
ocupa ol problema tuvo Ja mirma sencilles que . cuslquier otro caso.
En cambio, para abtener dicha scusidn do equiibrio medisnte los sm.
pls recuros e Ia Estitics, nos fué preciso sponer isados cada uno do
s clementos, barrus y chapas, medisnt 1a introdueién de la resceo-
s de vincalo, bl Las ecuacones de equilirio corresponientes 8 cadn
uno de dichos elementos y deducir, despuis, de s mistus, mediante
artifcios adecuado, una ecacion equivalente, n 1a. que se eliminan di
ahas resecione de vineulo,
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plasa ol vineulo supesfivo por a insgaita 8 caleulr, que seré, por 1o
comii, también un sistema, biperestition, o s podr Ll sin 10 previa
resolucin del mismo, andloguments 8 1o que so difo en (39), con res-
ecto 8 I apliccidn de I ley de Bett

Por esta causs, en 1a mayoria d los caso seri indispensable suprimic
todon Lo vncalon superfucs, evmplaséndolos por s ineigaitas corre-
pondientes, que, conjuntamente con las cargas dirctamente aplicadas,
actuarin sobre e sistema,setitico resliante, cuyas deformacione vir
oo ser posible determinar. n csto casos s obtendrin 50 ya ccua-
ciones con una sl incgits, sno sstemas do tanias ecuaciones lneales
eomo inegntas, que habri que resaler para hallur sus valores.

Aparte del trabajo que mplica a resluci de stos sistemas de -
cions, elos no permiten el empleo de Ios mitodos grificos para la de-
terminacibn de Yn despluzamientos debidos & las deformaciones virtua.
I, pues, com Io coelcientes de estas cuscione on, par o geners,
nimeros que diferen poco entro s, e require, como veremos mis ade.
Lante, trsbaiar con gran santidad de cifras sinificativs, cinco, acho o
mis segin los Gasos, que sl pueden desprciare l finalizar of proble-
i, para obtener Ja soucin con un grado de sprosimacidn do silo doe
o tres it

Por stas razones, o tata o evitar o sistemas d acuacones lineaes
aun cuando so requiera suprimie simultineamente varia incégnitas b
peresiticas, o que e consigue, erpleando los procedimintos que expon-
dreosen I terers parte de st obrs,

o sta incignia,

407, Aplicacion detprincipio de fos trabajos vicua s
— Subemos que cuando un sitem tione vineo-
1m0 o algunos de sus desplazamientos virtasles 20 300
revesibles 3 que para elo ol equilbrio puede subsistir cvsndo la suma
¢ 10 trakajos corruspondientes sen negativo
Aclaremes la aplicacién del priscpio de los trabajos virtusles para
estos casos tomando como efemplo de sistoms con vineulos unilaterles ol
ya dado en (377). Sea (fg.242) o puoto maerisl 4, ligado eon v
Punto fjo 0 mediante s kilo fleible o inestensitle 0. Apliquémsle
‘una fuerza P, que forme un dngulo ¢ con la dirccibn 04 del hilo y
busquenos cuiles son las condiconcs a que debo saisacer ssta i
Para que maatenga el punto 4 en equilibrio. Démosl al punto ua pri-
mer desplazamiento virtual § = 44" sobe I circuntereaia de rudio OA.
Como este desplazamiento Virtal e revesible, pucsto que ¢ posile
lesar o punto 4  la poieén opuesta 4”, deberd ser para. qus haya.
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No queremos terminar etas consideracions generslen s volver otra
ex & Mach, mencionando un liseo ejemplo con el que hace resalar 1a
economia de pensamiento que reporta a aplicacién del pricipio quo 108
ocupa. « En posesién de este princpio — dice— podremos dejar com-
pletament de cotado ol detalle del mecanismo de v miquina. Supon.
gamos que una méquina desconoed sea coocads e una caja cerrada do
18 que 1o salen sino dos brazos de palanca que sirven de punto de 3
cacibn a 1a potencia Py a Ia carga P, Obsersando los desplazanientas
simoltineos h y A do estos dos brsuh so deduiré, inmedistaments, 1a
condicién do equilibrio, Ph--PN =0, cusesquiera que sean aa dispo-
siciones del mecaniszo .

405, Apticacion el principio de osrabajos vituales 1 resalucitn
e sistemas isostiticon. — Los sstemas iscstiticos, chapas, eadeas cine-
miticas, o sistemas generales, pueden tener gran nimero de incigitas

estétion; as para cads chapa corresponden tantas como vicolos exter
208  internos 1 ligan con I Tierra o con el resto del sisema ¥, 5i &8
de reiculado, ademis, tantaa como barrss.

‘Précticamente, para proceder a su determinacitn mediante ol prineipio
e s trabaos virtunls lo barerucs considerando sucesivamente meca-
bismon de un grado de libertad, obtenides supriniendo una do dichas
condiviones de vaculo ¥ hacendo sctuar, en s reemplaz, 1a. reacidn
inciguit, externa o interaa, corresponicnte. Dando el faico dey
zamiento vietual de que es susceptible uno euaquiera de los sistemas
de un grado de libertad as obtenidos, llegaremos o una ecusiin do
trabaios vituales entre 14 cargas exteriores conbeidas y 1a reacién in-
coguita correspondiente ol mismo, cusidn que nos daré dinetamente
e valor.

Procedicndo andlogamente para cads uno de dichos sistems, oben-
aremos, pues, ccuacione andlogas con wna soa nctgoita cada una, que
o8 resalverin ol problema.

deTos trabajos vistvales para fa reso-
itemas hiperestiticos. —Si s trata de hallar las incégaitas
auperfluss do sistemas hiperetitco, ) procedimiento mis cémodo sria
también e que cabamos do exponer, s deir, l qe consstera en supri-
mir w30 8 uno los vineulos superflucs, reemplazindolos po Las rescciones
incépnitas correspondientes 3 obteniendo sistemas de wn solo desplaza-
miento virtual independiente, que nos conducirian & un sola ccuseibn
lineal de Ia incégnita respectia.

Pero, prictcamente, llo 5o serd posible por Io general, por cusnto
o desplazamient, o deformacion, vietual dl sistema resultante al reem.
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lbrio debe estarlo bin e exteios, o s, debe ssicidir con I pormal
externa o mismo en o punto 4

For ot parte, como cl punta A no tiene i que los dos desplaza
mienos virtuales independients & que ha sido sometid, el principio
A6 I trabajo vietuales 10 nos dari. muevas ecunciones. Bt nos dico
aue T condicones obtenidss son las necearia ¥ suficentes para. ol
equiibi, 3, por tant, como ellas nada nos sealan con respecio a I
intesidud de la fuersa P, diviida segin Ia normal exterir & la cireun-
ferencia en e punto 4, que dicha inensidad puede ser cunlqiera.

408, — Ya heros dicko que Tos vinculos 8 que s sujtan os sistemas
plance equivalentes & ls estructuras constractivas son siempre bilater-
1 0 que, por lo menos, e comportan com tales dentro el campo do
‘eriahilidad de Js cargas & que estin sometids

Un 1povo il comtrucivaments se ealisa con un caro de rodills,
que dl impide o desplazamintos normales & s plaso de deslizamien.
40 que etén dirgidos haca I Tiers. Los despluamientos normales do
direccin opuesta, dirgidos d Ia Tierra hacia ol sistema, no quedan fisi
s, e trta de n vineul wilsersl
Fuersas que actan sobe I ctructurs & que pertencce,
10 resulante e s que se transiten & diho caro de rodills, punea.
st diigia hacia arviba. Algunas e las fueras parcals de un sstema.
A cargas pusden transitire fusrias dirgidas desde I Tiera bcia 1a
estructura contructva, pero Jas estanes transmitisin. siempre otras
diigidas en sentido opuesto, que, l componerlas on las anterires, pre.
dominardn. Dentro de st crtrio poderos, pues, suponer <l 4piyo.
mril como saseptble e arginar resciancs parcile cn s dos snti
dos, sablendo que, par las cargas efectivas que actuarda sobr el sise.
1m0, 1a resultant toal de las acsones que originan & Jas mismas, ctark
irgida sempre hacia Ia Tiera, En ot forma sonsiderarencs, como 1o
emes venido hacendo, el oy il como n efectivo vienlo bilateral,
Jo que podremes efectuar con todo vigor, sicmpre que 5 cumplan s
limtaciones esipuladas, y eotendiendo aue, s para un determinado e
1ado efectins de cargas, e posible una acidn sobre ol apoyo dirigida
e Ia Tierra hcia ol sistema, 1o cilalo, fectuados en I bipétess
anteriores, pirden todo valr.

En algunss construeones, como, por elemple, en ciertos tipos do
puents Cantilever, 10s apoyos moviles deben ser sseeptibles de resistir,
en cerascircunstaneia, aecones efetivasen senido opest a I Tiera.
n esto caso se ecurre a lispositivs constructivos expecals para -
pedir Ios desplazamienton sin dicho sentido y of apeyo mévi resute,
entonees, un ineulo
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equilibia, mul 1a surma de los trabajos Viruale, e deie, dado que 1o
nien fuerza que sctia sobre el sistem. e I P, deberd verifcar que

Plsng -0,
expresién que, o siendo i P ni § nulas, nos exie que
n gm0
Vale doci, pues, que como primera condicitn de equlirio se deduce

que ol ingulo @ sea mul, 0 sea, que I uersa P tenga a misa direseidn
que el ilo 04,

Pongamos, pucs, diha fuerza P (fig. 2425) segin la direcion 04, ¥
demos 1 punto A wn mievo desplasamiento virtal 3 = 44, normal n
. circunferencia de radio 04, leviodlo & una posicén 4~ situada
denteo el sepacio encerrado- por 1a misma. Desde. que se trata, abora,
o un desplazamicnto irreverible puesto que Ia inextensibildad del il
o permite llear ol punto A a la posicitn A opuesta de la 4%, para
que baya cqulibrio slo se requeiri que Ia suma de lo trabajos i
tuale 50 sea positia, e desie, que

Przo

Abora bin, 5o sieudo s, i P i v, ol prine signo n0 es posile
> 1o snterior e reduce &

Pr<o,

e i, & esablece que P debe tener signo distinto de 1 3, como este
itimo st dirigido hacia of interior del cfreul, P para que baya equi-
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