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Prologo

El propésito de este libro es cubrir los tépicos algebraicos que, segin los
especialistas, son bidsicos en el actual desarrollo de la ciencia de la
compdtacién. '
Tiene su origen en la experiencia adquiri&a por los autores durante el
dictado del curso de Algebra en la Escuela Superior Latinoamericana de
Informitica, desde 1987 a 1990, y por la adquirida por L. Oubiiia en el curso
de Estructuras Algebraicas para alumnos de la Licenciatura en Informética de
la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional de La Plata. Lia
Oubiiia es responsable del texto teérico y Rubén Zucchello de los ejercicios.
Puede ser utilizado en parte o en su totalidad por estudiantes de informéitica
y también, como texto complementario, por estudiantes de mateméticé y de
otras disciplinas que requieran el conocimiento de nociones algebraicas
bésicas. '
Se suponen 'conocimie-nic}s previbs de Teoria de Conjuntos en forma intuitiva,
y los dados usualmente en un primer curso universitario de Algebra; se
requiere ademdés familiaridad con el razonamiento matemdtico.
Teniendo en cuenta las necesidades de los estudiantes y profesionales de in-
formitica se han introducido las estructuras algebraicas desde el punto de
vista del Algebra Universal, lo que distingue a este texto de los clésicos sobre
estructuras algebraicas. Partiendo del enfoque universal se estudian en
particular los semigrupos, monoides, grupos y anillos. |

I
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Los apartados de cada capitulo, en su mayoria, estin acompaiiados por varios
ejemplos cuya lectura cuidadosa se recomienda ya que permiten comprender
el significado de los conceptos abstractos. Incluyen ademds varios ejercicios
que se consideran una parte importante del texto.

El capitulo 1 se refiere a las relaciones sobre conjuntos, especialmente a las
binarias, sus representaciones por medio de digrafos y matrices booleanas,
composicién y propiedades.

El capitulo 2 trata las relaciones de orden, sus representaciones mediante
diagramas de Haase, los conceptos bésicos ligados a ellas (cadenas, elementos
minimales y maximales, primero y dltimo, supremo e fnfimo, etc.) que se
usardin a menudo en capitulos subsiguientes. Se definen ademéis los
morfismos de conjuntos ordenados o aplicaciones crecientes.

El capitulo 3 introduce las relaciones de equivalencia en un conjunto explici-
tando su vinculo con las particiones; los "enteros médulo p" constituyen uno
de los ejemplos méis importantes ente los presentados. Se da la nocién de
funcién compatible con dos relaciones de equivalencia; situacién que aparece
reiteradamente en distintas estructuras algebraicas.

Los capitulos 4 y 5 contienen, respectivamente, las definiciones de reticulados
y dalgebras de Boole como conjuntos ordenados y luego sus presentaciones
algebraicas, las subestructuras, productos y morfismos. Ademds el capitulo 4
contiene los semirreticulados y las propiedades bdsicas de los reticulados
distributivos y complementados. El capitulo 5 incluye también Ia

representacion de las dlgebras de Boole finitas.
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El capitulo 6 introduce la nocién de dlgebra desde el punto de vista del
Algebra Universal. Comienza aqui el estudio de los semigrupos, monoides,
grupos, anillos y semianillos como 4lgebras especiales, estudio que continiia
en los capitulos siguientes.

El capitulo 7 trata de las subdlgebras y morfismos en general. Especial
énfasis se da a las subilgebras generadas por un conjunto, en particular, se
tratan los semigrupos, monoides y grupos ciclicos. Se dan ademds los
teoremas tipo Cayley de representacién de semigrupos, monoides y grupos.
El capitulo 8 se refiere a las dlgebras cocientes y productos en general.
Comienza con el estudio general de congruencias en un 4lgebra y continda
con el estudio de las congruencias en semigrupos, grupos, anillos y 4lgebras
de Boole.

El capitulo 9 introduce las dlgebras libres, se estudian en particular los semi-
grupos, monoides y grupos libres. Se definen los términos y el dlgebra de los
términos y se prueba que esta tltima es un 4lgebra libre.

" Los autores expresan su agradecimiento a las autoridades y al personal de la
Escuela Superior Latinoamericana de Informética quienmes contribuyeron a
que en un 4mbito agradable y propicio fuera posible realizar la mayor parte
del trabajo que dio origen al presente texto. Agradecen a la Fundacién

Ciencias Exactas la oportunidad que ha brindado para su publicacién.

Lia Oubiifia
Rubén Zucchello
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Capitulo 1

Relaciones

En este capitulo se definen las relaciones n-arias y se tratan especialmente las
binarias. Se muestra como se representa una relacién binaria sobre un con-
junto finito por medio de una matriz de ceros y unos y por medio de un gra-
fo dirigido. Se definen la relacién producto y la composicién de relaciones
binarias. Se muestra el vinculo entre la composicién y el producto booleano

de matrices. Se definen las propiedades de las relaciones y la clausura transi-

tiva.
1.1. Producto cartesiano y relaciones.

1.1.1. Definicién. Sean Aj,.., Ap conjuntos. El productgy cartesiano de

Al,...,Apn, denotado A[x...XAp, es el conjunto de las n-uplas (a}....,an) tales

que ai €A, para todo i, i=1,....,n.
El elemento ai € Ai se denomina la i-ésima coordenada de (ajy..., ap).

Cuando Ai=A para todo i, entonces Ajx...XAp se denota A™.
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1.1.2. Definicién. Una relacién n-aria sobre Al,...,Ap es un subconjunto del
producto cartesiano Ax... XA,

Si R es una relacién n-aria sobre Af...,An se llama i-ésima proyeccién pj a
la aplicacién de R en Ai que a cada n-upla de R le asigna su i-ésima
coordenada. '

" Las relaciones 2-arias se llaman también binarias. Si R es una relacién binaria
sobre A, B, se dird también que R es una relacién de A en B y si A=B se dird
que R es una relacién en A o sobre A. o ‘

Si R es una relacién binaria de A en B y el par (a,b) €ER se dice que a esti R
. relacionado con b y se escribe también aRb. El dominio de R es el conjunto
de los elementos a de A tales que a estd R relacionado con b, para algin b de
B. Si X es un subconjunto de A, la imbgen. de X por R, denotada R(X), es el
conjunto de los elementos b de B tales que, para algin a de X, a estd
relacionado con b. En particular, la imagen de A por R, o R(A), se llama
simplemente imagen de R. Si X es un conjunto unitario, X= {x}, escribiremos |
R(x) en lugar de R({x}). El conjunto formado por los pares (b,a) tales que
(a,b)ER, denotado R‘l, es upa relacién biparia de B en A; 1lamada relacién

inversa de R.
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Ejemplos

1.1.3. La relacién identidad sobre A, denotada IA es el conjunto de los pares

(a,a) para todo a €A.

1.1.4. Sean A= {234,5},B= {2,6,78,12 } y R la relacién de A en B dada
por aRb si y s6lo si a divide a b. El dominio de R es { 2,34 } y la imagen
R(A)es { 268,12 }.

1.1.5. Sean A el conjunto de los alumnos de un curso, B el intervalo racional
[0,10] v R la relacién de A en B dada por : aRb si y sélo si a tiene promedio
b. El dominio de R es A y un mimero b pertenecé a R(A) si y s6lo si algiin
alumno del curso obtuvo promedio b.

1.1.6. Sean A el personal de una empresa, B el conjunto de los cargos que
existen en ella, C el conjunto de los nimeros racionales positivos y R la
relacién 3-aria sobre A,B,C dada por: (a,b,c) € R si y sélosi a tiene el cargo b
y percibe el sueldo c.

En lo sucesivo nos ocuparemos de ‘relaciones binarias. La palabra relacién
indicard una relacién binaria.
Las relaciones sobre conjuntos finitos se representan por medio de matrices

de ccros y unos y también por medic de grafos dirigidos. Sea R una relacién
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de A en B, se toman los elementos de A y de B en un orden determinado:

aj...ap y bl';..,bm respectivamente, se construye la matriz r de n filas y m

columnas en la siguiente forma: rjj=1si a; R bj y rjj= 0 en caso coatrario.

Se dird que r es una matriz de la relacién R.

Un grafo dirigido o digrafo Ges un par ordenado G = (V,E) donde V es un
., conjunto y E es un subconjunto de VxV, o sea una relacién en V. Los

”:el.‘ementos de V se llaman vértices y los de E se llaman arcos. Si € = (a,b)EE, |

se dice que a es el extremo inicial u origen de e y b el extremo final.

Usualmente sefeprcsentan los .elementos de V por puntos del plano y un

arco (a,b) por una flecha de a hacia b. '

Si R es una relacién de A en B se le asocia el digrafo G = (AUB, R).

"~ Ejemplo

1.1.7. En el ejemplo 1.1.4 la matriz r asociada con la relacién R es la

siguiente matriz de 4 x 5.

2 6 7 -8 12
2 1 1 0 1 1
3 0 1 0 0 1
4 0 0 0 1 |
5 0 0 0 0 0
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y el digrafo de la relacién Res el de la figura 1.

Fig. 1

Sea, para i=1,..., n, Rj una relacién de A; en B;. La relacién producto,
denotada Rjx ... XRp, es la relacién de Ajx ... XA, en Byx...xB, dada por:
(a1,...an) R1x...xRy (b},....bp) si y s6lo si, para todo i, i=1,...,n, a; R; b;.

Ejercicios

1.1.8. Sea A = {1,23,4,5,6}, dada la relacién R sobre A, en cada uno de los
siguientes casos encontrar la imagen R(A), una matriz de la relaci6n y el
digrafo de la misma.

a) aRb si y sélo si a=b,

b)aRbsiysélosia|b,
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c)aRbsiysélosia<b,

d) aRb si y sélo si a,b son coprimos.

1.1.9. En los siguientes-casos‘encontrar la imagen de la relacién R, una
matriz de R y el digrafo de R.

a) Sean A={0,1,2}, B={0,2,4} y la relacién R de A en B dada por aRb si y
s6lo si a.b €ANB.

b) Sean A=P({0,1}), B= P({0,1,2})-P({0}) vy R la relacién de A en B dada
por aRb si y sélo si a-b=J.

1.1.10. Sea R una relacién de A en B y sean EF dos subconjuntos de A tales

que E CF. Demostrar que R (E) CR(F).

1.2. Composicion de relaciones

1.2.1. Definicién. Sean R una relacién de A en B y S una relacién de B en C.
La composicién de Ry S, denotada RS, es la relacién de A en C definida por
aRSc si y sélo si existe b € B tal que aRb y bSc.

Se comprueba inmediatamente que si R,S y T son reiaciones de A en B, de B
en C y de C en D, respectivamente, entonces (RS)T = R (8T) (ejercicio 1.2.6),
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con lo cual escribiremos simplemente RST. Si R es una relacién en A,
pondremos R2 = RR, y en general, RR = R...R (n veces). De la definicién
resulta, por induccién sobre n, que aR™b si y sélo si existen x1,...Xp-1, €n A

tales que aR xjR...Rxn-1 Rb.

E jemplos.

1.2.2. Sean A un conjunto de alumnos, B un conjunto de preguntas y C el
intervalo [1,10]. Sea R la relacién de A en B dada por: aRb si y sélo si a
contestd correctamente 1a pregunta b y sea S la relacién de B en C: bSc si y
s6lo si ¢ es el puntaje asignado a la pregunta b. Entonces aRSc si y sélo si a

contestd correctamente una pregunta de ¢ puntos.

1.23. Sea A un conjunto y sean R y S las siguientes relaciones en el conjunto

v P(A), de todas las partes de A: XRY si y sélo si XNY = &, XSY si y sélo si
XUY = A. Entonces RS coincide con la relacién de inclusién; en efecto, si X
RS Z existe Y tal que XNY = Gy YUZ = A, con lo cual Y2A-Z, de donde,
X €Z. Reciprocamente, si X €Z, tomando como Y a A-Z se obtiene que X
RSZ

1.24. Sea R la relacién <en el conjunto Z de los nimeros enteros (es decir,

aRb si y s6lo si a<b). Entonces aR2c si ysblosia<c-1.
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La suma booleana en el conjunto {0,1} difiere de la suma ordinaria sélo en
que 1+1=1. El producto booleano en el mismo conjunto coincide con el
producto ordinario.
Si r y s son matrices de ceros y unos, r de m filas y n columnas y s de n filas
y p columnas, el producto booleano de r por s es la matriz rs, nxp, dada por

n

(1s);j = zl’ikskj

k=l

donde los signos de suma y producto representan la suma y el producto

booleanos respectivamente.

1.2.5. Teorema. Sean A,By C conjuntos finitos, R, S relaciones de A en B
y de B en C, respectivamente, y r, s matrices correspondientes. Entonces, el

producto booleano rs es una matriz de la composicion RS.

Demostracién. Sean A={al...am}, B={bl....bn} . C={c]....cp} ¥ T=RS.
Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes, lo que prueba el

enunciado.

aj Tcj
(3K (aj Rbg y bt Scj)
(A Cik=lysikj=1)
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(AR (rik sk =1
n

Efihshj'l

h=l

rs),‘jzl

Ejeréicios

1.2.6. a) Probar que la composicién de relaciones es asociativa, pero no es en

general conmutativa.
b) Establecer si en general la composicién de una relacién RC AxB, con R-

! es 1a identidad en A.

1.2.7. Dadas las siguientes relaciones en A= { 0,1,23 },
Rp = { (1,)); j=1+1 6 2j=1 }

Ry ={(ij);i=j+2},

hallar las composiciones R1R2,R2R}1,R1R2R}.

Construir matrices de Ry, de R y de las composiciones citadas.

1.2.8. Sean R,S,T relaciones en un conjunto A. Probar que si RC S, entonces
RTC STy TRC TS. '
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1.2.9. a) Dadas R= {(0,1),(1,2),(3.4)} , RS= {(1,3).(1,9).(3.3)} encontrar una
relacién S de minimo cardinal,
b) Establecer si, en general, dadas R y RS, la relacién S queda determinada de

manera tnica. Establecer si lo est4d cuando tiene cardinal minimo.

1.3. Propiedades de las relaciones.

1.3.1. Definicién. Sea R una relacién en un conjunto A. Entonces

R es reflexiva en A si, para todo a € A, aRa.

R es simétrica en A si, para todo par a,b de elementos de A, aRb implica bRa.
R es antisimétrica en A si, para todo par a,b de elementos de A, aRb y bRa
implica a=b.

R es rransitiva en A si para toda terna a,b,c de elementos de A, aRb y bRc

implica aRc.
Ejemplos

1.3.2. La relacién < entre nimeros naturales no es reflexiva, no es simétrica,

€s antisimétrica y es transitiva.
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1.33. La relacién " divide a" entre nmimeros naturales es reflexiva, no es

simétrica, es antisimétrica y es transitiva.

1.3.4. La relacién " es padre de" en un conjunto de personas tiene, en

general, solamente la propiedad antisimétrica.

1.3.5. La relacién de inclusién, entre las partes de un cbnjunto, es reflexiva,

antisimétrica y transitiva.

1.3.6. La relacién XRY si y sélo si XNY = J, entre las partes de un conjunto

dado, tiene, en general, solamente la propiedad simétrica.

1.3.7. La identidad, en un conjunto dado, tiene todas las propiedades
definidas en 1.3.1.

Sea R una relacién en un conjunto A. Entonces queda definida la sucesién de
las potencias de R (1.2): R=R1,R2,... ..RD,... y consecuentemente, la unién de
todas esas potencias, que es también una relacién en A. Pondremos:
R]1=U%p = 1 RL,



12 L. Oubiiia y R. Zucchello

1.3.8. Teorema. Sea R una relacién en un conjunto A. Entonces, [R] es una
relacion en A, transitiva, que contiene a R. Ademds, si S es una relacion en

A, transitiva, que contiene a R,' se tiene que [R]CS.

Demostracion. Sean a y b elementos de A tales que a[R]b y b[R]c. Luego,
existen enteros m y n tales que aR™Mb y bRR¢, con lo cual, existen x{,...Xm-1.
Y1---¥n-1,€n A, tales que ‘

aRxjR...Rxp.1Rb y bRy}R...Ryp-1Rc,

con lo cual aRM+0¢ Entonces a[R]c.

Sea ahora S una relacién transitiva tal que RCS y sea a[R]b.

Entonces, existen X{,...Xp en A tales que aRx iR...RXan, con lo cual,

también aSxS...SxpSb. Por ser S transitiva, resulta aSbh.
Luego [R]CS.

En vista del resultado precedente, la relacién [R] recibe el nombre de

clausura transitiva de R.
E jercicios
1.3.9. Sea X un conjunto no vacio, definir en P(X) una relacidn:

a) reflexiva y no-transitiva,

' b) no-reflexiva, simétrica y transitiva.’
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1.3.10. Establecer qué propiedades tienen las siguientes relaciones:

a) En el conjunto de los nimeros naturales, nRm si y s6lo si n.m >8.

b) En el conjunto P(S) de partes de un conjunto S, X R'Y si y sélo si XNY es
no vacio. ’

c) En el conjunto de los nimeros reales, rTs si y sélo si rss.

d) En el conjunto de los nimeros complejos, ZRw si y s6losi |z | <|w].

¢) En el conjunto P(E) de partes de un conjunto E,A RBsiysélosi AyB

se cortan propiamente ( es decir si ANB, A-B y B-A son no vacios).

1.3.11. Demostrar que una relacién simétrica no es antisimétrica si y sélo si

existen por lo menos un par de elementos distintos relacionados.

1.3.12. Sea p la propiedad: "aRb y cRb implica aRc" (dos elementos relacio-
nados con un tercero estin relacionados entre sf). Demostrar:
a) Si una relacién es simétrica y transitiva, entonces tiene la propiedad p .

b) Si una relacién es simétrica y tiene la propiedad p , entonces es transitiva.

1.3.13. Demostrar que si las relaciones R; , para todo i=1,...,n, son todas

reflexivas (respectivamente simétricas, antisimétricas, transitivas) entonces la

relacién producto Rix...xRp también es reflexiva (respectivamente simétrica,

antisimétrica, transitiva).
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1.3.14. Sea R una relacién en un conjunto A y sea B un subconjunto de A.
Se dice que B es un conjunto R-independiente si para iodo a,b €B, (a,b) no
pertenece a R.

a) Probar que todo subconjunto de un conjunto R-independiente es también
R-independiente.

b) Establecer si la interseccién o la unién de conjuntos R-independientes es
también R-independiente.

¢) Sea R una relacién en A tal que para todo a € A, (a,a) no pertenece a R.
Sea B un subconjunto R-independiente de A tal que no existe ningdn
subconjunto R-independiente de A que contenga propiamente a B.

Probar que para todo a € A-B se cumple que (a,b) € R o (b,a) € R, para
algin b €EB.



Capitulo 2

Relaciones de orden

En este capitulo se definen las relaciones de orden y de preorden, se muestra
como se representa una relacién de ordem sobre un conjunto finito por
medio de un diagrama de Hasse, se definen el orden producto y el orden
lexicogrifico, se da el vocabulario de las relaciones de orden y se definen los

morfismos e isomorfismos de conjuntos ordenados.

2.1. Preorden y orden

2.1.1. Definicién. Una relacién binaria sobre un conjunto A es un preorden

en A si es reflexiva y transitiva, y es un orden en A si es reflexiva, antisimé-

trica y transitiva.

Ejemplos

2.1.2. Sea A un conjunto de personas ¥y R la relacién en A dada por aRa“ si y

s6lo si la estatura de a es menor o igual que la estatura de a”, entonces R es un

15
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preorden en A. Si en A hay un par de personas con la misma estatura, R no

es un orden.

2.1.3. La relacién = usual entre los niumeros naturales, enteros, racionales,

reales, es un orden.

2.14. Si F es un conjunto de conjuntos, la inclusién es una relacién de

orden en F.

2.1.5. En un conjunto N de los nimeros naturales la relacién R dada por aRb

si y sélo si a divide a b, que se denotard a | b, es un orden.

Una relacién de orden se denotard generalmente con el simbolo <;sias by
a=Db,seescribiria<b.

Sea A un conjunto ordenado por =. Para a, b € A se dice que a cubre ab si
a>bynoexistectalquea>c>b.

Si A es.finito se representa el conjunto ordenado (A,<) con €l llamado
diagrama de Ha-sse, construido en la siguiente forma: si a > b se representan
a y b mediante puntos del plano, el representante de a por encima del repre-

sentante de b. Si a cubre a b se traza un segmento uniendo a y b.
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Ejemplo

2.1.6. Sea A = { 1,23,4,5,6,89,10 } con la relaci6bn " divide a". El diagrama

de Hasse de (A, |) se muestra en la fig. 2.

fig. 2
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SiR; es una relacién de orden en un conjunto A;, i=l,...,n, la relacién pro-

ducto Rix... Ry es un orden en Ajx... A, (ver 1.3.13.) que se llama orden

producto..
Sea ahora L la relacién sobre Ajx... XAy definida por :

(a1....ap) L (b1...by) si y s6lo si ai =bi para todo i, i=1,....n 6a;R; b; ,

siendo i el primer fndice tal que ai # bi .
La relacibn L es un orden sobre Aix..xAp que se llama producto

lexicogrdfico de Ry,...Ry.
Ejercicio

2.1.7. Sea R una relacién en un conjunto A y sea AA la diagonal del produc-
to cartesiano AXA. Demostrar que R es una relacién de orden en A si y sélo
si se veriﬁlcan las siguientes condiciones:

@RR=R,

() RNR1= 44
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2.2 Vocabulario de las relaciones de
orden.

Si R es una relacién de preorden (respectivamente de orden) la relacién R-1
es un preorden (respectivamente un orden) y se llama preorden opuesto (res-
pectivamente orden opuesto) a R.

Un conjunto ordenado es un par ( A,s) tal que s es una relacién de orden
sobre A. Muchas veces se dird que A es un conjunto ordenado sin mencionar
la relacién de orden.

Un subconjunto ordenado del conjunto ordenado (A,R) es un par (A",R")
donde A'CAyR =R N (A" x A”) (restriccién de R a A" ), se dice que A~
estd ordenado por el orden inducido por el de A.

Dos elementos x e y de un conjunto ordenado ( A,< ) se dicen comparables
si se verifica X =y oy = X, en caso contrario se dicen incomparables. Si
todos los elementos de A son dos a dos comparables entonces se dice que A
estd totalmente ordenado y que = es un orden total en A..

Sea ( A,=) un conjunto ordenado. Si a y b son elementos de A, el conjunto
{x€ A; as x=sb} sellama intervalo cerrado de extremos a y b y se
denota [a,b], el conjunto { XEA; a< x =b} se llama intervalo semiabierto a

izquierda y se denola (a,b] (en forma andloga se definen los intervalos
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semiabiertos a derecha ), y el conjunto { X€ A; a < x <b } se llama intervalo
abierto y se denota (a,b).

Un subconjunto C de A es una cadena en A si C, con el orden inducido por
el de A, esta totalmente ordenado.

Un elemento a € A es primer elemento de A si paratodo X € A,a =X,y un
elemento u de A es ultimo elemento de A si paratodo X E A, u=z= X.

Un elemento m de A es maximal (respectivamente minimal ) de A si no
existe X en A tal que X > m (resp. st nd existe x en A tal que X < m).

Sea X un subconjunto de A. Un elemento k de A es cota superior ( resp.
cota inferior ) de X en A si k 2 x (resp. si k =< x) para todo x € X Hl
supremo de X ( si es que existe) es el primer elemento del conjunto de las
cotas superiores de X en A y el infimo de X ( si es que existe) es el iltimo

elemento del conjunto de las cotas inferiores de X en A.
Ejemplos

2.2.1. Sea E un conjunto, (P(E),C) no es totalmente ordenado, el conjunto

vacio es el primer elemento y E es el dltimo. En el subconjunto ordenado
(PE) - {@},Q) los elementos minimales son los conjuntos unitarios. En

(P(E) - {E}.C) los elementos maximales son los conjuntos de la forma

E-{x},conx €E.
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2.22. Sea (N, | ) el conjunto de los niimeros naturales con el orden "divide
- a"ysea A ={0.234,68,12 }. Tomando sobre A el orden inducido por el de
( N’

son elementos minimales,

), tesulta que A no tiene primer elemento, su dltimo elemento es 0,2y 3

{2,4,8,0 } es una cadena contenida en A, 1 es el infimo de A en N.

2.2.3'{/§ea R el conjunto de los niimeros reales. La relacién de orden usual <
es un orden total, (R, = ) no tiene ni primer ni dltimo elementos.

La relacién producto en RxR no es un orden total, por ejemplo los pares
(2,3) y (4,1) son incomparables. El conjunto C = { (2,3) , (2,5), 3,6), (4,6) }
es una cadena en RxR.

En la Fig. 3 se muestra un subconjunto X de RxR y los conjuntos de sus
cotas superiores e inferiores. Los elementos de X son todos dos a dos
incomparables, X no tiene ni primer ni iltimo elemento y X tiene supremo s

e infimo i.
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Cotas Superiores

Fig. 3

Ejercicios

224 Sea A ={1,23,4,5,6,78 } ordenado por la relacién "divide a",

a) construir su diagrama de Hasse,

b) determinar los elementos maximales y los minimales de este conjunto
ordenado,

c) Determinar las cotas superiores y las cotas inferiores del subconjunto

C={2356).

2.2.5.Sea (P, <) un conjunto ordenado y sea S un conjunto cualquiera.
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Se define la relacién & en el conjunto F de todas las funciones de S en P,
por: f & gsiysélosif(s) s g(s), paratodos € 8.

Probar que (F.&) es un conjunto ordenado.

2.2.6. Sea (E,R) un conjunto ordenado y sean m un elemento maximal de E
y k una cota superior de un subconjunto B de E. Demostrar que si E se
ordena con la relacién opuesta a R, entonces m es minimal y k es una cota

inferior de B.

2.2.7. Sean Ej , Ep , E3 subconjuntos de cardinal tres de un conjunto X tales
que Ej NEj = {xo} para todo i, j distintos, 1s1i,j s 3, sean Eg = { xQ,X1, X2,
x3 }, donde xj €EEj, parai=1,23, yX=E] UE2 UE3 UE4.

Demostrar que no existe ningin orden = sobre X tal que cada Ej ,1= 1234,

sea un intervalo cerrado de ( X, s ).

2.2.8. Sean a, b elementos de un conjunto ordenado ( X , s ), b cubre a a si
a<bynoexistecEXtalquea<c<b.

En un conjunto ordenado finito sea a< b. Demostrar que existe una sucesién
a = XQ <X] ... <Xxp = b tal que xj cubre a xj.] ,paratodoi,i=1,..., 0

( Indicacién: induccién sobre el cardinal de { x; a<x <b} .)
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2.2.9. Sea ( E,s ) un conjunto ordenado y sea X CE. Demostrar que si un
elemento de X es cota superior de X, éste es un elemento maximal de X con
el orden inducido por el de E.

Establecer si vale el enunciado reciproco.

2.2.10. Sea Rj una relacién de orden en Ajparai=1,...,n.

a) Probar que la relacién producto Rjx ... xR, es un orden en AjxX ... XA, .
b) Reciprocamente, probar que si para todo i, i = 1,...,n A;j no es vacio, y la
relacién producto es un orden en A [X...XAj, , entonces Rj es un orden en A;,
para todo i.

¢) Sea L el producto lexicogréfico de R},...,Ry, . Probar que si para todo i,R;

es un orden total, entonces L es un orden total.

2.2.11.Sea Hj, i = 1,2, el diagrama de Hasse de un conjunto ordenado (A,
R)) y sea L el producto lexicogrifico de Ry, R2. Probar que el diagrama de
Hasse de L se obtiene de la siguiente forma:

1) Reemplazar cada vértice j de Hj por una copia Hip de Hp , obtenida cam-
biando cada vértice x de H2 por el par (j,x),

2) Si k cubre a j en el orden R} unir por un segmento todo par de vértices de

la forma (j.X), (k.y), donde x, y pertenecen a A32.
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2.2.12. Sea E un conjunto finito y sea F un subconjunto del conjunto de
partes de E. El par (E.,F ) es un antimatroide si F satisface las propiedades
siguientes:

(i) & pertenece a F,

(i) Si X es no vacio y X pertenece a F , entonces existe x € X tal que X-{x}
pertenece a F '

(iii) La unién de elementos de F pertenece a F .

Sea (E, = ) un conjunto ordenado, X CEes un ideal superior de (E,C) si pa-
ratodo x€ X, paratodoy €FE,y =X implicay € X.

Sea (E,C) ordenado y finito , sea F el conjunto de ideales superiores de

(E,©), probar que ( E,F) es un antimatroide.

2.3. Morfismos de conjuntos ordenados.

2.3.1. Definicién. Sean A y B conjuntos ordenados, las relaciones de orden se
denotan ambas con s aunque pueden ser distintas. Un morfismo de orden de
A en B es una aplicacién f de A en B tal que para todo par a,a” de elementos
de A, a s a” implica f (a) < f(a”). Los morfismos de conjuntos ordenados se

llaman también aplicaciones crecientes o mondétonas crecientes.
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Un isomorfismo de orden f de A en B es una aplicacién biyectiva f de A en B
tal que para todo par a, a” de elementos de A, se verifica que 2 s a”si y
solamente si f(a)<f(a”).

Se prueba ficilmente que si f es un isomorfismo de orden, entonces -1 tam-
bién lo es, (ejercicio (2.3.3.)).

Los conjuntos ordenados A y B son isomorfos si existe un isomorfismo (de
orden) de A en B. Se escribird A = B.

Sean A un conjunto, ( B, s ) un conjunto ordenado y f una biyeccién de A
en B. Se define en A la relacién R dada por : aRa” si y sélo si f(a) < f (a").
Resulta que R es un orden en A, llamado orden inducido por < f(a”). Resulta
que R es un orden en A, llamado orden inducido por < a través de f, y que f
es un isomorfismo de orden de (A,R) en ( B,< ). La demostracién queda pro-

puesta como ejercicio (2.3.4.)



Estructuras Algebraicas 27

E jemplo

2.3.2. La aplicacién f (n) = n” entre los conjuntos ordenados representados

por los siguientes diagramas de Hasse es creciente y biyectiva pero no €s un

isomorfismo:
1
2 3
0
Fig. 4

En cambio si f es una aplicacién de A en B creciente, biyectiva y ambos con-
juntos estdn totalmente ordenados, entonces f es un isomorfismo ( ejercicio
(2.3.5))).

1'o

3'0

2'o

0'o
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Ejercicios

2.3.3. Sea f un isomorfismo de orden de A en B, probar que f-1 también es

un isomorfismo de orden.

2.3.4. Sean A un conjunto, ( B,s ) un conjunto ordenado, f una biyeccién de
A en B y Rlarelacién en A dada por aRa” si y sdlo si f(a) s f(a”). Demostrar
que R es un orden en A y que f es un isomorfismo de orden de ( AR ) en
(B.s).

2.3.5. Sean A y B dos conjuntos totalmente ordenados y sea f de A en B una
biyeccion creciente. Demostrar que f es un isomorfismo de orden entre A y
B.

2.3.6. Sean A y B conjuntos ordenados, isomorfos entre si.

Demostrar:

a) A estd totalmente ordenado si y sélo si B lo esti.

b) a es primer elemento (resp. iltimo elemento) de A si y sélosif (a)es
primer (resp. dltimo) elemento de B. '

c) m es un elemento maximal (resp. minimal) en A si y sélo si f(m) es maxi-

mal (resp. minimal) en B.
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d) k es cota superior ( resp. inferior ) de X & A si y s6lo si f(k ) es cota su-

perior (resp. inferior) de B.
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Capitulo 3

Relaciones de equivalencia y
particiones

El concepto de relacién de equivalencia es de suma importancia para la mate-
mdtica y sus aplicaciones. En este capitulo se definen las relaciones de equi-
valencia y se da la nocién de conjunto cociente explicitando su vinculo con
las particiones. Se introducen las relaciones de equivalencia que permiten
definir los enteros m6dulos p y caracterizar las relaciones de preorden. Se da
finalmente la” nocién de funcién compatible con dos relaciones de
equivalencia, una en su dominio y otra en st codominio, lo que permite

introducir una funcién por el llamado " pasaje al cociente”.

3.1. Relaciones de equivalencia

3.1.1. Definicién. Una relacién binaria sobre um conjunto A es de

equivalencia en A si es reflexiva, simétrica y transitiva.

31
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En lo sucesivo designaremos frecuentemente a una relacién de equivalencia

con el signo ~.

Ejemplos

3.1.2. La relaci6n de paralelismo en el conjunto de las rectas del plaixo es de

equivalencia.

3.1.3. Se dice que un conjunto X es coordinable con un conjunto Y si existe
una biyeccién de X sobre Y. La relacién de coordinabilidad es de equiva-

lencia en cualquier conjunto de conjuntos.

3.1.4. Sea p un niimero entero. Se dice que un entero x es congruente modu-
lo p con un entero y si x-y es un miltiplo de p. La congruencia médulo p

es de equivalencia en el conjunto Z de los nimeros enteros.

3.1.5. Sea f una funcién de A en B. La relacién en A: aRa’ si y s6lo si f(a) =

f(a"), llamada asociada a f, es de equivalencia.

3.1.6. Sea S un preorden en un conjunto A ( 2.1.1. ). La relacién en A: aRa’
si y séOlo si aSa“ y a“"Sa es de equivalencia. La llamaremos asociada al preor-
den S.
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E jercicios

3.1.7. Establecer si alguna de las relaciones binarias definidas en ( 1.1.8.) es

una equivalencia.

3.1.8. Sea R una relacién reflexiva. Probar que R es una equivalencia si y

s6lo si RR=R y R=R"1.

3.19. Sea R una relacién reflexiva y transitiva, probar que R N R! es una

equivalencia.

3.1.10. Sean R y S equivalencias sobre un conjunto E, probar que R N S es

una equivalencia sobre E.

3.1.11. Sean K un cuerpo, K™ ¢l conjunto de matrices de m filas y n co-
lumnas a coeficientes en K y R la relacién en K*" dada por A R B si y s6lo
si B se obtiene aplicando un nimero finito de operaciones elementales sobre

las filas de A. Probar que R es una equivalencia.
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3.2. Conjunto cociente y particiones.

3.2.1. Definicién. Sean R una relacién de equivalencia en un conjuﬁto Ay
a € A. El conjunto R(a) = {b € A; aRb} se llama la clase de equivalencia de
a por R; cualquier elemento de R(a) se llama representante de esa clase. El
conjunto { R(a) ; a € A }, denotado A/R, es €l conjunto cociente de A por R.
La funci6én p de A en A/R que asigna a cada elemento de A su clase de equi-
valencia es la aplicacion canédnica de A en A/R

Denotaremos, cuando resulte conveniente, [a]R, o simplemente [a], si R estd
sobrentendida, a la clase de equivalencia, R(a), de a por R.

La aplicacién canénica de A en A/R es evidentemente suryectiva.

3.2.2. Definicién. Una particién de un conjunto A es un conjunto de partes

no vacias de A, disjuntas dos a dos y tales que su unién coincide con A.

Sea 7 una particién de A. Definimos sobre A la siguiente relacién R: aRb si y
s6lo si existe XEn tal que a,b € X. Es inmediato que R es reflexiva y simé-
trica. Para comprobar la transitividad, sean aRb y bRc. Entonces existen
XY € n tales que ab € X y bc € Y. Luego b € XNY, con lo cual debe
cumplirse X = Y.

Por lo tanto aRc. La relacién R es entonces de equivalencia ; la llamaremos

asociada a la particion =.
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3.23. Lema. Sea R una relacion de equivalencia en un conjunto A
Entonces para todo par a , b de elementos de A, R(a) = R(b) si y solo si aRb.
Demostracién. Supongamos R(a) = R(b) . Por ser R reflexiva b € R(b),
luego b € R(a), de donde aRb. S

Reciprocamente, supongamos aRb y sea z un elemento de R(a), es decir aRz
Por la simetria y la transitividad de R se tiene zRb, con lo cual bRz y, por lo
tanto, z € R(b). Entonces R(a) CR(b).

En la misma forma se prueba la inclusién inversa.

3.2.4. Teorema. Si R es una relacion de equivalencia sobre un conjunto A,
: entqnces-el conjunto cociente, A/R, es una particion de A.

Demostracién. Cada clase R(a) es no vacia puesto que a € R(a).

Si z € R(a) N R(b), resulta aRz y bRz, de donde se obtiene aRb.

Entonces, ‘por el lema precedente, R(a) = R(b). Puesto que cada elemento de -
A pertenece a su clase de equivalencia, 1a unién de todas las clases es el con-

junto A.

En el teorema siguiente EA designa“el conjunto de todas las relaciones de
equivalencia sobre un conjunto A y IlA el conjunto de todas las particiones
de A.
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3.2.5. Teorema La aplicacidn, que a cada relacion de equivalencia, R,
sobre un conjunto A le asigna el cociente A/R es una biyeccion de EZ sobre
17
Demostracién. Llamemos @ a la aplicacién del enunciado, es decir, para toda
relacién R € Ep , p(R) = A/R.

Supongamos que R y R” son relaciones de equivalencia en A tales que @(R) =
@(R"). Sean a y b elementos de A tales que aRb.

Puesto que R(a) € A/R = A/R’, existe z en A tal que R(a) = R'(2).

Como a € R(a), a € R(z), es decir, aR"z. Teniendo en cuenta que R(a) =
R(b), se obtiecne también bR"z, de donde, aR™D. En forma andloga se

demuestra que aR"d implica aRb, con lo cual, R = R". La aplicacién ¢ es
entonces inyectiva.
Resulta inmediatamente que @ es suryectiva, considerando, para una particién

n de A la relacién de equivalencia asociada.

Ejemplos

3.2.6. Si F es un conjunto de conjuntos finitos cada clase de equivalencia por
Ia relacién de coordinabilidad de 3.1.3. se compone de los conjuntos de F

que tienen el mismo nidmero de elementos.
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3.2.7. Enteros méduloes p. Como se menciond en 3.1.4. la relacibn en Z, a =
b (méd p) st y s6lo si a-b es un miltiplo de p, es de equivalencia, para todo
entero p.'Cada clase de equivalencia es un entero mddulo p . El conjunto
cociente serd denotado Zp. ‘

Puesto que evidentemente, la congruencia médulo p coincide con la
congruencia médulo -p, es suficiente considerar p 20. La congruencia -
médulo O es la igualdad en Z. Para pz1, Zp tiene exactamente p elementos:
las clases de O,...,p-1. En efecto, sia,b € {0,...,p-1},} a-b | <p, de donde, a y
b no son equivalentes. Dado z no pertencciente a { 0,...,p-1}, efectuando el
cocieante de z por p, se encuentran q ¥ r enteros, 0 = s p-1, tales que z = p.

g+r. Entonces z-r = p.q, con lo cual z = r (méd p).

3.2.8. Sean f una funcién de A en B y ~la relacién de equivalencia asociada
a f (3.1.5 ). Queda determinada una funcién f” de A/ ~ en B que asigna a la
clase [a] el elemento f(a), puesto que, si a'~ a, f(a) = f(a"). La funcién f” es

evidentemente inyectiva. .

3.2.9. Sean S un preorden en un conjunto A y ~ la relacién de equivalencia
asociada a S. Se tiene que si aSb,a ~a” y b ~b", entonces a’Sb”. Esto permite
definir una relacién < en A/ ~ poniendo: [als[b] si y sbio st aSb. Es ficil
comprobar que < es un orden, y que el preorden S queda caracterizado en la -

forma siguiente: aSb si y s6lo si p(a) = p(b). Reciprocamente, si f es una
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funcién de un conjunto A en un conjunto B, ordenado por =, la relacuSn S
en A dada por aSa“ si y sélo si f(a)s f(a”) es un preorden en A. Puede decirse
entonces que una relacién S en un conjunto A es un preorden, si y sélo si
~ existe un conjunto ordenado ( B,<) y una funcién f: A — B tales que aSb si

y sélo si f(a) < f(b).

Sean ® y =’ particiones de un conjunto A. Se dice que & refina a n” si, para
todo conjunto X perteneciente a 7 existe X°, perteneciente a % tal que
X €X’. Es evidente que esta relacién es reflexiva y transitiva. Veamos que es
también antisimétrica: Supongamos que =« refina a x°y que x” refina a . Si X
Em, existe X'En” tal que X €X’, y también, existe YEx tal que X'CY. Luego
X CY, de donde X=Y. Luego la relacién "refina a" es un orden en el
conjﬁnto ITA de todas las particiones de A.

3.2.10. Teorema. La aplicacion que a cada clase de equivalencia R sobre
un conjunto A le asigna el cociente A/R es un isomorfismo de EA. ordenado

por inclusion, sobre TIA, ordenado por refinamiento ( ver 3.2.5).

Demostracién. Sean R y R” relaciones de equivalencia tales que RCR”. Si b
€ R(a) entonces b € R’ (a), de donde, A/R refina a A/R’.

Reciprocamente, si A/R refina a A/R’y (a,b) € R, resulta que existe z € A tal
que R(a) = R(b)C R’(z), con lo cual, aR“z y bR"z, de donde, (a,b) € R".
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Entonces RCR".

Ejercicios

3.2.11. Sean R la relacién en ZxZ dada por (a,b) R(c,d) si y s6lo si a.d = b.c.
Probar que R es una equivalencia.
Por definici6n se 1lama niimero racional a cada clase de equivalencia segin R

de los elementos de ZxZ.

3.2.12. Sean R el conjunto de los nimeros reales y f la funcién de R en R

definida por:
3x,sixs -1

f(x)=49,si—-1<x=<2
X,si X>2

y sea S la equivalencia asociada con f. Encontrar las clases de equivalencia.
3.2.13. Sea f una funcién y A su dominio. Probar que para todo x € A, la

clase de equivalencia de x segin la relacién de equivalencia asociada con f es

-1 (f(x)).
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3.2.14. Sean R una equivalencia en un conjunto X y S una equivalencia en el
conjunto cociente X/R. Se define T en X por : xTy si y s6lo si R(x) S R(y).
a) Demostrar que T es una equivalencia en X, que contiene a S.

b) Expresar la clase de equivalencia por T de x €X en funcién de R y S.

3.3 Aplicaciones compatibles con
relaciones de equivalencia.

3.3.1. Definicién. Sean f una aplicacién de A en B, R una relacién de
equivalencia sobre A y S una relacién de equivalencia sobre B.

Se dice que f es compatible con Ry S si, para todo par a,a” de elementos de
A, aRa’ implica f(a) S f(2").

3.3.2. Teorema. Sean f una funcion de A en B, R una relacion de
equivalencia sobre A y S una relacion de equivalencia sobre B.

Entonces, f es compatible con R y S si y solo si existe una aplicacion g de
A/R en B/S tal que pB of = gopA .donde pA y pB designan las aplicaciones

candnicas de A en A/R y de B en B/S respectivamente.
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Demostracién. Si f es compatible con R y S queda bien definida la
aplicacién g de A/R en B'S que asigna a la clase R(a) la clase S(f(a)). Es
evidente que g cumple con las condiciones pedidas en el enunciado.
Reciprocamente, supongamos que existe g en esas condiciones. Si aRa’, pA(a)
=pa(@’) y puesto que g (pa(@)) = pB (f(a)) ¥ g (pa((a”)) = pB (f(@")), resulta
f@Sf@).

Si f es compatible con R y 8 , la aplicaci6én g del teorema precedente es
evidentemente tnica; la denotaremos {”. La igualdad f" o pAo = ppo f se

expresa también diciendo que ¢l diagrama siguiente es conmutativo.

A f B

L d

PA PB
[f]

B/S

Z

Fig. §
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3.3.3. Corolario. Sean f una funcién de A en B y R una relacion de
equivalencia sobre A. Entonces R es la relacion de equivalencia asociada a

f(3.1.5) si y sélo si existe una aplicacion g de A/R en B tal que f = gopy4 .

Demostracién. El enunciado resulta del teorema precedente teniendo en
cuenta que R es la relacién de equivalencia asociada a f si y s6lo si f es

compatible con R y con la identidad sobre B.

Ejercicios.

3.3.4. Sean E un conjunto , A una parte de E, f la aplicacién de P(E) en
P(E) dada por f(X) = XNA y R la equivalencia asociada con f.
Probar que existe una biyeccién de P(A) en P(E)/R.

3.3.5. Sean E y F dos conjuntos y f una funcién de E en F. Hallar un tercer
conjunto G, una suryeccién g de E en G y una inyeccién h de G en F tales

que el siguiente diagrama conmute:
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v

G

3.3.6. Sean E y F dos conjuntos y R la equivalencia en ExF asociada a la

proyeccién p1 de EXF en E. Encontrar las clases de equivalencia segin R y

una biyeccién de E en (ExF)/R.

3.3.7. Sean R, S equivalencias en los conjuntos E,F respectivamente.

a) Probar que RxS es una equivalencia en ExF. (ver (1.3.13)).

b) Demostrar que (RxS) (X,¥) = R(x) x S(¥).

¢) Si u y v son las aplicaciones canénicas de E en E/R y de F en F/S
respectivamente, demostrar que la extensién candnica uxv a los conjuntos
productos es compatible con RxS.

d) Demostrar que la aplicacién inducida por uxv por pasaje al cociente es
una biyeccién de (ExF)/RxS en (E/R)x(F/S).
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Capitulo 4

Reticulados

En este capitulo se introducen los conceptos y resultados de la teoria de
reticulados que desempeiian un rol importante en los capitulos siguientes. Se
introducen los reticulados como conjuntos ordenados, y luego se los presenta
desde el punto de vista algebraico. Se tratan someramente los reticulados
distributivos y los distributivos y complementados. Se dan definiciones y

ejemplos relativos a los reticulados atémicos y supatémicos.

4.1. Definicion y propiedades generales.

Sean ( A,s) un conjunto ordenado y a,b elementos de A. El conjunto de las
cotas superiores de {a,b} en (A,<) puede ser o no vacio; si 0o es vacfo puede
suceder que tenga o no primer elemento; si lo tiene, entonces es dnico y se lo
llama supremo en ( A,s) del conjunto {a,b}. En forma aniloga se define el

infimo en ( A,s ) de {a,b}, si es que existe.

45
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4.1.1. Definicién. Un reticulado es un conjunto ordenado ( L,s' ) tal que,
para todo par a,b, de elementos de L existen el supremo y el infimo de {a,b}
en(L,x<).
Denotaremos sup( L < ) {a,b} e inf( <) {a,b} al supremo y al infimo,
respectivamente, de {a,b} en (L,<). Si (L,<) estd sobreentendido se los
designard con avb y aab respectivamente.
Entonces a v b queda caracterizado por las propiedades siguientes:

asavb y bsavb
para todo s tal que ass y bss, se cumple avbss.
Similarmente, las propiedades que caracterizan aAb son:

aabsa y aabsb
para todo i tal que isa y isb, se cumple i<aab.

En particular, resulta que si asb entonces avb = by aab = a.
Ejemplos

4.1.1. Todo conjunto totalmente ordenado es un reticulado, siendo avb el

méximo entre ay b, y aab el minimo entre a y b.

4.1.2. Si E es un conjunto entonces el conjunto P(E) de las partes de E,

ordenado por inclusién, es un reticulado, siendo AvB = AUB y AAB = ANB.
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4.1.3. Como caso particular del ejemplo precedente se tiene que el conjunto

RA = P(AxA) de las relaciones binarias sobre un conjunto A, ordenado por

inclusién, es un reticulado.

4.1.4. El conjunto Ep de las relaciones de equivalencia sobre A, ordenado
por inclusién, es también un reticulado, con la diferencia de que, para las
relaciones de equivalencia R y R%, RvR” es la clausura transitiva de RUR’
(1.3.8) va que, en general, RUR" no es transitiva. Puesto que la interseccién

de relaciones de equivalencia es de equivalencia, RAR”=RMNR".

4.1.5. Si f es un isomorfismo de un conjunto ordenado (A,s) sobre (B,s) y si
(A,=) es un reticulado, es ficil verificar que (B,<) también es un reticulado y
que, para a,a'€A, f(ava®) = f(a) v f(a") y f(ana”) = f (a) A f(a"). Teniendo en
cuenta que (Ep,C)es isomorfo a T1A, ordenado por refinamiento (3.2.10),
resulta que TIIA es un reticulado tal que, si ¥ y ®" son particiones
correspondientes a las relaciones de equivalencia R y R’, respectivamente,

entonces Tvt’= A/[RUR"} y A" = A/RNR".

4.1.6. El conjunto (N,] ), de los niimeros naturales ordenado por la relacién
"divide a" (2.1.5) es un reticulado, siendo avb el minimo comin miltiplo de a

y b, y aab el méximo comin divisor de a y b.
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"4.1.7. El conjunto ordenado definido por el diagrama de Hasse de la figura
siguiente no es un reticulado. En efecto, el conjunto de las cotas superiores

de {23} es {4.5.1} pero este conjunto no tiene primer elemento.

Fig. 6

4.1.8. Una n-anticadena, para un ndmero natural nzl, es un cogjunto
ordenado formado por n elementos incomparables dos a dos, un primer

elemento y un iltimo elemento. Entonces, toda anticadena es um reticulado.

Denotaremos M, a una n-anticadena. La figura siguiente muestra el

diagrama de Hasse de M3.
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Fig .7

4.19. Una n-grilla , para un ndmero natural nzl, demotada Gp, es un
conjunto ordenado isomorfo al conjunto, ordenado por inclusién, de todos
los intervalos de {1,...,n} con el orden usual. Es inmediato comprobar que
Gp es un reticulado con primero y Gltimo elemento. El infimo de los
intervalos A y B es ANB; el supremo es AUB, siempre que AMNB sea no vacio.

La figura siguiente muestra el diagrama de Hasse de G3.
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Fig. 8

4.1.10. Un booleano de orden n, para un nimero natural nz1, denotado Bp,
es un reticulado isomorfo al conjunto de las partes de {1,...,n}, ordenado por

inclusién.

Sea (L.<) un reticulado. Es inmediato comprobar que si = denota el orden
opuesto de s, ('L, 2) es también un reticulado tal que sup (L) {a,b} = inf
(L,s){a.b} e inf (1) {a,b} = sup (L <) {a.b}.

Resulta entonces que de una propiedad vilida, en general, para todo
reticulado se obtiene una propiedad también vélida en general cambiando v
por A, A por vy =< por = Esta regla recibe el nombre de principio de

dualidad para reticulados.
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4.1.11. Teorema. Sea (L.<) un reticulado. Para toda terna ab,c, de
elementos de L, se cumplen las siguientes propiedades

1) Idempotencia : ava = a y ara=a

2) Conmutatividad : avb =bva y- aab = bara

3) Asociatividad : av(bvc) = (avbjve 'y aa(bAc) = (arb)ac

4) Absorcion : av(aab) = a y anrf(avb)=a.

Demostracién. Por el principio dé dualidad basta probar las propiedades
relativas al signo v. , |

Las propiedades de idempotencia y conmutatividad se deducen
inmediatamente de la definicién - de supremo. Para comprobar la
asociatividad veremos que av(bvc) y (avb)vc coinciden con sup{a,bc}. En
efecto, si z = av(bvc), entonces a<z y bvesz.

Puesto que bsbvc y csbvc, resulta que z es cota superior de {a,b,c}. Si z” es
cota superior de {abc} entonces asz’ y bvcsz”. Consecuentemente, zsz'.
Luego z= sup{a,b,.c}. Puesto que (avb)vc = cv(avb), resulta de lo que
antecede, (avb)vc = sup{a'b'c}.

Ya que asa y anbsa, de la definicién de supremo se obtiene, av(aab)sa y

consecuentemente 4).

Sean af...an elementos de un reticulado. Teniendo en cuenta la propiedad

asociativa de v y A, denotaremos ajv...vap (resp.aja...Aap) al elemento
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(...((apvap)vaz)v...)vap) (resp.(...((a1 Aa2)Aa3)A...)an). Es facil probar, por
induccién sobre n, que ajv...vay Yy ajA...Aan son el supremo y el infimo,
respectivamente, de {a|,...2n}. Luego, todo reticulado finito tiene primero y
iltimo elemento. De estas consideraciones surge también que en todo
reticulado existen el supremo y el infimo de todo subconjunto finito; no estd
asegurada en cambio la existencia de supremo e infimo para subconjuntos

infinitos.

4.1.12 Definicién. Un reticulado L es completo si, para todo subconjunto A
de L, existen el supremo y el infimo de A en L.

De la definicién surge que un reticulado completo debe temer primer y
dltimo elemento, y que ellos coinciden con el supremo y el infimo,

respectivamente, del conjunto vacio.

4.1.13. Teorema. Si L es un conjunto ordenado con iltimo elemento tal que,
para todo subconjunto A de L, no vacio, existe el infimo de A en L, entonces
para todo subconjunto A no vacio existe el supremo de A en L.

Demostracién. Sea A un subconjunto no vacfo de L. Puesto que L tiene
dltimo elemento, no es vacio el conjunto K de las cotas superiores de A.
Entonces existe k= inf_A. Si a es un elemento de A, asx, para todo x€K, con

lo cual a es una cota inferior de K.
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Luego, ask, de donde k€K. Puesto que k es la menor de las cotas superiores

de K, resulta k=supf A.

Dualmente, si un conjunto ordenado L tiene primer elemento y existe, para
todo subconjunto no vacio A de L, el supremo de A en L, entonces, para todo

subconjunto no vacio A de L, existe el infimo de A en L.
E jemplos.

4.1.14 Para todo conjunto E, (P(E),C) es un reticulado completo, siendo el
supremo y el infimo de un subconjunto A, no vacfo, de P(E), la unién y la

interseccién, respectivamente, de los conjuntos de A.s

4.1.15. El conjunto Pf(N), de las partes finitas de N, ordenado por inclusién,

no es un reticulado completo. Por ejemplo, el conjunto { {n}; nEN } no estd

acotado en Pf(N), con lo cual no admite supremo.

4.1.16 Para un conjunto A, el reticulado (E5,C), de las relaciones de equiva-
lencia sobre A, es un reticulado completo. En efecto, es facil ver que la inter-
seccién de un conjunto no vacio cualquiera de relaciones de equivalencia es
dc equivalencia. Luego (EA,C) estd en las condiciones del Teor. 4.1.13. El

supremo de un subconjunto X de EA es la clausura transitiva de la unién de
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los elementos de X. Utilizando el isomorfismo de orden entre este reticulado
y el de las particiones de A, ordenado por refinamiento, resulta (como en

4.1.4.) que este dltimo reticulado también es completo.

Veremos ahora que las propiedades 1),...,4 ) de 4.1.11 permiten dar una
definicién algebraica de un reticulado, interpretando v 'y A como

operaciones binarias sobre un conjunto.

4.1.17, Teorema. Sean L un conjunto y v, A operaciones binarias sobre L
(aplicaciortes de LxL en L) que satisfacen las propiedades de idempotencia,
conmutatividad, asociatividad y absorcion del Teor. 4..1.11. Definiendo en L
la relacidn asb por “avb = b", resulta que asb siy solo si arb = a y que

(L,=) es un reticulado tal que sup([, <) {a, b} = avb yinf(L <) {a.b} = gap.

Demostracién. Si avb = b, entonces aab = aa(avb). Por la propiedad de
absorcién, resulta anb=a. Similarmente de arb=a se deduce avb=b.

Puesto que ava = a, es a<a. Si asb y b=a se tiene avb=b y bva=a, y por la
propiedad conmutativa, a=b. Si asb y Bsc se tiene avb=b y bvc=c, entonces
avc=av(bvc)= (avb)vc=bvc=c, de donde a<c. Luego, = es una relacidn de
orden.

Por las propiedades asociativa y de idempotencia av(avb)=avb, de donde

asavb. Utilizando también la conmutatividad resulta bsavb. Si ¢ es una cota
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superior de {a,b} se tiene cv(avb)=(cva)vb=cvb=c, de donde, avb=c. Entonces

avb= sup(L <) {a,b}.
Teniendo en cuenta que, como se demostré mdis arriba, asb si y sélo si

aab=a, se obtiene similarmente que aab= inf(]_ <) {a,b}.

El teorema precedente permite definir un reticulado como una terna (L,v,A),
donde L es un conjunto y v, A son operaciones binarias sobre L cumpliendo
las propiedades 1),..., 4) del Teorema 4.1.11. En lo sucesivo nos referiremos
a un reticulado L, sobreentendiendo que L es el conjunto subyacente, = la

relacién de orden y v,A las dos operaciones binarias.

Ejercicios

4.1.18. Establecer si los siguientes diagramas de Hasse representan

reticulados.
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W OC

4.1.19. Sea {A}.A2} una biparticién de un conjunto ordenado A, tal que
existen inf A, inf A, inf A2 e inf { inf Ay, inf A2}. Demostrar que inf A =
inf{inf Ay, inf A2}.

4.1.20. Probar que en un reticulado L existen el fnfimo y el supremo de todo
subconjunto finito C.
(Indicacién: Para la existencia del infimo, induccién sobre el cardinal de C y

usar (+.1.19)). Andlogamente se prueba la existencia del supremo).

4.1.21. a) Demostrar que ¢l conjunto de todas las particiones de un conjunto

X con la relacién de refinamiento es un reticulado.
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b) Construir el reticulado de las particiones de un conjunto con cuatro

elementos.

4.1.22. Un grafo ( simple, finito, no-dirigido) es un par ordenado G=(V,E)
de dos conjuntos: un conjunto finito V de elementos llamados vértices y un
conjunto E C P3(V), cuyos elementos se llaman aristas.

Un grafo G'= (V",E") es un subgrafo de G si V" E” estén incluidosen V y en E
respectivamente.

Un camino en G es una sucesién alternada vg e} v] €2...vk-] ek Vi de
vértices vg,...,vk todos distintos y aristas €1,... ek tales que €; = {v;_], v;} para
i=1,..., k. Cada arista e se denota simplemente e=uv, en lugar de {u,v}.

Un subgrafo G” de G es una componente conexa de G si para todo par de
vértices en G”, existe un camino en G’que los une.

Un grafo G es bipartido si existe una biparticién {A,B} del conjunto V de
vértices tal que toda arista de E consta de un elemento de A y uno de B.

a) Sea X un conjunto y P= { X; ;i €l },Q={Y]:j €} } dos particiones de X.
Se define el grafo bipartido G = (AUB ,E)donde A = {ai;i€1},B={ bj; j
€J} y a;jbj es una arista de E si y s6lo si X; N1 Yj es no vacio.

Probar que cada elemento de PvQ es unién de los Xj y los Yj correspondien-
tes a los vértices de una componente conexa de G.

b) Dado {a,b,c.d.ef.g.h,i} y las particiones P= { {a,b},{c,d} {e.f},{g.h.i} } ¥

Q= { {af}.{bc},{de}.{g.h}.{i} }. encontrar PvQy PAQ.
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4.1.23. a) Sea V un espacio vectorial y sea S ¢l conjunto de los subespacios
de V.81 S, TES, sean SVT = S+T ¥ SAT = SNT. Demostrar que (Sv,A) es
un reticulado. ‘

b) Describa el reticulado que se obtiene cuando V = RZ.

4.1.24. Sean A = {2,3,4,6,9,12,18,36} y las operaciones v y A definidas por
avb = mcm {a,b} yaanb= 'mx’n{a,b} respecto al orden usual.

Mostrar que (A, v, A) no es un reticulado.

4.2, Subreticulados y productos.

4.2.1. Definicién. Sean L un reticulado y S un subconjunto no vacfo de L, tal
que, para todo par a,b de elementos de S, avb y aab pertenecen a S. Entonces,
se dice que S, con las operaciones v y A restringidas a S, es un subreticulado

de L.

1.2.2. Teorema. Un subreticulado S de un reticulado L es un reticulado,
considerando sobre S el orden inducido por el de L.
Demostracién. Las operaciones v y A de L, restringidas a S satisfacen

evidentemente las propiedades 1),...,4) dcl Teor. 4.1.11. Entonces, S es un
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reticulado con el orden definido por asb si y s6lo si avb = b, que es el orden

inducido por el de L.

423. Teorema La interseccion de una familia de subreticulados de un
reticulado L es un subreticulado de L.

Demostracién. Sea S una familia de subreticulados de L. Si a y b pertenecen
a la interseccién de los elementos de S, para todo SES , ab € S, de donde

avb,aab € S. Luego avb y aab estdn en la interseccién de los elementos de

S.

El teorema precedente permite formular la siguiente

4.2.4. Definicién. Sea E un subconjunto de un reticulado L. El subreticulado
de L engendrado , o generado, por E es la interseccién de todos los subreti-

culados de L que contienen al conjunto E.
Denotaremos [E]], o simplemente [E], si L estd sobreentendido, al subreticu-

lado de L engendrado por E. Es evidente que [E] es el menor subreticulado

de L, en el sentido de la inclusién, que contiene a E.
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E jemplos.

425 Si as<b en un reticulado L, entonces el intervalo [a,b] es un

subreticulado de L.
4.2.6. La figura 9 a) muestra el diagrama de Hasse del reticulado de los

divisores de 12, con el orden "divide a". La figura 9 b) muestra el

subreticulado engendrado por {3,4}.

12

12

Fig. 9
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Sean L y L” reticulados. ( Las operaciones binarias se denotan en L y en L
con los signos v y A, aunque puedan ser distintas). Definimos sobre LxL” las
siguientes operaciones binarias: (a,a”) v (b,b”) = (avb,a’vb") y (a,a”) A (b,b) =
(aab,a’ab”). Es fécil probar que estas dos operaciones satisfacen las propieda-
des de 4.1.11, con lo cual, (LxL", v,A) es un reticulado llamado producto de

LyL~

427 T éorema. El reticulado producto, LxL", estd ordenado con el orden
producto del orden de L y del orden de L.

Demostracion. (a,a”) < (b,b”) en LxL" st y sélo si (a,a”) v (b,b) = (b,b"), lo
que equivale a "avb=b ya” vb"=b"™, que es equivalente a "asb y a’sb™.

Ejercicios

4.2.8. Sea A un conjunto no vacfo. Mostrar que el conjunto QA de todos los
predrdenes sobre A, ordemado por inclusién, es un reticulado que tiene

primer y tltimo elementos.

4.2.9. a) Probar que la interseccién de dos intervalos cerrados de un reticula-
do es un intervalo cerrado o es el conjunto vacio.

b) Probar que en un reticulado todo intervalo cerrado es un subreticulado.
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4.2.10. Sean A, B conjuntos y f una funcién de A en B. Demostrar que el
conjunto de iméigenes f(S) de subconjuntos SC A es un subreticulado de

(P(A), U, N).

4.2.11. a) Demostrar que el conjunto I de ideales superiores de un conjunto
ordenado vy finito (E,s), es un subreticulado del reticulado ( P@E), U, N).
b) Demostrar que si I € 7, | es no vacfo, entonces existe un elemento x €1 tal

que I{x} también pertenece a I.

4.3. Morfismos de reticulados.

4.3.1. Definicién. Sean L y L’ reticulados. Un morfismo de reticulados de L
en L es una funcién f: L—L” tal que, para todo par a,b de elementos de L,
f(avb) = f(a)vf(b) y f(aab) = f(a)af (b).

Un monomorfismo es un morfismo inyectivo, un epimorfismo €s un

morfismo suryectivo, y un isomorfismo es un morfismo biyectivo.

4.3.2. Teorema. Si f es un isomorfismo de L en L~ entonces la aplicacion
inversa f-1 es un isomorfismo de L’ en L.
Demostracién. Sean a°, b€ L’. Entonces f(f-1(a’vb?)) = a’vb". Por otra parte,

puesto que f es un morfismo, se tiene,



Estructuras Algebraicas 63

f 1(a’) v f‘l(b')) =f (f'l(a’)) vf (f‘l(b‘ )) = a’vb”. Comparando esta igual-
dad con la precedente y teniendo en cuenta que f es inyectiva, resulta,
f-1@avb) = 1@ v - 1(v"). En la misma forma se demuestra que f-1@@’ab)
=1 a F1®).

Observacién. Si f es un morfismo de reticulados de L. en L~ resulta que f es
un morfismo de orden. En efecto, si a,b € L y asb, se tiene b = avb, de
donde, f(b) = f(avb) = f(a)v f (b), con lo cual f(a) <f (b). El ejemplo
siguiente muestra que la reciproca no es cierta en general: Sean L y L” los
reticulados que muestran las figixras 10 a) y 10b) respectivamente y f la
aplicacién de L en L” dada por f(x) = x". Es claro que  es un morfismo de

orden pero no lo es de reticulados ya que f(bve) = fid) =d" y f(b) v f(c) = ¢”.
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Ejemplos.

4.3.3. M1xMj es isomorfo al reticulado de los divisores de 36 con el orden
"divide a". ,

4.3.4. By, es isomorfo a (B1)” = B1x... xBj, n veces, por medio de la funcién
que asigna al conjunto A€ P ({1,...,n}) Ia n-upla (aj,... ap), , definida por

"aj=1sii€ A, y ai =0 en caso contrario”.

43.5. Sean U y V conjuntos disjuntos. Entonces la aplicacién de P (uuv)
en P (U) XP (V) que asigna a Z el par (ZNU,ZNV) es un isomorfismo del
primer conjunto, ordenado por inclusién, en el segundo, ordenado con el

orden producto de la inclusién por la inclusién. ‘
Ejercicios.
4.3.6. Encontrar todos los reticulados no isomorfos de cuatro elementos.

4.3.7. Probar que si L] y L2 son cadenas entonces todo morfismo de orden

de L] en L2 es un morfismo de reticulados.

. 4.3.8. Sean 1.1 y L2 reticulados Y M (Li, L2) el conjunto de los morfismos
de orden de Lj en L>.
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Sean f,g € M(L1 L2), se definen las funciones fvg y fAg por las siguientes
igualdades:

(fvg)(x) = f(x) v g(x)

(fAg)x) = f(x) A g(X), para todo x € L1.

a) Probar que fvg y fag pertenecen a M (L} ,L2), .

b) Probar que M (Lj ,L2) con las operaciones definidas arriba es un

reticulado.

4.3.9. Sea n un nimero patural, n=1,sean = P ..... pk"‘ su descomposicién
en factores primos.

Sea Cr+1 el intervalo natural [0, r] con el orden usual, donde

r = mix{r],..xt}. Sea L el reticulado (Cr+1)k. '
Probar que existe un monomorfismo de reticulados del reticulado (D,]) de

los divisores de n en el reticulado L.

4.3.10. Sea L un reticulado. Para todo a € L se define el conjunto X, ={x€
L; x=a}. Sea L el conjunto de los Xz ,conela € L. . .
a) Mostrar que XoUXp , cona,b € L, no pertenece en general a L .

b) Probar qﬁe L ordenado pdr inclusién, es un reticulado.

c) Probar que L y L son reticulados isomorfos.
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4.4. Semirreticulados.

4.4.1. Definicién. Un semirreticulado superior (resp. inferior) es un conjunto
ordenado (L,<) tal que, para todo par a,b, de elementos de L existe el

supremo (resp. el infimo) de {a,b} en L.
E jemplos

4.4.2. El diagrama de Hasse de la figura 11 muestra un semireticulado

superior.

Fig. 11
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+4.3. El conjunto Oy de las relaciones de orden sobre un conjunto A,
ordenado por inclusidn, es un semirreticulado inferior, puesto que la inter-
seccién de relaciones de orden es de orden. En cambio no es, en general, un
semirreticulado superior.

Por ejemplo, si R es una relacidn de orden que tiene un par (a,b) con a = b,

{RR"1} no tiene supremo en Oy

Segin se vio en el Teor. 4.1.11 las operaciones v en un semirreticulado
superior y A en un semirreticulado inferior son idempotentes, conmutativas y
asociativas y la relacién de orden queda expresada por avb = b, en el primer
caso, v por aanb = a en el segundo. De la demostracién del Teor. 4.1.11

resulta el siguiente.

444, Teorema. Sean L un conjunto y . una operacién binaria en L
idempotente, conmutativa y asociativa. Entonces las relaciones as<b si y sélo
siab=>byaxb siysolosiab = asonrelaciones de orden opuestas.
Ademds, (L,s) es un semirreticulado superior tal que a.b = sup ([ <) {a,b}y

consecuentemente (L.x) es un semirreticulado inferior tal que a.b = inf (] )

{a,b}.
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En vista del resultado precedente puede definirse un semirreticulado como
un par (L,.), donde L es un conjunto y . es una operacién binaria en L idem-
potente, conmutativa y asociativa.

El semirreticulado serd superior si se define el orden por la relacién ab=">b y

seré inferior si se lo define por medio de a.b = a.

Ejercicios

4.4.5. Establecer cudles de los diagramas del ejercicio (4.1.18) son

semirreticulados.

+.4.6. Encontrar todos los semirreticulados inferiores no isomorfos con

cuatro elementos.

++4.7. Sea R una relacién sobre un conjunto A y sea I el conjunto formado
por los subconjuntos de A que son R-independientes.
Establecer si (1,C) es un reticulado, en caso que no sea establecer si es un

semirreticulado inferior o superior.

4.4.8. Probar que si L. es un semirreticulado inferior finito y con iltimo

elemento, entonces L es un reticulado.
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4.4.9. Probar que en un reticulado finito, los intervalos cerrados juntamente

con el conjunto vacfo, forman un reticulado con la relacién de inclusién.

(Indicacién : Usar (4.2.9) y (4.4.8)).

4.5. Reticulados distributivos.

4.5.1. Definiciéon. Un reticulado L es distributivo si, para toda terna a,b,c de
elementos de L, valen las dos propiedades siguientes.
1) distributividad de v con respecto a A: a v (bac) = (avb) A (avc),

2) distributividad de A con respecto a v: a A (bvc) = (aab) v (aac).

Observaciones. 1) Una de las propiedades 1) o 2), de la deﬁniciéﬁ
precedente, implica la otra. En efecto, supongamos que vale 1), entonces
(aab) v(aac) = (av(anc)) a(bv(aac)) que es igual, por absorcion y

1), a aa((bva)a(bvc)). Por asociatividad, conmutatividad y absorcién, se
obtiene finalmente aa(bvc). En forma andloga se prueba que 2) implica 1).
2) En todo reticulado vale la "distributividad débil" siguiente

av(bac) s(avb)a(ave).
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En efecto, asavb y a<avc. Luego as(évb)/\(a\'c). También bacsbs=avd y
bac=c=avc, con lo cual bac=(avb)a(anac). Por ser el supremo la menor de las

cotas superiores, resulta lo afirmado.

Aplicando el principio de dualidad, resulta valida, para todo reticulado, la
propiedad siguiente

(aab)v(aac) = ana(bvc).

E jemplos.
4.5.2. Los reticulados de la forma (P(A),C) son distributivos.

4.5.3. Por las propiedades del minimo comin miltiplo y del mdximo comin
divisor entre dos nimeros naturales resulta que el conjunto de nimeros

naturales, ordenado por la relacién "divide a" es un reticulado distributivo.

4.5.4. Los conjuntos totalmente ordenados son reticulados distributivos.

4.5.5. Las anticadenas My (#.1.8.), para n23, no son distributivas. En efecto,
st a,b,c son elementos incomparables dos a dos, O es ¢l primer elemento y 1 el

iltimo, se tiene av(bac) = av0 = a, mientras que (avb)a(avc) = 1Al = 1.
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4.5.6. Las grillas Gy, para n=3, no son distributivas. La figura siguiente lo

muestra para G3

ba(avc) = bal = b, mientras que (baa) v (bAé) =0v0=0.
Fig . 12

4.5.7. El reticulado que muestra la figura siguiente no es distributivo

1
C
a b
O

ca(avb) = cal = ¢, mientras que (cAa) v (cAb) = avo=a
Fig 13
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Es inmediato que el reticulado opuesto de un reticulado distributivo es
también distributivo y que todo subreticulado de un reticulado distributivo es

distributivo. También, el producto de reticulados distributivos es distributivo.

4.5.8. Teorema. Sea L un reticulado distributivo. Entonces, para toda terna
a,b,c, de elementos de L, las igualdades "avc = bve" y "aac = bac" implican

Na — bll.

Demostracion. Por la propiedad de absorcidn, a= av(aac): empleando una de
las igualdades de enunciado, av(aac) = av(bac), que es igual, por la
propiedad distributiva, a (avb)a(avc).

Empleando las igualdades del enunciado, distributividad y absorcién, resulta

(avb)a(avc) = (avb)a(bvc) = (aac)vb = (bac)vb = b.

4.5.9. Definicién. Un reticulado con cero es un reticulado que tiene primer
elemento, denotado habitualmente 0. Un reticulado con uno es un

reticulado que tiene dltimo elemento, denotado habitualmente 1.

4.5.10. Definicion. Sean L un reticulado con 0 y 1 y a un elemento de L. Un

elemento b de L es un compliemento, o es complementario, de a st avb = 1 y
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anb = 0. Se dice que L es complementado si todo elemento de L tiene
complemento.

Es claro que si b es complementario de a, entonces a es complementario de b:
diremos simplemente que a y b son complementarios, luego 0 y 1 son
complementarios. Entonces, si a y b son complementarios en L, también lo
son en el dual de L. Luego si L es complementado, su reticulado dual es
complementado. '

También resulta inmediatamente que el producto de dos reticulados

complementados es complementado.
E jemplos.

4.5.11. En M, con n=z3, todo elemento distinto de 0 y 1 tiene mis de un

complemento.

45.12. En P(A), ordenado por inclusién, cada elemento X tiene un tnico

complemento, a saber, A-X.

4.5.13. En la grilla G3 de la figura 12, a y ¢ son complementarios ¥ b no

tiene complemento.
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4.5.14. Teorema. En un reticulado distributivo con 0 y I cada elemento

tiene a lo sumo un complemento.

Demostracién. Si b y ¢ son complementarios de a, se tiene, avh=avc =1y

aab = anc = 0. Por aplicacién del Teor. 4.5.8 resulta b = c.
Ejercicios

4.5.15. Probar que en un reticulado distributivo L el conjunto de elementos

que tienen complemento es un subreticulado de L.

4.3.16. Sean L un reticulado distributivo, M (L,L) el conjunto de morfismos
de orden de L en L y a un elemento de L,

a) Probar que la funcién f; de L en L, definida por fg(X)=aAx es un morfis-
mo de reticulados,

b) Demostrar que el conjunto M= {f; ; a € L} es un reticulado distributivo,

subreticulado de M (I.1.).

4.5.17. Sea f un epimorfismo de reticulados del reticulado L en el reticulado
L". Demostrar que si L tiene O y 1, entonces f(0) y {(1) son primer y wltimo

elemento respectivamente de L”.
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+.5.18. Mostrar que un subreticulado de un reticulado complementado no es

necesariamente complementado.

4.5.19. Sea { un epimorfismo de reticulados del reticulado L en el reticulado

L. Demostrar que si L. es complementado entonces L” también lo es.

4.5.20. Un reticulado L se llama modular si para todo x,y,z € L se verifica
que x27 implica XA(yvz) = (XAy)vzZ.

Probar que si L es un reticulado modular y b, ¢ son elementos comparables
de L, entonces:

anb =aac y avb=avc implicab=c.

4.5.21. Sean a y b dos elementos de un reticulado L, se dice que dos
elementos X, y € L son complementarios relativos respecto del intervalo {a,b]
de L, si xvy = by xay=a.

Probar que si L es un reticulado modular, x e y son complementarios en L y
a =X = b, entonces el complemento relativo de X respecto de [a,b] es el ele-
mento

Z = ba(yva)
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4.6. Reticulados distributivos y
complementados.

En el siguiente teorema se designa con a” al complemento del elemento a de
un reticulado distributivo, con 0 y 1 y complementado (el complemento es
inico por el

Teor. 4.5.14)

4.6.1. Teorema. Sean a y b elementos de un reticulado distributivo, con 0 'y
1 y complementado. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
a) Lev de involucidn : (a”)’= a

b) Leves de De Morgan : (avb)’= a’A b’y (anb)"= a’vb"

c)a sbsiysolosianb” = 0( o equivalentemente, avb” = 1 ).

Demostracién. La ley de involucién es inmediata por la definicién de
complemento. En cuanto a las leyes de De Morgan, se tiene, por aplicacién
de las propiedades distributivas y conmutativas y asociativas,

(avb) v (a"Ab") = (avbva’) A (avbvb) = ( bvl) A (avl) = 1,

(avb) A (@a"Ab") = (ara’ab?) v (baa’a b)) = (0AD") v (0Aa") = 0,
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lo que demuestra la primera igualdad. En cuanto a la segunda, aplicando la
primera igualdad y la ley de involucién, resulta (a’vb”)’= aab, de donde, por
12 ley de involucién, a’vb” = (aab)”.

En cuanto a ¢) si asb, aab = a, de donde se obtiene,

anb’= (anb)ab’= aa(babd”) = anl = 0.

Reciprocamente, si aab” = 0, resulta avb = (avb) A (bvb”) = (aab”)vb = b con
lo cual a< b.

4.7. Atomos y coatomos

4.7.1. Definicién. Sea L un reticulado con O y 1. Un 4tomo de L, si es que
existe, es un elemento minimal de L-{0} y un codtomo de L, si es que existe,
es un elemento maximal de L-{1},

Es evidente que todo reticulado finito tiene dtomo y codtomos.
Ejemplos

47.2. En ( P(E),Q) los 4tomos son los conjuntos unitarios y los codtomos
son de la forma E-{x}, con x € E. En particular, si E es un conjunto unitario,
el reticulado tiene a 0 y 1 como tnicos elementos ¥ O es un codtomo y 1 es

un atomo.
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4.73. El intervalo real [0,1], con el orden usual, no tiene itomos ni

codtomos.

4.74. En Mj el dnico elemento distinto de O y de 1 es a la vez dtomo y

coidtomo.

4.7.5. El reticulado (N, | ) no tiene codtomos (dado n € N, n | 2n) y los

itomos son los nimeros primos.

4.7.6. Definicién. Un reticulado L es arémico si, para todo elemento x de L,

existe un dtomo a de L tal que asx.

4.7.7. Teorema. Todo reticulado finito es atomico.

Demostracién. Sea x un elemento de un reticulado finito L.

Si X es un 4tomo ponemos a = X. Si " no lo es, definimos una sucesién
X1,....Xp,... de elementos de L como sigue: X1 = X, supuesto definido xp,
para nzl, si X5 no es un 4tomo, tomamos COmo X;4+]1 un elemento de L
menor estrictamente que Xy. Puesto que L es finito se obtendrd un dtomo a

en Ja sucesién que, evidentemente, €s menor que x.



80 [.. Cubiiia v R. Zucchello

4.7.8. Definicién. Un reticulado L es supatémico si cada elemento X de L es
el supremo del conjunto de los dtomos a de L tales que asx.

Para cada elemento x de L denotaremos A(x) al conjunto de los dtomos a de
L tales que a<x. Entonces, L es supatdmico si y sdlo si, para todo x € L, x =
supl, A(X).

Puesto que A(0) = <, se verifica que O= supp, A(0).

Ejemplos

4.79. Para todo conjunto E, (P(E),C) es supatémico. También son

supatdmicos las anticadenas Mk y las grillas Gk, para todo k=2.

4.7.10. Las cadenas finitas con mds de dos elementos no son supatdmicas.
En efecto, si O< a =1 es una cadena con tres elementos, A(1)= {a}, con lo cual

sup A(l) es distinto de 1.

4+.7.11. El reticulado (N, | ) no es supatdémico. Por ejemplo, A (12) = {23},
con lo cual sup A (12) =6

1.7.12. El reticulado cuyo diagrama de Hasse muestra la figura siguiente no
es supatémico. En efecto, la condicidn pedida no se cumple para los

elementos d,e y 1.
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1
d P
c
a b
0
Fig. 14

Ejercicios.

4.7.13. Sea L un reticulado atémico y tal que todo elemento de L. posee un
Unico complemento. Sean X, y € L tales que X > y. Probar que existe en L

un atomo a tal que asx ,any = 0.

4.7.14. Sea L un reticulado atémico, tal que todo elemento de 1. ticme un

tnico complemento.

Probar que el complemerto de un dtomo es un codtomo.
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Capitulo 5
Algebras de Boole

En este capitulo se introducen las algebras de Boole como reticulados
distributivos, complementados, con primer y ultimo elemento (ambos
distintos). Se las examina desde el punto de vista algebraico y se dan las
nociones de subélgebra, producto y morfismo. Finalmente se demuestra que

toda 4lgebra de Boole finita es isomorfa al dlgebra de un conjunto de partes.

5.1. Definicién y propiedades
elementales.

5.1.1. Definicién. Un dlgebra de Boole es un reticulado con O y 1, tal que O

cs distinto de 1, distributivo y complementado.

Si B es un algebra de Boole, cada elemento b de B tiene un tunico

complemento b” (ver 4.5.14). Luego la asignaciéon b — b” define una

83
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funcién de B en B, u operacién unaria sobre B. Como corolario del Teor.

4.1.17 y de la definicién 5.1.1, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema. Sean B un conjunto, v 'y A operaciones binarias sobre B, una
operacion unaria sobre By 0, I elementos distintos de B.

Si las dos operaciones binarias satisfacen las propiedades de 4.1.11 y las
leyes dz;stributivas de 4.5.1 y, ademds, se cumplen las  propiedades
siguientes, para todo a &€ B.

av0=a yavl=a

ava’=1yaaa" =0,

entonces B ordenado por la relacion asb si y sélo si avb = b ( o
equivalentemente, arb = a) es un dlgebra de Boole tal que avb = sup {a,b},
anb = inf {a,b}, a’ es el complementario de ay 0y I son el primero y ultimo
elemento respectivamente de B.

De acuerdo con este teorema un ilgebra de Boole puede darse como un
séxtuple

B = (B,v,A,",0,1) donde B es un conjunto, v y A son operaciones binarias
sobre B, “ es una operacién unaria sobre B y 0, 1 son elementos distintos de B

cumpliendo las propiedades del enunciado.
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Ejemplos

5.1.2. Para todo conjunto E, no vacio, (P(E),C) es un 4lgebra de Boole. En
particular, el conjunto de todas las relaciones binarias sobre un conjunto A,

ordenado por inclusién, es un dlgebra de Boole. Para todo x € E, {x} es un
dtomo de (P(E),C).

5.1.3. Sea E un conjunto no vacfo. Se dice que un subconjunto X de E es
cofinito si E-X es finito. El subconjunto de P (E) formado por las partes
finitas y cofinitas de E, ordenado por inclusién, es un 4lgebra de Boole.
Como en el ejemplo precedente, para todo x € E, {x} es un 4tomo. Tomando
E = N, se obtiene ur dlgebra de Boole que no es completa; por ejemplo, el

conjunto {{2n+1}, n € N}, no admite supremo.

5.1.4. Sean Dn el conjunto de los divisores de un nimero natural n mayor
que 1. Entonces Dn, ordenado por la relacién "divide a", es un reticulado
distributivo con O y 1 ( los nimeros 1 y n respectivamente). Puede suceder
que Dn no sea complementado, como es el caso de D4, pero si n cumple la
propicdad: " para todo k mayor que 1, k2 no divide a n", resulta que, para
todo a& Dn, n/ a es complementario de a. Luego , en este caso, (Dn, | ) es un

dlgebra de Boole. Todo divisor primo de n es un 4tomo."
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5.1.5. Sea [0,1) €l intervalo real semiabierto a derecha de extremos 0 y 1, €s
decir, el conjunto de los nimeros reales x tales que Osx <1. Sea B el
conjunto de todas las uniones finitas de intervalos reales, semiabiertos a
derecha contenidos en [0,1). )

Entonces, (B,C) es un dlgebra de Boole. En efecto, es evidente que la unién
de dos elementos de B pertenece a B. Si w = [a1,by) U...U[ap,by) y v =
fc1.d1) U..U [cm.dm) son clementos de B, se tiene que uflv = U [a; ,bj ) N
[cj.dj), donde la unién se toma sobre todos los pares (i,j) , tales que I<i =n Yy
1<j<m. Puesto que la interseccién de dos intervalos semiabiertos a derecha es
un intervalo semiabierto a derecha, resulta que u N v € B. Para cada
elemento u de B, sea u”= [0,1) -u. Si u es la unién de los intervalos dada més
arriba, se tiene que u” = [a1,b1)” N...N [an,by)” , y puesto que, para cada i,
fai,bi)” es una unidn finita de intervalos semiabiertos a derecha, resulta que u”
€ B. El primero y el dltimo elemento somn, respectivamente,

<y [0,1).

Este dlgebra de Boole no tiene dtomos, puesto que si u es un elemento de B
no vacfo, existe un intervalo [a,b), no vacio, contenido en u. Entonces, existe
un nimero real ¢ tal que a<c<b, de donde [a,c)C u. Esta dlgebra de Boole no

es complela.
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5.1.6. El reticulado opuesto de un 4lgebra de Boole B es también un 4lgebra
de Boole, llamada opuesta o dual de B. El algebra dual de (B,v,A,” 0,1) es

(B,A.v,” ,1,0). Né6tese que ambas dlgebras tienen la misma operacién unana.

Ejercicios

5.1.7. Sea B el conjunto de las partes finitas y las partes cofinitas de un con-
junto no vacio E, tal como se define en (5.1.3). Demostrar que (B, U, N, CE,

O, E) es un dlgebra de Boole.

5.1.8. Sea B un dlgebra de Boole y sean a, b, ¢ € B. Usando inicamente las
leyes de conmutatividad, de distributividad, de que O y 1 son neutros, la
existencia de complemento y el hecho de que O y 1 son distintos, probar:

a) Si anc = bac y aanc’ = bac’, entoncesa=b.

(Indicacién: Escribira = anl = aa(cve™)).

b) las leyes de idempotencia (Indicacién: escribir a= av0 = av(ana” )).

¢) las leyes de absorcién. (Indicacién: Probar primero que para cualquier a,
an0=0, escribiendo aA0 = (an0)v0 = (aan0)v(aaa” ), luego escrbir
an(avb)=(avO)a(avt) para probar absorcién).

d) la asociatividad de v ( 1a de A se prueba en forma andloga)

(Indicacién: Usar las partes anteriores de este ejercicio).
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5.1.9. Sea N el conjunto de los nimeros naturales, se define en P(N) la rela-

cién = dada por AxB si y s6lo si A-B es finito.

a) Demostrar que x es un preorden,

b) Explicitar la relacién de equivalencia R en P(N) asociada con el preor-

den, y el orden < que se obtiene en el cociente,

c) Demostrar que si A € B, entonces [Al = [B], siendo [A}l, [B]E PM) /R
Describa las clases [J] y [N].

d) Demostrar que ( P(N) /R, = ) es un 4lgebra de Boole.

e) Demostrar que este dlgebra de Boole no tiene dtomos.

5.1.10. Sea A la diferencia simétrica o suma booleana de los elementos a y b,
de un dlgebra de Boole, definida por aAb = (aab’)v(a’ab).

Demostrar las siguientes igualdades: aAb” = a’Ab |, aAb = a’Ab’, (aAb)Ac =
aA(bAc).
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5.2. Subalgebras y productos.

5.2.1. Definicién. Sean B = (B,v,A, %, 0,1) un dlgebra de Boole y S un
subconjunto de B. Se dice que S es cerrado para todas las operaciones de B si
se cumplen las condiciones siguientes

1) para todo par a,b de elementos de S, avb, aab,a”, € S,

2)0,1,eS.

Una subdlgebra de B es un 4lgebra de Boole ( Sy,A, °, 0, 1) tal que S es un
subconjunto de B, cerrado para todas las operaciones de B y v,A,” son las

restricciones a S de las operaciones de B.
Ejemplos

5.2.2. Sea X un subconjunto propio de un conjunto Y. Entonces (P({X),C)
es un subreticulado de (P(Y),C) pero no es una subédlgebra puesto que el

idltimo elemento de
(P(Y),C) no pertenece a P (X).

523, Como generalizacién del ejemplo precedente, sea X un e¢lemento,
distinto de 0, de un dlgebra de Boole (B,v,A, ",0,1).
Entonces el intervalo [0,x] = {bEB; Osb=x} es un dlgebra de Boole con las

operaciones binarias restringidas de las de B, la operacién unaria dada por
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b—b’A X, el primer elemento igual a O y el dltimo igual a x. Pero entonces

este dlgebra no es una subédlgebra de B.

5.2.4. El dlgebra B definida en 5.1.5. es una subdlgebra del 4lgebra de las
partes del intervalo [0,1), sin embargo un subconjunto infinito de B tiene
siempre supremo ( o infimo) en Pdo,1» y puede no tenerlo en B, mds aiin,
puede suceder que ambos supremos existan pero que sean distintos. Tal es el
caso del conjunto A = {[1/n,1) ; n € N- {0}}, puesto que supg A =1[0,1) ¥
supp [0,1) A = (O,1).

Sean By y By élgebras de Boole (las operaciones y los primeros y dltimos
elementos se denotan con los mismos simbolos aunque pueden ser distintos).
Se comprueba inmediatamente que el reticulado producto (4.2) es un
dlgebra de Boole donde, la operacién unaria estd dada por: (b1,b2)" = (by -,
b2), (0.0) es el primer elemento y (1,1) el dltimo.

Se denomina el digebra producto de B1 por Ba.
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Ejercicios

5.2.5. Sea B un 4lgebra de Boole. Demostrar que si un conjunto A € Bes
cerrado con respecto al par de operaciones v, ~ 0 con respecto al par de ope-

raciones A, ”entonces es cerrado con respecto a las tres operaciones v, A,

5.2.6. Determinar en qué condiciones el reticulado del ejercicio (4.2.10) es
upa subdlgebra de Boole de P (A) ,U,NCA T .A).

5.2.7. Mostrar que el reticulado I del ejercicio (4.2.11) no es una subdlgebra
de Boole de (P (E) ,U ,N ,CE I E).

5.2.8. a) Hacer el diagrama de Hasse de los siguientes conjuntos ordenados:
B1xB2 con el orden producto y B1xB2 con el orden lexicogrifico L. Decir
si (B1xB2,L) es un reticulado, en caso que sea decir si es O no
complementado.

b) Sean Aj....,Ap reticulados con 0 y 1. Sean a = (aj,....an} y b= (b1.....by)
dos elementos no comparables de (A1x...XAp . L). Sea 1 el primer indice tal
que ai es distinto de bi. Probar que (aj....,a;-1,aiAb;,1,1,...,1) es el infimo de

ayb.
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5.2.9. a) Sean B un 4lgebra de Boole y Spg el conjunto de las subdlgebras de
B. Probar que SgC es un reticulado. (Indicacién: Usar el concepto de

subdlgebra engendrada por un conjunto).
b) Sea X un conjunto no vacfo y finito y sea S una subdlgebra de (P(X),C).

Demostrar que el conjunto de los dtomos de § es una particién de X,

5.2.10. Sea B un dlgebra de Boole sin dtomos. Establecer si el dlgebra de
Boole producto BjxB tiene dtomos y, en caso afirmativo, establecer si para

todo elemento no nulo (X,y) de BjxB, existe un dtomo (a,b) tal que (a,b) s

x.y).

5.3 Morfismos de dlgebras de Boole.

5.3.1. Definicién. Sean B| y B2 4lgebras de Boole. (Las operaciones y el
primer y tltimo elemento se denotan en ambas con los mismos simbolos
v.A, 0,1, aunque pueden ser distintos). Un morfismo de B| en B2 es una
aplicacién 1 B]—Bp tal que, para todo par a,b, de elementos de Bj se
cumplen las siguientes propiedades. |

1) f(avb) = f(a)vi(b) 3) f@”) = (f(a))”

2) f(aab) = f(a)af(b) H O)=0yf(l)=1.
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Es decir, un morfismo de 4lgebras de Boole es un morfismo de los
reticulados subyacentes que, ademds , conserva la complementacién, O y 1.
Como en el caso de los reticulados, un morfismo inyectivo, (resp. suryectivo,
biyectivo) recibe el nombre de monomorfismo (resp. epimorfismo, isomor-
fismo). Se demuestra sin dificultad (ejerc 5.3.3), que la aplicacion inversa de
un isomorfismo es también un isomorfismo.

Las condiciones dadas en 53.1 no son independientes, en efecto 1) y 2)
implican que 3) es equivalente a 4): Si valen 1), 2) y 3) se tiene, para un
elemento a€EBj, f(0) = f(ana” ) = f@Q)Af(a" ) = f(a) A (f(@))" = O y f(1) =
fava” ) = f(a)v(f(a))" = 1.

Sivalen 1), 2) y 4) resulta f(a)a f(a” ) = f(ana” ) = f(0) = 0 y f(ayvf(@a” ) =
f(ava”) = f(1) = 1, de donde se verifica 3).

53.2. Teorema. Si B es un dlgebra de Boole la complementacion, como
operacion de B en B, es un isomorfismo de B en el dlgebra dual.

Demostracién. Teniendo en cuenta que, para todo a € B, (a”)’=a, resulta que
la complementacién es una aplicaciéon biyectiva que cumple, ademds, la
propiedad 3) de 5.3.1. Las propiedades 1) y 2) se satisfacen en virtud de las

leyes de De Morgan.
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Ejercicios

3.3.3. Sea f un isomorfismo del dlgebra de Boole A en el dlgebra de Boole
B. Probar que la aplicacién inversa de f es también un isomorfismo de

dlgebras de Boole.

53.4. Sean A y B dlgebras de Boole y f un morfismo booleano de A en B.
Demostrar que:

a) si S es una subilgebra de A, entonces f(S) = {f(s) ; s € S} es una
subdlgebra de B.

b) Si T es una subilgebra de B, entonces f‘l(T )={x€A;fX)ET } es una

subdlgebra de A.

53.5. Sean A y B 4lgebras de Boole y f un morfismo booleano de A en B.

a) Probar que el elemento O de A pertenece a la imagen inversa por f del
elemento O de B.

b) Probar que para todo a € A,sia € -1 (OB), entonces -1 (O) contiene al
intervalo [0a,a)].

c) Sean aj, a2 elementos de A. Probar que si af, a3 € 1 (OB), entonces
también ajvag € f-1 (OR).

d) Establecer si f-1 (0B) es una subdlgebra de Boole de A.
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5.3.6. Sea B un dlgebra de Boole, la diferencia entre dos elementos a2 y b de
Bes

a-b = aab”.

a) Probar que (a-b) A b = 0 y que, si bsa, entonces (a-b) v b = a.

b) Sea a un elemento no nulo de B. Probar que el intervalo 1=[0,a), con el
orden inducido por el de B, es un dlgebra de Boole.

Establecer si I es una subdlgebra de B.

¢) Demostrar que la aplicacién f; de B en I, dada por fa(X) = aAx es un
epimorfismo de dlgebras de Boole.

d) Demostrar que la aplicacién F de B en [0,a] x [0,a” ], dada por F(x) =
(fax) fa'(x)) es un isomorfismo de dlgebras de Boole.

5.4 Representacion de las algebras de
Boole finitas.

Toda 4lgebra de Boole no es necesariamente atémica (ver 4.7.6), por
ejemplo, las dlgebras de Boole que no tienen 4tomos como la del ejemplo
5.1.5. Existen 4lgebras que tienen 4tomos pero que no son atémicas, por
ejemplo, si B es un dlgebra de Boole sin 4dtomos y B” es el producto

cartesiano B xB resulta que (1,0) es el dnico dtomo de B” ¥ que (1,0) no es
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menor o igual que ninguno de los elementos de la forman (0,x), con x=0.
Segin 4.7.7 las 4lgebras de Boole finitas son atémicas. Con respecto a la

propiedad de ser supatdmica (ver 4.7.8), se tiene el siguiente resultado.

5.4.1. Teorema. Toda digebra de Boole atémica es supatémica.
Demostracién. Sean B un dlgebra de Boole atémica y x=0 un elemento de
B. Entonces, A(x) (ver 4.7.8) es no vacio y X es cota superior de A(X).

Sea z una cota superior de A(X) y supongamos que X RO e€s menor O igual
que z. Entonces, por 4.6.1, xaz” = 0. Siendo B atémica, existe un dtomo a de
B tal que asxaz” . Luego asx, de donde a& A(x) y por lo tanto asz. Como
también as<z”, resulta aszaz” = 0, lo que es absurdo. Entonces x<z, de doande,

X = sup A(X).
5.4.2. Corolario. Toda dlgebra de Boole finita es supatomica.

Sean B un 4lgebra de Boole finita y T el conjunto de sus dtomos. La asigna-
cién X—A(x) define una aplicacién A, de B en P(T). Por otra parte, asig-
nando a cada XE P(T) el elemento sup X de B se obtiene una aplicaciéa S,
de P(T) en B.' Segiin el Teor. 5.4.1, para todo XE B, x = S (A(X)), 0 equiva-

lentemente, SoA = idR. El teorema siguiente muestra el valor de AoS.
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5.4.3. Teorema. Si B es un dlgebra de Boole finita, entonces Ao S =

idp(r) ‘.

Demostracién. Sea X€ P(T); compararemos los conjuntos A(S(X)) y X. Si
a€X, entonces asS(X), de donde, por la definicién de A, aEA(S(X)). Luego
X CA(S(X)).

Reciprocamente, si a€A(S(X)), a=S(X), con lo cual aaS(X) = a. Por ser B
finito, X es un conjunto finito, pongamos X = {a},....an}. Entonces S(X) =
ajv...vap, de donde,

a = aAS(X) = (anaj)v...v(aaap). Puesto que a = 0, existe i, 1si=<n, tal que
aaai = 0. Pero entonces, siendo a y a; dtomos, debe cumplirse a=a; Luego
a€X, con lo cual A(S(X))Q X.

5.4.4. Teorema. Sean B un digebra de Boole finita y T el conjunto de los
dtomos de B. Entonces la aplicacion A de B en P (T). definida mas arriba,
es un isomorfismo de B sobre el dlgebra (P(T).U,N, " T).

Demostracién. Puesto que SoA = idg y AoS = idp (1), resulta que A es una
biyeccién y S la aplicacidn inversa.

Sean ahora X,z €EB. Si x = 0, A(xvz) = A(z2) y AX)=O.

Luego, A(xvz) = A(X)UA(z). Por otra parte, A(xaz) = A(0) = &, de donde,
A(XAz) = AX) N A(z).

Supongamos ahora que X ¥ z son ambos distintos de 0 y pongamos
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AMX)={a1,....a5} y A(z) = {b],....by;}. Entonces x = ajv...ap yz =
biv...vby-

Luego,

A(xvz) = A(S({at,..-an.b1,----bm}) = {381--.3p. D14 Om} =
{a1,....an}U{by,...bir} = AX)UA(2).

Por la propiedad distributiva A(xaz) = A(S({ajab; ; 1=i=n, 1sj=m})), que es
igual a A(S(A(X)NA(2))), puesto que para aj=bj ,a; abj = 0. Entonces,
A(xaz) = AX) NA(2).

Ya que A(0) = Dy A(1) = T, resulta que A es un isomorfismo de dlgebras de
Boole.

5.4.5. Corolario. El niimero de elementos de un dlgebra de Boole finita es
una potencia de dos. Si dos dlgebras de Boole finitas tienen el mismo
nimero de elementos, entonces son isomorfas

Demostracién. Si B es una dlgebra de Boole finita y T es el conjunto de sus

4tomos, por el teorema precedente se tiene que |[B|=|P (T)|=2 [T,
Si By y By son 4dlgebras de Boole finitas tales que | By | = | B2 |y T;, 1=1,2,
es el conjunto de los 4tomos de Bi, se tiene que | Ty [=|T2 |, con lo cual las

dlgebras de Boole sobre P(T1)y P(T2) son isomorfas. Por el teorema pre-
cedente B1 v B2 son isomorfas.
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5.4.6. Corolario. Toda dlgebra de Boole finita con n dtomos es isomorfa a
(Bp)".
Demostracion. Si B es un dlgebra de Boole finita con n 4tomos, entonces | B |

= 27 Puesto que | (B)" [ = 27, el resultado se deduce por aplicacién de

Ejercicio.

5.4.5.

5.47. a) Sea B un 4lgebra de Boole finita con n dtomos af,...,an.

Probar que para todo k, k=1,...,n, ak es el fnfimo de los complementos de los
elementos aj, para todo j distinto de Kk, j=1,....n.

b) Demostrar que si S es una subdlgebra de Bn engendrada por n-1 4tomos,

entonces S=By.
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Capitulo 6

Definicion de algebras

En este capitulo se definen las dlgebras desde el punto de vista del dlgebra
universal. Esta Optica prepara el camino para el estudio de las 4lgebras
heterogéneas, de especial importancia en informética. Se definen los
semigrupos, monoides, grupos, anillos y semianillos como 4lgebras especiales

y se dan los ejemplos mas relevantes.

6.1 Nociones fundamentales.

Sea A un conjunto. Para un ndmero natural nz1, se denota A" al producto
cartesiano de n veces el conjunto A, es decir al conjunto de todas las n-uplas

(a1,..,ay) con aj,...an € A. Convendremos, ademds, en que A0 = {2}.

Denotaremos, cuando convenga, a a un elemento de AR ; entonces, si n = 0,

a =g, ysin>0, a designard una n-upla (aj,...,an) de elementos de A.

6.1.1. Definicién. Sean A un conjunto y n un nimero natural. Una
operacién n-aria sobre A es una aplicacién de A en A. Una operacion de

aridad finita es una operacién n-aria, para algiin n natural.

101
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Si f es una operacién n-aria sobre A se dice que n es el rango o la aridad
de f. Si n= 0 se denotard f por f (J), entonces, una operacién O-aria serd

considerada como un elemento de A.

6.1.2. Definicién. Un digebra es un par ordenado A=(A.F), donde A es un
conjunto no vacio y F = (f;} j €[ es una familia de operaciones sobre A de
aridad finita.

El conjunto A es el universo o el conjunto subyacente del dlgebra A.
Muchas veces en lo sucesivo se utilizard el mismo simbolo para designar al
dlgebra y a su conjunto subyacente. En caso de que convenga remarcar la
distincién, se designaré al dlgebra con la letra, en negrita, que se utiliza para
designar a su conjunto subyacente. Un 4lgebra es finita si su universo A es
finito, y es trivial si |A|= 1.

Los elementos de la familia F son las operaciones fundamentales o bdsicas
del dlgebra; el conjunto de indices I de la familia F es el conjunto de
simbolos operacionales del dlgebra. La funcién p de I en N, que asigna a un
simbolo operacioiuil i €1 el rango de la operacién fi, es la funcion rango del
dlgebra.

Si ¢l niimero K, de indices de la familia F es pequefio, se acostumbra ordenar
fos elementos de I en la forma if....,ik, de modo que, para todo j, j=1,.. k-1,

p(ij) = p(ij+1) y , en ese caso, el dlgebra A se denota por la k+1 upla
(Afi1.- fik ).
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La funcién rango de un dlgebra A se llama también el tipo de A.
Un 4lgebra A es similar a un 4lgebra Bsi la funcién rango de A es igual a
la funcién rango de B, 6 sea si A y B tienen el mismo tipo.

La relacién de similaridad entre dlgebras es una relacién de equivalencia.

Un 4lgebra A = (A,(f)j € 1) es una reduccion de un 4lgebra B= (B,
(gj) j€j). o B es una expansion de A,si A- = B, la funcién rango de A es
una restriccién de la funcién rango de By, para todo i€l f; = g; Es decir, B

se obtiene de A agregando otras operaciones bésicas.

Ejemplos

6.1.3. Sisg (o siguiente) denota la funcién de N en N, dada por, sg (n) =
n+1, (N,;sg) es un 4lgebra que tiene como \nica operacién a una
operacién unaria.

6.1.4. Un reticulado es un 4dlgebra (L,v,A) con dos operaciones binarias.

6.1.5. Un dlgebra de Boole es un 4dlgebra B = (B,v,A, * ,0,1) con dos
operaciones binarias, una unaria y dos cero arias. El reticulado (B,v,A)

es una reduccion del dlgebra de Boole B.
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Ejercicios

6.1.6. Sea (A.D) un dlgebra con una dnica operacién unaria f. Sean x, y €A,
se define la relacién R en A dada por xRy si y s6lo si existen enteros m, n =2 0
tales que

f (x) = M (y) ( se conviene en que O (x) es x ).
Probar que R es una equivalencia en A.

Las clases de equivalencia segiin R se llaman componentes conexas de (A f).
((1py.

6.2. Semigrupos, monoides y grupos.

6.2.1. Definicién. Un semigrupo es un 4lgebra (S,) tal que . es una
operacién binaria asociativa ( es decir, para toda tema a,b,c de elementos de
S, (a.b).c = a.(b.c)). Si ademds, la operacién . es conmutativa, se dice que

(S,.) es un semigrupo conmutativo.

6.2.2. Definicién. Un monoide es un 4lgebra (M, . , 1) tal que (M,.) es un
semigrupo y 1 €M, denota una operacién O-aria cumpliendo, para todo a €
M, a.1 = 1.a = a. El monoide es conmutativo si el semigrupo (M , . ) es

conmutativo. El elemento 1 es la unidad de M.
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6.2.3. Definicién. Un grupo es una 4lgebra (G, . ,"1,1) tal que (G,.,1) es un
monoide y -1 es una operacién unaria cumpliendo, para todo a € G, a.a"1
=ala=1Siel semigrupo (G , .) es conmutativo se dice que el grupo es

conmutativo o abeliano .

Ejemplos

6.24. Si RA denota el conjunto de todas las relaciones binarias sobre un
conjunto A, entonces ( RA,.JJA) es un monoide, donde . denota la
composicién de relaciones (ver 1.2) e 1 la relacién identidad. En general, es

un monoide no conmutativo que no puede expandirse a un grupo.

6.2.5. Un semireticulado (S,.) (ver 4.4) es un semigrupo conmutativo. Se

dice que es idempotente porque, para todo aES, a.a=a.

6.2.6. Si + denota la suma usual entre nimeros naturales, se tiene que (N,+)
€s un semigrupo conmutativo que puede expandirse al monoide (N,+,0), pero

no a un grupo.

6.2.7. Si + denota la suma usual entre enteros y - la aplicacién de Z en Z que
a cada entero le asigna su opuesto, se tiene que (Z,+,-,0) es un grupo abeliano

que serd llamado el grupo de los enteros .
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6.2.8. Sean p un nimero entero mayor que 1, R la relacién congruencia
moédulo p en Z (3.1.4) y Zp el conjunto de los enteros médulo p (3.2.7). Si
a,b,c.d son enteros tales que aRb, y cRd, entonces (a+c) R (b+d). Luego
puede definirse una operacién binaria, también denotada +, en Zp, por :
R(a)+R{c)=R(a+c). Como también de aRb se deduce (-a) R (-b), puede
definirse la operacién unaria, denotada -, sobre Zp, por -R(a)=R (-a). Se de-
muestra ficilmente que el dlgebra (Zp,+,-,R(0)) es un grupo abeliano, llama-

do el grupo de los enteros modulo p .

6.2.9. Si P es el conjunto de los nimeros enteros pares y . la multiplicacién
usual, (P,.) es un semigrupo conmutativo que no puede expandirse a un

monoide.

6.2.10. Sea A un conjunto. Denotaremos A2 al conjunto de todas las
aplicaciones de A en A, e idA a la aplicacién idéntica sobre A.

Sean oy @ las operaciones binarias sobre AA, dadas por : fog(a)=f(g@)) y f
ng(a) = g(f(a)), respectivamente, para todo a de A. Entonces (AA,o, ida) v
(AA,u,id A) son monoides, en general, no conmutativos.

Si S(A) designa al subconjunto de AA formado por todas las biyecciones de
A en A, o permutaciones de A, se tiene que idA €S (A), y que para todo fE€
S(A), existe una dnica aplicacién -1 € sA) tal que fo f-1 = -1 of=ida. Se
tiene entonces que (S(A),o,‘l, ida) y (S(A),n,'l,idA) son grupos, el primero
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de los cuales se llama el grupo de las permutaciones de A,y grupo

simétrico de orden n, en el caso A = {1,...,n}.

6.2.11. Sean A un conjunto no vacfo y . la operacién binaria sobre A
definida por: a.b = b. Entonces (A,.) es un semigrupo denotado Ad, que no
puede expandirse, en general a un monoide. En forma aniloga se define

al=(A,), poniendo a.b=a.

6.2.12. Definicién. Sea S = (S,)) un semigrupo. Un elemento uES es neutro
en S ,0esunaunidad de S, si para todo a€S, a.u = u.a=a.

Si u es una unidad de S, el semigrupo se expande al monoide (S,.,u). Si u 'y
u” son unidades de § , se tieneque v.u’'=uyu.u"=u",conlo cual § tiene
a lo sumo una unidad.

A partir de S se define un monoide S! como sigue: si S tiene una unidad u.
S 1 = (S,.u). En caso contrario, sea 1 un elemento no perteneciente a S.
Ponemos S! = SU{1} y definimos una operaci6n binaria * en S! por: a #b=
ab, paraa, bE Sy a*xl = 1* a = a, para a €Sl. Es f4cil verificar que
(S1,+,1) es un monoide. Se dice que S1 ha sido obtenido de S por adjuncidn

de una unidad.

6.2.13. Definicién. Sea M = (M,.,1) un monoide. Un elemento a de M es

invertible siexiste b. en M, tal queab=b.a=1.
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Si tal elemento b existe, entonces es dnico, ya que si un elemento b” tiene la
misma propiedad, resulta (b.a).b” = 1.b’=b"y b.(a.b”) = b.1 = b, de donde b
=b". Sedice que b es el inverso de a y se escribe b=a-1. De la definicién
resulta claramente que (a‘l)'lz a.

Si todo elemento de M es invertible, queda definida sobre M una operacién

unaria -! y resulta que M se expande al grupo (M, ., -1, 1).

6.2.14. Teorema. En un grupo (G, ., -1 | 1) vale la propiedad, llamada
cancelativa, siguiente: para toda terna a,b.c de elementos de G, a.c = b.c o
c.a = c.b implica a=b.

Demostraeién. Si a.c = b.c, entonces (a.c).c'1 = (b.c).c'l.

Aplicando la propiedad asociativa y puesto que cel=1, resulta a=b. Sic.a

= ¢.b, se multiplica a la izquierda por ¢” 1

6.2.15 Definicién. Un elemento a de un algebra A es idempotente, con

respecto a una operacién binaria, fundamental ., de A si a.a=a.

6.2.16. Teorema. En un grupo, el iinico elemento idempotente es la unidad.
Demostracion. Si a es un elemento idempotente de un grupo (G,.,"1,1), se

tiene, a.a = a = l.a . Aplicando la propiedad cancelativa, resulta a = 1.
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Ejercicios

6.2.17. Un elemento z de un semigrupo S se llama cero a izquierda
(respectivamente cero a derecha) si z.s=z (respectivamente si s.z=z) para
todo s en S. Se llama cero si es a la vez cero a izquierda y cero a derecha.

a) Probar que si z es un cero a izquierda de un semigrupo S, entonces todos
sus miltiplos a izquierda xz (x € S ) son también ceros a izquierda.

b) Encontrar un semigrupo que tenga identidad a izquierda y cero a derecha
y que no sea monoide.

¢) Sea S un semigrupo con un cero a izquierda y un cero a derecha. Probar
que son iguales y que éste es el tnico cero del semigrupo.

d) Mostrar que un grupo con dos o més elementos no puede tener ningin
cero.

e) Sea B un conjunto con mis de un elemento. Probar que el monoide de
todas las transformaciones de B tiene mds de un cero a izquierda y ningin

cero a derecha.

6.2.18. Sea X un conjunto. Probar que (PCOW) ¥ ( P(X), N) son monoides

conmutativos.

6.2.19. Demostrar que si todo elemento de un grupo es su propio inverso

entonces el grupo es abeliano.
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6.2.20. Sean a,b nimeros reales y fab una funcién de R en R definida por
fab(x)=ax+b. Sea G={fab; a, b € R, a distinto de 0}, probar que (G,o,'l, id)

€s un grupo.

6.2.21. Sean (M,.,1) un monoide y AC M. Para todo a € A se define la
aplicacién fa de M en M definida por fa( x) = a.x.

Mostrar que en el dlgebra (M, ( fa) geA) se verifica que fay ... fap (x) =
fby...fby(x) si ysblosiaj ....an = by ....bg.

6.3 Anillos

6.3.1. Definicién. Un anillo es un dlgebra (A,+,..-.0) tal que (A,+,-0) es un
grupo abeliano, (A,.) es un semigrupo y se cumple la propiedad siguiente,
llamada distributiva de . con respecto a +,. para toda tema abc de
elementos de A, a.(b+c) = a.b+acy (b+c)a = ba+ca.

Si (A,) es un semigrupo conmutativo, se dice que el anillo A es conmutativo.
Se acostumbra Ilamar suma a la primera operacién y producto a la
segunda.

Un anillo con unidad es un dlgebra A = (A+,.,-,0,1) tal que (A,+,.,-,0) es un
anillo y (A,.,1) es un monoide. El anillo con unidad A es un cuerpo’si todo

elemento de A, distinto de 0, es invertible en el monoide (A,.,1).
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Ejemplos

6.3.2. A partir del grupo de los enteros (Z.+.-,0) se obtiene el anillo con
unidad de los enteros (Z,+,.,-,0,1) tomando como segunda operacion binaria
a la multiplicacién usual. Este anillo no es un cuerpo, en cambio, los
conjuntos : K, de los niimeros racionales, R de los nimeros reales y C, de los

nimeros complejos, son cuerpos, con las operaciones usuales, Oy 1.

6.3.3. A partir del grupo de los enteros médulo p (6.2.8) se obtiene el anillo
con unidad de los enteros mdédulo p

(Zp.+,.,-R(O).R(1)), .
donde . es la operacién binaria definida por : R(a) . R(b) = R(a .b) ( se

demuestra facilmente que si aRa” y bRb” entonces (a .b)R (a”. b")).

6.34. Si m es un niimero entero distinto de 1, el conjunto de los multiplos
enteros de m, con la suma y el producto usual entre enteros y O como
operacién cero aria, es un anillo conmutativo que no puede extenderse a un

anillo con unidad.

6.3.5. Sea A = (A+,.,-,0) un anillo y ABX con n entero mayor o igual que
1, el conjunto de las matrices con coeficientes en A, de n filas y n columnas.

Definiendo la suma de las matrices a y b por
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(a+b)jj = ajj+byj

y el producto por
n

(ab)j= Y ajkbgj
k=1
se obtiene un anillo (ADXD, + - 0), donde (-a)jj = - ajj y 0j=0, para todo ij,

en genefal, no conmutativo. Si (A,) tiene unidad 1, la matriz u dada por

ujj=1, si i=j y ujj=0, si i=j, es unidad de (ARXR,),

6.3.6. Sea C el cuerpo de los niimeros complejos (las operaciones son las

usuales) y sea K el subconjunto de C2X2 dado por las matrices de la forma

a+bi c+di
~-c+di a-bi

Se comprueba inmediatamente que K, con las operaciones de C2X2 la matriz

nula y la matriz unidad, constituye un cuerpo no conmutativo.

6.3.7. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x a
coeficientes reales. Designando con + y . a la suma y al producto,
respectivamente, usuales entre polinomios, con -p al polinomio opuesto del
polinomio p y con o al polinomio nulo, se obtiene que (R[X], +,.,-,0) es un

anillo conmutativo.
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6.3.8, Sea (B,v,A,”,0,1) un dlgebra de Boole. Sea A la operacién binaria sobre
B definida por

aAb = (aab”) v (a” Ab),
Resulta ficilmente que A es una operacién asociativa (ver (5.1.10)) y
conmutativa, y que, para todo a€ B, aAa = 0. Luego, (B,A,idg,0) es un grupo
abeliano. Como ademds A es distributiva con respecto a A, se tiene que

(B.A,A,idg,0,1) es un anillo conmutativo con unidad.

6.3.9. Sea X un conjunto y (A,+,.,-,0) un anillo. Definimos sobre €l conjunto
AX,

de las aplicaciones de X en A, las siguientes operaciones binarias, denotadas
también con + y .,

(f+g) x) = f ) + gx) vy (fg (x) = f (x).g(x), para todo xEX, y la
operacion unaria -, dada por

(- (x) = -f (x), para todo xE€ X.

Resulta que (A¥+,,-0) es un anillo, donde o denota la aplicacidn
constantemente igual a 0. Este anillo es conmutativo si 1o es A y se puede

expandir a un anillo con unidad si (A,.) tiene unidad.

6.3.10. Teorema, Si (A,+,..-,0) es un anillo, entonces, para todo par ab de
elementos de A. valen las siguientes propiedades

1)a0=0a=0,
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2)(-a) . b = a(-b) = -(a.b),

3) (-a).(-b) = a.b. .
Demostracién. Por la propiedad distributiva, a.0 = a(0+0) = a.0+a.0. Luego
0+a.0 = a.0+a.0. Por la propiedad cancelativa del grupo (A,+,-,0), resulta 0 =
a.0. En la misma forma resulta 0.a=0.

Por la propiedad distributiva, a.b + (-a).b = (a-a).b = 0.b = 0. Luego, (-a).b =
- (a.b). Andlogamente resulta a. (-b) = - (a.b).

Por lo recién demostrado, (-a).(-b) = -(a.(-b)) = -(-(a.b)) =a.b.

Ejercicios

6.3.11. Sea Z(21/2) el conjunto de los nimeros reales de la forma m+n.21"2,
donde m,n son enteros. Mostrar que Z2V2)+,..-0,1), siendo las operaciones

indicadas las habituales de los nimeros reales, es un anillo.

6.3.12. Sean a,b,c elementos de un anillo A. Probar que:
a) Si a.b=b.a y si existe b1, entonces a.b-1 =b-1 a

b) Si a.b=b.a y a.c=c.a, entonces a.(b.c) = (b.c).a
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6.3.13. Sea A=(A+,.,-,0,1) un anillo con unidad. Sea U el subconjunto de A
formado por los elementos a de A para los que existe en A el elemento a1
tal que aa! = a1 a=1.

Probar que U=(U,.,’1,1) €s un grupo.

63.14. Sea A= (A+,.,-,0,1) un dlgebra que satisface todos los axiomas de los
anillos con unidad con la posible excepcién de a+b=b+a, para todo a, b € A.
Probar que esta propiedad debe verificarse en A. ( Indicacién: Desarrollar

(a+b)(1+1) en dos formas).

6.3.15. Los cuaternios reales son los simbolos de la forma o + ®1i+ x7]
+x3k, donde xt es un nimero real para t=0,... 3.

Dos cuaternios X= x0+ *] i+ x2 j+ x3k,Y=Bo+B1i+82j+B3k,

son iguales si xt = Bt, para t=0,...,.3.

Sea Q el conjunto de todos los cuaternios reales, para X,Y € Q se definen las
operaciones sigunientes:

X+Y = (xo+B0) + (x1+B1) i + (x2+82) j + (x3+B3) k

XY = (x0Bo - x1B] - x282 - x3B3) + (x0B] + x1B0+ %283 - x382)1+
(xoB2 + x2Bo +%x3B7 - x1B3)j+ (x0B3 + x3B0 + x1B82 - x2B1)k

0 = 0+0i+0j+0k , 1 = 1+0i+0j+0k.

Definir la operacién - de Q en Q y probar que (Q,+,.,-,O;l) es un anillo no

conmutativo con unidad.
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Encontrar el grupo U formado por los elementos invertibles de Q.

63.16 Un dominio de integridad ( o dominio entero) es un anillo
conmutativo y sin divisores de cero, esto es, tal que a.b =0 implica a=0 o
b=0, para todo par a,b de elementos del anillo.

Sea A un anillo con unidad tal que para todo a€ A, a2 = a. Probar que:

a) Para todo a& A,a+a=0,

b) A es conmutativo. _

c) Si A tiene més de dos elementos, entonces A no es un dominio de

integridad.

6.3.17. Sea D un dominio de integridad finito. Probar que D es un cuerpo.

6.3.18. Probar que todo cuerpo conmutativo es un dominio de integridad.

6.4 Semianillos

6.4.1. Definicién. Un semianillo es un dlgebra § = (5.+,.,0,1) tal que
1) (§,+,0) es un monoide conmutativo.

2) (S,.,1) es un monoide,

3) la operacién . es distributiva con respecto a la operacién +,

4) para todo a&€ S,a0=0a=0.



Estructuras Algebraicas 117

Se dird que O es el elemento nulo de S y 1la wunidad de S.

E jemplos.

6.4.2. Si (A+,..-,0,1) es un anillo con unidad, entonces, de acuerdo con 6.3.1,

(A,+,.,0,1) es un semianillo.

6.4.3. Si (B,v,A,%,0,1) es un dlgebra de Boole, (B,v,A,0,1) es un semianillo.

6.4.4. ( N,+,.,0,1) es un semianillo, donde + y . designan, respectivamente, a

la suma y al producto usual en el conjunto N de los niimeros naturales.

6.4.5 Siendo R el conjunto de los nimeros reales, (RU{ec} min,+,%,0) es un
semianillo, donde min{a,b) = minimo {a,b}, para a,b € R,+ es la suma usual

en RyO€ER.

6.4.6. Siendo R* el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que 0,
(RT U{=} max,min,0,%) es un semianillo, donde max (a,b) = miximo {a,b},

para a,b € RT, min estd definido como en 6.4.5. y OE R.

6.44.7. Si [0,1] es el intervalo real de extremos O y [, ([0,1], max,.,0,1) es un

semianillo, donde max estd definido como en 646 y 0,1 &€ R



118 L. Oubifia y R. Zucchello



Capitulo 7
Subalgebras y morfismos

Dos conceptos de subreticulado y subil gebra.de Boole, asf como los de
homomorfismos de reticulados y 4lgebras de Boole, son ahora generalizados
presentando los - subuniversos y subdigebras de un 4lgebra y los
homomorfismos de 4lgebras de un mismo tipo. Se estudian las subéigebras
generadas por un conjunto, y en particular, los semigrupos, monoides y
grupos generados por un elemento, que se llaman ciclicos.

Segin un teorema de Cayley, todo grupo es isomorfo a un grupo de
permutaciones de su conjunto subyacente. Se expone este teorema y los del

mismo tipo para semigrupos y monoides.

7.1 Subuniversos y subalgebras

7.1.1. Definicién. Sean A un 4lgebra y f una operacién n-aria fundamental
de A. Un subconjunto B de A es cerrado con rcspectoé f si, para todo be

119
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Bt , f(b)EB. H conjunto B es un subuniverso de A si es cerrado para

todas las operaciones fundamentales de A.

En particular, si B es un subuniverso de A y f es una operacién O-aria de A,
la definicién precedente implica que f(J)EB, con lo cual, un subuniverso de

un 4lgebra que tiene operaciones (-arias no es vacio.

7.1.2. Definicién. Una subdlgebra de un dlgebra A es un ilgebra B = (B,G)
tal que B es un subuniverso no vacfo de A y G es la familia de operaciones
fundamentales de A restringidas a B.

Ejemplos

7.1.3. Las subdlgebras de un reticulado L son los subreticulados de L, segiin
4.2.1, y las subdlgebras de un digebra de Boole B son las subdlgebras de B,

segtin la definicién 5.2.1.

7.1.4. Un subuniverso de un semigrupc § = (S..) es un subconjunto S'de S
tal que, para todo par a,b de elementos de S", a .bE S”.
Puesto que la operacién de S restringida a un subuniverso sigue siendo

asociativa, resultja' que una subdlgebra de un semigrupo es también un
: A
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semigrupo, llamado subsemigrupo | de S . Resulta también inmediatamente
que una subdlgebra de un monoide M=(M,.,1) es un monoide, llamadq

submonoide de M. La unidad del submonoide es 1.

7.1.5. Un subuniverso de un grupo G=(G,.,‘1,l) es un subcopjunto G'de G
tal que 1EG” y para todo par a,b de elementos de G, 2a bE G’ ya-l €G".
Una subdlgebra de G es también un grupo, cuya unidad coincide con la de
G. Se dice que es un subgrupo de G.

Los subuniversos de G quedan también caracterizados en la forma siguiente
(ejercicio 7.1.7): un subconjunto G de G es un subuniverso de G si y s6lo si

G’ =y, para todo par a,b de elementos de G, a bl €G”.

7.1.6. Teorema . Todo subuniverso del grupo Z = (Z;+,-,0) de los enteros es .
de la forma {km; k€ Z}, para algiin niimero entero m ( es decir, igual al
conjunto de los nuiltiplos de un entero m).

Demostracion. Para un entero m, ponoamos [m] = {km; kEZ}.

. Puesto que 0€[m], km+k” m = (k+k) m y (km) = ( -k) m resulta que [m]
es un subuniverso de Z. )

Reciprocamente, sea S un subuniverso de Z. E:ltonces 0ES. Si S = {0}, S =
[0], en caso contrario, sea m el primer efitero estrictamente positivo
perteneciente a S. Puesto que para un entero k, km es igual a la suma de k
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veces el entero m, se tiene que [m]C S. Sea ahora sES. Existen enteros q y T -

tales que
s=qm+r y O=r<m.

Puesto que r= s-qgm y S es un subuniverso, resulta r e S, de donde por la
hipétesis efectuada sobre m,r = 0. Entonces s€ [m], con lo cual SC [m].

Ejercicios

7.1.7. Sea G=(G,.,'1,l) un grupo. Probar que un subconjunto G” de G es un
subuniverso de G si y s6lo si G” es no vacio y, para todo par a,b de elementos
'de,G’,a.bIEG’

7.1.8. El centro de un semigrupo S es el conjunto c(S) de elementos que
canmutan con todo elemento de S.
Probar que, si es no vacio, el centro ¢ (S) del semigrupo S, es un

subsemigrupo de S.

7.19. Sea M un monoide. Probar que el conjunto de los elementos
invertibles a izquierda (respectivamente a derecha) de M es un submonoide
de M.

Probar que si M es conmutativo el conjunto de los elementos idempotentes

de M, es un submonoide de M.
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7.1.10. Sea S=(S,.) un semigrupo, si A, BC S, A .B denota ¢l conjunto {a .b

;aE A, bEB}. Sis €S y A CS, se denota con s.A al conjunto { s.a ; a€ A}.

Un subsemigrupo I de un semigrupo S=(S,.) se llama ideal a izquierda
(respectivamente ideal a derecha) de S si S.ICI ( respectivamente L.SC I).
Se dice que I es un ideal de S si I es a la vez ideal a izquierda y a derecha de
S (ver (8.2.1)).

En cada caso si I es un subconjunto propio, no vacio de S, I es un ideal
propio a izquierda, ideal propio a derecha o ideal propio, segin corresponda.
a) Sea n un entero, probar que el conjunto de los miltiplos de n es un ideal
del semigrupo ( Z,.) y que no es ideal del semigrupo (Q,.), siendo Q el
cbnjunto de los nimeros racionales.

b) Probar que {<J} es un ideal de ( P (X).N), para un conjunto cualquiera X.
¢) Sean S un semigrupo con algin cero a izquierda e I={ zE §; z es cero a
izquierda de S}. Probar que todo subconjunto no vacfo de I es un ideal a
derecha de S.

7.1.11. Probar que si un semigrupo S no tiene ningin ideal propio a
izquierda entonces S.s=S, para todo s € S.

( Vale la propiedad andloga para un semigrupo sin ideales propios a derecha
y la igualdad s.S=S).
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7.1.12. Probar que un semigrupo que no tiene ideales propios a izquierda ni
a derecha es un grupo. A

(Indicaciones: Usar (7.1.11) para encontrar una identidad a izquierda,
anilogamente buscar una identidad a derecha, probar que son iguales y que
esa identidad es la dnica. Usar de nuevo (7.1.11) y la existencia de esa
identidad para encontrar un inverso a izquierda y uno a derecha de un

elemento cualquiera, luego probar que éstos son iguales.).

7.1.13. Mostrar que un grupo no tiene ideales propios de ninguna clase

Reunir este resultado con el de (7.1.12) y enunciar la conclusién.

7.1.14. Sea S un semigrupo finito y sea 7 el conjunto de los ideales de S.

a) Sean I],I €1 Probar que I1. I cIjNly; yquel). Io, 1IN e [jU I,
pertenecen a I.

b) Probar que (7,C) es un reticuiado.

¢) Sean 1j,..., I, todes los elementos de I probar que Ij .... In=Ni=1,..n
Ii

d) Probar que si z es un cero de S, entonces N j=1,...n Ii = {z}, siendo Ij

si=1,...,n, todos los elementos de 7.

7.1.15. Determinar los subgrupos (subsemigrupos que ademis son grupos)
maximales de los semigrupos Al, (P(E), N) y (X%,0).
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Determinar los elementos idempotentes de Al y de (P(E).,N).

7.2 Subalgebras generadas por un
conjunto.

7.2.1. Teorema. La interseccion de una familia de subuniversos de un
dlgebra A es un subuniverso de A.
Demostracién. Sea (U;) j] una familia de subuniversos de un-4lgebra A. Si

f es una operacién fundamental n-aria y Se(n U,-)n , resulta que ag(y;)f,

paratodoi €1,
con lo cual f(z'a') € Ui, para todo i€l, y entonces f(a) pertenece a la
interseccién de la familia dada.

El teorema precedente justifica la definicién siguiente

72.2. Definicién. Sean A un dlgebra y X un subconjunto de A. El
subuniverso de A generado por X (o engendrado por X) es la interseccién

de la familia de los subuniversos de A que contienen a X.
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Se designard con Sg A X}, 0 simplemente con [X] , si A estd sobrentendida,
al subuniverso de A generado por X. Si A = [X] se dice que X genera A o
que A estd generada por X. Si ademids X es finito, se dice que A estd
finitamente generada. M4s generalmente, si [X] no es vacfo, la subdlgebra de
A generada por X es la subdlgebra de A cuyo universo es [X]. Es evidente
que [A] = A.

Designaremos con U (A) al conjunto de todos los subuniversos del 4lgebra
A.

7.2.3. Teorema. El conjunto U(A) de todos los subuniversos de un dlgebra
A, ordenado por inclusion, es un reticulado completo. Si S es un
subconjunto de U(A), entonces el infimo y el supremo de S en ( U(A).C)

estdn dados respectivamente por

infS=NS ysupS= US]
S5 <S5

Demostracién. Puesto que NS es claramente el fofimo de S en (ua) , <)
SsS

y que A es el dltimo elemento de este conjunto ordenado, resulta de 4.1.13
que (U(A) ,C) es un reticulado completo. En general, [X] es el primer

elemento del conjunto de los subuniversos de A que contienen a X. Luego

sup S tiene el valor del enunciado. B
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El préximo teorema muestra la construccién de [N] paso a paso: si X no es
un subuniverso, se agregan a X los resultados de todas las operaciones
fundamentales de A aplicadas a elementos de X; a este nuevo conjunto se
vuelven a aplicar todas las operaciones de A y se agregan los -resultados;
continuando en la misma forma se obtiene una sucesién de subconjuntos de

A, X CEX; C...CX;C...; se demostrard que la unién de los mismos es [X].

7.2.4. Teorema. Sean A un dlgebray X un subconjunto de A . Si
Xo,..Xr,Xr+1... esla sucesion de subconjuntos de A definida por

induccion en la forma siguiente

Xo=X,

supuesto definido Xr, Xr+1 = Xy U{f (5) ; f es una operacion fundamental

de Ay a E(Xr)p(f) }, entonces Sg AX]= U Xr.
r€N

Demostracion. Sea B la unién de los Xr, con r€EN.

Demostraremos primero que B es un subuniverso de A. En efecto, sean f una
operacién fundamental de A, n-aria, ¥ aEBD. Puesto que n es finilo y
X;EXr+1, para todo rEN, existe mEN tal que 5E(Xm)n. Entonces f(é-)
€Xm+1 y, por lo tanto, f(a)EB.

Como NEB y Sg A[X] es la interseccién de todos los subuniversos de A

que contienen a N, resuita Sg A [X]CB.
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Sea ahora U un subuniverso de A que conticne a X. Probaremos, por

induccién sobre r, que, para todo rEN,X,c U

Por hipdtesis, No=X CU. Supongamos que X.cU, para un r=0 y sea f una
operacién fundamental de A de aridad n. Si a € (X)), entonces a €UM, con
lo cual, siendo U un subuniverso, f(a) € U. Entonces Xr+1CU.

Se tiene entonces que BEU y como Sg A [X] es un subuniverso que
contiene a X, BQSg A X} I

Sea A un 4lgebra. Asignando a cada subconjunto X de A el subuniverso [X]
se obtiene una aplicacion de P(A) en P(A). Esta aplicacién tiene las

siguientes propiedades. La demostracién se deja como ejercicio (7.2.11).

7.2.5. Teorema. 1)X C{X],
2) [IX]1 = [X].
3) si X CY entonces [X]C[Y],

) B es un subuniverso de A siy sélo si B = [B].
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Ejemplos

7.2.6 Sean B = B,v,A,”,0,1) un 4lgebra de Boole y X un subconjunto de B.
Si

X = &,[X] es la interseccidn de todos los subuniversos de B, con lo cual [X]
= {0,1}. Si X = &, probaremos que los elementos de [X] son todos los de la
forma

(H (x“ Ao A -‘lrl)" (x21 A A xzrz)v...v'(xm A A ann)

con x jj EX 0 Xjj "€ X, para todo 1}, Isi=n y lsjsrj.

Sea S el conjunto de los elementos de B de la forma (1).

Por el Teor. 7.2.4 SC[X]. Reciprocamente, si a,b € S es evidente que avb €S
y, por la propiedad distributiva de A con respecto a v, también aab €S. Por
las leyes de De Morgan y las propiedades distributivas, a” €S. Tomando un X
€S, resulta que O=xAX" €S y l=xvx’ €S. Ademds todo elemento X de X es
de la forma (1) (tomando n=1, r] =1 y X]1 =x). Luego S es un subuniverso

de B que contiene a X, con lo cual [X]CS.

7.27. Sean S = (S,.) un semigrupo y X un subconjunto de S. Si X=0, [X]es
la interseccién de todos los subuniversos de § . Como en S no hay operacio-
nes O-arias, & es un subuniverso. Luego [X]=&. Si X = &, probaremos que

[X] es el conjunto de todos los elementos de la forma (1) X}. ... . X4, con

xi€X y n natural, nz1.
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Sea S’ el conjunto de los elementos de S de la forma (1). Por el Teor. 7.2.4,
s Xx].
Ademds ,siabE S ,abeE S y XCS'. Luego, S” es un subuniverso de S

que contiene a X, con lo cual [X]CS’

7.2.8. Sean M = (M,.,,1) un monoide yX CM. Si X = &,[X] = {1}, En caso
contrario, razonando como en 7.2.7, es fécil ver que [X] = {1}U{x1. ... Xp;
nEN, n =1 ,x1,..., Xy €X}.

7.29. Sean G = (G,.,‘l,l) un grupo y X un subconjunto de G. Si X=,[X]=
{1}. En caso contrario, probaremos que [X] es el conjunto de los elementos
de G de la forma

nH X1. ... .Xp, con XjEX 0 xi'l €x,

para todo i, i=1,...,n, y n natural, n=1.

Sea S el conjunto de los elementos de la forma (1). Por el Teor. 7.2.4,
SCIX]. Si a,b €S, es inmediato que a .b €S. Tomando x €S, resulta que
I=x.xles. ’

Sea a=x]. ... xg €S. Entonces a1 = x5 1, ..., x1-1- de donde a-! € S. Como

X CS,S es un subuniverso de G que contiene a X. Luego [X]CS.
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Ejercicios

7.2.10. Sea A={ab,c}, encontrar el submonoide del monoide de las
transformaciones de A, generado por {f1, f2} donde f1(z) =a, para todo z €

A y fp toma los valores siguientes: f2(a)=b, fa(b)=a, f2(c) =b.
7.2.11. Demostrar el teorema 7.2.5.

7.2.12. Describir el subreticulado generado por un conjunto X cuando X
tiene un elemento y cuando X ticne dos elementos.

Idem para un dlgebra de Boole.

7.3 Morfismos.

7.3.1. Definicion. Scan A= (A(fHieD) y B= (B,(g)ic]) dlgebras del mismo
tipo. Un morfismo u homomorfismo de A cn B es una aplicacion h de A en
B tal que, para todo i€l, se cumple: si n=p@i) >0, para toda n -upla
(aj,...an)EAD,

h(fj (ay.....an)) = gi (h(a1),....k@&n)),

y st p()=0, h(fj (D)) = gi (9).
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Se escribird h: A—B para designar a un morfismo h de A en B. Para
demostrar que h es un morfismo de A en B se comprobard solamente la
igualdad de 7.3.1 cormrespondiente al caso p(i)>0, pues el caso p(i)=0 sigue

los mismos lineamientos que el anterior (basta reemplazar las n-uplas por &).

Sea h: A—B un morfismo. Si h es una aplicacién inyectiva (resp, suryectiva,
biyectiva) se dice que h es un monomorfismo (resp. epimorfismo,
isomorfismo) de A en B. Un endomorfismo de A es un morfismo de A en A;
un automorfismo de A es un isomorfismo de A en A. El 4dlgebra A es

isomorfa al dlgebra B si existe un isomorfismo de A en B.
Ejemplos

7.3.2. Los morfismos de reticulados y los morfismos de dlgebras de Boole,
dados en 4.3 y en 5.3 respectivamente, son morfismos en el sentido de la

definicién 7.3.1.

7.3.3. Sean § =(8,.) y §" = (8,.) semigrupos. Un morfismo de § en §” es una
funcién h: S—8” tal que, para todo par ab de elementos de S, h(ab)=
h(a).h(b).
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7.3.4. La funcién logaritmo, en una base determinada, es una biyeccién del
conjunto R*-{0} de los nfimeros reales mayores que O en el conjunto R de
todos los nimeros reales. Puesto que log (a.b)=log(a)+log(b), log. es un

isomorfismo del semigrupo (R*-{0},.) en el semigrupo (R,+).

73.5. Sean M=(M,..1) y M = (M" ,.,1” ) monoides. Un morfismo de M en
M~ es un morfismo h del semigrupo (M,.) en el semigrupo (M,.) tal que
h(1)=1".

7.3.6. Sea G:(G,.,‘I,l) y G =(G” % ) grupos. Un morfismo de G en G”
es un morfismo h del monoide (G,.,1) en el monoide (G”,.,17) tal que, para
todo a&€G, h(a'l):(h(a))'l. Estas condiciones son superabundantes ya que h
es un morfismo de G en G’ si y sélo si, para todo par a,b de elementos de G,
() h(a .b)=h(a).h(b)

( 0, en forma equivalente, si y sélo si h es un morfismo del semigrupo (G,.)
en el semigrupo (G~,.)).

En efecto, si vale la condicién (1), h(1)=h(1.1)=h(1).h(1), con lo cual h(l) es
idempotente en G, de donde (6.2.16) h(l)=1" . Por otra parte, para un ele-
mento a de G,h(a" l).h(a):h(a'l.a):h(l)zl ‘y,andlogamente, h(a). h(al):l ‘.
Luego, por (6.2.13), h(a-1)=(h(a))-L.
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7.3.7. Sean A y A anillos. Denotamos con + y ., respectivamente a la suma
y al productoen A yen A”. De 7.3.6 y 7.3.3 se deduce que una aplicacién h
de A en A” es un morfismo de A en A’ si y sélo si para todo par a,b de
clementos de A,

h(a+b)=h(a)+h(b) y h(a.b)=h(a).h(b).

7.3.8. Teorema Si h es un isomorfismo de A en B, entonces h! es un
isomorfismo de Ben A.

Demostracién. Sean A = (A.(fp); D), B = (B.(g) je]), i€l y n=p(i).

Si (by,....,.by)EBD | se tiene |

1 h(h ! (gi(b1...bn)))= gi(b,....bn).

Por otra parte, por ser h un motfismo de A en B,

b(fih 1 (b1),...b"1 (on)) = i 1(d1)), b0 1)) = gi(b1,....bn)

De (1), considerando que h es una funcién inyectiva, resulta
hd(gi(b1,...bn)) = fith™! (b1),....h1(bn)).

7.3.9. Teorema. Si h es un morfismo de A en B ykes un morfismo de B en
C, entonces koh es un morfismo de A en C. _
Demostracién. Sean A=(A,(f;)ic]). B=(b.(g)ieD. C=(C.(1));en.e €] 1tal
que p(i)=n. Si (a]....,ap)EA", se tiene (koh) (fi(aj ...,ap)) = k(g (h (ay)...,
h (an))) = 1i((koh) (a1),....(koh) (ap)).
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Para toda 4lgebra A, es inmediato que id4 es un automorfismo de A. Luego
la relaci6bn A=B si y s6lo si A es isomorfa a B, es reflexiva y, por los
teoremas precedentes, es simétrica y transitiva; luego, es una relacién de
equivalencia.

Sea End(A) el conjunto de los endomorfismos de un 4lgebra A.

Denotamos con o a la operacién binaria sobre End(A) dada por (k,h)—koh.
Por el teorema precedente, y teniendo en cuenta que la composicién de
funciones es asociativa resulta que (End(A ),0,id) es un monoide.

Sea ahora Aut (A) el conjunto de los automorfismos de A. Si-1 denota a 1a
funcién de A en A, que asigna a un automorfismo h el automorfismo inverso

h-1, resulta que (Aut(A),0,” 1,idA) €s un grupo.

7.3.10 Teorema. Sea h un morfismo de uﬁ dlgebra A en un dlgebra B . Si
A’ es un subuniverso de A y B’ es un subuniverso de B, entonces h(A") es
un subuniverso de By h~ -1 (B°) es un subuniverso de A.
Demostracién. Sean (fjic] y (giie1 las familias de operaciones
fundamentales de A y B respectivamente.
Si gj es una operacién n-aria, y by,...,by pertenecen- a h(A”), existen ajy,...,an
€ A’ tales que h(a;j)=b;, para todo i, 1<i=n. Se tiene

i (b1,-,bn) = gi (h(@1),...h (an))=h(fi(a1,..an),
puesto que h es un morfismo. Siendo A” un subuniverso de A, f; (@j,....ap) €

A’ Luego gj(bi,....bn) € h(A”). Entonces h(A”) es un subuniverso de B.
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Sean ahora f; una operacién n-aria y at,...,an e€lementos . de hl (B").
Entonces h(a;) € B’ , para todo i, i=1,...,n. Como, por ser h un morfismo y
B un subuniverso, se tiene

h(f; (a1.....an)=gi (b(a1)....h(an)) €EB’,
resulta que fi(ag,...,an) pertencce a h-1 (B"). Luego bl (B esun

subuniverso de A.

7.3.11. Teorema. Sea A un digebra generada por un conjunto X. Sihyk
son morfismos de A én un dlgebra B tales que h y k coinciden en X.
entonces h=k.

Demostracién. Sean (f)); 1 y (g))i ] las familias de operaciones
fundamentales de A y B respectivamente.

Sea Xo,...,.Xr,Xr+1,... 1a sucesién de subconjuntos de A definida en 7.24.
Puesto que Xo= X, h y k coinciden en Xo, por hiptesis. Supongamos que
coinciden en Xr, para r=0, y sea x un elemento de Xr+1 - Xr. Entonces
existen i€l y Xx|,....Xp €Xr, donde n=p(i), tales que x=fj(Xi ...,Xp). Luego ,
h(x)=gjh(x1)..... B(xp)), ¥ puesto que, hixj=k(xj), para todo j, j=1...n,

resulta finalmente h(x)=k(x).
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Ejercicios

7.3.12. Sea f una aplicacién de (R:+,-0) en (R-{0},."1,1) definida por f(a) =

22, Probar que f es un morfismo de grupos y que no es epimorfismo.
7.3.13. Probar que los monoides del ejercicio (6.2.18) son isomorfos.

7.3.14. Sea (S,.) un semigrupo. Se define la operacién . en P (S) por :
AB={ab;a€EAbEB}
Probar que ( P (S),.) es un semigrupo y que la funcién que a s € S le asigna

{s} € P (S), es un monomorfismo de (S,.) en ( P (S),).

7.3.15. Sea G un grupo. Probar que si a2 = |, para todo a € G, entonces G

es abeliano.

7.3.16. Sean G un grupo y g un elemento fijo de G. Sea f la aplicacién de G

en G definida por f(X)= gxg‘l. Probar que f es un automorfismo de G.

73.17. Sean G y G~ dos grupos, B un conjunto generador de G y f una

funcién de B en G.
Probar que st existe un morfismo de grupos de G enr G” tal que su restriccién

a B coincide con f, entonces este morfismo es dnico.
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73.18. Sea Z(21/2) el anillo del ejercicio (6.3.11) y f la aplicacién de este
anillo en sf mismo, dada por f(m + n.21"2) = m-n.21/2. Probar que f es un

morfismo de anillos. Establecer si f es monomorfismo o epimoirfismo.

7.3.19. Sea A el conjunto de todas las funciones reales continuas definidas
| sobre el intervalo unitario cerrado, A es un anillo con las operaciones
habituales de suma y multiplicacién de funciones (teniendo en cuenta que la
suma y el producto de dos funciones continuas es una funcién continua), la
funcién opuesta, la funcién nula y la identidad.

Sean R el anillo de los reales y ¢ la aplicacién de A en R dada por
¢ (f(x)) = T (1/2).
Probar que ¢ es un morfismo de anillos. Encontrar el subconjunto de A cuya

imagen por ¢ es O.

7.4 Semigrupos, monoides y grupos
ciclicos.

7.4.1. Definicién. Sean A un semigrupo, monoide o0 grupo y a un elemento
de A. Entonces la subdlgebra generada por a se llama, respectivamente, el
subsemigrupo, submonoide o subgrupo ciclico generado por a. Se dice que

A es ciclico si A=[a], para algiin elemento a de A.
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Si S = (S,) es un semigrupo y a€S, se define, para todo nimero entero n>0,
la potencia n de a, poniendo
a’=a. .. a
n veces

SiM = (M,.,1) es un monoide y aEM, se define también la potencia cero de

a, por : a0 = 1. Finalmente, si G = (G,.,”1,1) es un grupo, se define las

potencias negativas de a, poniendo, para todo entero n>0, a”* = (a-1)”.

7.4.2. Teorema. Para todo elemento a de un grupo Gy todo par de enteros
m y n, se cumple que a™. @t = "N,
Demostracién. Si m=0 o n=0, la igualdad del enunciado es evidente.
Supongamos m y n mayores que 0. Entonces,

am a" = (a. .. a). (a. .. .a)=amtn

m veces I veces

am a-n — (a~l)m ) (a-l)n = (a-l)m+n = a-(m+n) — g-m-n_

aman=@hman =@l _ _alyca .. .a),
m veces n veces
lo que es igual, por la propiedad asociativa, a a M+,

De acuerdo con 7.2.7, si a es un elemento de un semigrupo S .
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- S¢S [a] = { a; n>0}.
Si a pertenece a un monoide M, por 7.2.8,
Sy!{a] = { a” ; 020}

Finalmente, si a pertenece a un grupo G, por 7.2.9y 7.3.2,
S¢ [a] = {a" ; nEZ}.

7.43. Teorema. Si § = (§. .} es un semigrupo ciclico generado por un
elemento a, entonces S es isomorfo al semigrupo (N{0},+) o S es finito y
existe un par de enteros r y m, r2l y mz1, tales que S = { a,...a" +m-1 A
cumpliéndose ademds que{a’,...a"+*M1}es el universo de un subsemigrupo
de S isomorfo a ( Zm,+) (6.2.8).

Demostracion. Caso 1. Para todo par r y s de enteros positivos, si r=s
entonces al =a .

La aplicacidn de N-{0} en S=[a] dada por n—a” es evidentemente biyectiva.
Por el Teor. 7.42 a m+n le corresponde a™*7 = ™. a”, luego es un
isomorfismo de (N{O},+) sobre S .

Caso 2. Existen enteros positivos r y s tales que r =s y al = aS.

Sea r el primer entero tal que al =al*X | para algiin x>0, y sea m el primer
entero tal que a” =a'+/ _ Entonces a,..., a” +m-1 son todos distintos.

Sea ahora tzr+m. Luego, t-r=m. Si q y p son el cociente y el resto,
respectivamente, de la divisién de t-r por m, resulta t-r=mq+p, con Ospsm, de

donde t=r+mq+p, con lo cual at = af+*mq aP
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De a’ =at/ resulta a= aT+/4, y entonces, al=aT*P , lo que muestra que

al €{al,..a™*m1}  Luego S ={a,.al*m 1}y B={al, a"*m1 } esun
subuniverso de §.

Sea ahora f:B—Zm la aplicacién dada por f(a”t¥)=(r+x) (mod m).

Si f(att5)=f (a”*)) resulta que x-y es un miiltiplo de m, de donde x=y por
estar ambos nimeros comprendidos entre O y m-1 . Puesto que |B|=|Zm |,
f es biyectiva.

Por otra parte, f(a’+* . afY) = (r+x+1+y) (mod m) = (r+x) (mod m) + (r+y)
(mod m) = f @™%) + f (@™)). con lo cual f es un isomorfismo del

subsemigrupo (B,.) sobre (Zm,+).

En el caso finito el semigrupo § puede representarse por el grafo Grm que

muestra la figura siguiente
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r+2
a —» L . —» 3 —p 2

gr+m-1 €— ... r+3

Grafo Gy, representativo de un semigrupo ciclico finito

Fig. 15

Para el caso de los monoides se obtiene el resultado siguiente, efectuando
muy pocos cambios en la demostracidén precedente.

7.4.4. Teorema. Si M=(M,.,1) es un monoide ciclico generado por un
elemento a, entonces M es isomorfo a ( N,+,0) 0 M es finito y existe un par
de enteros 120 y mz1 tal que M={ l,a,...,ar'”"'l }, cumpliéndose ademds
que {a,..aT+M-13 o5 ol universo de un subsemigrupo de (M, .) isomorfo a

{ Zm+).

7.4.5. Corolario. Todo semigrupo ciclico finito contiene un elemento
idempotente. Todo monoide ciclico y finito , no isomorfo a ( Zm,+0), para

algiin mz1, contiene un elemento idempotente ademds de la unidad.
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Demostracién. Si a es un elemento generador de un semigrupo o de un
monoide en las condiciones del enunciado se tiene que, para algin rzl y
algin m=1, {a',..,aT*"-1} es el universo de un subsemigrupo isomorfo a
(Zm,+). Sea aT** el elemento correspondiente a O por el isomorfismo
definido en 7.4.3 ( es decir, r+x es un miltiplo de m). Entonces, a a’*X

.af+X e corresponde 0+0=0, con lo cual al+¥ a F'+X = aI+x,

7.4.6. Corolario. Para todo elemento x de un semigrupo, o monoide,
finito, existe un entero 1 tal que X" es idempotente.
Demostracién. Basta aplicar 7.4.5 al subsemigrupo o submonoide ciclico

generado por X.

7.4.7. Teorema. Si G es un grupo ciclico entonces G es isomorfo al grupo
de los enteros o G es finito y, para algiin m=z1, G es isomorfo a (Zm,+,-0).
Demostracion. Sea a un generador del grupo G.

Caso 1. Para todo par de enteros distintos 1y s, af =aS.

La aplicacién de Z en G dada por r—al es un isomorfismo de grupos.

Caso 2. Existe un par de enteros distintos r y s tales que af = aS.

Suponiendo r>s, 1=al .(aS)" 1_ar '“s, con 1-s>0. Sea m el primer entero
positivo tal que 1=a™. Entonces el monoide de las potencias de exponente
mayor o igual que cero de a es isomorfo a (Zm,+,0).

Como a’-1=a-1, para todo >0, a=(a-1)n=(am-1yn=a(m-Dn
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Luego , toda potencia de exponente negativo coincide con una potencia de
exponente positivo. Esto concluye la demostracién del teorema.
7.4.8. Definicion. El orden de un elemento a de un grupo G es el cardinal

del subgrupo ciclico generado por a.

Se deduce directamente de la definicién 7.4.8 que un elemento a de un
grupo G tiene orden finito m, si y s6lo si, m es el menor entero, mayor o

igual que 1, tal que a™=1.

7.4.9. Teorema. Todo subgrupo de un grupo ciclico. es ciclico.
Demostracién. Sean G un grupo cfclico generado por un elemento ay S un
subgrupo de G.

Sea Z” el conjunto de los enteros x tales que aX €S. Luego 0 €Z" y si X,yEZ’,
se tiene aX-Y =aX(a-1)¥ =aX(@ay)-1, que es un elemento de S, con lo cual (x-
y)E Z° . Entonces Z~ es subuniverso de Z, de donde, por 7.1.6, Z estd
generado por un entero m=0. Por lo tanto, todo elemento de S es de la forma
adMm_ con qEZ, es decir, es una potencia de a’. .

" Nota. No vale en general que un subsemigrupo (resp. submonoide) de un

semigrupo ciclico (resp. monoide ciclico) es ciclico (ejercicio 7.4.13).



Estructuras Algebraicas 145

Ejemplos -

7.4.10 Sea la relacién sobre el comjunto X= {a,b,c,d}, R={(a,b),(b.c).
(b,d).(c,d),(d,a),(d,c)}. Entonces, en el monoide de todas las relaciones
binarias sobre X con respecto a la composicién, R genera el submonoide
ciclico: {RO,R,...,RG}. En este caso los nimeros r y m del Teor. 74.4 son 6 y

1 respectivamente. Los elementos idempotentes son RO= idx y RS,

7.4.11. En Zg los 6rdenes de 1,2,3,4 y 5 son, respectivamente, 63,23 y 6. Si
p es primo, todo elemento no nulo de Zp es generador, 0 equivalentemente,
todo elemento no nulo tiene orden p. En efecto, si n es el orden de un
elemento x de Zp se tiene que nx=0 (mod p), es decir: p | nx, con 16 cual p |

n, de donde n=p.

7.4.12. Sea R el grupo de las rotaciones en el plano, con respecto a la
composicién como operacién binaria. Una rotacién de dngulo x< 2 & tiene

orden finito si y sélo si, para un entero n, n>0, nx=2n, es decir, x=2n/n.
Ejercicios.

7.4.13. Mostrar que no es valido en general que un subsemigrupo (resp.

submonoide) de un semigrupo ciclico (resp. monoide ciclico) es ciclico.
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74.14. (Z+,-0) es un grupo ciclico generado por 1. Encontrar el
submonoide de Z generado por 1.
Encontrar un subconjunto A CZ tal que el submonoide de Z generado por

A seaigual a Z.

7.4.15. a) Probar que un grupo ciclico de orden 5 tiene 4 generadores.
b) Probar que un grupo ciclico de orden p, p mimero primo, tiene p-1

generadores.

7.4.16. Sea a un elemento del grupo (Zp,+,-,0). probar que los subgrupos

generados por a y por p-a coinciden.

7.4.17. Un semigrupo S se 1lama semigrupo de torsion si para todo X& S el
subsemigrupo ciclico [x] generado por X es finito.

Un grupo de torsion es un semigrupo de torsién que adema4s es un grupo.
Probar que G es un grupo de torsién si y s6lo si todo subsemigrupo de G es

un subgrupo de G.

7.4.18. Sea S un semigrupo y sea E(S) el conjunto de elementos
idempotentes de S.

a) Probar que si S es conmutativo, entonces E(S) es un subsemigrupo de S.
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b) Sean S] un semigrupo de torsién, S un semigrupo y f de S1 en Sy un

epimorfismo de semigrupos,
Probar que Sp también es de torsion, _
Probar que f (E(S1)) = E(S2). ( Indicacién: Tener en cuenta que todo

semigrupo ciclico finito contiene un elemento idempotente).

7.5 Representacion de semigrupos
monoides y grupos.

Sea A un conjunto. En 6.2.10 se definié en AA (conjunto de todas las
aplicaciones de A en A) las operaciones binarias o y ®©dadas por :
fog(x)=f(g(x)) y fag(x)=g(f(x)).

A continuacién de 6.2.12 se definié el semigrupo § 1 obtenido de un
semigrupo S por adjuncién de una unidad. Se tiene ahora el siguiente

resultado.

7.5.1. Teorema. Todo semigrupo S es isomorfo a un subsemigrupo de

((51)51 ,0) ¥ a un subsemigrupo de ((Sl) ,9).
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st
Demostracion. Sea I: S —»(Sl) la aplicacién dada por: (I(X)) (r)= x.r, para

todo xES y todo r€S!, donde x.r designa el prbducto en Sl

Entonces (I (x.y)) (1) = (x.y).r = x.(y.n) = x.( (y) (1) = ) {Hy) () =
I(x)ol(y)(r). Luego, I (x.y) = I(x)ol(y), lo que muestra que I es un
mortfismo de semigrupos.

Por otra paite, si X ¢ ¥ son elementos distintos de S, se tiene que I(x) e I(y)
son aplicaciones distintas, ya que I(x) (1) =x e I (y) (1) =y. Entonces I es un

monomorfismo, con lo cual S es isomorfo al subsemigrupo I(S) de

st
(sY)” .0) (ver 73.10).

sl
Definiendo la aplicacién D: S—>(Sl) por (D(x)) (r)=r.x, se¢ obtiene, en
st
forma andloga, que S es isomorfo al subsemigrupo D(S) de ((SI) , =)

Sea ahora M=(M,.,1) un monoide. Entonces MI=M y para las aplicaciones I
y D de la demostracidén precedente, se tiene, I{1)=D(1)=1dp1, con lo cual , M

es isomorfo a I (M) y a D(M). Vale, por lo tanto, el siguiente teorema

7.5.2. Teorema . Todo monoide M es isomorfo a un submonoide de
(MM,o,idM) y a un submonoide de (L\'IM,ﬂidM).
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Si A es un conjunto las biyecciones de A en A, o permutaciones de A,
constituyen un grupo con respecto a las operaciones o y =(ver 6.2.10). Se

tiene el siguiente teorema de representacién de grupos

7.5.3. Teorema. (Cayley) Todo grupo G es isomorfo a un grupo de
permutaciones de G.

Demostracién. Sea [ la aplicacion de G en GO definida en la demostracién
de 7.5.1. Si x €G, I(x)ol(x 1) =1 (x.x‘l) = I(l)‘: idg ¥y , andlogamente,

I(x ‘l)oI(x) = idG-

Luego, I(x) es una biyeccidn de G en G. Entonces, por la demostracién de
7.5.1, G es isomorfo al subgrupo I(G) del grupo de las permutaciones de G

con respecto a la operacidn o.

Las aplicaciones I y D se llaman representaciones regulares a izquierda y

derecha respectivamente.
E jemplos

7.5.4. Sea Ad = (A,) un semigrupo tal que A es no vacio y la operacién

binaria estd definida por: a.b=b. Entonces, (I{a)) (1)=a.1=a y, para todo b,
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(I(a)) (b)=a.b=Db, es decir I(a) es la aplicacién que vale a en 1 y que coincide
con la identidad sobre todos los elementos de A.
Para la aplicacién D(a) se tiene qhe (D(a)) (1)=a y, para todo b, (D(a)) (b)=a,

es decir, D(a) es una aplicacién constante.

7.5.5. En el monoide (P(E),N.E) las aplicaciones I y D coinciden.
Ambas asignan a un subconjunto A de E la aplicacién B—»ANB, de P(E) en
P(E).

7.5.6. El grupo Z> es isoformo a un subgrupo de S> mediante las

aplicaciones 1 y D, que en este caso coinciden. Se tiene que I(0)=id,
11 01 1o 01
M={120] Y@ =150

Ejercicios

7.5.7. Sea x perteneciente a un copjunto {inito A y sea f una permutacién de
los elementos de A, existen un entero positivo k tal que fk (x)=x. El ciclo de f

es el conjunto ordenado (x,f(x),fz(x),..., fk-1 x)).

12345
j una permutacién de A = { 1,2,3,4,5,6}.

S =
8) Sea f (21356
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Para todo x € A encontrar el ciclo de x y escibir f como el producto de sus
ciclos.

b) Sea g=(1 2 3) una permutacién de {1,2,3}; verificar que g=(1 2) (1 3) =
B1)(32).

¢) Sea p= (1 2 3) (4 5) una permutacién de { 1,2,3,4,5}. Encontrar el grupo

generado por p.

7.5.8. Sea Sy, el grupo de permutaciones de un conjunto con n elementos y
sea G un subgrupo de Sp. Las permutaciones s y t de G se llaman
conjugadas en G si existe un elemento g € G tal que s:gtg’1 .

a) Probar que la conjugacién es una relacién de equivalencia en G.

b) Sean s y t permutaciones conjugadas en Sp, tales que s = gtg‘l.

b1) Probar que para todo ciclo (ai,....ak) de t, (g(aq),....g(ak)) es un ciclo de
S.

b2) Sean s=(aj,..ak) (ar.--3) . @i...am) Yy t=(b1,...bg) (br....bj) ..
(bj,...,bm) dos permutaciones de S, con el mismo niimero de ciclos y de
mismas longitudes resbe.ctivas.

Probar que s y t son conjugadas en Sn.

b3) Qué conclusién se obtiene a partir de bj) y bp) ?

7.5.9. Sea G un grupo de permutaciones contenido en Sn. Probar que si G

contiene una permutacién impar t, es decir tal que su signo es sig(t)=-1, en-
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tonces G contiene el mismo némero de permutaciones pares que de impares.
(Indicacién: Probar que la aplicacién 8 de G en G definida por B(g)=tg es

una biyeccién y considerar la sumatoria Isig(g) sobre todas las

permutaciones g € G.)

7.5.10. Representar (Z4,+,-,0) por un grupo de permutaciones sobre
{0,123 }.

7.5.11. a) Explicitar el subsemigrupo de NN jsoformo al semigrupo
(N-{0},+) por una representacién regular.

b) Explicitar el submonoide de PE) P(E) isoformo al monoide

( P(E),N.E), por una representacién regular.

7.5.12. Sea M un monoide finito. Probar que si un elemento de M tiene
inverso a izquierda ( o tiene inverso a derecha) entonces éste es dinico y es el
inverso a ambos lados.

( Indicacién: Usar el teorema de Cayley).

Probar que el resultado enunciado no vale para monoides infinitos. .

(Indicacién: Considerar el monoide de las funciones de N en N).



Capitulo 8

Algebras cocientes y productos

Las congruencias en un 4lgebra son relaciones de equivalencia, en su
conjunto subyacente, que permiten definir, en forma natural, un 4lgebra del
mismo tipo sobre el conjunto cociente. Se estudian, en este capitulo, las
congruencias en general y luego las especificas para semigrupos, grupos,
anillos y 4dlgebras de Boole.

Habiendo visto previamente los productos de reticulados y de 4lgebras de
Boole, el lector no tendrd dificultades en asimilar y dar ejemplos del

concepto de dlgebras del mismo tipo que se expone a continuacion.

8.1 Congruencias

8.1.1. Definicién. Sea A un 4lgebra y R una relacién de equivalencia en A.

Entonces, R es compatible con respecto a una operacién n-aria fj de A si,

dados aj,...,ap, by,....by en A tales que a;j Rbj, para todo j=1,...,n, entonces
fi (ay.....an ) Rf; (by,...,bp).

153
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Si R es compatible con todas la operaciones de A, se dice que R es una
congruencia en A.
Es evidente que una relacién de equivalencia es siempre compatible con las

operaciones O-arias del dlgebra.
Ejemplos

8.1.2. R es una congruencia en un semigrupo (S..) o en un monoide (M,.,1)
si y s6lo si R es de equivalencia y
(H ajRbj y agRbo implica aj.a2Rb1.b2

8.1.3. R es una congruencia en un grupo (G, 1,1) si y s6lo si R es de equi-

valencia y vale (1) para toda cuaterna a1,a2b1,b2 de elementos de G. En
efecto, con respecto a la operacién unaria -1, se tiene que si aRb, como a~
IRa-1, por (1), IRba-l, y puesto que también b1 Rb-1, aplicando

nuevamente (1), se obtiene b~ Rals

8.1.4. R es una congruencia en un anillo (A,+,,-,0) o en un semianillo
(A,+,.0,1) si v sélo si, para toda cuaterna aj, a2, by, b2 de elementos de A
tales que a;Rbj, i=1,2, se cumple aj+a2Rb1+b2 y aj.a2 Rby.b2 ( la compati-
bilidad de R con respecto a la operacién - resulta de 8.1.3. ).
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8.1.5R es una congruencia en un reticulado (L,v,A) o en un 4lgebra de
Boole (B,v,A,”,0,1) si y s6lo si R es de equivalencia y a;Rbj, para i=1,2
implica ajvapRbjvby y ajaapRbjabp. Para ver que estas dos dltimas
condiciones implican la compatibilidad de R con respecto a la operacién ~
del dlgebra de Boole, sean a,b € B tales que aRb. Puesto que a” Ra“ , se tiene,
IRbva’ . Como también b” Rb’, resulta b” R(bva” ) Ab” . Por la propiedad
distributiva, (bva” ) Ab"=a" A b”, con lo cual, b" Ra” Ab” . En la misma forma
resulta a’Ra” Ab” , de donde, por la transitividad y simetria de R, se obtiene a”

Rb".

Denotaremos C 4 al conjunto de todas las congruencias sobre el dlgebra A.
Recordamos (3.2) que E A designa al conjunto de las relaciones de

equivalencia sobre A.

8.1.6. Teorema. El conjunto CA,6 ordenado por inclusion, es un
subreticulado de (EA, Q).
Demostracién Sean R; i=1,2, congruencias en A. Veremos que RiNR2 ¥y
[R1UR2] (4.1.4) son también congruencias. Sean entonces f una operacién
n-aria en A y aj,...,an,bi,....op € Al
Si a; (R1NR2)b; para todo i, i=1,...,n), entonces

f (ag,.-..an) RA (b1,....bp), 1=1,2,

con lo cual,
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f(ay,....an) RINRof (by,....by).
Supongamos ahora que 3;[RjUR2]b;, para todo i, i=l,...,n.
Emtonces, existen xlir...,xkii .i1=1,.., n, en A, tales que,

aj RjUR2)x14.. . xkif (RjUR)b;, i=1,....0.
Utilizando eventualmente la reflexividad de R} y R2, puede obtenerse una
sucesién Rji,..., Rjm de relaciones, cada una igual a R} oaR2,y, paracada i,
i=1,...,n, una sucesion zt 1,...,zi m-1 , de elementos de A, tales que,
a; Rj1Z'1.....20m-1Rjmbi.

Luego,
f(al,...an) Rjzf(z!1,...2" ). £z m- 1. - DRjmf (DL, bn),
con lo cual , f(ay,...ap) [R{UR2]f(b],....by).

Si R es una congruencia en un dlgebra A, para cada operacién n-aria f de A
queda definida una operacién n-aria {f], sobre A/R, poniendo:
[fIR(@})....R(ap)) = R(f(a]....,ay)). La operacién [f] estd bien definida ya

que R es compatible con f.

8.1.7. Definicién. Sean A = (A(f));ep un dlgebra y R una congruencia en
A. El dlgebra (A/R,([f;]); 1) se denota A/R y se llama el dlgebra cociente de
A por R
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8.1.8. Teorema. Sea R una congruencia en un digebra A. Entonces, la
aplicacion candnica p : A~>A/R es un epimorfismo del dlgebra A sobre
el dlgebra A/R

Demostracion. Si f es una operacién n-aria de A y aj,...,an son elementos de
A, de acuerdo con las definiciones de p y de [f], se tienen las siguientes
igualdades,

p(f(ay...an) = R(f(ay,...,an))
= [fI(R(ay)....R@n)) = [f] (p(a})....p(an)).

lo que prueba el enunciado.

Segin se definié6 en 3.1.5, la relacidn de equivalencia asociada a una
aplicacién f: A— B es la relacién Rf sobre A dada por: aRfa” si y sélo si f(a)

= f(a").

8.1.9. Teorema Sea h un morfismo de un dlgebra A = (A.(f)icy) en un
dlgebra B= (B(g)icl)). Entonces, la relacion de equivalencia. Ry,
asociada a h es una congruencia en A.

Demostracién. Sean f; una operacién n-aria en A y aj,..apa’l..a’n
elementos de A tales que, para todo j, j=1,...,n, se cumple ajRpa” j.. entonces,
por ser h un morfismo, y h(aj) = h(a” j), para todo j, j=Il....n, resultan las

siguientes igualdades
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h(fiay,....an)) = gi(h(a1).....h(ap))
= gi(h(a’1),....h@"%)) = h(fi@@’y ....a" p)).
Luego,

fial,....an)Rnfi@’y,...a ‘n).

8.1.10. Teorema. Sean h un epimorfismo de un dlgebra A = (A.(fHiel)
sobre un dlgebra B = (B,(g)icl) ¥y Rh la relacion de equivalencia asociada
a h. Entonces, existe un isomorfismo h’de ARh, en B tal que. h'op = h,
donde p es la aplicacién candnica de A sobre ARp.
Demostracién. La aplicacién h”: A/Rp — B, dada por h’(Rp(a)) = h(a), estd
bien definida (ver 3.2.8) y es biyectiva, ya que h es una suryeccién. Para
verificar que es un morfismo, sea fj una operacién n-aria de A y ajy,...an
elementos de A. Entonces aplicando las definiciones de [fj] y de h" , y
teniendo en cuenta que h es un morfismo, resulta |
h’(fi] (Ru(21),-.Rh(an))) = h'( Ra(fi(@1,.-.an)))
= h(fi((a1,...ap))) = gi(h(ay).....h(an))
= gi(h “Rn(a1).--.Rnlan), '

lo que prueba la asercién.
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_Ejercicios.

8.1.11. Sean A un 4lgebra y R, § congruencias en A tales que S CR.
SeaR/S = {(S(a).S(M)EAIS x AS ; (a,b) € R}. Probar que R/S es una

congruencia en el 4dlgebra cociente A/S .

8.1.12. Sean R, S congruencias en un algebra A tales que SCR, « la
aplicacién de (A/S )/ (R/S ) en A/R dada por x ((R'S ) (§ (a)) = R(a).

Protar que = estd bien definida y que es un isomorfismo.

(S () es un elemento de A/S v (R/S) (§ (a)) denota la imagen de S (a) por la

relacién R/S que, por (8.1.11), es una congruencia en A/S ).

8.1.13. Scan A un élgebray § una congnie;ncia en A. Se indica con [§ ,1] el

intervalo de extremos § y 1 en el reticulado (C(A),C )de las congruencias

de A.
Sea x la aplicacién de [S, 1} en C(A:S ) dada por x(R)=R'S .
Probar que x es un morfismo de orden de ([5,1].€) en (C(A/S),C) y que

x es inyectivo.

8.1.14. Sean A un 4lgebra, B un subuniverso de A y R una congruencia en
A.SeaBR= {2 € A; aRb, para algin b € B}.

Demostrar que BR es un subuniverso de A.
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8.1.15. Sean A un 4lgebra con una sola operacién unaria y B un subuniverso
de A.
Sea R la relacién dada por: aRb si y sélo si a=b o {a,b}CB.

Probar que R es una congruencia en A.

8.1.16. Sean S un semirreticulado y a un elemento de S.
Sea R;, = {(b,c) € S XS ; las relaciones a<b, a<c valen ambas o bien no

vale ninguna de las dos }. Probar que R; es una congruencia en S .

8.1.17. Si R es una congruencia en A y C (A) es un reticulado distributivo
(resp. modular), probar que C (A/R) es también un reticulado distributivo

(resp. modular ).

8.2. Congruencias en semigrupos.

Es inmediato comprobar que si R es una congruencia en un semigrupo § =

(S,.), el dlgebra cociente, S /R, es también un semigrupo.

8.2.1. Definicién. Un ideal de um semigrupo S = (S,.) es un subconjunto
no vacio, I, de S tal que, paratodoideI ytodoade S, i.a y a.i pertenecen a
1.
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8.2.2. Teorema. Si I es un ideal de un semigrupo S =(S,.) entonces la
relacién de equivalencia asociada a la particion {I} U { {a},a€ § -I} es una
congruencia en S. |
Demostracién. Sea R la relacién de equivalencia asociada a la particién del
enunciado y sean a},bj,a2,bp € S, tales que, a;Rbj, i=1.2.

Si algdn elemento del conjunto {aj,a.by,bp} , digamos aj, pertenece a I,
resulta que by} €1, con lo cual, aj,a3 y by.bp pertenecen a I y, por lo tanto,
aj.a2 Rby.ba.

En caso contrario, aj=b] y a2=b2, de donde, aj.ap =bj.ba.

El semigrupo cociente de un semigrupo S por la relacién de equivalencia
asociada a un ideal I se denotard S /1. Para toda clase de equivalencia [x], se

tiene que [x]).I=1.[x]=I]
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Ejemplos

8.2.3. Sea I un ideal del semigrupo ( N,+). Si n es el primer elemento de I,
resulta que n+1, n+2,... pertenecen a I, con lo cual I=[n,>) = {x€ N; n=x}. El

semigrupo cociente tiene n clases unitarias (las clases de 0,...,n-1) y la clase L.

8.2.4. Sea (S,s) un semireticulado inferior. Un segmento inicial de S es un
subconjunto J de S tal que, para , para todo XE€ S y todo jE J,si x< j entonces
x€ J. El conjunto de los segmentos iniciales no vacios de S coincide con el
conjunto de los ideales del semigrupo (S,A). En efecto sea J un segmento
inicial no vacio de S y sean jE J y XE S, entonces XAjsj, con lo cual, XAjE J.
Reciprocamente, st J es un ideal de (S,A), J€ J y x es un elemento de S tal que

X s j, resulta, XAj=x, con lo cual x € J.

8.2.5. De acuerdo con el ejemplo precedente, si XC A, P (X) es un ideal del
semigrupo ( P (A), N).

Nota. No toda congruencia en un semigrupo se obtiene a partir de un ideal
como en 8.2.2. Por ejemplo, el tnico ideal de Ad (62.11) es A y toda

relacién de equivalencia en A es una congruencia en AY.
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Ejercicios

8.2.6. Sea § un semigrupo. Probar que:
a) Si A y B son subsemigrupos de S , entonces AUB es un subsemigrupo de
S siysélosi ABUBACAUB.

b) Silesunideal de S y T es un subsemigrupo de S , entonces INT es un

ideal de T y IUT es un subsemigrupo de S.

82.7. Sean S un semigrupo, I un ideal de S, R la congruencia asociada con
la particién IT= {I} U{{x} ; x € S - I}. Probar que para cualquier elemento i

de I, 1a clase R(i) es un elemento cero de S /R.

8. 3 Congruencias en grupos.

Se verifica ficilmente que el 4lgebra cociente de un grupo por una
congruencia €s un grupo.
Las congruencias en grupos estin relacionadas con los llamados subgrupos
normales. Antes de definirlos introduciremos las siguientes notaciones: Si
(G.."1,1) es un grupo, XC G y a € G, pondremos

aX={ax;xEX} vy Xa= {k.a; x€ X}.
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Resulta inmediatamente, para subconjuntos A y B de G y elementos a,b de G,
que
a(b.A)=(ab)A y (Aa)b=A. (ab).

83.1. Teorema. Sean G un grupo y X un subconjunto de G. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes

a) X.a = aX,para todo a= G.

b) al Xa=X, paratodo a € G.

<) al X.aCX ,para todo a€ G.

Demostracién. De a) se obtiene b) multiplicando ambos miembros por a1 y
de b) se obtiene a) multiplicando ambos miembros por a. Claramente, b)
implica c). Suponiendo ahora ¢) y reemplazando a por a1, resulta
a..X.a"1CX. Multiplicando por a1 a la izquierda y por a a la derecha,
resulta XC a-! X, con'lo cual se obtiene b).

8.3.2. Definicién. Un subgrupo N de un grupo G es normal si, para todo

elemento a de G, se cumple a.N = N.a.
De acuerdo con 83.1, N es normal si y s6lo si, para todo a €G, a-1.N.aCN.

Evidentemente, si G es conmutativo todo subgrupo de G es normal.

8.3.3. Lema. Si S es un subgrupo de un grupo G entonces las relaciones

binarias, R y R’, en G, dadas respectivamente por aRb si y sélo al bes y
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aR’ b si y solo si abl €S, son de equivalencia en G, y, para todo a € G,
R(a)=a$ yR{a) =Sa.

Demostracién. La relacién R es reflexiva puesto que a-la = 1, que es un
elemento de S. Si al.b €8, se tiene, (a-1.b)-1 = b- la €S, con lo cual R es
simétrica. Finalmente si a-1.b y b-L. ¢ pertenecen a S, entonces el producto,
a-l. ¢, es un elemento de S. Luego R es transitiva. En Ia misma forma resulta
que la relacién R” es también de equivalencia. ’

Por otra parte, de la definicién de R resulta que x €R(a) si y s6lo si al x
€.S, que es equivalente a "x € a. S". Andlogamente xE R’(a) si y s6lo si
x.a 1 €S, que equivalea " x € S.i".

La clase R(a) = a.S (resp. R'(a) = S.a) se llama la clase izquierda de a
mddulo S (tesp. clase derecha de a médulo S ). Las relaciones R y R’serdn
llamadas relaciones mddulo S, a derecha y a izquierda, respectivamente. Del
Lema resulta inmediatamente que R(1) = R(1) = S y que si § es normal,

entonces R= R’, en cuyo caso se dird que R es la relacién médulo S.

83.4. Teorema. Sean G un grupo y R una relacion binaria en G.
Entonces R es una congruencia en G siy solo si R es la relacion médulo
un subgrupo normal de G.

Demostracién. Sea R una congruencia en el gmpo‘ G. Veremos

primeramente que R(1) es el universo de un subgrupo normal de G.
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Si a,b € R(1), entonces aR1 y bR1, con lo cual, a.bR1. Ademis a-l Ra'l, de
donde (a.a‘l)R(l.a‘l) esdecira-l € R(1). Puesto que 1€ R(1), resulta que
R(1) es un subuniverso de G.
Sean ahora a € G y x€ R(1). Puesto que a-l Ra 1, XxR1 y aRa, resulta
(al.x.a)R(al.l.a), de donde, a-l.x.a € R(1). Entonces a'lR(l)aQ R(1), lo
que demuestra que R(1) es el universo de un subgrupo normal.
Si aRb, puesto que a-IRa-1, se tiene, lR(a'l.b), con lo cual a-lb € R(1).
Reciprocamente de a-l.b € R(1) se deduce aRb ‘usando aRa. Esto muestra
que R es la relacién médulo R(1).
Reciprocamente, sean N un subgrupo normal de G y R la relacién médulo N.
Si a,b,c,d, son elementos de G tales que aRb y cRd, entonces, a € R(b) =b.N y
c€ R(d)=d.N, es decir, existen n y m en N, tales que,

a=bn y c=dm.
Entonces, a.c = (b.n). (dm) = b. (n.d)m. Como N es normal, Nd = d.N
(8.3.1), con lo cual existe n” en N tal que nd = dn’, de donde, ac =
b.(dn)m = bd.(n". m) € (b.d).N. Por lo tanto, (ac) R (b.d), lo que

demuestra que R es una congruencia.

Se comprueba ficilmente que la asignacién R—R(1) establece um iso-
morfismo del conjunto de las congruencias de un grupo G, ordenado por

inclusién, en el conjunto de los subgrupos normales de G, ordenado por
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inclusién. El grupo cociente de G por R se lo denota indistintamente G/R o
G/R(1).
Puesto que todo subgrupo de un grupo conmutativo es normal, se obtiene el

siguiente resnltado

83.5. Corolario. Si G es un grupo conmutativo, el reticulado de las

congruencias de G es isomerfo al reticulado de los siubuniversosde G.

Sean ahora G un grupo finito v S un subgrupo de G (no necesariamente
normal). Sean R y R’ las relaciones mddulo S, a izquierda y derecha

respectivamente. Segtin 8.4.3, para todo elemento a de G, R(a) = a.S. De aqui

resulta {R{a)| = |S!, puesto que si, para s,s" & S, se tiene a.s = a.s’, resulta
s=s”. Andlogamente, |R"(a) | = | S.al=|S|. Se tiene entonces

G|l =I1GR| S| =]|GR||S]
El miimero |G'R| = | G'R”| se llama indice de S en G. Siendo el orden de

un grupo finito el nimero de sus elementos, la igualdad precedente se

expresa

8.3.6. Teorema. (Lagrange) Si G es un grupo finito y S es un subgrupo de

G, entonces el orden de G es igual al producto del orden de S por el indice

deSen G.
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8.3.7. Corolario. El orden de un subgrupo de un grupo finito G divide al
orden de G.

Ejemplos

83.8. El grupo de los enteros Z es conmutativo, luego todo subgrupo es
normal. Si Ses un subgrupo de Z, S es el conjunto de los miiltiplos de un
entero p (7.1.6). La congruencia R médulo § es entonces, aRb si y sélo si a-
b es un miltiplo de p. Coincide, por lo tanto, con la congruencia médulo p
(3.1.4). El ilgebra cociente es, entonces, el grupo de los enteros médulo

p(6.2.8).

8.3.9. Sea §3 el grupo de las permutaciones del conjunto {123} (6.2.10).

Las permutaciones
123 b 123
=23 Y T 312

junto con la permutacién idéntica forman un subgrupo normal N de S3.
Puesto que §3 tiene seis elementos, el grupo cocieate tiene dos elementos, de

acuerdo con el Teor. 8.4.6. Es, por lo tanto, isomorfo a Z3.
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8.3.10. Sea h un morfismo de grupos de G en G”. Segiin 8.2.8, la relacién
de equivalencia, Rp, asociada a h es una congruencia en G. Por lo tanto
Rp(1) es un subgrupo normal de G. Ahora bien, xRp1 st y s6lo si h(x)=h(1)
=1, con lo cual Rp(1) = {x € G; h(x) =1}. Este subgrupo normal de G se
llama niicleo de h y se denota Ker h. De acuerdo con el Teor. 8.2.9, G/Kerh

es isomorfo a h (G).

8.3.11. Sea C el conjunto de los nimeros complejos. Entonces (C-{0}.../,1) es
un grupo, donde . designa a la multiplicacién usual y / a la aplicacién
x—»1/x de C-{0} en C-{0}.

Sea f la aplicacién de C-{0} en C-{0} dada por, f(x) = « /| « |. Puesto que
f(xB)=(xB)/| xB|=o/| x| B/|B], resulta que f es un morfismo de
grupos. El nicleo de f es el conjunto de los nmimeros complejos «, x = 0,
tales que o« /| x|=1, lo que equivale a que = es un nimero real mayor que
0. Luego Ker f = R*-{0}={xER x>0}.

De acuerdo con 8.3.10, C-{0}/R* -{0} es isomorfo a la imagen de f, es decir

al conjunto de los nimeros complejos de médulo 1.
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Ejercicios

83.12. Probar que H={f 4p; 2 es un mimero racional} es un subgrupo del
grupo G de (6.2.20). Probar que K={f7p ; b es un nimero real} es un
subgrupo normal de dicho grupo G.

8.3.13. Sean H y K subgrupos normales de un grupo G, probar que HNK y
H.K son también subgrupos normales de G.

8.3.14. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Sea N(H)={w& G; wHw~1
= H}. Probar que:

a) N(H) es subgrupo de G.

b) H es subgrupo normal de N(H).

¢) N(H) es el maximo subgrupo de G en el que H es normal.

d) H es un subgrupo normal de G si y sélo si N(H)=G.

8.3.15. Sean G un grupo y N, M dos subgrupos normales de G tales que
NCM,

a) Probar que N es un subgrupo normal de M.

b) Probar que M/N es un subgrupo normal de G/N.

¢) Sea { la aplicacién de G/N en G/M dada por f(xN) = xM.

Probar que f estd bien definida y que es un morfismo de grupos.
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83.16. Sean G un grupo , H un subgrupo de G y g un elemento de G,
a) Probar que gHg'1 es un subgrupo de G.
b) Sea K el tnico subgrupo de orden o(K) en el grupo G.

Probar que K es subgrupo normal de G.

83.17. Sean G} y G2 grupos y f un morfismo de grupos de G en G2.
Probar que f es un monomorfismo (de grupos) si y sélo si el micleo Ker f es

igual a {1Gg1 }-

83.18. Sean G un grupo y L (G) el conjunto de todos los subgrupos de G,
a) Dados S , T € L(G), probar que el conjunto S vT constituido por los
elementos de la forma sj.t1.s2.t2. ... .sk.tk con kzl,si €Sy tj € T, también

pertenece a L(G).
b) Establecer si L(G) ordenado por inclusién, es o no un 4lgebra de Boole.

8.3.19. Sean G un grupo finito y a€ G, probar que a o(G) = 1G.

8.3.20. Probar que los subgrupos de un grupo finito de orden p son
tinicamente los subgrupos triviales si y sélo si p es un ndmero primo.
(Indicaciones: Usar ¢l teorema de Lagrange. Considerar dos casos: el grupo

es ciclico o no lo es).
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8.4. Congruencias en anillos.

Sea A = (A,+,.,-,0) un anillo. De acuerdo con la definicién una relacién R en
A es una congruencia en A si y sélo si R es una congruencia en el grupo GA
= (A,+,-,0) y una congruencia en el semigrupo SA = (A,.). Segin el Teor.
8.3.4, R es una congruencia en GA si y s6lo si R(0) es un subgrupode GA y

R es la relacién médulo R(0), es decir, aRb si y sélo si a-bER(0).

8.4.1. Definicién. Sea A = (A+,.,-,0) un anillo. Un ideal de A es un
subconjunto I de A tal que I es un subuniverso del grupo GA y un ideal del
semigrupo S A (8.2.1)).

Entonces, un subconjunto I de A es un ideal de A si y sélo si
a) 0e1,

byijelimplicai- jEI,

oi€lya€ Aimplicaia,ai €L

Ejemplos

8.4.2. Ay {0} son ideales de A, llamados ideales triviales.
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8.4.3. Si A es un anillo conmutativo y a € A, el conjunto a.A = {ax, X € A}
de los muiltiplos de a, es urn ideal de A. En efecto a.x-ax" = a(x-x) EaA,y
z.(a.X) = a.(z.x), ya que A es conmutativo, con lo cual z.(a.x) € a.A.

Los ideales de la forma a.A se ilaman principales.

Teniendo en cuenta 7.1.6, resulta que todo ideal del anillo Z de los enteros es

principal.

8.4.4. Todo ideal del anillo de los polinomios R[x] (6.3.7) es principal. En
efecto, si I es un ideal de Rix]}, I = {0}, sea g un polinomio de I de grado
minimo. Entonces {p. ap GR[X]}_C_I . Dado q €, existen p y r en R[X] tales
que q = p.g+r1. Si 1 =0, el grado de r es menor que el grado de g, pero, por
otra parte, r = q-p.2, con lo cual r€ I, lo que contradice la eleccién de g-

Entonces, 1=0, de donde, I = g.R[x].

8.4.5. Los inicos ideales de un cuerpo son los triviales. En efecto, sean K un
cuerpo e I un ideal de K. Si ! = {0}, seai € I-{0}. Entonces, para todo k €K

se tiene k = ( kil Ji,coniocual, k€1 LuegoI =K

8.4.6. Sean B = (B,v,A,",0,1) un algebra de Boole y A = (B,A,4,idB,0) el
anillo definido en 6.3.8. Veremos que un subconjunto I de B es un ideal de

A B si y s6losi verifica las siguientes condiciones
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1)0€El,

2)i,j € limplica ivj €1,

3)i €1y a<iimplicana € L

Sea I un ideal de AB. Se verifica ficilmente que ivj = (iAj) A(iaj). Luego, si
1, € L resultaivj € 1.

Sean ahorai € 1y a € A tales que a <i. Entonces, ani = a. Luegoa € I.
Reciprocamente, supongamos que I cumple las condiciones 1), 2) y 3).
Entonces, si1,j €I, como inj siyi'a ] sj, en virtud de 3) resulta, iAj", j Al
€ 1, de donde, por 2), (iaj") v(i'Aj) =1 Aj EL

Si i €1 y a€B, puesto que aaisi, por 3) resulta aai €I.

Los ideales de A B se llaman también ideales del dlgebra de Boole B.

Una relacién similar a la que existe entre congruencias en un grupo G y
subgrupos normales de G ( 83.4) se establece entre congruencias en un

anillo A e ideales de A.

8.47. Teorema. Sean A un anillo y R una relacién binaria en A.
Entonces R es una congruencia en A siy sélo si R es la relacion médulo
un ideal de A.

Demostracién. Sea R una congruencia en A. Entonces, R es una congruencia
en el grupo abeliano GA. De acuerdo con el Teor. 83.4, R(0) es un

subgrupo de GA v R es la relacién de equivalencia médulo R(0). Veremos
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que R(0) es un ideal de A: si x ER(0) y aE€A, se tiene que xR0 y aRa, de
donde, (x.a)R(0.a), es decir x.aER(0). Resulta, andlogamente, que a.x €R(0).
Sea ahora R la relacién de equivalencia médulo un ideal 1 de A. Se cumple
entonces que R es una congruencia en GA y que, para todo par ab de
elementos de A, aRbsi y sélosia-b &€ 1.

Sean aj,a2,b1,bp, elementos de A tales que ajRbj,i=1,2. Puesto que aj-bj €
I, resuita (aj.a2) - (bj.ap ) € 1 y, en forma similar, (bj.a2) - (b.b2) € L
Sumando estos elementos resulta (aj.a2)-(by.b2) € I, es decir, (a1.22) R

(b1.b2). Luego, R es una congruencia en A.

La asignacién R—R(0) establece un isomorfismo entre el conjunto de las
congruencias en el anillo A, ordenado por inclusién, y €l conjunto de los
ideales de A ordenado por inclusién (luego, este dltimo conjunto ordenado
es un reticulado en virtud de 3.1.6). El anillo cociente se denota

indistintamente A/R o0 A/R (0). Segiin 8.3.3, A’'R(0) = {a+R(0), a €A}.
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Ejemplos

8.4.8. Segitin 8.4.3, todo ideal del anillo Z de los enteros es principal. Luego,
los anillos de la forma Zp, de enteros médulo p, son los tnicos anillos

cocientes de Z.

8.49. En Zg {04} es un ideal principal. El anillo cociente tiene como

conjunto subyacente a {{0,4}, {1,5}, {2,6}, {3,7}} y esisomorfoa Z4.

8.4.10. En el anillo de las funciones de R en R (6.3.9) el conjunto I={f €RR,
f(1)=0} es un ideal. Las funciones f y g son equivalentes médulo I si y sélo
si (f-g) (1)=0 o, equivalentemente, f(1)=g(1). La aplicacién de R en RR/ 1 da-

da por r—={f; f(1)=r} es un isomorfismo.

8.4.11. Sea h un morfismo de anillos de A en A”. Segiin 8.2.8, la relacin de
equivalencia asociada, Rp, es una congruencia en A. Luego, Rp(0) es un
ideal de A y Rp(0)={a €A; h(a)=0}. Como en el caso de los grupos (8.3.10),
Rp(0) se llama nricleo de h y se denota Ker h. Aplicando el Teor. 8.2.9 se
obtiene que A/Ker h es isomorfo a A~

Sea A un anillo. En el reticulado de los ideales de A, los ideales triviales {0}
y A son respectivamente el primer y el dltimo elemento. Los codtomos de ese

reticulado se llaman ideales maximales de A.
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8.4.12. Teorema. Sea A un anillo con unidad conmutativo e 1 un ideal de
A. Entonces A/l es un cuerpo siy solo si 1 es un ideal maximal.
Demostraciéon. Sea A/l un cuerpo y supongamos que I estd contenido
propiamente en un ideal I”. Luego, puede tomarse un elemento a en I- L
Resulta entonces, a+Is=l.

Sea b € A. Puesto que a+l es invertible en A/, existe X € A tal que (a+l).
(x+I) = b+I. Luego, (a.x)+I = b+L.

Puesto que a€ I, ax €1" y como ICI' también (a.x)+ICI".

Luego, b+ICI’ de donde b € I". Esto muestra que I'= A, lo que implica que
I es maximal.

Reciprocamente, supongamos que I es un ideal maximal de A y sea a+l un
elemento no nulo de A/l, es decir a € A-I. Se quiere probar que a+l es
invertible, lo que equivale a probar la existencia de un elemento X de A tal
que (a+I) (x+I) = 1+, o equivalentemente, tal que a .x sea equivalente a 1
médulo [, o equivalentemente, tal que, para algin i de I, 1=a.x+i.

Seal” = {(a.x)+i; X € Ay i€ I}. Se verd que I” es un ideal de A. En efecto,
0=(a.0)+0 €I", si z=(a.x)+i y z’= (a.X") + 1" son elementos de I”, z-z'= a(x-
X)) + (i-i7) que es un elemento de 1. Finalmente, para b& A, se tiene, z.b =
(a.x.b) + i.b = ((a.b)x)+ i.b, por la conmutatividad de A, de donde z.b& I". '
Todo elemento i de I puede escribirse en la forma i=(a.0)+i, lo que muestra
que ICI’. La inclusién es estricta ya que a=(a.1)+0, con lo cual a€l” - L

Siendo I maximal, debe cumplirse I"’= A, de donde puede asegurarse la
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existencia de x en A e i en I tales que 1=(a.x)+i. Por las consideraciones

expresadas mds arriba, a+] es invertible.
Ejercicio

8.4.13. Sea A= (A,+,.,-,0) un anillo, probar que una relacién R en A es una
congruencia en A si y s6lo si R es una congruencia en €l grupo GA = (A +,-

,0) ¥ R es una congruencia en el semigrupo SA= (A,.).

8.5 Congruencias en algebras de Boole.

Sean B=(B,v.A,",0,1) un 4lgebra de Boole y Ag = (B,A,A, idRp,0,1) el anillo
con unidad definido en 6.3.8. El teorema siguiente muestra que las

congruencias en B son exactamente las congruencias en AB.

8.5.1. Teorema. Sean B un dlgebra de Boole y R una relacion binaria en
B. Entonces R es una congruencia en B si y sélo si R es una congruencia
en AB.
Demostracién. Sea R una congruencia en B. Veremos que R(0) es un ideal
de AB.
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Se tiene que 0 € R(0). Sean a,b € R(0). Entonces a R 0 y b R 0, de donde,
aR1ybR 1 Luego,anbR0Oya A bR O. De équx’ resulta (aab”)v(a“ A b)
R0, es decir, aAb € R (0). También, de a R 0y b R b, se deduce anbR 0.
Veremos ahora que R coincide con la relacién médulo el ideal R(0) en A B,
lo que equivale a demostrar que aAb €R(O0) si y sélo si aRb, para todo par ab
de elementos de B.

Si aRb, puesto que b" Rb” y R es una congruencia en B, resulta aab” R 0. Si-
milarmente, considerando a’Rb” y bRb, se tiene a’ab R 0. Luego, (aanb” )v(a”
Ab) R 0, es decir aAbR 0.

Para demostrar la reciproca, veamos que de xR0 se deduce, para todo y, XAy
R y. En efecto, considerando y” Ry”, se obtiene x Ay” RO y, puesto que x” R
1, de yRy, se obtiene, x* Ay R y. Aplicando la operacién v resulta la
asercion. '

Sea aAb R 0. Por lo precedente, ( aAb) AbR b, es decir aRb. De acuerdo con
el Teor. 8.4.7, R es una congruencia en AB.

Sea ahora R una congruencia en AB. Supongamos que a;Rb;, para i=1,2.
Entonces, atAa2 R bjAbz y ajaaz R biabp. Puesto que, en general,
xvy=xAyAx Ay, resulta ajya2 R bjvb2. De acuerdo con 8.1.5, esto finaliza la

demostracién de que R es una congruencia en B.
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8.6. Productos.

8.6.1. Definiciéon. Sean A= (A,(fDie ) yB=(B,(g)i e ) dlgebras del
mismo tipo. El producto ( o producto directo } de A y B, denotado AxB,
es el dlgebra del mismo tipo cuyo universo es AXB y cuyas operaciones (pj)j
€ 1. estan dadas por

pi (a1.b1)...., (an.bn)) = (fj(at.....apn), gi (B1.....bn ),

siendo n el rango de i.

8.6.2. Teorema. Sean A = (A(fPiepD y B = B.g)i € ) digebras del
mismo tipo. Entonces, las proyecciones primera y segunda de AxBen Ay
B, respectivamente, son morfismos de AXxB én A yde AXxB en B,
respectivamente.

Demostracién. Sea n] de AXB en A la primera proyeccién del producto
cartesiano. Si n es el rango de i, aj...ap € Ay by,...bp € B, setiene

x1(pi ((a1,b1)....(an.bn)) = =1 (fi (al.....an)g1 (b1....bn)) = fi(al,..an) =
fi(x1(a1.bp)....x1 (an.bn)).

Luego, nty es un morfismo. Lo mismo vale para ny.
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Ejercicios

8.63. Sean G un grupo y H y K dos subgrupos de G tales que HNK = {1G},
HK=G y Xxy=yx paratodox €H y para todo y € K.
Probar que la aplicacién f de HxK en G definida por f((x,y)) = X.y es un

isomorfismo.

8.6.4. Sea A un dlgebra, se define una estructura algebraica sobre AxA de la
siguiente manera:

Para cada operacién n-aria fj en A, se define un correspondiente operacién
n-aria f en AXA por:

f((ag,bp).--., (@an,bp)) = (fi(ay.-...,an).fi (b1.....,bp)) y ademds se agregan
las operaciones O-arias (a,a) para todo a € A, una operacién unaria s
definida por s((a,b)) = (b,a) y una operacién binaria t dada por t((a,b),(c,d))
=(a,d), si b=cy t((a,b),(c.d)) = (a,b), en caso contrario.

Probar que B es un subuniverso de ese 4dlgebra definida sobre el conjunto

AXA, st y s6lo si B es una congruencia en A.
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Capitulo 9

Algebras libres

En este capitulo se introducen las dlgebras libres y se dan algunos resultados
sobre ellas. Se caracterizan los semigrupos, monoides y grupos libres. Se
definen los términos y el dlgebra de los términos y se prueba que esta dltima

es un algebra libre.

9.1. Definicion de algebras libres.

9.1.1. Definiciéon. Sea K una clase de algebras de un tipo dado y U un
dlgebra del mismo tipo, generada por un conjunto X. Se dice que U estd
libremente generada por X, con respecto a la clase K, si se cumple la
siguiente propiedad wniversal :

nara toda 4dlgebra A € Ky toda aplicacién k: X—>A, existe un morfismo k*

dc 17 en A que extiende a k ( es decir, para todo XE X, k* (x) = k(x)).

183
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El morfismo k™ de la definicién precedente es tinico ya que si h: U—=A esun
morfismo con la misma propiedad, h y k* coinciden sobre un conjunto de

generadores de U (ver 7.3.11).

Ejemplos

9.1.2. Sea N el monoide de los niimeros naturales, con la suma usual como
operacién binaria y O como umidad. Veremos que N esti libremente
generado por {1} con respecto a la clase K de todos los monoides. En efecto,
N estd generado por {1} y si M es un monoide y k: {1}-—+M una aplicacién,
poniendo, para todo nEN, k* (n)=(k(1))B, se obtiene un morfismo de N en
M que éxtiende a k. En la misma forma se prueba que el grupo Z de los
enteros esti libremente generado por {1} con respecto a la clase de todos los

grupos.

9.1.3. En contraposicién con los dos ejemplos precedentes, el grupo Zp, p>0,
estd generado por {1}, pero no estd libremente generado por {1} con respec-
to a la clase de todos los grupos. Para comprobar esta asercién sea ki {1}—Z
una aplicacién tal que k(1)=a, con a>0, y supongamos que existe un morfis-
mo h: Zp—>Z que extiende k. Entonces, h(0O)=h(l+ ..+1), donde 1 esti
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repetido como sumando p veces, con lo cual h(0)=ph(1)=pa. Luego, pa=0,

en contradicciéon con la eleccién de a.

9.1.4. Un reticulado booleano de orden 2 (isomorfo al reticulado de las par-
tes de un conjunto de 2 elementos, ordenado por inclusién) estd libremente
gencrado por el conjunto de los dos elementos incomparables, con respecto a
la clase de todos los reticulados. En efecto, si a,b,0,1 son los elementos de un
tal reticulado B, 1=avb y O=aab, con lo cual {a,b} genera B. Si para un
reticulado L, k es una aplicacién de {a,b} en L, poniendo k*(a)zk(a),
k¥ (b)=k(b), k* (1)=k(a)vk(b) y k* (0)=k(a)ak (b) se obtiene un morfismo
de B en L que extiende k. Es ficil comprobér que (B,v,A,’,0,1) no estid
libremente generado por {a,b} con respecto a la clase de todas las 4lgebras de

Boole.

9.1.5. Teorema. Sean Uy y U3 dlgebras libremente generadas por X1 y
X2, respectivamente, con respecto a una clase K. Si Uy y U2 pertenecen
a Ky Xj yXp son coordinables, entonces Uy y U2 son isomorfas.

Demostraciéon. Sea = una biyeccién de X1 sobre X2. Sean K1: X1—U2 la
composicion de x con la inclusion de X2 en Uz y k2: Xo—U) la compo-
sicién de x~1 con la inclusién de X1 en Uj. Por las hipétesis del enunciado
existen los morfismos ki~ : Ui—»l2y kz* : U2—U] que extienden a k] y

a ko, respectivamente.
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Para todo xE€X]|, se tiene que kp_* o kl* x) = x‘l(oc(x))zx, con lo cual
ko ok;® es igual a la identidad sobre U}, va que coincide con la identidad
sobre un conjunto de generadores. En la misma forma se prueba que ki* o
kz* es igual a la identidad sobre Up. Luego, kl* es una biyeccién y, por lo

tanto, un isomorfismo de Uj sobre U3.

9.2. Semigrupos, monoides y grupos
libres.

Sea X un conjunto. Se dird que X es un alfabeto y que cada elemento de X
es una letra.

Una palabra, no vacia, sobre el alfabeto X es una sucesion finita, p= Xi,....Xp,
de elementos de X. Se denotard p = X1 ... Xp y se dird que n es la longitud,

!l (p), de p. El conjunto vacio es la palabra vacia. Serd denotado A y sc
pondrd ! (A)=0.

Dadas las palabras pj = X1... X;p ¥ P2=¥1-.-¥n la concatenacion de pj con

p2, denotada pp2, es la palabra X]...X;n¥1...¥n-

9.2.1. Monoides libres. Sea W(X) el conjunto de iodas las palabras sobre el
alfabeto X. Es inmediato que la concatenacidr ¢s una operacién binaria

sobre W(X) y que A es elemento neutro. Se tient :ntunces un monoide que



Estructuras Algebraicas 187

serd denotado W(X). Se verd que este monoide estd libremente generado por
X con respecto a la clase de todos los monoides.
De acuerdo con 7.2.8, W(X) estd generado por X. Sean M=(M,.,1) un
monoide y k una aplicacién de X en M. Definimos k* : W(X)—M poniendo
k¥ (x)=k(x), para todo x€X; k¥ )=1 y

kK* (x1...xp) = k(x1).....k(xp),
para toda palabra x1...X; no vacia.
Por 1a asociatividad de la operacién. de M , resulta inmediatamente que k™ es

un morfismo-

9.2.2. Semigrupos libres Sea X un conjunto no vacfo. Una demostracién
andloga a la precedente, permite afirmar que el conjunto W(X)-{A}, de todas
las palabras no vacfas sobre el alfabeto X, con la concatenacién como
operacidén binaria, es un semigrupo libremente generado por X con respecto

a la clase de todos los semigrupos.

9.2.3. Grupos libres. Sean X un conjunto y X” un conjunto coordinable con

’,

X y tal que XNX” = J. Designemos, en general, x° al elemento
correspondiente a x por una biyeccién de X en X, para todo xEX. Diremos
que una palabra, sobre el alfabetc XUX" ,es reducida, si no tiene un par de

letras consecutivas de la forma xx" o x“ x.
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Si p es una palabra perteneciente a W(CXUX" ), denotaremos r(p) a la palabra
reducida, obtenida de p, suprimiendo reiteradamente las subpalabras de la
forma xx” o x” x. Por ejemplo, si p es la palabra ab” bb’cc” ba”, r(p) = A
Convendremos en escribir x=(x" )", para todo xEX.
Sea G el conjunto de todas las palabras reducidas sobre XUX" . Definimos
sobre G una operacién binaria. poniendo: pj.p2 = 1( pip2), ¥ una
operacién unaria-1 dada por (al...an)'lzan “..ay’ . Veremos que G, Ly
es un grupo, para lo cual, observamos en primer lugar que la dnica
propiedad que no se obtiene directamente de las definiciones es la
asociatividad de la operacién binaria.
Sean pi,p2 ¥ p3 palabras reducidas. Si alguna de ellas es vacia, es evidente
que se cumple

(1) (p1.p2) -p3 = p1- (P2.P3)-
Supongamos entonces pi = A, i=1,2,3, y sean p]=X]...Xm, P2= ¥1---¥n ¥ p3=
z]..zq.
Demostraremos (1) por induccién sobre n=l (p2). Si n=1, pongamos y=y1.
Caso 1: y=xm~, y=z1~ . Se tiene en este caso que ambos miembros de (1)
‘son iguales a X|...Xmy Z]...2q.
Caso 2: y=xp~, ¥ =2z]”. Ambos miembros de (1) son iguales a r(x]...Xm-1
z 1...zq).
Caso 3: y=Xm°, y=2] . Luego, x;m = z]. Ambos miembros de (1) son

igualesa x|..Xm-1y" 22 .. 7q .
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Supongamos ahora que vale (1) para toda palabra p2 de longitud menor que
n, con nz=2.

Puede escribirse pp=y].p2”. siendo p2” = y2...y, Entonces, aplicando la
hipétesis inductiva y lo demostrado para 1(y)=1, resulta,
(P1-p2)-p3=(P1(y1-P2"))- P3 = (P1-YD)-P2")p3= (P1-¥1)- (P2~ P3) =
P1-(y1-(p2~ P3)) = p1- ((¥1-p2")- P3)= P1- (P2-P3)-

Luego, G es un grupo. Aplicando 7.2.9, es inmediato que G estd generado
por X. Probaremos ahora que G estd libremente generado por X con
respecto a la clase de todos los grupos. '

Sean (H,.,"1,1) un grupo y k una aplicacién de X en H.

Definimos una aplicacién k™ de G en H poniendo: k* (x)=k(x) y k* x) =
k(x)"1, para todo xXEX, k* (M)=1, y, para toda palabra reducida p=xj...xpq,
k*(p)zk*(_\'l) ..... k*(xn). Es facil comprobar que k*(pl.pz):k* (P).
k*(pz), por induccidn sobre 1 (p}), con lo cual, G verifica la propiedad

universal.
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Ejercicios

9.2.4. Sea A= { a,b}, probar que el semigrupo A4 ests generado por A y
que no estd libremente generado en la clase de todos los semigrupos, usando

la propiedad universal.

9.2.5. Sean A={a,b,c} un conjunto, SI{A] el semigrupo libre generado por
A, fla aplicacién de A en (N-{0},+), dada por f(a) = f(b) =f(c) =1 y " de
SIfA] en (N-{0},+) la extensién de f a SI[A]

Demostrar que el conjunto cociente obtenido por la congruencia asociada a
f” es isomorfo a (N-{0},+). Expresar c6mo queda caracterizada cada clase, y

dada una clase, cudntas palabras contiene.

9.2.6. Utilizando la propiedad universal, establecer que la propiedad de que
un morfismo de grupos es un monomorfismo si y s6lo si su nicleo tiene

como dnico elemento a la identidad, no vale en general para monoides.

9.2.7. Establecer si el dlgebra de Boole de la figura estd libremente generada
por el conjunto X={a,b} con respecto a la clase de todas las dlgebras de

Boole.
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0
9.2.8. Probar que el semirreticulado de la figura estd libremente generado

por el conjunto {a,b,c} en la clase de todos los semirreticulados inferiores.

9.2.9. Sean X un conjunto no vacio, (M1,.,1), (A2,.,1) dos monoides, f una
aplicacién de X en My y g una aplicacién de X en Mp. Probar que si M es-
t4 libremente generado en la clase de todos los monoides y ademds Rf< R,
(Rf y Rg son las relaciones de equivalencia asociadas a f y g respectivamente,
ver 3.1.5) emtonces existe un unico morfismo ¢ de My en M2 tal que el

diagrama siguicnte conmuta.
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(0[]

9.3. Términos

Segtin se definié en 6.1 un tipo de dlgebras es una funcién p de un conjunto
I en el conjunto N de los némeros naturales. Para todo n€EN pondremos Ip =

p'l (n), es decir, I es igual al conjunto de los simbolos funcionales de rango

n.

9.3.1. Definicién. Sean X un conjunto de variables y p un tipo de dlgebras
con dominio . El conjunto T(X) de términos de tipo p sobre X es el menor
conjunto de palabras sobre el alfabeto XUI tal que

D XUIoC TX),
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2) si pi..... pn € T(X) e i€ Iy, entonces ip]...pn € T(X)
Si . tiene rango 2, suele escrbirse py.p2 en lugar de . pj p2, en cuyo caso se

agregan paréntesis cuando es necesario.
Ejemplos

9.3.2. Si X={x,y} e I consta de un iinico simbolo operacional . cuyo rango

es 2, son ejemplos de términos: X, y, X .y, XX, (XX).y, X .(X.y)

9.3.3. Sea p el tipo de 4lgebras cuyo dominio I consta de dos simbolos
binarios,+ y ., un simbolo unario - y de todos los nimeros reales, cada uno de

rango 0. Si X={x}, todo polinomio a coeficientes reales en la indeterminada

X es un término.

Sea p un tipo de algebras con dominio I y X un conjunto . Definimos, por
induccién una aplicacién v del conjunto W(XUI) ) - {A}, de todas las
palabras no vacfas sobre el alfabeto XUI, en Z , en la forma siguiente:

para una letra X€X, v(x)=-1; para una letra i€, v(i)=p(i)-1, y para una

n
palabra p=aj..ap, v(p)= 2V (ak)
: k=1

Si p es la palabra aj...an, una palabra inicial de p es una palabra de la forma

aj...ak, con k=n. Si k < n se dird que la palabra inicial es propia.
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93.4. Lema. Sean p un tipo de dlgebras con dominio I y X un conjunto. Si
p es una palabra sobre XUI que pertenece a T(X) entonces se cumplen las
dos condiciones siguientes

1) v(p) = -1

2) para toda palabra inicial propia p” de p, v(p~ ) =0.

Demostracién. Sea pET(X). Si | (p)=1, entonces p=a, donde a€EX o a€l. En
ambos casos v(p)=-1.

Supongamos que, para todo término p de longitud menor que n, nz2, se
cumple v(p)=-1y que v(p~ )=0, para toda palabra inicial propia p” de p.

Sea abora p un término de longitud n. Entonces p=ipj...pk. donde i€l v
P1.--.Pk ET(X).

Luego, v(p) = (k-1)+v(p1)+... +v(pk) = (k-1)-k = -1, por la hipGtesis
inductiva.

Sea ahora p” una palabra inicial propia de p. Entonces p” es de la forma
P’=ip1-.prP1+1, donde r<k y p” r+1 es la palabra vacia o una palabra inicial
propia de p r+1. Resulta entonces v(p” ) = (k-1)-r+v(p” r+1) =0, puesto que
k-r-1 y v(p” r+1) son no negativos. I

9.3.5. Corolario. Una palabra inicial propia de un término no es un
término.

Demostracién. Si p” es una palabra inicial propia de un término, se ticne,

v(p =0, mientras que para todo término p, v(p)=-1. B
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9.3.6. Corolario. Si p y q son términos de la forma p= 1p}]...pp. 9 = Jq1---
qm. entonces p=q implica que i=j, n=m y, para todo k, k=1,... n, pk=qk-.

Demostracion. Si las palabras p y q son iguales, entonces i=j, de donde
p(i)=p(§). con lo cual n=m. Si 1 (p1) =1 (q1), p] es una palabra inicial
propia de qi, o q] lo es de pj, lo cual contradice el corolario precedente.

Luego 1 (pp)=1 (q1) ¥. por lo tanto pj=qj. Repitiendo el razonamiento se
prueba que p2=q2.....pn=qn.

9.4. El algebra de los términos.

9.4.1.Definicién. Sean p un tipo de dlgebras con dominio I y X un conjunto
tales que XUlo=. El dlgebra de los términos de tipo p sobre X es el dlgebra
de tipo p, (T(X),. (tj)icD. tal que,

ti{(<) =i, para i Elo,
t{p1....pn) = ipl...Pn. pzira i€Ihypt...pn € T(X).
(Es claro que la condicion XUlo= se impone para que T(X)=J.)

9.4.2. Teorema. Sean p un tipo de dlgebras con dominio I'y X un conjunto

tales que XUlo=@. Si XNlo=(Z, entonces el dlgebra T(X), de los términos de
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tipo p sobre X, estd libremente generada por X con respecto a todas las
dlgebras de tipo p.
Demostracion. Veremos que T(X) estd generada por X
Con la notacién de 7.2.4, Sg TX) ) = Lojo,\'n. Puesto que No=X y
n=

IeC X1, resulta que XUIo C ng(X) (X). Sean pi,....pn € SgT(X) (X)e iun
simbolo funcional de rango n. Puesto que existe k tal que pj,....pn € Xk,
ti(P1...pn) = ip1...pn) pertenece a Xk+1 Yy, por lotantoa Sg TX) (x).
Siendo T(X) el menor conjunto con esas propiedades, resulta lo afirmado.
Sean ahora (A,(fj)je]) un algebra de tipo p y k una aplicacién de X en A.
Definimos k™ : T(X)—A, por induccién sobre la longitud de los términos,
en la forma siguiente

para todo x€X, k* (xX)=k(x), y, para todo i€lo, ' (1)=fi(2).
Supuesta definida k* sobre los términos de longitud menor que r, con r=2,
sea p un término de longitud r. Entonces p es de la forma p=ip]...pn, donde
cada pj, j=1.....n, es un término de longitud menor que r. Por la unicidad de
la escritura de p (9.3.6), puede definirse k* Pp) = f,‘(k* (p1),...,k* (Pn))-
Es evidente que k* es una aplicacién que extiende a k. Para comprobar que
es un morfismo, sean i un simbolo funcional de rango n y pj,....pn € T(X).
Entonces k™ (t(p1....pn)) = K= (ip1...pp) = i (K* (p1)...k" (pn)). Esto

termina la demostracién del teorema.
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Indice de términos.

dlgebra, 6.1.2.

dlgebra cociente, 8.1.6.

dlgebra de Boole, 5.1.1.

dlgebra de Boole finita, representacion, 5.4.
dlgebra de los términos, 9.4.1.

dlgebras libres, 9.1.

anillo, 6.3.1.

anillo con unidad, 6.3.

antimatroide, 2.2.12.

anticadena, 4.1.8.

antisimétrica, relacion, 1.3.1.

aridad (rango) de una operacion, 6.1.1.
dtomo de un reticulado, 4.7.1.

aplicacién canénica sobre un cociente, 3.2.1.

automorfismo de algebras, 7.3.
booleano, reticulado, 4.1.10.

cadena de un conjunto ordenado, 2.2.

centro de un semigrupo, 7.1.8.
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cero, en un semigrupo, 6.2.17.

cero a izquierda (respectivam. a derecha) en un semigrupo, 6.2.17.
clase de equivalencia, 3.2.1.

clausura transitiva, 1.3.8.

eodtomo de un reticulado, 4.7.1.

comparables, elementos de un conjunto ordenado, 2.2.
compatible, aplicacidén con equivalencias, 3.3.1.
complemento de un elemento, en un reticulado, 4.5.10.
componente conexa (de un grafo), 4.1.22.
composicion de relaciones, 1.2.1.

congruencia, 8.1.1.

congruencias en digebras de Boole, 8.5.

congruencias en anillos, 8.4.

congruencias en grupos, 8.3.

congruencias en semigrupos, 8.2.

congruencia médulo p, 3.1.4.

conjunto cociente, 3.2.1.

conjunto independiente, con respecto a una relacién, 1.3.14
conjunto ordenado, 2.2.

conjunto subyacente (universo) de un dlgebra, 6.1.
cota inferior, cota superior, 2.2.

cuaternios reales, 6.3.15.
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cubrir, un elemento a otro, en un orden, 2.2.8.

cuerpo, 6.3.

diagrama de Hasse, 2.1.
digrafo (grafo dinigido), 1.1.
dominio de integridad, 6.3.16.

dominio de una relacién, 1.1.

enteros modulo p, 3.2.7.

elemento complementario, en un reticulado, 4.5.10.

elementos complementarios relativos, en un reticulado, 4.5.21.
elemento idempotente, 6.2.15

elemento invertible, 6.2.13

elemento unidad, elemento neutro, 6.2.2, 6.2.12

epimorfismo de algebras, 7.3

epimorfismo de 4lgebras de Boole, 5.3.1

epimorfismo de reticulados, 4.3.1

equivalencia, 3.1.1

expansién ( de un dlgebra), 6.1

erafo, 4.1.22

grafo bipartido, 4.1.22
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grilla, 4.1.9

grupo, 6.2.3

grupo abeliano, 6.2.3

grupo ciclico, 7.4.1

grupo de los enteros médulo p, 6.2.8
grupo de permutaciones, 6.2.10
grupo de torsién, 7.4.17

grupo libre, 9.2.3

grupo simétrico, 6.2.10

ideal a izquierda (resp. a derecha) de un semigrupo, 7.1.10.
ideal de un anillo, 8.4.1.

ideal de un semigrupo, 8.2.1.

imagen por una relacién, 1.1.

infimo, 2.2.

isomorfismo de 4lgebras, 7.3.

isomorfismo de dlgebras de Boole, 5.3.1.

isomorfismo de orden, 2.3.

isomorfismo de reticulados, 4.3.1.

lexicogréafico, producto, 2.1.
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matriz de una relacién, 1.1.

maximal, 2.2.

minimal, 2.2.

monoide, 6.2.2.

monoide ciclico, 7.4.1.

monoide libre, 9.2.1.

monomorfismo de digebras, 7.3.
monomorfismo de dlgebras de Boole, 53.1.
monomorfismo de reticulados, 4.3.1.
morfismo de 4lgebras, 7.3.1.
morfismo de dlgebras de Boole, 53.1.
morfismo de grupos, 7.3.6.

morfismo de monoides, 7.3.5.
morfismo de orden, 2.3.1.

morfismo de reticulados, 4.3.1.

morfismo de semigrupos, 7.3.3.

operaciones fundamentales (o bdsicas) de un dlgebra, 6.1.
operacién n-aria, 6.1.1.

orden, 2.1.1.

orden de un elemento en un grupo, 7.4.8.

orden producto, 2.1.
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orden total, 2.2.

particién, de un conjunto, 3.2.2.

preorden, 2.1.1.

primer elemento, de un conjunto ordenado, 2.2.
producto booleano, 1.2.

producto (directo) de dlgebras, 8.6.1.

producto cartesiano, 1.1.1.

producto de 4lgebras de Boole, 5.2.

producto de reticulados, 4.2.

propiedad cancelativa. 6.2.14.

proyeccién, 1.1.2.

rango (aridad) de una operacién, 6.1.1.

reduccién ( de un algebra), 6.1.

refinamiento, de particiones, 3.2.

reflexiva, relacién, 1.3.1.

relacion binaria, 1.1.

relacion de equivalencia, 3.1.1.

relacién de equivalencia asociada a una particién, 3.2.
relacion de equivalencia. compatible con una operacién, 8.1.1.

relacién identidad, 1.1.3.
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relacién inversa, 1.1

reiacién n-ana, 1.1.2.

relacién producto, 1.1

representacion de semigrupos, monoides y grupos, 7.5.
reticulado, 4..1.1.

reticulado atémico, 4.7.6.

reticulado complementado, 4.5.10.

reticulado completo, 4.1.12.

reticulado con cero, 4.5.9.

reticulado con uno, 4.5.9.

reticulado distributivo, 4.5.1.

reticulado distributivo y complementado, 4.6.
reticulado modular, 4.5.20.

reticulado supatdémico, 4.7.8.

semianillo, 6.4.

semigrupo, 6.2.1. -

semigrupo ciclico, 7.4.1.

semigrupo de torsién, 7.-4.17.

semigrupo libre, 9..2.2.

semirreticulado inferior, semirreticulado superior, 4.4.1.

sfmbolos operaciones (de un dlgebra), 6.1.
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53]
—

simétrica, relacién, 1.3.1.

§ubélgebra, 7.1.2.

subilgebra generada por un conjunto, 7.2.
subdlgebra de Boole, 5.2.1.

subconjuato ordenado, 2.2.

subgrupo, 7.1.5.

subgrupo normal, 8.3.2.

submonoide, 7.1.4.

subreticulado, 4.2.1.

subreticulado engendrado, o generado, por un conjunto, 4.2.4.
subsemigrupo, 7.1.4.

subuniverso, 7.1.1.

subuniverso generado por un conjunto, 7.2.2.
suma booleana, 1.2.

supremo, 2.2.

términos, 9.3.
tipo (de un dlgebra ), 6.1.

transitiva, relacién, 1.3.1.

universo (conjunto subyacente ) de un 4dlgebra, 6.1.

dltimo elemento, de un copjunto ordenado, 2.2.
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de la Universidad Nacional de la
Plata,en cuyos Centros, Institutos y
Laboratorios desarrolla su actividad
un muy numeroso grupo de docentes
e investigadores de reconocido
prestigio cientifico y académico.

La Editorial Exacta constituye

el 6rgano editorial de la Fundacién
Ciencias Exactas - entidad creada
para apoyar el funcionamiento de la
Facultad de Ciencias Exactas de

la Universidad Nacional de la Plata
y su objetivo es el de propiciar la
difusién de obras de relevancia
cientifica de la autoria de los docentes
e investigadores de dicha Unidad
Académica.
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CIENCIAS
EXACTAS
LA PLATA



Existen en la actualidad varios temas de la
informatica que necesitan para su desarrollo del

uso de nociones algebraicas no triviales.

Entre ellos pueden citarse: sistemas de reestructura,
tipos abstractos de datos, bases de datos,

desarrollos sistemdticos de programas.

Este texto pretende dar al estudiante de informdtica
el material algebraico necesario para que pueda
abordar sin dificultades el tratamiento de esos y de
otros temas. * .

Se ha acompafiado las definiciones y teoremas,
expuestos con todo el rigor y la claridad de la
matemdtica, con numerosos ejemplos que permiten
comprender el significado de los conceptos
abstractos y adquirir un manejo fluido de los mismos.
Cada apartado incluye varios ejercicios que son
considerados una parte importante del texto.




