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Prologo

Este libro fue elaborado para la materia Circuitos y Sistemas Lineales que, conforme al Plan de Estudios
2018, corresponde al sexto semestre de las carreras de Ingenieria Electrénica, Ingenieria en Energia
Eléctrica e Ingenieria en Telecomunicaciones del Departamento de Electrotecnia de la Facultad de
Ingenieria, Universidad Nacional de La Plata.

Una caracteristica muy importante de la actualidad académica de la Facultad de Ingenieria, es la
concurrencia simultanea de estudiantes originales del plan de estudios del afio 2018 y de estudiantes que
originalmente se inscribieron en el plan de estudios del afio 2002 y que han optado por cambiar al nuevo
plan 2018. Para estos ultimos, la equivalencia con esta materia es particularmente critica, debido la
redistribucion que han sufrido algunos temas entre materias del cuarto, quinto y sexto semestre del Plan
2018.

Por otra parte, si bien la lectura de la bibliografia clasica es muy importante en la formacién de un
ingeniero, al promover el desarrollo de la capacidad de investigacion bibliografica, la comprensién de
diferentes enfoques, la interpretacion de diferentes notaciones, etc., cuando una materia posee un
contenido tan amplio, ciertamente tiene un valor enorme para las/los estudiantes contar con una unica
fuente que contenga la totalidad del programa; y al presente no existe un unico libro que lo abarque con la
profundidad adecuada.

Esto impuso la necesidad de elaborar un libro en el cual la totalidad del alumnado encuentre todo el
material necesario para comprender todos los temas contenidos en el programa de la materia. A tal fin, se
crearon Apéndices con algunos temas afectados por la redistribucion debida al cambio de plan, y que son
requeridos para la correcta comprension del contenido de la materia, ya sea para nivelar conocimientos, o
como referencia para algunos temas puntuales.

La premisa fue por un lado, presentar los temas del programa de la materia con los fundamentos teéricos
adecuados al nivel de conocimientos de las/los estudiantes y, por otro lado, ejemplificar con todo detalle
la aplicacion a la resolucion de problemas practicos de cada tema desarrollado.

No se puede omitir que pese a las sucesivas revisiones realizadas, podrian aun encontrarse errores u
omisiones. Por tal motivo, los autores recomiendan, sin deslindar responsabilidad, que se realice la
lectura de esta obra con espiritu critico, agradeciendo a los lectores que los eventuales errores
encontrados sean comunicados para su correccion en futuras revisiones.

Finalmente, los autores desean expresar su gratitud al Instituto de Investigaciones Tecnoldgicas para
Redes y Equipos Eléctricos (IITREE) de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata,
donde desarrollan su actividad profesional. Permanentemente, el IITREE promueve e incentiva la
actividad docente de sus integrantes, poniendo a disposion infraestructura y recursos, y brindado
incondicional apoyo a la dedicacién a los cursos de grado y de posgrado y a la preparacién de material
didactico, entre cuyos resultados se encuentra esta obra.

La Plata, Febrero 2024
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Capitulo 1
Cuadripolos o Redes de dos Puertas

1.1. Introduccion

En este texto se estudiardn redes o circuitos eléctricos de parametros concentrados, que son aquéllas
conformadas por la interconexion de elementos pasivos y activos mediante cables o hilos de conexion de
resistencia nula. Los elementos pasivos pueden ser resistores, capacitores, inductores y transformadores,
mientras que los elementos activos son generadores independientes o controlados de tension o de corriente.

La funcion bésica de una red o circuito eléctrico es la transferencia de energia desde una parte de la red o
circuito denominada entrada hacia otra parte de la red o circuito denominada salida.

El estudio de las redes o circuitos eléctricos abarca dos tematicas denominadas andlisis y sintesis que se
diferencian por el objetivo perseguido.

Para poder definir conceptualmente que es analisis y que es sintesis existen tres elementos clave a
considerar que se muestran en la Fig. 1.1: una excitacion, un circuito o red y una respuesta,

Circuito
o Red

Fig. 1.1. Elementos clave para la definicidn de andlisis y de sintesis.

Excitacion —» —» Respuesta

El Analisis consiste en hallar la respuesta de una dada red o circuito a una excitacién determinada. En
cambio la Sintesis consiste en disefiar una red o circuito para que aplicada una dada excitacion se obtenga
una respuesta deseada.

Resulta evidente que la forma mas logica y ordenada para estudiar las redes o circuitos eléctricos comienza
con el Andlisis y finaliza con la Sintesis.

En el curso precedente se ha abordado el anélisis de redes lineales mediante el planteo de las ecuaciones de
tensiones de nodos y corrientes de mallas, y también se ha demostrado que cualquier red arbitraria,
compuesta por fuentes y elementos pasivos, vista desde dos terminales puede representarse o modelarse por
su circuito equivalente o modelo de Thevenin o de Norton. Aqui y en lo que sigue, se da por entendido que
la corriente que ingresa a la red por uno de dichos terminales es igual a la corriente que sale de la red por el
otro terminal, y viceversa. Siempre y cuando se cumpla esta condicion, el par de terminales constituye una
puerta de la red.

Consecuentemente se han podido ponderar los beneficios de representar una red por medio de su circuito
equivalente o modelo de Thevenin o de Norton, cuando lo que interesa conocer es como interactia esa red
con su exterior (hacia afuera de la puerta o par de terminales), mientras que no interesa conocer lo que
ocurre en el interior (hacia adentro de la puerta o par de terminales), y por lo tanto no se requiere conocer la
distribucion de los elementos o topologia interna de la red.

10



11 Capitulo 1

Este antecedente permite comprender el interés en aplicar también el concepto de circuito equivalente a
redes de dos puertas denominadas cuadripolos, lo cual admitiria tratar a esa red como una caja negra.

Mas aun, se podria acceder a cualquier rama de la red agregando terminales al par de nodos que delimitan
la rama en cuestion, y cada par de terminales formaria una puerta de entrada o salida a la red.

Una gran cantidad de redes de importancia e interés practico pueden considerarse de dos puertas. Por
ejemplo, en el modelado de dispositivos y circuitos electronicos, redes de comunicaciones, de transmision y
distribucion, etc. habitualmente resulta de interés analizar su comportamiento de cara al exterior, o bien, de
terminales hacia afuera; es decir, interesa determinar la sefial de salida a partir del conocimiento de la sefial
de entrada, mientras que el comportamiento interno de la misma se encuentra en un segundo orden de
interés.

En una red bipuerta o cuadripolo existen cuatro variables de interés: tension y corriente en la puerta de
entrada y tension y corriente en la puerta de salida (Fig. 1.2).

g L
-
+ +
U, |Cuadripolo| %,

o— —o

Fig. 1.2. Variables de un cuadripolo y convencidn de signos correspondientes.

El analisis de las redes bipuerta se efectia por medio de matrices de pardmetros que expresan la
interdependencia de estas cuatro variables.

La teoria de los cuadripolos es muy atractiva y util, porque permite tratar a una parte de la red como una
caja negra, descripta por alguna matriz de parametros, y el andlisis se enfoca en su vinculo con el resto de la
red, determinado por las cuatro variables (tensiones y corrientes en las dos puertas). La topologia real de los
elementos en el interior del cuadripolo no reviste verdadero interés, en principio, para los circuitos
conectados de terminales hacia afuera.

1.2. Matrices caracteristicas de cuadripolos

En este curso se estudiaran circuitos o redes lineales y pasivas (asumiendo como tales, aun aquellas dotadas
de generadores dependientes) que pueden estar constituidas por inductores de inductancia L [H] invariable
en el tiempo, capacitores de capacidad C [F] invariable en el tiempo, resistores de resistencia R [(2]
invariable en el tiempo y transformadores de relacion de transformacion # invariable en el tiempo.
Para tales redes, se pueden establecer dos expresiones lineales que relacionan a las cuatro variables del
cuadripolo.

W =o, X, +apX,

W, =0y X, +anX,
Xi y Wj son variables que representan tensiones o corrientes, pudiendo corresponder a cualquiera de las
variables indicadas en la Fig. 1.2., donde se indican las convenciones de signos positivos para tensiones y
corrientes.
X1 y X, son variables independientes, es decir, las variables de entrada o las excitaciones de la red
representada por el cuadripolo y W, y W, son variables dependientes, es decir, las variables de salida o las
respuestas.
De manera tal que las cuatro variables indicadas en la Fig. 1.2., un par cualquiera puede considerarse como
variables independientes, y el par restante como variables dependientes. Asi, resultan 6 posibles pares de
variables independientes y, para cada uno, el par de variables dependientes se podra expresar como
combinacion lineal de las restantes.
Un aspecto muy importante es que las expresiones lineales anteriores son validas tanto en el dominio del
tiempo, como en el dominio de la frecuencia compleja s o dominio de Laplace, por la propiedad de
linealidad y superposicion de la transformada de Laplace.
En el dominio del tiempo para régimen sinusoidal permanente las variables de entrada y de salida son
variables fasoriales.
Los parametros ¢; tanto en el dominio del tiempo para régimen sinusoidal permanente, como en el dominio
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de Laplace dependen exclusivamente de los valores R, L, C'y eventualmente de los elementos del modelo
equivalente del transformador. Ademas, seglin sean las variables que se adopten como variables de entrada
y de salida, los o reciben nombres diferentes, y se determinan a partir de las ecuaciones anteriores,
anulando en cada una, sucesivamente una de las variables independientes:

" il ié %
o =— Oy =—— Oy =—= Oy =—= (1-1)
11 X 12 X 21 X 22 X
1x,=0 21x,=0 1x,=0 21x,=0
Las ecuaciones escritas en forma matricial resultan:
/4 o, « X,
{ 1}:{ 11 12]{ 1} W=0-X
W, ay Qn| | X,
siendo:
X, . o .
X= X matriz de las excitaciones (matriz columna).
2
W= W matriz de las respuestas (matriz columna).
2
% 0 . , ) )
o= matriz de parametros del cuadripolo (matriz cuadrada).
oy Ay

En concordancia con lo mencionado para los parametros individuales ¢, segin sean las variables de
entrada y de salida elegidas la matriz o recibe nombres diferentes.

Es importante a tener en cuenta que, para determinar la matriz a del cuadripolo, puede no ser estrictamente
necesario determinar sus 4 parametros ¢;;, dependiendo de las caracteristicas topologicas y eléctricas del
cuadripolo.

Dichas caracteristicas se definen a continuacion.

1.2.1. Simetria.

Desde el punto de vista de la topologia de una red, en general se definen dos tipos de simetria: la simetria
balanceada que se define respecto de un eje de simetria horizontal, y la simetria de transferencia que se
define respecto de un eje de simetria vertical.

En la simetria balanceada, la parte superior del circuito (respecto del eje de simetria horizontal) es igual a
la inferior; y en la simetria de transferencia, la mitad (respecto del eje de simetria vertical) vista desde la
entrada, es igual a la otra mitad vista desde la salida.

Los circuitos que presentan ambas simetrias suelen denominarse de doble simetria.

Algunos autores hacen esta distincion definiendo cuadripolos balanceados o equilibrados por un lado,
cuadripolos simétricos por el otro.

1.2.2. Cuadripolos balanceados o equilibrados

Los cuadripolos balanceados o equilibrados son los que tienen simetria balanceada. Si no la tienen, se dicen
no-balanceados o desbalanceados.

Esta clasificacion se refiere a la topologia de la red representada por el cuadripolo.

Los cuadripolos balanceados o equilibrados carecen de la conexién comun entre la entrada y la salida, y son
redes equilibradas respecto a tierra, tal como se representa en la Fig. 1.3.

,,,,,,,,,,,,, ° —
+ + cuadripolo +
U1 balanceado U2 U U= U1/2 Uyp :—U1/2
U C o
14 + + 24U,y = 2/2 Uyp=- 2/2
- Yis - ({23 )

X

Fig. 1.3. Cuadripolo sin conexién comun entre ambas puertas. Condiciones de balance.
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Para las tensiones indicadas en la Fig. 1.3 las condiciones de balance serian: U= -U;p y U,4= -Us,p con lo
cual resultan las relaciones de tensiones indicadas en la figura.

Las redes equilibradas se emplean en numerosas aplicaciones. Por ejemplo, las lineas telefonicas se hacen
equilibradas respecto a tierra (o masa), para que los ruidos presentes en la linea (que aparecen como
tensiones de modo comiin sobre ambos terminales de la red) no afecten a la informacién, que es transmitida
como la tension de modo diferencial entre ambos hilos.

Los cuadripolos en los que existe un terminal comun entre la entrada y la salida, como por ejemplo los de
la Fig. 1.4, pueden ser vistos como redes “de tres terminales”, y se denominan cuadripolos (o redes o
circuitos) no equilibrados. Las redes no equilibradas se utilizan en sistemas puestos a tierra, como lo son
las redes en cadena o escalera, y en ellas las tensiones de entrada y salida estan referidas al mismo valor
(normalmente tierra o masa) al cual esta conectado el terminal comun.

1.2.3. Cuadripolos simétricos

Los cuadripolos simétricos son los que tienen simetria de transferencia. Es decir, su funcionamiento resulta
indistinto si se intercambian las puertas de entrada y de salida.

La simetria de transferencia puede ser eléctrica y topologica, es decir, igual impedancia e igual
configuracién del cuadripolo visto desde ambos terminales de entrada (Fig. 1.4a); o solamente eléctrica, es
decir, igual impedancia pero distinta configuracion del cuadripolo visto desde ambos terminales de entrada
(Fig. 1.4b).

1
i
AAAA i
1
e} t =
: l, \\
G o [ C N /
| | I 1 2 \‘
1 \
I I : |’R 1
104 Za
[ 1
i \ /
| | : ‘\ Ra II
I N /
o 0 i
[ t L~

(a) (b)

Fig. 1.4. Cuadripolos simétricos. (a) Simetria topoldgica. (b) Simetria eléctrica.
En la Fig. 1.4b, la condicion de simetria es que Z,= Z, siendo:
R, R
Ry, +R,)| 1+sC, —00~b
Ry, (1+sC,R,) (Ray b)( " Ry, +R,

_ 7 0b
“ 1+5C,(Ry, +R,) b 1+5C,R,

1.2.4. Cuadripolos asimétricos

Por contraposicion, las redes asimétricas son cuadripolos cuyas impedancias de entrada para ambas puertas
son distintas.

1.2.5. Cuadripolos antisimétricos

Los cuadripolos antisimétricos son aquéllos en los que se puede trazar una linea divisoria interna tal que el
cuadripolo, visto desde cada puerta, queda dividido en dos circuitos duales.

Para determinados valores de los componentes, las impedancias de entrada y de salida son duales (Z4Zp=1).
En la Fig. 1.5 se muestra una configuracion antisimétrica.

)
a
7 Ra§ :%‘ CbT
A a 7
o B ‘ o)

Fig. 1.5. Cuadripolo antisimétrico.

Del circuito de la Fig. 1.5 se deduce que:
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2 LGy
5 +5Cp +—
s°L,C R, +sL, + R, R, b
Z,= y Yp = 7
1+sC,R, 14520
Ry
Y para lograr Z,Z5=1, los valores de los componentes deben ser tales que:
1
R, = L,=GC, G =L,=1
b

1.2.6. Cuadripolos reciprocos o bilaterales

El teorema de reciprocidad establece que si en una red pasiva y lineal se aplica una tension U en una rama
1, obteniendo una corriente / en una rama 2, entonces al aplicar la tension U en la rama 2 se obtendra la
misma corriente / en la rama 1. Y del mismo modo si se cambian tensiones por corrientes y viceversa.

Por lo tanto cualquier cuadripolo que solo contenga elementos pasivos y lineales (es decir resistencias,
inductancias, capacidades y bobinas acopladas), es reciproco o bilateral.

1.3. Matriz Y de admitancias en cortocircuito

Sea el cuadripolo de la Fig. 1.2, donde se indican las convenciones de signos positivos para tensiones y
corrientes, y sean las variables de entrada las tensiones u; y u, y las variables de salida las corrientes #; e i,.
Las corrientes y tensiones en general se expresaran segun sus correspondientes transformadas de Laplace, y
en el caso particular de excitacion sinusoidal en régimen permanente, segiin los correspondientes fasores.
Las ecuaciones del cuadripolo en el dominio de Laplace para este caso resultan:

L(8)=r1 () Uy (5)+112() Uy ()

I (s)=y21() Uy (s)+ 90 () Uy ()
Que, en notacion matricial, resulta:

I (s) ={y11(s) ylz(s)] Uy (s)
L(s)] [v21() yn(9)] [Us(s)
O de manera mas general:
I=Y.U (1-3)
Donde Y es la matriz de admitancias en cortocircuito, cuyo determinante resulta:
Y= 311922 = Y2021 (1-4)

Y los pardmetros y11, V12, 21, ¥22 son las admitancias en cortocircuito (abreviadamente pardmetros y) y la
definicion de cada uno surge directamente de anular una de las tensiones en las ecuaciones (1-2):

(1-2)

Admitancia de entrada, con salida en cortocircuito

Admitancia de transferencia entrada-salida, con entrada en
cortocircuito o Admitancia de transferencia directa en cortocircuito

(1-5)
(s) = I, (S Admitancia de transferencia salida-entrada, con salida en
V2148 U, (S) Tt cortocircuito o Admitancia de transferencia inversa en cortocircuito
2(8)=
Yop(s) = I (s) Admitancia de salida, con entrada en cortocircuito
Uy (s) Uy(s)=0

1.3.1. Determinacidn analitica o experimental de los parametros y

Para obtener las expresiones de los parametros de la matriz admitancia en cortocircuito de un dado circuito,
se debe tener en cuenta que las variables independientes o de entrada son las tensiones. Por lo tanto deben
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ser las variables de suministro de generadores independientes. Mientras que las variables dependientes o de
salida, que son las corrientes, seran las variables a medir o a determinar.
Como regla general, para la determinacion de cualquiera de los parametros y;;, debe considerarse como
punto de partida su definicion, e interpretarla como se indica en la Fig. 1.6.

Variable a medir o determinar (en la puerta de salida)

/
_ L)

y
Ujk(S) ,@ Condicion para la puerta de salida

Sefial a inyectar (generador independiente en la puerta de entrada)
Fig. 1.6. Definicién de los parametros y.

Con base en esta premisa, los parametros admitancia en cortocircuito se obtienen con los circuitos de la
Fig. 1.7. El circuito de la Fig. 1.7a es el que debe emplearse para determinar y; € y,;, mientras que para
determinar y;, € )22, se debe emplear el circuito de la Fig. 1.7b.

1 1 I
1y 412 1y <2
U, U,=0 U=0 U,

(a) (b)

Fig. 1.7. Determinacién analitica o experimental de los parametros y.

Para cuadripolos pasivos, que son reciprocos o bilaterales, resulta y; = y,1, y por lo tanto la matriz Y
resulta simétrica respecto de la diagonal principal.

Para cuadripolos simétricos y11 = y» y para cuadripolos asimétricos yi1 # ya».

Por lo tanto, si un cuadripolo es reciproco y simétrico solo serian requeridos dos parametros para definir
completamente a la matriz Y, mientras que si es reciproco y asimétrico, serian requeridos tres parametros.

1.3.2. Modelo circuital del cuadripolo empleando los parametros y

En Fig. 1.8 se muestra un modelo circuital que representa al cuadripolo mediante los pardmetros y con dos
fuentes controladas. Por simple inspeccién puede comprobarse que reproduce las ecuaciones (1-2).

Il 12
== <+

+ y21U—|_0+
Ul 4P <v> v> Y U,

- PLEP) -

Fig. 1.8. Modelo circuital del cuadripolo empleando pardmetros y.

En Fig. 1.9 se muestran otros circuitos equivalentes que emplean una tnica fuente controlada.
I 1 I 1
1 1

2 — 2
+_> _@ <j?+. +C_> 12 <_C’_,_
Yoo T2
I R s 2
Yithe Y21~V
- Y11t M1 _y12)U1 - _ Yy + Vs Y _
O O o o

(a) (b)
Fig. 1.9. Modelos circuitales empleando parametros y con una Unica fuente controlada: (a) de corriente; (b) de tensidn.

El circuito de la Fig. 1.9a es equivalente al de la Fig. 1.8, y por lo tanto también reproduce las ecuaciones
(1-2). En efecto, planteando las ecuaciones de las corrientes /; € I; en la Fig. 1.9a resulta:

L=(0+2) U =312 (U ~Uy)

L =(321=312) Uy = (=312 ) (U1 = U3 ) +(¥22 + 312 ) Uy
Siendo muy simple de comprobar que se reducen a las expresiones (1-2).
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El circuito de la Fig. 1.9b es el equivalente de Thevenin de la Fig. 1.9a, y por lo tanto también reproduce
las ecuaciones (1-2).

1.4. Matriz Z de impedancias en circuito abierto

De manera similar al caso anterior, considerando como variables independientes las corrientes en ambas
puertas, y como variables dependientes las tensiones, las ecuaciones del cuadripolo en el dominio de
Laplace para este caso resultan:

Uy (s)=211() Iy (5) +215(5) I ()

Uy (s)=21() £ (5) + 255(5) 5 (5)
Que, en notacion matricial, resulta:

Up(s) | _[z11(s)  z12(8) | | 1y (s)

Uy(s)] [221(8) 2p2(9) ] [15(s)
O de manera mas general:
U=2Z1 (1-7)
Donde Z es la matriz de impedancias en circuito abierto, cuyo determinante resulta:
|Z] = 211225 = 21525, (1-8)
Y los parametros zj1, z12, 221, Z22, Son las impedancias en circuito abierto (abreviadamente pardmetros z) y
la definicidén de cada uno surge directamente de anular una de las corrientes en las ecuaciones (1-6):

(1-6)

U, (s : . . .
z11(s) = 1 ( ) Impedancia de entrada, con salida en circuito abierto
I (s)
1 2(5 ):0
Uy (s ) Impedancia de transferencia entrada-salida, con entrada en circuito

z15(8) = : : SRR
12 1, (s) abierto o Impedancia de transferencia directa en circuito abierto

[1 (S):O
(1-9)
U, (s) Impedancia de transferencia salida-entrada, con salida en circuito
zy1(s) = _11 ( s) (5)=0 abierto o Admitancia de transferencia inversa en circuito abierto
12 S )=
Zyy(8) = Y2 (S) Impedancia de salida, con entrada en circuito abierto
I5(s) I)(s)=0

1.4.1. Determinacidn analitica o experimental de los pardmetros z

Para obtener las expresiones de los parametros de la matriz impedancia de circuito abierto de un dado
circuito, se debe tener en cuenta que las variables independientes o de entrada son las corrientes. Por lo
tanto deben ser las variables de suministro de generadores independientes. Mientras que las variables
dependientes o de salida, que son las tensiones, seran las variables a medir o a determinar.
Como regla general, para la determinacion de cualquiera de los parametros z;, debe considerarse como
punto de partida su definicidn, e interpretarla como se indica en la Fig. 1.10.
‘Variable a medir o determinar (en la puerta de salida)
U (s)

1

o I(s) Condicis .
jk @ 4+ Condicion para la puerta de salida

Sefial a inyectar (generador independiente en la puerta de entrada)

Fig. 1.10. Definicion de los parametros z.

Con base en esta premisa, los pardmetros impedancia de circuito abierto se obtienen con los circuitos de la
Fig. 1.11. El circuito de la Fig. 1.11a es el que debe emplearse para determinar z;; y z;1, mientras que para
determinar z1, y z2,, se debe emplear el circuito de la Fig. 1.11b.
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1 1.=0 1.=0 I

1y < 2 1y <2

+ + + +

Ul UZ _Ul UZ

- - -
(@) (b)

Fig. 1.11. Determinacidn analitica o experimental de los parametros z.

Para cuadripolos pasivos, que son reciprocos o bilaterales, resulta z;; = z;, y por lo tanto la matriz Z
resulta simétrica respecto de la diagonal principal.

Para cuadripolos simétricos z;; = zy; y para cuadripolos asimétricos zy) # za;.
Por lo tanto, si un cuadripolo es reciproco y simétrico sélo serian requeridos dos parametros para definir
completamente a la matriz Z, mientras que si es reciproco y asimétrico, serian requeridos tres parametros.

1.4.2. Modelo circuital del cuadripolo empleando los parametros z

En Fig. 1.12 se muestra un circuito que reproduce las ecuaciones (1-6) haciendo uso de dos fuentes
controladas y que por lo tanto resulta equivalente al cuadripolo.

Fig. 1.12. Modelo circuital del cuadripolo empleando parametros z.

En Fig. 1.13 se muestran otros circuitos equivalentes que emplean una tUnica fuente controlada.

I 21173y Zyy—Zpp I I, z,,—z Zyn —2Z 1
1 2 I B 22 412 2
> <+ - - -
I S R e U )
(215 =2
U z D U U D U
1 12 2 1 z v 2
12 212 "% I
- 5 - 22 " %12 y
(a) (b)

Fig. 1.13. Modelos circuitales empleando parametros y con una Unica fuente controlada: (a) de tensidn; (b) de corriente.

El circuito de la Fig. 1.13a es equivalente al de la Fig. 1.12, y por lo tanto también reproduce las
ecuaciones (1-2). En efecto, planteando las ecuaciones de las tensiones U; y U, para la Fig. 1.13a resulta:

Uy =(21—212) i + 210 (1 + 1)
Uy =21 (I + 1)+ (200 =212 ) [ ~(210 =221 )y
Siendo muy simple de comprobar que se reducen a las expresiones (1-6).

El circuito de la Fig. 1.13b es el equivalente de Norton de la Fig. 1.13a, y por lo tanto también reproduce
las ecuaciones (1-6).

1.5. Relacion entre los parametros de las matrices Ze Y

De las expresiones (1-3) y (1-7) se deduce que las matrices Z e Y son inversas. Entonces:
—1
Y=Z

{yn ylz}zL{Zzz _212}
v Yyl |Z|-zn an

Resultando:
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Es decir:

v}z)=1

También puede encontrarse la relacion entre los parametros de ambas matrices Z e Y, aplicando la
definicion de los pardmetros de la matriz Z en el circuito equivalente de la Fig. 1.8. De este modo resulta:

Y e Y Y
211:% 212:|Tl|2 Zzzzﬁ 221:|Tz|1 (1-10)

Del mismo modo, aplicando la definicidon de los pardmetros de la matriz Y en el circuito equivalente de la
Fig. 1.12 pueden encontrarse las expresiones que relacionan los parametros de ambas matrices Z. e Y:

% —Z zZ —
% y12:|71|2 yzzzﬁ Yo = |Z21 (1-11)

M=

1.6. Usoy aplicaciones de las matrices Z e Y

En este apartado se presentan definiciones, caracteristicas, tipos de celdas elementales que en todos los
casos pueden analizarse y representarse de la mejor manera empleando las matrices Z e Y.

1.6.1. CeldasTyTm

Las redes reciprocas, por estar constituidas exclusivamente por elementos pasivos, pueden modelarse sin
fuentes controladas mediante los circuitos elementales o celdas que se muestran en la Fig. 1.14.

[i> 7 412 {1> !
+ Zbn pet + = Zar Zer W&-
Ul Zan Ecn U2 U1 U2
-C O- -C O-

(a) (b)

Fig. 1.14. Celdas elementales para representar redes reciprocas: (a) celda =; (b) celda T.

La topologia del circuito de la Fig. 1.14a se denomina I'1 6 A 6 triangulo y la del circuito de la Fig. 1.14b se
denomina T 6 estrella.

Las matrices de las celdas T y I1 equivalentes resultan de aplicar la definicion de cada pardmetro a los
circuitos de la Fig. 1.14:

1 1 1
Y, = Zan an an
1 1 1
an an Zen
Zaann +ZanZen 1  Zan
Zan+Zy +Zen 1 N 1 Zan+Zy,
_ Zew Zan+ an
=
1 . Zen ZanZen + anZ37t
L 1 Z, +Zeg Zyn+Zy +Zeq
i Zan an +Zon |
. _ [zaT +Z Zy, ]
=
ZbT ZbT +Z.1
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1 -1 1 1

1 1 I 1z

Zyr+ I I Lo+ I 7 +Z at
-+ ——4—— “aT bT
v - Zpr et ar Zpr
.
-1 L I
I I 1 7 I
S T T Lot
——+—— “pr LT —
L ZbT ZcT ZaT ZbT |

Ambos modelos de la Fig. 1.14 son representaciones Unicas para redes reciprocas. Es decir, toda red
reciproca tiene una y sélo una red T equivalente que consta s6lo de elementos pasivos y sélo una red IT
equivalente con elementos pasivos exclusivamente.

1.6.2. Transformacién T - Tt 6 estrella-triangulo
De acuerdo a lo mencionado al final del apartado anterior:
Toda red T que conste solo de elementos pasivos tiene una red Il equivalente también pasiva, y viceversa.

La transformacion T a I1 y viceversa es también conocida como transformacion estrella-triangulo, y se
puede deducir a partir del planteo de las matrices Z e Y de los circuitos de la Fig. 1.14 los cuales se
suponen equivalentes entre si de terminales hacia afuera.

La condicién de equivalencia entre ambos circuitos, queda completamente descripta por:

Y, =Y;

Z,=7,

Las igualdades en expresiones (1-12) se aplican a los correspondientes parametros de las matrices.
Entonces para el caso de las matrices Y, resultan las expresiones de las transformaciones T-I1:

(1-12)

Yiom = V1ot Yiim =Yt Yoom = Voor
1 11 ZiZyy  ZoZgy ZarZpr t ZarZer H ZprLer
—t— at bT at bT bT
Zar Ly
1 1 1 1 ~ Zyr _ Z .
Zan Z, _,_% Zy. Zyr+ ZpiZer Ziplyw ¥ Zogrler Y Zpiler Zagnlyr Y ZgrLer Y Ly Lot
a
I Zpr T Zer
bT cT
1 1 1 1 ~ Zyr B Z
Zen Z +% Zy Zo+ ZarZpr Ziplypw Y Lorler Y piler Zagrlyr Y Zarler Y Zppler
C
I Zyr + 2y,
Zar  Zpy
Es decir
7 Zarlyr Y grZer Y ZppLer
am — Z
cT
 ZnZy +ZnZig+ 2y Z o
Zb _ (1-13)
T A4
bT
ZaTZbT +ZaTZcT +ZbTZcT
Lep = -

at
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De manera similar de la igualdad de las matrices Z se deduce

12T T f12m 1T T Alm Z22T T “22m
A partir de estas relaciones se obtienen las expresiones de las transformaciones:
7 = 1 . Zen _ ZanZcn
br 1 1 Zy +Zen Zan+Zy +Ze
Zan an + ZCTE
_ Zanzbn +ZanZcn ZynZon
= _
O Zyt Zy A Zen  Zan+Zy +Zeq
Zor = ZanZen + Ly Zen B ZonZon
C
Zan +an +Zen Zan +an +Zon
Es decir:
ZaTCan
Zgr =
e == an +Zon
_ ZanZen
0T Zan+Zy +Zy
anZCTC

cT =
L +an 7 e

20

(1-14)

El estudiante encontrard sin mayores dificultades una regla mnemotécnica para las expresiones de
transformacion T-IT ¢ estrella-triangulo encontradas (1-13) y (1-14), si se dibujan superpuestas ambas

celdas de la manera indicada en la Fig. 1.15.

o Z o

(e, O

Fig. 1.15. Transformacién estrella-triangulo. Disposicidn sugerida para una regla mnemotécnica.

1.6.3. Celda lattice o celosia

La topologia lattice (o celosia) es el ejemplo mas sencillo de redes equilibradas y las formas de

representacion mas frecuentes empleadas para esta topologia son las que se muestran en la Fig. 1.16.

1o Za 02 1o
1o zZ, 02" 1o

Fig. 1.16. Celdas lattice o celosia: diferentes esquemas de representacion.

La celda lattice es una red reciproca por estar constituida exclusivamente por elementos pasivos (por lo
tanto y12 = )21y z12 = 221), fisica y eléctricamente simétrica (por lo tanto y;; = y» y z11 = z22) y balanceada o
equilibrada. Por lo tanto las matrices Y y Z quedan completamente definidas mediante s6lo dos parametros.
Entonces para obtener la matriz Y so6lo se requiere determinar dos pardmetros, por lo tanto se adopta el
circuito de la Fig. 1.17a con el que se puede determinar y;; € y»;; y del mismo modo, para obtener la matriz

Z se adopta el circuito de la Fig. 1.17b con el que se puede determinar z;; y z;.
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(a) (b)
Fig. 1.17. Celdas lattice o celosia: (a) circuito para determinar y, e y,1; (b) circuito para determinar z;; e z5;.

Por convencion en la representacion circuital siempre se indican los elementos como Z, para evitar
confusiones, pero para determinar y;; e )»; de la Fig. 1.17a resulta mas conveniente operar con las
admitancias Y, e Y} de los elementos del cuadripolo. De este modo:

b= I, 1 B Y, +Yb
) — -
Ul U, =0 ! + I 2
Yo+Y, Y,+Y),
%
R 3%%—%)_%—g
207 = =
U, Uy=0 U, 2
Para determinar z;; y z»; a partir de la Fig. 1.17b:
U, 1 B Z, +Zb
n _[_ 1 1 - B
Ll,=0 +
Zo+Zy, Z,+Z,
1
1
.U S &-2d) z,-2,
21 = - -
1, 10 U, 2

Entonces para la celda lattice, resultan las matrices Z e Y:
Y, +Y, Y =Y,

2 2
Y, .. = 1-15
lattice Yb _ Ya Ya + Yb ( )
2 2
Z,+Z, Z,-Z,
2 2
Z, ... = 1-16
lattice Zb ~Z, Z,+ Zb ( )
2 2

1.6.4. Transformacion de redes balanceadas a desbalanceadas

De acuerdo a lo mencionado al final del apartado 1.6.1, toda red (balanceada o no) que sea reciproca
(conformada por elementos pasivos), puede transformarse en una celda T 6 IT equivalente, es decir, en una
red desbalanceada. Entonces ésta es la clave para la transformacion de redes equilibradas en
desequilibradas.

Los elementos de las celdas equivalentes pueden determinarse partiendo de la igualdad de la matriz Z del
cuadripolo a transformar con la correspondiente Zy 6 Z,, o de la igualdad de la matriz Y del cuadripolo a
transformar con la correspondiente Yt 6 Y.

Sean Y y Z las matrices del cuadripolo genérico a sustituir por una celda T 6 IT:

Y:{hl yu}
Y21 Y



Cuadripolos o Redes de dos Puertas 22

iz
7 { 1212 }
21 2
Resulta evidente que siempre y cuando y12=y21 v z12=221 puede hacerse:
Y, =Y
7.=7
Las igualdades en expresiones (1-17) se aplican a los correspondientes pardmetros de las matrices.
Entonces de la igualacion de las matrices Y puede deducirse:

(1-17)

Zin . bm 2
1 1 1
—t—=y, - Zy=——— (1-18)
Zan  Zpn Yt
1 1 1
P R %) Zen =
Zy Zen Yot

Y de la igualacion de las matrices Z resulta:

ZbT = 212 ZbT = 212
ZaT T ZpT =211 = Zir =217 2 (1-19)
Zyr+Z.r =2 Zer =207

Con estos conjuntos de expresiones puede entonces obtenerse la celda T o IT equivalente a cualquier
cuadripolo reciproco caracterizado por las matrices Z o Y.

El lector debe comprender que la equivalencia entre el cuadripolo original y la celda T o IT obtenida
depende de que el circuito externo al cuadripolo no resulte afectado por la existencia del terminal comun
entre la entrada y la salida en las celdas T y IT.

A modo de ejemplo, consideremos la red equilibrada tipo celosia o lattice que se muestra en Fig. 1.18a y
sea la red I'1 equivalente que se desea obtener la de la Fig. 1.18b.

1o ! l o Zbﬂ 0
10 % @
(a) (b)

Fig. 1.18. Transformacién de red balanceada a desbalanceada: (a) red lattice (balanceada); (b) red = (desbalanceada).

La red IT equivalente como la de la Fig. 1.18b se puede determinar reemplazando en las expresiones (1-18)
con los parametros de la matriz Yauice de la expresion (1-15), resultando los elementos Z,r1, Zp y Zon €n
funcion de los elementos Z, y Z, de la red lattice:

Zan =2,
-1 272,-Z

Yy - a7 (1-20)
Yo Zp=Za

Zeg=2,

Las expresiones (1-20) permiten obtener los valores de los elementos de la celda desbalanceada (topologia
IT) equivalente a la red lattice balanceada.
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Debe observarse que esta transformacion no siempre sera posible, debido a que Z,y no seria realizable con
elementos pasivos si Par{Z,} < Par{Z,}.

En cuanto a la transformacién inversa, es decir, de la red desbalanceada IT de la Fig. 1.18b a la red lattice
balanceada de la Fig. 1.18a, resulta de despejar los elementos de esta ultima de las expresiones (1-20):

Zy=Zy
/A

Z, __art "bn (1-21)
2Z4n+ 2,

Ze=Zan

De acuerdo a estas expresiones, esta transformacion siempre es posible.

1.6.5. Transformacién de redes desbalanceadas a balanceadas

En la figura Fig. 1.19 se muestra un cuadripolo reciproco o bilateral, fisica y eléctricamente simétrico, el
cual ha sido separado en dos mitades simétricas entre si, mostrandose las uniones entre ambas partes.

1
o] e <,
U, N/2 E N/2 U.
. o—— ::i — o~
1

Fig. 1.19. Cuadripolo reciproco fisica y eléctricamente simétrico, separado en semisecciones simétricas.

Si se consideran los parametros Y, las excitaciones son las tensiones U, y U, a aplicar en cada puerta, las
cuales en el caso mas general seran asimétricas, pero siempre serd posible expresarlas en funcion de una
tension simétrica Us y otra tension antisimétrica Uy, tales que:

U =Us+U,
U,=Us-U,
Por lo tanto:
U =U1+U2
s 2
U, -U
U, = 1 2
4 2

Por simetria de la red y;;=y, y siendo reciproca o bilateral, y;,=y,;. Su comportamiento entonces queda
completamente descripto por una unica ecuacion:

Iy =y Uy + 312U = 3 (U +U 4 )+ 72 (Us =U )
Pudiendo reagruparse como:
I =(y11+12)Us +(011-312) Uy
s 14
Lo que demuestra que el cuadripolo de Fig. 1.19 puede analizarse aplicando superposicion, considerando
dos tipos de excitaciones simétrica y antisimétrica que seran aplicadas en sus dos entradas.

a) Para la excitacion simétrica se aplica: U; = U, = Usy por simetria de la red (y;1=)y2,) resulta:
Li=I=Ig=(y+y,)Us
Con lo cual a admitancia de entrada para la excitacion simétrica resulta:

Yo=y1+y2 (1-22)
b) Para la excitacidon antisimétrica se aplica: U; = Uy ; U, = -Uy y por simetria de la red (y11=y22)
resulta:

h=-l=1,=(y1-212)U,4
Con lo cual a admitancia de entrada para la excitacion antisimétrica resulta:
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Y =y1- (1-23)

Teorema de Bartlett

El teorema de Bartlett, también conocido como teorema de biseccioén, conduce a simplificaciones que
agilizan el proceso de analisis, en el caso de redes simétricas.

Analicemos las dos condiciones de excitacion que seran objeto de superposicion.

En el caso de excitacion simétrica, y por simetria de la red, los puntos 1 y 1° de la Fig. 1.19 tienen el mismo
potencial; y lo propio ocurre entre los puntos 2y 2°, ..., ny n’. Por lo tanto las corrientes en las conexiones
entre ambas mitades (entre los puntos 1-1°, 2-2°, ..., n-n’ de la Fig. 1.19) son nulas, por lo que pueden
cortarse estos vinculos sin afectar el resultado, como se muestra en Fig. 1.20a.

I I 1 I
Sy 5 Ay B 41
+ O— — — /O + + 0—— ;) D ——-o0 -
U N2 — — N2 U U, N/2 N/2 U,
- O— S — ——o0 . - 00— ;) ;) ——o0 4+
BY

(a) (b)
Fig. 1.20. Condiciones de contorno para las semisecciones para excitaciones: (a) simétricas; (b) antisimétricas.

De manera similar, para el caso de excitacion antisimétrica, las diferencias de potencial entre los vinculos
entre ambas mitades resultan Uy, = -U;->, Uiz = -U;-30, Uy, = -Up.re, etc. Entonces, todos los vinculos entre
ambas mitades de la red a lo largo del eje de simetria se encuentran al mismo potencial, y por lo tanto
pueden cortocircuitarse en un solo nodo, sin que ello afecte el resultado, como se muestra en Fig. 1.20b.

De hecho, las corrientes a ambos lados de la barra B-B’ de cortocircuito, son iguales y de signo contrario
como se muestra en Fig. 1.20b, lo que conduce a la misma conclusion: las diferencias de potencial entre los
vinculos entre ambas mitades resultan U, = -Uy-.»», Uiz = -Uy3>, Ur, = -Uyooy, €tc.

Entonces la red original de la Fig. 1.19 alimentada en cada puerta con fuentes de tension U; y U,, puede
analizarse superponiendo los resultados de los dos circuitos de Fig. 1.21: para excitacion simétrica se
emplea la semiseccidon en circuito abierto, y para excitacion antisimétrica se emplea la semiseccion en
cortocircuito.

IS [A
i - e S
U, N2 u, > | N2 3
- — - O—
YmS YmA

(a) (b)

Fig. 1.21. (a) Excitacion simétrica (semiseccidon en circuito abierto). (b) Excitacidn antisimétrica (semiseccion en cortocircuito).

Entonces las admitancias de entrada para cada tipo de excitacion, corresponden a la admitancia de entrada
de la semiseccion en circuito abierto para la excitacién simétrica, y la admitancia de entrada de la
semiseccion en cortocircuito para la excitacion antisimétrica.

Aplicacion del teorema de Bartlett para la transformacion de redes desbalanceadas a balanceadas

Consideremos una red celosia simétrica (Fig. 1.22) ya analizada en 1.6.3. donde se obtuvieron los 2
parametros que se requieren para determinar la matriz Y, los cuales, adecuando las notaciones, resultan:

_ i _ Ya + Yb 1o Z 02
A
1 Uy=0
_ Ll %N
CINT —
1 U2=0 1o Za o 2'
Sumando y restando miembro a miembro ambas expresiones se obtiene: Fig. 1.22. Red simétrica.
Ya= 11—

Yy =y + 2
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Que coinciden con las expresiones (1-22) y (1-23) obtenidas para las admitancias de entrada de la
semisecciones en circuito abierto y en cortocircuito del cuadripolo reciproco y simétrico.

Entonces, todo cuadripolo reciproco desbalanceado que sea simétrico, con parametros de cortocircuito y; €
21, puede transformarse en balanceado (también simétrico y reciproco) con la topologia lattice o celosia de
la Fig. 1.22 con elementos de inmitancias:

Y a = Y mA

Ejemplo 1.1.

Convertir la red T puenteada (desequilibrada y simétrica) de la Fig. 1.23a, en una red en celosia

(equilibrada y simétrica), utilizando el teorema de Bartlett.

| |
|

¢l 2C, 2C,
o Lo oyl o Loy o
L L L ! L
= o e
2 2 i 2
[ O [ : O

(a) (b)

Fig. 1.23. (a) Red T puenteada (desequilibrada y simétrica. (b) Simetrizacidn respecto de un eje vertical central.

Para poder aplicar el teorema de Bartlett es necesario que el circuito sea simétrico respecto de un eje
vertical, que pueda dibujarse en su parte central, como se muestra en la Fig. 1.23b. Para ello es necesario
dividir al capacitor C; en dos capacitores iguales tales que, en serie, sean equivalentes a Cj; y al capacitor
C, en dos capacitores iguales tales que, en paralelo, sean equivalentes a C.

Entonces se puede dibujar la semiseccion en circuito abierto de la red T puenteada, como se muestra en
Fig. 1.24a, la cual permite determinar la admitancia que la red presenta a la excitacion simétrica; y para
calcular la admitancia de entrada vista por la excitaciéon antisimétrica se emplea la semiseccion en
cortocircuito indicada en la Fig. 1.24b.

| |

REY=R
2, e
o__(\(zmm__o o _mrzmm_
Y « =P — Y > -
mS l CZ—_ mA l Cz__
2 2
O O O

(a) (b)

Fig. 1.24. (a) Excitacion simétrica (semiseccidn en circuito abierto). (b) Excitacidon antisimétrica (semiseccion en cortocircuito).

Ahora se puede obtener:
1
sL sL+——
sC,

Entonces, siendo los elementos de la red Lattice equivalente de la Fig. 1.22 Z,=1/Y, y Z,=1/Y; y siendo
ademas Y, = Y4 € Y, = Y,sresulta la red que se muestra en la Fig. 1.25.

Fig. 1.25. Circuito balanceado resultante.
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1.7. Matrices Hy G o hibridas directa e inversa

Existen dos matrices denominadas hibridas que resultan al considerar como variables independientes la
corriente en una de las puertas y la tension en la otra, y como variables de salida las restantes. Su
denominacién se debe a que los parametros correspondientes no tienen todos las mismas unidades.

En general las matrices hibridas son particularmente utiles para cuadripolos no bilaterales, como son
aquellos que poseen fuentes controladas.

La matriz hibrida directa o matriz de parametros hibridos (parametros /) o matriz H, es muy empleada
para describir los modelos equivalentes de elementos activos, tales como transistores bipolares, FET, etc.
La matriz de parametros / resulta de las ecuaciones del cuadripolo planteadas tomando como variables
independientes a la corriente de entrada y a la tension de salida:

Uy ()=t () [y () +Hp(s) Uy (5)

(1-24)
Iy () =Ry () Iy (5) + by (5) U ()
De modo que los parametros /4 resultan definidos por:
U(s
hy(s)= 1(5) Impedancia de entrada, con salida en cortocircuito
h(s) Uy (s)=0
hyy(s) = Ui (s) Ganancia inversa de tension con entrada en circuito abierto
2(9) Iy(s)=0
; (1-25)
By (s) = ﬁ Ganancia directa de corriente con salida en cortocircuito
h(s) Us(s)=0
oy 2 12(5) L . o
9 (8) = U Admitancia de salida con entrada en circuito abierto
2(5) I)(s)=0

Teniendo en cuenta las respectivas definiciones, los pardmetros /4 estan relacionados con los pardmetros
admitancia e impedancia mediante las siguientes expresiones:

U ./
hyy 7 ==
Lyy=0 Y11 222
po =Yt 2 _ %12
1277 = =
211=0 M1 22
(1-26)
oy Ll vz
Iy, Y1 222
o L M1
2=y
211=0 Y1 422

De manera enteramente analoga, se define la matriz hibrida inversa, o matriz de pardmetros hibridos
inversos (parametros g) o matriz G, resulta de las ecuaciones del cuadripolo planteadas tomando como
variables independientes a la tension de entrada y a la corriente de salida:

1(s)=211() Uy (5) +&12(5) I (s)
U, (5)=221() Uy (5)+ 222 () Ip ()

Es decir, los parametros g quedan definidos por:

(1-27)
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g11(s) =

g12(S):

821(S):

gy (s)=

Capitulo 1

Li(s
1 ( ) Admitancia de entrada, con salida en circuito abierto
2(s)
1y (S ) Ganancia inversa de corriente con entrada en cortocircuito
I (s) Uy(s)=0
(1-28)

U, (S) Ganancia directa de tension con salida en circuito abierto

Uy (s) IH(s)=0

U (s)
I(s) Uy(s)=0

Impedancia de salida con entrada en cortocircuito

Nuevamente, teniendo en cuenta las respectivas definiciones, los pardmetros g estan relacionados con los
parametros admitancia e impedancia mediante las siguientes expresiones:

g = L 1 ]yY|
n==——
Ull=o 211 22

i AL o A

Dly=o Y22 129
- L _ =

hly,=0 11 22

U, 1z 1
gn=—"" =—="—

Los determinantes de ambas matrices hibridas resultan:

=22 AL
Yo
G-l 22
Y2 21
Resultando:
[H|-|G[=1

1.7.1. Circuitos equivalentes de matrices hibridas con fuentes controladas

En Fig. 1.26 se muestran dos circuitos equivalentes correspondientes a la Matriz Hibrida Directa. El de la
Fig. 1.26a resulta por simple inspeccion de las expresiones (1-24), mientras que el de la Fig. 1.26b
corresponde al equivalente aplicando Thévenin y Norton a los respectivos generadores.

(a) (b)

Fig. 1.26. Parametros h: modelos circuitales (a) reproduciendo las ecuaciones; (b) usando los equivalentes Norton y Thevenin.

En Fig. 1.27 se muestran los circuitos equivalentes correspondientes a la Matriz Hibrida Inversa.
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(b)

Fig. 1.27. Parametros g: modelos circuitales (a) reproduciendo las ecuaciones; (b) usando los equivalentes Thevenin y Norton.

Eiemplo 1.2.

Se dispone de los parametros / de un transistor bipolar para conexion emisor comun. a) Encontrar la matriz
H de dicho transistor en conexion colector comun. b) Encontrar la matriz Y de dicho transistor en conexion
emisor comun.

Resolucion

En la Fig. 1.28a se representa un transistor bipolar en conexiéon emisor comin, denominacién que indica
que el emisor se encuentra conectado al terminal comun entre la entrada y la salida. En las hojas de datos
suministradas por los fabricantes, se indican los valores de los parametros 4, que en esta configuracion se
los denomina: hy1=hie, h12=hye, h21=hp y ha=he.. La e de los subindices indica que el terminal conectado
al comun es el emisor, y es la forma en que se los identifica.

En la Fig. 1.28b se muestra el modelo circuital equivalente para la conexién emisor comun, valido para
pequeiias sefiales, que se corresponde con el de la Fig. 1.26a.

1 1
< S e
C ——0 Bo——

T +0

O I

ol

(a)

Fig. 1.28. Transistor bipolar en conexion emisor comun: (a) esquema de conexidn; (b) modelo equivalente con parametros h.

C
1 + + h,
B B U U e 1
+ O—— BE 7
U CE heUcp W hoe cE
_Bf E = E fe
b)

a) En la Fig. 1.29a se representa un transistor bipolar en conexion colector comun (el colector conectado al
terminal comln entre la entrada y la salida). Como se desea determinar los parametros 4 para esta
configuracion, y se tienen los pardmetros 4 para emisor comun, se dispone el circuito equivalente de la Fig.
1.28b en configuracioén colector comin como se indica en la Fig. 1.29b, y se determina cada parametro
aplicando la correspondiente definicion con base en las expresiones (1-25).

Iy Iy I,
E _04_ B O:L + E 4_0
y * * Be U it
B 'B
+o—= UEC UBC re~ EC h_ UEC
UBC h I oe
5 c > b C fe -

(a) (b)
Fig. 1.29. Transistor bipolar en conexion colector comun: (a) esquema de conexidn; (b) modelo equivalente con parametros h
correspondientes a la configuracién emisor comun.

Parametros para U,=0 -
Uy =l hyy = Hie =l

12=—(hfe+1)11 h21=hfc=—(hfe+1)

Pardmetros para /;=0

U=(1-he)Uy o hy=he=(1-hy)

I, = hoeU h22 =hye =hye
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Es decir, los pardmetros de la matriz H para la conexién colector comin, expresados en funcion de los
parametros 4 para la conexion emisor comun resultan:

hyy = =y, hlzzhrc:(l_hre) h21:hfc:(hfe_1) hyy = hoe = hye
b) Siendo conocidos todos los pardmetros del modelo de la Fig. 1.28b se emplea para determinar los

parametros de la matriz Y procediendo segin 1.3.1. Para ello se debe tener en cuenta la definicion de los
parametros admitancia dada por las expresiones (1-5).

Parametros para U,=0

h h
__fe . __Je
ie ie U
;U oo :
1= 7 =7
hie hie
Parametros para U;=0
h ,
Ilz—h_re 9 L. ylzz—h_e
ie ie U=0
hyoh s, Byo !
) Je
]2 = - h Uz +her2 .o y22 = hoe _h—
ie ie

Es decir, los parametros de la matriz de admitancias en cortocircuito para la conexiéon emisor comun,
expresados en funcion de los pardmetros 4 para la misma conexion resultan:

1 A h hyoh
= )’12:_f Yai :% Y22:hoe_Tﬁ
e e e e

Finalmente, la matriz de admitancias en cortocircuito para la configuracion emisor comun Y gc resulta:
Yo = {yll Y12 }: 1/hie _hre/hie
EC Vo1 Voo hfe/hie hoe - hre -h e/hie
Este ejemplo muestra la forma de proceder cuando son conocidos los pardmetros de alguna de las matrices,
pero se desea determinar los parametros de otra matriz o los de la misma para otra conexion del cuadripolo.

1.8. Matriz T de transmision

La matriz de transmision o matriz T (también para algunos autores, matriz I'), resulta cuando se consideran
como variables independientes la tension y corriente en la puerta de salida, y como variables dependientes
la tension y corriente en la puerta de entrada.

Los parametros de esta matriz, se conocen como pardmetros de transmision o parametros ABCD o
parametros ¢t y relacionan directamente las variables de entrada con las de salida. Por tal razén son
empleados en el estudio de lineas de transmision de potencia, y en general, en redes de dos puertas
conectadas en cascada, tales como: amplificadores multietapa, circuitos de filtros de orden mayor a 2, etc.
En este tipo de conexion la corriente Ix(s) saliente de uno de los cuadripolos es igual a la corriente /;(s)
entrante al siguiente cuadripolo de la cascada. Por ello, los pardmetros de transmision se han definido
aplicando la convencién de sentidos de referencia considerados positivos que se muestra en la Fig. 1.30.

I I
b i

+ -

U | Cuadripolo U2

Fig. 1.30. Variables y convencién de signos empleada en la definicién original de los pardmetros de transmision.
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Las expresiones del cuadripolo aplicando los parametros de transmision con la convencion de signos
positivos indicada en la Fig. 1.30 son las siguientes:

Ul(s):A(S) U, (s)+B(s) 1, (s)
I (S)=C(S) U, (s)+D(s) I, (s)

Como este curso no esta orientado a una especialidad en particular, se ha preferido mantener la convencion
de signos empleada hasta aqui, y que corresponde a los sentidos de referencia de la Fig. 1.2, o sea, positivo
cuando la corriente es entrante al cuadripolo. En tal caso las expresiones del cuadripolo resultan:

U, (s) =A(s) U, (s)—B(S) I, (S)

(1-30)
I (s) =C(s)U, (s) —D(s) I, (s)
Asi, de las expresiones (1-30) resultan las siguientes definiciones de los pardmetros de transmision:
A(s) = U (s) Ganancia inversa de tension, con salida en circuito abierto
Uz (s) I(s)=0
B(s) U, (s) Impedancia de transferencia con salida en cortocircuito
§)=———-
o) Uy(s)=0
(1-31)

Admitancia de transferencia con salida en circuito abierto

Ganancia inversa de corriente, con salida en cortocircuito

Que también, a veces se los designa indistintemante como parametros ¢ con la notacion siguiente.

Tz[A(S) B(s)Hw) rlz(sq

C(s) D(s)| |ty (s) ty(s)

Cabe destacar que los parametros de la matriz de transmision no se pueden determinar experimentalmente
en forma directa, atendiendo a su definicion. En efecto, los parametros 4 y C requeririan un circuito en el
cual se inyecte una tension U, con un generador de tension de resistencia infinita (para satisfacer la
condicion 1,=0); y los pardmetros B y D requeririan un circuito en el cual se inyecte una corriente /, con un
generador de corriente de resistencia nula (para satisfacer la condicion U,=0). Por lo tanto, su
determinacion debe efectuarse en forma indirecta.

Una forma de hacerlo es trabajar con la inversa de los parametros ABCD, que si pueden determinarse,
experimentalmente o por andlisis, a partir de su definicion:

1. %

4 Uy,

1_=h

B U Uy=0

(1-32)

1%

c 10

1_h

D Lyt
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En efecto, estas nuevas definiciones auxiliares pueden determinarse aplicando en la puerta de entrada del
cuadripolo un generador de tension o de corriente, con la puerta de salida en cortocircuito o a circuito
abierto. Finalmente, invirtiéndolas resultan los parametros de la matriz T.

La otra forma de hacerlo es teniendo en cuenta en las respectivas definiciones de los parametros ABCD, las
definiciones de los parametros admitancia ¢ impedancia. Asi se obtienen las siguientes relaciones que
permiten obtener los pardmetros de la matriz de transmision a partir de los pardmetros admitancia e
impedancia:

42U i

Uzl 221 Y21
LN S U /]

Dy, Y 72

(1-33)

c Al 1 _ ¥

Usly—o 721 Y21
poh __Ju_»

Dy, Y21 22
Fl determinante de la matriz de transmision es:
mM=4D-BC="2 (1-34)

21
Con lo cual este determinante vale 1 si la red es pasiva. Ademas la red es simétrica A=D.

Ejemplo 1.3.

Determinar la matriz T del circuito de la Fig. 1.31 con un amplificador operacional ideal.

+ R
_ AW
W—
R3§ R2
o JT— o)

Fig. 1.31. Circuito con amplificador operacional ideal.

Resolucion

El parametro 4 se determina a partir de la definicion de [1/4] de las expresiones (1-32), aplicando un
generador de tension U(s) en la puerta de entrada y se deja a circuito abierto la puerta de salida. El circuito
para esta determinacion se indica en la Fig. 1.32.

1
) WW—=,
U vl 0
1 AAAA U2

°l

R3 § R2
4

Fig. 1.32. Determinacion indirecta del prametro A, obteniendo 1/A.

Por medicion o por célculo se obtiene la tension U, y dividiéndola por U, resulta el parametro 4. En este
caso, por calculo:
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1 Ry + Ry R

R, T Ry+Ry
El pardmetro B se determina a partir de la definiciéon de [1/B] de las expresiones (1-32), aplicando un

generador de tension U en la puerta de entrada y cortocircuitando la puerta de salida.
El circuito para esta determinacion se indica en la Fig. 1.33.

AAAA U2=0
R3§ R2
4

Fig. 1.33. Determinacion indirecta del prametro B, obteniendo 1/B.

Por medicion o por célculo se obtiene la corriente /; y dividiéndola por Uj resulta el parametro B.
En este caso, por calculo:
IOZLUI Izz‘L(R2+R3)10:—R2+R3U1 PR

Ry R, R\ Ry Ry + Ry
Si el amplificador operacional se considera ideal, la corriente /,=0 para cualquier condiciéon de la puerta de
salida. Por lo tanto, teniendo en cuenta las expresiones (1-31) quedan determinados los valores de los
parametros C'y D:
C=0; D=0
Por lo tanto,

R, R R,
T= R2 + R3 R2 + R3
0 0

1.9. Usoy aplicaciones de la matriz de transmision T

En este apartado se presentan definiciones, caracteristicas y propiedades de las redes que en todos los casos
pueden analizarse y representarse de la mejor manera empleando la matriz de transmision T.

1.9.1. Impedancia de entrada

En la Fig. 1.34 se muestra un cuadripolo excitado con un generador de impedancia interna Z; en la puerta
de entrada y cargado en la salida con una impedancia Z.. Se denomina impedancia de entrada a la
impedancia Z; que presenta el cuadripolo a la fuente que lo alimenta y, naturalmente, depende de la
impedancia Z. con que esta cargado el cuadripolo.

Z I 1
— 2,
| N U+ ¥
Ug =L U L)%
|
Z

1
Fig. 1.34. Impedancia de entrada Z, de un cuadripolo cargado.

Para el sentido de la corriente de salida indicado como referencia saliente del cuadripolo, tal como se
advirtié oportunamente, las expresiones (1-30) resultan:

U=4U,+BI,

I,=CU,+DI,

Por lo que la impedancia de entrada resulta dividiendo miembro a miembro:
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U AU,+B

Z=—t=t"277 (1-35)
I, CU,+DI,

Y por la condicidn establecida por la carga en la salida:

7 U

1,

Se obtiene la impedancia de entrada con la salida cargada con Z.:
AZ.+B

7, =222 (1-36)
CZ.+D

Que es la impedancia que presenta el cuadripolo cargado en la salida con Z, a la fuente que lo alimenta.

Impedancia de entrada en vacio y en cortocircuito

Las denominadas impedancias de entrada en vacio Z;y e impedancia de entrada en cortocircuito Zjc. se
definen para los dos casos extremos de carga: Z.~=c es decir puerta 2 en vacio (I, = 0) y Z=0 es decir
puerta 2 en corto circuito (U, = 0).

De este modo, de la expresion (1-36) y teniendo en cuenta las relaciones (1-33) resultan:

21
A =z
7. = =21 _ -
v=c 1 211 (1-37)
Zy
b
B 1
Zp=—=—2L=— (1-38)
D _Yu oy
Va1

1.9.2. Impedancia de salida

Similarmente, si se conectara el generador en bornes de salida, como se indica en Fig. 1.35 puede obtenerse
la impedancia de salida con la entrada cargada con Z,.

I I, Zc
—> —
+ +
Zg U, U26| Ug
-

Zy

Fig. 1.35. Impedancia de salida Z, de un cuadripolo excitado con un generador de impedancia interna Z,.

En este caso puede ser mas conveniente emplear las expresiones del cuadripolo empleando los pardmetros
de la matriz Z, teniendo cuidado al considerar los signos de las corrientes y de la caida de tension en Z,.

U =2,1-2,1,

Uy=2y =2y 1,

Teniendo en cuenta la condicion impuesta por la conexion en la puerta de entrada:

1
Zg
Resulta:
U=- ] U -z, 1,
g
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Despejando U (s) de la primera expresion y reemplazando en la segunda:

z
Uy=-——"21,
1+ 2L

g

Zi,Z

Lz— — Zy 12
Z +z
g 11

De acuerdo a los sentidos indicados como positivos en la Fig. 1.35, la impedancia de salida Z; resulta:

U
Z,= -2
1
Es decir:
7. - __ % _ZnZyp —Znintins, 2|+ 2,2,
2 27— =
Zg+le Zg +Z1 Zg+le
Dividiendo numerador y denominador por z;; y teniendo en cuenta las relaciones (1-33) resulta:
DZ,+B
%= (1-39)
CZ,+4

La impedancia de salida Z, de un cuadripolo, que es el cociente entre la tension y la corriente que sale por
el puerto de salida y que por supuesto depende de la impedancia del generador Z,, es equivalente a la
impedancia interna de una fuente; por lo tanto, cuanto menor sea, mayor sera la capacidad del cuadripolo de
transferir potencia a la carga.

Impedancia de salida en vacio y en cortocircuito

Las denominadas impedancias de salida en vacio Z,, e impedancia de salida en cortocircuito Z,¢. se definen
para los dos valores extremos de impedancia Z,: Z,=oo es decir puerta 1 en vacio (/; = 0) y Z,=0 es decir
puerta 1 en cortocircuito (U; = 0).

De este modo, de la expresion (1-39) y teniendo en cuenta las relaciones (1-33) resultan:

Zy
D =z
ZzV:E:f:ZB (1-40)
2y
b
chzﬁzﬁ:L (1-41)
A4 _Vn oy
Va1

1.9.3. Impedancias imagen

Existen dos impedancias llamadas impedancias imagen (Zo1 y Zo,) tales que si Zg=Zy1 'y Z~Zy,, resulta ser
Z\=Zy1 'y Z>=Zy,. Estas definiciones de impedancias imagen se muestran en Fig. 1.36.
De acuerdo a esta definicion resulta:

AZ,+B DZ, +B
Z,=Zy =2 — vy Z,=Z,=—20 —
CZ,+D CZ,+4
o— | ——-o0
Zy —=> Zo Zo1 <7
o—— ——o

(a) (b)

Fig. 1.36. Impedancias imagen. (a) de entrada. (b) de salida.

Resolviendo estas ecuaciones, resultan las siguientes relaciones utiles:
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(1-42)

A
= 1-43
D ( )
AB
Zu=\pc (1-49
DB
Zyp=4|——= 1-45
w=\"c (1-45)

Lo que indica que Zy; y Zy, son parametros caracteristicos del cuadripolo, independientes de Z. y Z,.

Si el cuadripolo se disefia de manera tal que sus impedancias imagen resulten respectivamente Zy=Z; y
Z»=Z, su efecto puede verse como una transformacion de impedancias, pudiendo definirse la relacion de
transformacion n del cuadripolo (por asociacion con un cuadripolo que representa a un transformador ideal
— ver Apéndice A -) como:

[4B
4o [ZoL_ |NCD :\/E (1-46)
Zy, \/BD D
AC
Recordando (1-37), (1-38), (1-40) y (1-41):

AB

Zo1=\cp ~VAric (1-47)
BD

202 =7 ~N%w%ac (1-48)

Es decir que las impedancias imagen son las medias geométricas de las impedancias terminales, con el otro
extremo en circuito abierto y en cortocircuito respectivamente.

Estas expresiones permiten determinar experimentalmente las impedancias imagen, midiendo la
impedancias de entrada y de salida con el otro extremo del cuadripolo en circuito abierto y en cortocircuito.

1.9.4. Impedancia caracteristica

Para las redes simétricas se cumple que 4=D, y recordando las expresiones de las impedancias imagen de
entrada y de salida, surge que ambas impedancias imagen (de entrada y de salida) como cabia esperar son
iguales entre si y a esta impedancia se la denomina impedancia caracteristica Zy:

B
Zy=Zy1 =2y = Pl (1-49)

Se considera importante mencionar un ejemplo para comprender conceptualmente este parametro. La
impedancia caracteristica de un cable coaxial no se refiere a la impedancia del conductor central, ni a la
impedancia por unidad de longitud, y tampoco a la impedancia por efecto pelicular. Cuando se dice que un
cable tiene una impedancia caracteristica de 50 2, quiere decir que al conectar una resistencia pura de 50
en uno de los extremos, la impedancia de entrada medida en el otro extremo sera también 50 Q
independientemente de la longitud del cable y de la frecuencia. En este ejemplo sencillo, el cable permite
efectuar una adaptacion simétrica (ver apartado 0) entre la fuente de sefal (con una resistencia interna de
50 Q) y la carga (también resistiva de 50 Q).

Combinando las expresiones (1-49), (1-47) y (1-48) resulta:

2y =\ZwZic =\ ZayZac (1-50)
Estas expresiones permiten determinar experimentalmente la impedancia caracteristica, midiendo la
impedancias de entrada y de salida con el otro extremo del cuadripolo en circuito abierto y en cortocircuito.

Ejemplo 1.4.

Determinar la impedancia caracteristica del cuadripolo T de la Fig. 1.37.
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Fig. 1.37. Cuadripolo T.

Resolucion

Para aplicar la expresion (1-50), se determinan las impedancias Z;,=2Zy y Zic=Zac:
Ly =2y =Zs+2,

Zin =2 =7 +—ZSZd
1C =42C = %s
Zy+Z,
Finalmente:
yAVA

Zo= 2. +Z,)| Z.+—32d |- |72 +27 7
0 (s d)(s Zs+ZdJ ) s&d
Eiemplo 1.5.

Determinar la impedancia caracteristica del cuadripolo IT de la Fig. 1.38.

Fig. 1.38. Cuadripolo .

Resolucion
Nuevamente se determinan las impedancias Z,,=2yy Zic=Zac:
1 Zd (Zs + Zd)
_ S + d
Z, Z;+Z,
1 1 ZdZs
Z, Z

Finalmente mediante la expresion (1-50):

Z,(z+2,) ( 7,7, ]: 7,75

Zy+27, Zy+Z Zy+27,

1.9.5. Transferencias de tensiones y corrientes

En esta seccion se determinard la relacion existente entre la tension en los terminales de entrada y la tension
en terminales de salida de un cuadripolo, y también esa misma relacion para las corrientes. Dichas
relaciones se denominan transferencia de tensiones y transferencia de corrientes.

Entonces, interesa calcular las transferencias de un cuadripolo en funcidén de sus parametros, que por otra
parte y como cabe esperar, también dependeran de la carga del cuadripolo. Para estas determinaciones, los
parametros mas adecuados son los pardmetros de transmision.

Supodngase primero que la impedancia de carga es igual a la impedancia imagen de la salida, es decir que
Z~Zy, como se muestra en Fig. 1.39a.



37 Capitulo 1

=5 Dy ! L=9
o— ——o
+ + + +

Yy U, 202 Zoy Yy U,
o— ——o

(@) (b)
Fig. 1.39. Cuadripolos excitados con generador ideal y cargados con las impedancias imagen: (a) generador en la entrada y Z,,

en la salda; (b) generador en la salida y Zy; en la entrada.

Entonces conectando en la entrada el generador Uy:

U=4U,+B1, :[A+i]U2
ZOZ
I,=CU,+D1,=(CZy,+D)I,

Con lo cual la relacion entre las tensiones y la relacion entre las corrientes resultan:

Urous B _4in /£ =\/E(N/AD +BC)
; Zy, BD \D

AC D

=CZ,+D=C+D,| = =\/:(\/AD +BC)
5 BD A
Si ahora se conecta Zj; en los terminales de entrada, y el generador de tension U, en los bornes de salida
como se muestra en Fig. 1.39b, resulta:

B

Zoi
Siguiendo un procedimiento similar al anterior, se obtienen las siguientes relaciones entre las tensiones y
las corrientes:

o= (P

U

I A

2o |2 (V4D -/BC)

1, D

El otro factor que aparece en las relaciones entre tensiones o entre corrientes, puede expresarse en forma
exponencial:

¢/ =JAD +~+/BC (1-51)
Siendo y=a+jf la constante de propagacion, a la constante de atenuacion'y f la constante de fase.

Esta constante de propagacion da cuenta del efecto de la red sobre las tensiones y corrientes al propagarse
por la misma. Introduciendo estos factores, y teniendo en cuenta la relacion de transformacion » de la red
definida por (1-46) resulta:

~|_~ -

U_.r (Ll
2 U n

y (1-52)
b L7 L_ v
I, n I

Por otra parte:

L Jib-JB¢  Jap-JBC

" VAD+\BC (Jap +VBC)(VaD—JBC)  AD-BC

Puesto que en las redes pasivas tal como se desprende de (1-34) se cumple que:

e
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AD — BC =1 (1-53)
Resulta:

¢V =JAD-BC (1-54)

Por lo tanto:
e +e7
coshy = s N AD

Y _oV
senh;/=%= BC

Resultando en definitiva:
U = n[(cosh ¥)Uy +(Z, senh 7)12]

1| senhy
I =— ( jUz +(cosh;/)12:|
n{ Zy,

Expresiones que relacionan las tensiones y corrientes de un cuadripolo, terminado o no en sus impedancias
imagen, y los parametros fisicos del mismo, como son las impedancias imagen y la funcién de propagacion.
Por comparacion resulta:

A=n(coshy) B=n(Zy,senhy)
1 senhy 1

C=— D=— h
n[ Z, J n(COS 7)

Con lo cual:

f Z VA
cosh y AD Zyy Zsy

Estos ultimos resultados son 16gicos, ya que la funcion de propagacion no depende de las terminaciones.
Ademas la expresion (1-55) permite determinar experimentalmente la constante de propagacion, midiendo
impedancias de entrada y de salida con el otro extremo del cuadripolo en circuito abierto y en cortocircuito.

Cuadripolo pasivo y simétrico cargado con la impedancia caracteristica

Cuando el cuadripolo insertado es pasivo, simétrico y se encuentra cargado con la impedancia caracteristica
pueden efectuarse simplificaciones muy utiles en las expresiones de las funciones de transferencia de
tensiones y corrientes.

En primer lugar, para las redes simétricas A=D y el valor de la denominada relacion de transformacion
resulta:

Z
\Zy, VD

Con lo cual las relaciones entre las tensiones y corrientes de entrada y de salida (1-52) resultan:
g—; = 11_; =e’ (1-56)
Por otra parte, para redes pasivas se cumple (1-53), y si el cuadripolo ademas es simétrico:

A* ~BC=1 = BC=+4"-1

Finalmente, reemplazando en (1-51) y luego en (1-56) resulta:

U< I
“L-d - y4VJa?-1=D+VD? -1 (1-57)

Uy I
Observandose que las relaciones entre las tensiones y corrientes de entrada y de salida son iguales y

dependen sélo de uno de los parametros 4 6 D.
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1.9.6. Equivalente de Thevenin a partir de la matriz de transmision

Una aplicacion interesante de la matriz de transmision T es el caso de una red, a la que perfectamente se le
pueden determinar los parametros ABCD, que esta alimentada por un generador de tension U, y se desea
determinar el equivalente de Thevenin desde un par de terminales, considerados como terminales de salida,
a los que se conecta una impedancia de carga Z. como se indica en la Fig. 1.40.

h, <2
+ +
Ug Ul [T] U2 Zc

Fig. 1.40. Esquema de una red para determinar su equivalente Thevenin.

En este caso, U=U,; e I pueden considerarse conocidos o que pueden determinarse directamente por
medicion y seran por lo tanto las variables independientes.

Para el sentido de la corriente de salida indicado como referencia entrante al cuadripolo, tal como se
advirti6 oportunamente, las expresiones (1-30) resultan:

Para determinar la tension de Thevenin se debe desconectar la carga, lo que se corresponde con la
condicion 1,=0. Esto da conduce a:

Por lo tanto:

_U Y

Para obtener la impedancia de Thevenin primero se deben anular todas las fuentes independientes (en este
caso la unica fuente independiente es Ug). Luego, en los terminales de salida, se debe aplicar una tension de
valor conveniente (por ejemplo, U,=1 V) y determinar la corriente inyectada resultante. La relacion entre la
tension aplicada y la corriente resultante serd la impedancia de Thevenin Zy,.

Entonces para esta determinacion se tiene:

U,
ZTh_]_
2 ly;=0

Donde se hace:
Es decir:

1 B

Z = — =

Th™ 4B~ 4
Finalmente el circuito equivalente es el que se indica en la Fig. 1.41.

B/ A
L
U
“g Z,
A

O—

Fig. 1.41. Modelo equivalente de Thevenin resultante.

1.10. Interconexidn de cuadripolos

La interconexidon entre cuadripolos permite obtener cuadripolos de mayor grado de complejidad y
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caracterizarlos mediante alguna de las matrices de parametros, que pueda obtenerse de manera sencilla a
partir de las correspondientes matrices de los cuadripolos individuales interconectados.

En lo que sigue, se presentaran las distintas formas de interconexion y cdémo se pueden calcular los
parametros del cuadripolo resultante en funcion de los pardmetros de los cuadripolos individuales. Esto sera
muy util para aplicar en ambos sentidos, es decir:

e Dados dos o mas cuadripolos conocidos que se interconectan para obtener un cuadripolo mas
complejo y se requiere analizar este tltimo.

e Dado un cuadripolo que presenta cierto grado de complejidad, se lo subdivide en cuadripolos mas
simples interconectados, para los cuales resulta mas sencillo determinar la matrices de parametros
que sea mas adecuada para el tipo de interconexion, en funciéon de ellas se obtiene la matriz
correspondiente al cuadripolo original.

Por simplicidad se estudiara la conexidn entre dos cuadripolos, ya que los resultados se pueden extender de
manera directa a un mayor nimero de cuadripolos.
Existen varias formas de conectar cuadripolos entre si y se pueden clasificar en dos grupos:
e El primer grupo conecta entradas entre si y salidas entre si. Hay 4 formas de conexion de este tipo:
las denominadas conexiones en paralelo, en serie, serie-paralelo y paralelo-serie.
En este grupo, puede ocurrir que la interconexién altere el funcionamiento normal de uno de los
cuadripolos. Esta situacion se pone siempre de manifiesto en la corriente de entrada y/o de salida de
los cuadripolos individuales cuando estan conectados; esto es, en esa puerta, la corriente que ingresa
por uno de los terminales es distinta de la corriente que sale por el otro terminal.
Esto ocurre porque la interconexion produce una modificacion tal, que en el circuito se establece
una corriente de circulacion interna. En cada caso de interconexion se deben efectuar dos pruebas
disefiadas por O. Brune (una en las entradas y otra en las salidas), que permiten determinar si habra
corriente de circulacion.
Cabe aclarar que si la interconexion da lugar a una corriente de circulacion no nula, no significa que
la interconexion no se pueda hacer, sino que una dada matriz del cuadripolo resultante no se puede
determinar a partir de las correspondientes matrices de los cuadripolos individuales.
e FEl segundo grupo conecta la entrada de un cuadripolo con la salida de otro. Hay una sola forma de
conexion de este tipo: es la denominada conexidn en cascada o en cadena.
Esta interconexion nunca origina corriente de circulacion.

En lo que sigue se veran las particularidades del tratamiento de cada tipo de interconexion.
1.10.1. Conexion de cuadripolos en paralelo

Dos o mas cuadripolos se dicen conectados en paralelo cuando se aplica a todas las puertas de entrada la
misma tension U, y a todas las puertas de salida la misma tensiéon U, como se muestra en Fig. 1.42.

Il
P
1 ’ L
1 U 2
T 2 e woard
U I U
_1 o e o _2
U’/

Fig. 1.42. Interconexidn de cuadripolos: entradas en paralelo y salidas en paralelo.

Lo mas apropiado seria denominar la conexion como: paralelo-paralelo, lo que significa conexioén en
paralelo a la entrada y en paralelo a la salida. En este caso resulta conveniente considerar el sistema de
ecuaciones del cuadripolo que resulta cuando las variables independientes son las tensiones de entrada y de
salida, que son las variables comunes a los cuadripolos interconectados. Por lo tanto, los cuadripolos
estaran caracterizados por los pardmetros admitancia, y las ecuaciones para cada uno seran:
I'=Y'U'

" — Y ll. U "
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Como puede observarse, la interconexion en paralelo impone las siguientes condiciones:

U=U'=U"

I=1'+1"

Sumando miembro a miembro las expresiones de los cuadripolos individuales, y teniendo en cuenta las
condiciones impuestas por la interconexion resulta:

I=(Y'+Y")-U

Lo que indica que la matriz Y del cuadripolo equivalente a la interconexion en paralelo estd dada por la
suma de las matrices de los cuadripolos interconectados:

Y =Y '+Y" (1-58)
Este analisis es valido si los pardmetros de cada cuadripolo aislado, no se modifican cuando se vinculan
entre si. En efecto, cuando se realiza la conexion, uno de los cuadripolos podria modificar los pardmetros
del otro, y en tal situacion lo deducido no seria aplicable.

Esto nunca ocurrird si los cuadripolos conectados en paralelo son todos balanceados o bien todos no
balanceados, pero siempre que se conecten en paralelo cuadripolos de ambos tipos balanceados y no
balanceados, se pondra de manifiesto este inconveniente.

Prueba de Brune

Cuando se conecten en paralelo cuadripolos balanceados y no balanceados se presentara la situacion que se
ilustra en la Fig. 1.43, donde se muestra como al interconectar los cuadripolos se forma entre ellos un lazo
interno en el que se puede establecer una corriente denominada corriente de circulacion /¢, que no se
manifiesta en los terminales del cuadripolo combinado.

Fig. 1.43. Interconexidn de cuadripolos en paralelo-paralelo: corrientes de circulacion.

Obsérvese que el sentido de /¢ es tal que reduce la magnitud de la corriente en uno de los terminales de
algunas puertas e incrementa la magnitud de corriente en otros terminales de las otras puertas de los
cuadripolos individuales. Por lo tanto la condicién de que en cada puerta de un cuadripolo la corriente que
entra es igual a la que sale, s6lo se cumple en el cuadripolo combinado resultante de la interconexion, pero
no en los cuadripolos individuales interconectados. Si esto ocurre, lo cual seria como consecuencia que /¢
es no nula, entonces no seria valido obtener la matriz Y mediante (1-58) porque las matrices de los
cuadripolos individuales cambiarian cuando se efectia la interconexion.

Entonces para poder aplicar (1-58) hay que verificar que /=0 y esto se consigue mediante la regla de
Brune, que en este caso, consiste en realizar la conexiones indicadas en Fig. 1.44, debiéndose cumplir para
ambas situaciones que la tension U sea nula (U=0).

o]

1 TU vt Y

v | ] [ v

(a) (b)
Fig. 1.44. Prueba de Brune para Interconexion paralelo-paralelo: (a) entradas excitadas con variable comun y salidas
individuales con variable comun anulada; (b) salidas excitadas con variable comun y entradas individuales con
variable comun anulada.

La regla general de la prueba de Brune consiste en la siguiente secuencia de pasos que se deben repetir para
ambas puertas del cuadripolo resultante:
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1) Se excita en una de las puertas del cuadripolo resultante con la variable comun a los cuadripolos
individuales.

2) Se anula la variable comtn entre los cuadripolos individuales en la otra puerta de la interconexion.

3) Se mide la tension U entre los 2 puntos donde se anuld la variable comin.

La realizacion de esta prueba en ambas puertas del cuadripolo resultante debe dar por resultado U=0.

Si no se cumple esta condicion ain se podrian poner en paralelo los cuadripolos, y obtener la matriz Y del
cuadripolo resultante mediante la expresion (1-58). Esto se hace utilizando un transformador ideal de
relacion 1:1, como se indica en Fig. 1.45.

Fig. 1.45. Recurso para efectuar la interconexién paralelo-paralelo cuando no se cumple la prueba de Brune.

Ejemplo 1.6.

Determinar la matriz Y de admitancias en cortocircuito de la celda T puenteada de la Fig. 1.46a.

Zp
© | Z | I Z, I O

Z3 0
o— —0

(a)

Fig. 1.46. (a) Celda T puenteada. (b) Esquema de equivalencia con dos cuadripolos en paralelo-paralelo.

Resolucidn

La celda T puenteada de la Fig. 1.46a, puede ser interpretada como la conexion en paralelo de una celda T,
con otra que solo tiene un elemento en serie, tal como se muestra en la Fig. 1.46b.
Los elementos de la matriz de Admitancias del elemento serie son:

{ yz, —I/Zp}

»=
Yz, 1z,
Los elementos de la matriz de Admitancias de la celda T resultan:
[ 1 -1 1 i_
1 1 V4
Z + Z,+ —+— 71
1 2 _
11 1.1 77z 2+2, 2,
Y. = Zy, Z4 ARA _ Zr Zr
= =
-1 ’ 1 L 1 ~Z, VAR IA
2 2
Z + 1 1 1 i+i 2 Zy+ I ! I Zr Zr
LI Z, Z, I
L Z, Z Zy 4 |
siendo

2



43 Capitulo 1

Entonces la matriz Admitancias del paralelo resulta:

2 2
Zp(Zy+Z3)+ 2 Z,Z3+Zf
2 2

V. 77z, Z;Z,
- 2 2
ZpZ3+Zp Zp(Z+Z5)+Zf

2 2
] ZiZ,, ZiZ,,
Ejemplo 1.7.

Determinar la expresion de la transferencia de tension U,/U, para la celda T puenteada de la Fig. 1.46a.

Resolucion

Se empleard la ecuacion del cuadripolo que expresa a la corriente de salida en funcidon de los parametros
admitancia, que ya fueron determinados en el ejemplo anterior:

L=y U+yn U,

Y dado que la T puenteada se encuentra descargada en ambos extremos, en este caso /,=0, con lo cual:
U, _ ¥

Z2__7221

Uu vy
Relemplaiindo con los elementos y»; € y», encontrados en el Ejemplo 1.6 resulta:
| Zp73+ 27
U, Z;z, ZyZy+ 2\ 2y + 2,2y + Zy 2y
U, Z,(2,+25)+ 72 T 2,2+ Z 2y + 22y + 2125 + 2524
Z;Z,

La expresion buscada, se obtiene en forma directa, sin necesidad de plantear ecuaciones de corrientes de
malla o tensiones de nodos.

Ejemplo 1.8.

Determinar la funcién de transferencia definida como: |H(s)[=|Ua(s)/U1(s)|rs-0 de la celda de la Fig. 1.47
conocida como doble T 6 T gemelas (en inglés, twin T).

R R,

5
h
5

1 C1
R3

II
59!

Fig. 1.47. Celda doble T.

Resolucién
La funcion de transferencia definida como: [H(s)|=|Ux(s)/U(s)|1s)-0 puede obtenerse efectuando el analisis

en el dominio de Laplace, anulando todas las condiciones iniciales, y planteando las matrices de
admitancias en cortocircuito de cada celda T.

La celda de la Fig. 1.47 puede analizarse como dos celdas T en paralelo, como se muestra en la Fig. 1.48.
La correspondencia entre la Fig. 1.47 y la Fig. 1.48 indica que:

2, =R Z,, =Ry Z, :l/SC3
Z,, =1[sCys Zy,=1/sCy; Zy =Ry
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Fig. 1.48. Esquema de equivalencia de la celda doble T con dos celdas T en paralelo-paralelo.

De este modo se puede adecuar la expresion de la matriz Y obtenida en el Ejemplo 1.6 para cada una de
las T gemelas, y la matriz de admitancias de cortocircuito del paralelo de dos celdas T de la Fig. 1.48
resulta:

Zrat 234 N Zop t 23 23 Zw
2 2 2 2

Y. = ZTa ZTb ZTa ZTb

T —

23, Z3 Ziat 23, N Zip+Z3
2 2 2 2
L Zra  Zn 214 Zn,

Siendo:

2 1 1 ’ 1 1 1
2z =RR,+R—+R,— = +—R, +

Ta 7172 771 sC, 2 sC, o S2C1C2 sC, 3 sC, 3
De la expresion del cuadripolo correspondiente a los pardmetros Y, para la corriente /,=0 resulta:

2 2
H(S):Uz(s) __ Y _ Z3a 2y T 23 2t
2 2
U (s) L=0 Y2 (Zla +Z3a)'Zzb +(Zlb +Z3b)'ZTa
Resultando:
! - 21 + I Ry + ! Ry |+ Ry R1R2+R1—1 +R2—1
sCy |\ s7°C,C,  sC sC, sCy sCy

H(s)=

R + L. 21 + ! R; + ! Ry |+ L+R3 . R1R2+R1L+R2L
sCy )\ s7°C,C,  sCy sC, sC, sCy sCy

Ejemplo 1.9.
Obtener la matriz Y de la celda lattice mostrada en la Fig. 1.49a.

Resolucion

La celda lattice de la Fig. 1.49a, puede ser interpretada como la conexion en paralelo de las dos celdas
balanceadas Fig. 1.49b y Fig. 1.49c¢.

Z mEsssssssss ! i
e 1 02 To— R 2 i ?
6@ i : %
. e
1o Z, 0 o Yo % 17°2 o Lo o
(a) (b) (c)

Fig. 1.49. Descomposicion de la celda lattice representada en (a) en las celdas (b) y (c) en paralelo-paralelo.

Sean, respectivamente, Yp, € Y, las matrices de admitancias en cortocircuito de los circuitos de Fig. 1.49b
de Fig. 1.49¢, que resultan:
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1 1 1 1
AR AR Ly+Zy Zy+Zy
Y, = Y, =
1 1 1 1
L +Zy Z1+Zy Zy+Zy ZZ+Z3_
Entonces, la matriz Y de la celda lattice original de Fig. 1.49a resulta:
. 1]
Li+ZLy Zh+Zy, Zy+Z, Zi+Z
Yoy, +y,o| 14 2T 2T AT
1 1 1 1

— +
Zz+Z3 ZI+Z4 ZI+Z4 22+Z3_

1.10.2. Conexion de cuadripolos en serie

Dos 6 mas cuadripolos se dicen conectados en serie cuando en todas las puertas de entrada circula la misma
corriente /; y en todas las puertas de salida circula la misma corriente /,. En este caso, seria mas apropiado
denominar la conexion como: serie-serie, lo que significa conexion en serie a la entrada y en serie a la
salida, como se indica Fig. 1.50.

I ey ]
1 I
| U . U i
- 1

U1 : ]nr 1112 i U2
i =l
- E UH] VAL U,,2 i _
o—+——O0—— 1 ‘e}

Fig. 1.50. Interconexion de cuadripolos: entradas en serie y salidas en serie.

En este caso resulta conveniente considerar el sistema de ecuaciones del cuadripolo que resulta cuando las
variables independientes son las corrientes de entrada y de salida, que son las variables comunes a los
cuadripolos interconectados. Por lo tanto, los cuadripolos estardn caracterizados por los pardmetros
impedancia, y las ecuaciones para cada uno seran:
Uu=z-1

n — Z ". I n
En este caso, la interconexion en serie en ambas puertas impone las siguientes condiciones:
Uu=U0+U"
I=1'=1"
Sumando miembro a miembro las expresiones de los cuadripolos individuales, y teniendo en cuenta las
condiciones impuestas por la interconexion resulta:
U=(Z2+72")-1
Lo que indica que la matriz Z del cuadripolo equivalente a la interconexion en serie estd dada por la suma
de las matrices de los cuadripolos interconectados:
Z=7'+7" (1-59)
Nuevamente, este analisis es valido si los pardmetros de cada cuadripolo aislado, no se modifican cuando se
vinculan entre si. En efecto, cuando se realiza la conexion, uno de los cuadripolos podria modificar los
parametros del otro, y en tal situacion lo deducido no seria aplicable.
Esto ocurrira siempre que alguno de los cuadripolos conectados en serie sea no balanceado, pero siempre
que se conecten en serie cuadripolos balanceados, nunca se pondra de manifiesto este inconveniente.

Prueba de Brune

Cuando se conecten en serie cuadripolos balanceados y no balanceados se presentara la situacion que se
ilustra en la Fig. 1.51, donde se muestra como al interconectar los cuadripolos se forma entre ellos un lazo
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interno en el que se puede establecer una corriente denominada corriente de circulacion /¢, que no se
manifiesta en los terminales del cuadripolo combinado.

], T |
n 5

O
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5

=
=
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Fig. 1.51. Interconexion de cuadripolos en serie-serie: corrientes de circulacién.

El sentido de /¢ es tal que reduce la magnitud de la corriente en uno de los terminales de algunas puertas e
incrementa la magnitud de corriente en los otros terminales de los cuadripolos individuales.

Por lo tanto la condicidon de que en cada puerta de un cuadripolo la corriente que entra es igual a la que sale,
solo se cumple en el cuadripolo combinado resultante de la interconexion, pero no en los cuadripolos
individuales interconectados.

Si esto ocurre, lo cual seria como consecuencia que /¢ es no nula, entonces no seria valido obtener la matriz
Z mediante (1-59) porque los cuadripolos individuales se modifican cuando se efectia la interconexion.
Entonces para poder aplicar (1-59) hay que verificar que /=0 y esto se consigue mediante la regla de
Brune, que en este caso, consiste en realizar la conexiones indicadas en Fig. 1.52, debiéndose cumplir para
ambas situaciones que U=0.

_1> o o— 2
7 7
Lo o—o
) I T M
Z" ZH

(a) (b)
Fig. 1.52. Prueba de Brune para Interconexion serie-serie: (a) entradas excitadas con variable comun y salidas individuales con
variable comun anulada; (b) salidas excitadas con variable comun y entradas individuales con variable comun anulada.

La regla general de la prueba de Brune consiste en la siguiente secuencia de pasos que se deben repetir para
ambas puertas del cuadripolo resultante:

1) Excitar una de las puertas del cuadripolo resultante con la variable comin a los cuadripolos

individuales.

2) Anular la variable comun entre los cuadripolos individuales en la otra puerta de la interconexion.

3) Medir la tension U entre los 2 puntos donde se anul6 la variable comun.
La realizacion de esta prueba en ambas puertas del cuadripolo resultante debe dar por resultado U=0.
Si no se cumple esta condicion aun se podria poner en serie los cuadripolos y obtener la matriz Z del
cuadripolo resultante mediante la expresion (1-59). Esto se hace utilizando un transformador ideal de
relacion 1:1, como se indica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.10.
Efectuar una conexion entradas en serie - salidas en serie entre dos celdas T.

Resolucion

La conexion entradas en serie - salidas en serie entre dos celdas T no puede efectuarse de manera directa,
porque en tal caso quedaria cortocircuitada la rama serie de una de las celdas.

Para evitar este inconveniente, seria necesario emplear un transformador ideal de relacion 1:1 para conectar
en serie ambas puertas de salida, como se indica en la Fig. 1.53.
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Fig. 1.53. Recurso para efectuar la interconexién serie-serie cuando no se cumple la prueba de Brune.

1.10.3. Conexién de cuadripolos en serie-paralelo

Dos o mas cuadripolos se dicen conectados en serie-paralelo, cuando en todas las puertas de entrada circula
la misma corriente /; y todas las puertas de salida tienen aplicada la misma tension U,. En la Fig. 1.54 se
muestra esta conexion entre dos cuadripolos.

I 1 I
Ly | L
L e
b
1
1
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i >
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i U
- 1

Fig. 1.54. Interconexion de cuadripolos: entradas en serie y salidas en paralelo.
Las expresiones correspondientes son:
Ui +Ujl U I
|~ |n| T (W)
2752 2 2
Esta conexion es valida si no existe la corriente de circulacidon /¢ entre ambos cuadripolos, que en este caso
circularia como se indica en Fig. 1.55.
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Fig. 1.55. Interconexion de cuadripolos en serie-paralelo: corrientes de circulacién.

Para verificar si la corriente /¢ es nula, en este caso la prueba de Brune seria la que sugiere la Fig. 1.56.

H' w
W®[ i% v UL ,
H' | A"
(@) (b)

Fig. 1.56. Prueba de Brune para Interconexion serie-paralelo: (a) entradas excitadas con variable comun y salidas individuales
con variable comun anulada; (b) salidas excitadas con variable comun y entradas individuales con variable comun anulada.
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La corriente de circulacion /¢ sera nula cuando lo sea la tension U medida en Fig. 1.56a y en Fig. 1.56b.
1.10.4. Conexion de cuadripolos en paralelo-serie

Paralelo-serie. Todas las puertas de entrada tienen aplicada la misma tension U, y en todas las puertas de
salida circula la misma corriente /,. En la Fig. 1.57 se muestra esta conexion entre dos cuadripolos.

Fig. 1.57. Interconexion de cuadripolos: entradas en paralelo y salidas en serie.
Las expresiones correspondientes son:
! 4
I +1 B I
! 4
Uy +Uy| U,
Esta conexion es valida si no existe corriente de circulacion entre ambos cuadripolos, que en este caso
circularia como se indica en Fig. 1.58.
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Fig. 1.58. Interconexion de cuadripolos en paralelo-serie: corrientes de circulacidn.

Para verificar si hay corriente de circulacion, en este caso la prueba de Brune es la que sugiere la Fig. 1.59.

G' [ G'
1 ‘ T U UT j I
G" [ GH

(a) (b)
Fig. 1.59. Prueba de Brune para Interconexion paralelo- serie: (a) entradas excitadas con variable comun y salidas individuales
con variable comun anulada; (b) salidas excitadas con variable comun y entradas individuales con variable comin anulada.

La corriente de circulacion serd nula cuando la tension U sea nula tanto en Fig. 1.59a como en Fig. 1.59b.
1.10.5. Cuadripolos en cascada

Dos cuadripolos se dicen conectados en cascada cuando la salida del primer cuadripolo se conecta a la
entrada del segundo. Es decir, las variables de salida del primer cuadripolo son las variables de entrada del
segundo. En la Fig. 1.60 se muestra la conexion en cascada de dos cuadripolos.

I I I _I"
1 2 1
— 2 1, —
g v ey v s
o— O

Fig. 1.60. Interconexidn de cuadripolos en cascada.
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Las matrices de transmision de cada uno de ellos son:

I Y Y T [
A -1 |17 n
Resultando por lo tanto:

U! "

=TT

4 —1

Es decir que la matriz de Transmision resultante de poner en cascada dos cuadripolos, es igual al producto
de las matrices de Transmision, en el orden en que estdn conectadas (ya que el producto de matrices no es
conmutativo).

1.11. Redes iterativas

En ingenieria en telecomunicaciones o eléctrica se utilizan muchas veces redes que consisten en circuitos
iterativos, es decir en un cierto numero de etapas pasivas idénticas, conectadas en cascada, entre un
generador y una carga. Como ejemplo pueden citarse lineas artificiales, filtros de onda, etc.

En la Fig. 1.61 se ejemplifica este tipo de redes iterativas.

Z IO 1 1 I 2 Ir- 1 [r
£ — — > — —p

Ug Yo U, U, U, U, A

Fig. 1.61. Redes iterativas.

Por aplicacion sucesiva de las ecuaciones generales de circuitos, o de la matriz de transmision, es posible
encontrar el valor de la tension y de la corriente, en cualquier etapa intermedia de la cascada, pero este es
un proceso muy laborioso. Por ejemplo, si hay 100 secciones en cascada, habrd que escribir y resolver 101
ecuaciones simultaneas para calcular una corriente de una etapa cualquiera.

Este trabajo puede simplificarse notablemente si todas las celdas son idénticas.

Se define como impedancia iterativa de un cuadripolo a aquella impedancia que, conectada a un par de
terminales (de entrada o de salida), produce una impedancia igual en el otro par de terminales.
Extendiendo lo visto en 1.10.5, en una red iterativa simétrica, resulta:

Y GG ek

Upn Ua Us Ukt

Resultando que la atenuacion y el desfasaje producido por k secciones, es igual a k veces la atenuacion y el
desfasaje producido por una seccion.

Ademas, si se disponen en cascada secciones de redes con la misma impedancia caracteristica pero con
distintas constantes de propagacion (1, 7, 7)., terminadas en la impedancia caracteristica, resulta:

oV = 8(71+J’2+ +7n)

Ejemplo 1.11.
Dado el cuadripolo T de la Fig. 1.62, hallar la impedancia iterativa.
Zl ZZ
o— —o
Fig. 1.62. Impedancia iterativa de un cuadripolo T cargado.
Resolucién

La impedancia de entrada de este cuadripolo cargado es:
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7 - 7(2,+7.)
e 1+

Iy+Z3+ 27,
Haciendo:
Le=Z,= Zit

Resulta que la impedancia iterativa es:

2
Z,—Z Z +7
Z, = 12 2+\/( 1 y 2) +25(Z,+Z,)

En una red compuesta por celdas idénticas, terminada en su impedancia iterativa, cada celda estara cargada
con su impedancia iterativa, que también resulta ser la impedancia de entrada de las celdas, y por lo tanto
resulta posible calcular el comportamiento de cada seccion, independientemente de las demas.
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Capitulo 2
Redes Multipuerta

2.1. Introduccion

El concepto de red multipuerta puede aplicarse acualquier red que pueda considerarse como una caja negra
con p pares de terminales de entrada donde se conectan los generadores independientes, y g pares de
terminales de salida, donde se conectan las cargas (las cuales pueden ser otras redes multipuerta). En la Fig.
2.1 se ejemplifica una red multipuerta.

——o
verc =
—o0

Red Multipuerta o

—o0
ver: =
——o0

Fig. 2.1. Esquema de definicidén de red multipuerta.

Hemos visto las redes bipuerta o cuadripolos, con dos pares de terminales (un par de terminales de entrada
y otro de salida); es decir circuitos con cuatro terminales tomados de dos en dos.
Los resultados podrian generalizarse para circuitos con m pares de terminales, como se muestra en Fig. 2.2.

Fig. 2.2. Esquema de red de m puertas con las variables de cada puerta y las respectivas convenciones de signos.

Esta generalizacion nos permitird definir matrices como la matriz de impedancias o la matriz de
admitancias, ya que en estos casos los parametros de estas matrices resultaran:

U.
Zjk (s)= . )
Ik (S) demas corrientes=0
.
Z]k (S) =t (S)
Uk (S) demas tensiones=0

52
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Esta generalizacion ya no serd posible para variables combinadas, como es el caso de las matrices hibridas
directa H e inversa G y el caso de la matriz de transmision T.

Al igual que los cuadripolos, los pares de terminales de estos n-polos se pueden conectar con otros n-polos,
en serie, en paralelo, en cascada, o combinaciones de las mismas.

2.2. Matriz de admitancias indefinida

La descripcion de las redes mediante puertas (pares de terminales) solo es necesaria cuando hay que
realizar conexiones exteriores por terminales tomados de a pares.

En general, los terminales no necesitan estar apareados. En tal caso es mas practico una descripcion de la
red, desde el punto de vista del comportamiento externo, como una red multiterminal en vez de como una
red multipuerta. De hecho, hay casos en que resulta mas conveniente tratar a una red o a un dispositivo con
un enfoque basado en sus terminales o polos y no en base a sus puertas. Como primer ejemplo se puede
citar al transistor, que es un dispositivo de tres terminales, que pueden tener distintas formas conectarse. La
ventaja mas importante de tratar a una red o dispositivo atendiendo a sus terminales es que no se adquiere
un compromiso previo acerca de como se aparean o agrupan los terminales.

Aun cuando para caracterizar a una red multiterminal o multipolo puede utilizarse la matriz de
impedancias, la de utilizacién mas conveniente es, con mucho, la matriz de admitancias. La matriz de
admitancias que caracteriza a una red multiterminal se denomina matriz de admitancias indefinida (MAI)
Una red multiterminal es una generalizacion de una red multipuerta. En efecto, una red con n puertas,
donde la tension de cada puerta tiene un nodo comun, es igual a una red de n+1 terminales, siendo el
terminal (n+1) el comun.

Supongamos tener una red conexa, de n terminales que sea lineal y que no contenga ningin generador
independiente. Por ser conexa, ninguno de sus terminales estara aislado de los demas.

Apliquemos a la red n tensiones exteriores Ui(s), Ux(s), .., Ui(s), .., Un(s), respecto a un nodo exterior
adoptado como nodo de referencia (tierra), tal como se indica en la Fig. 2.3.
1,(s)
(Mo >
T L)
Qo L
)
U,(s) Do »
Uy(s) L,(5)
.
J
U,(s)

=

7777

Fig. 2.3. Esquema de red multiterminal.

En este caso, las corrientes no estan asociadas con las puertas sino con los terminales.
Evidentemente para esta red se satisface la primera Ley de Kirchhoff, es decir:

2 1i(s)=0
k=1

Las intensidades pueden expresarse en funcion de las tensiones terminales, respecto del nodo comun,
dando:

11(5) _)’11(5) Y2 (S) Vin (S)_ UI(S)
12(5) J’21(S) Y22(S) yZn(S) U2(S)

]n(s) _ynl(s) ynZ(S) ynn(s) Un(S)

Donde los coeficientes de la matriz son admitancias en cortocircuito, segiin se observa en Fig. 2.4.
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20 Iz(iL
1(s)
j o —>

I(s)
ko —2>
+ n
U/!”ﬁ) [n_(s)>
[ n+1
7777

Fig. 2.4. Esquema para la determinacidn de los coeficientes de la fila k de la matriz Y.
En efecto, los coeficientes de esta matriz de admitancias estan definidos por:
_1i(9)
U (s)
La matriz resultante se denomina matriz de admitancias indefinida, y se representa por:
I=Y;-U

Para ver algunas propiedades de esta matriz, resulta conveniente desarrollar las expresiones en forma
explicita:

A (S) =y U (S)+y12 U, (s)+....+yln U, (S)
I, (s) =y, U (S)+y22 U, (S)+....+y2n U, (S)

Yk

demas terminales al nodo de referencia

I, (S) =y, U (S)+yn2 U, (s)+....+y,m U, (s)
Sumando miembro a miembro todas las ecuaciones resulta:

21,. (s) :[y11 + Vs +...+ynl]Ul(S)+[y12 + Vs +...+yn2]U2 (s)+...
=

+[ Vg + Van + ot Y |U, (5)
Pero por aplicacion de la primera Ley de Kirchhoff:

li;:]l.(s) =0

Las cantidades entre corchetes son sumas de elementos de una columna de la matriz. Las tensiones
terminales son todas independientes entre si.
Supodngase cortocircuitados al nodo comun todos los terminales menos el k-ésimo, al cual se le aplica un
generador de tension Uy, es decir:

Uj(s)=0 U, (s)#0 j#k
Entonces, la expresion anterior se reduce a:
[Vik + Vox ot Y JU (5)=0 con Uy (s)#0

| Entonces: La suma de todos los elementos de una columna de la matriz de admitancias indefinida es nula. ‘

Luego, las filas de esta matriz son linealmente dependientes, y la matriz es singular (determinante nulo).
Supongamos ahora que se dejan abiertos todos los terminales, menos el j-ésimo al cual se le aplica una
tension Uj(s).

Las intensidades en todos los demas terminales serdn nulas, por estar abiertos, es decir:

I,(s)=0 para i# j, ytambién serd /,(s)=0 por ser ZI:O

1
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Y por ser una red conexa, la tension de todos los terminales sera igual a U(s).
En estas condiciones resulta que una cualquiera de las corrientes, la Ii(s), es igual a:

1(s)=y,U (8)+ .Uy (8) 4ot p,U; (8) et v,U, ()
Ij(s)z[yjl+yj2+....+yjk....+yjn]Uj(s)=0 con Uj(s);tO

Por lo tanto La suma de todos los elementos de una fila de la matriz de admitancias indefinida es nula.

2.3. Relacion entre la MAI y la matriz de admitancias en cortocircuito

Realizar una red de n puertas con un terminal comun, a partir de una red de (n+1) terminales resulta
sencillo, si se conoce la matriz de admitancias indefinida de esta ultima red.

Si se toma como terminal de referencia arbitrario el terminal que va a ser el comun, por ejemplo el n+1, su
tension serd nula. Luego podréd suprimirse la Gltima columna (columna n+1) de la matriz de admitancias
indefinida, ya que sus elementos son los que se multiplican por esa tension, que sera nula. Ademads, en
funcion de la primer Ley de Kirchhoff, la corriente de ese terminal es conocida, y podra eliminarse la
ultima fila de la matriz de admitancias indefinida.

Asi resulta que: “Para hacer que uno de los terminales de una red multiterminales sea el terminal comun
de una red de n puertas puesta a tierra, basta suprimir la fila y la columna correspondiente a dicho
terminal de la matriz de admitancias indefinida”. Esto resulta en una matriz de admitancias en
cortocircuito, con el terminal suprimido como el nodo comin de todas las n-puertas.

La operacion inversa es: “Dada la matriz de admitancias en cortocircuito de una red de n puertas con
terminal comun, se le agrega a dicha matriz otra fila, cuyos elementos sean las sumas, cambiadas de signo,
de todos los elementos de cada columna. Luego se agrega otra columna, cada uno de cuyos elementos es
igual a la suma, cambiada de signo, de todos los elementos de la fila correspondiente”. Esto resulta en una
matriz de admitancias indefinida.

Ejemplo 2.1.
El circuito equivalente de un FET en conexion fuente (o source) comin se muestra en la Fig. 2.5.

Para dicha configuracion la matriz de admitancias de cortocircuito resulta:
G D

Gate I I o Drain
YSOMVC@ comun :|:Gg +SC _SC :| G " C i
— R
g,—sC G,+sC| D U, ZRe o UgSV d Uy
Determinar la matriz de admitancias de cortocircuito - | 5
para la configuracion “Gate Comin”, que se muestra en Source
Fig. 2.6. Fig. 2.5. Modelo del FET en configuracién fuente comun.

Resolucion
DR o . g,U,~g,(U,)
La matriz de admitancias indefinida resulta:

G D S
Source o— o Drain
v B Gg +sC —sC —Gg G + /\/I\é/\/ +
pdefinida | g _sC Gy+sC  —(g,+G,) | D U, =R, ctr U
_(gm+Gg) _Gd gm+Gd+Gg S (; Gt <-)
ate

La matriz de admitancias de cortocircuito para la
conexion Gate comun resulta entonces suprimiendo fila y
columna correspondiente a Gate, y reordenando la matriz teniendo en cuenta que, segln se indica en Fig.
2.6, la entrada es la puerta Source-Gate y la salida es la puerta Drain-Gate:

S D

gate comun _ (gm + Gd ) Gd + SC D

Fig. 2.6. Modelo del FET en configuracién puerta comun.
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2.4. Operaciones con matrices de admitancias indefinidas
2.4.1. Unién de dos terminales

Si unimos dos terminales de una red de n terminales, las dos corrientes se suman y las tensiones son
iguales. Luego la matriz Admitancias Indefinida resultante (para la red de n-1 terminales), se obtiene
sumando las dos filas y las dos columnas correspondientes de la matriz original, sustituyendo estas sumas a
las dos filas y dos columnas originales.

La extension a mas de dos terminales es obvia.

2.4.2. Supresioén de terminales

Se denomina supresion de un terminal al procedimiento para pasar un nodo terminal a ser un nodo interno
de la red.

La corriente de dicho terminal, que llamaremos n-ésimo, serd nula. Puede despejarse la tension de este
terminal de la ecuacion 7,(s)=0 (suponiendo que y,, es distinto de cero), y sustituir el resultado en las
ecuaciones restantes, eliminando asi U,(s), y quedando entonces n-1 ecuaciones.

1,(8)=0=y, U (s)+y,, Uy (s) 4t 3, U; (8) et 3, U, (5)
O sea que:
1
U, (s) =y—[—ynl Uy (5)= 12 U (8) == 2 U ()= 0y Upa (5)

Este procedimiento puede extenderse en forma matricial para mas de un terminal.
Si se parte la matriz en dos submatrices:

Ia _|:Yaa Yab} Ua
Ll [Yoa Yoo [Up
Donde:

I, vy U,

Corresponden a los terminales a suprimir. Es decir que:

>I,=0
Entonces se puede escribir:
I, = Yo Uy + Yy - Uy
Iy =Ypa Uy + Yy, Uy =0 = Up ==Yy Y, U,
Esta tltima expresion reemplazada en la primer ecuacion resulta:
-1
I, = (Yaa —Yap - Yo 'Yba)'Ua
Resultando la nueva matriz Admitancia Indefinidaigual a:
Yindeﬁnida = Yaa - Yab Yl;li 'Yba
2.4.3. Redes en paralelo

La matriz Admitancias Indefinida de dos redes conectadas en paralelo, es igual a la suma de las matrices
Admitancias Indefinida de cada una de las redes, suponiendo que ambas redes tienen el mismo terminal
comun como referencia para las tensiones.

No es necesario que las dos redes tengan el mismo niimero de terminales, ya que a la matriz que posea
menor nimero de terminales se le agregan filas y columnas con elementos nulos.
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Capitulo 3

Transferencia de Potencia

3.1. Introduccidon

En la Ingenieria aplicada a redes eléctricas y circuitos electronicos en general el objetivo de disefio
principal es lograr que la tramnsferencia de potencia desde la fuente a la carga sea tal que se logre
suministrar a la carga la mayor potencia posible de la manera mads eficiente posible.

En este planteo se debe tener presente que tanto las fuentes como las cargas (que pueden ser tan diversas
como motores, parlantes, equipos electronicos, hornos eléctricos, etc.) estan caracterizadas por una potencia
nominal. La potencia nominal de un equipo o dispositivo tiene en cuenta la cantidad de calor que se puede
disipar en régimen permanente, sin reducir su vida util.

En el caso de las fuentes, la potencia nominal es la capacidad de suministro de potencia en régimen
estacionario que ha sido uno de los objetivos del disefio; y en el caso de las cargas, la potencia nominal es
la potencia de suministro requerida para su normal funcionamiento en régimen estacionario.

Estos temas son muy importantes para los ingenieros eléctricos, electrénicos y de comunicaciones por
cuanto el suministro de potencia tiene un costo econdmico que impone que la transferencia desde la fuente
a la carga sea eficiente. Dicho costo puede ser directo, como en el caso de la distribucion de energia
eléctrica; o indirecto, como por ejemplo la corta duracion de las baterias en dispositivos electronicos con
disefios econdmicos o de poco desarrollo.

Teniendo en cuenta la importancia de la potencia eléctrica tanto en el analisis como en el disefio de redes
eléctricas en general, en este capitulo se estudiard aplicada a redes de una puerta y de dos puertas,
funcionando en régimen estacionario.

Se estudiardn conceptos que tienen que ver con aspectos practicos y econdmicos asociados con la
distribucion de energia eléctrica, como lo son el factor de potencia y la potencia compleja; y para finalizar,
este capitulo se completara introduciendo conceptos y funciones relacionados con la optimizacién de la
transferencia de la potencia desde la fuente de suministro a la carga.

3.2. Potencia instantanea y potencia media

Se empezara por considerar la potencia instantdanea, que es el producto en el dominio del tiempo entre los
valores (instantaneos) de la tension y la corriente asociados con el elemento o punto de la red de interés. De
manera que la potencia entregada a cualquier dispositivo en funcion del tiempo esta dada por el producto de
la tension instantdnea a través del dispositivo y la corriente instantanea que pasa por ¢€l; asi,

p(t)=u(t)-i(1) (3-1)
La potencia instantdnea es util por si misma para muchas aplicaciones, ya que su valor maximo debe ser

limitado para no sobrepasar el rango de operacion util o seguro de un dispositivo. Por ejemplo, en
aplicaciones de audio, los transistores usados como amplificadores de potencia producirdn una salida
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distorsionada y, en consecuencia, los altavoces daran un sonido distorsionado cuando el valor pico de la
potencia exceda cierto valor limite.

Pero ademas, la potencia instantanea es interesante por la sencilla razéon de que proporciona un medio para
determinar la potencia promedio o potencia media que es una magnitud mucho més importante.

Para hacer una analogia que facilite la comprension de estos conceptos, consideremos un viaje en
automovil. El interés en conocer las velocidades instantaneas a lo largo del recorrido se limita a evitar
velocidades que excedan los limites a fin de evitar sanciones, o bien a fin de evitar velocidades demasiado
grandes que pudieran poner en peligro la seguridad. Sin embargo la velocidad promedio a lo largo del
recorrido caracteriza mejor el desarrollo del viaje.

En la practica de la Ingenieria se tratard con valores de potencia promedio que van desde una fraccion de
picowatt (107> W) disponible en una sefial de telemetria procedente del espacio exterior, a los pocos watts
de una sefial de audio suministrada a los altavoces de un sistema de audio; desde los varios cientos de watts
requeridos para hacer funcionar una cafetera eléctrica, hasta varios gigawatts (10° W) generados en las
grandes centrales hidroeléctricas.

La mayoria de los problemas que requieren calculos de potencia son los que tratan con circuitos excitados
por funciones senoidales en estado estacionario. Pero aun si se emplean funciones de excitacion periodicas
no senoidales, es posible descomponer la excitacion en una combinacion de excitaciones senoidales y
aplicar superposicion. Es por esto que el estudio del régimen senoidal permanente merece una atencion
especial.

Cuando se habla del valor promedio de la potencia instantdnea o potencia media, debe especificarse
claramente el intervalo sobre el que se toma el promedio. Si se adopta un intervalo general de tiempo
comprendido entre #, y £, la potencia promedio resulta:

! L:z p(t)de (3-2)

=4
La potencia promedio se denota por la letra P y si bien no es una funcion del tiempo, si es funcion de ¢ y £,
los dos instantes que definen el intervalo de integracion. Sin embargo, cuando p(¢) es periodica de periodo
T, si se adoptan ¢; y ¢, de manera tal que 7= 1, — ¢, P resulta independiente del periodo en particular sobre el
que se efectue la integracion.
Considérese la tension y la corriente en un dado punto de la red o sobre un dado elemento en régimen
sinusoidal permanente:

u(t)=U,, cos(wt+6,) (3-3)
i(t)=1, cos(wt+86,) (3-4)
La potencia instantantanea resulta:

p(t)=U,1I,, cos(wt+6,)cos(wt+6)

Teniendo en cuenta la igualdad trigonométrica:

cos(ear)cos(B) = %cos(a—ﬂ) +%cos(0{+ﬂ)

Resulta:

p(1) =%Umlm cos(), —@)-F%Umlm cos(2wt+6, +0.) (3-5)

P=

Con esta expresion a la vista, se puede anticipar el resultado de la integracion (3-2). El primer término es
una constante, independiente de . El término restante es una funcioén coseno; por lo tanto, p(¢) es periddica,
y su periodo es 772, siendo T el periodo de la corriente y la tension.

Por inspeccidn, el valor promedio del segundo término es cero en un periodo 7 (o bien en 7/2), y el valor
promedio del primer término, una constante, es la constante misma. Por tanto:

P:%Umlm cos(6, —0.) (3-6)

Este importante resultado es completamente general para régimen sinusoidal permanente. La potencia
promedio es igual a un medio del producto de la amplitud maxima de la tension, por la amplitud maxima de
la corriente, y el coseno de la diferencia entre los angulos fase de la tension y la corriente.
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Denotando dicha diferencia angular con ¢ y teniendo en cuenta los valores eficaces de la tension y de la
corriente para formas de onda senoidales:
1 U
[=1im y y=Znm (3-7)
V2 V2

con la expresion (3-6) resulta:
P =UI cos(g) (3-8)

Donde se vuelve a hacer hincapié¢ en la notacién: P denota la potencia media, mientras que U e / son
valores eficaces y ¢ es el angulo de fase de la corriente con respecto a la tension.

Ademas es importante observar la diferencia con respecto al caso de corriente continua donde la potencia P
es el producto de U./, mientras que con excitaciones sinusoidales la expresion (3-8) indica que el producto
de los valores eficaces U.l no es la potencia P; en tal caso el producto U./ se define como la potencia
aparente'y el factor cos(¢) recibe el nombre de factor de potencia, simbolizado por FP:

FP = cos(¢) (3-9)
Con la convencion de decir que es atrasado o inductivo si la corriente atrasa a la tension y que es

adelantado o capacitivo si la corriente adelanta a la tension. Por tanto, un factor de potencia de 0.85
inductivo implica que la corriente est4 atrasada con respecto a la tension por cos™ 0.85 = 31.8°.

3.3. Potencia compleja

En este apartado se estudiard el caso de excitaciones senoidales haciendo uso del analisis fasorial para
reproducir la expresion (3-8), que ademas dara lugar a la aparicion de nuevos términos.
Entonces, si ahora se consideran las expresiones (3-3) y (3-4) en forma fasorial:

U=U .o/ (3-10)
=1/ (3-11)
Donde se ha empleado la convencion mas habitual segun la cual la magnitud del fasor corresponde al valor

eficaz de la variable.
De este modo resulta:

72U U U e Ui
I .0/ g I

Tal como se menciond, la expresion (3-8) involucra el producto entre los valores eficaces de U e [ y la
diferencia de fase de la corriente respecto a la tension.

Pero el producto fasorial U.I tendria una fase resultante igual a la suma entre los dngulos de fase de la
tensién y de la corriente: UI &) mientras que lo que se requiere es la diferencia entre dichos angulos.
Entonces lo que se requiere es considerar el conjugado de I, haciendo el producto de U.I, con lo cual asi
resulta correctamente:

UL =U- 1.~y =g - (3-13)
De este modo, la potencia media P expresada por (3-8) seria la parte real de (3-13), y el producto UI se
denomina potencia compleja S, con lo cual:

S=UI-¢/ =P+ jO (3-14)
Donde:
P =UI cos(g)

Es la potencia media o potencia real o potencia activa. La unidad es el vatio (watt en inglés) cuyo simbolo
es W.

Q=UI sen(¢)

Es la potencia potencia reactiva. La unidad es el voltamperio reactivo cuyo simbolo es var. Y ademas:

S=|§|=\PP+0* =U-1

Es la potencia potencia aparente.

(3-12)
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Si bien dimensionalmente, la potencia aparente deberia tener las mismas unidades que la potencia P, ya que
cos(¢@) es adimensional, para evitar confusiones se emplea el término voltamperios, cuyo simbolo es VA.
La potencia aparente no es un concepto limitado a excitaciones y respuestas de tipo senoidal. Puede
calcularse para cualquier forma de onda de tension y corriente, simplemente efectuando el producto de los
valores eficaces de la tension y de la corriente.

Otras expresiones de gran utilidad pueden derivarse partiendo de (3-13) y (3-14):

S=P+,j0=UT=1-Z.1 =1.T-Z=1*-Z=1*(R+ jX)

Entonces:
P=1I’R (3-15)
0=I°X (3-16)

De modo que la potencia reactiva Q tendra el signo de la reactancia X (negativo cuando es capacitiva y
positivo cuando es inductiva).

3.4. Transferencia de potencia. Aspectos relacionados a su optimizacion.

En esta seccidn se estudian algunas cuestiones relacionadas con la transferencia de la potencia desde la
fuente de suministro a la carga. Aqui la carga se referird a un aparato, dispositivo, elemento o alguna
porcién de la red que podra consistir en uno o mas elementos y esa carga se conecta a la fuente a través de
una red de dos puertos, como se ilustra en la Fig. 3.1a. En la mayoria de los casos resulta conveniente
adoptar como modelo para la red y la fuente al equivalente de Thévenin visto desde el punto de conexion
de la carga o punto de suministro, como se se ilustra en la Fig. 3.1b.

ZTh ©
U1 Red Carga UTh é"}
O

(a) (b)

Fig. 3.1. (a) Carga conectada a la fuente a través de una red de dos puertos. (b) Modelo Thevenin de la red y la fuente.

3.4.1. Correccion del factor de potencia

El factor de potencia tiene una gran importancia para las instalaciones eléctricas de potencia, lo cual puede
comprenderse si se analiza la expresion (3-8) con un enfoque adecuado. Supongase una carga de una dada
potencia nominal P con un dado cos(¢). La tension eficaz U estd determinada por la instalacion. La
corriente demandada por la carga resulta:

P

= U cos ()

Lo que indica que un factor de potencia elevado (cercano a 1) demandaria, para desarrollar una dada P, una
corriente menor que un factor de potencia bajo.

Resulta evidente que un valor bajo del factor de potencia en vez de un valor cercano a 1, da lugar a
corrientes eficaces mas elevadas y, por consiguiente, a potencias aparentes mas elevadas. Lo primero se
traduce en que se requieren conductores de mayor seccion y lo segundo en que se requieren generadores de
mayor porte.

Ambas consecuencias implican mayores costos de la instalacion para el suministro. Puesto que las
compaiias suministradoras de electricidad facturan la potencia activa consumida, los costos de un factor de
potencia bajo repercuten integramente en la compaiiia suministradora y nada en el consumidor. Por ello, las
compaiias suministradoras o bien, obligan a mejorar factores de potencia bajos, o bien penalizan a los
usuarios imponiendo costos adicionales como sefial correctora tendiente a su mejora.

El objetivo de disefio de una buena instalacion es lograr que FP sea tan cercano a 1 como resulte economi-
camente posible, dado que cuanto mas bajo sea el factor de potencia de una carga, se requiere mas corriente
para conseguir la misma cantidad de energia util. Un valor adecuado de FP permite optimizar técnica y
econdmicamente una instalacion ya que evita sobredimensionamiento de equipos y mejora su utilizacion.
La forma de mejorar /P puede inferirse de:

(3-17)
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=t £ (3-18)

Ul /P2+Q2

St FPenaq s demasiado bajo es porque |Quena| N0 €s mucho menor que P. Entonces hay que agregar una
reactancia de compensacion que aporte una potencia reactiva Q¢ con la que se obtendrda un valor de
potencia reactiva resultante Or menor que Quewa con el que se logrard el valor de FP.opregido- El €squema de
la compensacion se muestra en la Fig. 3.2.

O
O

QC P Qactual

Fig. 3.2. Esquema de compensacion del factor de potencia.

Claramente Q¢ sera de signo opuesto a Quema, €8 decir si Quenar €8 inductiva, Q¢ serd capacitiva, y
viceversa. Para Q¢ capacitiva:

Op =-2xnf CU? (3-19)
Y para Q¢ inductiva
U2
- 3-20
Oc =37 fL (3-20)
El valor de potencia reactiva resultante Or se determina de la expresion (3-18) con FPorregido:
1
Or =P |1
corregido

El valor de reactivo de compensacion resulta:
QC = QT - Qactual

El signo sera negativo (positivo) cuando Q¢ sea capacitiva (inductiva), y los componentes a agregar en
paralelo con la carga se deducen de (3-19) o (3-20) segtin corresponda.

3.4.2. Maxima transferencia de potencia

Se vuelve a dibujar la red de la Fig. 3.1b en la forma que se indica en la Fig. 3.3, donde se muestra la
notacion que se empleara en lo que sigue.

[I
O
Z,=R X
Ug g = fRgtJdg =R.+ jX,
O O

Fig. 3.3. Red representada por su equivalente Thevenin en el punto de conexién con una carga Z..

Ahora U, y Z, representan ya sea a la tension e impedancia interna del generador, o bien al equivalente de
Thévenin para una red de dos puertos mas complicada, que incluso puede contener otras fuentes internas.
En este estudio se considera que estos pardmetros son invariantes, por representar al generador o a la red
vista desde el punto de suministro a la carga.
En este caso, el objetivo es determinar el valor de R, y X. que proporcionen la méxima transferencia de
potencia a la carga, para lo cual la impedancia Z.=R tjX, serd considerada tal que R, y X, pueden variar en
forma independiente.
La potencia media entregada a la carga resulta:

* 2

U, *
g:lRe[Uc-I*]:lRe BeZe | T =‘ £ LetZe (3-21)
2 2 | Zy+2.\ Z,+2, 4 (Zg+Zc)(Zg+Zc)
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Lo R _ U, & 52
2 [Rg +R+j(X, +XC)}+[Rg +R,—j(X, +Xc)} 2[<Rg +Rc)2 -, +Xcﬂ
Que también podria haberse obtenido de manera mas directa como:
2
P, :%|1|2 R. = A ut (3-23)

- 2 2
2 (Rg+R.) +(X,+X,)
Pero la forma de la expresion (3-21) serd de utilidad més adelante en este apartado.
Ahora se considera oportuno determinar los valores de R. y X, para los cuales resulta maxima la potencia

transferida desde el generador a la carga. Para ello, primero se considerard que R, es constante y se
deteminaré el valor de X, que haga maxima a P,, para lo cual se deriva la ecuacion (3-23) resultando:

dp. :\Ugf v -2(X,+X,) 2
. 2 [(Rg+Rc)2+(Xg+XC)2}

El valor de X, con el que se consigue que P. sea maxima sera el que anula esta derivada:

X, =-X,

Con este valor en la ecuacion (3-23):

U &,
P =

C

(3-24)

— (3-25)
2(R,+R,)
Ahora se puede obtener dP./dR.:
2 2 2 L,

P, |Ug| (R, +R.) —2R.(R,+R.) |U,[ R2-R:
drR, 2 4 2 4

¢ (R, +R.) (Rg+RC)
Encontrandose que el valor de R, que anula esta derivada es:
R. =R, (3-26)

Por tanto, la méxima transferencia de potencia se logra cuando las componentes reactivas de Z; y Z. se
anulan y cuando las componentes reales son iguales. Las ecuaciones (3-24) y (3-26) se pueden combinar en
un solo requisito que es:

*
Z.=Z, (3-27)
Cuando las impedancias Z, y Z. se ajustan en esta forma, se dice que existe una adaptacion conjugada de

impedancias o una adaptacion para mdaxima transferencia de potencia.
Entonces, la mdxima potencia que se puede obtener de un generador se da en condiciones de adaptacion
*

conjugada, es decir cargandolo con una impedancia Z~=Z, , y esta maxima potencia resulta reemplazando
con (3-27) en (3-21):

_‘Ug‘z Z,+Z, _‘Ug‘z 1
M4 (2,+2y) (2 +2,) A ZetZ, (3-28)
Resultando:
v v
P = SR, 4Rgg (3-29)

Que también podia haberse obtenido mas directamente reemplazando con (3-27) en (3-23).

Claramente ambos resultados coinciden con el conocido teorema de maxima transferencia de potencia.

Se considera importante destacar que la condicion (3-27), so6lo puede lograrse para una frecuencia Unica,
que es la que satisface la igualdad (3-24). Por ello si se requiere un acoplamiento para lograr la maxima
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transferencia de potencia en un amplio rango de frecuencias (de banda ancha) la carga debe ser resistiva
pura y se debe adaptar perfectamente a la impedancia de la fuente, que también debe ser resistiva pura para
minimizar la potencia reflejada en la carga.

3.4.3. Maxima eficiencia en la transferencia de potencia

La eficiencia o rendimiento de la transferencia de potencia se define como:

P
M=—— (3-30)
P, +F,

Siendo P, la potencia media en la parte real de Z; y P, la potencia media en la parte real de Z..

Claramente 77, serd maxima cuando P, sea tan pequefia como sea posible.
Se debe recordar que para una adaptacion conjugada R,=R., de tal manera que, en estas condiciones,

n,= 0,5, lo que significa que la potencia de la fuente se comparte por partes iguales entre los dos resistores.
Una eficiencia de transmision tan baja como esta seria admisible en sistemas de comunicaciones pero no se
puede tolerar en un sistema de potencia. En sistemas de potencia R. es grande frente a Ry, lo cual significa
que P;<<P., con lo que se logra que la eficiencia sea alta.
Es decir, la condicion de maxima transferencia de potencia no implica maxima eficiencia.
Considerando reactancias adaptadas, es decir X, = -X,, entonces la expresion (3-30) conduce a:

R 1

C

R, +R. 1+R, /R,

Se observa que cuando la adaptacion es completa (es decir, ademds R. = R,) el valor de la eficiencia resulta
0,5. Para lograr el valor 1 (eficiencia maxima), R. debe ser infinitamente mas grande que R,, pero en tal
caso la potencia transferida tiende a cero. En el otro extremo, cuando R, es muy pequeila comparada con
R, tanto la eficiencia como la potencia transferida tienden a cero.

Este comportamiento queda representado en forma continua para diferentes relaciones R./R. en la Fig. 3.4
(curva identificada como 77,).

Pero el hecho que la condicién de maxima transferencia de potencia corresponde a una eficiencia de 0,5
plantea un interrogante acerca de la mejor condicion tanto desde el punto de vista de la transferencia de
potencia como desde el punto de vista de la eficiencia.

Para despejar dudas se obtiene la relacion entre la potencia transferida a la carga (P.) y la méxima potencia
que es posible transferir dada por (3-29):

My (3-31)

2
UZR, 2
2 4-8
P (Rg+R.) 4R, "R 332
P . U2 2 R 2
max g (Rg+Rc) 148
4R, R,

Esta relacion se representa en forma continua para diferentes relaciones R /R. en la Fig. 3.4 (curva
identificada como P./Pyy).

Fig. 3.4. Relacion entre la potencia transferida (P¢) y la maxima potencia que es posible transferir a la carga (P,qx) y eficiencia
en la transferencia de potencia (7).
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Se considera importante volver a destacar que las expresiones (3-31) y (3-32) se obtuvieron para la
condicion de reactancias completamente compensadas.

Se hace notar que el maximo de la curva P./P,; no es critico. Cuando las dos resistencias estan
desadaptadas con una relacion igual a 2, la potencia transferida es aun 89% del maximo posible.

Cuando la impedancia de la fuente es una resistencia pura (sin parte reactiva), la adaptacion se hace con una
resistencia y es valida para todas las frecuencias. En cambio, cuando la impedancia de la fuente tiene una
parte reactiva, la adaptacion solo se puede hacer a una sola frecuencia. Si la parte reactiva es grande
(comparada a la parte resistiva), la adaptacion serd muy sensible a la frecuencia, lo que puede ser un
inconveniente.

Entonces resulta interesante determinar el punto de cruce de ambas curvas como se muestra en la Fig. 3.4,
que puede obtenerse igualando expresiones (3-31) y (3-32). Asi resulta:

Be 1, £ 3
R, 3° P, 4

Es decir que cuando R=3R,, la potencia transferida a la carga es 0,75 P4, y la eficiencia de la transferencia
es 17,=0,75.
3.5. Flujo de potencia

En la Fig. 3.5 se hace foco en el flujo de potencia entre un generador de impedancia interna Z, y una
impedancia de carga Z. conectada en terminales del generador.

Fig. 3.5. Flujo de potencia entre un generador de impedancia interna Z; y una carga de impedancia Z.

Si se cumplen las condiciones de adaptacion conjugada (3-27), toda la potencia P, que es capaz de erogar
el generador sera suministrada a la carga, es decir P,o=P,4. La designacion P, indica que es la potencia en
la carga (subindice 2) cuando se encuentra conectada directamente en terminales del generador (subindice
0). Con referencia a la Fig. 3.5, P, esta dada por:
- 2

# U,Z U U *
onlee[Uzo'I }=1Re R =‘ : ZerZe (3-33)
2 2 242 2,42, | 4 (2,+2,)(2,+7)

3.5.1. Potencia reflejada

Si la carga esta desadaptada, es decir si no satisface la condicion (3-27), la potencia suministrada a la carga
serd Py<Ppa. La diferencia (Pus -P2o) es la parte de potencia P., que se refleja en el punto de
desadaptacion, en este caso, los terminales de la carga y resulta:

2 * * 2 * * * *
P -P.-B, :‘Ug‘ L (Z4Z)Z+7) | o 1 | (%2 )z Z) 24 Z) 2+ 7)

S 4 7,42, (2,+2)2+Z)| 4 Z,+Z, (2,+2.)(Z3+2)
2 2 2 2 2 2 2 |2
:‘Ug‘ 1| (RA+R) +(X.+X,) —4R.R, :‘Ug‘ 1| (R—Ry) +(X,+X.) :‘Ug‘ Z,-Z,
4 2R, ‘ZgjLZC2 4 2R, ‘Zg+Zc2 8R, ‘Zg+ZC2
Es decir:
z.-7'[
Pref = Pmdx ’ ﬁ (3-34)
g c

3.5.2. Coeficiente de reflexion

Si se define:
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2 L (3-35)
Py = -
B max
Considerando (3-34) resulta:
)
Z.-7
2 c g
= 3-36
Po Zg 17 ( )

Siendo py el denominado coeficiente de reflexion de la onda de tension que se propaga desde el generador
hacia la carga. En este caso, el subindice 0 indica que el punto de reflexion considerado se encuentra en
terminales del generador (incluida su impedancia Z).

o €s una magnitud compleja que es funcién de la frecuencia y resulta:

zZ. -7
po(0)=2—"—"2
(@) Z,+7Z,

(3-37)

Pudiendo comprobarse que siempre se cumple la relacion |py(w)|<1.
3.5.3. Pérdida de insercidn

Cuando entre el generador y la carga se inserta un cuadripolo reciproco no disipativo (constituido por
elementos ideales LC y transformadores), y haciendo Z,=Z., el flujo de potencia resulta como se indica en
la Fig. 3.6. En general, dicho cuadripolo puede representar una linea de transmision, un filtro o una red de
adaptacion de impedancias.

Z I 1
I_g_l 1 > _l»v
U g max 1 U U Bl |z p
P
ref I >L
[
Z1 22

Fig. 3.6. Flujo de potencia entre un generador de impedancia interna Z; y una carga de impedancia Z¢
cuando se inserta un cuadripolo.

En este caso, la impedancia de entrada Z;(w)= Ri(w)+j Xi(®) del cuadripolo (cargado en la salida con Z.) es
la carga que ve el generador de impedancia Z,. Por lo tanto, adecuando las expresiones (3-36) y (3-37) se
puede determinar la potencia que se refleja P, en terminales de entrada del cuadripolo.

4 (a’)_Z;
pl(a))—i—zg 7o) (3-38)

Donde ahora p;(w) es el coeficiente de reflexion en la puerta 1 del cuadripolo insertado.
Como se vera mas adelante en el apartado 6.3, algunos procedimientos de sintesis requieren determinar la
expresion de la impedancia de entrada Z)(w) en funcion de pi(w) y de Z, que resulta:

~ Z; ipl(a))Zg

7 () = (3-39)
Y cuando Z; es resistiva pura resulta:
tl
1+ 1
7(0) =R 221D g, (—m(a’)] (3-40)
15 p (@) 1-p (@)

En cuanto a la potencia P, es suministrada a la carga a través del cuadripolo (que es reciproco y no
disipativo), y por lo tanto si Z,=Z. , se cumplird que P,=P;:
. U, Z (@ U
Pzzpllee[Ul-ll}:lRe e 4l@) g
2 2 | Z,+Z) (o)

Vs ] Re[Z1 (a))}

_1
Zg +Zl(a))] 2 [Zg +Zl(“’)]'[ A
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AR C) _ U2-R (o)
T4 [2,42(0)) ] 2o+ (0) ][R+ R (0)+ (X, + X, (@) ] R+ R (@) - (X, + X, (@))]
Ué'Rl(w)

P = (3-41)

2 2
[Ry+R (o) | +[ X, + X, ()]
Esta potencia P, es suministrada a Z. a través del cuadripolo y serd igual o menor que la potencia P
suministrada sin el cuadripolo dada por (3-33):

2 * 2
o Ui zvz U R,
20 — * *\ 2 2
4 (Zg+Zc)(Zg+Zc) 2 |:Rg+Rc] +[Xg+XC]

Por lo tanto, debido a la red insertada, hay una pérdida de potencia transferida que se conoce como pérdida

de insercion, que esta definida por la siguiente expresion:

P,
p[=-20 (3-42)
b
Tal como se infiere de las Fig. 3.5 y Fig. 3.6, a partir de (3-42) la pérdida de insercion P/ también puede
expresarse en funcion de las tensiones Usg y Us:

Py (UoY [ R V(U Y
Pr=-20=| 20| = ¢ —£ (3-43)
P U, R,+R. ) \U,

En el apartado 6.3 se aplicaran estas relaciones para disefiar filtros LC doblemente cargados resistivamente,
minimizando las pérdidas de insercion.

3.6. Adaptacién de impedancias

Cuando no se puede hacer cumplir la igualdad (3-27) porque las impedancias Z, y Z. no pueden elegirse ni
modificarse, se requiere insertar un cuadripolo que permita adaptar ambas impedancias. Estas redes de
adaptacion se realizan con elementos sin pérdidas, como capacitores, inductores o lineas de transmision.

El objetivo de adaptar impedancias es lograr la méxima transferencia de potencia, reduciendo la reflexion
de potencia todo lo que resulte posible. Con referencia a la Fig. 3.6, se ha visto en el apartado 3.4.2 que la
condicion para maxima transferencia de potencia es ZIZZ*g, condicion que también aplica para adaptacion
sin reflexion de potencia, considerando el analisis efectuado en el apartado 3.5 en relacion a las expresiones
(3-34) y (3-37). Por lo tanto, la adaptacion sin reflexion y la adaptacion para méaxima transferencia de
potencia son completamente equivalentes para impedancias Z, y Z. reales o complejas.

Entonces, la adaptacion de impedancias permitird lograr la mejor transferencia de potencia desde el
generador a la carga, y ocurrira cuando Z; (la impedancia de entrada del cuadripolo cargado con Z. en la
salida) sea igual al conjugado de la impedancia Z, de la fuente, y que simultdneamente Z, (impedancia de
salida del cuadripolo cargado con Z, en la entrada) sea igual al conjugado de la impedancia Z, de la carga.
Dado que las reactancias dependen de la frecuencia, dichas igualdades ocurren estrictamente a una Unica
frecuencia. Pero si el ancho de banda Af del sistema es muy pequefio respecto de la frecuencia de operacion
fo, podria lograrse que el apartamiento respecto de la igualdad resulte aceptable en todo el ancho Af. En tal
situacion se dice que la adaptacion es de banda angosta.

En el caso particular en que tanto Z. como Z, son resistivas puras, tal como se menciond en 3.4.2, la
adaptacion es de banda ancha, independiente de la frecuencia y la condicidén de adaptacion resulta:
Zg =2

Ze=2Zy,

Donde Zy; y Zy; son las impedancias imagen de la red de adaptacion.

La condicion de adaptacion es diferente cuando las impedancias de la fuente y de la carga (una de ellas, o

ambas simultdneamente) son complejas. En efecto, en tal caso no es posible apelar a la definicion de las
impedancias imagen, porque la impedancia vista desde la entrada del cuadripolo cargado con Z. debe ser el

(3-44)
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conjugado de la impedancia Z, de la fuente mientras que la impedancia vista desde la salida del cuadripolo
cargado con Z, en la entrada debe ser e/ conjugado de la impedancia Z. de la carga.

La adaptacion empleando elementos de pardmetros concentrados se basa en la transformacion de
impedancias o admitancias que se consigue disponiendo elementos reactivos en serie o en derivacion. De
hecho, atin con un simple elemento reactivo se puede lograr una adaptacion de impedancias limitada. Este
procedimiento se analiza detalladamente en el Apéndice C.

3.6.1. Adaptaciéon con dos elementos en L

Las redes L se emplean para adaptar impedancias en todo tipo de circuitos electronicos; por ejemplo, son
utiles para adaptar la salida de un amplificador con la entrada de una etapa siguiente; o bien adaptar la
impedancia de una antena con la salida de un transmisor o la entrada de un receptor, etc.

Una red de adaptacion L sin pérdidas es un circuito simple de dos elementos LC que se puede usar para
adaptar una amplia gama de impedancias tanto puramente resistivas como complejas.

La adaptacion entre dos niveles de resistencias diferentes se puede realizar mediante una red LC de dos
elementos en L, los cuales pueden disponerse de dos formas: 1) un elemento reactivo en derivacion X, y un
elemento reactivo en serie Xj; 2) un elemento reactivo en serie X, y un elemento reactivo en derivacion X,.
Tanto X; como X, pueden ser capacitiva o inductiva, pero siempre ambas seran de distinto tipo.

Por lo tanto, las configuraciones de la red L son cuatro (Fig. 3.7): los circuitos (a) y (¢) son adecuados
cuando R,>R., mientras que los circuitos (b) y (d) son adecuados cuando R<R..

Fig. 3.7. Circuitos de adaptacién con dos elementos en L: (a) indicado para R,>R; (b) indicado para Ry<R.;
(c) indicado para R,>R. y (d) indicado para Ry<R..

Conceptualmente esta correspondencia se justifica considerando que para adaptar Z, y Z. se requiere
aumentar la resistencia menor (esto se logra con el elemento en serie, que debe estar en serie con la
impedancia cuya parte real sea menor) y reducir la resistencia mayor (esto se logra con el elemento en
derivacion, que debe estar en paralelo con la impedancia cuya parte real sea mayor).

Por otra parte, puede observarse que las configuraciones (a) y (b) son pasa bajos y las configuraciones (c)
y (d) son pasa altos. Las versiones pasa bajos son probablemente las mas utilizadas, ya que atenuan las
armonicas, el ruido y otras sefales no deseadas, como suele ser necesario en una enorme cantidad de
aplicaciones. Los criterios de disefio clave son las magnitudes y los tamafios relativos de la impedancia de
salida del generador y la impedancia de carga.

Consideraciones para el diseiio

Para una red de adaptacion en L, el O del circuito y por lo tanto el ancho de banda de la adaptacion, es fijo

y no hay posibilidad alguna de controlar su valor.

Por eso, para saber si una red de dos elementos es adecuada para adaptar impedancias para una dada

aplicacion, debe tenerse en cuenta que el O requerido se obtiene mediante la relacion:

0-1o (3-45)
Af

donde fj es la frecuencia de operacion y Af'es el ancho de banda de 3 dB.



69 Capitulo 3

Si bien la red L es muy versatil, es posible que no se adapte a todas las necesidades. En efecto, puede
ocurrir que el Q requerido dado por (3-45), sea muy superior al valor que puede conseguirse con una red L.
En otros casos, los valores calculados de inductancia o capacitancia pueden ser demasiado grandes o
pequefios para ser practicos para cierto rango de frecuencias; pero, en ocasiones, este problema se puede
superar cambiando de una version pasa bajos a una version pasa altos o viceversa.

Ejemplo 3.1.

El transmisor de la Fig. 3.8 opera a 1 GHz y tiene una impedancia de salida real pura Z,= 75 Q. El
transmisor debe estar conectado directamente a una antena cuya impedancia de entrada es real pura
Z~50 Q. Utilizando la seccion L indicada, encuentre los valores de L; y C; que permitan la maxima
transferencia de potencia a la antena.

Transmisor

Fig. 3.8. Red de adaptacidon en L entre un transmisor y la antena.

Resolucidn

El Ejemplo C.3 del Apéndice C corresponde a este mismo caso, el cual fue resuelto por el procedimiento
clasico de disefio de redes de adaptacion. Aqui se resolvera aplicando los conceptos de adaptacion de
impedancias descriptos en 3.6. y en 3.6.1. En este caso, como las impedancias de generador y de carga son
reales puras, se puede resolver por dos formas de proceder diferentes, las cuales seran desarrolladas a
continuacion.

Primera forma

Esta forma se puede aplicar para impedancias Z, y Z. reales puras o complejas en general, y consiste en
determinar las impedancias de entrada y de salida Z; y Z, del cuadripolo doblemente cargado y hacer que Z;
sea igual al conjugado de la impedancia Z, de la fuente, y que simultdneamente Z, sea igual al conjugado
de la impedancia Z. de la carga. En este caso, como ambas Z, y Z, son resistivas puras:

Z,=7, =15 Z,=7, =50

1 Z,(Z,+27,)
Z1= 7 i = = ZQZ;-FZQQZ—ZQZ%-—Z%Zd+J%2%::O
I S A AR
Z, Z,+Z,
ZIZS +(Zl _ZC)Zd _Zde +ZIZC =0 3)
2z g g g g7 77 27, 2,7, =0
AT T S+Zg+Zd = el Tlals T Lgla T e T 2% T
Zg Zd
242 +(2y=2,) 2+ 2,2~ 2,2, =0 @

Hay que resolver el sistema de 2 ecuaciones conformado por las expresiones (3) y (4), en el cual las dos
incognitas son Z; y Z;.
Para ello se emplea la funcion fsolve de Matlab mediante las siguientes lineas de codigo.

01 function Adaptacion 01

02 clc

03 omega=2*pi*le9;

04 Z2g=75; 7c=50;

05 Zl=conj (Zg); Z2=conj (Zc);

06 %% Definicién de una funcidén andénima F que permite evaluar

07 % a las expresiones cuyas raices simulténeas se desea determinar.
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08 % Se define como lista de argumentos al vector z el cual estéd asociado a
09 % las variables del sistema de la siguiente forma:

10 % z (1) corresponde a Zs y z(2) corresponde a Zd

11 F = @(z) [2Z1*z(1)+(21-Zc)*z(2)-z(1)*z(2)+Z1*Zc;

12 Zg*z (1) +(2g-22)*z (2)+z (1) *z (2) -22*7Zg] ;

13 %% Solucidén del sistema de ecuaciones no lineales

14 % La condicion inicial para determinar las raices buscadas es que
15 % z(l) 6 Zs sea inductiva pura y z(2) & Zd sea capacitiva pura
16 z0 = [0+100i; 0-1001];

17 z = fsolve(F, z0);

18 %% Presentacidén de resultados

19 [Rs, Ys]=Z2RY (z (1)) ;

20 [Rd, Yd]=Z2RY(z(2));

21 disp(['Zs=', num2str(l1j*Ys), ' Ls=', num2str (Ys/omega)]);

22 disp(['Zd=', num2str(1j*Yd), ' Cd=', num2str(-1/Yd/omega)]) ;
23

24 function [R, Y]=Z2RY (zValue)

25 R= real(zValue)

26 X=imag (zValue) ;

27 if abs( )<le-6*abs (X)

28 R=0;

29 else

30 if abs (X)<le-6*abs(R), X=0; end

31 end

32 end

33 end

Las lineas 11 y 12 definen la funcion anénima F(z) que devuelve un arreglo cuyos elementos son los
miembros de la izquierda en las ecuaciones (3) y (4), habiéndose considerado la siguiente correspondencia
de variables: z(1)=Z; y z(2)= Za.

La linea 16 es muy importante ya que corresponde a los valores iniciales asignados a z(1) y z(2), los cuales
definen qué solucion es la que se desea para cada variable, entre todas las que puede tener el sistema de
ecuaciones. En este caso, como se desean z(1) inductiva pura y z(2) capacitiva pura, se asignan los valores:
z0=[0+100z; 0-100:].

La linea 17 resuelve numéricamente el sistema convergiendo a las soluciones deseadas, las cuales fueron
indicadas por z0.

Como resultado de la ejecucion se obtienen los siguientes valores:

Z ; =—j106,066 Z, = j35,3553

Que coinciden con los obtenidos previamente, y por lo tanto para la frecuencia de operacion de 1 GHz se
vuelven a obtener los siguientes valores de los componentes:

1 _1,5-10712F _ 35,3553

L =——s =5,6-10"H
27-10” 106,066 27107

Segunda forma

Esta forma se puede aplicar s6lo cuando ambas impedancias Z, y Z. son reales puras.
Consiste en aplicar las expresiones (3-44) haciendo que las respectivas impedancias imagen del cuadripolo
de adaptacion sean iguales a las impedancias de la fuente y de la carga.

w=2710° Z,=75Q Z.=500
1 .
Zy==] oC, Zs = joL
Las impedancias Z; con las condiciones de vacio y de cortocircuito en la salida resultan:
Zy=Z 7, = Zd%s
W = %d 1c = Z,+2,

Las impedancias Z, con las condiciones de vacio y de cortocircuito en la entrada resultan:
Zy, =Z,+Z Zyo =2



71 Capitulo 3

Z 2 2 2
Zy=Zy =220 =2, /ﬁ = 727,+222,=2,7>
d s

2,25 -2,2,-2;Z,=0 (5)
Zye =\Z4(2,+2,) = Z}=Z!+Z,Z,
Z}+2,2,-22=0 (6)

Hay que resolver el sistema de 2 ecuaciones no lineales conformado por las expresiones (5 y (6), en el cual
las dos incognitas son Z; y Z;.
Para ello se emplea la funcién fsolve de Matlab mediante las siguientes lineas de codigo.

01 function Adaptacion 02

02 clc

03 omega=2*pi*le9;

04  2g=75; Zc=50;

05 %% Definicidén de una funcidén andnima F que permite evaluar

06 % a las expresiones cuyas raices simultdneas se desea determinar.
07 % Se define como lista de argumentos al vector z el cual estd asociado a
08 % las variables del sistema de la siguiente forma:

09 % z (1) corresponde a Zs y z(2) corresponde a Zzd

10 F = Q(z) [z(l)*z(2)"2-2g"2*z(2)-2g"2*z(1);

11 z (1) "2+z(2)*z(1l)-Z2c"2];

12 %% Solucidén del sistema de ecuaciones no lineales

13 % La condicion inicial para determinar las raices buscadas es que
14 % z(1) 6 Zs sea inductiva pura y z(2) 6 Zd sea capacitiva pura

15 z0 = [0+100i; 0-1004i];

16 z = fsolve(F, z0);

17 %% Presentacidédn de resultados

18 [Rs, Xs]=Z2RX(z(1l));

19 [Rd, Xd]=Z2RX(z(2));

20 disp(['Xs="', num2str (Xs), ' Ls=', num2str (Xs/omega)]);

21 disp(['Xd=', num2str(Xd), ' Cd="', num2str (-1/Xd/omega)l) ;

22

23 function [R, X]=Z2RX (zValue)

24 R=real (zValue) ;

25 X=imag (zValue) ;

26 if abs<le-6*abs (X)

27 R=0;

28 else

29 if abs (X)<le-6*abs (R), X=0; end

30 end

31 end

32 end

Las lineas 10 y 11 definen la funcion anénima F(z) que devuelve un arreglo cuyos elementos son los
miembros de la izquierda en las ecuaciones (5) y (6), habiéndose considerado la siguiente correspondencia
de variables: z(1)=Z; y z(2)= Za.

La linea 15 es muy importante ya que corresponde a los valores iniciales asignados a z(1) y z(2), los cuales
definen qué solucién es la que se desea para cada variable, entre todas las que puede tener el sistema de
ecuaciones. En este caso, como se desean z(1) inductiva pura y z(2) capacitiva pura, se asignan los valores:
z0=[0+100i; 0-10017].

La linea 16 resuelve numéricamente el sistema convergiendo a las soluciones deseadas, las cuales fueron
indicadas por z0.

Como resultado de la ejecucion se obtienen los siguientes valores:

Z , =-j106,066 Z, = j35,3553
Que para la frecuencia de operacion de 1 GHz corresponden a los siguientes elementos:
1 =1,5-10"12F S=M=5,6-10_9H

4= 2710°-106,066 27-10°
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Ejemplo 3.2.
Considere ahora que transmisor de la Fig. 3.8 operando 1 GHz tiene una impedancia de salida Z,= (90+;30)

y que la impedancia de entrada de la antena es una combinacion en serie de una resistencia R=75 QQ y un
inductor L,=3 nH. Determinar los valores de C,; y L, de la celda de adaptacion en L (celda de acoplamiento
de la antena).

Resolucidn

El Ejemplo C.4 del Apéndice C corresponde a este mismo caso, el cual fue resuelto por el procedimiento
clasico de disefio de redes de adaptacion. Aqui se resolverd aplicando los conceptos de adaptacion de
impedancias descriptos en 3.6. y en 3.6.1. En este caso, como las impedancias de generador y de carga son
complejas, solo se se puede aplicar la primera forma de resolucion aplicada en el Ejemplo 3.1. siendo
ahora la condicion que deben satisfacer las impedancias de entrada y de salida Z; y Z, del cuadripolo
doblemente cargado:
Z, =7, =90- ;30 Z,=27,=75-j27-1-10°-3-10° =75~ jé6x
La topologia de la celda de adaptacion L continta siendo la misma de la Fig. 3.8 porque R,~Re[Z,] >
R~=Re[Z_], tal como se explica en el apartado C.4. del Apéndice C.
Como la topologia de la celda L requerida es la misma que en el Ejemplo 3.1, no solamente son validas
todas las expresiones desarrolladas en la primera forma de resolucion de dicho ejemplo, sino ademas
también es aplicable el mismo codigo de Matlab en el cual solo debe modificarse la linea 4 y cambiarse
por:

04 Zg=90+301; Zc=75+6i*pi;

Como resultado de la ejecucion se obtienen los siguientes valores:

Z,=-j109,8 Z, = j24,45
Por lo tanto para la frecuencia de operacion de 1 GHz se obtienen los siguientes valores de componentes:
1

24,45

S =3,89-10"H
7z'.

C,=—— =1,449-10"1°F L
4 27.10%-109,8 S

3.6.2. Adaptacion con tres elementosen Ty en 11

Si bien las redes L son adecuadas para una enorme cantidad de aplicaciones, en muchos casos puede ser
necesario un circuito mas complejo para proporcionar un mejor desempefio o cumplir mejor con las
especificaciones. Los circuitos que siguen a las redes L en grado de compejidad son las redes T y IT.

La razén principal para emplear una red T o una red IT es lograr el control sobre el coeficiente de
sobretension o factor Q del circuito, cosa que no es posible con una red L, en las cuales no solo Q es fijo
por ser una funcién de las resistencias de entrada y salida, sino que ademas es muy bajo para aplicaciones
en las que se requiere limitar el ancho de banda para reducir los armdnicos o ayudar a filtrar las senales
adyacentes sin el uso de filtros adicionales.

Las redes T y IT proporcionan suficiente variedad para adaptarse a casi cualquier situacion.

Para disefiar una red T o IT se emplean los procedimientos de las redes L. De hecho, ambos tipos T y I1
pueden considerarse como dos redes L verticalmente espejadas y en cascada, lo cual permite emplear los
procedimientos de disefio para las redes L. Para ello, se debe asumir una carga intermedia virtual Ry para la
primera L que sera vista como una resistencia de fuente virtual Ry para la segunda L, como se muestra en la
Fig. 3.9. Asi, el disefio de cada seccion se plantea como en el caso de la red de adaptacion L, con los
siguientes objetivos: la primera seccion L debe adaptar Z, a Ry y la segunda seccion L debe adaptar Ry a Z..

Fig. 3.9. Disefio de redes de adaptacién con tres elementos con base en redes L: (a) redes en T; (b) redes I.
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o En el caso de las redes T (Fig. 3.9a) puede obtenerse una buena estimacion del valor de la
resistencia virtual Ry mediante la relacion:
R, =min(Ry, R, )-(1+ Q") (3-46)
Donde Q es el valor requerido que se determina mediante (3-45).
Este criterio asegura que el valor Ry resultante sea mayor que R, y R. y puede aplicarse con
resultados aceptables atin cuando las impedancias Z, y/o Z. no sean resistivas puras
Una vez que se determina el valor de Ry, se calculan los valores de los componentes de cada seccion
L con la ayuda de la resistencia virtual y se obtienen 4 elementos.
Los dos componentes en derivacion de cada seccion L s