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PREFACIO DE LA PRIMERA EDICION

El caracter y contenido de esta obra de Fisica general,
cuyo primer volumen damos a luz, corresponde a un nivel
un poco mis elevado que el de los cursos del mismo nom-
bre que se dictan en las universidades del pafs y del ex-
tranjero.

La experiencia, fundamento de la ciencia, aparece en
ella con el relieve que le corresponde. El desarrollo logico
de los principios asf establecidos y el alcance y utilidad del
razonamiento puro aparecen en el estudio matemdtico de
cuestiones muchas de las cuales son de considerable impor-
tancia técnica.

La obra requiere el conocimiento de los rudimentos del
cdlculo diferencial e integral; aparecen, en varias partes,
ecuaciones diferenciales lineales de primero y segundo or-
den, a coeficientes constantes, cuya integracién es por
demds facil y conocida. Son tantos los fenémenos — mu-
chos de suma importancia en las aplicaciones — que obe-
decen a ecuaciones de ese tipo, que es ineludible su cono-
cimiento y manejo, desde los primeros aios, al fisico, al
quimico y al ingeniero. Tendrén asf, de una manera eco-
nomica, nociones exactas 'y dominio sobre muchisimas
cuestiones de diversa indole.

La Facultad de ciencias fisico-matemdticas puras y
aplicadas de la Universidad de La Plata, nuestra alma
matler, ha prestado una vez mas el calor de su seno a una
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obra que trasunta una aspiracién de mejoramiento cien-
tifico.

Fué el ensueiio de su ilustre fundador, el doctor Joaquin
V. Gonzdlez, crear una nueva Universidad, un ambiente
de preocupaciones espirituales en el més alto sentido, a
fin de que florecieran en él la enseflanza, la ciencia y los
poderosos estimulos subjetivos que generan lo que se llama,
la cultura publica.

El Instituto de Fisica fué una de las creaciones de aquel
ensuefio que forj6 preciosas realidades; sus ilustrados di-
rectores los doctores Emilio Bose y Ricardo Gans y el
cuerpo de profesores le han ganado en el mundo cientifico
un puesto de mérito.

Quede también aqui testimonio de mi gratitud a mi
maestro, el inolvidable Emilio Bose.

La Plata, febrero 28 de 1921.
RAaMON G. LOYARTE



PREFACI0 DE LA SEGUNDA EDICION

Esta edicion difiere muy poco de la anterior. Nuestro
espiritu ha permanecido fiel a su concepcién primera y
original de la obra, reafirmdndose y ahondando siempre
en ella.

No hemos hecho otra cosa que mejorar la acuilacidn —
tarea grata y sencilla por ser propio el cufio — cambiar
en uno de los capitulos el orden de los pdrrafos e intercalar
algunos nuevos en otros, con el propésito de atenuar las
rampas del camino.

Los alumnos de los cursos de Fisica general pueden
prescindir del estudio de los pérrafos sefialados con un
asterisco.

La Plata, abril 3 de 1927.
RaMON G. LOYARTE



PREFACI0 DE LA TERCERA EDICION

——

Podriamos reproducir, literalmente, el prefacio de la
segunda edicién. Nos hemos esforzado en mejorar el len-
guaje, tratando de adecuarlo m4s y mas a la realidad
fisica que intentamos describir. Quizds una realidad fac-
ticta, mientras la realidad que quisiéramos captar se nos
escapa.

Muchas de las figuras han sido substituidas por otras
mejores. Se han agregado algunas ilustraciones como los
retratos de Newton y Galileo y el del «Campanile» de
la catedral de Pisa.

Se han incorporado, también, dos o tres temas que
hemos reputado de interés.

La edici6on anterior se agotdé hace algunos afios ya;
circunstancias que no son del caso mencionar demoraron
la aparicién de la presente.

¢
La Plata, marzo de 1936.
RamM6N G. LOYARTE
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FISICA GENERAL

Mecanica del cuerpo rigido.
Gravitacion. Estatica de la elasticidad de los solidos

PRIMERA PARTE

ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES.
LAS REGLAS DE LA ESTATICA

CAPITULO I

BREVE COMENTARIO SOBRE ALGUNOS CONCEPTOS
FUNDAMENTALES. LAS UNIDADES DE ESPACIO Y TIEMPO.
MEDICION DE LONGITUDES: INSTRUMENTOS

1. Propiedad de 1a materia. Fenomenos. Objeto de la ciencia
natural. — El medio qué nos rodea produce en nuestros sentidos
las més variadas sensaciones; sensaciones que originan una represen-
tacién subjetiva del mundo exterior, a la que dan relieve y vida las
nociones de espacio y tiempo. En ese cuadro los cuerpos tienen limites
distintos, diferente ubicacién y cambian de lugar; ofrecen a la vista £02 45
colores variados, al sentido muscular diferente peso, etc. _

Bajo la misma forma, los cuerpos aparecen con caracteres que los
distinguen entre si, caracteres diferenciales que se atribuyen a con-
texturas intimas particulares, por lo que se dice que se trata de subs-
tancias o materias diferentes. |

El conjunto de hechos por los que se revela la existencia de la ma-
teria o por los que se individualizan los diversos cuerpos se denomi-
nan propiedades.

Un cuerpo puede sufrir, en apariencia por si mismo, o bajo la accién
de otros cuerpos, los mas variados cambios; esos cambios, que carac-
terizan propiedades de la materia, se denominan fenomenos.

Es objeto de la ciencia el estudio de las propiedades de la materia,
a través de los fené6menos en los cuales se manifiestan.



Estudiar un fenémeuno no consiste meramente en describirlo, sino,
esencialmente, en establecer las causas que lo determinan y en in-
quirir a relaci6én de dependencia entre la causa y el efecto.

Si se estudia un fenémeno tal como se presenta, sin modificar vo-
luntariamente las condiciones en que se produce, se permanece en el
campo de la observacién; pueden asi concurrir causas que no son esen-
ciales al fenémeno y que, sin embargo, lo modifican fundamentalmente.
Por ejemplo, en la caida de los cuerpos en la superficie terrestre, la
presencia del aire es un factor extrafio al fenémeno; los cuerpos li-
vianos caen, debido a ello, mé4s lentamente que los pesados. Si se es-
tudia ese fenémeno haciendo caer los cuerpos en el interior ‘de un
tubo de vidrio privado de aire, resulta fue todos caen al mismo tiem-
po. El estudio de los fen6menos en condiciones dadas de antemano
se designa con el nombre de experimentacion.

La exactitud del estudio de los fen6menos depende de los medios
de que se dispone; limitados al uso de nuestros sentidos, las observa-
ciones, serian, en general, poco exactas. El hombre recurre al uso de
instrumentos; no sblo para aumentar la agudeza de sus sentidos, sino,
también, para eliminar ciertas influencias fisiologicas y - psiquicas;
ambos fines se logran, en general, simultineamente.

2. El principio de causalidad clasico. Leyes. Hipotesis. Teo-
rias.— Segin el principio de causalidad de#Th fisica clasica los sucesos
del mundo fisico ocurren uniforme y univocamente, es decir que si
se realizan las mismas condiciones se producen idénticos fenémenos,
tanto en el orden cuahtatlvo como en el cuantitativo. Si se conoce
el estado de un sistema en un instante dado pueden precisarse los
estados posteriores mediante leyes fisicas. Se admite, en suma, un
determinismo riguroso.

Ya veremos en el volumen final de la obra cémo se ha planteado
en la fisica atomica un principio de indeterminaci6n.

La relacién de dependencia entre la causa y el efecto se denomina
ley del fendmeno. Conocidas las leyes que se refieren .a un grupo de
fenémenos de la misma especie, el espiritu humano se esfuerza en
forjar principios elementales de los cuales puedan deducirse. Esos
principios se establecen de tal manera que de ellos fluya de una ma-
nera clara, incontrovertible, la explicacién de los hechos particulares
que son bien conocidos; se prueba enseguida explicar y describir con
su auxilio otros casos més complicados o nuevos y si el resultado es
satisfactorio nos inclinamos a considerarlos principios exactos y ge-
nerales. Se tiene asi una teorfa de los fenémenos.
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En los fenémenos naturales no trascienden los principios aisla-
damente, sino superponiendo sus efectos, de suerte que se llega a su
conocimiento por puras operaciones mentales. Puede, pues, decirse
que los principios se manifestarian en forma pura en circunstancias
ideales que tal vez no se producen en la naturaleza.

En el descubrimiento de esos principios desempefian, pues, un
papel preponderante raciocinios puramente abstractos y ‘ciertos sen-
timientos instintivos que provienen, sin duda alguna, de la experien-
cia, de observaciones conscientes e inconscientes, cuyo sentido des-
cubre el espiritu silenciosamente. Ese proceso es favorecido por el
estudio y la meditacion. -

En la elaboracién de las teorias figuran, con frecuencia, suposicio-
nes, hipétesis, con las que el espiritu intenta representarse, descubrlr
las causas ocultas que rigen a los procesos.

Las hipbtesis més trascendentales consisten en tentativas de re-
ducir a los mismos principios fenémenos que ofrecen apariencias dis-
pares; tales hip6tesis aspiran no ya a formular una teoria &le un grupo
de fenémenos, sino a fundar una teoria general de la ciencia.

3. El ‘espacio y el tiempo.— Hemos dicho que, en la represen-
tacion de las sensaciones que provienen del mundo exterior, las nocio-
nes de espacio y tiempo constituian elementos fundamentales. Para
la intuicién del hombre la eion de tiempo es aprioristica y a.bsoluta,
tiene existencia en si, independiente en absoluto de la existencia de
los elementos materiales, a los cuales, no obstante, aparece vinculada
en todas las representaciones y modos de pensamiento, en una forma
que, en realidad, la intuicién no descubre.

En los tltimos tiempos ha sido menester discutir y establecer el
verdadero contenido y significado de esa nocién, en lo que a su vin-
culacién con los sucesos del mundo material se refiere. El método es
esencialmente objetivo y formal; la intuicién no interviene, pues se
trata, precisamente, de discernir si hay derecho en proyectar al exte-
rior aquella, nocién intuitiva.

No deseamos, por el momento, entrar en detalles referentes a este
complejo asunto, sobre el que volveremos en su oportunidad.

4. Objeto de la fisica.— La Fisica y la quimica tienen como
objeto el estudio de las propiedades de la materia con exclusién de los
fen6menos de la vida. Dificil es establecer por medio de una definicién
¢l limite que separa a estas ciencias hermanas. La definicién que ca-
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lifica de fenémenos fisicos aquellos cambios que experimenta la mate-
ria sin modificar su naturaleza intima, est4 lejos de responder a la
realidad; piénsese, por ejemplo, en los fenémenos radioactivos y en
los de transmutacion artificial provocada por bombardeo con parti-
culas «, por protones de gran velocidad, ete. Cosa semejante ocurre,
por lo tanto, en la definicién de fenémenos quimicos: en éstos cambia
solamente la agrupacién y enlace de los Atomos, microcosmos en el
que reina la méas pura fisica.

La quimica y la fisica constituyen una sola ciencia, en cuyos fe-
némenos trascienden las mismas propiedades elementales de la ma-
teria, en cuyo conocimiento han puesto la meta de su afan los fil6sofos
de todas las épocas.

5. Medir. — Medir un grandor fisico es determinar la relacién
existente entre la magnitud dada y un grandor de la misma especie
que se elige como unidad.

Como unidad de medida de un grandor fisico puede elegirse un
grandor cualquiera de la misma especie, con tal de que sea invariable
y se pueda reproducir exactamente.

Sobre otras consideraciones que son de importancia, recurra el
lector al capitulo V.

6. Unidad de longitud: metro tipd.— En la antigiiedad, las
unidades de longitud provenian del tamafio de ciertas partes del cuer-
po humano o de la extensiéon de algunos de sus movimientos: tales
eran el pie, el paso, etc., cuyas dimensiones habian sido fijadas en los
distintos paises por sus gobernantes. Ocurria, naturalmente, que bajo
la misma denominacién, se comprendian, en las diferentes comarcas
y pafises, magnitudes desiguales.

El fisico holandés Huygens propuso, en el afio 1664, como unidad
para medir las longitudes, la longitud de un péndulo simple que ba-
tiese el segundo. La convenci6n francesa de 1791 resolvié introducir
un nuevo sistema fundamental de pesas y medidas, para cuyo esta-
blecimiento se form6 una comisién en la que figuraban Laplace, La-
grange, Borda, Delambre, Prony, Mechain y Lavoisier. Se convino
en fijar como unidad de longitud la diez millonésima parte del cuarto
de meridiano terrestre que pasa por el Observatorio de Parfs. Delam-
bre y Mechain realizaron la medida durante los afios 1792-1798, entre
Dunkerke y Montjui, cerca de Barcelona, utilizando a ese fin una
barra de hierro de una longitud de seis pies de Paris o toesa, unidad
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de longitud de aquel tiempo. De esa medida resultd, para la unidad
de medida elegida, una longitud de 0,513074 toesa, construyéndose,
para su conservacién, una barra de platino de ese largo, 25 mm de
ancho y 4 mm de espesor.

La eleccién de una parte de una gran magnitud terrestre como uni-
dad de longitud parece a primera vista muy acertada, por cuanto,
siendo tal magnitud en si muy probablemente invariable, en caso de
destruccién de los patrones construidos, una nueva medicién permi-
tirfa reproducirlos. Dado que tal magnitud resulta de un nimero muy
grande de mediciones particulares, ya de antemano puede esperarse,
a pesar de todas las precauciones que se tomen, resultados sucesivos
algo diferentes. Asi, por ejemplo, segtin caleulo del astrénomo Bes-
sel la longitud del cuarto de meridiano seria de 10.000.856, si se toma
el metro como unidad.

En el hecho ocurre que es de mas exacta reproduccion la longitud
de una regla de platino que la obtencién de un mismo resultado en la
medici6n del cuarto de arco de meridiano.

Por este motivo, se convino por fin en
fijar como unidad de longitud la de la re-
gla de platino antes mencionada, a la tem-
peratura de 0° centigrado.

A fin de facilitar la reproducciér del
metro y de eliminar la influencia de la fle-
xi6n, se ha dado al metro tipo la forma
definitiva que muestra la figura 1.

La regla esté construida de una aleacion
de 90 por ciento de platino y 10 por cien-
to de iridio, aleacion que constituye una
materia estable e invariable, de gran dureza, elevado médulo de elas-
ticidad y pequefio coeficiente de dilataci6n.

El largo total de la regla es de 102 cm. La distribucion de la subs-
tancia es tal que los centros de gravedad de los cortes, que son todos
iguales, naturalmente, caen sobre la cara interior M, cara que esta,
entonces, formada por las fibras neutras de la barra. Sobre ella estan
marcados los trazos que limitan al metro. Por la forma del corte, la
resistencia de la barra a la flexidén es, con respecto a su peso, muy
elevada; ademés, la iafluencia de tal causa sobre la distancia entre
los trazos' es, por la ubicacién de éstos, muy pequeiia.

Bessel ha demostrado que el minimun de la influencia de la fle-
xi6n sobre la distancia horizontal entre los trazos tiene lugar si la
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regla estd apoyada sobre dos soportes situados simétricamente con
respecto a sus extremos y a una distancia entre ellos de 0,5594 de
su longitud; el calculo indica que, en tales condiciones, la diferencia
entre la longitud de la fibras neutras del metro y la de sus proyec-
ciones horizontales es tan sélo de 0,0003 milésimos de milimetro.

El metro tipo se conserva en el «Instituto o archivo internacional
de pesas y medidas», situado en Saint-Cloud, cerca de Paris, creado
en 1875 por resolucion de los representantes de diferentes naciones,
entre las que figur6 la Argentina. Los gastos de instalacion del ar-
chivo se distribuyeron entre las naciones concurrentes.

De ese etalon se ha obtenido hasta la fecha treinta copias, con un
error total probable de 0,04 milésimos de milimetro, copias que estan
.en poder de diferentes naciones. La Argentina no posee hasta la fecha
una copia semejante.

La reproduccién del metro con una exactitud de la milésima parte
de un milimetro, en caso de destruccién de todos los patrones exis-
tentes, se podria realizar en virtud de la comparacién del metro con
las longitudes de onda de las lineas roja, verde y azul del Cadmiun,
llevada a2 cabo por el profesor A. Michelson, de Chicago.

‘ | 4
7
3 ] 9
%, 72218 34187¢81%°"
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Vi ) 10 15 20 Y.

Fig. 2.

7. Vernier. — A fin de poder determinar con bastante exactitud
la longitud de un cuerpo se hace uso dé un dispositivo como el que
muestra la figura 2. Se trata de una regla 4 B dividida, sobre la que
se desliza una reglita V, denominada Vernier, provista de cierto na-
mero de divisiones, el valor de cada una de las cuales difiere del va-
lor de una de las divisiones de la regla en una pequefia fraccién.

El Vernier se forma tomando sobre la reglita una longitud igual a
9; 19; 49, etc., divisiones de la regla y dividiendo respectivamente
los intervalos en 10, 20, 50, etc., partes iguales.

Si el valor de una divisién de la regla es 1 mm el valor de una divi-

si6n del vernier serad - 19049 m la dif i t
B s 10 ' 20’ Hop Wm, Y la diferencia entre esos
valores seré, por lo tanto A ’ 1 ) 1 mm, respectivamente.

10 20 50



_ 7 —

Supongamos que en el caso representado en la figura el vernier ha
sido formado tomando una longitud 9 mm dividiéndola en diez par-
tes iguales. La longitud del cuerpo M N seria 13,4 mm, pues esti
comprendida ntre 13 y 14 mm y coincide la cuarta divisién del ver-
nier con una de la regla, lo que significa que entre las divisiones 3 y
16 existe la distancia 0,1 mm; entre las 2 y 15, 0,2 mm, y por fin en-
tre las 0 y 13, 0,4 mm. '

Si la coincidencia hubiese tenido lugar no en la cuarta divisién del
vernier sino en la séptima, por ejemplo, la fraccion seria 0,7 mm.

Con este vernier se puede apreciar entonces hasta 0,1 mm, mag-
nitud que se denomina su aproximacién; la aproximacién de uno
construido por la divisién en 20 partes de 19 mm es —2—10— = 0,05 mm.

La aproximacién de un vernier es, por lo tanto, igual a la diferen-
cia entre los valores de una divisién de la escala y una de las suyas.

M N

ﬁ E?Mﬂﬁ
\ J/

Fig. 3.

Calculemos la aproximacién de una manera general. Sea a el valor
arbitrario de una divisién de la regla; el vernier se haya formado di-
vidiendo en n» + 1 partes iguales una longitud igual a n divisiones de

. Y na
la regla. Las divisiones del vernier tienen, entonces, el valor ——
y el valor de la aproximacién, que indicamos con e, sera

na | a
e=q — = - .
n + 1 n+1

Es decir, la aproximacién se forma dividiendo el valor de una di-
visién de la regla por el nimero total de divisiones del vernier..

En la actualidad se construyen reglas divididas en medios mili-
metros, sobre los que se mueve un vernier formado tomando una lon-
gitud de 49 divisiones y dividiéndola en 50 partes iguales; la aproxi-

. 0,5 .
macién es, por lo tanto, igual a ——5’0 mm, es decir, de 0,01 mm.

En el calibre (fig. 3) se tiene un dispositivo comodo para medidas

que no requieren mucha exactitud.
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El objeto cuya lbngitud desea medirse, se presiona suavemente
entre las caras planas, normales a la regla, de las piezas M, N, por
desplazamiento de esta tltima, que es movible y lleva el vernier.

8. Vernier circular.— E]l mismo principio empleado para medir
con exactitud longitudes rectilineas, puede utilizarse, evidentemen-
te, para longitudes circulares
y, por lo tanto, a la medida
de angulos. En lugar de la
regla se tiene un circulo divi-
dido, por ejemplo, de 10’ en
10’; el vernier se forma to-
‘mando sobre un sector cir-
cular un angulo igual a 29
divisiones, es decir, 290’, y
dividiéndolo en 30 partes igu-
ales; la divisibn del vernier
importa en ese caso 9’40 y
la aproximacién, es, por con-
siguiente, de 20”.

Los circulos de los instru-
mentos destinados a la medi-
da exacta de angulos estan
provistos unas veces de dos
vernier situados diametral-
mente entre si, otras de cua-
tro.

Con el uso de dos vernier
opuestos diametralmente se
evita el error que resultaria
en la medida de un angulo
si los nonius no girasen al
rededor del centro del circu-
lo. Basta para ello determi-
nar los minutos y segundos
que resultan de la lectura
Fig. 4 a. con ambos nonius y tomar la

semisuma de ellos.

Con cuatro nonius se pueden eliminar, en parte, los errores pro-
venientes de una divisién imperfecta del efrculo.

~
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9. Catetometro. — En las determinaciones experimentales que se
realizan en los laboratorios es, con frecuencia, necesario conocer con
exactitud la diferencia de nivel o distancia vertical entre dos puntos o
superficies, a cuyo fin se utiliza el instrumento que representan las
figuras 4 que se denomina catetémetro.

La columna C lleva la escala y sirve de guia a una corredera pro-
vista de vernier, de un anteojo y un nivel.

La columna descansa en un eje que corre a lo largo de su eje de
figura y al rededor del cual puede ser girada a voluntad; por medio
de un tornillo P se puede fijar en una posicién azimutal cualquiera.

Fig. 4 b.

El eje est4 fijo a un tripode provisto de dos niveles, uno de los cua-~
les es paralelo a la direccibn que determinan dos de los tornillos del
trfpode. Su verticalidad y, por lo tanto, la de la escala se alcanza, en
primera aproximacién, con estos niveles; el ajuste final, con el nivel
situado encima del anteojo. Si la linea visual del anteojo es paralela
al nivel que descansa en él, cuando éste esté calado, su direccion es
horizontal y por lo tanto normal a la escala.



— 10 —

En esas condiciones se enfocan, sucesivamente, los dos puntos de
que se trata, leyendo en ambos casos las posiciones del cero del ver-
nier sobre la regla; la diferencia entre las dos lecturas da la distancia
vertical entre los puntos.

*10. Rectificacion del catetometro. — Conviene precisar cué-
les son las condiciones que debe cumplir un catetémetro en el momen-
to de las medidas e indicar someramente c6mo pueden se satisfechas.

Esas condiciones son: '

1> La escala debe ser perfectamente vertical;
2* La linea de visién por el anteojo debe ser horizontal cuando
el nivel esta4 calado.

Estas exigencias se cumplen con las siguientes manipulaciones:

a) Ubicando el eje de rotacién del instrumento exactamente ver-
tical; ,

b) Haciendo primeramente que el eje geométrico del anteojo sea
horizontal cuando el nivel esta calado;

¢) Haciendo coincidir en seguida la linea de visién del anteojo
con su eje geométrico.

La verticalidad del eje de rotacién se alcanza, aproximadamente,
con los niveles del tripode, calando primero aquel cuya direccién es
la de dos de los tornillos, y por acci6n exclusiva sobre éstos, luego,
accionando el tercer toraillo, se cala el otro nivel. El ajuste final se
logra con el nivel del anteojo. Para ello se gira la columna hasta que
el nivel sea paralelo a dos de los tornillos del tripode y calandolo por
desplazamiento de éstos; se gira en seguida 180° y si el nivel no per-
manece calado, se corrige la mitad con los tornillos del tripode y el
resto coun el tornillo 7'; se vuelve a la posicién anterior haciendo la
misma correccién y asi sucesivamente hasta que, en ambas posicio-
nes, el nivel quede calado. Se le ubica ahora en una direccién perpen-
dicular a la anterior y por accién sobre el tornillo del ttipode se nivela
nuevamente.

Asi, resulta que para cualquier posicién azimutal el nivel perma-
necera calado, lo que significa que el eje de rotacién es vertical.

El paralelismo del nivel con el eje geométrico del anteojo se logra
teniendo en cuenta que el nivel esta fijo a dos montantes que se apoyan
sobre dos cilindros del cuerpo del anteojo, cilindros del mismo diAmetro
y coaxiales, eje que es precisamente el eje geométrico del anteojo.:

El paralelismo se establece calando el nivel y luego invirtiéndolo
sobre el anteojo, esto es, haciendo que los montantes se apoyen, res-
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pectivamente, en el otro cilindro. Si el nivel no queda calado se co-
rrige la mitad por medio de los tornillitos que vinculan al nivel con sus
propios montantes, con lo que se modifica solamente la posicién re-
lativa del pivel con el anteojo; la otra mitad se corrige con el tor-
nillo T. Se vuelve a la posicién anterior haciendo la misma correc-
ci6n y asf sucesivamente hasta que en ambas posiciones quede calado.

La coincidencia entre la linea de vision y el eje geométrico se ob-
tiene enfocando un punto, esto es, haciendo que su imagen se forme
nitidamente en el cruce de los hilos del reticulo. Se gira luego el an-
teojo en sus cojinetes al rededor de su eje de figura en 180°. Si la coin-
cidencia existe, la imagen del punto permanece siempre sobre el cruce
de los hilos del reticulo. Si esto no ocurre, se corrige la mitad accio-
cionando los tornillos que mueven el anillo sobre el que estan fijos
los hilos del reticulo y la otra mitad con el tornillo L, que desplaza
lentamente la corredera sobre la columna. Se repite la operacién hasta
que, por giracién, la imagen quede siempre sobre el punto mencionado.

/ 11. Tornillos micrométricos. Palmer y esferometro. — La fi-
gura 5 muestra el dispositivo llamado Palmer, que permite la medicién
y de pequefios espesores con mu-

cha exactitud. 30
El tornillo est4 prqvis’co de un E DQ (W g
" tambor dividido en cierto ntime- ' s 0
ro de partes iguales a fin de po- L S ‘tp%ﬂ £
der apreciar las fracciones de - |

vuelta. Sobre el bastidor y pa- ’ . Fig. 5.
ralelamente a la direccién del

desplazamiento del tornillo existe una escala E, cuyas divisiones
son, por lo comin, de medio milimetro. Cuando el extremo P del tor-
nillo toca en Q, el borde del tambor coincide con la division cero de
1a escalaE; al mismo tiempo la divisién cero del tambor coincide con
el borde de la regla E.

El espesor de un cuerpo resulta dado por el nimero de trazos visi-
bles de la escala E més la fraccion que resulta de la lectura en el tam-
bor. Por ejemplo, si el paso del tornillo es de medio milimetro y el
tambor estd dividido en cincuenta partes, cada divisibn representa
0,01 de mm; si la divisién 30 coincide con el borde de la reglita, la
fracciéon es de 0,30 mm.

La figura 6 muestra el conocido instrumento llamado esferdmetro,
que permite determinar el radio de curvatura de superficies esféricas.
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En general, el paso del tornillo es de 0,5 mm y sobre el disco fijo
a su extremo. superior se trazan 500 divisiones igualgs, de modo que
se pued® apreciar el milésimo de milimetro. Los pies del tripode de-
terminan un triangulo equilétero; la punta del tornillo cae en la
interseccién de las medianas de ese triéngulo.

\
\
[}
]
[}
]
]

’

Si la punta del tornillo se encuentra en el plano que determinan
los tres pies, el cero del disco debe coincidir con el filo de la reglita
lateral y exactamente a la altura de su cero: si esto no ocurre, se
toma como cero la lectura en esas condiciones.

Por desplazamiento del tornillo se puede hacer que su punta y la
de los pies del tripode se encuentren sobre una superficie esférica,
la de una lente, por ejemplo. Asi se determina (fig. 7) la magnitud
MN, es decir, la distancia entre la punta del tornillo y el plano de
los tres pies del esfer6metro, magnitud que indicaremos con f.

Como la recta AN es perpendicuar a la hipotenusa MM’ del trisn-
gulo rectangulo MAM/’, se tiene, indicando con R el radio de la esfera:

AN =f@R—1). [1]

Ademis, si es I la longitud del lado del trisngulo equilatero ABC,
se tiene:

l
AN='—._ .2
- .2

y asi resulta:

_ 43
R—-———ﬁf ) [3]

expresién que permite calcular el radio de curvatura midiendo 1 y f.

»
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" 12. La unidad de tiempo.— En la medida del tiempo se recurre
al movimiento de rotacién de la tierra al rededor de su eje, movimien-
to que se considera uniforme. Esto constituye, en realidad, una hip6-
tesis, cuyo valor proviene, exclusivamente, de que no ha co?lducido,
en ningin caso, a contradiciones con los hechos de la experiencia.

Como veremos més adelante, eso significa que el medio en que se
mueve la tierra no ofrece ninguna resistencia a su movimiento.

En verdad, un cambio de velocidad de rotacién puede provenir,
también, de un cambio en la distribucién de las masas que la consti-
tuyen, por una contraccién, por ejemplo, en cuyo caso la velocidad
aumentaria.

Ademaés, por la atraccién del sol y de la luna se producen en el
agua de los mares terrestres mareas que circulan sobre la superficie
de la tierra en sentido contrario a su rotacién, lo que debe producir,
por el frotamieato del agua sobre la tierra y entre si, una disminucién
de la velocidad angular de aquélla. La accion de esta causa produci-
ria en 1000 afios una disminucién de 0,012 segundos en un dia,; seglin
cdlculos de Lord Kelvin. |

El tiempo transcurrido entre dos pasajes sucesivos de una estrella
fija por el meridiano, es decir, el intervalo comprendido entre dos
culminaciones sucesivas, se designa con el nombre de dfa sidéreo, mien-
tras que el intervalo de tiempo trascurrido entre dos culminacio-
nes del sol se llama dfa solar verdadero. Los tiempos asi definidos-no
son iguales, a causa del movimiento de rekasiém de la tierra alrededor
del sol. trasleciom

Si en el intervalo en que la tierra da una vuelta entera alrededor
del sol se han observado 7 culminaciones solares, en el mismo inter-
valo deben haberse observado # -+ 1 culminaciones de una estrella
fija, de modo que n dias solares corresponden a n + 1 dias sidera-
les.

Es n = 365,2422, si se considera para el intervalo de las n culmi-
naciones siderales el comprendido entre dos pasajes sucesivos del sol
por el equinoccio de primavera.

A fin de comprender la relacién anterior considérese lo siguiente.
Sean (fig. 8) T y T" dos posiciones diferentes de la tierra sobre su 6r-
bita; la primera posicién ha sido elegida de tal manera que la direc-
cién de la flecha F, que puede ser la de un anteojo meridiano, indica
a la vez la culminacién de una estrella fija, que debe suponerse, por
lo tanto, en el infinito, y la del sol por la direccién opuesta. En cambio,
en la otra posicion 7" la direccién de F’ indica la culminacién de la
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estrella, mientras que para que la direcciéon opuesta indique la culmi-
nacién del sol la tierra debe dar un cuarto de vuelta. La diferencia,
entonces, para una revolucién completa alrededor del sol debe ser
de una Vvuelta.

Se tiene, por lo tanto:

1

1 dia solar = 1 +W

de dia sideral.

En la vida civil y en la fisica se ha definido como unidad un tercer
.intervalo de tiempo que
se denomina dia solar
medio. Se substituye el
sol verdadero, que se

oo mueve sobre la eclipti-
ca, por un sol ficticio
que Sse mueve con un
movimiento uniforme
sobre el Ecuador.

El intervalo entre dos

Fig. 8. culminaciones de ese sol

ficticio es el dia solar

medio, al cual se divide en 24 horas; la hora se divide, a su vez, en

60 minutos y el ‘minuto en 60 segundos.

* 13. Escalares y vectores. — Los grandores fisicos se dividen en
dos clases esencialmente diferentes. Si un grandor queda perfectamen-
te determinado por un nimero se dice que es un escalar. Tal ocurre,
por ejemplo, con la diferencia de nivel, la densidad, la temperatu-
ra. Aquellas magnitudes que requieren, ademsés, para quedar perfec-
tamente determinadas, sea indicadg una direccién, reciben el nombre
de vectores. Tales son, por ejemplo, una fuerza de cualquier natura-
leza, una velocidad, ete.

Cuando a cada punto de una regién determinada, o de todo el es-
pacio, corresponde una propiedad fisica que se representa por un
escalar se habla de un campo escalar; si la propiedad se represerta
por un vector se habla de campo vectorial.

Asi, por ejemplo, se habla de un campo de temperatura, de un
campo de fuerza. El valor del grandor variara, en general, de un lu-
gar a otro del campo, esto es, serd funcién de las coordenadas.
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14. Representacién de un vector. — Un vector se representa
graficamente por medio de un segmento de recta AB (fig. 9), propor-
cional a su magnitud, que termina en |
una flecha, la cual indica cusl de los 8
dos sentidos debe considerarse sobre la
direccién. El ntimero que mide el tama-
fio del vector, vale decir su magnitud,
se denomina madulo.

Si se trata de un campo vectorial se
hace coincidir su origen A con el punto
cuya propiedad representa; con el médulo y su dimensién y con la
direcciéon queda definida la propiedad.

Fig. 9.

4 15. Suma y resta de vectores. — Se entiende como suma de dos
vectores OA, OB (fig. 10) a su suma geométrica, esto es, a la diago-
nal OC del paralelogramo construido sobre ellos.

0 JA

Fig. 10. Fig. 11.

Esa definicién no es arbitraria, sino que se funda en la experiencia.
Esta ensefia que si actiian, por ejemplo, sobre un punto material O,
simultaneamente, dos fuerzas OA, OB, cada una de ellas produce, sobre
él el mismo efecto que si estuviese sola, y de este hecho resulta, como
se ha de ver, que el efecto total es el mismo que produciria una sola
fuerza OC que fuese la diagonal del paralelogramo construido sobre ellas.

Lo mismo ocurre con las velocidgdes: si el puato O se mueve con
la velocidad OB sobre una plataforma que se desplaza, a su vez, con
la velocidad OA, la velocidad total del punto ests representada en
todo momento por la diagonal OC del paralelogramo construido so-
bre las velocidades parciales.

Se entiende como diferencia OB — OA de dos vectores (fig. 11),
a un vector OC tal que sumado con OA dé el vector OB.

Por la construccién se ve que OC es igual y paralelo a AB, el cual
puede también considerarse, por lo tanto, como la diferencia de los
dos vectores dados.
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Los resultados aateriores se extienden, sin dificultad, al caso de un
nimero cualquiera de vectores, situados en planos cualesquiera. Tra-
tese, por ejemplo, de encontrar la suma de los vectores 04, OB, OC,
OD (fig. 12). Para ello se suman primeramente dos vectores cuales-
quiera, y la suma de ellos con uno de los restantes, y asi siguiendo.
Al mismo resultado se llega, con méas sencillez, partiendo del extre-
mo de uno de ellos, el OA por ejemplo, trazando un segmento de

recta AB’ igual y paralelo a uno de

S -8 ’ los otros vectores, el OB por ejemplo,
"\ y desde el punto B’ alcanzado, otro
. segmento de recta B’C’ igual y pa-
\ ralelo a otro de los vectores restantes,
/ OC en este caso, y asi siguiendo. Cuan-
5/ do.todos los vectores tengan su corres-
LD

pondiente segmento igual y paralelo,

se alcanza un punto como el D’ tal que,

Y/, uniéndolo con O, resulta un segmento

Fg " OD’, que es la suma de los vectores

dados. Esta coustruccion no es sino la

misma coastruccién indicada primeramente, hecha en una forma
abreviada.

16. Descomposicion de un- vector. — De las reglas anteriores
resulta que todo vector puede considerarse compuesto por dos o
méas vectores de diferente
direccién, o, con otras pa- J
labras, un vector se puede
descomponer segun direc-
ciones dadas de antemano..
El vector OF (fig. 13) se
puede descomponer ea dos
vectores segin direcciones
cualesquiera O x, Oy, que
forman el 4ngulo ¢. Basta
para ello hacer la construc- Fig. 13.
cién inversa a la de la adi-

CIOII por el extremo de F se trazan paralelas a las direcciones dadas,
y €8 claro que las componentes segtn ellas son los vectores 0X, 0Y,
respectivamente, que indicaremos con X e Y.

" Las relaciones que vinculan al vector F y a sus componentes se

obtienen aplicando conocidas relaciones geométricas.




Es
/ F2=X2+Y2+2XYcos<p

sen B
sen a

_sen 3
sen ¢

sen a
sen ¢

ST S SIS L

donde hay que tener presente que ¢ = « + @ es el angulo que forman
las direcciones dadas.

Si las direcciones O x, O y fuesen perpendiculares, lo que es corrien-
te por el uso de las coordenadas cartesianas ortogonales, se tendria:

F2 = X? 4+ Y2
X = Fcosa
Y = Fcos .

Relaciones enteramente semejantes se obtienen con respecto a un
sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. (Véase el n° 8
del capitulo siguiente).

17. Aplicacion. El od6grafo. — Si un punto P se mueve unifor-
memente sobre un circulo de radio
r (fig. 14) describira en tiempos igua-
les angulos iguales. El 4ngulo, expre-
sado en fracciones de «, que describe
en la unidad de tiempo, se llama ve-
locidad angular y se indica general-
mente con la letra w. El camino reco-
rrido sobre el circulo en la unidad
de tiempo se denomina velocidad li-
neal o tangencial y se indica con la
letra v.

Entre v y w existe la relacién:

Fig. 14.

v=o0r, [1]

como resulta de la consideraci6éa geométrica de que v es el arco de
circulo de radio r, cuya medida en fracciones de = es w.
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En todo momento la direccién del movimiento es la de la tangente
al circulo o, con otras palabras, el vector velocidad tiene la direccién
de la tangente geométrica; el ndmero que la mide, esto es, su médulo,
es en este caso constante, pero su direccién se modifica continua-
mente. La velocidad cambia, entonces, continuamente de valor.

Se obtiene una representacion clara de la variacion de la veloci-
dad v en funcién del tiempo si a partir de un punto O se trazan vec-
tores paralelos e iguales a las velocidades sucesivas del punto; si éste,
como hemos supuesto, se mueve uniformemente sobre el circulo de
radio r, el vector que representa la velocidad gira alrededor de O
con la misma velocidad angular; su extremo describe una curva — ua
circulo en el caso considerado — que se llama el oddgrafo d'el movi-
miento del punto.

Si en cierto instante la velocidad del punto P tiene la direccion
y magnitud Om y, transcurrido el intervalo infinitamente pequefio <
de tiempo, su direccién y magnitud es O n, la diferencia entre los dos
vectores es el vector mn, que coincidira con el arco del circulo, pues
por la pequefiez de t el angulo entre los dos vectores es muy pequeiio.
Un movimiento cuya velocidad varia con el tiempo, se dice acelerado,
llamandose aceleracién el cambio de la velocidad en una unidad muy
pequefia de tiempo; la aceleracién es, por lo tanto, un vector. Su
valor se calcula en el caso considerado como sigue.

En el tridngulo m O n se tiene:

A
mn =0m.mOn =v.0.1, [2]

pues Om es el vector que representa la velocidad, y m On eF Angulo
descrito en el tiempo .

El cambio de la velocidad en la unidad de tiempo, esto es, la ace-
leraci6én, que indicaremos con a, es

mn
a=——="100 [3]
y por la relacién [1]:
v2
= - = 2
a ; wir. [4]

-~

La direcci6n de este vector a es la de la normal a la velocidad y
tiene, por lo tanto, la direccién del radio del cfrculo. De esto mismo
y de su significacién mecanica nos hemos de ocupar mas adelante.
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Es claro que a todo movimiento corresponde un odoégrafo, facil, en
general, de determinar. La aceleracién se calcula también en otros
casos de una manera sencilla, mediante la representacién con vec-
tores.

18. El gradiente. — Supongamos que a todos los puntos del es-
pacio, o de cierta regiéon de él, corresponde una propiedad fisica que
se representa por una magnitud escalar. Tratese, para precisar mas y
como ejemplo, de la temperatura de un cuerpo; su valor variara, en
general, de un punto a otro. Se tendra una representacion clara de la
distribucién de sus valores, si se imagina al cuerpo cruzado por su-
perficies tales que, sobre cualquiera de ellas, la temperatura tenga
un valor constante. Se pasa de una temperatura a otra pasando de
una superficie a otra. Cortando las superficies por un plano cual-
quiera se obtienen curvas como las del dibujo (fig. 15).

Superficies o lineas definidas por la constancia de un escalar re-
ciben el nombre genérico de superficies de nivel y lineas de mivel, res-
pectivamente; en el caso que nos ocupa superficies isotermas y lineas
1sotermas.

El camino més corto para pasar de una superficie a otra vecina
es la linea perpendicular a ambas

superficies. Si éstas son muy proxi- /

mas, la linea serd un pequefio segmen-

to de recta; en esa misma direccién se

tendra, en el punto considerado, la

variacién més rapida del escalar.
Consideremos el punto O de la su-

perficie T = Ty = const, y sea ON

el camino més corto para pasar a la _

superficie préxima de tempertura infe- Fig. 15.

rior T = T3 = const. Se designa con

el nombre de gradiente del escalar y por lo tanto, en este caso, gradiente

de temperatura, al cociente —Tf—O_—]—V—s y se escribe:
T,— T, AT
grad T = - ON = An’ .

si se indica con AT la pequeiia vanacu’)n Ty — T; de la tempera.tura
en los puntos extremos del segmento pequeiio An normal a ambas
superficies.
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El gradiente es, pues, segin la anterior definici6n, el cociente que
da la variacién del escalar por unidad de longitud en direccion de la
normal a la superficie, 0, lo que es lo mismo, en la direccion en que el
escalar varia méas rapidamente.

La importancia de esta magnitud proviene de que muchos procesos
fisicos como, por ejemplo, la propagacién del calor por conduccion,
el movimiento de la electricidad, etc., se producen tan pronto como
aparecen diferencias de temperatura o de potencial en dos lugares de
un conductor. Las corrientes de calor o de electricidad se producen
en la direcciéon en que més rapidamente decrecen los escalares men-
cionados y sus intensidades son, ademés, proporcionales al gra-
diente.

Se habla también de gradiente atin cuando la direccién no coincida
con la de la més rapida variacién del escalar. Se llama, por ejemplo,
AT
OA

El gradiente goza de las propiedades de los vectores y se le consi-
dera como tal. Para probar esto, consideremos un sistema de coorde-

nadas cartesianas ortogonales, cuyo

origen O coincide con un punto

de una de las superficies de nivel

(fig. 16). Los ejes corten a la su-

perficie vecina en los puntos A4, B,

C, de modo que el triedro formado

por los ejes determina sobre ella
~la superficie triangular ABC.

—>X  La variaci6n méas rapida del es-

calar corresponde a la direccién de

c la normal ON, de modo que el gra-

) diente, que indicaremos con g, es

gradiente en la direccion OA al cociente

7 | AT
* Fig. 16. : 9="0oN" [1]

si se representa con AT, como antes, la diferencia de los valores del
escalar en las dos superficies.
El gradiente en la direccién x la indicaremos con g,. Por las defi-
niciones sera -
AT
gz = OA ’ [2]
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pues la misma diferencia tiene el escalar entre O y A que entre O y
N. De la misma manera se tiene para los gradientes segin y y z:

AT

gy = oC [3]
AT

9: = 0B’ (4]

De las relaciones precedentes resulta, si se indican con a, 3 y v
los angulos que forma ON con los ejes:

z ON
i, = o = 5@ (5]
o
gz = g COS «, (6]
y de la misma manera:
gy = g cos
g: = g cos vy, (6]

relaciones que muestran que g, gy, g pueden considerarse como las
componentes de un vector g segin las tres direcciones x, y, z. '
Resulta, ademaés:

g = g + g/ + g2, [7]

que dice que el cuadrado del gradiente es igual a la suma de los cua-
drados de los gradientes segiin tres direcciones ortogonales cuales-
quiera.

Si nos movemos sobre la normal en el camino An, en el seatido que
va de los escalares mayores a los menores, sentido que considerare-
mos positivo, el escalar, que indicaremos con U, disminuye en AU vy,
por lo tanto, la definicion completa del vector gradiente de un esca-
lar sera

AU
An

grad U = —

)

donde el signo menos indica que el esealar decrece en direccién a las
normales positivas.



CAPITULO II

REGLAS DE LA ES.'lI‘ATICA. APLICACIONES

A.— GENERALIDADES. REGLA DEL PARALELOGRAMO .

1. Fuerza. Gravedad.— Uno de los fenémenos fisicos de apa-
riencia méas sencilla es el cambio de lugar de los cuerpos. El conoci-
miento de las leyes de tal proceso es de importancia, tanto para los
menesteres de la practica como para las especulaciones de la ciencia
pura y de la filosofia.

La caida de un cuerpo, por ejemplo, es un movimiento que despier-
ta la curipsidad del hombre, curiosidad que no se satisface con la
mera descripeion del proceso. El espiritu humano requiere enseguida
el porqué cde los cambios que observa; le es indispensable averiguar las
causas que los determinan y conocer sus cualidades intimas. En el caso
de la caida ocurre en seguida considerar a la tierra como la' causante
del fenémeno y se dice que la causa del movimiento es debido a una
fuerza que la tierra aplica al cuerpo, fuerza que se llama de gravedad.

En todos los casos en que un cuerpo abandona el estado de reposo
se consigue determinar otros cuerpos cuya presencia o estado es la
causa del movimiento. A este género de influencia de un cuerpo sobre
otro se le denomina fuerza. Asi, se dice, por ejemplo, que una piedra
cae debido a una fuerza de atraccién proveniente de la tierra; que la
atraccién de trozos de hierro por un imén es debida a una fuerza pro-
veniente de éste, e idénticamente en el caso del movimiento de parti-
culas livianas préximas a una barra de vidrio electrizada.

Por medio de la fuerza muscular del hombre o de los demés seres,
por ejemplo, puede ponerse un cuerpo en movimiento, 0 aumentarse
o disminuirse la velocidad de un movimiento ya existente. Esta vincu-
lacién del concepto de fuerza al de movimiento, que ex profeso hace-
mos notar en el comienzo de nuestro estudio, ha de ser considerada
en su oportunidad con més amplitud y rigor.

29 . s
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A toda fuerza le corresponde una direccion. Asi, por ejemplo, a
la fuerza de gravedad le corresponde en cada lugar de la tierra la
direccién de la vertical y hacia abajo, pues es éste el sentido de la
caida.

/ 2. La accién de una fuerza compensada por la tension de
una cuerda o la resistencia de una base de apoyo. — Si suspen-
demos un cuerpo de umna cuerda (fig. 17), la fuerza de-gravedad no
produce el efecto que antes hemos mencionado.

Una observaciéon atenta nos mostrara que por la presencia del
cuerpo la cuerda se ha alargado, efecto notorio a simple vista si se
utiliza una goma; lo mismo se puede observar con medios
apropiados en el caso de un hilo metalico. ‘-———(—,_——_!

La experiencia ensefia que, en todos los casos, cualquiera 1
que sea el grueso de la cuerda y por liviano que sea el cuer-
po, se produce cierto alargamiento. Ademés, todo hilo
asi alargado tiene la tendencia de volver a su estado pri- A
mitivo y trata, por lo tanto, de mover al cuerpo hacia .

. arriba, lo que hace, efectivamente, si moviendo el cuerpo
con la mano hacia abajo, lo abandonamos luego.

Esto nos permite afirmar que el hilo aplica sobre el
cuerpo una fuerza dirigida hacia arriba y muestra que el
estado de reposo en que se encuentra el cuerpo es debido
a que sobre él actGan dos fuerzas, de las cuales una estd g
dirigida verticalmente hacia abajo y la otra verticalmente o .
hacia arriba. Esta fuerza que ejerce la cuerda sobre el
peso suspendido en ella se llama tensién de la cuerda y tiene, natural-
mente, su direceidn.

Cuando dos fuerzas actian sobre un cuerpo sin ponerlo en movi-
miento se dice que estan en equilibrio.

Una tensién en una cuerda o en un hilo metalico puede ser produ-
cida en cualquier direccion del espaclo, fijando un extremo y tirando
del otro con la mano.

Se puede reemplazar la cuerda por una espiral metalica, lo que tie-
ne la ventaja de que con fuerzas relativamente pequenas se obtienen
alargamientos visibles a simple vista.

Consideraciones semejantes corresponden al caso en que un cuerpo
descansa sobre una base, una mesa, por ejemplo. La tabla de la mesa
es deformada y tiende & restablecer su primitiva posicién originin-
dose una fuerza AF: que equl.hbra la accibn OF de la tierra sobre el
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cuerpo (fig. 18) y que se denomina resistencia de la base de susten-
tacion.
La tensién del hilo y la resistencia de la base de sustentacién son
fuerzas que se originan por la presencia
£\ de otras: fuerzas, denomindndose por es-
to fuerzas de reaccién, mientras que las
que las producen se llaman fuerzas de
accion.
0 En los dos casos la reaccién es-igual y
opuesta a la accién. Que son opuestas es

T 4 3 evidente y la igualdad la deducimos del
hecho de que el cuerpo queda ea reposo.
Estos son los primeros ejemplos de un
,_-V _principio muy general que hemos de con-
Fig. 18. siderar en méas de una ocasion.

3. Medida de las fuerzas. — A fin de poder expresar la magnitud
de las fuerzas por medio de nimeros, es preciso establecer, primera-~
mente, como determinaremos la relacién entre dos fuerzas y elegir
una fuerza como unidad. Podemos comparar las fuerzas con las fuer-
zas que la gravedad aplica sobre cuerpos determinados, es decir, con
Sus pesos.

Lo méas cémodo y claro es, por el momento, juzgar de la magnitud
de una fuerza por el alargamiento que produce en una espiral meta-
lica fija por uno de sus extremos. Dos fuerzas o dos pesos seran iguales
si producen el mismo alargamiento en una espiral dada.

Se puede formar asi un nimero cualquiera de cuerpos tales que,
suspendidos, produzcan todos el mismo alargamiento, esto es, de
igual peso, y por agrupacion de ellos, establecer pesos que sean un ni-
mero cualquiera de veces mayor que cierto peso elegido como unidad.

La relacién entre dos fuerzas cualesquiera serfa el cociente entre
los pesos que producen alargamientos iguales a los de aquéllas. Las
fuerzas resultaran expresadas en gramos si se elige el gramo como
unidad de peso.

La eleccion de los pesos para medir las fuerzas es debido al hecho
de que el peso de un cuerpo es, bajo cualquier circunstancia, invaria-
ble en el mismo lugar de la tierra, esto es, el alargamiento que pro-
duce un cuerpo en una espiral dada es siempre el mismo. Asi, por
ejemplo, si colocamos agua en un recipiente herméticamente cerrado
la deformacién que produciria en la espiral no dependers del hecho
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de que esté helada o en ebullicién. Dos substancias A y B, que se
combinan quimicamente, contenidas en un tubo en U, producen la
misma deformacién en la espiral antes que después de la combinacién.

Finalmente, la relacién entre los pesos de dos cuerpos es invaria-
ble en cualquier lugar de la tierra.

Estas determinaciones no se han realizado, naturalmente, con la
espiral, sino con la balanza, pero es en cambio didacticamente venta-
josa la exposicién realizada de esos hechos de la experiencia.

4. La polea. — Un disco circular de periferia acanalada que puede
girar con entera facilidad alrededor de un eje horizontal situado nor-
malmente en su punto me-
dio, se designa con el nom-
bre de polea, siendo de uso
muy frecuente en instalacio-
nes de toda indole.

La experiencia ensefia que
el alargamiento que produce
un peso*P (fig. 19) en una
espiral no se modifica si en-
tre ésta y aquel se instala
una polea en la forma que
indica la figura. Lo mismo
ocurre cualquiera que sea P
la direccion de la espiral en Fig. 19.
el plano de la polea; tanto

en la posicién A como en la A’, por ejemplo, se obtiene el mismo re-
sultado, es decir, la presencia de

- la polea no modifica la accién
% I N que un peso ejerce sobre la es-
piral.

Midiendo las fuerzas por com-
paracién con los pesos, no sera
necesario el uso de la espiral,
una vez formada, con su auxilijo,

P la coleccién de pesos iguales, y

Fig. 20. por lo tanto, de pesos multiples.

Utilizando una polea se pue-

de medir una fuerza, cualquiera sea su naturaleza, por comparacién
directa con los pesos. Asfi, por ejemplo, la fuerza con que un imén




— 26 —

mantiene adherido a un trozo de hierro la podemos medir con la ins-
talacién de la figura 20. Un hilo que pasa por la garganta de una
polea esta fijo en uno de sus extremos en el hierro y en el otro lleva
un platillo para los pesos. Se puede determinar un peso P tal que
baste agregar un peso muy pequefio para que el hierro sea separado
del iman. El peso miximo que pue-
de mantener la atraccién del iman
sobre el hierro da la medida de esa
fuerza.

Del mismo modo la fuerza F ne-
cesaria para impedir que un cuer-
po (F caiga sobre un plano inclina-
do (fig. 21) ser4 igual al peso P que
es necesario suspender en el extremo del hilo, para que el carro que-
de en reposo sobre él.

P

Fig. 21.

5. Representacion grafica de una fuerza. — Se ha visto que una
fuerza tiene siempre una direccién y una magnitud medible por pesos,
es decir, es un vector. Asf,
la direccion de la fuerza
de gravedad es la de la
vertical; la tensi6n de una 9,
guerda tiene la direccién ‘
de ella misma. 0

Si arrastramos un cuer- @@= =
po con una cuerda (fig. 22), Fig. 22.
el punto O en que ésta se
fija a aquél puede ser considerado como el "punto en que se aplica la
fuerza y se designa por esto con el nombre de punto de aplicacion de

la fuerza. Puesto que la tensién es la
F misma en todos los puntos de la cuerda,
es decir, la fuerza se trasmite de punto
a punto, es claro que puede considerarse
como punto de aplicaciéon otro punto
cualquiera O’.
Fig. 23. También en el caso de otras fuerzas se
habla de un punto de aplicacién: asi, por
ejemplo, un iman aplica una fuerza sobre los polos de una aguja
imantada situada en las cercanias.
Gréaficamente se representa una fuerza, puesto que es un vector,
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por un segmento recta (fig. 23) trazada a partir del punto O de apli-
cacién y cuya direccién coincide con la de la fuerza. Su longitud re-
presenta, en una escala determinada, la magnitud de la fuerza. Asi,
por ejemplo, si una fuerza de 100 gramos la representamos por un
segmento de recta de 5 centimetros de longitud, eso significa que,
en la escala elegida, cada centimetro representa 20 gramos.

La flecha en el extremo del segmento indica el sentido de accion
de la fuerza. B -

6. Composicion de fuerzas. La regla del paralelogramo. —
La experiencia ensefia que dos fuerzas iguales y opuestas aplicadas
al mismo punto de un cuerpo, .
no modifican su estado de re- O
poso. Esto lo hemos admitido
ya, en realidad, en las consi-
deraciones anteriores.

Si dos fuerzas cualesquiera,

F, y F. (fig. 24), estan apli-

cadas al mismo punto O de un Fig. 24.

cuerpo, la experiencia ensefia

que el efecto sobre el cuerpo es idéntico al que produce una fuerza
cuya magnitud y di-

-3 — ' "o reccién esti dada

por la diagonal R del

paralelogramo cons-

truido sobre aqué-

llas. .

Esa ley puede com-
probarse experimen-
talmente con una
instalacién como la
indicada en la figu-
ra 25. Se trata de
tres hilos delgados
que tienen un extre-

Fig. 25. mo comtn en O y de

cuyos extremos li-

bres penden pesos Fi, Fe y Fs; dos de los hilos pasan, respectiva-
mente, por la garganta de dos poleas que pueden girar al rededor
de su eje con entera facilidad. Se tiene asi el caso de tres fuerzas con-

EDe
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currentes o aplicadas en el mismo punto O, el cual tomara invaria-
blemente la misma posicion de reposo si los pesos son siempre los
mismos. Cada fuerza tiene la direccién del hilo respectivo y su ma-
gnitud estd dada por el peso total que pende de su extremo.

El reposo del punto O significa que cada una de las fuerzas anula
el efecto que determinarian las otras dos fuerzas sobre él; cada una
de las fuerzas equilibra, entonces, a las otras dos. Por lo tanto, si F.
equilibra al sistema formado por F; y F3, eso quiere decir que el sis-
tema F, y F; puede ser reemplazado por una sola fuerza R igual y
opuesta a F,, y la experiencia muestra que la diagonal del paralelo-
gramo construido sobre Fi y F; es, justamente, igual y opuesta a
F,. De una manera general, la diagonal construida sobre dos cuales-
quiera de las fuerzas es igual y opuesta a la tercera fuerza. Para
comprobarlo basta dibujar en escala las fuerzas, poniendo un cartén
paralelamente y muy préximo a los hilos y trazando con un lapiz
las direcciones.

Asi, por ejemplo, si F; = 40 gr, F; = 50 gr y F; = 30 gr se obtie-
ne que, cuando el punto O esta en reposo, F; y Fs forman un angulo
de 90°, de suerte que la diagonal del paralelogramo construido sobre
ellas es, por el teorema de Pitagoras, {30 + 402 = 50, lo que com-
prueba la regla establecida. ' ‘

Si se modifican los pesos, ocurre que el punto toina, naturalmente, otra
posicién de reposo a fin de que la regla del paralelogramo se satisfaga.

Esta regla es un caso particular de un principio muy general que
se conoce con el nombre de principio de superposicién. Su validez
significa, como veremos detenidamente méas adelante, que cada fuerza
actlda en presencia de otras fuerzas como si estuviese sola.

¢ 7. Equilibrio de fuerzas en un punto. — Si se trata de un ni-
mero cualquiera de fuerzas concu-

/,’,,,xé\\\‘:-_ B rrentes, Fy, Fe, F3, .. ., situadas en

F ..~~~ F, \ el mismo plano o en planqs diferen-

Y ‘\‘\' tes, es evidente que la resultante se

0 K determinars hallando la resultante
—g! entre dos fuerzas y luego entre esta

Fs resultante parcial y una tercera

fuerza y asi siguiendo. Si las fuer-

F, Fig. 26 zas no estéa en el mismo plano sino

dirigidas; arbitrariamente, a partlir
del punto, es evidente que la construccién es aplicable pues cada
composicién parcial se verifica en el plano de las componentes.
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El resultado se obtiene facilmente teniendo presente que se trata
de una suma de vectores, como sigue: sean, repitiendo en parte lo que
ya hemos hecho en otra ocasién, cuatro fuerzas aplicadas a un punto
O (fig. 26). Partiendo de éste, nos movemos sobre la primera fuerza,
y al llegar a su extremo sobre una recta paralela a la segunda fuerza
hasta recorrer un segmento de su misma longitud; se hace lo mismo
partiendo del extremo de esta tltima recta y asi siguiendo hasta
recorrer el segmento paralelo a la tltima fuerza. La recta R, que
ure a O con el dltimo punto alcanzado, da la magnitud y direccién
de la resultante, esto es, una fuerza tal que aplicada en sentido con-
trario mantendria al punto O en reposo.

La construccién puede hacerse partiendo de un punto A cualquie-
ra (fig. 27). A fin de
que esto se comprenda, c
claramente, considere- e T _D
mos el mismo caso de e K
las cuatro fuerzas ante- 8- \\
riores. Partiendo de un /,f ‘ \
punto A cualquiera, re- .
corremos segmentos pa- A< £
ralelos e iguales a las Fig. 27.
fuerzas dadas; la recta
EA que cierra el poligono da la magnitud y direccion de la resultante y
su sentido es opuesto al de la circulacion sobre ella para llegar al pun-

to A. Si el poligono re-

Z . sulta cerrado, eso signi-

fica que el sistema esta

en equilibrio, pues su re-
sultante es nula.

/8. Descomposicién

x deuna fuerza. — De lo

~  que antecede resulta, co-

mo ya vimos, la regla

para descomponer una

‘fuerza en dos componen-

Fig. 28. tes segin direcciones cua-~

lesquiera; basta para ello

trazar paralelas a las direcciones dadas desde el extremo de la fuerza.

Asi, por ejemplo (fig. 13), las componentes de la fuerza F segin las
direcciones O z; Oy son las indicadas con las letras X e Y.
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Si las direcciones dadas fuesen ortogonales se tendrfan las relacio-
nes ya establecidas:

X = F cos a
[1]

Y = F sen «
F2 = X2 4 Y2, [2]

De idéntica manera, una fuerza F splicada a un punto O (fig. 28)
puede descomponerse en tres fuerzas X, Y, Z, segtin ejédortogonales
z, ¥y, z que pasan por O, pues primeramente puede descomponerse en
el plano que forma con el eje de las z, por ejemplo, en las componen-
tes Z y OC. Esta dltima, situada en el plano xy, se descompone final-
mente en las componentes X e Y.

Valen las relaciones:

F2=X24 Y2+ 22, [3]
X = F cos a, Y = F cos B, Z = F cos v, [ﬁ

si a, 8, v son los 4ngulos que forma la fuerza F con cada uno de los
ejes. ‘

B. — SUPERPOSICION DE FUERZAS APLICADAS EN DIFERENTES
PUNTOS DE UN CUERPO RIiGIDO Y EN EL MISMO PLANO

9. Fuerzas sobre la misma recta. Fuerzas concurrentes. — Un

cuerpo rigido estaria constituido por una substancia ideal que formase

una figura sélida y

no admitiese ninguna
deformacién.

é Los llamados cuer-
pos sblidos cumplen a-
proximadamente esas

Fig. 29. condiciones, pues aun
cuando, como hemos

visto, sufren deformaciones, ellas son muy pequefias con respecto a

las fuerzas que las producen.

Para la investigacién del equilibrio de las fuerzas, conviene pres-
cindir de esas deformaciones y suponer rigido al cueypo, esto es, in-
deformable. '
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La experiencia ensefia que dos fuerza.s, F;, y F,, iguales y opuestas
sobre la misma recta (fig. 29), aplicadas en puntos A y B diferentes
del mismo cuerpo, se equilibran. De este hecho resulta que como

" Fig. 30.

punto de aplicaci6én de una fuerza F; (fig. 30), que actda sobre un
cuerpo rigido, puede ser considerado cualquiera de los puntos del
misme situados sobre la recta en que se encuentra la fuerza. En efec-
to, supongamos aplicadas en O’ dos fuerzas Fy/ , Fi", opuestas entre
sf e iguales a F,. Las condiciones del sistema no se modifican puesto
que las fuerzas agregadas se anulan.
Pero podemos considerar las cosas de
ofro modo. Por lo anterior, las fuerzas
F, y F{" se equilibran y el sistema de
fuerzas puede ser substituido por la
fuerza F,’ = F, aplicada en O, lo que
significa, precisamente, trasladar a F,
de O a 0.

Resulta también, en segulda, que dos
fuerzas cualesquiera, F; y F. (fig. 31),
a.plicadgs. eén dos puntos diferentes A
y B del mismo plano de un cuerpo ri- Fig. 31.
gido, se componen segin la regla del
paralelogramo, pues basta para ello trasladar sus puntos’ de aplicacién
al punto 0’, interseccién de las rectas que las contienen.

Encontrada la resultante R, puede transportarse su punto de apli-
cacién al punto O, situado sobre la recta AB. La construccién puede
emplearse, como es evidente, también. en el caso en que el punto O
cae fuera del cuerpo.

10. Fuerzas paralelas del mismo sentido.— La construcciéon
que se ha indicado no se puede aplicer directamente al caso en
que las fuerzas son paralelas. La solucién resulta ficilmente de los
principios conocidos. Sean F; y F, (fig. 32) las fuerzas paralelas apli-
cadas en A y B. Las coadiciones del sistema no se modifican si agre-
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g£amos Jos fuerzas F iguales y opuestas sobre la recta AB, una en A
y otra en B. | |

El sistema de fuerzas F; y F. es equivalente, por lo tanto, a,l siste-
ma de fuerzas Qi y Qz, si @ es la resultante de Fy, F y @, la de F;

y F. Trasladando los puntos de aplicacién de @ y @ al punto C
y descomponiéndolas en

él en sus componentes,
segin direcciones para-
lelas a las primitivas,
se obtienen dos fuerzas
iguales a las F, que se
anulan por opuestas, y
dos fuerzas superpues-
tas del mismo sentido,
iguales, respectivamen-
te, a F1 y F, y cuya
suma R = F, + F, da
la resultante buscada.
Se puede trasladar el
punto de aplicacién de
esa resultante al punto
D situado sobre la rec-
ta AB.

La posicién de D so-
bre ella resulta de la semejanza de tridngulos como sigue:

F
:
'
|
!
|

Fig. 32.

x (D  y CD ' (5]
F - Fl ’ F - F2
de donde
F1 _ Y )
T, T x 6]

Esto es: La resultante de dos fuerzas paralelas del mismo sentido es
paralela a ellas e igual a su suma; su punto de aplicacién divide la Ui-
nea de unién de sus puntos de aplicacién en partes inversamente pro-
porctonales a las mismas. _

La comprobacién experimental de esta regla se obtiene con una
instalacién como la representada por la figura 33. Una harra rigida
AB esté suspendida de dos hilos, cada uno de los cuales pasa por la
gargapta de una polea y termina en un platillo donde se colocan pesos
para equilibrar el peso de la barra.
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. Si se suspende en un punto O de ésta un peso R, es necesario, para
mantener el equilibrio, agregar pesos F; y F, tales que sea

F1+F2=R Yy F1x=F2y.
1 ¢ 1 3
[ J
N/ N/
4 ) “F' Feu
[j x 0 m
A B L]
'L'."w ] M F+F
4 l: F, A 0f e B
! L 11 |
[ é 4 ¢ ¢ ¢ &
F, F,
R
Fig. 33. Fig. 34.

La misma cosa ocurre en la instalacién de la fig. 34; la barra
rigida AB, que lleva los pesos F, y F., es mantenida en equilibrio
por una fuerza opuesta igual a la suma de ellas y aplicada en un
punto O tal que sus distancias a los puntos de aplicacién de aque-
llas estidn en razén inversa de las fuerzas.

11. La palanca. — Si el punto O de las instalaciones anteriores
estuviese fijo, como ocurre en el caso de una barra rigida girable al re--

'dor de un eje fijo (fig. 35),
es claro que éste soporta-
ria una fuerza igual a la
resultante de las dos fuer-
zas y los productos de és-
tas por sus distancias res-
pectivas al eje serian
iguales. Una barra rigida
girable al rededor de un
punto recibe el nombre de

Fig. 35.

palanca; el punto O se llama punto de apoyo. Se tiene

le = Fzy

[6']



y por la semejanza de los trisngulos sombreados

X 71
y Te

, [7]
si 7, y . son las distancias del puntq O a las rectas que contienen a
las fuerzas. Es entonces

Fl-Tl = F2-7'2, [8]

"f07/W
77// ///f /ﬂ/ch

es decir, que los productos de
las fuerzas por sus respecti-
B vas distancias al punto de
apoyo son iguales. Este resul-
tado permite, como se verj,
formular la ley de equilibrio
’ de la palanca de una maners,
5 més general. — —
Suponga,mos ahora que se
tiene una palanca como la in-
dicada ep la figura 36. Se trata de una barra arqueada capaz de girat
en torno de un eje fijo que pasa por 0. Ademés de las fuerzas F; y F.
solo existe la fuerza proveniente de la reaccién que ellas determinan
en O. Si la resultante de aquellas no pasase por este punto la reaccién
no podria equilibrarlas jaméas pues debe ser igual y opuesta sobre la
misma recta. En el estado de equilibrio la resultante de F; y Fs, que es
paralela a las mismas e igual a su suma, pasa, pues, por el punto fijo
0. La reacciéon del eje es igual y de sentido opuesto a esa resultante.
Ademsis, si el sistema est4 en equilibrio, aquella resultante debe pa-
sar por un punto O’ de la recta AB tal que sea

o

N B

“Fig. 36.

Fix = Fay; [6]

y de la semejanza de los trisngulos sombreados resulta, como antes,
que

Fl r = F2 Te. [8']

La fuerza que desempefia el papel activo se designa con el nom-
bre de potencia y la que desempeiia el papel pasivo se llama la resis-
tencia. Se designa con el nombre de brazos de la palanca a las distancias
r. y 72 del punto de apoyo a las fuerzas.
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Entonces, cuando la palanca estd en equilibrio, el producto de la po-
tencia por su brazo es igual al producto de la resistencia por. el suyo.
Se ha considerado el caso de fuerzas paralelas; hallaremos ahora
la ley de equilibrio de la palanca para fuerzas cualesquiera.
Actien (fig. 37) en los pun-

tos A y B de una barra rigi- \
da uno de cuyos puntos, el Y, \
0, es fijo, dos fuerzas cuales- N [z )‘\
. N Noooc” - cpem b 5
quiera @, y Q.. Cada una /P4 Ve

de ellas puede descomponerse
en sus componentes segun la
direccién de la barra y segin
la direccién normal a la mis-
ma; las componentes de @
son f1 y Fi; las de Qq, fo y Fo. Como la barra es rigida y el punto O
es fijo, las fuerzas fi y f: no tienen ninguna influencia sobre el equi-
librio, el cual depende entonces, exclusivamente, de las fuerzas pa-
ralelas F; y F., que satisfacen la relacion

RS
N
N

N

Fig. 37.

. F1x=F2y. [9]

Si se trazan desde O las perpendiculares r; y r; a las rectas que
contienen las fuerzas, se obtiene, en virtud de la semejanza de los
tritngulos sombreados, la relacién

Fix = Qiny [10]
y por idéntico motivo

Foy = Qarq, [11]
y por lo tanto

Qir1 = Qars. [12]

El punto O, que es fijo} equilibra la traccién f; — fi en la direccién
AB mediante una reacciéon igual y de sentido contrario y la traccién
proveniente de las fuerzas F, y F; con una reaccién igual y opuesta
a la resultante de éstas que es paralela a las mismas e igual a su suma.
Esta claro que la reacci6n total resultante es igual y opuesta a la
resultante de @, y Q. que debe pasar, como es evidente, por O si el
sistema se encuentra en equilibrio, pe? las razones que dimos mas
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arriba. En la figura 37 a se ha representado la reaccién -— (F; + Fs)
‘que corregponde a las fuerzas F; y F,, que son las dnicas que podrian
influir en el movimiento de rotacién en torno de O, dibujando en li-
neas de puntos separadas, por razones didacticas, a F, y Fo..

?-'Fz
TN
¥
A 0 i +B
R - v
F2
Fig. 37 a.

12. Momento de una fuerza. La ley de equilibrio de la palanZ
ca.— Se llama momento de una fuerza F, con respecto a un puato O,
‘gl producto de su méddulo por su distancia r al punto (fig. 38). Su valor
es numéricamente igual al doble del area del triangulo sombreado
cuyo vértice estd en el punto y cuyo
lado opuesto es la fuerza.

En el caso de la palanca, las fuerzas,
o mejor dicho los momentos, tienden a
hacer girar al cuerpo al rededor del
punto O en sentido opuesto; se dice por
. ello que tienen signo diferente.

Fig. 38, Diremos entonces que la palanca estd
. en equilibrio st los momentos de las dos
Juerzas con respecto al punto de apoyo son iguales y de sentido comtrario,
0, lo que es lo mismo, si la suma es cero. Este principio se puede gere-
ralizar, sin dificultad, al caso de més de dos fuerzas. Esto se vers en
el parrafo 17 por un método muy general.

Ese ejemplo hace notoria la conveniencia de fijar un sentido a los
momentos. Eligiremos como momento positivo al sentido de giracién
contrario al de las agujas de un reloj; serfa negativo un momento
cuyo serntido de giracién fudta el mismo de las agujas.
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13. Centro de un sistema de fueras paralelas. — El punto de
aplcacién de la resultante de un sistema de fuerzas paralelas se de-
signa con el nombre de centro o punto medio de las mismas.

En el caso de dos fuerzas, ese
punto se encuentra segin el Y A
procedimiento del parrafo an-
terior; y si se trata de muchas
fuerzas, por aplicacién sucesi-
va del mismo procedimiento.

Nos proponemos ahora, uti-
lizando coordenadas cartesia-
nas, encontrar relaciones que

Ihd
DH<

D

L i ccerm—e e cm—-

1
permitan calcular las coorde- 5 i i
nadas del centro de las fuer- v ' (
zas en funci6én de las magni- : !
tudes dadas, que son las fuer- ;: = ”' R X 2 >
zas y las coordenadas de sus ’ Fig. as. e X3

puntos de aplicacion.

Consideremos el caso de tres fuerzas, Fy, Fo y Fg, que obran en el
mismo plano (fige39), y sean ay y1, m y2 ¥ a3 43 sus coordenadas. Indi-
cando con u; y v las coordenadas del centro O’ de las fuerzas Fy y Fs,
debe ser Fi-AQ' = F,-0'B, en virtud de las reglas antes establecidas,
Por la semejanza de los triangulos sombreados se tiene: ¢

F1 (u1 -_ xl) = Fz (xz — ul) [13]
de donde ,
_ lel + Fz-x'z
TR T R 4]

De la misma manera, resulta para la otra coordenada

S F1y1+F2y2 )
' F. + F,

[15]

Para hallar el centro de la resultante R; y de la tercera fuerza Fs
basta aplicar las férmulas encontradas. Indicando con u y v las COOT-
denadas del punto O buscado, se tiene, como es notorio:

(F1 + Fo) w1 + Fyxs
Fi+ F, + Fy

(F1 +F2) (%] +E)’ys
Fi, +F, + F;

[16]

, [17]



puesto que es R, = F; + F, y las coordenadas de su punto de apli-
cacién son u; y v1. Reemplazando u; y v, por sus valores resulta, fital-
mente,

_ Fimi+ Fexy+ Fzy  XFx

- Fy, + F, + F; - XF

[18]
_ F1y1+F2.?/2+F3y3 — g_fg
F, + Fy, + F; 2 F

)

ecuaciones que se pueden generalizar sin ninguna dificultad al caso
de un nimero n arbitrario de fuerzas paralelas aplicadas en puntos
cualesquiera del cuerpo.

En efecto, es evidente que el centro de un sistema de fuerzas para-
lelas no depende de la direccién de las fuerzas; en el cago antes tra-
tado el centro serfa el mismo st en lugar de estar las fuerzas en el plano
xy fuesen todas perpendiculares al mismo plano. _

Podemos, por lo tanto, girar las fuerzas paralelas, aplicadas en los
n puntos del cuerpo, hasta que todas sean paralelas a uno de los ejes,
al de las z por ejemplo; alcanzada esta posicién se pueden mover sus
puntos de aplicacién sobre las regtas que las contienen hasta el plano
xy, pues asi no se modifican las coordenadas del mismo nombre de
ninguno de los puntos de aplicacion.

Es claro entoaces que las coordenadas u, v del centro de las fuer-
zas estan dadas por relaciones idénticas a las de antes y lo mismo
puede probarse para la w.

“'Si se indican con u, v, w las coordenadas del punto medio, referido a
un sistema de coordenadas rectangulares en el espacio, se tendria:

%Fx %Fy §Fz
u = ——]7&—— ;v = ,LE,_,, - w = ln . [19]
XF >F ° XF
1 1 1

Si el origen de c‘oordenadas coincidiese con el centro de las fuer-
zas paralelas, se tendria: v = v = w = 0 y, por lo tanto,

XFx=0 ; XFy =20 ; XFz=0.

1 1 1

14. Fuerzas antiparalelas. Par de fuerzas. — El principio de
construccién del parrafo 10 es aplicable también al caso en que las
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fuerzad paralelas son de difgrente sentido, lo-que significa que vale
también el teorema’de los'homentos.

El centro de dos fuerzas como las F; y F, (fig. 40) estard en un
punto O tal que sea |

F,.0A = F,.0B, [20]
y la magnitud de la resultante sera:
R =

El método falla cuando las fuerzas ‘
antiparalelas son iguales, sistema que
se denomina cupla o par' -de fuerzas.
Por ningtin procedimiento se puede en-

F,—F,. [21]

Fig. 40.

contrar una fuerza que le sea equivalente; el sistema forma por si
un sistema particular irreductible. |

Es evidente que no existe en este caso ningin punto del plano con
respecto al cual Jos momentos de lgs dos fuerzas sean iguales y de
sentido contrario. Cualquiera sea el punto elegido, la suma de los
momentos no_se anula; es decir, que un cuerpo rigido, cualquiera sea

—_———— - -

Fig. 41.

A8 )

el punto que se le fije, bajo la accién de una cu-
pla .no estars jamés en equilibrio. Lo que hace
notorio que el par de fuerzas es un sistema sim-
ple. ’

En el caso de la palanca, parrafo 11, las fuerzas
F, y F,, fig. 37 a, que son las tinicas que pueden
influir en el movimiento de rotacién, forman con
sus reacciones — F; y — Fs, dos pares de fuerzas.

Esto no es sino la manifestacién de un hecho

general: de que en los problemas del equilibrio,

considerando las reacciones, lo que es indispen-
sable en el estudio de los casos practicos, apa-
recen los pares de fuerza. Y en la dinimica el
papel de los mismos es fundamental, como que,

segin veremos, una fuerza equivale a una fuerza y a un par. /

{ 15. Propiedades y superposicion de los pares de fuerza. Mo-
merto de un par.— A. UN PAR PUEDE SER TRASLADADO O GIRADO



EN sU PLANO. — En efecto, lo primero resulta del hecho de- due una

fuerza puede ser trasladada a cualquier punto de la recta que la con-

tiene. Basta considerar, ademss, tGnicamente el caso en que las fuer-

zas son normales a la recta

p  Que unea los puntos de apli-

cacidén, pues 8i esto no suce-

de, trasladamos (figura 41)

los puntos de aplicacién a

f puntos A’ y B’ tales que eso
tenga lugar.

Para hacer girar la cupla

F, AB (fig. 42), hasta la po-

Fig. 42. sicion A’B’, al rededor del

punto medio, es suficiente

agregar sobre 'AB dos fuerzas iguales y opuestas, una en A y otra en

B, y tales que la resultante R con la respectiva fuerza pase por A’

o B’, lo cual es posible con dos fuerzas f

iguales, por simetria. Luego se transpor- ¥

tan las R a A’ y B’, donde se descompo- '[ . ‘
nen nuevamente en sus componentes F ?

y f. Asi se obtiene la cupla en la posi- F §

cion pedida. g o F

Para pasar de una posicion ¥-AB a
otra cualquiera F-A’B’ del mismo plano
(fig. 43), bastan las siguientes operacio-
nes: se traslada primeramente la cupla

. B
paralelamente a si misma hasta que el
punto medio O esté en el punto O’, inter- F
seccion de las normales trazadas en los Fig. 43.

puntos medios de AB y A’B’; se gira
alli al rededor de su punto medio, hasta que sea paralela a la posi-
cion final y luego se traslada paralelamente.

Se ve asi que una cupla puede trasladarse a cualquier posicién
de su plano.

Consideremos (fig. 44) un cuerpo rigido sometido a la accién de
una cupla. Puesto que ésta puede trasladarse paralelamente a si mis-
ma y girar en su plano, siempre seré posible orientarla de tal manera
que la recta AB pase por un punto cualquiera O del cuerpo, situado
en su plano, elegido previamente; en unos casos, el punto quedara
entre A y B, en otros casos, fuera. |
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Si Imaginamos fijo al punto arbitrario O, la cupla hars girar el
cuerpo al rededor de él, pues, si ests entre A y B, los dos momen-
tos tienen el mismo signo y su
suma es igual a F.AB; si el
punto estd fuera, los momen-
tos tienen signos diferentes y
su diferencia da también el va-
lor F-AB. Por esta razbon se
da el nombre de momento de
una cupla al producto de una
de las fuerzas por la distancia
entre ellas que se denomina
brazo de la cupla.

Fig. 44.

B. D0Os PARES SITUADOS EN EL MISMO PLANO SON EQUIVALENTES,
SI LOS MOMENTOS SON IGUALES Y DEL MISMO SIGNO. — Debemos de-
mostrar que cuplas cuyas fuerzas est4n aplicadas en puntos diferentes
A" A,y B, B’ (fig. 45), son equivalentes, si sus momentos son iguales.

G5,

|

/ F; /
£ - ' F=r
T A o 1 '
491 K y: L 15
5o l %

'
o
Fig. 45.

Sea F,-AA’ la cupla dada y B, B’ dos puntos colocados simétrica-
mente con respecto a A y A’ y supongamos aplicadas en cada uno de
ellos dos fuerzas, F» y Fy, iguales y opuestas entre si, paralelas a F;
y tales que se cumpla la relacién

F..AA' = F,.BBR'. [22]

El sistema no se ha modificado por el agregado de fuerzas que se
anulan entre si, pero se le puede considerar ahora de otra manera,
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pues hallando las resultantes de las Fy y Fe, que van hacia arriba, y
de las que van hacia abajo se obtienen dos resultantes iguales a F, 4+ Fy
y opuestas aplicadas en el puato medio O de AA’ y BB’, pues ese
punto cumple la condicion

Fl-OA' = F2-OB, [23]
en virtud de la relacién {22], puesto que es

_ AL BB’
- ) 2

Queda, por lo tanto, tnicamente la cupla de las fuerzas Fy' = F,.

La eleccién de los puntos
B y' B’ simétricos con respec-
to a los A no limita la validez
de la prueba, pues se ha vis-
to que una cupla puede ser

FZF

F
c : ,,TD
/l \\ ”/’,,’
AN RS I trasladada en su plano.
// F N - g ;, F Se tiene ahora la posibili-
F / ,x’ﬂ N / dad de reducir pares de fuer-
I " \ . .
L ;oL \ / zas situados en el mismo
/’ -’
/’,’
A4

- \A/B plano, a pares del mismo bra-
l zo, lo que nos permite su-
F

perponerlos.

¥ C. UN PAR PUEDE SER
TRASLADADO A OTRO PLANO
PARALELO SIN QUE SU EFECTO SE MODIFIQUE. — Tréatese, por ejemplo,
de trasladar la cupla de momento F-AB (fig. 46) a un plano paralelo
a las fuerzas F y que pasa por la recta CD = AB.

Para eso agregamos en cada uno de los puntos C y D dos fuerzas
paralelas e iguales a F' y opuestas entre si, con lo que el sistema no
se modifica. Si se componen las fuerzas F aplicadas en A y D que
estan dirigidas hacia arriba y las aplicadas en B y C dirigidas hacia
abajo, se obtienen dos fuerzas aplicadas en la intersecci6én de CB y
AD, opuestas e iguales, de valor 2 F que, por lo tanto, se anulan.
Queda solamente una fuerza F en D, dirigida hacia abajo, y una fuer-
za F en C dirigida hacia arriba, con lo que el traslado queda hecho,
sin variar las condiciones del sistema.

Fig. 46,
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D. ComposICION DE PARES. — De lo que antecede resulta que un
nimero cualquiera de cuplas situadas en planos paralelos son equiva-

lentes a una cupla
cuyo momento sea
la suma algebraica
de sus momentos,
pues pueden redu-
cirse todas al mis-
mo brazo y luego
ser movidas para
lelamente a si mis-
mas hasta que es-
tén en un mismo
plano y en éste

Fig. 47. — Las cuplas F,.AA’ ; F,.BB' dan como resultante

la cupla R. BB'.

desplazarse a voluntad hasta que los brazos y las fuerzas se super-
pongan. En la figura 47 se han compuesto dos cuplas situadas en el

mismo plano.

-

Fig. 48.

Si las cuplas no se
encuentran en planos
paralelos, se reducen
como antes al mismo
brazo y se giran y
mueven paralelamen-
te a si mismas hasta
que los brazos coin-
cidan con la intersec-
cién de aquéllos y por
fin se componen las
fuerzas por la 1egla de
paralelogramo. En la
figura 48 se han com-
puesto las cuplas F;.
AB y F.-AB, que se
encuentran en los pla-

. nos P,y P, La cupla
resultante es de momento R-AB, siendo R la diagonal del paralelo-

gramo construido sobre F; y Fo.
La descomposicién de una cupla en componentes resulta de estas

mismas consideraciones.
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16. Representacion de una cupla por un vector. — Todas las
operaciones realizadas con las cuplas se simplifican grandemente 1epre-
_sentando las cu,pla.s por un segmento de recta, perpendicular al plano
de la cupla (fig. 49) en el
punto medio del brazo, y
cuya magaitud y sentido
representan la magnitud y
sentido de la cupla. El
vector asi construido se
llama vector momento de la
cupla que representare-
mos con la letra I7.

Fig. 49. JTe. El vector se traza del

lado del plano desde el

cual se ve la cupla con un sentido de giracién opuesto al de las agu-

jas de un reloj, es decir, en el sentido en que progresaria un tirabuzon

que girase en el sentido de la cupla. Su longitud es, en una escala ele-
gida, igual al valor del momento

Las propiedades de las cuplas se enuncian mediante el vector mo-
mento de esta manera:

a) El vector momento puede trasladarse paralelamente a si mismo
en forma cualquiera;

b) Los vectores momentos se componen y descomponen segin la
regla del paralelogramo. | H

En la composicifn de cuplas en diferente plano (fig. ##) se ha ope-
rado al mismo tiempo con los vectores momentos ;v 9. El vector
momento resultanie es el TV, diagonal del paralelogramo construido
sobre O/4 vy O/, vy es normal a la cupla resultante R-AB.

\

] oo > = e :

17. Equilibrio de un sistema cualquiera de fuerzas. Princi-
pio general de la estatica. — Hasta ahora se han estudiado casos
particulares de composiciéon de fuerzas. El problema méas general es
el siguiente: "

Substituir un nimero cualquiera de fuerzas distribuidas arbitrariamen-
te sobre n puntos de un cuerpo rigido por el menor nimero posible fuer-
2as.

Mostremos, primeramente, cémo puede ser trasladada una fuerza
paralelamente a si misma a otro punto que no pertenezca a la recta

que la contiene.
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Sea (fig. 50) F una fuerza aplicada en un punto O de un cuerpo ri-
gido. En otro punto O’ del mismo se pueden suponer actuando dos
fuerzas opuestas entre si e iguales y paralelas a F, con lo cual el sis-
tema no se modifica. Este puede considerarse, sin embargo, constituido
por una fuerza F aplicada en O’ igual, paralela y del mismo sentido
que la dada y por la cupla F.00’, cuyo momento es el momento de la
fuerza con respecto al punto O’.

Se puede, por lo tanto, subs-
tituir una fuerza por otra de la
misma direccibn y magnitud,
aplicada a otro punto cualquie-
ra, si se agrega una cupla cuyo
momento sea igual al de la fuer-
za con respecto al nuevo punto
de aplicaci6n, esto es F.d.

Si se tiene un nimero cual-
quiera de fuerzas coplanares, Fig. 50.
aplicadas a diferentes puntos del
mismo plano de un cuerpo rigido, se obtiene el sistema mas sim-
ple como sigue: se trasladan todas paralelamente a si mismas a un
punto O cualquiera del mismo plano, agregando en cada caso el par
pertinente. Se tiene asi un sistema de fuerzas en O y un sistema de
pares, cuyos momentos son iguales, respectivamente, a los momentos
de cada fuerza con respecto a O.

Componiendo las fuerzas concurrentes en O se obtiene una fuerza
y componiendo las .cuplas se obtiene una cupla euyo momento es
igual a la-suma de los momentos de las fuerzns dadas: con respecto
al punto O.

El sistema equivale entonces a una fuerza y a una cupla; estari
en equilibrio si es cero tanto la fuerza resultante como el momento
de la cupla. Un sistema cualquiera de fuerzas coplanares estd, pues,
en equilibrio st se cumplen las siguientes condictones:

o

1 Que la resultante sea nula;
2* Que la suma de los momentos, con respecto a un puntd cualgquiera
del plano, sea cero.

Si se tiene un sistema cualquiera de fuerzas, no ya coplanares, si-
no distribuidas arbitrariamente sobre n puntos de un cuerpo rigi-
do, se trasladan todas paralelamente a si mismas a un punto cual-
quiera O del cuerpo, agregando la correspondiente cupla. Se halla la
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resultante de las fuerzas y de las cuplas por los métodos que co-
nocemos.

El sistema queda asi reducido a una fuerza Gnmica y a una cupla
‘que estar, por lo general, en diferente plano.

En ese caso sucede también que las fuerzas estaran en equilibrio
si tanto la resultante como la cupla se anulan.

Si el cuerpo no tiene ningtn punto fijo, conviene elegir como punto
O’ a su centro de gravedad; se tendria como sistema resultante de
las fuerzas dadas a una fuerza aplicada al centro de gravedad y que
produciria un movimiento de traslacién y una cupla que haria girar
al cuerpo alrededor de un eje que pasa por ese punto.

Se comprende asi el alcance de las proposiciones anteriores, sobre
las que hemos de volver al estudiar el movimiento del cuerpo rigido.

18. Expresion analitica del momento de una fuerza o de un
sistema de fuerzas con respecto a un punto. — En el parrafo 12
se ha definido como momento de una fuerza con respecto a un punto
) al producto de la in-
e tensidad de la fuerza

por su distancia al pun-

—=> to. Ese producto se pue-

de expresar de otra ma-

A nera. Elijamos en el
g plano que determina la
fuerza con el punto un
sistema plano de coorde-

...... _. ,_- nadas ortogomales, cuyo
' origen coincida con a-
quel, y sean z e y las

Fig. 51. coordenadas del pullgp
de aplicacién de la fuer-

za dada, la cual descomponemos (fig. 51) en sus componentes X e
Y en direccién de los ejes. Puesto que los momentos se componen
segin las reglas que corresponden a los vectores, la suma geomé-
trica de los momentos de las fuerzas X e Y con respecto al punto
O da, evidentemente, el momento de F con respecto al mismo punto.
El momento de X es Xy y es positivo, pues el sentido de giracién que
le corresponde es el contrario al de las agujas de un reloj y esta re-
presentado por el vector O/ = Xy normal al plano y dirigido hacia
arriba, en virtud de la regla del tirabuzén. El momento de Y es Yax
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y tiene signo negativo, estando representado por el vector I/, tam-

bién normal al plano xy. La suma geométrica es

V6 — Yt = Xy — Y, [24]

suma que da, como ya se dijo, el momento de la fuerza F con respec-
to al punto O.

Ese momento haria girar el plano, suponiendo que fuese un disco
material y al punto O fijo, al rededor de éste, o, mejor dicho, al rede-
dor de una recta perpendicular al plano zy pasante por O; esa recta
seria el eje de las z, completando nuestro sistema de coordenadas; el
momento resultante 94 — O/ seria entonces el momento al rededor
del eje de las z, momento que indicaremos con /. Esta interpreta-
cién resulta claramente de la representacién por el vector momento,
cuya direccibén es, en este caso, la de ese eje.

Si los ejes estuviesen orientados de una manera cualquiera y fuesen
X, Y y Z las componentes de la fuerza en sus direcciones, y x, ¥y y z
las coordenadas del punto de aplicacién, se obtiene, facilmente, para
los momentos Iz, Wy y I/ al rededor de los ejes de coordenadas
las expresiones /

P My =.Yz— Zy
My = Zx — Xz [25]
I, = Xy— Yx.

El resulgante de estos tres vectores momentos que tienen las direc-
ciones de los ejes, es su suma geométrica. Ese vector resultante, que
indicaremos con O/, es, evidentemente, el vector momento que corres-
pende al momento de la fuerza F con respecto al punto O, es decir,
al producto de F por su distancia a O. Se tiene

o = it + i + I [26]

Si se tratase no de una fuerza sino de un sistema de fuerzas dis-
tribuidas en diferentes puntos de un cuerpo, se tendria en las ecua-
ciones [25] una suma de. términos semejantes a los de los segundos
miembros.



C. — EL CENTRO DE GRAVEDAD

19. Centro de gravedad. — Se puede imaginar a todo cuerpo des-
compuesto en elementos muy pequefios de volumen, cada uno de los
cuales (fig. 52) tendra cierto peso. Es decir,
que en cada uno de esos elementos esta aplica-
da una fuerza medida por su peso y de direccién
vertical. Ese sistema estd constituido por fuer-
zas sensiblemente paralelas entre si, si se tiene
en cuenta la pequefiez de las dimensiones de
los cherpos comunes con respecto a la del ra-
dio de la tierra. _

El centro de tal sistema de fuerzas se llama
centro de gravedad del cuerpo. Si referimos éste

Fig. 52. a un sistema de coordenadas rectangulares en
el espacio, las coordenadas de tal punto son,
de acuerdo con lo visto en el caso de las fuerzas paralelas:

_ _ _ Zpz
R L R [27]

si se indica con p el peso de un elemento y con P = Xp el peso tdal.

Cada ung de las coordenadas del cenrto de gravedad se determina,
pues, formando los productos del peso de cada elemento por la coor-
denada correspondiente, sumaadolos y dividieado luego la suma por
la suma de los pesos de todos los elementos, esto es, por el peso total
P del cuerpo. "o

Es notorio que la posicién del ceatro de gravedad del cuerpo de-
pende solamente de la distribucién de los elementos y de su peso; y
si el cuerpo es homogéneo, tGnicamente de la distribucién de la ma-
teria. Las ecuaciones [27] que permiten calcularla no dependen del
sistema de coordenadas que se elija.

Es facil, ademés, comprender que siendo el centro de gravedad el
punto de aplicacién de la resultante de los pesos de todos los elementos,
podemos suponer aplicado a él al peso total del cuerpo.

20. Equilibrio de un cuerpo suspendido. — Supongamos qus
ua sélido (fig. 53) se halla suspendido, pudiendo girar al rededor de un
ejé horizontal que pasa por el punto O de suspensién. Sea G el cen-
tro de gravedad del cuerpo y P la fuerza que 1epresenta el peso.
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La condicién de equilibrio es que la suma de los momentos de las
fuerzas con respecto al eje que pasa por O sea nula, esto es:

PXOA=Pd=0. [28]
Il cuerpo adoptard una posicién final de reposo para la cual es
d = 0, lo que sucede cuando los puntos O y G se hallan sobre la mis-
ma vertical. Existen dos posibilidades a este respecto, pues G puede
hallarse sobre la vertical que pasa
por O, abajo o arriba, ya que el cuer- Jeemme -
“po puede girar a su rededor. o e
i Qué diferencia existe, en lo que N
a la calidad del equilibrio se refiere, . Y
entre esas dos posiciones ? !
Si G esta por debajo de O y en |
la vertical que pasa por él, desvian-
do al cuerpo un pequefio 4ngulo se
producirad un movimiento oscilatorio \
en el cual el punto @ oscila' a uno <
y otro lado de la vertical hasta que
finalmente queda sobre ella y el
cuerpo tendrs exactamente su po-
siciébn primitiva. Si G' se encuentra
sobre O, una pequeiia desviacién ale-.
ja al cuerpo de su posicién. En el primer caso se dice que el equili-
brio es estable y en el segundo caso inestable.
Si el eje de suspensién pasase por G'mismo, el cuerpo estarfa en equi-
librio en cualquier -posicién, pues en todas ellas la suma de los momen-
tos de las fuerzas con respecto a O serfa nula, dado que esa suma es

o o ——— - - == - ——
N

e

sibles del centro de gravedad a un plano horizontal situado por de-
bajo del mismo, se observa que en el caso de equilibrio estable la al-
tura es minima-y en el caso de equilibrio inestable maxima.

21. Determinacion del centro de gravedad. — La posicién
del centro de gravedad puede hallarse por caleulo usando las férmulas
que se han deducido més arriba, o, experimentalmente, aprovechando
la condicién de equilibrio del cuerpo suspendido.
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Si se trata de cuerpos homogéneos de forma geométrica, el centro
de gravedad se determina por razonamientos muy sencillos. Se dice
que el cuerpo es homogéneo cuando el peso de la unidad de volumen
es igual en todas partes. .

El centro de gravedad de un segmento rectilineo, supuesto pesado,
esta, evidentemente, en el punto medio, pues a cada elemento del seg-
mento situado de un lado se puede hacer corresponder un segmento
igual situado simétricamente del otro lado.

El caso de un tritngulo se reduce al anterior, dividiéndolo en ele-
mentos rectilfeos, por cortes paralelos a uno de los lados. Cada uno
de esos segmeRtos tiene su centro de gravedad en el punto medio, y
por tanto el del triangulo mismo est4 situado sobre la mediana co-
rrespondiente. El centro de gravedad del triangulo se encuentra,
entonces, en la interseccién de las medianas y a la tercera parte de
las mismas a partir de cada lado. .

Un cuadrilatero cualquiera puede descomponerse de dos maneras
en dos(:ﬁ*ﬁngulos y su centro de gravedad estara, por lo tanto, en la
interseccién de los segmentos de rectas que unen los centros de gra-
vedad de cada par de triangulos.

Sera facil, por lo que antecede, hallar la posicién de tal punto en
el caso de otra figura plana cualquiera.

Un tetraedro puede imaginarse formado por laminas triangulares
muy delgadas paralelas a una cualquiera de las caras, y, por consi-
guiente, su cent»i*o de gravedad se halla en la intersecci6én de las rec-
tas que unen los vértices con los centros de gravedad de los tridngu-
los que constituyen las caras opuestas.

Experimentalmente se determina la posicién del centro de grave-
dad suspendiendo al cuerpo sucesivamente de dos puntos distintos,
sefialando en cada caso — lo cual puede hacerse con una plomada —
la direccion de la vertical; puesto que cada una de esas direcciones
contiene el centro de gravedad, su posicién queda determinada por
la.interseccién de ambas.

22. Determinacidn analitica. — A. Supongamos que se trate de
hallar el centro de gravedad de un sistema formado por dos ‘esferas
homogéneas, de peso P, y P, respectivamente, situadas a la distancia 1
una de otra (fig. 54).

Cada esfera puede representarse por una fuerza vertical igual a su
peso aplicada a su centro de gravedad, que esté en el centro geomé-
trico de la misma. El problema se reduce a encontrar el centro de
dos fuerzas paralelas.



Elijamos como origen un punto cualquiera de la recta que pasa
por los centros, linea que tomamos como ejes de las x. Conviene
elegir como origen uno cual-

quiera de los centros de las 0 U G
esferas; lo sea el de la pri- | ~—
mera. ¢
La coordenada del centro P
G de gravedad estd dada por 1
la ecuacién Fig. 54. - Py
_ sz _ P1x1+P2x2 _ le :
v P P +P, P+ P [29]
puesesx; = 0y ap = I.
Al mismo resultado se llega escribiendo la ecuacién
Piu = Py (I—u), [30]

que expresa la igualdad de los momentos de las fuerzas con respecto
al punto G' de aplicacién de la

» resultante. '

En el caso de dos cuerpos ce-
lestes, el sol y la tierra, por
ejemplo, existe también un cen-
tro de gravedad, el cual esta
muy préximo al sol. Nuestro
universo tiene también su cen-
tro de gravedad muy cerca de
ese astro.

B. Tratese ahora de determi-
nar el centro de gravedad de un
cono circular recto. Si se eligen
las coordenadas en la forma que
muestra la figura 55, es claro que ese punto se encuentra sobre el
eje z, si admitimos que la substancia es homogénea. Debemos calcu-
lar entonces solamente la coordenada &.

Para ello descomponemos el cuerpo en discos infinitamente delga-
dos de espesor dx por planos perpendiculares al eje de las abscisas;
sus centros de gravedad estan situados sobre el mismo eje y sus ra-
dios son las coordenadas correspondientes a los puntos de una de las
generatrices: la situada sobre un plano, por ejemplo. '

KY
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Esos radios pueden expresarse en funciéon de z, dado que la ecua-
ci6n de esa generatriz es de la forma

y = ax,

donde a es una constante. Se tiene -

donde las p son los peéos elementales. El valor de uno de éstos es, si
se indica con p el peso especifico de la
substancia: '

p = enyldx = pra’x?dx.

La suma de esos pesos estd dada por
el integral definido entre 0 y [, si I es
. la altura del cono. )
Los productos px son de la forma

N

’

px = pma?x®dx

) y la suma es el integral entre 0 y I. Es
Fig. 56. entonce_s:

s : l
/pwaz.x’dx /x*"dx
E = 0 ) = = 0 3 i
) ' [
fp'zcazxzdx fxzdx 4
0

0

l,

es decir, el centro de gravedad G se encuentra, a contar desde la ba-
se, a la cuarta parte de la altura.

El centro de gravedad de una semiesfera (fig. 56) .se encuentra del
mismo modo, eligiendo los ejes como indica el esquema y dividiendo
el cuerpo en discos infinitamente delgados de espesor dx; sus radios
son las ordenadas y de uno de sus circulos méximos. La ecuacién del
circulo maximo situado ea el plano del dibujo es

y* = x (2r—ux),

si es r el radio de la -esfera y si se tiene en cuenta que las coordena-
das del centro del circulo son r y 0. °



El peso elemental p de uno de los discos es, indicando con p el peso
especifico de la substancia:

—~ ] dx
erydx = pxat 2r —a)Pdx - y:ﬁﬂ";-ld“f{)‘r?‘b" Y

| - tlar-y]d X
y los productos px son de la forma’ pr= oM (27-+)

'
2/n0rx)dX
- JxXC[2r=%
9117-’63’(27‘——x)\dx. =7 _40/3_ ( / o WIdx
Es, pues, / ..._/;;)7-,2 — _;‘;pﬂ' '
r . o ) ‘ 3 rt/
0 12 ~ 3 3 4
y, por lo tanto, - ;:_ rr r
Eo ZPx _ 5, :
Sp 8

23. Equilibrio de un cuerpo apoyado. — Se denomina estabili-
dad de un cuerpo apoyado el momento que opone cuando se trata de
‘hacerlo girar al rededor
de un canto cualquiera ,. a — > F
de su base. Tengamos,
por ejemplo (fig. 57), un
paralelepipedo cuyas a-
ristas tieaen las dimen-
siones a, b y ¢, que supo-
nemos escritas en orden
creciente de magnitud,
que descansa sobre una ,_ E
mesa por la cara de la- b

dos a, b. 7777777 % e
El momento que opo- I o
ne a ser girado al rede- P

Fig. 57.

e O

dor de la arista b es el
momento de su Rgeso P
con respecto?al punto O, esto es, P - %. Si se trata de hacerlo girar
por medio de la fuerza F, por ejemplo, el cuerpo no girars mientras sea

Fcs P % [31]

y al rededor de la arista a mientras

FcéP—g—'- ~ [32]



La estabilidad es, pues, tanto méas grande cuanto mayor es el peso
y més amplia la base de sustentacién.

Si se supone que el cuerpo ha girado al rededor de O de tal ma-
nera que la vertical que contiene al centro G de gravedad pase por
él, el momento que opone el cuerpo a
,7 777777777 seguir siendo girado es cero y el cuer-

po se halla en equilibrio inestable.
Se hace también ostensible que, si
la vertical que pasa por el centro de
gravedad no corta la superficie de la
base de sustentacién, el cuerpo cae.
El cilindro inclinado de la figura
58 quedard en reposo cuando conste
de la parte inferior; agrega.ndole otro
trozo, todo el cuerpo gira alrededor de una recta que pasa por O y cae.

Fig. 58..

D.— APLICACIONES

24. Equilibrio de un sistema de barras. — Ccnsideremos, pri-
meramente, una construccién muy usada, consistente en una barra do-
blada en angulo (fig. 59), que se denomina menzola. Prescindamos
por el momento del peso de las barras.

SN

Fig. 59. ®

Si en el punto O suspendemos un pego P, su accién sobre el sistema
se pone en evidencia descomponiéndola en sus componentes F, y F,
segin las direcciones OA y OB. Resulta asi que para que el sistema
esté en equilibrio el muro debe soportar una traccién F; segin AO,
esto es, debe oponer una reaccién igual y contraria, que esta indi-
cada con — Fi, y compensar la presién F; en B con la — F. Se puede
considerar en todo momento a la barra doblada como un cuerpo ri-



gido sometido a la acci6n de las fuerzas exteriores P, — F1 y — Fa.
Mientras estan en equilibrio, esas tres fuerzas deben pasar por un pun-
to— el O en este caso — y cada una

de ellas debe ser igual y opuesta a |||
la diagonal del paralelogramo cons- IR A
truido sobre las otras dos.

Enteramente semejante es el pro-
blema del equilibrio de una puerta
sometida a la accién exclusiva de
su peso (fig. 60); la bisagra A debe
soportar la traccién F, y la B una
presién Fi.

Tratemos ahora el caso de la ar-
madura A B C (fig. 61), formada
por tres barras rigidamente unidas, cuyo punto A esté fijo en el muro
y el B apoyado en el mismo." La carga sea un peso P que pende de C.

Fig., 60.

/

-~
-~
-~
-~
-

Fig. 61.

Esta origina reacciones en A y en B que deben equilibrarla, es decir,
que esas dos reacciones tienen que pasar por un mismo punto de la
linea que contiene a P y admitir una resultante igual y opuesta a esa
carga. Si, como suponemos, el punto B puede deslizarse, en el estado
de equilibrio la reaccién del muro sobre él se cumplirs en la direccién
de la normal BN a su superficie. La reacciéon del muro en A debers,
ademas, actuar en la direccién AO, siendo. O el punto interseccién de
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BN con CP. Las componentes de P en las direcciones de A0 y BO
son, respectivamente, T y N y es evidente que las reacciones deben
ser iguales y opuestas, esto es— T y — N.

Las acciones que P ejerce sobre los muros, que son la tracciéon 7T
y la presién N, se transmiten por las barras de la armadura; veamos
como. La fuerza P produce una tracciéon F; a lo largo de AC y una
compresiéon F, sobre CB. La fuerza F, accionando en A origina cierta
‘traccién sobre el muro, que no puede ser sino 7', y una compresién
F3 a lo largo de AB; esté claro que T y F; no son siao las compone -
tes de F; en las direcciones de AO y AB. Las fuerzas F; y F, accio-
nando en B originan una presién sobre el muro, que no es sino la N;
es decir, ésta es la resultante de ambas fuerzas. )

25. Barra rigida apoyada en dos puntos. — Este es un caso
interesante que se presenta con frecuencia en las aplicaciones. La
solucién del problema consiste

e e . K en determinar cuales son las
'__-jé-----:?é'e ........ > ! ‘reacciones de los puntos de apo-
ikt ! yo necesarias para produmr el

S T ottt I B
s equilibrio; ella se obtiene apll-
-5 | , ,.2/ ~ cando los principios fundamen-
9 p } ’ tales de la estatica para el caso
Q- de fuerzas situadas en un plano.
Fig. 62, Sean (fig. 62) A y B los puntos

de apoyo, situados a la- distancia
[ uno del otro y P el peso de la barra, aplicado en el centro de gra-
vedaa, que suponemos a igual distancia de aquellos puntos. Existan,
ademés, a las distancias x; y x,, de A cuerpos de pesos Q; y Q., res-
pectivamente. Debido a su propio peso y al de los cuerpos, la barra
presiona en A y B con fuerzas que indicaremos con F; y F;; en el es-
tado de equilibrio los apoyos reaccionan con fuerzas iguales y con-
trarias, — Fy, y — F,. ,

El equilibrio de la barra rigida se produce si las fuerzas P, Q,, Q,,
— F1 y — F; se equilibran, lo que sucede si la resultante es cero y si
la suma de los momentos con respecto a ua punto cualquiera es nula.
Conviene elegir uno cualquiera de los puntos 4 y B. Eligiendo a A,
las condiciones de equilibrio son:

P+ Q+Q—F, —F,=0 [33]

“—F2°Z+P%+Q1x1+Q2xz=0- [34]



— 57 —

De la segunda ecuacién se obtiene el valor de F: y por la primers
el de F;; de la misma manera se procede ehglendo el punto B.
La significacién-de las fuer-
zas — F,, — F, es ésta: se- o }
rian las fuerzas necesarias
para matener el equilibrio J,
si no estuviesen los soportes. LA r |
Por ejemplo, para retirar el l 1
K P
Fig. 63..

apoyo B, podemos hacer una
instalacion como la de la fi Z
gura 63. Agregando pesos R

en ‘el extremo libre del hilo,

llegala. un momento en que puede retirarse el apoyo B sin que el sis-
tema se ponga en movimiento. El peso R que pende del hilo es la me-
dida de la reacciéon Fj.

Q-s-—__—-

N

26. Equilibrio en algunos mecanismos. —'1. PLANO INCLINADO.
Sea (fig. 64) ABC un plano inclinado de altura a y longitud , sobre el
cual se encuentra un cuerpo de peso P.

Supengamos que el cuerpo pue-
B da moverse sobre él con entera fa-
" cilidad, lo que significa suponer
que no existe roce.

La fuerza que hace caer al cuer-
po por el plano inclinado es la com-
ponente F de P que le es paralela;
la otra componente N, normal al
plano, despierta una reaccién igual

Fig. 64. y contraria.

Para que el cuerpo esté en equi-
librio se debe aplicar una fuerza F’ igual y contraria a F. La magni-
tud de ésta resulta de la semejanza de los triangilos ABC y GPN,
pues se tiene: |

F _ BC
e _‘l‘_. [35]

Si el cuerpo fuera un carro cargado, por ejemplo, el motor o los
caballos tendrian que hacer una fuerza por lo menos igual a F. Esta
serfa la potencia y el peso P la resistencia. Por eso se dice que la con-
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dicién de equilibrio en el plano inclinado es que la potencia sea a la
resistencia como la altura del plano es a su longitud.

Fig. 65,

Fig. 66.

2. PoLEA 6VIL Y TROCLAS. Sila Polea (fig. 65) esta suspendida de
dos hilos paralelos, e indicamos con P el peso total de la carga y del

Tig. 67.

material de aquella, es evidente
que cada hilo tiene que soportar
la accién de una fuerza igual a
la mitad de P, pues los hilos

-no solamente son paralelos a la

fuerza P, sino que estan coloca-
dos simétricamente a uno y otro
lado, ya que se tiene OA = OB.

Si se fija tnicamente uno de
los extremos del hilo, ser4d nece-
sario, para mantener el equili-
brio, aplicar en el otro extremo
una fuerza igual a la mitad.
Esto ocurre en la instalacién de
la figura 66, que consta de una
polea mévil y de una fija que,
como sabemos, no modifica la
tensién del hilo.

Por consideraciones semejantes a las del nimero anterior, se dice
que la polea mévil esth eo equilibrio cuando la potencia P es la mi-

tad de la resistencia R.
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Si los hilos no fuesen paralelos (fig. 67) en la posicién de equili-
brio, formaran con la vertical angulos « iguales, es decir, limitaran
entre ellos el angulo 2a«; soportaran, ademés, la misms tension F.
Las tres fuerzas P, F y F siendo coplanares y estando en equilibrio
deben pasar por un mismo punto y satisfacer la regla del paralelo-
gramo. La diagonal del paralelogramo construido sobre F y F seri,
pues, igual y opuesta-a P, de suerte que se tiene

PP=F 4+ F +2Fcos2a =2F (1 + cos 2 ) [36]

y por la relacién

cosa=/‘/1+c2082a 137]

resulta para F el valor

. P
F= 2¢os o - [38]

que es la generalizaci6n del resultado ante-
rior.

Si los hilos son paralelos, es

P .

«a=0 , cosa=1y F=——2—,

en cambio, para lograr que el hilo se man-
tenga recto, es decir para que sea a = 90° es menester que F sea
muy grande.

En una instalacién como la representada en la figura 68, que se
designa con el nombre de trocla, el equilibrio se produce cuando se
cumple la igualdad:

F = ) [39]

donde 7 es el nimero de poleas méviles. En efecto, en el hilo A sélo
hay que aplicar una fuerza igual a la mitad de E; en el hilo B, la mi-
tad de la tensién de A, es decir, la cuarta parte de R; en el C, la oc-
tava parte, y asi siguiendo, de tal manera que las tensiones de los
hilos decrecen segin las potencias enteras de dos, siendo el exponente
el nimero de poleas moéviles intercaladas.
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3. Torno. El torno (fig. 69) consiste en un cilindro, comdnmente
de madera, provisto de un eje, que coincide con el de figura, y que
se hace girar en cojinetes que
llevan los montantes MM, por
la accién de una fuerza aplicada
en el manubrio del brazo B.
Una cuerda fija por uno de sus
extremos en el torno, sostiene,
en el otro, el cuerpo que se de-
sea desplazar, esto es, la resis-
tencia. Por la giracién del ma-
nubrio, la resistencia R sube, a
medida que la cuerda se va arro-
llando.

Fig. 69. La condicién de equilibrio se

obtiene sin dificultad, aplicando

el teorema de los momentos. Siindicamos con P la potencia, con ! el
largo del brazo B y con r el radio del cilindro, debe ser, evidentemente,

R.r=P.1l. [40]

4. ENGrANAJES. Los engranajes consisten en un sistema de ruedas
dentadas montadas en ejes que forman cualquier 4ngulo y que en-
granan unas en otras. Un sistema tal es, en realidad, una combinacién
de tornos.

Consideremos, primeramente (fig. 70), el caso de una combina-
cion de dos ruedas, una de las cuales se acciona por un brazo o manu-
brio B de longitud L, en cuyo extremo se aplica la fuerza P. La otra
lleva fijo un cilindro de radio I, en el cual se arrolla una cuerda, en
cuyo extremo pende una carga o resistencia R. Sean r; y 7, los radios
respectivos de las ruedas y F la fuerza entre los dientes, mientras
el sistema estd en equilibrio. Se tendré:

y
Rl = F?"z,
de donde resulta que
p_p.b.mn. [42]
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Pero, puesto que los dientes deben ser iguales, su nimero es en cada
rueda proporcional al radio. Si se indican con n y N, respectivamen-
te, se tiene:

[43]

Fig. 70.

Si el brazo L estuviese aplicado directamente al cilindro [, esto es,

R1
si no estuviesen las ruedas, la condicién de equilibrio serfa P = 5

La presencia de las ruedas disminuye, entonces, la potencia P en la
relacién n: N del nimero de dientes.
Si se acoplan dos ejes méas, con engranajes, tal como indica la fi-

gura 71, siendo Nimy y Nz me los dientes que corresponden a cada
uno de los sistemas agregados,,resulta, de la misma manera que antes:

' _ I nnne .
P=FRT wnn [44]




— 62 —

Se ve asi que, por acoplamiento de ruedas, puede disminuirse la
potencia tanto como se quiera.

Chpe

R
Fig. 71.

En el capitulo VI veremos un principio general que permite en-
contrar con facilidad las condiciones de equilibrio, y nos ocuparemos
ae algunos otros meca;'nismos.

27. Extension de las reglas anteriores a cuerpos de forma
variable. — Consideremos una cuerda fija en sus extremos A y B
(fig. 72) sometida a la accibn de la gra-
8 vedad; tomara una forma como la repre-

sentada en la figura.

Una parte cualquiera de ella EF puede
ser substituida por una barra rigida de-
la misma forma y peso, sin que el equi-
librio sea perturbado en lo mis minimo.

Sobre esta parte actda la gravedad,
esto es su peso P aplicado a su centro

"de gravedad y las tensiones T, y T: de
la cuerda en E y F.

Para el equilibrio es necesario, segin
se ha visto, que las tres fuerzas P, T, y T. sean concurrentes y que
cada una de ellas sea la diagonal del paralelogramo construido sobre
las otras dos. ' \.«g..}',\\‘.? N Pl 0=

Por otra parte, es evidénte aue las fuerzas T, y T, se producen por
la presencia de P; de antemano se sabe que son iguales y opuestas
a las compounentes de P en la direccion de las tangentes, es decir, T,
y Ts son las fuerzas que habria que agregar para prescindir de las
porciones AE y FB de la cuerda, sin que el equilibrio del segmen-
to considerado sufrifj'a modificacién alguna.

Fig. 72.



Un segundo ejemplo de esta naturaleza lo proporciona el equilibrio
de una masa liquida. Es claro que puede considerarse sélida a una
parte de ella que se encuentra cn el interior de una superficie virtual
cerrada, sin que su volumen se modifique. Las fuerzas que actdan
sobre ese elemento deben cumplir, en el caso de equilibrio, las mismas
condiciones que valen para el cuerpo rigido. En el caso de liquidos
existen, ademés, otras condiciones de equilibrio, pues se pueden con-
cebir, finalmente, casos de fuerzas que estarian en equilibrio en un
cuerpo rigido y no lo estin actuando sobre un liquido.



SEGUNDA PARTE
DINAMICA DEL PUNTO

CAPITULO III

ELEMENTOS DE CINEMATICA. LOS PRINCIPIOS
DE NEWTON O PRINCIPIOS DE LA DINAMICA

A. — ELEMENTOS DE CINEMATICA. MOVIMIENTO DE CAfDA

1. Traslacion. Rotacion. Punto material. — Se designa con
el nombre de movimiento al proceso del cambio de lugar de los cuerpos.

- - -
,,,,,

Fig. 73.

Los puntos del cuerpo que se mueve
describen lineas en el espacio que
se denominan trayectorias.

El movimiento de un cuerpo se
llama de traslacién si la recta AB
(fig. 73) que une dos cualesquiera
de sus puntos se mantiene duran-
te el desplazamiento paralela a si
misma. Todos los puntos recorren
caminos iguales en la misma direc-
cion, esto es, tienen la misma velo-
cidad; las trayectorias de los puntos
son idénticas, y pueden, por lo tan-

to, superponerse, es decir, son coogruentes, lo que no eatrafia la con-

dicién de que sean paralelas.

Se dice que un movimiento es de rotacion cuando todos los puntos
describen arcos de circulos situados sobre planos normules a cierta
linea que se llama el eje de rotacion y sobre la cual se encuentran los

centros de los arcos de circulo.
64
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Muchas veces ocurre que el objeto del estudio del movimiento se
satisface fijando la atencién en uno de los puntos del cuerpo y prescin-
diendo de las particularidades del movimiento de los demés. Ese punto
que representa al cuerpo se designa con el nombre de punto material.
Con frecuencia tiene tal caricter el centro de gravedad del cuerpo.

El movimiento de un punto material queda perfectamente deter-
minado si se conoce su trayectoria y la posicién que ocrupa. sobre ella
en un instante cualquiera. SN

La ciencia del movimiento se designa con el nombre. de dzndmzca y
su objeto es, como lo dice Klrchhoff, «describir los movimientos que
se producen en la naturaleza de la manera méas completa y sencilla».

El estudio de los movimientos en sf, prescindiendo de las causas
que los determinan, se designa con el nombre de cinemdtica.

/ 2. Movimiento uniforme. Definicion de velocidad. — Si un
punto material se mueve sobre una linea recta y recorre en tiempos
iguales espacios iguales, se dice que su movimiento es uniforme. El
camino que recorre en la unidad de tiempo se llama velocidad. Si in-
dicamos con v la velocidad, el espacio e que recorre el punto en ¢ uni-
dades de tiempo, sera:

e = ut. ‘ [1]

Si en virtud de la ecuacién [1] creyéramos poder admitir sin nin-
guna limitacién a la expresion

v =+ [2]

como una, defim'cién general dela velocidad, un sencillo razonamiento
harfa notoria su insuficiencia. Si, por ejemplo, medimos el espacio
recorrido por un mévil en un minuto, puede ocurrir que los caminos
recorridos en miautos cualesquiera sean iguales sin que el movi-
miento sea en realidad un movimiento uniforme. Asf, por ejemplo, un
punto que recorre 20.metros en cada minuto puede estar en reposo
durante 30 segundos y recorrer en los 30 segundos restantes los 20
metros. Otro observador que hubiese comenzado a medir el camino
recorrido en otro instante, o que midiera el camino recorrido por se-
gundo, encontraria que el movimiento no es uniforme. Se ve clara-
mente que nos acercariamos tanto méas a la realidad cuanto menor
fuese la unidad de tiempo elegida, al fin de cuyo transcurso determi-
'namos la posicién del punto. Cualquiera que fuese el movimiento de
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éste, se lograria, pues, captar la realidad, con gran aproximacion, si
se determinasen sus posiciones en instanies sucesivos separados por
intervalos muy pequeiios de tiempo. Si los espacios recorridos en to-
dos los intervalos, supuestos iguales, fuesen iguales, también, podria.—
mos afirmar que el movimiento es uniforme; en general esto no suce-
deri, los espacios recorridos en intervalos iguales muy pequefios de
tiempo seran diferentes.

Lo que precede hace notorio que es menester considerar como velo-
cidad al cociente de dividir el camino recorrido en un intervalo de
tiempo muy pequeiio.por este mismo intervalo. El cociente seri, en
general, distinto a partir de los diferentes instantes, esto es, la velo-
cidad variard de un momerto a otro.

Segtlin estas consideraciones, si a partir del instante ¢ el punto ha
recorrido en el intervalo At, muy pequeiio, el espacio Ae, la velocidad
en el intervalo comprendido entre ¢ y ¢ + At es:

Ae

V= A [3]

donde la letra A antepuesta a la letra ¢ o ¢ indica un incremento pe-
quefio del espacio o del tiempo, es decir, si ¢, y £ son instantes de
tiempos muy préximos, es At = {; — &, y si &1 ¥ e: son los espacios
recorridos en t, y {» segundos, respectivamente,

Ae = €1 — €62.

- Se dice que la velocidad v corresponde al instante ¢ si el intervalo
. de tiempo At se}hace infinitamente pequefio. En el analisis mateméatico
se designa a estos infinitamente pequefios con el nombre de diferen-
ciales. Un incremento infinitamente pequefio del tiempo se indica
escribiendo dt y se lee diferencial del tiempo; del espacio, de.

La velocidad en un instante determinado, en un movimiento cual-
quiera, sera, pues,

Ae de

=lim — = ——)
VT i A dl [4]

que se lee derivadaldel espacio respecto al tiempo y que representa
el limite de la expresién [3] cuando At se hace infinitamente pequefio.
En el caso del movimiento uniforme es
de

V== constante , [5]
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lo que significa que la velocidad no depende del tiempo. Si represen-
tamos graficamente la velocidad de un movimiento uniforme a partir
de un instante cualquiera, que tomamos como origen del tiempo, se
obtiene una linea recta, figura 74, AB paralela al eje de los tiempos;
OA representa la magnitud de la velo-

cidad. El espacio recorrido en cierto ‘Zr
tiempo ¢; serd numéricamente igual al

trea del rectangulo del dibujo. A 8

3. Movimiento uniformemente <
variado. — En los cuerpos que se mue-
ven en la superficie de la tierra se 0 Ly ¢
observa muy raramente un movimiento Fig. 74.
uniforme. Un tren, por ejemplo, recorre
durante su marcha, en tiempos iguales espacios muy diferentes y la
misma observacién se puede hacer en otros casos.

Si se representa gréficamente la velocidad del movimiento de un
cuerpo en funcién del tiempo, entre dos instantes cualesquiera ¢, y ¢,
las ordenadas que representan la velocidad en los diversos instantes

tendran diferente longitud, y
vt' esas diferencias variaran de
‘ muy distintos modos en cada
movimiento. Es claro que la
Z velocidad no cambiars brus-

camente, sino de una manera

continua, de tal manera que

0 t ts -t estard representada por una
Fig. 5. linea curva, como la SS por

ejemplo (fig. 75).

El mas simple de estos movimientos en los que la velocidad no es
constaate, es aquel en que, moviéndose el punto sobre una recta, su
velocidad varfa proporcionalmeunte al tiempo o, en otras palabras,
varia en cantidades iguales en tiempos iguales. Si se indica con la letra
a la constante de proporcionalidad, se tiene, si se mide el tiempo a
partir del instante en que el cuerpo inici6 su movimiento,

v = at. [6]

La constante a es el incremento de la velocidad en la unidad de
tiempo y se denomina aceleracién del movimiento. Un movimiento de
esa naturaleza se llama uniformemente variado.
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Las mismas consideraciones que hemos hecho a proposito de la de-
finicion de la velocidad son aplicables, como es evidente, a la acele-
racién, puesto que ésta es una variacién de aquella.

La posibilidad de conocer con exactitud la realidad es tanto més
grande cuando menor es el intervalo de tiempo al fin de cuyo trans-
curso consideramos la velocidad del movimiento.

La definicién de la aceleraci6n en un instante dado ser, pues:

dy d*e

“Ta T e’ ' 7]

es decir, la derivada de la velocidad, o la derivada seguada del espa-
' ~ cio con respecto al tiempo.
B Si se representa graficamente la ve-
locidad ‘de este movimiento, supo-
P, ' niendo que se mide el tiempo desde
el preciso instante en que el punto
comenzd a moverse, se obtiene (fig. 76),
< A As |As una recta OP; que pasa por el origen
0 T T >l de coordenadas bajo cierta inclina-
Fig. 76. ci6n. Las coordenadas A; Py, A3 Py, . . .,
' representan las velocidades en ciertos
vinstantés T,2T,...,de donde resulta que la tangente del dngulo «
es numéricamente igual a la aceleracién, pues una ordenada cualquie-
ra es igual al tiempo transcurrido por la tangente del angulo men-
cionado.

Ao

vh F
v 27
!
P |
”%,M: !
: i |
N__B I :
| | '
AN :
P ” ! [} |
! | i | !
A LA | A LA . -
o A 7 7y A

Fig. 717.

4. Determindcién del espacio recorrido en el movimiento
uniformemente acelerado. — El calculo del espacio se puede efec-
tuar de la manera siguiente. Consideremos (fig. 77) intervalos iguales
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de tiempo comprendidos entre los instantes' O, Ty, T, Ts, Ts, ...,
y supongamos que el punto en lugar de moverse con velocidad cre-
ciente se mueve en cada intervalo con una velocidad constante e
igual a la velocidad media entre la velocidad inicial y final. Es decir,
entre O y T la velocidad constante serfa A; Py, entre Ty y Ts, A2 P, y
asi siguiendo. El pasaje de un punto tal como el M al N admitimos
que se realiza instantineamente. Es claro que nos acercamos indefi-
nidamente al movimiento verdadero a medida que los intervalos de
tiempo considerados se hacen més y méas pequefios; dentro de inter-
valos de tiempo infinitamente pequefios puede suponerse constan-
te a la velocidad.

El espacio recorrido en un tiempo dado es el mismo para el movi-
miento verdadero que para el movimiento discontinuo con el cual
se le substituye, puesto que la velocidad de éste es la media de la de
aquél en cualesquiera de los intervalos de tiempo que se considere.

Los espacios recorridos por el punto animado de movimiento uni-
forme en los intervalos OT;, T:T,, ..., son numéricamente iguales a
las &reas de los rectangulos de bases OT,, T T, etec., y de alturas A;
P, Ay P, etc. El espacio recorrido hasta el instante T es igual a la
suma de las 4reas de los rectangulos correspondientes a todos los
intervalos y esa suma es igual al &rea del tridngulo OFT}, pues los
triangulitos opuestos por el vértice son iguales. |

El érea del tritngulo OFT, es igual a la mitad del producto de la
ordenada del puanto F, que es la velocidad en el instante T, por el
tiempo transcurrido. En general, si indicamos con v la velocidad en
el instante £, el espacio recorrido en ¢ segundos con movimiento uni-
formemente variado seré, pues,

1
o= 5ot 8]
y por la relacién [6]
e = % at? . [9]

El movimiento uniformemente variado puede ser acelerado o re-
tardado segin que la velocidad aumente o disminuya; en el segundo
caso la aceleracién es negativa.

El método que hemos utilizado para calcular el espacio esta vin-
culado a algunos conceptos del anélisis matemético que son de impor-
tancia. ‘
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La realidad estari representada,. segin dijimos, -de la mejor mane-
ra cuanto menor sea el intervalo de tiempo que se considere.

Si descomponemos un tiempo finito, comprendido entre el instante
que tomamos como origen e indicamos con cero y el instante Z, en
elementos de tiempo dt;, df: dis, ..., deatro de cada uno de ellos las
velocidades pueden considerarse constantes e iguales a vy, s, 03 .. .,
respectivamente. El espacio recorrido en los ¢ segundos sera, por lo

tanto,
3=2)1dt1+2)2dt2'+ v3 dls ... [10]

e = 2vdt. ~

Una suma de productos de esa naturaleza se conoce con el nom-
bre de integral y se escribe: i

e ='fvdt. : [11]

Si se conoce la velocidad en funcién del tiempo, el espacio reco-
rrido entre dos instantes, #, y f, se determina por una sencilla inte-
gracién, siendo los limites del integral los tiempos ¢; y f; que limitan
el intervalo del tiempo que se considera.

5. Movimiento cualquiera.— Las definiciones de velocidad y

de aceleraciéon y el método para

U | calcular el espacio son, como es
facil comprenderlo, absolutamen-
te generales y aplicables, de con-
siguiente, a cualquier movimien-
to. 8Supongamos que el punto
material se mueve sobre un pla-
no, y que su velocidad en fun-
cién del tiempo esté representa-
da por la curva de la figura 78;
el espacio recorrido en ¢ segun-
dos serd4 numéricamente igual a
la suma de las areas de los ree--
tangulos elementales de bases diy, dts, .. ., y alturas vy, vy, . . ., esto es:

e=[vdt.




6. Las dimensiones de la velocidad y de la aceleraciéon. —
Al introducir en la fisica un nuevo concepto, surge la necesidad de
establecer una unidad de medida de la magnitud que lo representa.

Para los conceptos de velocidad. y de aceleraciéon no es preciso es-
tablecer tales unidades, por cuanto ellas pueden ser expresadas utili-
zando las unidades de longitud y de tiempo. Las expresiones que
muestran en qué forma resulta la medida de la velocidad y de la ace-
leracién de la medida del espacio y del tiempo, se llaman dimensio-
nes de la velocidad, de la aceleracién, respectivamente. Puesto que
una velocidad resulta de dividir una longitud L por un tiempo T, la
dimensiéon de la velocidad, que se indica encerrando a la letra repre-
sentativa entre corchetes, es:

W] = 2 = LT+, [12]

.

y ya que la aceleracién se obtiene dividiendo una velocidad por un
tiempo, su dimensién debe ser:

l[a] = i = LT-2. ‘ [13]

Si se miden las longitudes en centimetros y el tiempo en segundos
sera:

cm cm
[v] = "gggj , la]l = ‘se—gg'
.

7. Movimiento de caida.— Hemos visto en otro parrafo que
un cuerpo cuyo estado de movimiento se modifica est4 sometido a la
accién de una fuerza y se ha establecido un método segiin el cual esas
fuerzas pueden ser comparadas.

Surge en seguida la necesidad de estudiar la relaclon existente en-
tre las fuerzas y los movimientos, y la conveniencia de estudiar pri-
meramente aquellos producidos por fuerzas constantes. Puesto que
el peso de un cuerpo es invariable en el mismo lugar de la tierra, el
movimiento de caida se realiza bajo la accién de una fuerza constante.

La investigacién ha de comenzar por averiguar si el cambio de
substancias tiene alguna influencia en el fenémeno de la caida. Aban-
donados a si mismos, cuerpos distintos caen al través del aire con dife-
rente rapidez; los cuerpos llamados livianos, como el corcho, plumas,
etc., lo haran con lentitud. Excluyendo el aire, que es un factor ente-
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ramente extrafio en el estudio del fenémeno, encerrando los cuerpos
en un tubo en que se ha hechqg el vacio, todos caen simultaneamente

Si la tierra es la causante del fenémeno, resulta de esta experiencia
que ella no tiene predileccion por ninguna materia y la ley que siga
el fen6meno ha de ser la misma para todas las substancias.

Esta experiencia, debida a Newton, carece de precisién, siendo so-
lamente una experiencia de clase. Como se har4. notorio, con el péndulo
se obtiene, por observaciones muy exactas, el mismo resultado.

8. Maquina de Morin. — Esta maquina, que permite realizar
un estudio cuidadoso de la caida libre (fig. 79), consiste en lo siguiente:

Ay As A2 A O

-

E

D

)

N

Fig. 80.

Un cilindro P de hierro, alargado y terminado en cono, a fin de dis-
minuir el roce con el aire, cae guiado por dos hilos finos de acero,
paralelos y bien tendidos. La punta de un indice I que lleva ese
cuerpo apoya muy gsuavemente sobre un papel arrollado en un cilin-
dro C que gira al rededor de un eje vertical con movimiento unifor-
me, accionado por una méaquina de relojeria, marcando sobre él el
trazo de la caida.

Si el aparato esta bien construido y ajustado, el roce del peso con
los hilos y del lapiz con el cilindro son enteramente despreciables
con respecto al peso del cuerpo mismo y todo ocurre como si éste
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cayera libremente. Si se mantiene fijo el peso P, el fndice marca
un circulo horizontal, o, lo que es lo Qismo, una linea horizontal so-
bre la hoja supuesta desarrollada; las longitudes de los segmentos de
linea que traza en tiempos iguales son iguales.

Si, por el contrario, el cilindro est4 inmovil y cae el cuerpo, el in-
dice marca una linea vertical.

Haciendo caer el cuerpo mientras gira el cilindro, se obtiene una
curva como la O, Py, Py, Py y P, de la figura 80. El tiempo esta indi-
cado por el eje horizontal y los espacios recorridos por-las ordenadas.
Si se divide aquél en partes iguales O A4;, 4, A4,, ..., se tienen inter-
valos de tiempos iguales.

Es evidente que el espacio vertical recorrido por el cuerpo en el
tiempo OA; es A1 P1 = ¢;; en el tiempo 04, = 204, el espacio reco-
rrido es A;P; = e; y asi siguiendo. El resultado del estudio es que el
movimiento es uniformemente acelerado, esto es, que dos espacios
cualesquiera e; y es, por ejemplo, estan entre si como los cuadrados
de los tiempos en que han sido recorridos, es decir:

64 — A4P4 OA42" 42

‘63 A3P3—. - 0A32' - 32 ' [14]

No teniendo predilecciéon la tierra por ninguna substancia diremos
ahora que todos los cuerpos caen en el vacio con la misma aceleracion.

La aceleracién de la caida libre se denomina aceleracién de la gra-
vedad y se indica con la letra g. Su valor se obtiene con exactitud por
medio del péndulo, siendo en La Plata, aproximadamente:

cm

Las leyes de la caida se expresan, por lo tanto, con las ecuaciones:

v =gt [15]

1 2
e—»z—gt. [16]

El descubrimiento de las leyes de la caida se debe a Galileo Galilei,
quién nacié en Pisa en el afio 1564 y murid, ciego y sordo, en el afio
1642. Los hombres cuyas creencias abatian sus descubrimientos se
concitaron en su contra haciéndolo victima de persecuciones y veja-
menes, debiendo sufrir hasta los rigores de la carcel. Sus restos des-
cansan en Florencia junto a los de otros espiritus eminentes de Tosca na.
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Aristoteles sostenia que, si no actuase sobre ellos la resistencia del
aire, los cuerpos caerian con movimiento uniforme y que los méas pe-
sados lo harian méas rapidamente porque las partes de arriba empuja-
ban a las de abajo. Un
cuerpo de doble peso que
otro caeria con doble ve-
locidad.

Galileo observé un dia,
en el afio 1583, de acuer-
do con un testimonio de
Viviani, que dos lampa-
ras de la catedral de Pi-
sa de. diferente tamaiio,
pero de la misma lon-
gitud, oscilaban en tiem-
pos iguales, de cuyo he-
cho infiri6 que cuerpos
de diferente peso caen
al mismo tiempo, lo que
contradecia las ideas de
Aristoteles. La enorme
autoridad de éste lo in-
dujo, seguramente, a pen-
sar en un experimentum
cructs que probase de un
modo directo la simulta-
neidad de la caida. Ese
experimento consistié en
dejar caer cuerpos de di-
ferente peso del campa-
nile de la catedral antes
citada, que aparece en
la ilustracién n° 1. Com-
probé que cuando las su-
perficies de los mismos no eran muy grandes en relacién a sus pesos
todos catan con la misma velocidad.

Ilustracién ne 1.

9. Caida por un plano inclinado. —El estudio de la caida
sobre un plano inclinado se produce también por la accién de una fuer-
za constgnte. Su estudio puede realizarse con medios sencillos, y con



bastante exactitud, por cuanto el movimiento no es, como en el de la
caida libre, demasiado rapido. Ofrece, ademés, la gran ventaja de que
la fuerza que determina el movimiento de un cuerpo puede ser cam-
biado con sélo modificar la inclinacién del plano. La fuerza que pro-
duce la caida es igual a la fuerza que hay que oponer paralelamente
al plano para que el cuerpo no se mueva. Si es a la altura del plano
inclinado, ! su longitud y P el peso del cuerpo, esa fuerza tiene el
valor ‘

F=P% 17]

F = P sen a, [18]

si « indica la inclinacién.

Si el rozamiento del cuerpo sobre el plano es muy pequeiio puede
suponerse que el cuerpo cae bajo la accién exclusiva de la fuerza F.
El movimiento es uniformemente acelerado y la aceleracién aumenta
con la inclinacién del plano, es decir, es tanto mayor cuanto mayor
es la fuerza F que produce el movimiento.

i‘é
S

[

b

Fig, 81.

La determinacion experimental puede efectuarse con suficiente
exactitud: con una instalacién (fig. 81) que consiste en un hilo de ace-
ro fuertemente tendido y en un carrito formado por un disco cuadran-
gular de hierro, provisto de dos ruedas que giran con eatera facilidad
sobre los ejes. El roce es asi muy pequefio y con la forma del carro
se disminuye muchisimo la influencia del aire.

Se mide con un crondémetro el tiempo que tarda en recorrer una
distancia elegida de antemano, ‘comprendida entre dos sefiales, S,
para lo cual se pone en movimiento el reloj en el momento en que el
carro pasa por delante de la primera sefial y se para cuando pasa por
la segunda. Si se hace la misma medida para diversas distancias se
observara que éstas estan entre sf como los cuadrados de los tiempos
en que han sido recorridos. '
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Si se tiende el hilo bajo otra inclinacién y se usa, como supone-
mos, el mismo carro, el cuerpo que se mueve no se modifica, pero
cambia la fuerza que lo hace caer. El movimiento es, en todos los
casos, como ya . dijimos, uniformemente acelerado; la caida es més
rapida para mayor mchnaclén, lo que significa que la aceleracién. es
tanto mayor cuanto mayor es la fuerza que actia sobre el cuerpo.

Como experiencia de clase es mejor utilizar un metrénomo, situan-
do las sefiales S de tal manera que cada golpe de aquél coincida con
el pasaje del carro por una sefial. Los espacios recorridos estaran en-
tre s{ como 12, 2, 3%, ..., si se mide a partir del instante en que el
carro se pone en movimiento.

La instalacién anterior es enteramente semejante a la que utilizara
Galileo con el mismo objeto. y

Resulta de los casos estudiados que un cuerpo sometido a una
fuerza constante, se mueve con movimiento uniformemente acelera-
do. Como veremos, este principio es valido cualquiera que sea la na-
turaleza de las fuerzas. '

B. — Los PRINCIPIOS DE NEWTON O PRINCIOS DE LA DINAMICA

10. El principio de inercia. — Se ha vinculado ya desde los pri-
meros parrafos el concepto de fuerza al de variacién en el estado de
movimiento y es ahora el momento oportuno de dar un sentido pre-
ciso a tal vinculacién.

Durante mucho tiempo creyeron los “antiguos fisicos y filésofos
que todo estado de movimiento, diferente del reposo, requeria la accion
permanente de una causa, esto es, de una fuerza. Algunos conceptua-
ban verdad irrefutalbe el contenido del siguiente razonamiento: «como
lo finito no puede engendrar lo infinito, un cuerpo no podré per-
manecer en movimiento durante un tiempo ilimitado si la fuerza que
lo mueve actda durante un tiempo finito». Algunos autores se lo
atribuyen al mismo Aristoteles. Su lenguaje carece de claridad cuan-
do examina el proceso del cual nos ocupamos. Asi, p. ejem., en el
tomo V de su obra dedicado a la Fisica (*) dice: « Ninguna persona
podria precisar porque un cuerpo,» una vez puesto en movimiento,
debe detenerse en alguna parte, y, en tal caso jporqué aqui y no
alla ?. Por lo tanto debe quedar en reposo o bien conservar indefini-

(*) Véase EpmoNDp Horpe. Histoire de la Physique Payot. Parfs 1928. Traduc-

ci6n del alemdn de Hepri Besson. .



damente su movimiento en el espacio, mientras que una fuerza
mayor no se oponga a ello».

Fué un adelanto iamenso el realizado por Galileo al descubrir que
la existencia de una causa, es decir, de una fuerza, se revela en la
existencia de una aceleracién.

GALILEO 1564-1642.

Que un cuerpo que pasa de repente del estado de reposo al de mo-
vimiento debe estar sometido a la influencia de una causa que antes
no obraba, resulta de la rafz misma de los principios que rigen nuestra
mente en la interpretacién de los hechos de la experiencia. No ocurre
lo mismo con la consideracién de un cuerpo cuyo estado de movi-
miento — diferente al reposo — no se modifica. El mero cambio de
lugar sugerfa erréneamente a los espiritus la accién de una causa cuya
inexistencia fué evidente al genio de Galileo.



El expres6 su pensamiento diciendo que un cuerpo no puede alte-
rar su estado de reposo o de movimiento sin la intervencién de una
causa, esto es, de una fuerza.

Newton ha enunciado ese principio, conocido con el nombre de
principio de inercia, de la siguiente manera: Un punio material sobre
el cual no actia ninguma fuerza se encuentra en reposo o animado de un
movimiento rectilineo y uniforme.

La exactitud de esta ley resulta de observar que el movimiento de
un cuerpo se aproxima tanto més a un movimiento uniforme, cuanto
mejor se logra substraer al cuerpo a la accién de fuerzas y, porque
jamas se ha observado un movimiento variado sin que se encuentre
una causa que lo motive.

Asi, por ejemplo, si-una esferita (fig. 82) cae sobre un plano incli-
nado, que se continda en una plataforma horizontal, cuando la esfera

llega en su cafda al pun-
to P, la componente de

O la gravedad en la direc-
> Horizon’a/  ci6n de su movimien-
| Fig. 82. to se anula y éste se

continuara sobre la pla-
taforma. A medida que se pulen mas y més, tanto la esfera como el
plano, el movimiento se acerca méas y méas también a un movi-
miento uniforme. Si el plano fuera perfectamente horizontal y el
roce nulo, el cyerpo estaria enteramente substraido a la accién de
fuerzas. La experiencia muestra que cuanto mejor se satisfacen
esas condiciones ideales, tanto méas se acerca el movimiento a ser
uniforme.

Galileo us6 en sus observaciones el método que acabamos de esbo-
zar. Las observaciones se efectdan dejando caer la esfera de diferen-
tes posiciones del plano y midiendo con un cronémetro el tiempo que
tarda en recorrer espacios iguales sobre el plano horizontal. Resulta
que el movimiento es, en todos los casos, uniforme, si bien la velocidad
depende de la posicion del plano inclinado donde se abandon6 la es-
ferita a la acci6én de la gravedad.

Consideraciones enteramente idénticas corresponden al caso en que
la esfera se pone en movimiento, sobre el plano horizontal, por un
choque. .

De este principio resulta que 7o es posible develar el movimiento
de un sistema, cuando es rectilineo y uniforme, por experimentos me cd-
nicos realizados en él.






Este enunciado es de importancia fundamental en el estudio de
la teoria de la relatividad. Ya veremos en el dltimo tomo de ésta obra
que aquélla imposibilidad abarca no solamente a los experimentos
mecéinicos sino también a los 6pticos, eléctricos, ete. en contraposi-
cion a lo que postula la ciencia clasica.

11. Concepto vectorial de la velocidad .y de la aceleracion. —
Por el principio de iaercia resulta que un cambio en la direccién del
movimiento significa la existencia de una causa.

La experiencia ensefia, efectivamente, que siempre

B que la direccién del movimiento se modifica, se en-

A cuentra una influencia exterior que la produce. Asi,

~/ por ejemplo, nadie va a dudar que si la iuna gira al

rededor de la tierra, es debido a una influencia de
ésta.

Es entonces, claro hasta la evideuncia, que tanto
desde el punto de vista filoséfico como del dinadmico
una velocidad no puede quedar determinada por el
numero que la mide, esto es, por su mobdulo, sino
P Fig. 83. que es necesario conocer su direccidn, lo que signi-

fica reconocerle el caracter de vector.

Un cambio en la direccién del movimiento, aun cuando no se mo-
difique su moédulo, significa, pues, la existencia de una fuerza y, por
lo tanto, de una aceleracién.

Sean PA y PB (fig: 83) los vectores que representan en magnitud
y direccién las velocidades de un punto maglrial en dos instantes se-
parados por el intervalo de tiempo dt. La diferencia de esd¥ dos vec-
tores es e], vector AB, que representa, por lo tanto, el cambio de ve-
locidad. '

La aceleracion es también, evidentemeunte, un vector; en el caso con-
siderado estd dada en direccién por el vector AB y en magnitud por
el cociente de dividir el médulo de AB por el tiempo infinitésimo dt.

12. El principio de masa o segundo principio. — De la consi-
deracién que antecede surge la necesidad de investigar qué relacién
de dependencia existe entre las fuerzas y las aceleracioneg que deter-
minan sobre los cuerpos en que actian.

El plano inclinado permite producir en el mismo cuerpo, segin
se vid, aceleraciones diferentes, con fuerzas diversas, para lo cual es
suficiente modificar su inclinaciéa.
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La aceleracién a puede determinarse, en cada caso, midiendo el
tiempo ¢ que.tarda el carro en recorrer un espacio dado e mediante
la ecuacioén

e=%at2.

Se determina la fuerza que corresponde a una inclinacién dada,

midiendo la diferencia de nivel entre los extremos A y B del hilo (fi-
gura 81) y la distancia entre los mismos puntos.
+ La experiencia ensefia que cualquiera sea la inclinacién del plano,
el cociente de dividir la fuerza que actda sobre ¢l cuerpo por la acele-
raci6én del movimiento de éste es, para el mismo cuerpo, invariable,
es decir, que si sobre un determinado cuerpo actdan, sucesivamente,
fuerzas Fi, F, Fs ..., Fyp, las aceleraciones ai, as, a3, ..., an que de-
terminan en él seran tales que:

F, F, Fy
—_—= =, = = const.
ay (17 On

Si el cuerpo en cuestion cae libremente, la fuerza que lo mueve es
su peso P y la aceleracién es la de la gravedad, qué indicamos con g.
El cociente P:g tiene el mismo valor que los anteriores.

Por lo que precede, es evidente que esa relacién constante para todo
cuerpo entre la fuerza aplicada y la aceleracién producida no depen-
de ni de la fuerza ni de la acelcracién, ni de la velocidad, por lo tanto,
sino del cuerpo mismo. Siese cociente no se modifica para un¢ mismo
cuerpo, cumlquiera que sea su estado y cualquiera que sea la natura-
leza de la fuerza que lo acelera, debemos admitir que representa, por
lo menos en apariencia, una calidad invariable y medible de la materia.
Se llama masa de la materia.

Si indicamos con m a la masa,.la propiedad encontrada se expre-
sar4 por la ecuacion:

=m o F = ma, [1]

s:l@

donde F es la fuerza que produce la aceleraciéon g, y m la masa de la
materia en movimiento.

La ecuaciép F = ma fué establecida por Newton y elevada por él mis-
mo a la categoria de principio, en guyo cardcter la reconoceremos de
aqui en adelante.
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Segtin ese principio, la existencia de una aceleracién implica la
existencia de una fuerza exterior, esto es, de una influencia prove-
niente de otros cuerpos o de estados de los mismos.

La fuerza actuante sobre un cuerpo en una direccién, cualquiera
que sea su naturaleza, esth dada por el producto de la masa por la
aceleracién segin esa misma direccién, es decir, la fuerza es un vec-
tor paralelo al vector aceleracion. Si la aceleracién es constante en mag-
nitud y direccién, la fuerza es también constante y de la misma di-
reccion. '

Este principio contiene, en cierto sentido, el principio de inercia,
pues si la fuerza es nula, no pudiendo ser nula la masa, debe serlo la
aceleracibn. El cuerpo estarsd en reposo o animado de un movi-
miento rectilineo y uniforme.

La ecuacion de Newton puede escribirse de la siguiente manera,
poniendo en lugar de la aceleracién a su definicién diferencial:

d’e

F=m g

’ [Il]
es decir, que la fuerza es igual a la masa por la derivada segunda del
espacio con respegto al tiempo dos veces.

Importante es también la siguiente forma:

F = m—&i— 0 F = %’ [Iz]
pues m es una constante.

El producto mv se conoce con el nombrdwde cantidad de movimiento
y la ecuaciéon de Newton dice que la fuerza es igual a I& variacién
en el tiempo de la cantidad de movimiento, puesto que d-mv es la di-
ferencia entre las cantidades de movimiento correspondientes ‘a dos
instantes infinitamente préximos separados por el intervalo de tiem-
po dt.

De las consecuencias importantes de este principio nos ocupare-
mos en el capitulo siguiente.

13. Algunas experiencias sencillas. — La dependencia entre la
fuerza y la aceleracion puede ponerse de manifiesto, cualitativamen-
te, en una forma muy sencilla. Se toma un hilo de coser y se muestra
que puede soportar un peso de un kilogramo, si no se {ira con brus-
quedad del hilo, mientras que suspendiendo pesos mucho més peque-
fios, 50 gramos, por ejemplo, y dando un tirén, el hilo se corta.
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La explicatiéon es que, si se mueve bruseamente la mano hacia
arriba, se trata de imprimir a la masa suspendida una velocidad
muy grande en un tiempo muy pequefio, esto es, se trata de comu-
nicarle una aceleracién muy grande. La fuerza corres-
pondiente al producto de la masa pequefia por la ace- & —B
leracion grande debe soportarla el hilo, y ocurre que, ?
para un movimiento repentino, el producto sobrépasa
la resistencia de aquél y, por lo tanto, se rompe.

Por el mismo motivo una puerta puede cerrarse
empujéndola suavemente con un dedo, mientras que
un proyectil de una arma de fuego la perfora sin mo-
verla.

Una experiencia que llama la atencién es la siguien-
te: una esfera E (fig. 84) de plomo, esta suspendida
de un hilo; un hilo de la misma clase esté atado a 5
la esfera por debajo. Si se tira de éste, aumentando
lentamente la tensién, el hilo de arriba se alarga has-
ta que por fin se corta, pues soporta aquella traccion
y el peso del cuerpo. Si en lugar de aumentar lenta-
mente la fuerza, se hace una tracecién brusca, se rom- — 4’- N
pe el hilo de abajo, pues se trata de imprimir a la Fig. 84.
masa una aceleracién tan grande que corresponde a
una fuerza que el hilo no puede resistir. Cuando la masa no ha re-
corrido el espacio en que puede alargarse el hilo de arriba sin rom-
perse, la fuerza que.tiene que soportar el de abajo es tan grande que
se corta. |

“g

14. Comparacién de masas. — Dada la importanciagdel concep-
to de masa, se hace indispensable ,establecer un método de compara-
cion de masas, el cual resulta facilmente de la ecuaci6n de Newton,
y del hecho experimental de que todos los cuerpos caen libremente con la
masma aceleracion g.

Si indicamos con P; y P los pesos de dos cuerpos y con m; y ms
sus masas, se tiene:

P, = myg Py = mag [19]
y, por lo.tanto,
mo_ B (20]
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igualdad que nos muestra que la relacion entre las masas de dos cuer-
pos es la misma que entre sus pesos. Toda pesada en una balanza es,
segin eso, al mismo tiempo, una comparacion de masas.

15. Centro de masa.— La introduccién del concepto de masa
permite dar otro alcance al centro de gravedad de los cuerpos.
Las coordenadas de ese punto estan dadas por las relaciones

2 px _ Zpy v Xz

=—

p ' "T7p P

donde p es el peso de un elemento de coordenadas x, y, z y P = Zp
el peso total del cuerpo.
Por la ecuaciéon de Newton se tiene

p=mg y P =Mg,

4

si se indica con m la masa de un elemento cualquiera y con M la masa
total. Reemplazando en las ecuaciones anteriores, se obtiene:

_ Zmx _ Xmy _Zmz'
E—T A T y &= M [21]

Por este motivo al centro de gravedad se le designa también cen-
tro de masa.

El centro de masa tiene sentido en todo movimiento, cualquiera
que sea la naturaleza de la fuerza que lo produzca.

16. La maquina de Atwood. — La maquina de Atwood se presta
comodamente a la comprobacién de los principios anteriores. Consiste
(fig. 85) en una polea montada sobre un eje horizontal que puede girar,
debido a la pequefiez del roce, con enlera facilidad. Situada exaota-
mente debajo de ella se encuentra una regla vertical dividida, a la que
se adaptan dos planchetas, N, corredizas, de las cuales una tiene en
su parte media una abertura cilindrica.

Si de los extremos de un hilo delgado que pasa por la garganta de
la polea penden dos masas M iguales, el sistema estarad en equilibrio,
por lo visto en el capitulo precedente.

Si en uno de los lados se agrega una sobrecarga, esto es, una
pequefia masa m, se inicia un movimiento que consiste en un mo-
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vimiento de rotacién de la polea y en un movimiento de conjunto
de las masas ligadas por el hilo.

Vamos a suponer en lo que sigue que
podemos prescindir del movimiento de
rotacién de la rueda, sin analizar por el
momento su influencia, lo cual realiza-
remos més adelante.

17. Comprobacion del principio de
inercia.— Se coloca sobre la masa M de
la izquierda una masa m pequeifia, de for-
ma alargada, a fin de que la plataforma
anular pueda detenerla.

El movimiento de cafda se inicia en el
momento en que se desee, dejando caer
la plataforma girable I, ‘sobre la cual
descandh la masa con la sobrecorga. Es-
ta es detenida por el anillo, y a partir
de este momento el movimiento se con-
tinda por inercia. ,

Se mide con un crondémetro el tiem-
po transcurrido entre el instante en que
la sobrecarga es abandonada y aquel
en que la masa choca con la plataforma
inferior. Repitiendo la experiencia y si-
tuando la plataforma a distancias doble,
triple, ete., se observari que los  tiem-
pos son también el doble, el triple, ete.
Naturalmente, la distancia entre la pla-
taforma girable y el anillo debe ser in- Fig. 85,
variable.

« Como experiencia de clase conviene usar un metrénomo y dispo-
ner las cosas de tal manera que iniciAndose el movimiento en el preciso
instante de uno de los golpes, ¢l abandono de la sobrecarga coincida
con el golpe siguiente y la llegada a la plataforma inferior, con el
tercero o el cuarto, ete. Las distancias entre las plataformas N seran
doble, triple, ete.

18. Comprobacién del principio de masa.— Que mientras exis-
te la sobrecarga, el movimiento es uniformemente acelerado, puede
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comprobarsé situando el anillo anular a distancias tales de la pla-
taforma girable que la sobrecarga sea abandonada al fin del primer
golpe del metrénomo o del segundo, etc. Se verd que esas distancias
estan entre si como 1%, -2%, 32

Para comprobar el, principio de masa se toman tres pequefias so-
brecargas iguales y se sitlan en una primera experiencia dos en el
extremo de la izquierda y una en la de la derecha, y en una segunda
experiencia las tres a la izquierda. Asi, en ambos casos, la masa que
se mueve es la misma, pero la fuerza que produce el movimiento es,
en el segundo caso, triple que en el primero.

Midiendo en cada una de las experiencias el espacio recorrido en
tiempos iguales, a contar del momento en que se” inicia la caida,
resulta que cuando la fuerza es triple, el espacio es también tres veces
mayor, lo que sigaifica que la a:eleracién ha aumentado en la *misma
proporcién, pues, por las leyes del movimiento uniformemente ace-
lerado, los espacios recorridos en tiempos iguales estan entre si como
las aceleraciones.

El cociente de dividir la fuerza por la aceleracion ha permanecido
invariable, como lo exige el principio .de Newton.

19. Aceleracion en la maquina de Atwood.— Por la aplicacion
de la ecuaciéon de Newton

F'=ma (1]

puede calcularse en forma sencilla la aceleracién ce la caida en la
maquina de Atwood.

Sean M y M las masas iguales que penden en los extremos del hilo
y m la masg de la sobrecarga que produce la caida; la fuerza que cau-
sa el movimiento es el peso de la masa m. Si lo indicamos con p, por
la misma ecuacién de Newton es:

D =mg.

La masa que se mueve es M + M + m. Si reemplazamos en la [I]

se tiene: .
mg=2M+4m)a, [22]

de donde resulta para la aceleracién buscada el valor

- m-g .
¢ = 2M+m‘ [23]
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20. El principio de la igualdad de la accién y de la reac-
cion. — Este principio debido a Newton, que ya hemos citado,
se enuncia diciendo:

La reaccién es rgual y contraria a la accion, o las acciones que dos
cuerpos ejercen, uno sobre otro, son iguales y de sentidos opuestos.

Un imin atrae a un trozo de hierro con cierta fuerza, pero éste a
su vez atrae a aquel como una fuerza igual y contraria.

Si se deforma un resorte por un peso, una espiral metalica, por
ejemplo, la reaccién de ésta es igual y contraria a la accién de aquél.

Tlustremos estas explicaciones con un experimento. Tengamos un
cafioncito (fig. 86) con dos bocas en cada una de las cuales puede
adaptarse con buen ajuste un proyectil. Si estd uno solo de éstos y
se inflama la pdlvora, no se produce otro movimiento que la salida de
los productos de la combustién por el extremo abierto. Si estan pues-
tos los dos a la vez, la explosion produce el movimiento de los dos
proyectiles, lo que prueba que la expansién se apoya sobre un pro-
yectil para empujar al otro y reciprocameante. Sean los proyectiles de
masas iguales o enteramente diferentes, el cafioncito mismo no se
mueve, lo que prueba que las fuerzas actdan sobre ellos son iguales
Yy opuestas.

A menudo encontraremos en el curso de nuéstro estudio ejemplos
de diversa indole que corroboran este priacipio. -



CAPITULO IV

CONSECUENCIAS DE LOS PRINCIPIOS DE LA DINAMICA.
APLICACIONES

A. — CONSECUENCIA DE LOS PRINCIPIOS DE LA DINAMICA

1. Ecuaciones generales del movimiento uniformemente va-
riado. — Consideramos en este primer apartado movimientos simul-
taneos que se producen en la misma direccién. La ley del movi-

miento que componen
se deduce mediante el
principio de superpo-
cion, que estd conteni-
do en el de masa, y que
estudiaremos, en su for-
ma general, en el ni-
mero que sigue.
Si un cuerpo de ma-
_,i 58 ™ se mueve con ~la
Fig. 87. ' aceleracién a, actda so-
, bre él en la direccién
de ésta, segin el segundo principio de la dindmica, una fuerza dada
por la expresion

Vh

e

F = ma. ["I]

Si en un instante dado la fuerza deja de actuar, el cuerpo con-
servara, por el prineipi® de inercia, la velocidad que poseia en ese
momento. Segin esto, todo movimiento puede descomponerse en to-
do instante en dos partes: uno que es la continuacién del anterior y
otro que es producido por la fuerza que actda; lo que resulta, ade-
88



més, evidente de la consideracién de que produciendo una fuerza
constante ina aceleracién constante ésta es independiggte d¢ la ve-
locidad. "

Si en un movimiento de esa naturaleza contamos el tiempo a par-
tir de un instante en el cual la velocidad tenga el valor v, la veloci-
dad ¢ segundos méas tarde, sera, por lo que antecede:

— "

vV =1 + at. [1]

Corresponde el signo mas o el menos segin que el movimiento sea
acelerado o retardado (fi- /
guras 87 y 88). vy

El espacio estard dado
por la relacién

e= eo-l—vot:b—;—atz, [2]
donde ¢, es el espacio re-
corrido entre el momento
en que se inici6 el movi-
miento y el instante en
que se empezd a contar el
tiempo. ' Fig. 88.

2. El principio de superposicion de los movimientos. — Si
una fuerza constante actia sobre un cuerpo en reposo, determinari en
él, como se sabe, un movimiento uniformemente acelerado en su mis-
'ma direccién. Cualquiera sea el instante que se considere, esto es,
cualquiera sea la velocidad del cuerpo, la fuerza producira en él la
misma aceleracién que si estuviese en reposo.

Por otra parte, puesto que fuerzas F, 2F, 3 F, ..., producen en el
mismo cuerpo aceleraciones @, 24, 3a, ..., es evidente que fuerzas
que actdan en la misma direccién, del mismo sentido u opuestas, pro-
ducen el mismo efecto que si estuviesen solas.

Ya de aquf resultaria que si dos fuerzas actian simultineamente
sobre un mismo cuerpo, cualquiera que sea el &4ngulo que forman en-
tre si, cada una de ellas produce el misn® efectp que si estuviese
sola, pues tal cosa vale para 0° y 180°.

Ademés, por el principio de inercia, un cuerpo sobre el cual no actia
ninguna fuerza se mover4 con movimiento uniforme y rectilineo; si la
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velocidad es v en la direccion AB (fig. 89), este movimiento perdu-
rard en magmitud y direceién indefinidamente.

Si en un momento dado actda una fuerza en la direccién AC, el
mévil sufrird un cambio continuo de movimiento en esa direccidn,
en virtud del segundo principio, de tal manera que en cierto inter-
valo de tiempo dt la velocidad pasa del valor y direccion AB al AB,
que se obtiene sumando geométricamente el vector BB; igual en mag-
nitud y direccién al producto te la aceleracién que produce la fuer-
za por el tiempo dt. En el intervalo de tiempo siguiente la velocidad
alcanza el valor y direccién que representa el vector AB: que resulta
de sumar al vector AB; el vector B; B; igual en magnitud y direccion

al BB1
La construccién anterior se funda en la ecuacién de Newton — su-
puesto todavia que actGa una sola fuerza — pues no figurando en

ella la velocidad, resulta que la accién de una fuerza sobre un cuerpo
no depeunde ni de la magaitud ni de la direccién de aquélla, de la cual
se puede, por lo tanto, hacer completa
abstracciéon. Si actian dos fuerzas
formando un angulo c¢ualquiera, sus
acciones respectivas deben ser inde-
peandientes entre si, en virtud de la
advertencia hecha més arriba. Ade-
‘més, puesto . que dinadmicamente el
efecto de una fuerza es modificar la
velocidad del cuerpo sobre el que
Fig. 89. actda, es claro que otra fuerza que
actie simultineamente producira el
mismo efecto que produciria si estuviese sola, pues su accidn no de-
pende ni de la magnitud ni de la direccién de la velocidad del movi-
miento que determina la otra.

De las consideraciones anteriores resulta que si sobre un cuerpo
actlian simultineamente fuerzas cualesquiera cada una de ellas pro-
duce la misma aceleracién que si estuviese sola. Este es un principio
que se conoce con el nombre de principio de independencia o super-
posiciéon de las fuerzas.

Aun cuandq ya Newton hizo notar que el principio de la indepen-
dencia de las fueirzas y por lo tanto, como se vera en seguida, la regla
de paralelogramo, estin esencialmente coatenidos en el principio de
masa y de que lord Kelvin y Tait, Helmboltz y otros han hecho re-
saltar esta circuntancia, existen autores que consideran, a este prin-
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cipio independiente de los anteriores y formulan un cuarto principio
de la mecénica.

Supongamos (fig. 90) que sobre un cuerpo de masa m acttian dos
fuerzas F, y F, de direcciones diferentes. Las aceleraciones a, y as
que imprimirfan, rspectivamente, al cuerpo actuando solas estén
definidas por las relaciones:

Fo _ B

ay as

=m. [3]

Por el principio de independencia, la posicién del punto al fin de un
intervalo de tiempo A¢ se obtiene dejando
actuar una fuerza después de la otra. La
fuerza F, llevaria el punto de la posicién P
a la P; donde PP, = —;— a; At ; haciendo
actuar la otra fuerza el punto se meveria
paralelamente a ella en el camino®
P1 Pz = -%asztz.

Es claro que el pasaje de la posicién P a,
la P., bajo la accién simultanea de las dos Fig. 90.
fuerzas, se realizars sobre cierta linea, que
podemos suponer, para més generalidad, curva. Si el tiempo At es
suficientemente pequefio, esta linea serad diagonal del paralelogramo

infinitamente pequefio construido gobre
PP1 2] Fy’ PP1YP1P2. .

El pasaje del punto de la posiciéon P
a la P puede suponerse, por lo tanto,
como debido a la accién de una sola fuer-
za, R, que actuase en direccion PP; y
tal que determinase una aceleracién en
la misma direccién, definida por las rela-

.ciones

1

PPz = 7 a At? [4]
a a; dsg

lo cual es posible tinicamente si B y o son las diagonales de los para-
lelogramos construidos sobre Fy y F3, a1 y as, respectivamente (fig. 91).
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Por lo tanto, si un ndmero cualquiera de fuerzas actia sobre un
punto material, el efecto sobre él es idéntico al que produciria una
sola fuerza igual a la resultante que se obtuviera por la regla del pa-
ralelogramo; la aceleracion resultante se obtiene con la misma regla
aplicadas las aceleraciones correspondientes a las fuerzas.

Del principio de superposicién fluye también la regla de parale-
logramo de las velocidades.

La regla del paralelogramo resulta entonces de las leyes de la dina-
mica; la caracterisfica del equilibrio de fuerzas aplicadas sobre un
cuerpo seri la ausencia de aceleracién en el movimiento de éste, esto
es, el cuerpo estary en reposo o animado de un movimiento uni-
forme.

Segln este prineivio, un movimiento puede ser descompuesto en
otros cuya superposicién dé un movimiento idéntico.

3. Experimentos. — Consideremos algunas experiencias que com-
prueban lo que antecede y que corroboran por lo tanto, la ley de
Newton.

Dos esferitas de madera A y B (fig. 92) pueden. ser puestas en movi-
- miento levantando y dejando caer el
martillo M, el cual, al chocar en la va-
rilla flexible V, deja caer verticalmen-
te a B por un orificio de la plataforma,
y lanza a A con una velocidad hori-
zontal v. La esfera A cumple simulta-
neamente el movimiento correspon-
diente a » y una caida vertical. La
experiencia muestra que ambos cuer-
pos llegan a un plano horizontal al
mismo tiempo, lo que significa que el
movimiento de caida de A se realiza
como si estuviese solo.

Una experiencia muy ilustrativa
y convincente es la .que sigue: un

Fig. 92. carrito (fig. 93) provisto de cuatro

ruedas que pueden girar sin frota-

miento sensible, estd provisto de un cafoncito vertical C a resorte,
el cual se pone en juego presionando sobre la palanca P. Como pro-

yectil se utiliza una pequefia esfera de madera, vidrio o metal, segin
la fuerza del resorte.
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Se pone el carrito en movimiento sobre rieles horizontales, dejan-
dolo caer, por ejemplo, por un trayecto inclinado de la via. Un tope,
T, colocado entre aquéllos, acciona el resorte, y la esferita es lanzada
hacia arriba, mientras que el carro continda, por inercia, con una
velocidad igual a la que tenia en el momento del disparo. El proyec-

til cumple en el aire un movimiento curvo y va a caer precisamente
en la boca del cafisn.

”t" A
% AU T
K NP 1 wN,
" Ay ol
¢ P o
~ :
O of) -
() tple)  'ry
Fig. 93.

Discutamos detenidamente ese hecho. La esferita va animada de la
misma velocidad horizontal v; del carrito, de tal manera que en el
preciso momento del disparo el proyectil estd bajo la accién de la
velocidad horizontal »; y de la vertical v, que le comunica el resorte
hacia arriba. En seguida comienza a actuar la gravedad y se le su-
perpone un tercer movimiento, que es el de la caida, de tal manera
que, en cierto instante ¢, el cuerpo esta sometido a la velocidad hori-
zontal vy, a la vertical v, hacia arriba y la vertical gt hacia abajo. La
velocidad resultante es la v, que cambia de magnitud y direccién con-
tinuamente, resultando como trayectoria la curva del dibujo.

La experiencia corrobora, pues, no sblo el principio de inercia, puesto
que la velocidad v; $e ha conservado, sino también el principio de
la independencia de los movimientos, ya que en nada ha sido influido
el movimiento horizontal de velocidad v, por los otros dos.

Exactamente el mismo experimento es el que consiste en. saltar
verticalment® hacia arriba en un tren en marcha; se cae, como es
sabido, en el mismo lugar del vagén. No es necesario recurrir al tren
en movimiento, pues la tierra misma se mueve con una velocidad de
consideracién; en ella nos movemos con la misma facilidad en todas
direcciones, a pesar de lo complejo de su movimiento, lo que consti-
tuye una pruebs irrefragable del principio de independencia.



— 04 —

4. Movimiento ‘sobre un plano inclinado. — Se ha visto an-
teriormente, que un cuerpo abandonado a sf mismo sobre un plano
inclinado cae sobre él con un movimiento rectilineo y uniformemente
acelerado. Si se le comunica en una direccién cualquiera una velocidad
' inicial, ésta se conser-
va por inercia, super-
poniéndosele el movi-
miento de cafda. El
movimiento resultante
serd, en general, un
movimiento curvo.
Puede inscribirse si-
tuando sobre el plano
una hoja de papel del-
gado debajo de una
hoja de papel de cal-
car ¥ lanzando enci-
ma una esferita meté-
lica.

La experiencia se realiza comodamente con un plano como el del
dibujo (fig. 94). Se sittia el lado AB en direccién horizontal por me-
dio de los tornillos T y un nivel N y se deja caer una esferita meté-
lica. por el planito inclinado P, de suerte que llegue a O con cierta
velocidad en la direccién Ox, paralela a AB. Si el plano no estuviese
inclinado en la direccién de AC, la esfera se moveria con mov.miento
rectilineo y uniforme, a partir de O, en direcciéon Oz. Por la inclinacién
del plano actia la gravedad y se superpone a aquel movimiento el
.de caida, resultando un movimiento cuya trayectoria es la curva
OP,, P,, ..
~ Por el principio de superposicién las posiciones sucesivas del pun-
to se obtienen dividiendo el tiempo en intervalos pequeiios y produ-
ciendo en esos intervalos un movimineto después del otro. Puesto
que el movimiento segin Ox es uniforme, podemos dividir el eje en
partes iguales OM,, M1 Mo, ..., y considerar esas partes como corres-
pondientes a intervalos iguales t de tiempo,

En el primer intervalo comprendido entre O y M; el movimiento
segin Ox conduce al mé6vil de O a M, siendo OM, = v, si v es la ve-
locidad con que llega a O la esferilla al caer sobre el planito P; el 'mo-
vimiento de caida aplicado en seguida conduce la esferita a la posicién

c

N

Fig. 94.

. . 1 . ‘ . 8
final P, siendo M; P, = o a? si a es la aceleraciéon del movimiento en
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direccién Oy. En el intervalo siguiente pasamos, primeramente, de
P, a Q y luego de @ a P,. El primer pasaje no ofrece dificultad; en el
segundo, de @ a P, no debe olvidarse que' existe un movimiento de
inercia en direccién de Oy por la velocidad a < adquirida en esa direc-
cién ea el primer intervalo, de modo que QP: = a<? + %om2 = % a’.
De esa mamera se obtienen las posiciones P;, Pa, Fs, ete., del punto
al fin de intervalos sucesivos de tiempo de duracion -.

Nos aproximamos tanto més al movimiento real cuanto menor es 1.

Una comprobacidn cualitativa de ‘estas consideraciones se obtiene
en la siguiente forma: Se divide el eje Ox en partes iguales OM;, M,
M, M:Ms,, ..., a las que se hace corresponder, por las consideracio-
nes &ntes enunciadas, intervalos iguales de tiempo. Trazando las or-
denadas M,F, MyPs, ... ., comprendidas entre los puntos de division
y la curva obtenida, es claro que OM;, OM,, OM; representan los
espacios recorridos por el mévil en direccién Ox con la velocidad cons-
tante igual a la de la caida desde P, en los tiempos respectivos <, 2,
31, mientras que M F;, M,F,, M;3P; son los espacios recorridos por el
mévil con el movimiento. acelerado que corresponde a la caida en la
direccién Oy. .

Midiendo las longitudes M Py, MyPy, M3Ps, . . ., en milimetros, por
ejemplo, se comprueba que estan entre si como los cuadrados de los
tiempos empleados en recorrerlas, esto es, como <2:(21)%: (31)2:.. ., ...

Una prueba cuantitativa counsistiria, en este caso, en comprobar
que la aceleracién de la caida es igual a la que adquiere la esfera
directamente abandonada sobre el plano.

B::— APLICACIONES

5. Tiro en el vacio. Tiro vertical. — La aplicacién del principio
de superposicibn permite compreander y describir este movimiento.

Supongamos que se hace, desde una altura, un disparo vertical
hacia abajo; con un revélver, por ejemplo. La velocidad inicial v, con
que sale el proyectil de la boca del arma, por obra de la explosién, se
conserva, de acuerdo con el principio de inercia. Por el de coexisten-
cia de los movimientos se le suma el provocado por la gravedad, de
tal manera que la velocidad a los ¢ segundos, contddos desde la salida
del proyectil, es .

v = v + gt [6]
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y el espacio recorrido
1 2
e=vot+?gt. [7]
Si el disparo se hace verticalmente hacia arriba, las ecuaciones son:

v = y— gt [8]

e=m—%w, (9]

pues los movimientos son de sentido opuestos.

La altura méaxima H que alcanza un cuerpo lanzado verticalthente
hacia arriba con la velocidad inicial v, se calcula facilmente. Cuando
el cuerpo ha alcanzado la altura méxima, su velocidad v es nula, de
modo que si se indica con T ese instante, se tiene, por la ecuaciéon [8]:

O=1)o',—'gT [10]
y por la [9]
H=voT~—%gT2, [11]

de las cuales, eliminando 7, se obiiene:

1 1)02

0, en otras palabras, para que un cuerpo glcance la altura H es nece-
sario arrojarlo con la velocidad inicial

Y = ’\/ﬂﬁ . [13]

6. Tiro oblicuo.— Si un proyectil es lanzado desde un punto
O (fig. 95) con una velocidad inicial vy cuya direccién forma el Angulo «
con la direccién horizontal, que supondremos es la de las x, su tra-
yectoria puede dibujarse graficamente, aplicando el principio de la
independencia de los movimientos. ‘

A no actuar la gravedad, el movimiento se cumpliria segin la recta
OP,P, y los espacios recorridos en tiempos iguales serfan iguales.
Pero a ese movimien® se superpone el de caida, de tal modo que si
en el primer segundo el mévil recorre el espacio OP; = vy cae al mis-
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mo tiempo el espacio P, Py = % g 12; en los dos primeros segundos

recorre €l eamino OP; = 2 v, al mismo tiempo que cae el camino
1

5 g22 = F3 Py, y asi sucesivamente.

Las posiciones del punto al fin
de cada segundo son las P/, que de-
terminan, por lo tanto, su trayecto-
ria.

La velocidad en un instante dado
se obtiene componiendo la velocidad
o con la velocidad del movimiento de
cafidagen ese mismo instante; el vec-
tor asi obtenido seri, evidentemente,
tangente a la trayectoria, pues indica
también la direccién del movimiento.
La aceleracion es la de la caida, pues
el otro movimiento es uniforme; el
odbgrafo de este movimiento es una
linea recta vertical.
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Fig. 95.

7. Estudio analitico. — El estudio analitico del movimiento per-
mite hacer ostensibles algunas de sus caracteristicas.

Voo
~~
A TN
5 Y 45 N\Y
5 |
N A ! — e
0 Dax | 0’\—"1.
Fig. 96.

Refiramos la posicién del proyectil a un sistema de coordenadas
rectangulares en el plano del movimiento. Parta el proyectil del
origen O bajo el a4ngulo « con una yelocidad inicial v, (fig. 96). A
este movimiento se superpone el de caida que agigina la accién de la
tierra.
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La consideraci6én del problema -se simplifica descomponiendo al
movimiento de velocidad v, de acuerdo con el principio de superpo-
sicién, en dos: en uno horizontal y en otro vertical y sumando a éste
el de la caida.

Descompongamos . Su componente segin el eje de la x es:

Yoz = Vo COS X [14]
y la componente segin y:

Voy = Vg SEN @ [15]

La velocidad by del movimiento vertical es, de acuerdo con el prin-
cipio de la independencia de los movimientos, la suma de la velocidad
voy, ¥ de la velocidad que en el instante ¢ considerado corresponde al
movimiento de caida. Se tiene, entonces,

vy = vy — gl = v, Sen o — gt [16]
y para la velocidad del movimiento horizontal
Uy = Vgz = Vp COS &, [17]

pues a este no se le superpone ninglin otro movimiento.

La velocidad en un instante cualquiera, por ejemplo cuando el pro-
yectil esta en P o en P’, es la diagonal del paralelégramo construido
sobre v, y v,, es decir,

v = Vvt 4+ v}2, [18]

vector que es tangente a la curva.

" Si ha tardado ¢ segundos en alcanzar -esa posiciéon, el espaeio verti-
cal y recorrido sera, por la [9], teniendo presente que la velocidad
inicial en esa direccién es v, sen «:

Yy = g se'n,‘oc-t———;-gt2 [19]

y el espacio horizontal
x'= 0ycos a-t. [20]

Si se elimina al tigmpo ¢ entre las [19] y [20], se obtiene una ecua-
cibn que liga a x e y y parametros que, conocidos, permiten, en ca-
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da caso, conocer la linea descrita por el mévil. Se la designa, por
eso, con ¢l nombre de ecuacion de la trayectoria; es

x2

V6% cos% « ’ [21]

= xl ——
Yy X lang o 2g

que representa la ecuacién de una parabola a eje vertical.

La altura méxima H a que llega el proyectil se deduce conside-
rando tnicamente el movimiento en direccién de las y, y tratando el
prqblema como en el tiro vertical. Se obtiene, por la [12]:

vo® sen? a

pues en este caso la velocidad inicial es vy sen «. El valor maximo de
H, para un valor dado de v, corresponde al 4ngulo « que hace maximo
a sen? a, es decir, la altura mayor posible se logra con el tiro vertical.

El punto en que el proyectil encuentra otra vez al plano horizon-
tal, esto es, la distancia méaxima o alcance del proyectil 00’ = X se
calcula teniendo en cuenta que para ese punto la ordenada y se anu-
la. Poniendo ¥ = 0 en las [21] se obtiene

2 sen «-cos -V ve® sen 2 «

00 = X = - : [23]
g ‘ g

Puesto que el mayor valor del seno es la unidad, el alcance ma-
ximo corresponde a las inclinaciones

_ % . 3=
*=4 0 Ty

Si partiendo de la inclinacién « = 45° se consideran angulos ma-
yores o menores que a« en la misma cantidad, es decir, si se escribe

« = 45° + B, [24]

se obtiene para la distancia méaxima X

02

Vo o v T
X=—5—sen(90 ~2@)=—g——sen2'6_, [25]

ecuacién que hace notorio que los alcances son iguales para inclina-
ciones simétricas con respecto a 45°.
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Estas curvas pueden mostrarse por medio de un chorro de agua,
que parte de un tubo 6ilindrico (fig. 97), cuya inclinacién puede dis-
ponerse arbitrariamente. ,

Se dibuja, o se proyecta iluminando el chorro, la trayectoria del
liquido, sobre una pantalla situada paralelamente al plano de movi-
miento y en su inme-
diata proximidad.

El liquido debe salir
siempre con la misma
velocidad para lo tual
es suficiente mantener
" constante el nivel del
recipiente.

8. Angulo de tiro
para alcanzar un
punto dado.— De la
ecuaciéon de la trayec-
toria se deduce, tenien-
do presente que es

1
cos? o

=1+tang?®a, [26]

la ecuaci6n

2

tang® o — tang o + o +1=0, [27]
y, por lo tanto,
2 2 \2 2
tang a = SLE ~1— 1/(—01‘) — —~2—3)—'1—y——.:c2 ) [28]
) gx x g g

formula que permite calcular el angulo necesario para alcanzar, con
una velocidad inicial », dada, un punto de coordenadas x, y. Existi-
ran, en general, dos dngulos, si el radicando es positivo.

Aquellos puntos para los cuales el radicando es imaginario no pue-
den ser alcanzados con la'welocidad inicial dada. El limite entre las
rajces reales e imaginarias se obtiene igualando a cero el radicando,
en cuyo caso las dos raices son iguales.
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Los puntos para los cuales existe sélo un angulo con el cual pue-
den ser alcanzados, estan, pues, sobre una superficie cuya ecuacion es

vl — 2gvty — g2 = 0, [29]

que representa una paribola cuyo eje vertical es el eje de las y.

Para los puntos situados fuera de esa paribola el radicando seria
negativo y las raices imaginarias, lo que significa que no pueden ser
alcanzados ‘con la velocidad inicial dada. Por esa razén, esa parabola
se denomina de seguridad.

.—.—~

~— e/l ' o : A X

Fig. 98.

En la figura 98 se han dibujado las trayectorias de cuerpos arroja-
dos con la misma velocidad inicial bajo diversos &ngulos; los puntos
A y A’ representan las posiciones en que pasan por la horizontal pro-
yectiles lanzados bajo direcciones situadas simétricamente con res-
pecto a la de 45°; la cuiva de puntos es la parabola de seguridad.

9. Influencia de la resistencia del aire. — En las deducciones
precedentes se ha prescindido de la presencia del aire, el cual opone una
resistencia al movimiento de los cuerpos.

En algunos textos se dice que dos cuerpos, uno «liviano» y otro «pe-
sado», caerian en el aire con velocidades iguales si tuviesen la misma
forma y tamaio exterior; lo que constituye un error muy conocido.

En efecto, lo dnico que puede afirmarse es que el aire opondria a
ambos la misma resistencia, que indicaremos con R. Si es P = mg el
peso de un cuerpo, la aceleracién a del movimiento de caida ests da-
da, seglin el principio de masa, por la expresién

P—R=ma o mg— R = ma [30]
y, por lo tanto,

a=g——> [31]
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de tal modo que el cuerpo més liviano caeria con una aceleracién me-

nor, pues le corresponde un valor mayor de P

En lo que se refiere a la dependencia de la resistencia del aire de la
velocidad del cuerpo que se mueve
A % en él, la experiencia ensefia, como
-se vera mas adelante, que, para pe-
queiias velocidades, esa resistencia

es proporcional a la velocidad.
Newton habia establecido - que
la resistencia era, para velocidades
no muy pequefias, proporcional al
, . ~y cuadrado de la velocidad. Determi-
200 300 400 3‘,’4’; naciones experimentales realizadas
Fig. 99. con los proyectiles de las armas de
guerra enseflan que puede repre-

sentarse la resistencia R al movimiento por la férmula
d

N 2
R = ar 1206 v [32].

donde 27 es el diAmetro del proyectil en metros y d la densidad del
aire en kilogramos. El valor del coeficiente .a depende, para un proyec-
til dado, de la velocidad,

es decir, es una funcién de = ¥
ella, que indicamos escri-
biendo @ = f (v). Para un y
proyectil Krupp, cuya al- 7
tura sea 1,3 veces su dia-
metro, es a = 0,014 para [ \& -
velocidades menores de 300 N\
metros; y a = 0,039 para
velocidades mayores de 400
m/seg. En la figura 99
esta represeatada la curvs

Fig. 100.

f( ) en funcién de la velocldad Para velocidades hasts 300 m/seg

f()

el factor 7.2~ es constante. Al rededor de los 340 metros por segun-

do, esto es, para una velocidad cercana a la del sonido, comianza a
depender, otra vez, de la velocidad; para grandes velacidades es cons-
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tante. En la figura 100 estan representadas la trayectoria real I de
un proyectil en el aire y la que tendria en el vacio representada por
la curva II. '

L N

, 10. Movimiento de un cuerpo en el caso que la resistencia
del medio es proporcional a la velocidad. — La experiencia ensefia
que para pequefias velocidades la resistencia del medio es proporeio-
nal a la velocidad. Eso sucede cualesquiera sea el medio en que se
mueve el cuerpo y la fuerza exterior que obra sobre éste. Abarca tanto
el caso del movimiento de un cuerpo en el aire bajo la accién de la
gravedad como el de ua i6n en el seno de un electrolito bajo la accién
de la fuerza eléctrica.

Si, como supbnemos, el cuerpo parte del reposo, en virtud de la
existencia de esa fuerza resistente, la fuerza exterior no incrementa su
velocidad indefinidamente, sino que ella crece hasta alcanzar un valor
méaximo que conserva y a partir del cual, por lo tanto, el movimien-
to es uniforme.

Si es m la masa del cuerpo, F la fuerza exterior y k la constante

.que multiplicada por la velocidad da la resistencia del medio, aquella
velocidad méxima o limite, que« representaremos con u;, estd dada
por la expresién

F
u = T y [33]

BN ,
*PRUEBA. — Si es m la masa del cuerpo, F la fuerza exterior y
F' = kv la resistencia que opone el medio al movimiento de aquel, se

tiene, de acuerdo con el principio de masa,

F——-kv=m%t)—a [34]

donde v es la velocidad y, por lo tanto, dv/dt la aceleracion. -
Transponiendo términos se obtiene:
dv - 1

F—kv T m at [35]

la cual por integracién da:

Ll —w =it [36]
k m
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donde C es una constante que permite satisfacer las condiciones ini-
ciales. Si para { = 0 es, como suponemos, » = 0, de la [36] resulta

_%zmuo. [37]

Introduciendo el valor de C en la [36] y tomando los niimeros en
lugar de los logaritmos resulta

- k
p = % [l—e—'ﬁt]- [38]

k
El término e~ m °, que es igual a la unidad para ¢t = 0, decrece rapi-

damente con el decrecer de t, de modo que transcurrido cierto tiem-
po su valor es despreciable con respecto a la unidad. El valor de v
alcanza, entonces, como dijimos, el valor limite

F
v = —k—' [39]

11. Influencia de una aceleraeion vertical sobre la presion
o traccion entre las masas. — A fin de que se comprenda clara-
‘mente la significacién de los principios de Newton discutiremos en
seguida algunos problemas sencillos, que son de importancia.
Supongamos, por ejemplo, que sobre el platillo
de una balanza de resorte situada en la cabina de un
ascensor se encuentra un cuerpo C de masa m. La
cabina tanto puede estar en reposo como en movi-
R miento uniforme o acelerado, hacia arriba o ha-
cia abajo. Preguntamos jqué relacién existe entre
C la indicacién de la balanza y el peso del cuerpo,
en los diferentes casos ?
] El problema se resuelve escribiendo la ecuacién de
} ) movimiento de la masa m. Su aceleracién es la de
A la cabina. Las fuerzas exteriores son el peso mg y
‘ la reaccibn R de la balanza que, por el principio
mg de la igualdad de la accién y de la reacciébn, es igual
a la presién que el cuerpo ejerce sobre ella, valor
que indica su aguja. Aquella reaccién es exterior
pues puede suponerse solo el cuerpo, substituyendo la cabina por esa
fuerza R que proviene de su presencia.

Fig. 101.
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Si el ascensor cae con la aceleracion a se tiene la ecuacién
mg — R = ma [40]
R=m(g—a). [41]

En cambio, si sube con esa misma aceleracién, es
mg—R = — ma. [42]

Si la aceleracién a es nula, si el ascensor esté en reposo o animado
de un movimiento uniforme, se tigne

R = mg, [43]

es decir, la fuerza con que avrieta la masa sobre la balanza es su pro-
pio peso; si en cambio existe una aceleracion a, esa fuerza disminuye
o aumenta en el valor ma, segin que la aceleraciéon tenga la direccién
de la fuerza. de gravedad o el sentido contrario. A esta causa se debe
el efecto desagradable que se experimenta si el ascensor se pone en
marcha bruscamente.

La fuerza R introducida es una fuerza exterior con respecto al cuer-
po para el cual se escribi6 la ecusciébn de Newton, pero interior con
‘respecto al sistema.

Lo mismo ocurre en la mecénica de los cuerpos continuos; si se
desea escribir la ecuacién de movimiento de cierta porciéon o elemen-
to del cuerpo, son fuerzas exteriores, ademés de la posible accién de
la gravedad, las acciones provenientes de la materia que lo rodea.

Si un cuerpo de masa m pende de una balanza de resorte o se en-
cuentra sobre su platillo, la indicacién de la misma da, pues, su peso
Unicamente si esté en reposo o animada de un movimiento uniforme;
la indicacién aumenta o disminuye en ma segin que el sistema suba
0 caiga con la aceleraciéon a.

Si la caida tiene la- aceleracion de la gravedad, esto es, si es ente-
ramente libre, la presién R entre las masas es nula.

Galileo tenia, en lo que se refiere a estos hechos, ideas exactas. Los
adictos a la escuela aristotélica sostenian que los cuerpos méas pesados
cafan con mayor velocidad_a causa de que las partes de arriba em-
pujaban a las de abajo. Galileo respondia a esta argumentacién di-
ciendo que si ello era asf, atando a un cuerpo pesado uno liviaao,
éste deberia retrasar la caida del otro; los cuerpos més pesados debe-
rian oger entonces més lentamente que los livianos.
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Esta contradicciéon se debe, decfa Galileo, a que la hipétesis'funda-
mental es falsa; una parte de un cuerpo que cae libremente no puede
por su peso, hacer presién sobre el resto.

Acabamos de ver que si el ascensor se mueve con movimiento
uniforme la balanza de resorte indica lo mismo que cuando est4 en
reposo, es decir el peso. Se manifiesta en este hecho lo que dijimos
al considerar el principio de inercia: de que mo era posible revelar el
movimiehto de un sistema cuando era rectilineo y uniforme por experi-
mentos mecdnicos realizados en él.

12. La balanza de Poggendorf. — Consideremos primeramente
una instalacién como la que indica la figura 102. Si las dos masas m;
y ms son iguales, el sistema est4 en reposo y la tensién L,del hilo es mg.
Si es my > my se produce un movimiento

L : ) acelerado; la masa m; baja, la m, sube.
@ La masa total en movimiento es m; + ms;
la fuerza actuante (m; — ms) g. Si'es a la
R R’ aceleracién del movimiento, se tiene, por lo
1 , 1 tanto, ‘
Dml [j m, (m—ms) g = (m + ma) a,  [44]
, L de donde resulta
m,q mog My — g
Fig. 102, a = m— g. [45]

Preguntemos ahora cuil es la tensién que soporta el hilo y cuéles
son las fuerzas que soportan los ejes de las poleas. Para esto, lo
mejor es escribir la ecuacién del movimiento correspondiente a cada
masa. Si consideramos la masa m; solamente, se puede substituir el
vinculo con la otra masa, que constituye el hilo, por la fuerza R;
las” fuerzas extel.'iores a my son, por consiguiente, mg y R. Se tiene,
por lo tanto,

mg—R =ma, [46]

pues la masa se mueve en la direccién de su peso con la acelera-
cién a. - |
Substituyendo en esta ecuaci6n el valor de a resulta para R el valor

2 my me

R=—— "~
'm1+ng

[47]
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De la misma maners la ecuacién de movimiento de la masa ms sera
R —myg = mea, [48]

si R’ es la fuerza proveniente de la existencia del vinculo con la otra
masa. Si se reemplaza a a por su valor, se obtiene para R’ el mismo
valor que para R, como exige el
principio de la igualdad de la
accién y de la reaccion. La ten-
sibn que soporta el hilo es, na-
turalmente, B = R’.

Pasemos ahora a determinar
las presiones qile soportan los

. m
ejes de las poleas. El problema ‘
se resuelve facilmente, ya que D L
las reacciones son las mismas -

o5 m; m,
que se manifiestan si, prescin- Fig' 108

diendo de las masas y maate-

niendo el hilo en reposo, tiramos de sus extremos con fuerzas iguales
a R = R, pues asi se tiene la tensién que realmente soporta el hilo
en virtud del movimiento de las masas m, y ms. Es evidente que los
dos ejes soportan fuerzas iguales a R.

Tengamos ahora una instalacién como la de la figura 103, que
constituye la llamada balanza de Poggendorf. El eje de la polea cen-
tral es el €je de rotaci6én de la balanza, de modo que las fuerzas que
él soporta no tienen ninguna influencia en el equilibrio, por cuanto
sus momentos son constantemente nulos.

Si las masas m; y ms estan en reposo, se cousigue el equilibrio, esto
es, la posicida horizontal, colocando en el platillo P una masa m = m.

Si es my; > my, el sistema de masas se mueve, cayendo del lado de
my con la aceleracién antes calculada.

La fuerza que actida sobre el eje de la polea 1 es

2 my me
R=——y9g, 49
pepm— [49]

de modo que la balanza sufre sobre el eje de la polex del extremo
esta fuerza R y sobre el eje del platillo la fuerza mayor m, g, lo que
significa que al ponerse el sistema de masas en movimiento, la ba-
lanza se levanta del lado de la polea extrema. Para restablecer el
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equilibrio, mientras el sistema estd en movimiento, hay que quitar
del platillo P un peso igual a

2 my Mo my (ml —_ mz)
T, = i 50
m1+ng my + me [50]

mg—

De manera idéntica puede calcularse lo que ocurre si es m; < ma.
.Sin ninguna dificultad puede discutirse también el caso propuesto por
Mach en que el hilo que une a las dos masas pasa solamente por la

garganta de la ?q!pa. extrema.

En todos lo ",:veﬁ:mplos considerados no se produce ninguna modi-
ficacién si las fnasas se mueven con movimiento uniforme, invariancia
contenida esencialmente en las ecuaciones de Newton.



TERCERA PARTE
UNIDADES

CAPITULO V

UNIDADES FUNDAMENTALES Y DERIVADAS. DIMENSIONES,
HOMOGENEIDAD. EQUIVALENCIA ENTRE DOS SISTEMAS

1. Generalidades. — Puesto que medir un grandor fisico es deter-
minar la relaci6n entre la maggitud dada y un grandor de la misma
especie que se elige como unidad, es evidente que para poder expre-
sar la medida de una longitud, de un tiempo, de una masa, etc., es
necesario establecer las unidades respectivas. Como unidad de me-
dida de un grandor fisico, puede elegirse un grandor cualquiera de la
misma, especie, con tal que sea invariable y se pueda reproducir exac-
tamente. Es claro que se podria fijar una unidad para cada especie
de grandores fisicos, y esto independientemente de las otras especies,
por ejemplo, una unidad para medir superficies, etc.

En muchos casos esto no es posible,es muy incémodo. Asi, por
ejemplo, seria muy diffcil, si no imposible, la fijacién -de unidades in-
variables de velocidad y aceleracién y la comparacién directa con
ellas de magnitudes de la misma clase.

Se puede afirmar por esto que un sistemas de mediciones existe,
desde que por medio de relaciones geométricas o fisicas se ha logrado
expresar las unidades de los grandores fisicos en funcién de algunas
pocas unidades fundamentales bien establecidas.

Esta claro que se pueden imaginar infinitos sistemas de medidas,
los cuales pueden diferir en algunos de los caracteres siguientes:

1° En el ntimero de las unidades fundamentales;

2°¢ Para el mismo ndmero, en las especies de los grandores elegidos;

3° Para una misma especie en la magnitud;

4° En las férmulas que defingn a las unidades derivadas.

109
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El Congreso de electricistas reunido en Parfs en 1891 acept6 el
sistema hoy universalmente usado, ideado por Gauss y propuesto, en
1863, por la Asociacién Britéanica. |

"Ese sistema, que establece como grandores fundamentales la lon-
gitud, el tiempo y la masa, se llama absoluto. Sus dimensiones son sus
propios simbolos: L = longitud; T = tiempo; M = masa. Esto se jus-
tifica, en cierto modo, por el hecho de que el espacio y el tiempo re-
presentan conceptos que existen a prior: en nuestra razén y la masa
se refiere a la propiedad aparente méas general que encontramos tan
pronto como nos ocupamos de la materia en su vinculaciéon con aqué-
llas. "

Las unidades de las otras magnitudes expresadas en funcién de és-
tas se denominan unidades derivadas. Asi, las unidades de velocidad
y aceleracion se derivan de las unidades de espacio y tiempo, puesto
que la unidad de velocidad es la de un mévil que recorre la unidad de
longitud en la, unidad de tiempo y la aceleracién la de un punto cuya
velocidad varia en una unidad en el mismo intervalo de tiempo.

La expresion que muestra en ™ forma una magnitud . resulta
expresada por las magnitudes fundamentales se denomina dimension,
segin se ha visto, a propdsito de la velocidad y la aceleracion, en el
parrafo 6 del capitulo. antérior.

2. Unidades fundamentales. — Se consideran como tales a ma-~
gnitudes invariables, arbitrariamente elegidas, con la que se compa-
ran los grandores fundamentales de la misma especie, es decir, espacio,
tiempo y masa.

La unidad de longitud es gI metro, la de tiempo el segundo, esto
es, la 86.400 ava parte del dia solar medio.

El concepto de masa est4 intimamente vinculado con el segundo
principio de la dintmica expresado por la relacién

F = ma

de tal manera que, aun cuando representa una magnitud fundamental,
la definicién de su unidad de medida est4 ligada a esa ecuacién.
En principio, lo -que corresponde es elegir una unidad para medir
la masa y deducir de ella la unidad derivada que corresponde a la
fuerza, teniendo presente que la aceleracién estd expresada, como se
ha visto, por las unidades de espacio y tiempo. Eso no obstante, se
emplea también otro camino para definit la unidad de masa: se de-
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fine, primeramente, la uridad de fuerza. Asi se tienen dos sistemas:
el prdctico y el absoluto.

A. SISTEMA TECNICO O PrACTICO. — En este sistema se elige comb
unidad fundamental a la fuerza, o, lo que es, equivalente al peso. Las
unidades usadas son:

De longitud . . . . . 1 metro (m)
De tiempo. . . . . . 1 segundo (seg) .
De fuerza . . . . . . el peso de un kilogramo a 45° de latitud.
bR fMASh . (? 806 Kilooporns. -
El kilogramo es el peso de una masa de platino depositada en los

archivos de pesas y medidas de Paris. Debié ser, segiin los designios
que se tuvieron al fundar el sistema métrico, igual al peso de un de-
cimetro cibico de agua destilada a 4° C de temperatura. Mediciones
posteriores han demostrado la existencia de una pequefia diferencia.

Como el peso de los cuerpos varfa con la latitud, es decir, la tierra
aplica diferente fuerza sobre el mismo cuerpo en los diversos lugares
de su superfieie, es que se ha elegido en la definicién de la unidad de
fuerza la latitud de 45°.

Definida la unidad de fuerza, resulta la de unidad de masa de la
relaci6n

La masa tendra el valor uno si es F = 9,806 kilogramos, pues g,
expresada en metros sobre segundos al cuadrado, tiene a 45° de la-
‘titud el valor 9,806 m/seg?. Entonces, en este sistema la unidad de
masa es la masa de 9,806 kilogramos.

B. SistemMa aABsoLuTo. SisTEMA C G S. — En éste se elige como
unidad fundamental a la masa. El sistema absoluto méas usado®es
aquel en que las unidades son:

De longitud . . . . . el centimetro (cm) _
De tiempo. . . . . . el segundo (seg) *
De masa . . . . . . la masa de un gramo (gr).

Es decir, la masa de un cuerpo cuyo peso es, por ejemplo, 100 gra-
mos, son 100 gramos-masa o simplemente 100 gramos. |

Este sistema se designa con el nombre de C G S, esto es, centi-
metro, gramo, segundo.
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La unidad de fuerza que le corresponde lleva el nombre de Dina
y es, por la ecuacion F = ma, una fuerza tal que actuando sobre un
gramo-masa le imprime una aceleracién de un centimetro sobre
segundo al cuadrado.

Como un gramo cag con una aceleracion de 980,6 cm/seg? a la la-
titud de 45°, quiere decir que la tierra aplica sobre un gramo una
fuerza, que es su peso, igual a 980,6 dinas. Segin esto, una dina es
igual al peso de 1,0198 miligramos y:

1 kilogramo peso = 980.600 dinas.

Puesto que la palabra gramo la usamos en diferente sentido, para
expresar una vez una masa, otra un peso, segin el sistema empleado,
diremos en lo sucesivo, para evitar confusiones, gramo-peso, kilogra-
mo-peso, si se trata de la unidad.de fuerza o peso en el sistema. téc-
nico y gramo o kilogramo solamente, si se irata de la masa en el sis-
tema absoluto. '

3. Unidades derivadas y dimensiones.— Son, como "se ha
visto, unidades fundamentales las de longitud, tiempo y masa. Las
unidades de otras magnitudes expiesadas en funciéon de aquéllas se
llaman unidades derivadas. Sus dimensiones se obtienen multiplicando
las dimensiones de las magnitudes que figuran en ellas.

De entre las unidades derivaaas se pueden mencionar las siguientes:

A. Arga, 8.— La unidad es el srea de un cuadrado cuyo lado tiene
un metro o un centimetro de lado, segin el sistema elegido.

La expresién que muestra cémo resulta expresada el area ea fun-
cién de la magnitud fundamental es:

S = L2, [1]

esto es, el cuadrado de una longitud 8s su dimensién, que se indica
encergando la letra representativa entre corchetes:

[S] = L.
En el sistema C G S seria:

[S] = em?. 111
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B. VoLuMEN, V.— Se tiene:

[V] = L3 [2]
[V] = ems. [2]

C. VeLocipaD, v.— Puesto que una velocidad resulta de dividir
un espacio por un tiempo, la unidad de velocidad, en un sistema cual-
quiera, ser4d la de un mévil que recorre la unidad de longitud en la
unidad de. tiempo. En el sistema C G S serfa el centimetro por se-
gundo.

La dimension de la velocidad es:

[0] = % = LT-. 3]

0, en el sistema C G' S
[v] = em seg™. [3']

D. AceELERACION, a.— Un cuerpo se mueve con la unidad de acele-
racién, si su velocidad varia constantemente en una unidad en la uni-
dad de tiempo.

Su dimensién es:

(a] = 2L =11 [4]

o en el sistema, centimetro, gramo seguhdo,
[a] = cm seg™. [4']

E. Fuerza, F.— La unidad en el sistema absoluto se denomina
Dina y es una fuerza tal que actuando sobre un gramo le imprime
una aceleracién de un centimetro sobre segundo al cuadrado.

Su dimensién es: '

[F] = MLT= [5]
[F] = cm gr seg™. [5°]

En ¥l sistema € G S el peso de un cuerpo se expresa en dinas y
se obtiene multiplicando su masa en gramos por el valor de la acele-
raciébn de la gravedad en centimetros sobre segundos al cuadrado.
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En La Plata el valor de la aceleracién seria, segin las determina-
ciones de Alessio, ¢ = 979,75, de tal modo que:

El peso de un gramo equivale a . . . . . 979,75 dinas
Y el de un kilogramo a . . . . . . . . . 979.750 dinas.

F. MomeNTO, M. — El momento unidad resulta de multiplicar la
unidad de fuerza por la unidad de distancia. Su dimensién es:

[M] = F.l = ML* T [6]

[M] = cm? gr seg™

4. Homogeneidad. — El concepto de dimensién fué establecido
por Fourier, pero su introduccién en las mediciones y la evidencia de
su utilidad proviene de trabajos de Maxwell y Jenkin, publicados en
1863 y 1873. Aquél justifica su empleo diciendo que una ecuacién
entre magnitudes dadas dice no solamente que los nimeros a que se
reducen ambos miembros .son iguales, sino, también, que son de la
misma especie. Esto es lo que se quiere significar cuando se dice que
en una ecuacion debe existir hombgenez’dad.

Asi, por ejemplo, cuando se dice que el espacio es igual a la mitad
del pwoducto de la aceleracién por el cuadrado del tiempo, no sélo se
significa igualdad numérica sino en especie. En efecto, asi resulta
pues es
1
5 0

e = {2

y recurriendo a las dimensiones se obtiene

[e] = = T = L, (7]

lo que prueba que el producto de una aceleracion por el cuadrado de
un tiempo es homogéneo ¢on una longitud.
En la expresion que liga el impulso con la cantidad de movimiento:

Ft =mp
se tiene

MLT2.T = MLT- [8]
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o que muestra que el producto de una fuerza por un tiempo es homo-
géneo con el de una masa por una velocidad. La dimensién, tanto del
impulso como de la cantidad de movimiento, es: '

[F-t] = [mw] = MLT [9]

[Ft] = [mv] = gr cm seg™. [9]

Se comprende asi que se puede utilizar el principio de homogeneidad
para comprobar la exactitud de una ecuacidén cualquiera obtenida
por razonamiento.

Lo mejor para dominar el uso de las ecuaciones de dimensién es
aplicarlo a casos concretos, lo que haremos a propésito de las leyes
que se vayan encontrando en nuestro estudio.

5. Equivalencia entre sistemas que difieren por la magnitud
de las unidades elegidas. — Se ha dicho que el sistema absoluto
més usado es aquel en el cual las unidades fundamentales son el'cen-
timetro, el segundo y el gramo, pero si se trata de expresar magnitudes
muy ‘grandes, es evidente la conveniencia de elegir otras unidades ma-
yores, por ejemplo, el metro, el segundo y el kilogramo o el kilémetro,
el segundo y la torelada.

Veamos de qué manera se pasa de un valor de una magnitud dada
expresada en ciertas unidades, a otro valor expresado con unidades
de diferente tamafo. | )

Sean L, T, M, los simbolos que representan el ntmero y la calidad
de una longitud, de un tiempo y de una masa. El valor de una canti-
dad cualquiera, S, tendrs, segin vimos, la forma:

S = Ly T8 My .

Si se eligen ahora unidades que sean A, T, p. veces mayores que las
precedentes, la longitud primitivamente expresada por L, estarad dada
L : T M

por L, == el tiempo por T, = 3y la masa por M, = o

Por lo tanto el grandor que primitivamente estaba expresado por
S, lo estara por la relacién
L= T8 Mr S

Sl = Lla TIB Mly = )\d Tﬁ p‘y = )\a TB p‘y [10]

0 sea por un ndmero A* tfp? veces menor.
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La nueva untdad derivada para medir ese grandor es, entonces,
e 78 ur veces mayor que la antigua, y se obtiene multiplicando esta
dltima por A% <f ur . )

Expresemos, por ejemplo, una fuerza en el sistema C G S, y luego
pasemos al sistema metro, kllogramo, segundo.

Se tiene para la fuerza

F = LMT-

y el ndmero que expresa la fuerza que actda sobre un kilogramo a
45° de latitud en el sistema C G 8, es:

F = 980.600 .

A

Si se toman las otras unidades mencionadas es:

A = 100 =1 uw = 1000
Yy por consiguiente

F F

Py = By - 100-1-2- 1000

= F.10  F; = 9,806

sera en el nuevo sistema el valor de la fuerza que actiia sobre un ki-
logramo. La unidad de fuerza en este sistema serfa una fuerza que
actuando sobre un kilogramo le imprimirfa una aceleracién de un

metro sobre segundo al cuadrado. .
74
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CUARTA PARTE
LA ENERGIA

CAPITULO VI

'EL TRABAJO. ENERGIA CINETICA.
CONSERVACION DE LA ENERGIA. PRINCIPIOS GENERALES
DE LA ESTATICA

A.— EL TRABAJO. ENERGfA cIN£TICA. CONSERVACION DE LA ENERGIA

1. Trabajo mecanico. — Se ha visto que aplicando una fuerza
sobre un cuerpo, o sobre un sistema de cuerpos, se puede modificar
su posicibn o la posicién relativa de las partes que lo constituyen.

La experiencia ensefia que por medio de las fuerzas es posible pro-
ducir los m4s variados cambios en el estado de los cuerpos. Asi, noso-
tros podemos comunicar una velocidad a un cuerpo que esti en
reposo, deformar una espiral, levantar un peso, calentar umr gas ence-
rrado en un cilindro, desplazando un pistén, o un cuerpo cualquiera
frotandolo con otro. '

En todos esos casos el punto de aplicacién de la fuerza ha cambis-
do de posicidén, recorriendo cierto camino. Si el punto de aplicacién.
queda en reposo no se pueden producir ninguna de esas u otras modi-
ficaciones, lo que sugiere la necesidad de que se fije la atencién no
solamente en la magnitud de la fuerza, sino también en el desplaza-
miento de su punto de aplicacién.

Se ha llegado asf a la introduccién de un concepto, que se designa
con el nombre de trabajo, en el que se considera la fuerza y el des-
plazamiento del punto en que se aplica.

Se dice que una fuerza hace trabajo sobre un cuerpo, si su -punto
de aplicacién se desplaza.
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En la vida diaria se usa la palabra trabajo para designar las més
variadas ocupaciones corporales e intelectuales, para las cuales mno
podemos concebir un método de comparacion.

En algunos casos, ello, es, sin embargo, posible. Si dos hombres,
por ejemplo, levantan, por medio de una polea, dos pesos iguales a
la misma altura, pensamos que hacen trabajos iguales, mientras que
si uno levanta un peso doble, decimos que su trabajo es doble.

Una definicién que est4d de acuerdo con nuestro sentimiento inte-
rior y que, como veremos, tiene un alcance extraordinario en la fisica
moderna, es la que fija su magnitud como proporcional a la fuerza y
al desplazamiento del punto de
aplicacién en la direccion de aqué-

iy ‘ lla.

VITTTT7777T7 77777 7777777 7777777777777 777777777777 7777777772 7772

Si la fuerza, que indicamos con
Fig. 104, .
. F, es constante y el desplazamien-
to, que designaremos con e, se realiza en su direccién (fig. 104), el
trabajo, que representamos con la letra 4, es

A =F.e, [1]

y para expresarlo por medio de un ntimero serad necesario elegir una
unidad de comparacién. En virtud de su definicién, el trabajo no de-
pende del tiempo que ha invertido la fuerza en pasar de una posi-
cién a otra. 4

La dimensién de un trabajo es, pues,

[A] = [Fe] = ML*T-2,

o, en el sistema C G S,

[A] = gr cm? seg2."

2. Unidades. — La unidad de trabajo en un sistema dado de me-
dida es el que ejecuta la unidad de fuerza cuando su punto de aplica-
cion se desplaza la unidad de longitud, paralelamente a su direccion.

En el sistema técnico, es el trabajo que realiza una fuerza de un
kilogramo si su punto de aplicacién se desplaza un metro, en la di-
reccion de aquélla. Recibe el nombre de kilogrdmetro y se indica es-
cribiendo kgm. .

+En el sistema absoluto, la unidad de trabajo es el que realiza una
dina si su punto de aplicacién se desplaza un centimetro. Se designa
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con el nombre de erg. Como el erg es una unidad muy pequefia, se
ha introducido, con el nombre de Joule, una unidad 107 veces mayor
La relacién entre un sistema y otro resulta facilmente. Es

1 kgm = 1000 gr X 100 cm
y como 1 gr = 980,6 dinas
1 kgm = 980,6-1000-100 = 9,806-10" erg = 9,806 Joule .

3. Definicion general de trabajo.— Puede ocurrir que la mag-
vitud de la fuerza varfe durante el desplazamiento y que ésta no goin-
cida en direccién con aquélla, por cuyo motivo serd necesario definir
el trabajo en forma méas general. |
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Fig. 105.

Asf, figura 105, un cuerpo puede ser movido sobre una plataforma
por una fuerza constante F que forma el dngulo « con la superficie
de aquélla. Sea 00’ el desplazamiento.

Segln su definicién, el trabajo est4 dado por el producto de la
fuerza F por el desplazamiento
que le es paralelo, es decir, por
la proyeccién de OO’ = e sobre
ella. Se tiene, pues,

A =F.e.cos a. [2]

Esto resulta también de la
consideraciéon dé que la com- Yig. 106.
ponente de la fuerza normal
al plano no contribuye en nada al desplazamiento del cuerpo sobre

él. Todo el efecto es debido a la fuerza:

F, = Fecosa [3]

paralela al camino recorrido.
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Si la fuerza, durante el.desplazamiento, que puede producirse so-
bre una linea A B cualquiera (fig. 106) varia de un puanto a otro,
dividimos la linea en elementos de longitud sumamente pequefos,
dentro de cada uno de los cuales aquélla puede ser considerada
constante, es decir, de magnitud y direccién invariable. El trabajo
total entre dos puntos A y B sera la suma de los trabajos elementales
correspondiente a cada diferencial ds de la linea.

Si en un elemento ds la fuerza es F y forma el 4ngulo « con la tan—
gente, el trabajo sobre €l es:

dA = Fdscosa = Fyds, [4]

si se indica con F; la componente de la fuerza tangencial a la linea,
en el elemento considerado, pues su valor es:

F, = F cos «. [5]
El trabajo total sera:
B
A =X F;ds [6]
A
0
B _ B
A =/ F cos a ds =/ F.ds [7]
A | A

que sers la definicibn més general del
trabajo.

El trabajo cque hace una fuerza es
positivo si el desplazamiento tiene su
Ty, 10ismo sentido, negativo si tiene sen-

Fig. 107. tido contrario. Por ejemplo, si se le-

vanta verticalmente un cuerpo de ma-

sa m aplicando una fuerza F, ésta hace un trabajo positivo mientras

que la fuerza que representa el peso, esto es, mg, hace un trabajo

negativo. No hay que confundir el trabajo de la fuerza F con el tra-

bajo de la gravedad, pues, en general, son diferentes como resulta
de la ecuaciéon

M-mmee—ee @ —m ==

F—mg = ma, [8]

donde a es la aceleracion del movimiento. Esta idltima considera-
cién se ha de precisar en uno de los préximos pérrafos.
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Supongamos que %l cuerpo de masa m es levantado desde la altura
A hasta la altura B, siguiendo la linea curva der dibujo (fig. 107). El
trabajo negativo que hace la fuerza de gravedad es la suma de los
trabajos elementales correspondientes a los elementos de la linea.

Para un elemento ds el trabajo que realiza la fuerza de gravedad,
cuya magaitud es mg, es

dA = mg cos a-ds = mgds’ [9]
pues se tiene

+ ds’ = ds-cos o [10]

y anilogamente para los demés elementos. El trabajo total entre A4
y B estard dado, pues, por la expresién

A = mgh, [11]

es decir, por el producto de la fuerza por el camino total recorrido ver-
ticalmente. ' .

El trabajo que efectia la fuerza de gravedad entre dos puntos cua-
lesquiera, no depende, entonces, del camino seguido para pasar de
uno a otro, sino, exclusivamente, de la posicién inicial y final.

4, Energia.—Puesto que todas las fuerzas que obran sobre los
cuerpos provienen de la accion de otros, de modo que si un cuerpo
ejecuta trabajo lo hace bajo la presién o traccion de otros, se puede
hablar, con toda propiedad, del trabajo que un cuerpo ejecuta sobre
otro. Asi, por ejemplo, el vapor hace trabajo sobre el pistén del ci-
lindro de una locomotora; los gases provenientes de una explosion
en los pistones del motor de un automévil; un peso que cae, o un re-
sorte tendido, mueven la maquinaria de un reloj, etc. Uno de los
cuerpos tiene siempre un papel activo, el otro uno pasivo.

La observacién atenta de esos fenémenos ensefia que un cuerpo
no puede jamas cumplir un trabajo sin sufrir cambios tales que lo ha-
cen cada vez menos capaz de seguir produciéndolo. Asi, un peso que
realiza un trabajo moviendo, por ejemplo, el mecanismo de un reloj,
cae, y a medida que se acerca al suelo va perdiendo la capacidad de
realizarlo, pues una vez en él no podré seguir moviéndolo; si es un
resorte el que produce la marcha, su tensién va desapareciendo y
con ello llegard un momento en que no podré realizar su trabajo.



— 122 —

Es, por otra parte, imposible que un cuerpo qué ha ejecutado trabajo
durante cierto tiempo vuelva por st mismo al estado que tenia al comen-
zarlo; pues si después de ejecutar o, como se dice, entregar trabajo,
retornase a su estado primitivo, se podria obtener de ¢l trabajo en
caatidades tan grandes como se quisiera sin consumir nada. La expe-
riencia ensefia que tal «perpetuum mobile» es imposible.

Se puede afirmar que en todos los casos un cuerpo puede realizar
solamente una cantidad limitada de trabajo. Todo cuerpo en un estado
determinado posee cierta capacidad de trabajo que se denomina su ener-
gia. Si el cuerpo ejecuta trabajo, su energia disminuye en una canti-
dad medida por el trabajo realizado.

5. Energia cinética. — El trabajo que es capaz de producir un
cuerpo en virtud de su estado de movimiento se denomina su en¥rgia
cinética. E1 hombre aprovecha, por ejemplo, el movimieato del agua
para producir trabajo movieado molinos 0 méaquinas hidroleléctricas,
y el movimiento del aire para impulsar navios o elevar el agua a cier-
ta altura. Un tren en movimiento requiere una accién enérgica de los
frenos para ser detenido; la energia del movimiento se coasume en el
trabajo que representa la friccibn de aquellos y en la de las ruedas
sobre los rieles.

Por otra parte, el estado de movimieato de un cuerpo no se modi-
fica si no actia una fuerza sobre él, de suerte que si el estado de mo-
vimiento de ua cuerpo sufre uan cambio, el cuerpo ha gastado tra-
bajo en contra de fuerzas exteriores o fuerzas exteriores han hecho
trabajo sobre él. '

Supoagamos, por ejemplo, que la velocidad de un cuerpo de masa
m pasa de la velocidad » a la velocidad mayor ». Es claro que ha
actuado sobre él una fuerza, que puede supouerse .constante en el
intervalo considerado. Si se indica con a la aceleracién del movi-
mie:ito, el espacio e recorrido entre los dos instantes a los cuales co-
rresponden las velocidades v y v; estd dado por la expresion.

1)12 — ?)2

2a

=€, [12]
que resulta, facilmente, eliminaado el tiempo entre las conocidas
relaciones

v =0 4 at

e = vt + —;—- at?.
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Si se multiplican dmbos miembros de la [12] por la masa m se
obtiene, por una simple transposicién de términos,
1 1

_§- mvﬁ—-? mv?: = mae = F X e= Trabajo, [13]

pues la fuerza F es igual a la masa m por la aceleraclon a. La [13]
da el quantum del trabajo realizado por la fuerza F sobre el cuer-
po. Analogamente, si el movimiento es retardado, la fuerza F se
opone al desplazamiento, es decir, el cuerpo gasta trabajo en con-
tra de la fuerza exterior F' y ese trabajo es numéricamente igual a

1 1
5 my? — 5 Mot [14]
El cuerpo puede seguir entregando trabajo hasta que sea v; =
Por lo tanto, es

) T = % mu? ; [15]

la medida del trabajo total almacenado en forma de energia de movi-
miento en un cuer@® de masa m, animado de la velocidad v de tras-
lacién. Esa energia de movimiento se designa con el nombre de ener-
gla cinética.

Ese resultado, que est4 'contenido en la ‘[13], se expresa, de una
mahera general, diciendo: La variacion de la energia cinética de un
cuerpo es igual al trabajo de las fuerzas extertores. Si el trabajo es po-
sitivo 1a energia cinética aumenta; si es negativo disminuye.

Si‘durante todo el recorrido efectuado por el cuerpo, la fuerza ex-
terior no ha sid0 constante, ®s menester dividirlo en caminos ele-
mentales ds, dentro de los cuales se puede considerar constante la
fuerza. Es claro que la variacién de la energia cinética sera igual a
la suma de esos fra,bajos elementales, es decir:

1 B
Lo o — ) =/ F, ds, [16]
2 A

donde A y B indican la posicién inicial y final sobre la’ linea en que
se ha movido el cuerpo y F; la componente tangencial de la fuerza.

Si un cuerpo cae bajo la accidn exclusiva de la gravedad, el au-
mentqgde la energia cinética es igual al trabajo que gasta esa fuerza
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En efecto, si parte del reposo, la velocidad que adquiere después de
haber recorrido el camino vertical e sers:

0?2 = 2 ge [17]
de donde
1

—2-—mv2=mge=Pe,- [18]
siendo P = mg el peso del cuerpo y, por lo tanto, Pe el trabajo de la
fuerza de gravedad.

Consideremos nuevamente el caso en que se levanta un cuerpo de
masa m sobre la linea vertical. Para ello es menester aplicar una
fuerza F S mg y debe ser F — mg = ma si es a la aceleracién del
movimiento. Es decir, la fuerza exterior total es F — mg y, por lo
tanto, el trabajo total de esta fuerza entre dos posiciones A y B si-
tuadas sobre esa vertical es, por la [16]:

B ) ]_
/ (F — mg) ds = — m (vg? — v4?), [19]
4 2 ~

si es vp la velocidad en el punto B y v4 la velocidad en el punto A.
Como el peso mg del cuerpo es constante, si la distancia entre los
puntos es h, resulta

/BFds =mgh+lm(032—v42), [20]
A 2

ecuacion que nos muestra que el trabajo que es menester gastar para
mover un cuerpo en contra de la accién de la gravedad desde una po-
sicion A hasta otra B es igual al trabajo de la fuerza de gravedad en-
tre los mismos puntos més la variacién de la energia cinética. El
trabajo de la fuerza F sers, en total, igual al trabajo de la fuerza de
gravedad si la velocidad es la misma en ambos puntos.

6. Energia potencial. — Si se levanta un cuerpo de masa m de
una posicién A a otra B, entre las cuales existe la distancia vertical &,
debemos gastar, segin se ha visto, el trabajo mgh. Si el cuerpo cae
después libremente, recorriendo el camino h en seatido contrario, al-
macena una energia cinética que es precisamente igual a. mgh. Si el
cuerpo hubiese quedado indefinidamente en reposo en la positién B,
esta energia no se habria puesto de manifiesto. El trabajo gastado
para -llevarlo de una posicién a otra queda almacenado hgjo una
nueva forma, que no se manifiesta en movimiento sino en e] gambio



de posicion con respecto a la tierra. Esta nueva forma de energia se
llama energia potencial o de posicion. Si se lanza un cuerpo de masa
m verticalmente hacia arriba coa la velocidad inicial v, de modo que
quede sometido exclusivamente a la fuerza de gravedad, &4 energia
cinética disminuye coatinuamente a medida que sube; para la altura
méxima la velocidad es cero y la energia cinética ha desaparecido
totalmente. El quantum de energia existente primitivamente en el
cuerpo, bajo forma de energia cinética, no ha dejado de existir, sino
que ha tomado otra forma proveniente del cambio de posicién con
respecto a la tierra, pues durante la caida adquiere nuevamente, en
cada uno de los puatos, la misma velocidad, en sentido contrario, que
la que llevaba duraate la subida, es decir, aparece otra vez en cada
posicién el mismo quantum de energia cinética.

Puesto que la variacioa de la energia potencial entre dos posicio-
nes es igual al trabajo que se pone en juego durante el pasaje de una
posicion a otra, es claro que, durante el movimiento del cuerpo, la
suma de las energia potencial y cinética es constante, pues el au-
mento de energia potencial durante la subida sera igual a la dismi-
nucion de la eanergia cinética, y viceversa durante la cafda.

Esto puede formularse matematicamente como sigue, considerando
los cambios de posicién con respecto a la superficie de la tierra.

Supongamos que un cuerpo de masa m cae desde la posicién A, si-
tuada a la altura h. Si es v la velocidad que tie-
ne en la posiciéon B situada a la distancia verti- .

N
cal e de 4 (fig. 108) se tiene i
! ¢
= my: = mge [21] i

|
<
I
|
|

y sumando a ambos miembros el término mgh, es-
cribiendo ademés la ecuacién en otra forma,

% mv? + mg (h— e) = mgh, [22]

donde mgh es la energia total que bajo la forma
de energia potencial posee el cuerpo supuesto en reposo en la posi-
cion A; 1/2 mv* la energia cinética en la posicion B 'y mg (h — ¢€) la
energia poteacial que correspoade a la misma posicidn.

Como el punto B puede ser cualquiera, se sigue que, durante todo
el movimiento, la suma de la energia poteacial y cinética es constante
e iguaf a la eanergia del cuerpo.
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Ese resultado no es una consecuencia de las definiciones sino de
la naturaleza de la fuerza de gravedad. La accién de la tierra sobre
un cuerpo, supuesto en un instante en una posicién cualquiera, no de-
pende ni de la magnitud ni de la direccion de la velocidad con que el
cuerpo' pueda estar animado en ese momento, ni del instante de tiem-
po en que '‘ocupa el cuerpo esa posicién; la fuerza es funcién exclusiva
de la posicién, y por esta causa el cugrpo retoma, en todas las posi-
ciones, durante la caida, la misma vélocidad que durante la subida.

Si la fuerza dependiese, por ejemplo, de la velocidad o del tiempo,
es evidente que las velocidades durante la caida serfan diferentes
que durante la subida.
~ Entonces la constancia. de la suma de las energias cinética y po-
-tencial durante el movimiento de un cuerpo sometido a la accién ex-
clusiva de la gravedad es consecuencia del hecho experimental de que la
Juerza depende exclusivamente de la posicion relativa, esto es, de la con-
figuraciéon. Solamente en este caso el trabajo que gastan las fuerzas
durante el pasaje de una posiciéon a otra no depende del camino ni de
la manera como se realice el cambio.

Sistemas semejantes se llaman conservativos y las
fuerzas, fuerzas conservativas.

7. Energia de deformacion elastica. — En una
balanza de resorte (fig. 109) la ekperiencia ensefla que
las longitudes de la espiral que se observan cargando
la balanza paulatinamente hasta. una carga P son
iguales a las que se observan para’ los mismos pesos
cuando se la descarga.

Si el alargamiento total para la carga P es e, es claro
que las fuerzas de gravedad han hecho sobre la espiral
el trabajo

é %Pe, [23]

pues durante el camino ¢ la carga ha variado desde G

Fig. 109. hasta P y los alargamientos son proporcionales a los
pesos. ‘ |

Como por la observagién antes referida el fenémeno es jnvertible,

es decir, retirando los mismos pesos, se recorren los mismos caminos

en sc_antido contrario, es evidente que el trabajo gastado habfa queda-

do almacenado en forma de energfa de deformacién elastica o po-
tencial, puesto que depende solamente de la iongitud ‘de la @spiral.

—IF
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Segin esto, un sistema formado por una espiral elastica de la que
pende un peso P, esto es, un cuerpo sometido exclusivamente a la
accién de la gravedad, es un sistema conservativo y, por lo tanto, la
suma de la energfa cinética y potencial debe ser constante.

La eneygia potencial aparece en forma de energia potencial de la
gravitacién y en energia potencial elastica de la espiral.

Consideremos, para més claridad, el siguiente caso: supongamos .
que se han suspeodido de un espiral dos masas m;.y m: que forman
en conjunto la masa m (fig. 110); si el desplazamiento total es A y si
el sistema estd en reposo en la posicién B, la )
energia total almacenada es la energia elastica _JA_

1 .
5 mgh . [24]

Si se desprende la masa inferior de modo-que
quede solamente la superior, cuya masa es my,
el resorte le comunicard un movimiento hacia
arriba.

Si cuando la masa m; pasa por la posicién C
va animada de la velocidad v, su energfa cinética
ha aumentado en 1/2 m;v?%; si el camino recorrido
entre By C es ¢, la energia potencial de gravedad
ha aumentado en m; ge; en cambio, en el resorte no queda almacenada
més energia potericial que la que corresponde a su alargamiento en-
tre A y C. Esta energia puede calcularse facilmente, pues el alarga-
miento es proporcional al peso y, por lo tanto, si el peso (my + ms)
g = mg determind el alargamiento k, para producir un alargamiento
h — e es necesario un peso:

B S
!

Fig. 110.

h—e

2 [25]

mg -

¥, por lo tanto, el trabajo almacenado en forma de deformacién elas-
tica en la posicign C es

1 (h — e)? ‘

Se tiene, por consiguiente, para la posicién C, la siguiente expre-
sibn
(h—e)? 1

(111)2 + myge + —= mg—h—— = ?mgh'. [27']
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Es decir, en-la posicién C, de la energia total almacenada en forma
de energia potencial del resorte, parte se ha convertido en energia
cinética y potencial gravitacional de la masa my; y el resto se encuen-
tra en forma de energia potencial elastica.

Lo mismo hubiese sido llevar directamente a la masa m,, por una
tracci6on con la mano, hasta la posicibn B y abandonarla luego a la
accion del resorte.

Con la ecuacién 27 se puede discutir el movimiento de la masa ;.
Si la masa estuviese substraida a la accién de la gravedad, como ocu-
rre en el caso que representa la figura 111, doade se supone-que una
masa esférica puede deslizarse sin roce sobre uina barra metélica
cilindrica, llevandola de la posicion A
a la posicion B se almacena una provi-
sibn de trabajo, en forma de energia
elastica, que debe conservarse si se aban-
dona la masa a si misma; ea todo mo-
mento no existira mas energia que la cinética de la masa y la potencial
del resorte.

En los relojes, daadoles cuerda,-se almacena, ea uaa espiral
elastica, cierta provision de energia que se va coansumiendo lenta-
mente en el trabajo que requiere el movimiento de todo mecanis-
mo.’

En una barra elastica también sé. puede almacenar, por flexidn,
energia potencial, la cual puede convertirse en erfergia cinética, co-
mo ocurre, por ejemplo, en el arrojamiento de la flecha.

Fig. 111.

'8, Desaparicion de la energia cinética por choque y por roce.
— Si un cuerpo cae libremente desde cierta altura, el trabajo de la
fuerza de gravedad se convierte en energfa cinética; si se trata de una
substancia plastica, plomo, por ejemplo, y cae sobre un cuerpo rigiao
situado en el suelo, pierde por el choque su energia cingtica y se obser-
va en €l un aumento de temperatura, esto es, la apariciéon de cierta
cantidad de calor. La energia cinética de un tren desaparece merced
al roce que determinaa los frenos, en los cuales se produce una nota-
ble elevacion de temperatura; durante la caida de un bélido el roce
en el aire produce su calentamiento y el calor que asi aparece es a
costa del trabajo de la fuerza de gravitacién; si no hubiese aire, no
existirfa ninguna fuerza que se opusiese al movimiento y todo el tra-
bajo se manifestaria en un aumento de energia cinética y la acele-
racidn del movimiento seria la de la caida en el vacio.
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La experieacia ensefia que siempre que aparece calor, seconsuime,
como en los ejemplos enumerados, o energfa cinética o energia poten-
cial; en términos generales, se consume trabajo.

Entre la cantidad de trabajo desaparecido y la cantidad de calor
producido existe una relacién constante, que se llama el equivalente
mecdnico del calor, equivalente que se ha determinado cuidadosa-
mente, segin hemos de ver, por muy diversos ‘procedimientos.

Reciprocamente, puede utilizarse el calor para producir traba-
jo y esta conversién sigue, naturalmente, la misma equivalencia.

Adem4s de ese principio de equivalencia, los procesos en que se
convierte calor en trabajo est4n regidos por otro principio que es de
gran significacién en la naturaleza y del cual nos hemos de ocupar
en la teorfa del calor.

9. El principio de conservacién de la energia. — Conocemos
hasta ahora tres clases de energia: energia cinética, energia potencial
y calor, las cuales equivalen a trabajo. Existen todavia otras formas
de energia, tales como la energia eléctrica, la energia quimica, etc. En
todos los casos, la experiencia muestra que si desaparece un quantum
de una clase de energia, aumenta el quantum de las otras energias y
viceversa, existiendo entre cada dos formas una relacién mvariable de
equivalencia. El trabajo mecanico, por ejemplo, puede convertirse
en eoergia eléctrica y ésta a su vez en calor en un hilo, y este calor
mantiene con el trabajo originario la misma relacién de equivalencia
que para la transformacion directa.

La descomposicién de 18 gramos de agua en sus elementos oxigeno
e hidrégeno requiere un gasto de trabajo eléctrico que equivale a
68.400 calorias, y este ntimero de calorfas, precisamente, se poné en
libertad si se obtienen, por combinacién de los'elementos, otra vez
los 18 gramos de agua. La energia cambia, pues, de forma y pasa de
un cuerpo a olro pero se conserva.

Si se considera un sistema aislado, esto es, un sistema tal que no
pueda entregar ni recibir trabajo del exterior, el principio de con-
servacién de la energia exige que si una de las formas de la energia
aumenta, la suma de las otras disminuya en una cantidad equiva-
lente. .

En los sistemas conservativos aparecen sélo dos formas de ener-
gla: la energfa potencial y la energia cinética; su suma sera, por lo
tanto, constante.
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10. Exdérimentos. — Muy ilustrativas son las siguientes expe-
riencias. Dos esferas de marfil de igual tamafio, A y B, cuelgan de dos
hilos verticales, figura 112, de la misma longitud, estando en con-
tacto mientras se encuentran en reposo. Si se deja caer a una de ellas
la A, por ejemplo, desde la altura &, al chocar con la otra se detiene,
lo que significa que le ha entregado toda su energfa cinética. '

2 $

.....

La B llega a la misma altura h del otro lado, lo que prueba que la
energia cinética de la esfera A era equivalente al trabajo que hace
la gravedad mientras aquélla recorre el camino vertical h. ,

Si B no hubiera esta-
do alli, A misma hubie-
se alcanzado la altura h.
Este es el caso del pén-
dulo, cuyo movimiento

es una continua trans-
B R e il Wit Anily .
0 ‘ / formacion de energia
/

\ - potencial en cinética y

S reciprocamente. En la

.. e ---"4 posicibn extrema toda

' la energia es potencial,

Fig. 118. en la posicién més baja

toda la energia es ciné-

tica. Si el sistema fuera puramente mecanico y estuviese aislado,
esto es, si no hubiese produccién de calor por roce y cesién de energia
al aire puesto en movimiento, el péndulo se moverfa indefinidamente.
Una experiencia interesante es la del péndulo de Galileo. Un péu;
dulo es soltado, figura 113, desde una altura A; el hil!o> encuentra un
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obstéculo O, pero la masa alcanza, no obstante, igual altfa del otro
lado.

B. — PRINCIPIOS GENERALES DE LA ESTATICA

11. Condicion y clases de equilibrio.— En la primera parte
del libro, dedicado al estudio del equilibrio de las fuerzas, se ha consi-
derado, implicitamente, como caracteristico de ese estado el reposo
del cuerpo sobre el cual se suponian aplicadas.

Dinémicamente hablando, el equilibrio de.un sistema de fuerzas se
manifiesta en la falta de aceleracién del movimiento del punto mate-
rial sobre el cual se aplican, pues de acuerdo con el principio de su-
perposicidn, consecuencia del principio de masa, la resultante de esas
fuerzas es, en tal caso, cero.

Es claro, entonces, que la condicién general de equilibrio se enun-
ciarfa diciendo: Un sistema de n fuerzas que actian sobre un cuerpo
estdn en equilibrio st no determinan una aceleracién en él.

Si el punto material estaba primitivamente en reposo, lo seguiré
estando; si estaba en movimiento, éste se conservars invariado y su
energia cinética permanecerid constante.

En un sistema conservativo, la energfa total es la suma de la ener-
gia potencial, que indicaremos con U, y de la energia cinética, que
representaremos con ‘7', de tal manera que se tiene en todo momento:

U+ T = const, [28]

Yy no podra existir ningiin cambio que no consista en una variacién
de una de ellas y en una igual y opuesta de la otra.
Si la condicién de equilibrio est4 dada por una ausencia de acele-

racion, es decir, por la constan-
cia de la energia cinética, resul-
ta que las fuerzas pueden estar
en equilibrio tnicamente en lu-
gares donde la energia potencial
U es constartte, es decir, donde Fig. 114.
U no varia.
Asf, si un cuerpo esta sobre una superficie, podra estar en reposo
Unicamente en los lugares donde el potencial ® es méximo o minimo.
Por ejemplo, un cuerpo sometido a la acci6n de la gravedad y
obligado a estar sobre una superficie (fig. 114) cuyos puntos estin a




diferente altura de un plano horizontal, puede estar en reposo Unica-
mente en A o en B, pues tanto en uno como en otro lugar, la altura,
y, por lo tanto, el potencial, permanece constante dentro de una pe-
quefla region.

Existe, empero, una diferencia esencial entre uno y otro caso. Su-
pongamos que el punto esté en equilibrio en una posicién para la
cual la energia potencial es minima, como la B, por ejemplo. Apar-
temos al punto por un pequefio golpe de su posiciba B. Como al
apartarse de B la energia potencial aumenta, la energia cinética que
le comunicamos se consumir por el aumento de aquella y el punto
alcanzara una posicién como la P’. Como en P’ no se cumple la condi-
cion de equilibrio el punto material comenzari otra vez a moverse
y lo hara hacia B, pues'la, energfa cinética que aparece debe produ-
cir una diminucién de la potencial; en B posee una energia cinética
que le permite continuar su movimiento hasta el punto P”, en el
cual toda ella se ha convertido en potencial; luego, por considera-
ciones como las de antes, debe volver hacia B y asi siguiendo.

Si no hubiese roce, este movimiento oscilatorio continuarfa indefi-
nidamente; debido a la existencia de frotamiento, las oscilaciones se
amortiguan hasta desaparecer y, finalmente, el punto queda en repo-
so en B. |

Ese estado de equilibrio que sufre por un apartamiento selamente
perturbaciones pasajeras se denomi-
na estable. .

Si en cambio el punto estuviese en
una posiciéon para la cual la energia
- F’““\v,,«, """ M "=~ potencial es un maximo, como en A4,
G un apartamiento significa una dismi-
nucién continua de energia potencial
¥, por lo tanto, un aumento continuo
") ‘ -1 de energia cinética. El punto se ale-

Fig. 115, jarfa mas y mas de A. En este caso se

‘ dice que el equilibrio es inestable. De

este mismo caracter es el equilibrio en lugares en los que la superficie
tiene la forma de una silla de montar.

Si la energia potencial no se modifica por un desplazamiento, se
habla de equilibrio indiferente.

Un cuerpo suspendido estar4 en equilibrio cuando su centro de
gravedad esté sobre la vertical que pasa por el punto de suspension;
seri estable si estd debajo, inestable si estd arriba.
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Si la suspensién se hace en el centro mismo de gravedad, el equi-
librio ser indiferente.

Uan cubo sobre una mesa estara en equilibrio estable si esta en la
posicién del dibujo (fig. 115); si se le gi-
ra al rededor de las aristas A o B el cen-
tro de gravedad describira una curva

como la de puntos. El equilibrio sera in- I P
estable si G esté en uno cualquiera de los Gy----- R
puntos M. p

12. Estabilidad de un cuerpo apoya-
do.— Diramicamente se define a la esta-
bilidad de un cuerpo apoyado como el
trabajo que hay que gastar para llevarlo hasta una posicion desde la
cual deja de volver por si mismo a la posicién de equilibrio.

En el caso de un paralelepipedo (fig. 116), ese irabajo es igual
al necesario para llevar el centro de gravedad hasta la posicion M.

Si la masa del cuerpo es m, ese trabajo es:

Fig. 116,

o también 2= Ve
A = mg (GA — AR) (30]
A=mg (VB +c—h). [31]

Si la altura h del centro de gravedad es grande con respecto a c, es:

- 2 c2 ,
y, por lo tanto, la estabilidad

[33]

Es claro que la estabilidad depende del canto que se considera

para la giraci6n.
Para un muro de altura a, longitud I y espesor ¢ se tiene:

e .

a | _
h=§- y C= 5 m = ael-p,
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donde se indica con p la densidad del material. La estabilidad seré:

T = 94-‘7 &1, [34]

es decir, proporcional al cubo del espesor ¢ y a la longitud I.

13. El principio de los trabajos virtuales. — Se ha visto que
un sistema de fuerzas aplicadas a un punto material se encuentra en
equilibrio si no determina en él un movimiento acelerado, es decir,
si no producen una variacién de su energia cinética. De aqui resulta
que si las fuerzas se equilibran, la suma de sus trabajos debe ser nula.
Si las fuerzas cambian de valor con el cambio de posiciéon del punto,
los lugares donde el punto puede encontrarse en equilibrio, resultan
de la propiedad enunciada.

Si el punto se encuentra en reposo, esto es, en un lugar de equili-
brio, no existen desplazamientos reales; la condicién de equilibrio se
deduce imaginando que el punto cumple ciertos desplazamientos
que, por ser imaginados y no reales, se llaman wvirtuales. El punto se
encontrarsd en equilibrio dnicamente en aquellos lugares donde la
suma de los trabajos de las fuerzas para esos desplazamientos imagi-
nados sea nula, o, en otras palabras, cuando la suma de los irabajos
virtuales es cero. Si, como en el caso del parrafo anterior, un punto
material se mueve sin roce sobre una superficie, bajo la accién de la
gravedad, son fuerzas exteriores no sélo el peso sino también la reac-
ciéon normal de la superficie. Los desplazamientos son entonces nor-
males a la reacci6n y el trabajo de esta fuerza es, para cualquier des-
plazamiento sobre la superficie, nulo; los lugares de equilibrio serén,
entonces, aquellos para los cuales el trabajo virtual del peso se anule
y esto sblo puede ocurrir en lugares donde la fuerza de gravedad sea
normal a los desplazamientos virtuales, esto es, en los lugares don-
de la superficie tiene como plano tangente, un plano horizontal.

Estos resultados se pueden generalizar en seguida al caso de un sis-
tema de puntos materiales o cuerpos que estan unidos rigidamente en-
tre si, o, por lo menos, ligados por medio de hilos rigidos inextensibles.
Son fuerzas exteriores a cada uno de los puntos, no sélo las exterio-
res al sistema, sino las provenientes de las reacciones de los otros
puntos y de las superficies con las que pueden estar en contacto.

Consideremos, por ejemplo, figura 117, un sistema formado por dos
cuerpos, A y B, de pesos P; y P, respectivamente, unidos por un
hilo inextensible. Los cuerpos se encuentran, respectivame nte, sobre
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dos planos que forman los 4ngulos « y @ con la horizontal; el hilo de
unién pase por la garganta de una polea situada de tal manera que
los tramos del hilo sean respectivamente paralelos a los dos planos.
Se pregunta: cual es la con--
dicién de equilibrio del sis-
tema, bajo la suposicién de
que ho existan fuerzas debi-
das al roce.

Hasta ahora conocemos
solamente la condicién de
equilibrio de un punto ma-
terial; debemos formular en- Fig. 117,
tonces la condicién de equi-
librio que‘corresponde a cada uno de los puntos 4 y B. Por el principio
de la igualdad de la accién y de la reaccién, la fuerza que B aplica so-
bre A, por el hilo, es igual a la que A le aplica a su vez; esas fuerzas
se han indicado con T'.'Son fuerzas exteriores a A, el peso P; la reac-
ciéon N; del plano y la tensién T; las fuerzas exteriores de B son el
peso P; la reaccién N, y la tensién 7.

Si imaginamos que A sufre un desplazamiento virtual igual a ey,
B sufre un desplazamiento virtual igual.

La condicién de equilibrio para 4 es que sea

Piegsena—Te =0, [35]

pues el trabajo de N; es cero y el desplazamiento paralelo a P, es
€1 sen «.
Al mismo tiempo debe encontrarse B en equilibrio y eso requiere
que sea
— Pyeysen B+ Te =0, [36]

de donde resulta, como condicién de equlibrio para el -sistema

Pies sen a— Paey sen = 0. [37]

Se ve, pues, que en la condicién de equilibrio del sistema no figu-
ran nada més ‘que los trabajos de las fuerzas exteriores a él y no fi-
figuran los trabajos de las fuerzas de reaccién entre los puntos. Lo
mismo ocurre si se trata de cuerpos rigidos que permanecen conti-
nuamente en contacto. |
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Esto puede generalizarse sin dificultad al caso de un nimero cual-
quiera de cuerpos rigidamente unidos.

Sin entrar en mayores consideraciones, que no corresponden a
la naturaleza de este libro, sen-
taremos como condicién gene-
ral de equilibrio la siguiente:
Un sistema de cuerpos se en-
‘cuenltra en equilibrio, 8t la su-
ma de los trabajos virtudles de
las fuerzas que le son exteriores
es nula. Es claro que conside-
raremos como desplazamientos virtuales solamente los que son com-
patibles con los vinculos.

A fin de ilustrar est¢ principio haremos algunas aplicaciones a las
maquinas simples. ’

Fig. 118.

14. Aplicaciones. — A. PaLaNcA. — Supongamos (fig. 118) que
las fuerzas F; y F. aplicadas en los puntos A y B se equilibran e ima-
ginemos que la palanca gira en un 4ngulo d 0 infinitamente pequefio.

Los desplazamientos virtuales de las fuerzas son, respectivamente:

AA’ = xd0 BB’ = yd®

y la suma de los trabajos virtuales es:

ledﬂ——FzydO = 0,

pues BB’ es recorrido en sentido contrario al
de la fuerza.

Resulta, j)or lo tanto, para la condicién de
equilibrio:

F 1 X = F 2y,
| a
que es el teorema ya conocido de los mo-

mentos. Fig. 119.

Hemos supuesto, implicitamente, que la
barra no tiene peso. En el caso real hay que considerar una fuerza
igual al peso del cuerpo aplicado en el centro de gravedad del mis-
mo, seglin lo hemos hecho notar en otra oportunidad.

B. Torno. — El cago del torno (fig. 119) es enteramente semejan-
te; un peso R est4 suspendido de una cuerda que se arrolla en un
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&rbol horizontal cilindrico de radio r; su desplazamiento se produce
tirando con una fuerza P, por ejemplo, de olra cuerda arrollada so-
bre otro &rbol del radio r, > r.

Si P y R estan en equilibrio, para una giracién virtual d8 se tiene

R.-rid6— P.rod8 = 0
de donde

R.ry = P.ry,
>
es decir, los momentos de
las fuerzas con respecto al )
eje de giracién son iguales y « R
de sentido contrario. 7 Fig. 120.

C. PLANO INCLINADO Y cUNA.-— En el plano inclinado. las fuerzas
son B y P (fig. 120). Si se produce un desplazamiento virtual del
cuerpo, el punto de aplicacién de P se mueve paralelamente a la
fﬁérza_ en el camino virtual 0O0’, y el punto de aplicaciéon de R en
el camino BO’ que le es paralelo. Por
lo tanto, se tiene:

P.00' = R.BO' [1]

y por la semejanza de los triangulos
OO’ B y el del plano inclinado de al-
tura a y longitud ! se tieae:

P.l = R-a, . [2]

igualdad ya deducida. °

En la cuila (fig. 121), si se produce
un desplazamiento virtual O0’, paralelo
‘a P, se produce al mismo tiempo un desplazamiento BA paralelo a
R, de tal modo que se tiene:

Fig. 121,

P.ACY~9R.BA [3]
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y por semejanza de los tridngulos MNQ y ABC' se tiene, si es a el
ancho™y [ el canto de la cufia:

BA  a/2
AC 1

[4]
¥, por lo tanto, la condiciéon de equilibrio es

Pl=R-a. [5]

D. PoLEAs y APAREJOS. — Si se trata de una polea fija, los despla-
zamientos virtuales son iguales y opuestos, y por consiguiente el sis-
tema estarad en equilibrio si es

g P=R. [1]

W1 . et ree b0

/0 Si se combina una polea fija con una mévil (fig. %1),
e imaginamos que el peso P se desplaza un camino e,
el peso K se desplazari en sentido contrario un cami-

‘no igual a — 2 , pues la variacion debe distribuirse por

igu_al en los dos ségmentos del hilo de que pe‘nde la
. polea moévil. La condicion de equilibrio es, por lo
tanto:

7N\
A

. (2]

=
™
I
| =

Si se combina una palea fija con varias méviles for-
mando una trocla (fig. g3), para un desplazamiento e de
P, el punto A se desplazara la mitad en sentido con- .
trario, el B la mitad de 4 y asi siguiendo. Si son tres
las poleas moviles, como en el dibujo, el peso R reco-
rrerd en seantido contrario un camino igual a e:23, y si
@ fuera n poleas moviles, ese desplazamiento serfa e:2n.

[ NN
NPA

La coadicidon de, equilibrio es, pues, *

=

sie. 122, p-2. - [3)

< 2n

Si se hace, en cambio, una combinacién como la de la figura 122,
que se denomina motén, a un desplazamiento e de P, corresponderia
un desplazamiento de R en sentido contrario e igual a la sexta par-
te, pues el desplazamiento se debe dividir por igual en los seis
hilos; si fueran n las poleas méviles, el camino de R seria la 27 ava
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parte, y, por lo tanto, la condicién de equilibrio se expresa por la
igualdad

R
P=s 4]

E. TorNiLLo. — La presién que se puede efectuar por medio de
un tornillo (fig. 123) se determina también sencillamente.

Sea & el paso del tornillo, es decir,
el camino en que progresa vertical- oo re------ ]
mente, si se gira en 360°. Kl trabajo
que efectuaria la fuerza P en uns
vuelta seria:

Hemos hecho el calculo para un | ,
desplazamiento finito, lo cual no es, Fig. 123, ’
en general, riguroso; en este caso co-
mo el camino vertical es proporcional al 4ngulo de giracién el resul-
tado seria el mismo.

P.2xr [1]
y el de R
Rh, [2] é é
/ ’
de donde es Z ’
=
70 w1 =N
Rh =P 2xr. |
,J. rR=3 | |
%

F. BAscura, BALANZA DECIMAL. — La, construccién se ve, esque-
méticamente, en la figura 124. Si la palanca gira en el dngulo ¢, los
puntos a, b, ¢, ..., g, pasan a las posiciones a’ b, ¢/, ..., ¢’, y valen las
relaciones:

bby =dd ; o' =ffi ; e =gy [1]
bb,l _ ob 0 bb; = cc’-—oi [2]
cc oc oc

Ag , Ag

g9’ = ffl"z'f— = cc a5 [3]
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Construyendo la balanza de tal manera que sea:

Ag 0b
a Af = oc [4]
P o.\b c
bl ~~c’ se tendra
P{ gg’ = bby [5]
amy\, 5 .
a L :-,«- ;Q__t“_‘__lg, ) o, lo que es lo mismo:
d. ;L_____,----ng,—‘--’"l ee’ = dd’, [6]
Fig. 124. es decir, el puente o plataforma

de se desplaza paralelamente a sf
mismo, lo que hace indiferente el lugar en que se coloque, sobré ella,
al peso Q. '
La condicién de equilibrio resulta del principio de los trabajos vir-
tuales, facilmente.

Debe ser
P.aa’ = Qbb, [7]
)
_ bbl 7 ob
P=0Gr=%u 18]
En la balanza ‘decimal es % -1 y por lo tanto P = 9

oa 10 10



QUINTA PARTE
EL FROTAMIENTO

CAPITULO VII

ROCE POR DESLIZAMIENTO Y POR RODADURA

RocE EN LOS EJES. EJEMPLOS DE EQUILIBRIO CON Y SIN ROCE.
EL FRENO DE ProNY. UNIDADES DE POTENCIA

‘1. Generalidades. — Se designa con el nombre de roce o frota-

miento a la resistencia que se oponen los cuerpos en contacto, al
moverse uno de ellos sobre el otro. -

Esa resistencia al movimiento no se limita al estado s6lido de agre-
gacién, se presenta también, si bien obedeciendo a otras leyes, cuando
un liquido se mueve sobre un sélido o sobre otro liquido, cuando ung

capa de gas se mueve sobre otra o sobre un cuerpo sélido.

Por el momento nos limitaremos al estudio de las leyes que se re-
fieren al roce entre sélidos.

Es necesario distinguir entre roce por resbalamiento y roce por ro-
dadura. En el primer caso una superficie se desliza sobre otra; en el
segundo, un cilindro o una esfera rueda sobre otro cuerpo.

2. Roce por deslizamiento. Coeficiente de flégtamiento del
reposo. — Si un cuerpo de peso P cuya superficic Zsomer s plana,
descansa (fig. 125) sobre una base horizontal de sustentacién, es me-
nester aplicar cierta fuerza horizontal F para ponerlo en movimient.

La experiencia efisefia que se cumple la relacién:

F=(J.0P, [1]

141
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°
donde o es una constante que se denomina coeficiente de frotamiento

del reposo. ) .
La significacién de la ecuacién [1] resulta claramente de las consi-
deraciones que siguen. Supongamos que durante las experiencias la
naturaleza de las superficies en contacto ha sido la misma, por ejem-
plo, madera contra madera en cierto estado de pulimento. Esto sen-
- tado, se puede aumentar el peso
del cuerpo, colocando pesos en-
------ cima de él, o también disminuir
la extensién de las superficies
en contacto, haciendo al cuerpo
un corte como el que indica la
' figura 126. En todos estos casos
i el cociente ce dividir la fuerza
F, necesaria para iniciar el movimiento, por el peso total P del cuer-
po, da el mismo valor numérico w.

Si el peso P es igual a la unidad, se tiene F' = po. El coeficiente de
roce para el reposo es, entonces, numéricamente tgual a la fuerza necesaria
para mover la unidad de peso, supuesta horizontal la superficie de contacto.

Es claro que si se cambia la naturaleza de una de las superficies,
la constante wo tiene otro valor. _

Estos resultados fueron encontrados experimentalmente por Cou-
lomb y se pueden enunciar como sigue:

1° La resistencia proveniente del roce es proporcional a la fuerza
con que el cuerpo es apretado contra la superficie;

2° La constante de proporcionalidad, o, lo que es lo mismo, el
coeficiente de frotamiento, depende de la naturaleza de las superficies
en contacto, pero no de su extension,

En muchos libros se dice que la re-
sistencia que opone el roce al movi-
miento es proporcional a la presion
normal de un cuerpo sobre el otro. Se
trata no de un error de concepto, sino P
de un lenguaje fisicamente incorrecto. Fig. 126.

Se hace referencia en esos casos a la

cpmponente de la fuerza que es normal a las superficies en contacto.
Propiamente hablando, la resistencia no depende de la presi6n, si
como tal se entiende a la fuerza sobre cada unidad de superficie, pues,
como se ha visto, aquella resistencia es independiente de la extensién
de las superficies en contacto. v

P

Pig. 125,
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-

Eso es exacto para presiones pequefias. Para, presiones relativa-
mente elevadas, el valor del roce aumenta en forma considerable con

la presi6n.

Veamos ahora cual es la reaccjéon del plano sobre el cuerpo, en el
preciso inscante en que comienza el deslizamiento. Las fuerzas exte-
riores al plano y al cuerpo son el peso P y F (fig. 127), y es claro que

el cuerpo no podria encontrarse en equi-
librio si el plano no aplicase sobre el cuer-
po fuerzas iguales y opuestas a F y P,
respectivamente, o, en otras palabras, el
plano debe reaccionar con una fuerza R
igual y de sentido contrario que la resul-
tante de P y F. Se ve asi que, si existe
roce, la reaccién de la superficie no obra
en la direccion de la normal sino que for-
ma con ella un 4ngulo ¢ definido por la
relacion

F
? = tang ¢ = o, [2]

angulo que se denomina de roce. Es cla-
ro, pues, que mientras el cuerpo ests en

R

reposo el 4ngulo ¢ estd comprendido entre 0 y el valor que resulta
de la ecuacién anterior. Cuando se dice que un punto se mueve sin
roce sobre una superficie, se signifi-

ca, a la vez, que la reaccién de la su-
perficie tiene lugar segin la direccién
de su normal.

7 3. Determinacién experimental
de o. — El valor del cogficiente p,
puede determinarse utilizando una
instalacion éomo la de la figura 125,
N para lo cual basta situar pesos en el
platillo, hasta el preciso momento en
que el cuerpo comienza a deslizarse.
Maés sencillo es situar el cuerpo sobre

un plano inclinado a angulo. variable
(fig. 128) y determinar la inclinacién para la cual se inicia el movi-

miento de aquel.
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La fuerza que hace caer al cuerpo les la componente T del peso
que le es paralela, esto es,

T =Pseng, [3]

si P es su peso y ¢ la inclinacién del plano.
La resistencia debida al roce es igual al producto de la fuerza N
normal al plano por el coeficiente de roce, es decir:

wo N = po P cos g. [4]
Para la inclinaciéon en que se inicia el deslizamiento, debe ser:

P sen ¢ = w P cos g, [5]
de donde
wo = tang ¢. [6]

En el preciso instante en que se inicia el movimiento, la reaccién
R del plano debe ser igual y de sentido contrario que el peso P del
cuerpo; forma con la direcciéon de la normal el 4ngulo ¢ de roce.

4. Influencia de la velocidad. — La experiencia muestra que el
roce por deslizamiento dismiauye continuamente con la velocidad.
Para que se mantenga el deslizamiento de un cuerpo sobre otro, a
una velocidad constante, es necesario la accién de una fuerza F tal

qae |
F =uP, [7]

ecuacién. de idéntico contenido que la [1], sieado

w < o - [8]

Para velocidades muy pequefias, como ocurre con frecuencia en

las aplicaciones técnicas, el roce .depende muy poco de la velocidad.

Sin embargo, aun en este caso,

— ? y — y Puede ponerse facilmente de

O 9 manifiesto que es menor la fuer-

X za para mantener un cuerpo en

movimiento que la fuerza ne-
cesaria para moverlo.

Sea, por e]emplo MN, figu-

ra 129, un ba.stc’m que se mantiene horizontal sobre dos soportes de ma-

dera o sobre los dos dedos extendidos. Las fuerzas sobre los apoyos

L
Fig. 129.
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sean X e Y. En el instante que representa la figura, es X > Y, por
estar el apoyo de la izquierda mas cerca que el otro del centro de
gravedad G del bastén.

Si se trata de acercar los apoyos, el bastén se moverd conjunta-
tamente con el apoyo de la izquierda, deslizandose sobre el de la de-
recha, pues es:

wX > wY, [9]

siendo wo X y wo Y las respectivas fuerzas del roce sobre los soportes.

Si el coeficiente de roce del movimiento fuese igual que el coefi-
ciente para el reposo, el deslizamiento sobre el apoyo de la derecha
continuarfa hasta que fuese

Y=X, [10]
0, lo que es lo mismo,
X =wY : [11]

y a partir de ese momento los dos apoyos se deslizarian debajo del
bastén, acercAndose méas y méas hasta tocarse debajo de G.

Pero las cosas no ocurren asi. A causa de que el roce y, para el re-
poso es mayor que el roce . para el movimiento, el bastén se desliza
sobre el soporte de la derecha hasta que Y tiene una valor tal, que

wX =pY; [12]
— &
Y, puesto que es o > W, se tiene, en ese instante,
Y > X. [13]

En ese momento debe comenzar a deslizarse el bastén a la vez so-
bre el apoyo de la izquierda, de modo que en ese instante pasa la
fuerza del roce sobre la izquierda del valor

s

o X al wX

¥, por lo tanto, siendo ¥ > X es w ¥ > p X, lo que quiere decir que
cesar el deslizamiento del bastén sobre el soporte de la derecha,
continuédndose sobre el de la izquierda. Luego se repite la misma cosa
para el otro apoyo y asi hasta que los soportes se unen por debajo

de G.
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Por esta experiencia puede determinarse la relacién entre el coefi-
ciente de roce para pequefias velocidades y el coeficiente para el re-
poso, pues si medimos las distancias x, y, de los puntos de apoyo al
centro de gravedad del bastén, en el momento en que vale la ecua-
cién [12], se tiene.

e _X _y, , [14]

Para velocidades grandes de deslizamiento, el roce disminuye con-
siderablemente con la velocidad, lo cual debe tenerse muy en cuenta
en los ferrocarriles, a los fines de la eficacia de la accién de los frenos.

Si se apretan los frenos, tanto que las ruedas no puedan girar, el
convoy o la locomotora resbalaran sobre los rieles con una velocidad
igual a la que llevaba el tren. La fuerza que retarda en ese caso la
marcha es debida al roce de deslizamiento. Por lo dicho, resulta evi-
dente que la accién de los frenos seria tanto menor cuanto jnayor
fuese la velocidad del convoy. |

Si, en cambio, se apretan los frenos solo un poco, de modo que las
ruedas puedan ain rodar, la velocidad de deslizamiento de las ruedas
sobre los rieles serd4 menor que la velocidad del tren y el roce, por lo
tanto, mayor que en el caso anterior. -

Se obtiene asi el curioso resultado, que estd de acuerdo con la ex-
periencia, de que apretando menos los frenos se consigue una eficacia,
mayor.

Determinaciones experimentales realizadas en los ferrocarriles dan
los siguientes valores, del coeficiente del roce por deslizamiento de
las ruedas sobre los rieles para diferentes velocidades.

b= <10 30 60 90 105 km /hora
w=01923 0,403 0,1083 00930  0,0875.

Una dependencia muy distinta existe para el roce entre el hierro y
cuero, lo cual es de importancia en las transmisiones por medio de
correas. En ese caso el roce por deslizamiento aumenta mucho con la
velocidad, lo que quiere decir que con una correa se puede trans-
mitir tanto méas fuerza cuanto mas resbale.

Todos los resultados que hemos mencionado se refieren a superfi-
cies limpias o con muy poco lubrificante.

Si la lubrificacién es tal que el roce se realiza entre capas de lu-
brificante, el fenémeno es de otra naturaleza, y le corresponden otras
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consideraciones. La lubrificacién disminuye considerablemente el frota-
miento. A continuacién se da una tabla de valores de ese coeficiente.

. COEFICIENTE DE ROZAMIENTO POR RESBALAMIENTO

Estado

de las superficies Reposo Movimiento

Cuerpos frotantes

f sin lub il:icant-e
l

= 0,18 = 0,17

Hierro tundido sobre hierto fundid Ko ! K !
© con lubrificante w = 0,12 p = 0,17
Correas de cuero sobre madera . secas po = 047 | u = 0,27
Correas de cuero sobre hierro . secas p = 0,28 | u = 0,56
Madera sobre madera. . . . . . ; secas w = 0501 u =0,36
| con lubrificante | wo = 0,44 uw = 0,16

- [N
Segin mediciones muy exactas realizadas recientemente, los valo-

res dg} coeficiente de roce entre correas de cuero y hierro, en funcién
de la velocidad, son: -

Velocidad u

en m/seg I II

0,000 : ... ..... 0,180 0,238

0,036 . ........ 0,227 0,292

0063 . ... ..... 0262 —

0104 .. ....... 032 0,417

0,301 . .. ...... 0458 — ’
0496 . . . .. .. .. 0,641 0,717

0,880 . ... . ..... 0,835 —

donde los valores de la columna indicada con I corresponden a co-
rreas engrasadas y los de la II a correas en estado natural.

—————

5. Roce de los ejes. — Sea (fig. 130) P la carga que soporta el eje
E, fuerza que suponemos pasa por el eje del cilindro; el cojinete C
equilibra, por reaccion, la fuerza P; las fuerzas de reaccién del coji-
nete seran normales a su superficie y, por lo tanto, al eje. Es decir,
el peso P despierta en el cojinete que le sirve de apoyo fuerzas de
reaccion N normales, cuyo valor depende, como es evidente, de la
regioén, pues es claro que en B la reaccion ha de ser menor que en A.
El equilibrio se produce si la suma de las componentes de las fuerzas
N, paralelas a P, es igual a ésta. En cambio, la suma aritmética de
las N es mayor que P, es decir:

SN > P. [15]



— 148 —

Esa diferencia es tanto menor cuanto méas cerca de A estdn dis-
tribuidas todas las N, y esta distribucién depende, como es evidente,
de la adaptacion del eje al cojinete.

Se puede escribir:
XN ==xP, [16]

donde x es una magnitud de la que sabemos tnicamente que es ma-
yor que la unidad.

Si actda ademés de la fuerza P uaa fuerza excéntrica p a la dis-
tancia r del centro, es claro que las
fuerzas N solas no pueden mantener
el equilibria, pues, por pasar por el
eje, sus momentos con respecto a él
se anulan. Kl equilibrio de la fuerza
excéntrica p se produce por las fuer-
zas del roce entre las superfigies en
contacto. En lugar de las fuerzas N
deben aparecer fuerzas I segin direc-
‘ciones que forman el angulo de frota-
miento ¢ con los radios del circulo del
dibujo, y la resultante de esas fuerzas
I debe ser igual y opuesta a la resultante de P y .

La condicion analitica del equilibrio resulta descomponiendo cada
I en una componente normal N y otra tangencial F, que es la fuerza

del roce, y formando los momentos con respecto a \3’; asi se obtiene
. 'Q" ,Q,
pr = RXZF, ! [17]

" Fig. 130.

donde R es el radio del eje, factor comtn de las F, las cuales varfan
de un lugar a otro, puesto que las componentes N de la reaccién tam-
bién son diferentes.

En todas partes vale la ecuacién

F =mwN, [18]
y, por lo tanto, '
or =pRIN, [19]
y por la [16]
M = poxRP = ' RP, [20]

donde M = pr es el momento necesario para hacer girar el cuerpo;
se denomina momento de roce. El coeficiente pox = u’ se lama coefi-
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ciente de roce para los ejes y debe ser mayor que o puesto que es
x > 1. En el hecho se encuentra a p’ mucho menor que o, debido a
que en los ejes y cojinetes es posible un pulimento y una lubrificacién
muchisimo mejor que en superficies planas de los mismos materiales.

El valor de u’ depende de la carga que soporta el eje, de la veloci-
dad de rotacién y de la temperatura. Es ademas menor en ejes verti-
cales que en horizontales. '

6. Roce por rodadura. — Cuando unra rueda, o, mas generalmente,
un cilindro, rueda sobre una superficie plana, aparece en los puntos
de contacto una fuerza que resiste al movi-
miento; resistencia que se atribuye, impropia-
mente, a un roce de segunda especie o por roda-
dura. ’

Coulomb estudi6 ese fenémeno colocando
horizgntalmente un cilindro C sobre dos so-
portes planos S (fig. 131). En el espacio libre
entre los dos apoyos hacia pender pesos @, fi-
jos a los extremos de hilos que descansaban
sobre el cilindro; variaba asf la fuerza con que
éste se apoyaba en los soportes. ‘

En el medio del cilindro arroll6 un hilo, uno
de cuyos extremos fij6 en él, suspendieado del
otro extremos un platillo. Determiné luego el peso que, en cada caso,

debia pender del hilo del platillo para
1[;;',&, que se iniciase el movimiento.

El resultado de las experiencias fué
que el momento necesario para hacer ro-
dar un cuerpo es proporcional a la com-
ponente del peso o fuerza normal a la
superficie de contacto.

A fin de comprender claramente el fe-
némeno, estudiemos las condiciones del
equilibrio en el esquema de la instalaciéon
i anterior, representado por la figura 132.

Fig. 132, Si no existen cargas en el platillo, es

decir, si p = 0, el equilibrio resulta de-

bido a que el apoyo reacciona con una fuerza igual y opuesta al peso
P. Si existen cargas en el platillo, esto es, si p es diferente de cero, el
equilibrio sélo es posible si aparece una reaccién igual y contraria a la
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resultante P + p de las fuerzas paralelas verticales P y p. Es decir, la
fuerza de reaccion debe ser una fuerza N vertical e igual a la suma
P 4+ p y aplicada en el punto de aplicacién de la resultante de P y p.
Si la reaccién N pasa por el punto B, debe ser

Pa = pb. [21]

Ahora bien, no se concibe una reaccién vertical aplicada en B si
no hay una deformacién de la superficie del cilindro.

Si tal deformacién no existiese, a seria nula, lo que significaria
que con valores de p infinitamente pequefios, ya se iniciaria el mo-
- vimiento. La experiencia muestra que p es muy

pequeila con respecto a P, y, por consiguiente,

que a es muy pequefia con respecto a b, de tal

modo que se puede escribir B en lugar de b.
Escribiendo, ademés, v en lugar de a, es

< AN=P

decir, poniendo a = v se tiene

R=vP [22]
0

M=yP, [23]

si se indica con M el momeanto actuante p R.

El coeflclente v se llama coeflclente de roce por rodadura, siendo
numéricamente igual al momento necesario para mover la unidad
de carga; su valor es, en condiciones da-
das, constante

Exactamente los mismos resultados se
obtienen cuando la fuerza p es paralela a la
superficie de los soportes (fig. 133), pues la
reaccibn del soporte debe ser una fuerza
aplicada en B de médulo igual y-de-seatido
contraria que la resultante de las fuerzas
Bp =pyBN =P. & i T - wilig o CVT"\XQM-\M

En los ferrocarriles, la rueda es mucho \ P Q
més rigida que el riel, de manera que debe- Fis. 134.
mos admitir que es éste el que se deforma.

Consideremos™ primero el caso en que la rueda sea completamente
rigida y la superficie sobre la que se mueve plastica; se tiene entonces
el caso de la figura 134. La reaccion de la superficie debe pasar por
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B y ser igual y opuesta a Q. Los momentos de p y P con respecto
a B deben ser iguales y de signo contrario y se tiene, como antes,

pPR=M=vyP, [24]

indicando con R el radio de la rueda.

Si, en cambio, la superficie es completamente elastica, como ocu-
rre en los rieles, se tiene el caso de la figura 135. La reaccién pasa
por A misma, sin que por esto sea nulo el
roce. Es mucho menor, pero no nulo; por
la presién de las ruedas no sélo se produce
una compresién, sino también una dilatacion
longitudinal del riel; el camino recorrido
horizontalmente por la rueda en una vuelta
es menor que su perimetro. Debe existir,
por lo tanto, al mismo tiempo que la roda-
dura, un deslizamiento pequefio al que le
\correspon"de cierto roce. Es, pues, notorio }',
que cuanto mayor sea la rigidez de la rueda Fig. 135.

y del riel tanto menor sera el frotamiento.

La existencia de ese deslizamiento puede mostrarse en clase, mo-
viendo un carro pequeilo, con una carga relativamente grande, sobre
una ladmina de goma. Se comprobara que el camino calculado por el
atmero de vueltas de las ruedas es mayor que la distancia sobre la
goma entre las posiciones inicial y final del carro.

En el caso de los ferrocarriles no sélo debe considerarse el roce en-

tre el riel y las ruedas, sino también entre
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \\\ éstas y sus ejes. Por eso, lo mejor es escribir

\\

,

\

si F es la fuerza que hay que aplicar horizon-
talmente en las cadenas para arrastrar la car-
ga total P. Es claro que para las aplicaciones
ferroviarias serd mucho més cémodo usar el
Fig. 136. - coeficiente p’”’ asi introducido, el cual puede
determinarse facilmente.

Se disminuye el roce en los ejes convirtiendo el roce por desliza-
miento en roce por rodadura, situando entre el cojinete y el eje una

serie de esferas de acero (fig. 136).

/

\\\
\} \
\\\‘.\\\\\\\\\\\\\\“‘
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7. Ejempos de equilibrio sin roce y con roce. — Sea AB, figura
137, una barra rigida cuyos

-P extremos se apoyan sobre dos

e N planos inclinados que forman

R, ' AN los 4ngulos « y 8 con la hori-
\\ AN zontal. Preguntamos cuil es
NLoRPR la posicidén de equilibrio, esto

i‘ a2 es, cual es el angulo que for-

ma en ese caso con la verti-
cal. \

Si se supone que no hay
roce, las reacciones R; y R.
de los-planos sobre los ex-
‘tremos de la barra tienen las
direcciones de las normales

Y respectivas; en la posicion de
P equilibrio B, y R, soh tales
Fig. 137. que cortan a la fuerza P,

que representa el peso, en un
mismo punto O y admiten como resultante una fuerza igual y opues-
ta a P.
Si se escribe AG = a; BG = b es:
0G _ sen(w—a) " O0G _ sen (o + B) (1]

a sen o b sen (3 \

y, por lo tanto,

asen (0—a)  bsen (v + §) (2]
sen a N sen B

de donde

cotg © = a cotg a — b cotg . 18]

a+0b

Si se trata de una barra homogé-
nea, es a = b y, por consiguiente,

colg w = % (cotg & — cotg B). [4]

Si se tiene en cuenta el roce, las reacciones pueden estar compreadi-
das dentro de los &ngulos ¢ de roce, trazados a uno y otro lado de
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las normales en A y B a la superficie (fig. 138). El equilibrio se pro-
duce si las tres fuerzas que actdan sobre la barra se cortan en un pun-
to del cuadrilatero sombreado. Si la vertical que contiene el centro
de gravedad pasa por esa regién se tiene una posicién de equilibrio.
La posicién precisa del punto de concurrencia de las fuerzas no puede
determinarse; el problema es estaticamente indeterminado.

8. El freno de Prony. Unidades de potencia. — El freno de
Prony (fig. 139) permite determinar experimentalmente el trabajo
que entrega por segun- : |
do una ‘méquina fun-
cionando a cierto nd-
mero n de revoluciones (L. 0.\ _ S—————— —T_ ..
por segundo.

Para ello se desacopla
la maquina del 4ibol o
mecani¥mo que pore en
movimiento y se adapta sobre su eje el freno, apretaado los torni-
llos T hasta que tenga el atimero n de revoluciones; luego se des-
plaza el peso P o se agregaa sobrecargas hasta que el brazo quede
en equilibrio eatre los topes t. En esas condiciones el trabajo de la
maquina se consume en el roce en el freno. |

Si es F la fuerza del roce, la condicién de equilibrio del freno re-
quiere que sea '

Fig. 139.

9

FR = PL, [1]

doode L es el brazo de la fuerza P respecto al punto O. ~
El trabajo de la fuerza del roce es, por segundo,

W =nF2zR = 2=nPL. [2]

Si se mide P en kilogramos y L en metios el trabajo W estd dado
en kilogrametros por segundo. Se mide asi la potencia 1til de la méa-
quina para el mimero n de ievoluciones.

Gomo en la expresion de W no figura el radio R del eje, si éste es
muy delgado, se le puede adaptar un cilindro de hierro sobre el que
se aplica finalmente el freno.

El tiabajo que realiza una méiquina en la unidad de tiempo se de-
nomina su potencia. En el sistema absoluto la unidad de potencia es
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el erg por segundo; como esta unidad es muy pequefia se usa en la
practica el joule por segundo que recibe el nombre de Watt.

En el sistema técnico la unidad de potencia es el kilogrametro por
segundo; en la practica se usa el caballo-vapor, que se indica con el
simbolo HP, y que equivale a 75 kilogrametros por segundo.

La dimensiéon de una potencia que representaremos, en adelante,
con P se obtiene dividiendo la dimensién de un trabajo por la de un
tiempo, resulta:

[P] = ML* T3
o en el sistema CG S

[P] = gr em? seg.



SEXTA PARTE
MOVIMIETOS CURVILINEOS. OSCILACIONES

CAPITULO VIII

MOVIMIENTO CURVILINEO PLANO: ACELERACIONES
TANGENCIAL Y NORMAL.
OSCILACIONES: OSCILACIONES LIBRES Y FORZADAS.
RESONANCIA

A. — ACELERACION EN EL CASO DE MOVIMIENTOS CURVILINEOS.
MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

1. Generalidades. — Los movimientos curvilineos que hemos con-
siderado antes eran muy sencillos, siendo, en diversos casos, resul-
tado de la combinaciéa de un movimiento uaiforme con uno uaifor-
memente variado; la aceleracion e1a
de antemano conocida ea magni-
tud y direccion. g

Se trata ahora de expresar ana-
liticamente la aceleracion de un
movimiento curvo plano cualquiera.

Consideremos, pues (fig. 140),
un movimiento curvo de un punto,
que supondremos, para méas senai-
llez, que se cumple en un plano. En cierto instante ¢ el punto se en-
contrara en la posicién P; su velocidad esté representada por el vector
V. tangente a la curva. Transcurrido un intervalo At de tiempo el
punto estard en otra posicién P; y su velocidad, representada por el
vector Vi, seri, ea general, de diferente magnitud que V.

Si ni la direccién ni la magnitud hubiesen cambiado, la velocidad
en P; estaria representada por el vector P; V igual y paralelo a PV

155

Fig. 140,



-~ 156 —

y, por consiguiente, la diferencia P; 4 = VV; de los vectores V y V3,
que designaremos con AV, representa la variacién que ha 'experi-
mentado la velocidad V en el tr@nscurso del tiempo A ¢.

La aceleraci6én media en el intervalo de tiempo considerado sera
N su direcciéon es la de AV. La realidad estara representada de
la. mejor manera posible si Af se hace infinitamente pequeﬁd, en cuyo
caso P; se acerca indefinidamente a P y se puede hablar dé una ace-
leracién en este punto, la cual no es sino el valor limite que toma la

aceleracién media cuando At se hace sumamente pequeilo, esto

At
es, la derivada de la velocidad respecto al tiempo.

La aceleracién en P se puede representar por un vector PA = a
de magnitud y direccién conveniente. *

Cuando se dice que existe en P una aceleracion de direcciéon y mag-
nitud a, se significa, pues, como ya se sabe, que en el transcurso de
un tiempo d¢ muy pequefio se superpone a la velocidad ya existente
una velocidad paralela a a y de magnitud adt = dv. Esta considera-
ci6n vale también aun cuando el movimiento no sea plano. -

Al pasar de P a P, la velocidad cambia de magnitud y de direc-
cion. Kl incremento de la magnitud lo hallamos tomando sobre la pro-
longacién de P; V un punto B tal que P; B sea igual a V;.

La magnitud de un vector se indica encerrandolo entre barras; por
lo tanto el aumento de magnitud de V, que es VB, lo indicamos con
A |V|. La variacién que proviene del cambio de direccién se obtiene
sumando a P; B el vector BV;, pues asi resulta P, V.

*92. Aceleraciones normal y tangencial. — Puesto que las velo-
cidades V y V; corresponden a instantes de tiempo muy préximos
forman un &ngulo muy pequefio, A ¢. Por igual razén VB es muy pe-
quefio también, de modo que, con gran aproximacién, puede consi-
derarse normal a BV,.

En el triangulo rectangulo VBVge valen las relaciones ~

VV. = AV = A[V| + BVy = AV} + V- Be.  [1]

Dividiendo por el cuadrado del tiempo At transcurrido resulta:

(&) = (B8 el

A (2]
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El primer término representa el cuadrado de la aceleracién media
en el intervalo Af. La aceleracién en P se obtiene haciendo a At infi-
nitésimo, con lo cual P; se acerca u?eﬁmdamente a P y el angulo Ag
se hace sumamente pequeno Resul

dV) . ( a|Vv| ) 2( )2
( dt ¢ i) TV 3]
Si se pane RP; = ds, indicando con ds el elemento diferencial de

linea, se puede escribir, para los valores absolutos,

de de¢ ds _ dyg
i & @ ds D 4]

pues V es la velocidad en P. La derivada % se puede calcular te-

niendo presente que las normales OP 'y
OP, (fig. 141) a las dos taagentes V y 7,
forman el mismo angulo dp que éstas. Se
tiene

linea PP; = ds = OP.dyg [5]
de donde

de 1 .
ds  OP 6] |
La magnitud OP = R se llama el radio Fi'g.0141
de curvatura de la linea en el punto P.
La ecuacién [3] puede, por lo tanto, escribirse:
av\z V¢
= (G + 5 3]

indicando ahora sencillamente con V el valor absoluto de la wvelocidad.

Se tiene asi expresada la aceleracién total en funcién de la veloci-
dad, de la variaci6n de su valor absoluto y del radio R de la curva,
en el punto considerado. Puesto qué es

ds

V=-a

se puede escribir, también,

d?s \2 1 [ds\¢
az=(dt2>+ﬁ<7t—>' 7]
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El primer término del segundo miembro se designa con el nombre
de aceleraci6n tangencial, pues tiene la direccién de V, que es tan-
gente a la curva en P, y el segundo término se llama aceleracién nor-
mal, pues tiene la direccién normal a la tangente, es decir, a la curva,
puesto que BV,, es normal a V. -

Siendo a la aceleracién total, el movil esti solicitado en todo ins-

tante por una fuerza

, d?s \? 1 (ds )4 '
F=m““m1/(—dt2)+ﬁ(ﬁ [8]
cuyas éomponentes normal F, y tangencial F; a la curva son:
&s |
_ (ds/dt)> V?
Fn—-m—R———mf [10]

En estas ecuaciones aparece el hecho de que un movimiento curvo
no existe sin una fuerza exterior; aun cuando el mévil recorra sobre
la curva espacios iguales en tiempos iguales, con lo cual F; = 0, se
encuentra sometido a la fuer-
za Fo.

Un movimiento por inercia
s0lo es posible si es ademas
Fn =0, es decir, si R = o0,
0, en otras palabras, si la
trayectoria es rectilinea.

3. Mdvimiento circular
uniforme. — Supongamos
que un punto material de
masa m Se mueve sobre un
circulo de radio B con la velocidad constante V. La aceleracién tan-
gencial es nula y, por lo tanto, la aceleracién total es la aceleracién
normal y su valor ser, segtn el parrafo anterior,

Fig. 142,

0= % [11]

y dirigida hacia el centro de la curva.
Este resultado puede ser obtenido también, sin recurrir a las ecua-
ciones del ntimero anterior, como sigue.
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Sean P y P, (fig. 142) dos puntos préoximos y PV y P,V las res-
pectivas velocidades, de igual magnitud pero de diferente direcci6n.

La diferencia entre esos vectores proveniente del ecambio de direc-
cibn se obtiene construyendo el paralelogramo de las velocidades
eatre PV, y el vector P,V igual y paralelo a PV. Se ve asi que esa
diferencia se obtiene sumando al vector PV, es decir, a V, el vector
PyA = V'V, el cual representa, entonces, el incremento de la velocidad

en cierto intervalo t de tiempo. La aceleracién en ese intervalo es,
P A

pues,

Los tridngulos OPP, y APV, son semejantes por tener dos lados
perpendiculares entre si y ser is6sceles. Se tiene por eso:
R 14

PP, ~ PA’

de donde resulta para el incremento P1A de la velocidad en el tiem-
po t el valor

[12]

P A = —g— PP, [13]

y para la aceleracién media a:

T R T

a

Si © se hace infinitamente pequeifio, P; se acerca indefinidamente a
P, con lo cual la cuerda PP; toma la direccion de la tangente y P.A
la de PO. Se puede tomar, entonces, en lugar de la cuerda PP; el
arco, con lo que se tiene:

PP,

T

=V

y para la aceleracién, cuya direccién es, segin lo que antecede, la
del radio,

a=lm A T [11]

Este mismo resultado se ha obtenido con el hodégrafo del mavi-
miento en el parrafo 17 del capitulo I.

Veamos coémo se puede counseguir que la masa m se mueva sobre
un circulo. A fin de compenetrarnos del fenémeno, coloquemos sobre
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el brazo acanalado de madera B, girable al rededor del punto O (fi-
gura 143), una esfera de hierro m.

Si se hace girar el brazo, la esfera recibe un movimiento, que debe
conservar por inercia, en direccién de la tangente en P al circulo de
radio OP. Cuando el brazo llegue a una posicion B; la esfera estari
en P, sobre la tangente PP; al circtlo, es
decir, la esfera se ha alejado de O a medi-
da que el brazo giraba.

Para que la masa m permanezca sobre
el circulo de radio OP seri necesario atarla
a un hilo metalico, por ejemplo, el cual im-
pedird que la masa se aleje de O." El hilo
sufrird entonces una tensi6én dirigida se-
gin el radio y hacia afuera; esa tension
recibe el nombre de fuerza centrifuga.

Por el principio de la igualdad de la ac-
cibn y de la reaccién, el hilo aplica una

Pig. 143. fuerza igual y de sentido contrario, fuerza
que recibe el nombre de fuerza centripeta.

Estas fuerzas son, entonces, despertadas por el movimiento de la
masa sobre el circulo, y son-las que corresponden a la aceleracién
normal; su valor es )

F=m-—- [15]

Fig. 144,

Si se representa con w la velocidad angular del movimiento, es de-
cir, al Angulo, expresado en fracciones de =, en que gira el cuerpo en
la unidad de tiempo, se tiene .

: V=0R [16]
F=moR, [17]
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ecuaciébn que se presta méas para las comprobaciones experimentales,
puesto que es facil medir el niimero de vueltas por segundos con que
gira el eje. Hace notorio, adem?s, que la fuerza es propoicional a la
distancia que separa el sunto de un pun-
to fijo. @

Para las experiencias se utiliza una '
méaquina centrifuga (fig. 144) provista de
varios accesorios que se adaptan al eje
de rota’iba de la maquina. Un anillo
elastico (fig. 145) es deformado por un
movimiento de rotacion, achatandose en
las vecindades del eje, pues la fuerza con-
trifuga ez mayor para los puntos méas
alejados. Dos esferas m; y my de masas
diferentes (fig. 146), tales que mp = 2m,, l
se mantienen en reposo, unidas por un I
hilo, para cualquier velocidad angular,
si la mayor est4d a una distancia del eje Fig. 145.
igual a la mitad de lo que esta la otra, ) '
pues siendo la velocidad angular la misma para todos los puntos del
sistema que toman patte en la rotacién, las fuerzas centrifugas
opuestas de ambas esferas son de la misma magaitud, segin la [17],
si es

my R]_ = 'msz.

Las férmulds anteriores se pueden expresar también introduciendo
el tiempo T que tarda el punto en dar una vuelta entera. El espacio
recorrico en el tiempo T es igual

m, ™M a 2« R, de modo que se tiene:
2% R
V = T ’ [18]

ecuacion que no es sino otra for-
ma de la [16], pues la velocidad
2T

T y el nG-

Fid, 146. angular o es igual a

. 1
mero n de vueltas. por segundo igual a T
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Segln esto, la aceleracién puede escribirse asi:

4 72

¢ = —m R=4xnR [19]
y la fuerza
4 x?
F=m T2 R=4xn"mR. [20]

La dimensién de la velocidad angular es, evidentemente,

1
[w] = ?y' [21]

4. El regulador de Watt. — El regulador de Watt consiste, en
principio, en una masa m suspendida de una varilla fija en an punto
O de un eje vertical de rotacién (fig. 147).

En el estado de equilibrio relativo, la masa
m estsd sometida, en todo instante, a dos fuer-
zas: una vertical igual a su peso, mg, y otra
horizontal, correspondiente a la fuerza centri-
fuga que se despierta por su movimiento so-
bre la circunferencia de radio K. La varilla
tiene, en todo momento, la direccién de la re-
sultante de esas dos fuerzas, de tal manera
que se puede escribir:

oy 2
tang X = __w_lz_. . [22]
Es, ademas,
Fig. 147.
R =1lsena [23]
y, por lo tanto,
AT \2
cosa=—_ = /1 ) [24]
w? ! w

ecuacién que permite discutir la dependencia del dngulo « de la ve-
locidad » de rotaci6n.

Los valores de cos « deben estar comprendidos entre + 1y — 1
¥, por consiguiente, mientras o esté comprendido entre 0 y g/l no
existe ningtin valor real de « que pueda satisfacer la ecuacién, es
decir, entre ® = 0 y w = Vg/l la masa m permanece junto al eje
de rotacién; cuando es v = wo = V/g/l comienza el movimiento. La
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dependencia entre « y » estd represeatada por la curva de la figura
148; el valor « = 90° se alcanza asintéticamente.

Si se introduce el tiem-
po T de una vuelta, se
tiene, en virtud de la re- 0

lacion 80" -

w = 2T =2%n, 60° /

wl— |/

T=2M/l“"“- [25] [
g 20°

Tanto esta ecua.cmn o 8 2w, T, =
como las 24, permiten, Fie. 148
midiendo en cada caso

a, calcular la velocidad del movimiento o reciprocamente.

aﬂ

5. Las curvas ferroviarias. — Si un viagén de masa m se mueve
sobre una curva de radio r con la velocidad v, se encuentra sometido a
la accién de la fuerza radial m v?/r,
fuerza que produce un moménto
de giracion al rededor del riel de
afuera,- el cual puede determinar
el vuelco del vehiculo. Eso se evita
levantando el riel exterior (fig. 149)
de modo que la resultante vertical
del peso y de la fuerza centrifuga,
que es paralela al plano de los rie-
les, den una resultante R normal
al plano de los mismos.

Si es h la diferencia de nivel de
los rieles, a el ancho de la trocha,
y « el Angulo que forma el plano de los rieles con un plano horizon-

tal, se tiene

Fig. 149.

2
m v/ =£=sena, [26]
- mg a
de donde resulta
a v?
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Entonces si se fija un valor maximo de la velocidad v del tren en
la curva de radio 7, se puede calcular A de modo que el movimiento
sobre ella no ofrezca ningtin peligro.

B. — MOVIMIENTO OSCILATORIO ARMONICO. Pf}NDULO OSCILACIONES
LIBRES. DECRECIMIENTO LOGAR{TMICO DE LAS OSCILACIONES.
OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA

X 6. Generalidades. — La naturaleza ofrece un inmenso ndmero de
movimientos en los cuales el cuerpo o punto que se mueve esta so-
metido a la accién de una fuerza proporcional a
'1a distancia que lo *para de, un punto fijo.

Eso sucede, por ejemplo, en el caso de las pe-
quefias oscilaciones de un péndulo. En efecto, si
se aparta la masa m (fig. 150) de su posicién de
reposo O hasta la posicién A, la fuerza P = mg
puede descomponerse en una componente N, se-
gin la direccién del hilo, la cual mantiene la
tensidn ‘de éste, y en una fuerza F normal a esa
direccién, bajo cuya influencia se cumple el mo-
vimiento. Si es ! la longitud del hilo y 8 el angulo

- de desviacidn, que supondremos muy pequefio,
se tiene:

F=mgsen0=mgT’ [28]

‘pues, por la pequeiiez de 6, la perpendicular baja-
Fig. 150. da desde A sobre -OC coincide con OA.

El movimiento de la masa m del péndulo est4,
entonces, en todo instante, bajo la acci6én de una fuerza proporcional
a la distancia AO que la separa del punto O de reposo.

Otro caso ilustrativo resulta pasando por la polea de la méaquina
de Atwood (fig. 151) un hilo provisto en sus extremos de masas M
iguales y unidas por debajo por una cadenita homogénea. Si se le-
vanta la masa de la izquierda desde A hasta B, la de la derecha
bajar4 en un camino igual y sobre todo el sistema actuar, en la di-
recci6n de la flecha, una fuerza F proporcional al apartamiento BA,
pues si AB = d cm y m la masa de un centimetro de cadena, se tiene:

F = 2mgd. [29]
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Resulta en este caso, lo mismo que en el péndulo, que las masas
. M cumplen oscilaciones que se debilitan, por causa del roce, hasta
desaparecer.
En el estudio de otros fendémenos de la fisica, se admite que las
moléculas de los cuerpos son desviadas bajo la accién de ciertos agen-
tes fisicos de su posicién de reposo, y que

se despiertan asi fuerzas elasticas propor- /\
cionales a la distancia a su posicion de Q P
equilibrio; con lo que la molécula se encon-

traria en las mismas condiciones que la ma-
sa del péndulo. Esta concepcién es muy
proficua en el estudio de déversos fendéme-
nos naturales. »
Vamos a estudiar, primeramente, un ca-
so. ideal, esto es, el caso en que no existe
ningun roce. Supondremos, pues, que un
punto se mueve exclusivamente bajo la
accion de una fuerza proporcional a su
apartamiento de cierto punto fijo. Esos mo- Fig. 151.
vimientos se conocen con el nombre de ar-
ménicos, siendo el méas sencilld el movimienta oscilatorio rectilineo.
El movimiento circular uniforme es, segin nuestra definicién, ar-
ménico, pues la fuerza centripeta es proporcional a la distancia que
separa al punto del centro del cireulo. '

/ ¥ 7. Movimiento oscilatorio armoénico rectilineo. — Por el prin-
cipio de superposicién deduciremos, del movimiento circular uniforme,
las leyes del movimiento oscilatorio arménico rectilineo. Gonsidere-
mos un moévil que se mueve con la velocidad constante v sobre
una circunferencia de radio- A, y sea T el tiempo que tarda en
dar una vuelta (fig. 152). Se tiene la relacién

,'21:A‘

T [30]

D =

La aceleracién esta dirigida hacia el centro del circulo, es decir, es
un vector cuya direccién coincide con la del radio y de magnitud

v? 4 72
o= = A. [31]
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Por el- principio de coexistencia se puede descomponer ese mo-
vimiento en dos movimientos rectilineos y ortogonales entre sf, uno
sobre la direccién Oy, el otro sobre la direccién O x normal a la an-

terior. Es decir, en todo

£ momento, se pueden des-
componer la velocidad y la
aceleracién del movimiento

en dos componentes, una

v, segin la direccién Oy, otra

» U2y v segiin Ox. Estos movimien-
tos rectilineos ortogonales
seran, como es evidente, los
de las proyecciones del pun-
to m sobre los ejes.
M, Veamos lo que pasa con
las proyecciones del punto
m -mientras éste da una
vuelta entera partiendo de M. La proyeccién sobre el eje de las y se
dirige de M hacia O, llegando a este punto cuando m estd en N.
Mientras m se dirije de N a M,, aquél marcha de O a M,, llegando
ambos al mismo tiempo a este Gltimo lugar.

El punto proyecciéon de m vuelve de M; hasta M mientras aquél
deseribe el semicirculo M, N; M. Si el movimiento de m continta, su
proyeccion oscila sobre MOM,, siendo O el punto medio de la oscila-
cién. Cosa semejante ocurre con el movimiento de la proyeccién so-
bre el otro eje. (

Elijamos como instante inicial aquel en que el punto est4 en M so-
bre la parte positiva del eje de las y y supongamos que el movimien-
to se realiza en el sentido de las agujas de un reloj. En cierto instante
el punto estarad en la posicion P, formando el radio vector el Angulo
« con el eje de las y. Las coordenadas del punto P son:

A

b e mmmmm

Fig. 152.

2wt

x=A sen a = A sen T [32]
'y~=Acosoz=Acos 2;t ’ [33]

pues si ¢ es el tiempo transcurrido en el recorrido MP, o, lo que es
lo mismo, en la descripcién del 4ogulo «, la relacién «:¢ debe ser
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igual a la 2x:T, puesto que en el tiempo T el mévil describe el
édngulo 2.

Esas expresiones muestran que los movimientos rectilineos de las
proyecciones no son uniformes, pues los espacios son proporcionles
2w
T
Las velocidades ‘de los movimientos componentes se obtienen des-

componiendo la velocidad v, es decir, proyectandola sobre lamejes.
Resulta:

al seno o coseno de una constante multiplicada por el tiempo.

27 A 2%t

Vr = 0 COS 0@t = T 08~ [34]
vy=—~vsena=—2;A sen 2;t- [35]

Del mismo modo se obtienen las aceleraciones:
az=———asena=—~4T1:2Asen 2;,t =_%_x [36]
ay=——-aco§oz=— 4T22Acos 2,}” = — 4T1:2 y. [37]

Por la ecuaciéon de Newton, F = ma, la fuerza a que estad some-
tido el punto en cada uno de esos movimientos es:

2
Fo=—m o [38]
4 72
Fy=—'m T2 y- [39]

Estas relaciones hacen notorio que los movimientos rectilineos or-
togonales, componentes del movimiento circular uniforme, son armoé-
nicos, pues las fuerzas respectivas son proporcionales a las distancias
r e y a un punto fijo O.

Consideremos uno solo de los movimientos simples; por ejemplo,
el que se cumple sobre el eje de las z.

Se llama amplitud del movimiento arménico simple a la maxima
elongacién ON = ON; = A que alcanza el punto en su movimiento.

Como hemos dicho ya, este movimiento arménico es el movimiento
de la proyeccién sobre el eje de las z del circular uniforme. Se llama
argumento del mismo al arco descrito en este dltimo, hasta el ins-
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tante que se considera a partir de una posicioén inicial. Su valor esta

que figura en las ecuaciones establecidas.

dado por la relacién ;

Se llama periodo o tiempo de oscilacién al tiempo T transcurrido
entre dos pasajes por el punto de reposo O, en igual sentido. Por pro-
venir de un movimiento circular uniforme, el tiempo transcurrido
entre dos pasajes en el mismo sentido, es igual para todos los puntos
lel segmento de recta NN

El Aitmero n de oscilaciones por segundo estd dado por la relacién

n = ’ [40]

pues si una oscilacién se cumple en T segundos, en un segundo se
efectuarad un ndmero de oscilaciones igual a 1:7.

X )
N\
I /\31 or
0 a 7 ot
174

Fig. 153.

Se llama fase de un movimiento armoénico simple en un instante
dado, a la fraccién del perfodo total transcurrido desde el Gltimo pa-
saje en sentido positivo por el punto fijo O.

La representacién grafica del movimiento en funcién del tiempo,
permite comprender mejor sus caracteristicas. Para ello se lleva, en
direccién horizontal, el tiempo transcurrido y en direccién vertical la
distancia de la posicién actqal del punto al punto medio O, es decir,
su coordenada o elongacién z; se obtiene asi la curva de la figura 153.

El punto oscila entre dos posiciones extremas y pasa peri6dica-
mente por los mismos puntos en el mismo sentido, como lo ensefia
la figura y la ecuacién '

2wt

7 [41]

T = A sen



— 169 —

donde el primer miembro tendra el mismo signo y valor cada vez que
sea,
t=pT,

donde
p=123, ...

En la figura los puntos O corresponden a los pasajes por el punto
medio; dos puntos O consecutivos corresponden a pasajes consecu-
tivos por el punto fijo en sentidos opuestos, y dos puntos cualquiera
alternados a pasajes consecutivos en el mismo sentido. Por esto, la
distancia sobre el eje de las ¢ entre dos puntos alternados representa
un intervalo de tiempo igual al tiempo 7 de una oscilacidn.

La fase correspondiente al instante en que el punto est4 en una po-
sicién, U, por ejemplo, sera, segin la definicién dada, el tiempo com-
prendido entre el punto R y el punto O que corresponde al instante T.

YA

7\/2.7 L\/zz T
Z Z 7 « .

Fig. 154.

La oscilacién que hemos definido, esto es, el movimiento cumplido
entre dos pasajes consecutivos por el mismo punto en el mismo senti-
do se llama oscilacién doble. Se suele considerar también la oscila-
cién simple, es decir, el movimiento cumplido entre dos pasajes con-
secutivos por el mismo punto.

El tiempo de una oscilacién simple es la mitad del de una osci-
lacién doble y su nimero de oscilaciones por segundo dos veces las
de aquéllas.

Dado un sistema mecénico, un péndulo o una instalacién como la
utilizada en la mAquina de Atwood, o una substancia sélida cuyas
moléculas suponemos susceptibles de ser alejadas transitoriamente de
su posicién de reposo, es claro que la fuerza estd definida por sus
cualidades.
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En el caso del péndulo, parsa oscilaciones de pequefia amplitud, la
m
1
todo apartamiento. En la otra instalacién la fuerza est4 dada por la
masa de la unidad de longitud de la cadena, y en la molécula desviada
de su posicién de reposo por las propiedades elasticas de la substancia.

Que la fuerza es proporcional a la distancia, segin definicién del
movimiento mismo, significa, mateméaticamente, que

magnitud est4 dada y, por lo tanto, también lo esté la fuerza para

F, = — ke, [42]

donde k es una constante y el signo menos expresa que la fuerza se
opone al movimiento cuando el punto se aleja de su posicién de reposo.
Con el sistema queda dada la constante & y, por consiguiente, la
fuerza para cualquier elongacién, pues esa constante estd definida
por calidades propias del sistema.
Por la relacién antes establecida para F,, ecuacién [38], se tiene:

4z

T2

T=27:1/%, | [44]

lo que nos muestra que el tiempo de oscilacién depende exclusiva-
mente de la masa del punto y de la constante k, siendo independiente
de la amplitud del movimiento.

Si en un sistema dado conocemos la masa m y el tiempo de oscila-
cién T, el sistema queda mecanicamente determinado, pues se puede
calcular en seguida la constante k, o, lo que es lo mismo, la fuerza
actuante.

Nosotros hemos deducido las leyes del movimiento vibratorio ar-
ménico, del circular uniforme. Otro camino que permite un anélisis
més a fondo consiste en la integraciéon de la ecuacién diferencial que
resulta de la definicién establecida. Esa ecuacién es, para un movi-
miento que se cumple sobre el eje de las z,

dzz
dt?

k=m ’ [43]

de donde

m

— kz, [45]

que no es sino 14 ecuacién de Newton, pues el primer miembro es el
producto de la masa por la aceleracién y el segundo la fuerza ac-
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tuante. El signo menos se debe a que cuando z es positiva y crece la
aceleracién (que est4 siempre dirigida hacia O) tiene sentido negativo.

¥ 8. Composicion de ¢oscilaciones. — La descomposiciéon del mo-
vimiento circular uniforme en dos oscilaciones ortogonales nos brinda,
a la vez, invirtiendo el problema, un primer caso de composicién de
movimientos de tal naturaleza. Ambas oscilaciones tienen la misma
amplitud y el mismo tiempo de oscilacién, pero difieren en la fase.
En efecto, si representamos graficamente ambas oscilaciones en fun-
cién del tiempo a partir del momento en que el punto esta en M, la
oscilacion sobre el eje de las = estard representada por la figura 153
mientras que la oscilacién sobre el eje de las y por la figura 154.

En el mismo instante ¢ los puntos tienen una diferencia de fase igual
a - ; por ejemplo, en el instante % el punto que se mueve sobre el
eje de las z tiene la fase cero, mientras que el que se mueve sobre el
eje de las y tiene la fase % . La diferencia de fase es, evidentemente,
igual para todos los instantes, por la uniformidad del movimiento
circular y es, por definicién, la fraccién del perfodo T' compren-
dido entre los pasajes de los puntos que oscilan por la posicién
de reposo,.igual a la cuarta parte del tiempo T de oscilacién. Tam-
bién se suele llamar diferencia de fase al arco descrito en el inter-

*p . . 0 - T P
valo en cuestidn, asi, si en tiempo la diferencia es 7 en arco sera

2T T

4 )
Se puede decir entonces que oscilaciones ortogonales del mismo

periodo y amphtud y con una diferencia de fase de un cuarto de pe-

riodo componen un mov1m1ento circular umforme
Analiticamente el problema es el siguiente:
Componer las oscilaciones:

z = A sen Z;t [46]
e
2t = 2wt
—Asen( . +?) A cos 2L, [47]

las cuales tienen, por lo tanto, la misma amplitud y et mismo periodo;

. ™
pero difieren en la fase en 5
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La trayectoria del movimiento resultante se obtiene eliminando al
tiempo. Elevando al cuadrado y sumando resulta:

2 + gt = 42, [48]

que es la ecuacién de un circulo de radio 4 y cuyo centro es 0. El
movimiento resultante es, pues, circular.

La velocidad v del movimiento resultante se obtiene componien-
do las velocidades componentes v, y v, por la regla del paralelogramo.
Derivando las ecuaciones 46 y 47 con respecto al tiempo se obtienen
las expresiones

. dx 2 2w
vy = = —p A cos —T—t , [49]
_dy _ 2= 27
by = g = ~—T—AsenTt [50]

.y la velocidad total sers:

v = Vo2t + o2 = Z;A . [51].

El movimiento circular resultante es, por lo tanto, uniforme, pues
tanto A como T son constantes.

Estos resultados son de suma importancia en el estudio de los fe-
némenos acudsticos y Opticos; en su oportunidad volveremos a consi-
derar con méas detenimiento la composicién de oscilaciones.

*. 9. La energia en un movimiento armoénico rectilineo. — Se
ha visto que la fuerza que determina un movimiento de tal naturaleza
es proporcional, en todo momento, a la distancia que separa al punto
de su posicién de reposo. Tacitamente se ha admitido que esa fuerza
no depende ni del tiempo ni del movimiento de que pueda estar ani-
mada la masa al pasar por él; el sistema es, por lo tanto, conserva-
tivo y la suma de la energia potencial y cinética debe conservar un
valor -constante que indicaremos con W, esto es, debe ser

U+ T =W = const. [52]

La energia td®al W debe ser igual a la energia que se le entrega al
sistema en el primer momento; pues las oscilaciones se producen
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dando al punto cierta elongaciéon A y abandonandolo luego a si mis-
mo; A es la amplitud del movimiento.

La energia total W es; entonces, el trabajo almacenado en el sistema
en el primer momento, ®ajo la forma de energia potencial, trabajo que
se calcula como sigue: si el movimiento se produce sobre el eje de

las y, por ejemplo, la fuerza actuante tiene el valor absoluto ky; el
trabajo elemental para el desplazamiento dy es kydy y, por lo tanto,
el trabajo consumido para producir la elongacién inicial A es

4 k
W =[ bydy = o 4, [53]
0

o, reemplazando el valor de k dado por la [43],
W = 2 x2 mn? A2, [54]

esto es, la energia es proporcional a la masa, al cuadrado del nimero
de oscilaciones y al cuadrado de la amplitud. Que la ecuacion [52]
se satisface, se comprueba facilmente, pues la energia potencial para
una elongacién y cualquiera es, evidentemente,

U = 2z mn?y? [55]
y la energia cinética
1
T = — my,?. [56]
3 2

Reemplazando los valores de y y v, dados por las [47] y [50] y
substituyendo en la [52], se obtiene, efectivamente, una identidad.

Los valores de las energias cinética y potencial oscilan, en el tiem-
po de una oscilacién, entre los mismos valores extremos, el minimo
cero y el maximo 2 =2 mn? A?; en el instante en que la energia potencial
tiene el valor maximo, la energia cinética tiene el valor cero y reci-
procamente; los valores medios de ambas energfas, en el intervalo de
una oscilacién, son iguales, puesto que oscilan entre los mismos li-
mites, y el aumento de una de ellas, en cierto tiempo, es igual a la
disminucién que experimenta la otra en el mismo intervalo.

% 10. El péndulo ideal o matematico. — Bajo el nombre de pén-
dulo ideal o matemético se comprende a un punto Haterial sometido
a la accién de la gravedad, que esth obligado a permanecer, durante
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su movimiento, sobre una superficie esférica. Este mecanismo estaria
realizado, idealmente, por una masa infinitamente pequefia suspen-
dida en un hilo sin peso, inextensible y completamente flexible.

La longitud del péndulo es el radio de la esfera, o, lo que es lo mis-
mo, la longitud del hilo entre el punto de suspensién y la masa punc-
tual.

En el nimero 7 se ha encontrado que el tiempo de oscilacién de un
movimiento vibratorio arménico rectilineo est4 dado por la relacion

T=2M/7,'07, [57]

donde m es la masa en movimiento y % la constante de proporciona-
lidad entre la fuerza y el apartamiento.

En el caso de las pequeiias oscilaciones de un péndulo, la constan-
te tiene el valor

k=19, [58]

en virtud de la relacion [28].
Se obtiene, asi, la expresién

T=2M/%_, [59]

donde [ es la longitud del péndulo y ¢ la aceleracién de la gravedad

Si las oscilaciones no son pequeiias, la fuerza es proporcional al
seno del angulo de desviacién y la descripcién del movimiento re-
quiere la integraciéon de la siguiente ecuacién diferencial:

=~il7-sen6, [60]

donde el primer miembro es el producto de la masa por la acelera-
cion, y el segundo la fuerza actuante.

Esa ecuacién se establece en seguida, pues si se representa con s
la linea sobre la que se mueve el punto (un arco de circulo en este
caso) se tiene, por el principio de masa,

d?s
dt?

m = — mg sen 0,

donde el primer término es el producto de la masa por la aceleracién
sobre la linea y el segundo término la fuerza actuante en su direccién.
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Si se mide la longitud de la linea s a partir de la posicién de re-
poso del péndulo, la longitud de s, cuando aquel forma con la verti-
cal el angulo 6, es

s =160,

relaciéon que introducida en la ecuacién anterior da la [60].
El resultado de aquella integracién es que el tiempo de una osci-
lacién estéd dado por la expresion:

211:/‘/— [1+——sen2—+<1 —il-)zsen4%4+.'..}. [61]

Si la amplitud es pequefia; se pueden considerar tnicamente los
dos primeros términos del desarrolle y tomar el arco en lugar del

seno; resulta:
2"‘1/—‘ <1+ —-) [62]

Esta férmula permite comprobar si efectivamente todos los cuerpos,
cualquiera que sea su substancia, caen con la misma aceleracién; es
decir, la independencia del tiempo de oscilacién de la naturaleza de
la masa debe verificarse experimentalmente a posterior:; no es una
consecuencia de la férmula, como con frecuencia se dice.

Los tiempos de oscilaciéon de dos péndulos estan entonces entre s,
en el mismo lugar de la tierra, como la raiz cuadrada de sus longitu-
des; los tiempos de oscilacién del mismo péndulo en dos lugares
distintos de la tierra estarfan entre si como la razén inversa de los
cuadrados de las aceleraciones en los mismos puntos. Sobre la deter-
minacién de g véase el capitulo XIII.

¥ 11. El amortiguamiento de las oscilaciones. — La experiencia
hace ostensible que las oscilaciones de un cuerpo cualquiera no perdu-
ran indefinidamente, sino que la amplitud va disminuyendo paulati-
namente hasta anularse.

En el caso de un péndulo que se mueve en el aire, ese decrecer de
la amplitud es debido a que el cuerpo arrastra en su movimiento ma-
sas de aquel fluido las que adquieren cierta provisiéon de energia ciné-
tica, a costa de la del cuerpo, y la energia cinética que se convierte en
calor por el roce con el aire mismo. Cuando la amplitud decrece con
el tiempo, se dice que las oscilaciones son amortiguadas.
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Inscribiendo el movimiento se obtiene una curva como la de la figu-
ra 155, donde se ha exagerado ex profeso el amortiguamiento y en la
cual puede estudiarse la manera cémo disminuye la amplitud de una
oscilacién a otra. Esto se puede investigar de una manera segura ob-

J

&

oFig. 155.

servando, con anteojo § escala, los puntos 4o, 41, 4, As ..., de vuel-
ta del péndulo, los que corresponden a los instantes ¢ = 0,t=1T,t =
2T, ..., siconsideramos como instante inicial aquel en que el péndulo
esth en Ao y es T' el tiempo de una oscilacién. Resulta que las ampli-
tudes ¥o, %1, Yo, ..., guardan las relaciones '

Yo - ¥ _ _ const. [63]

"N Yz Ys

Se trata, por lo tanto, de un movimiento periédico cuya amplitud
decrece en funcién del tiempo seglin una proporcién geométrica.

La amplitud de un movimiento semejante estid representado por
una expresion como ésta (1):

t
y=Ae—YTCos2w—,!i,— [64]

0, si n es el nimero de oscilaciones por segundo, por

y=sAe r™cos2 T, [65]

(*) En la expresién general de la elongacién y aparece un segundo término

. t
proporcional a sen 2 r T que se anula para t =0, T, 2 T etc.
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donde A es la amplitud para { = 0 y y una constante numérica. En
efecto es:

parat = 0 y=1y = A
parat = T y=y=Ae 7
parat = 2T y =y, = A e 27
de donde
Yo Y 1
S = Xl = = : = eV
W Yo e
y, por lo tanto,
lognat zf = 10gnat z: =...=7, [66]

lo que hace notorio que la constante ¥ introducida representa el lo-
garitmo natural del cociente de dos amplitudes sucesivas; se la llama
decrecimzento logarftmico. Esta misma forma de amortiguamiento ofre-
cen las oscilaciones eléctricas en un hilo met4lico, oscilaciones que
se producen si se unen con €l las armaduras de un condensador car-
gado. El decrecimiento logaritmico juega un papel de suma impor-
tancia en todos los fenémenos oscilatorios.
La expresién [64] se escribe con frecuencia

y=Ae 3 cos2m ) [67]

t
T
existiendo, por lo tanto, entre 6 y v la relacién

5 =rym = 1. [68]

La constante & se denomina constante de amortiguamiento.

La teoria ensefia que si es T, el perfodo de las oscilaciones que
cumple un sistema estando libre de amortiguamiento, cuando el de-
crecimiento logaritmico es v, el perfodo T estad dado por la expresion

.r2
T =1T, 14+ —-

4 72
* PRUEBA. — En el caso de oscilaciones amortiguadas, se super-
pone, como es evidente, a la fuerza proporcional a la distancia, otra
fuerza que se opone al movimiento, proviniendo, en el caso del pén-
dulo, del roce con el aire y de la reaccién de las masas de ese mismo

fluido que desplaza.
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Se puede deducir el valor de la segunda fuerza calculando previa-
mente la fuerza total, pues si se deriva la ecuacién [65] dos veces, se
obtiene la aceleracién del movimiento y multiplicandola por la masa
el valor de aquélla.

-S,i' se deriva la expresién [65] se obtiene como valor de la velocidad:
dy ot -
v=7t—=——-7ny——21tnAe rnt sen 2 w nt, ‘[69]

.

y derivando esta ecuacién y haciendo algunas eliminaciones entre la
ecuacién obtenida, la misma [69] y la [65], resulta para la aceleracibn
el valor

d
a=————=-—~(47c2n2+72n2)y——~2ynd?t/: [70]
ecuacién que nos muestra, en virtud del principio de superposicién,
que actda una fuerza proporcional a la elongacién, como ya sabia-
mos, y cuyo valor es '

m(4xin? 4+ y2nd)y = ky [71] °

— donde k = (4x?n? + y2n?) es, seglin se ha hecho notar antes, una
constante dada con el sistema — (*) y una fuerza cuyo valor, propor-

cional a la velocidgd, es

2'r'nmiy—= %

@ ~Pa’ [72]

donde p = 2myn es también una constante definida con el sistema.
Si no hay amortiguamiento serd y = 0 y » toma el valor particular
que indicamos con 7o y se tiene, lo que estaba ya dado por la [43]:

k= m4xng?, [73]
y, por lo tanto,
4 72n® + y2n2 = 4 12 ned - [74]
n = Ny 1 > [75]
v
1+ 4
0 .
T2
T=T, 1+ i [76]

(*) Estd claro que involucramos, también, al medio en que el sistema pro-
piamente dicho se mueve.
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relacién que liga el tiempo de oscilacién con amortiguamiento en
funcién del tiempo de oscilacién que tendria el sistema bajo la accién
exclusiva de la fuerza ky, esto es, sin amortiguamiento. El tiempo
de oscilacién de un péndulo, suponiendo ‘que la amplitud de sus os-

cilaciones no dcrece, es
l
TO = 2 ™ /‘/ -g— ] [77]

mientras que lo que se mide directamente es T'; si se mide ademés a
v se puede calcular a T, En el caso del movimiento de un péndulo
en el aire el valor de y es sumamente pequefio con respecto a 2, de
modo que puede ponerse directamente T = T.

* 12. Estudio analitico. — Todas las posibilidades y caracteris-
ticas del movimiento de un punto de masa m sometido a la accién
. : d .
simultdnea de una fuerza como la ky y otra como la p d_z: , se obtie-
nen por la integracién de la ecuacién que resulta aplicando el prin-
cipio de masa de Newton. Es
2y dy
— 2 = —ky—p — 78
™ ap =P g 78]
que es una expresiéon generalizada de la [70].
Esta ecuacién se integra facilmente escribiendo

y = e [79]
y, por lo tanto,

4o

Cf;ti/ — 7.2 ert

y substituyendo estos valores en la [78]. Se obtiene asi la llamada
ecuacion caracteristica que permite determinar r y que es

mr2 +pr +k =0, [80]

~ P P? k

de donde
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Esa ecuacién ensefia que existen dos valores de r (r; y r2) que per-
miten que la [79] satisfaga a la ecuacién [78], esto es, que -existen
dos soluciones de la ecuacion diferencial. El significado fisico es que
el movimiento méas general que puede cumplir el sistema se deja des-
componer en dos movimientos méas simples, segin el principio de
superposicién. El movimiento més general resultarad descrito por una
expresion de la forma

y = Cp ent + (3 e™?, [82]

‘La [82] permite describir el movimiento a partir de condiciones
iniciales cualesquiera, las cuales estan definidas por la posicién y la
velocidad inicial. Las constantes C1 y C, hacen posible adaptar la so-
lucién a esas condiciones.

Sea, por ejemplo,
dy
y=0 [a] y % v [b]
para el instante inicial, esto es, para ¢ = 0. Por la [a] se deduce de
la [82] que

Ci+C=0

y, por la [b], que
11 Cy + 12 Co = vy,

de las cuales resulta:
. vo

C1=’—‘Cz=

Ty— T

Introduciendo en la [82] esos valores de las C se tiene

Y= —0  (ent— enf). [82']

Nn—Ts

Consideremos ahora los diversos casos que se presentan.

I. Caso APERIODICO. — Si es:

P k
4 m? > m

’ [83]

el radical de la [81] es real y las dos rafces r, y r; son reales y ne-
gativas, siendo el valor absoluto de rs» mayor que el de r, esto es,
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|re| > |r1]. Sera, pues, y negativo para todos los valores de ¢, anulan-
dose para t = o, de suerte que el movimiento es aperiddico. La elon-
gacién méxima corresponde al instante ¢ para el cual es cero la ve-

locidad, esto es al instante para el cual es (fiT = 0, resultando de
la [82']
. "
L — To

II. Caso PERIODICO. — Si es:

p? k

. 4
4m2<m' [83°]

el subradical es negativo y, por lo tanto, las rafces r, y r imagina-
rias conjugadas. Esto es,

R AU

y [85]
——-“'l/‘/m 4m2 ’

donde se ha escrito {— 1 = i.
Introduciendo esos valores de r, y r. en la [82'] resuta

P
e om’ en1/m - t, [82"]
/‘/m 4m2

la cual hace notorio que el punto cumple un movimiento arménico
amortiguado.
La elongacién y toma los mismos valores cada vez que es

/‘/m 4m2t=27ch h=1,2, ...

y, por consiguiente, el tiempo de oscilacién es

2w

Vet
m 4 m?

1y

T =
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Si se introduce en esta relaciéon los valores de Ty y v dados por las
[73] ¥ [72] se obtiene la relacién [76].

ITII. Caso LiMITE. — Si es:

2 k
41;7&2 ~m [837]

el subradical es cero y las dos raices r1 y 72 son reales e iguales, esto es,

p
S T T

Introduciendo estos valores en la [82’] aparece en la forma indeter-

: 0 : .. oy
minada — . Esa indeterminacién desaparece escribiendo

0
p* ko,
amr  m !
es decir,
- _P
™ 2m +€
y
r2=-—-—2%—~—e,

substituyendo en la [82'] y haciendo converger ¢ a cero. Asi se obtiene

Yy =1mle 2m

La elongacién es por consiguiente, siempre positiva, vale decir, el
movimiento es también aperi6édico. La velocidad alcanza el. valor
cero en el instante

t = 2 m )
p
. dy ..
lo cual resulta igualando a cero a 5 Y por consiguiente, la elonga-
¢i6on maxima es
2m Vo



C.— OSCILACIONES FORZADAS. RESONANCIA

X 13. Los hechos mas notorios. — En los casos anteriores la masa
oscilante era apartada de su posicién de equilibrio y luego abandonada
a si misma. Las oscilaciones que cumple el sistema en esas condicio-
nes se llaman libres. De gran importancia, tanto en la ciencia como
en la técnica, es el estudio del movimiento oscilatorio de un sistema
que estd continuamente solicitado por una fuerza exterior periddica.
Las oscilaciones asi producidas se llaman forzadas.

Antes de deducir tedricamente las caracteristicas [
de ese movimiento, conviene ver, experimentalmen-
te, lo que ocurre en un caso concreto.

Tengamos un sistema susceptible de cumplir os-
cilaciones propias, constituido por una espiral me-
talica fuerte £ y un peso P relativamente grande
(fig. 156).

Uniendo el peso P por una espiral metalica débil
e, a la barra B que mueve una excéntrica, colocada
en el eje de un motorcito eléctrico, se puede hacer
actuar una fuerza periédica sobre el sistema. Las
oscilaciones que ejecuta en estas condiciones el sis-
tema son forzadas.

La fuerza exterior carece de amortiguamiento,
pues la amplitud del movimiento del punto N es in-
variable. El nimero de oscilaciones por segundo pue-
de modificarse variando el nimero de revoluciones Fig. 156.
del motor.

Se trata de dos sistemas oscilantes unidos por la espiral e. De dos
sistemas tales se dice que estan acoplados, en este caso, con débil aco-
plamiento, pues la energia que puede transmitir la espiral e al otro sis-
tema, en una vuelta del motor, es muy pequeiia.

Si se hace girar el motor, con cualquier velocidad, la masa m cumple
oscilaciones cuyo periodo es exactamente igual al del punto N o, lo que
es lo mismo, al ndmero de revoluciones del motor, es decir, el peso P
se ve forzado a oscilar con una frecuencia diferente de la que corres-
ponde a sus propias condiciones mecénicas.

Se observa que la amplitud de la oscilacién de la masa permanece
constante, y, por lo tanto, la energia almacenada por el sistema no
varfa. Si se corta la espiral e las oscilaciones se extinguen poco a poco
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por las causas que conocemos. Quiere decir entonces que, para que la
amplitud quede constante, el sistema debe recibir, en el intervalo
de una oscilacién, una cantidad de energia igual a la que se consume
en el mismo tiempo, por roce del sistema en el aire y por la energia
cinética que ésta recibe de la masa P en movimiento. Esa energia la
entrega el motor y es a costa de la energia eléctrica de la fuente que
lo alimenta.

‘Si se aumenta paulatinamente el nimero de revoluciones del mo-
tor, se observara que a medida que nos acercamos al nimero de os-
cilaciones que cumple la masa P bajo la accion exclusiva de la espiral
E las oscilaciones se hacen mas y mas amplias; la energia almacena-
da en el sistema formado por la espiral E y el peso P es, pues, tanto
mayor cuanto menos difiere el periodo de las oscilaciones forzadas
del perfodo de las oscilaciones libres del sistema.

Se alcanza al fin un nimero de oscilaciones, a partir del cual, si
aumenta el nimero de oscilaciones de la. fuerza exterior, la amplitud
del movimiento de P comienza a decrecer.

Cuando el efecto es maximo se dice que los sistemas estan en reso-
nancia; el nimero de oscilaciones de la fuerza exterior es casi igual
al ntimero de oscilaciones propias de la masa m.

* 14. Estudio analitico. — La descripcién cualitativa del fenémeno
no ilustra suficientemente y es conveniente hacer una discusion teérica.

El movimiento observado se mantiene bajo la accion de las fuerzas
propias del sistema, dadas por la ecuacion [78] mas la fuerza perio-
dica exterior. Indiquemos a ésta con la expresiéon

Acos2xmnt, [89]

pues su nuimero 7, de oscilaciones es, en general, diferente de la fre-
cuencia propia n del sistema sobre el cual actda.
La ecuacién del movimiento seri, segin el principio de masa:

mw,,_«=-——ky-—-p~-y—+Acos2vrn1t. [90]

-El movimiento forzado que cumple la masa m bajo la accién de la
fuerza periddica exterior es del mismo perfodo que ésta, y tendré, en
general, diferente amplitud y fase, esto es, se deja representar por
una expresion de la forma '

y=Bcos 2rmt—9g), [91]
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donde la constante B indica su amplitud y la constante ¢ su diferen-
cia de fase con la fuerza exterior. Es decir, la expresiéon [91] es solu-
ci6bn de la ecuacién diferencial [90], lo que significa que por eleccién
conveniente de B y ¢, substituyendo en la [90] y efectuando las deri-
vaciones, se obtiene una identidad. Procedamos a determinar B, de
modo que ocurra tal cosa.

El procedimiento més expeditivo consiste en el uso de la férmula
de Eulero segin la cual la fuerza periédica exterior es la parte real de

A ezt [92]

De la misma manera la solucién [91] representa la parte real de la
expresion
Bel@amt—o) [93]

Si se pone en .la [90] en lugar de la fuerza exterior la [92]; en vez
de la solucién [91] la [93] y se efecttian derivaciones y simplificacio-
nes, se obtiene:

B e_i‘P =

A
k ‘o
m(——41t2n12)+121tn1p
m

[94]

o introduciendo el ndmero de oscilaciones 7, que cumpliria el punto
bajo la accién exclusiva de la fuerza ky, esto es, sin amortiguamiento,
definidas por la [73]; resulta

Be 1% = 4 _—— [95]
2 2 2 s M
4 m{(no n1)+121cm
y poniendo
net — n2 = pcos P
[96]
2n1 z:n = p sen 0
i
donde debe ser
\2
p = 1/(%02—?%12)2 + (;;ﬁ;) [97]
tang § = - mp ' [98]

2Tm (n02 —_ n12)
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(relaciones que se obtienen: la [97] elevando al cuadrado las [96] y
sumando, y la [98] dividiéndolas entre sf) resulta
A

Be—ie = ‘m e 16 [99]

La diferencia de fase es, pues, ¢ = 6 7 estd dada por la [98] y la
amplitud de la oscilacién forzada

B _4 _ _, [100]

472mo
4 2 m/‘/(no —n12)2+( mp_

2% m

lo que nos dice que ella es proporcional a la amplitud de la fuerza
exterior e inversamente proporcional a la masa y a ¢.

B\

4

Fig. 157.

En el caso considerado la frecuencia n, es constante; lo que varia
es la frecuencia n, de la fuerza exterior. A fin de discutir cémo varfa
la amplitud B con 7n; escribamos la [ 100] como sigue:

B = »  [101]

4x2mn024/(1—~—‘) (Mm no)

donde se ve que la amplitud tiene un méaximo tanto més pronun-
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ciado y tanto més cerca de n; = n, cuanto menor es el factor p de
la fuerza que determina el amortiguamiento, es decir, cuanto menor
sea el decrecimiento de las oscilaciones.

En la figura 157 se han representado algunas curvas de la ampli-
tud B en funcién de n; para diferentes valores del amortiguamiento;
tanto mayor es el amortiguamiento, tanto mas achatada es la curva.
Los valores de los decrecimientos logaritmicos pueden darse de ante-
mano; se introducen en la relacién [101] teniendo presente que es

4 No

T 47

~

asi figuran sélo las constantes m, no y 7.

La diferencia de fase se puede discutir facilmente por la ecuacién
[98], donde conhviene introducir, como se acaba indicar, el valor de
v reemplazando el valor de p/2 m; esa discusién sera un ejercicio in-
teresante para el lector.

Y. 15. E1 péndulo doble. de Oberbeck. — Se ha estudiado en los
parrafos anteriores la accién de un sistema oscilante cuya amplitud
se mantiene constante, sobre otro sis-

tema .oscilante. Es de mucha impor- —
tancia el estudio de la accién:de un e e
sistema no sometido a esa condicién
sobre otro. Vv Vv
En la figura 158 estd representado L
. J
un caso de esa especie. Se trata de Cl J.

dos péndulos formados por masas m
iguales que pueden fijarse en diferen-
tes posiciones en dos varillas metéa-
licas suspendidas de un soporte S P
por medio de cintas elasticas e de _

acero. Ls sistemas pueden acoplarse mEJ :]m
uniendo dos de sus puntos por un hilo ]
y suspendiendo de él un peso P. Es I
posible estudiar asf, experimental- Fig. 158.

mente, la influencia del valor relativo

del periodo y del acoplamiento, pues éste puede variarse a voluntad

modificando el peso P, y el nimero de oscilaciones por desplazamien-
to de las masas.
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Supongamos, primeramente, que las dos masas estan a la misma
altura; los péndulos tendran asi iguales periodos, si oscilan libre-
mente. Acoplando los sistemas, colgando un peso P del hilo y alma-
cenando en uno de ellos cierta provisién de energia, desviandolo de
su posicion de reposo, se observa, si se les abandona a si mismos,
lo siguiente: el péndulo, que estaba en reposo, comienza a oscilar;
su amplitud crece con el tiempo, al mismo tiempo que la del otro de-
crece hasta que alcanga una amplitud nula. Este reposo dura un
corto intervalo de tiempo, pues en seguida el fenémeno ocurre en
sentido contrario. La ener-
gia oscila, pues, entre los
dos sistemas. Los estados
de movimiento de los dos
péndulos, de los cuales uno
llamaremos primario, I, y
el otro secundario, 11, es-
tan representados en la fi-
gura 159.

'Si no hubiese amorti-
guamiento, las amplitudes
se repetirian peri6dicamen-
te. Si se aumenta el aco-
plamiento suspendiendo un
peso mayor del hilo, los puntos de reposo se suceden més rapida-
mente; el intervalo de tiempo en que las masas estdn quietas, dis-
minuye.

El estado de movimiento de uno cualquiera de los péndulos se
deja descomponer en dos oscilaciones sinusoidales amortiguadas, de
diferente perfodo, los cuales dependen del acoplamiento.

Si los perfodos de las oscilaciones libres no son iguales, el secun-
dario es excitado tanto méas débilmente cuanto méas difieren; esto
es, en todo momento posee s6lo una pequeiia parte de la energia
del primario. La amplitud varia en la forma antes indicada, pero no
existen instantes en que la energia sea cero, sino instantes en que su
energia es un minimo.

Este fenémeno tiene, en el estudio de circuitos eléctricos oscilan-
tes acoplados, mucha importancia, habiendo sido estudiado teérica
y experimentalmente por varios fisicos.

N

Fig. 159.
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16. El eje flexible de la turbina de Laval. — En las turbinas a
vapor, cuyo uso se ha extendido extraordinariamente en los tltimos
afios, las velocidades de giracién son sumamente grandes.

Ocurria al principio, con frecuencia, que los ejes cedian y se
producia la ruptura de todo el mecanismo. Laval obvié este incon-
veniente de una manera a primera vista curiosa: utiliz6 en lugar
de ejes gruesos, ejes delgados, flexibles, mas o
menos del grueso de un dedo, tonsiguiendo con |
ello una centracion automitica de los mis- '
mos.

Si‘una barra AB (fig. 160) est4 situada en dos |
cojinetes, la experiencia ensefia que la fuerza '
necesaria para que el punto medio, O, por ejem- !
plo, sea llevado a una posicion O, préxima a [l 0% JO-I%-

7\
!
|
|

O, es proporcional a la distancia 00’; si la
barra es apartada de su posicion de equilibrio
y se la abandona a si misma, cu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>