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Prélogo

Este libro de catedra es una consecuencia (a nuestro entender, positiva) de la pandemia
de COVID-19. A partir del Aislamiento Social Preventivo Obligatorio (ASPO) decretado
por el Gobierno Nacional a mediados de marzo de 2020, nos encontramos ante la necesidad
de compilar y sistematizar los apuntes tedricos y los trabajos practicos que utilizamos para
dictar un curso de algebra lineal.

Nuestra intencién no es presentar una obra original sobre dlgebra lineal, sino realizar una
recopilacion del material que suele utilizarse para el curso. La mayor parte del contenido de
estos apuntes (asi como el orden en que se presentan la mayoria de los temas) estd basado
en el clasico libro de K. Hoffman y R. Kunze [4], el cual utilizamos desde hace muchos anos.
Sin embargo, en varios puntos decidimos tomar enfoques diferentes. Por ejemplo, el Capitulo
5 estd influenciado por el libro de K. Nomizu [7] y el Capitulo 10 por el de E. Vinberg.

Otra fuente de informacién a la que hemos recurrido son notas de clase producidas por
los profesores Pedro Massey, Marila Etchechoury y Gastén A. Garcia en afos anteriores. A
todos ellos va nuestro agradecimiento.

Francisco Martinez Peria y Noelia Belén Rios
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Capitulo 1

Espacios Vectoriales

Comenzamos recordando la definicién de cuerpo, ya que utilizaremos uno de éstos como
el conjunto de escalares necesarios para combinar con los “vectores” de un espacio vectorial
abstracto. A continuacién presentamos algunos ejemplos, los cuales utilizaremos frecuente-
mente.

Definicion 1.1. Un cuerpo K es un conjunto dotado con dos operaciones binarias
+: K x K — K, K x K — K,

que satisfacen las siguientes propiedades:

i) (a+8)+v=a+(8+7) para todo o, 3,7 € K;

i) a4+ 8 =B + « para todo «, 8 € K;

iii) existe 0 € K tal que o + 0 = 0+ o = « para todo « € K;

iv) para cada « € K existe un tnico —a € K tal que a + (—a) = (—a) + a = 0;

vi) a-f = -« para todo a, 5 € K;

vii) existe 1 € Ktal que -1 =1-a = « para todo a € K;

para cada o € K\ {0} existe un tnico a™! € Ktalque a-a ! =a ! - a=1;

)

)

)

)

v) (- B)-v=a-(8-7) para todo a, 8,7y € K;

)

)

viii)

ix) (a+8)-v=a-vy+ -7 paratodo a, 3,7 € K.

A los elementos distinguidos 0 y 1 de K los llamaremos el elemento neutro y el elemento
unidad del cuerpo K, respectivamente.

Ejemplos 1.2.
1. @, Ry C son cuerpos con las operaciones usuales.

2. Si p € N es un numero primo, el conjunto Z, formado por las clases de equivalencia
médulo p es un cuerpo con las operaciones

n+m:=n+m, n-m:=mn-m, n,m € 7Z.
3. Ny Z no son cuerpos.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 7
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4. Si ¢ denota a la unidad imaginaria del cuerpo C, el subconjunto de C dado por

={p+iv2q: p,q€Q},
dotado con las operaciones que hereda de C, también es un cuerpo.

A lo largo de estas notas, K denotard al cuerpo C 6 a algin subcuerpo de C, salvo que
se indique lo contrario. Sin embargo, la préxima definicién tiene sentido para un cuerpo K
arbitrario.

Definiciéon 1.3. Dado un cuerpo K, un espacio vectorial sobre K es un conjunto V
dotado de una operacién binaria, +: V x V — V| y de una accién del cuerpo K sobre V,

S KxV =V,
que satisfacen:

i) (u+v)+w=u+ (v+w) para todo u,v,w € V;
i) w4+ v = v+ u para todo u,v € V;
iii eXlsteOEVtalqueU—|—0:O+v—vparat0dov6V
v

(a-B)-v=a-(B-v) para todo o, 5 € Ky todo v € V;

V1

i)
i)
i)
iv) para cada v € V existe un tinico —v € V tal que v + (—v) = (—v) + v = 0:
)
i) la unidad 1 € K verifica que 1 -v = v para todo v € V;
i)

vii) (a+ ) -v=a-v+ v para todo o, 5 € Ky todo v € V;
viii) a- (u+v) =a-u+ «a-v para todo o € Ky todo u,v € V.
Al elemento distinguido 0 € V' lo llamaremos el vector nulo del K-espacio vectorial V.

A los elementos de un K-espacio vectorial los llamaremos vectores, y a la operacién
binaria + y a la accién - les diremos coloquialmente la suma en V' y el producto por
escalares de K, respectivamente.

Ejemplos 1.4. Dado un cuerpo K, los siguientes son algunos ejemplos de K-espacios vec-
toriales:

1. Dadon € N, K" := {(a:l, conmp) xpeK k=1, ,n} con las operaciones:

(1, yxn) + Y1y ooy Yn) = (T1+ Y1, -+ oy T + Yn),
a-(T1,. ., xn) = (@ 21, Ty, a €K,

es un K-espacio vectorial al que llamaremos el espacio de las n-uplas en K.

2. Dados n,m € N, el conjunto K"*" de matrices de n X m con entradas en K, dotado
con las operaciones:

A+ B);;i = A;i + Bij, A, B ¢ K"™™
J J J
(a-A)ij = a'Aija Ae Knxm, a €K,

es un K-espacio vectorial.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 8
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3. Dado un conjunto D, el conjunto de funciones con dominio D a valores en K:
F(D,K):={f:D—K : fesuna funcién},
dotado con las operaciones:

(f+9)(@) = f(x) +9(x),  f,geF(D,K),
(a-f)::a-f(x), fE.F(D,K),aGK,

también es un K-espacio vectorial.

4. Si V es un K-espacio vectorial entonces F (D, V'), con las operaciones definidas como
en el ejemplo anterior, también es un K-espacio vectorial.

5. El conjunto de polinomios K|[z] con coeficientes en el cuerpo K en la indeterminada x
es un K-espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto por escalares.
La definicién formal de K|z] la dejamos para mds adelante.

6. El subconjunto de F (K, K) formado por las funciones polinomiales, es decir, aque-
llas cuya ley de asignacién es de la forma

fx)=a9g+arx+ ...+ apz", paraalginn €N,y ag,a1...,a, €K,

también es un K-espacio vectorial con las operaciones que hereda de F(K, K).

Si K tiene una cantidad infinita de elementos, el K-espacio vectorial de las funciones
polinomiales puede identificarse con Klz|, pero esta identificacién falla si K es un
cuerpo finito.

7. El espacio de sucesiones sobre K:
K™ = {(aj)jeN ca; €K, je N},
dotado con las operaciones:
(a+0b); == aj; +bj, a,b e K™
(a-a)j:=a-aj, a€K® aek,

es un K-espacio vectorial. Notemos que K* puede identificarse con F(N, K).

A continuacién presentamos algunas consecuencias inmediatas de la definicién de K-
espacio vectorial. Para ello, supongamos que V' es un K-espacio vectorial.

e Si 0 es el vector nulo deVyaEKentoncesa-ﬁzﬁ.
Dehecho,comoa-(_)‘:a‘((_)’—i-(_)‘):a‘6+a-6,resultaque
O=a-0+(—(a-0)=a-0+a-0+ (- (a-0)=a-0.
e Si0es el neutro de Ky v € V entonces 0-v = 0.
En efecto, 0-v=(0+0)-v=0-v+0-wv. Luego,
0=0-v+(-(0-v)=0-v+0-v)+ (= (0-v)) =0-v.
Luego, dados v € V y a € K,
sia-v=0entonces a=0 6 v:6,

-1

porque si & # 0 tenemos que v =1-v=(a"'-a)-v=a"' (a-v)=a'-0=0.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 9
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e Ademas, si v € V entonces (—1) - v = —v.

Esto tltimo sale de que 0 =0 - I+(-1)-v=1-v+(-1)-v=v+(-1)-v,yen

consecuencia,
—v=—v+ v+ (-1)-v)=(—v+v)+(-1)-v=0+(=1)-v=(-1) 0.
A partir de aqui obviaremos el uso de - para anotar al producto por escalares. Es decir,
dados a € Ky v € V, en lugar de anotar « - v escribiremos simplemente awv.

Observacion 1.5. Las propiedades asociativa y conmutativa de la adicién de vectores
implican que la suma de una cantidad finita de vectores cualesquiera vy...,vp € V es
independiente del orden de los sumandos y de como se asocien entre ellos, es decir,

v1 + ...+ v esta bien definida.

Antes de pasar a la préxima seccién, formalicemos la idea de que ciertos vectores de
un K-espacio vectorial V' pueden descomponerse en términos de una familia distinguida
{v1,..., v} contenida en V.

Definiciéon 1.6. Dado un K-espacio vectorial V', sean v1,...,v; € V. Un vector v € V es
una combinacién lineal de los vectores vy, ..., v si existen escalares aq,...,a; € K tales
que
k
v = Zaivi = Q1v1 + QU2 + ... + VL.
i=1

1.1. Subespacios

Entre los subconjuntos de un K-espacio vectorial nos interesa destacar a aquellos que
son también un K-espacio vectorial.

Definicion 1.7. Dado un K-espacio vectorial V', un subespacio de V es un subconjunto
W C V tal que, con las operaciones que hereda de V', resulta también un K-espacio vectorial.

Para probar que un subconjunto W C V es un subespacio de V', alcanza con probar que
W es no vacio y que tanto la operacién binaria como la accién del cuerpo K son cerradas
en W, es decir,

e siv,w e W entonces v +w € W;
e siaeKyweW entonces aw € W.

Observacién 1.8. Si W es un subespacio de un K-espacio vectorial V', entonces 0 € W. Esto
es facil de verificar, porque si w € W (alguno hay, porque W # @) entonces 0 =0-w € W.

Por este motivo, muchas veces en la definiciéon de subespacio la condicién “W # @7 se
reemplaza por la condicién equivalente “0 € W”.

Si V' es un K-espacio vectorial, entonces {0} es un subespacio de V, lo llamaremos el
subespacio nulo. Ademas, V' también es un subespacio de si mismo. Entonces, a estos dos
los llamaremos los subespacios triviales de V.

Definiciéon 1.9. Un subespacio W de V' es un subespacio propio si W # {6} yW#£V.

Ejemplos 1.10.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 10
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1. Las funciones polinomiales sobre un cuerpo K son un subespacio propio de F(K, K).

2. En particular, si K = R, las funciones polinomiales también son un subespacio propio
de C(R), el R-espacio vectorial de funciones continuas (definidas en R). A su vez, C(R)
es un subespacio de F(R,R).

3. El conjunto C1(R) formado por las funciones con derivada continua es un subespacio
propio de C'(R). Ademds, el conjunto de soluciones de la ecuacién diferencial

y"(t) +y(t) =0,
es un subespacio de C!'(R). En efecto, este conjunto puede describirse como
{acos(t) + Bsen(t) : «a,p € R}.
4. Un subconjunto S C R? es un subespacio propio de R? si y sélo si S es una recta que
pasa por el origen.

5. Un subconjunto S C R3 es un subespacio propio de R? si y sélo si S es una recta 6 un
plano que pasa por el origen.

6. Si m < n el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo
determinado por una matriz A € K™*",

A-X=0,
es un subespacio propio de K™,

El dltimo ejemplo de la lista anterior puede pensarse como un caso particular del siguiente
resultado, ya que un vector Xg € K™ es solucién del sistema de ecuaciones si y sélo si es
solucién de cada una de las ecuaciones individuales que lo conforman.

Teorema 1.11. Sea V' un K-espacio vectorial. Si {W;}icr es una familia arbitraria de
subespacios de V', entonces ();c; Wi también es un subespacio de V.

Demostracion. Dada una familia arbitraria {W;};cr de subespacios de V', sea W := (,.; W;.
Sean v,w € W y a € K. Como v,w € W; para cada i € I, resulta que av + w € W, para
todo ¢ € I. Es decir, av+w € W.

Entonces, como la operacién binaria y la accién del cuerpo K son cerradas en W, y
ademas W # @ (porque contiene a 6), W es un subespacio de V. O

Es muy importante aclarar que, en general, la unién de subespacios de un K-espacio
vectorial V' puede no ser un subespacio de V.

Ejemplo 1.12. En R?, fijados dos escalares distintos 71,79 € R, r1 # 79, consideremos los
conjuntos:

Ry = {({E,Tll’) :x € R},
Ry = {(:U,TQQC) cx € R}.

Es facil ver que R; v Ry son dos subespacios de R?, pero R; U Ry no es un subespacio de
R? ya que

(1,7‘1) € Ry, (1,7“2) € Ry pero (0,7“2 — 7"1) = (1,7‘2) — (1,7“1) §é R1 U Rs.

y rg = % entonces el punto (0,1) no pertenece a la unién de las

N[

Graficamente, si r; =
rectas Ry y Ro.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 11



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

4.2
3.1 Ry
2. +
Ry
1.
2. 1 o 1. 2 3 4.

Figura 1.1: R; U Ry no es un subespacio de R2.

Como la union de dos subespacios W1 y Was puede no ser un subespacio, debemos sustituir
la idea de la unién por otra que represente al menor subespacio de V' que contiene tanto
a Wy como a Wy. Comencemos definiendo cual es el menor subespacio que contiene a un
subconjunto arbitrario.

Definiciéon 1.13. Dado un K-espacio vectorial V', sea S C V un subconjunto no vacio. El
subespacio generado por S, al que anotaremos S, es el conjunto de todas las combina-
ciones lineales (finitas) que pueden construirse con los vectores de S, es decir, v € S siy

sélo si existen k € N, vectores v1,...,v, € S y escalares aq,...,q € K tales que
k
v = Zaivi = 1V1 + QU + ... + QRUE.
i=1

Ejercicio 1.14. Mostrar que S es el menor subespacio que contiene a S, es decir, probar
que S es la interseccion de todos los subespacios que contienen a S.

Definicion 1.15. Dado un K-espacio vectorial V', sean W7 y W5 dos subespacios de V.
Definimos la suma de los subespacios W; y Ws como el conjunto

Wi+ Wy ::{u—}—vz u € Wy, ’UGWQ}.

Ejercicio 1.16. Probar que W1+ Wy = W7 U Wy y, por lo tanto, Wi + W5 es un subespacio
de V.

Ejemplo 1.17. Si V = C?*2 es el C-espacio vectorial de matrices de 2 x 2 con entradas
complejas, consideremos los subespacios

_ Ty,
Wl_{(z O).x,y,zé@},
W2:{<u O):u,ve@}.

0 v

En este caso es facil ver que W; 4+ Ws coincide con V' = C?*2, mientras que

WlﬂWQZ{ (g 8) :UEC}

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 12
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La primera afirmacion es consecuencia de que, si a,b,c,d € C,

ewq €Wy

()

1.2. Bases y dimension

Dado un K-espacio vectorial V' arbitrario, necesitamos comprobar que existe (al menos)
un subconjunto distinguido de V' que nos permita describir a los vectores de V', de manera
Unica, como combinacién lineal de los elementos de éste. A un subconjunto tal lo llamaremos
base de V. Para presentar la definiciéon formal necesitamos introducir primero cierta idea
de independencia.

Definicion 1.18. Sea V un K-espacio vectorial. Un conjunto S C V se dice linealmente
dependiente si existen k € N, vectores v1,...,vx € S y escalares ay,...,ar € K no todos
nulos, tales que

Oél’Ul—l—...—l-OékUk:G.

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente.

Observacién 1.19. Si S es un conjunto finito, digamos S = {v1,...,v,}, entonces S es
linealmente independiente si y sélo si

alvl+...+anvn:6 = ap=...=a, =0.

Los siguientes son algunos criterios que pueden utilizarse para decidir si un conjunto es
linealmente dependiente o linealmente independiente.

i) Si 0 € S entonces S es linealmente dependiente, ya que 0=a-0cona #0.
ii) Si S es linealmente dependiente y S C S’, entonces S’ es linealmente dependiente.
i)

)

iii) Si S es linealmente independiente y T' C .S, entonces T es linealmente independiente.

iv) S es linealmente independiente si y sélo si todo subconjunto finito de S es linealmente

independiente.
Ejemplos 1.20.

1. Tres vectores no nulos en R? forman siempre un conjunto linealmente dependiente.

En efecto, dados @ = (u1,uz), ¥ = (v1,v2), W = (wy,ws) € R? y escalares a, 3,7 € R,

—

notemos que ot + fv + yw = 0 si y sélo si

auy + vy +ywy; = 0
aug + Bve +ywe = 0

Este es un sistema (homogéneo) de dos ecuaciones lineales con 3 incdgnitas, con lo
cual admite infinitas soluciones. En particular, existen «g, 8o, 70 € R no todos nulos
tales que

ol + BV + Yo = 0.

Por lo tanto, {u, ¥, W} es linealmente dependiente.
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2. En K[z], la familia de polinomios

{pO(x) = 17 pl(ff) =, p2($) = .1'2, SRR pm(w) = xm, pm+1($) = $m+17 . . '}7 (11)
es un conjunto linealmente independiente.

Para probarlo, usaremos el item iv) de la lista de criterios anteriores, es decir, veremos
que todo subconjunto finito de esta familia es linealmente independiente.

Supongamos que F' es un subconjunto finito, y para fijar ideas, supongamos que tiene

cardinal k. Luego, existen k numeros naturales distintos ni,...,n; € N (a los que
suponemos ordenados de menor a mayor), tales que F' = {ppn,,Pngs---+Dn, }-
Dados k escalares aq, ..., a; € K, notemos que

1Py 4 Q2Pny + -+ .+ APy, = 0,

equivale a que el polinomio a1x™ 4+ aox™ + ... + apx™ coincida con el polinomio
nulo. Para lo cual es necesario que todos los coeficientes aq, . .., aj sean nulos. Por lo
tanto, F' es linealmente independiente.

Como F era un subconjunto finito arbitrario de la familia, tenemos que la familia (1.1)
es linealmente independiente.

3. En C(R), las funciones
flw) = cos*(z), g(x) =sen’(z), h(zx)=1,
forman un conjunto linealmente dependiente.
En efecto, la identidad pitagdrica asegura que
cos?(z) + sen®(z) = 1, para todo x € R.
Es decir, 1- f+1-g+(—1)-h =0y, por lo tanto, {f, g, h} es linealmente dependiente.

Definicion 1.21. Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto B C V' es una base de V
si verifica las siguientes condiciones:

= B3 es linealmente independiente;
= B es un sistema de generadores de V, es decir, V = B.

Diremos que B es una base ordenada si existe un conjunto ordenado de indices I que nos
permita describir a B como B = {b;}ic;.

A lo largo de estas notas consideraremos siempre bases ordenadas, sin embargo omitire-
mos el término “ordenada” cada vez que nos refiramos a una base de un K-espacio vectorial.

Ejemplos 1.22.

1. En K", consideremos los vectores ey, ..., e, dados por

€1 = (170707"'7070)7
€2 = (071707"'7070)7

en = (0,0,0,...,0,1).

Entonces, {e1,...,e,} es una base de K", a la que llamaremos la base canénica de
K™,
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2. En K"*™ dadosi=1,...,ny j=1,...,m, consideremos la matriz £% dada por

i 1 sik=iyl=yj
ij _ »
(E%)w {o SikAiol] (1.2)

Entonces, {Eij ci=1,...,n, 7=1,... ,m} es una base de K™*™,

3. El conjunto {po(z) = 1, p1(z) = z, pa(z) = 2%, ..., pm(z) = 2™} es una base de

K(™)[z], el subespacio de K[x] formado por los polinomios de grado menor o igual a
m (y por el polinomio nulo).

4. La familia dada en (1.1) es una base de K|[z]. Recordemos que en un ejemplo anterior
vimos que es linealmente independiente. Por otra parte, es facil ver que esta familia es
un sistema de generadores de K[z], ya que todo polinomio puede escribirse (de manera
unica) como una combinacion lineal de elementos del conjunto (1.1).

Acabamos de ver que K[z] es un K-espacio vectorial con una “base infinita”, es decir,
una base con una cantidad infinita de elementos. ; Esto significa que no existe una base finita
de K[z]? El siguiente resultado prueba que este es el caso.

Teorema 1.23. Sea V un K-espacio vectorial generado por un conjunto finito de vectores
{b1,...,bm}. Entonces, todo conjunto linealmente independiente de vectores de V' contiene
a lo sumo m vectores.

Demostracion. Para probar este resultado, alcanza con probar que todo subconjunto S C V'
que contiene mas de m vectores es linealmente dependiente.

Dados S € V y n > m, supongamos que v1,...,0, € S son distintos entre si. Como
{b1,...,by} genera a V, para cada j = 1,...,n existen o;; € K tales que
m
Uj = Z Oéijbi.
i=1
Dados ¢y, ..., c, € K cualesquiera, tenemos que
n n m m
Z ijj = Z Cj <Z Oéijbi> = Z (aijcj) bl
j=1 j=1 i=1 j=1i=1
m n
=3 (o |
i=1 \j=1
Si llamamos A = (a;;) € K™ y &= (c1,...,¢,)| € K™ notemos que el escalar que

multiplica al vector b; en la ecuaciéon anterior es justamente la i-ésima coordenada del vector
Ace K™,

Como n > m el sistema de ecuaciones lineales homogéneo Aé = 0 tiene infinitas solucio-
nes. En particular, existen ci, ..., ¢, € K no todos nulos, tales que

n
E ajjc; =0, parai=1,...,m.
j=1

Entonces, tenemos que existen ¢y, ..., c, € K, no todos nulos, tales que 2?21 cjvj = 0. Por
lo tanto, S es linealmente dependiente. O
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Nota: Usualmente utilizaremos el simbolo T para denotar a la traspuesta de una matriz
o de un vector. Para ahorrar espacio, muchas veces escribiremos (z1,...,2,)" en lugar de
escribir el vector columna correspondiente.

El resultado anterior nos permite separar a los K-espacios vectoriales en dos clases, los
de dimensién finita y los de dimensién infinita.

Definicion 1.24. Dado un K-espacio vectorial V', diremos que V es de dimensién finita
si V admite una base finita. En caso contrario, diremos que V' es de dimensién infinita.

A continuacién, probaremos un corolario que serd fundamental para cuantificar la di-
mension de un K-espacio vectorial de dimensién finita.

Corolario 1.25. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Entonces, dos bases
cualesquiera de V tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Como V es de dimensién finita, existe una base B = {b1,...,by} de V.
Supongamos que £ = {ej,...,e,} es otra base de V. El teorema anterior asegura que
n < m, pues £ es un conjunto linealmente independiente.

Usando el mismo razonamiento, ahora usando a £ como sistema de generadores de V/,
resulta que m < n ya que B es linealmente independiente. Por lo tanto, n = m. Es decir,
las dos bases tienen el mismo cardinal. ]

Definicion 1.26. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, diremos que la di-
mension de V es el cardinal de cualquiera de sus bases. La anotaremos dim V', 6 dimg V'
si fuera necesario remarcar el cuerpo en cuestion.

Ejemplos 1.27. Calculemos las dimensiones de algunos K-espacios vectoriales de dimension
finita.

1. En primer lugar, notemos que dim{0} = 0 ya que no contiene subconjuntos linealmente
independientes.

2. Teniendo en cuenta las bases calculadas en los Ejemplos 1.22, tenemos que

dmK" =n, dimK™™ =nm, y dimK"™[z]=m+1.

3. Si consideramos su representacién cartesiana, cada nimero complejo z puede escribirse
como
z =+ 1y, z,y € R.
Ademas, la adicién y el producto por escalares (reales) se realizan coordenada a coor-

denada, es decir,

21+ 20 = (x1 +iy1) + (x2 + iy2) = (21 + 22) + i(y1 + y2),
az = a(x +iy) = ax + iay, a €R.
Entonces, podemos pensar a C = {z = z+iy : z,y € R} como un R-espacio vectorial,
y ademdas {1,i} es una base de C en este sentido.

Por lo tanto, dimg C = 2.

Lema 1.28. Dado un K-espacio vectorial V', sea {v1,...,vm} CV un conjunto linealmente
independiente. Luego, st w € V' \ {v1,...,vy} entonces
{vi,...,vm,w} es linealmente independiente.
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Demostracion. Supongamos que aq, ..., m, m+1 € K son tales que

a1v1 + ...+ Uy + appw = 0.

Entonces, —ay+1w = aqv1 + ... + appUp,, y como w & {vy, ..., vy}, resulta que a1 = 0.
Luego, la igualdad a1v1 +. . . + amvm = 0 v la independencia lineal de {v1,..., vy} implican
que a1 = ... = au, = 0.

Por lo tanto, {v1,...,vn,w} es linealmente independiente. O

Teorema 1.29. SiV es un K-espacio vectorial de dimension finita, entonces todo conjunto
de vectores linealmente independiente en V' puede extenderse a una base de V.

Demostracion. Supongamos que V es un K-espacio vectorial con dimV = n. Dado un
conjunto linealmente independiente S, S C V, el Teorema 1.23 garantiza que S tiene a lo
sumo n elementos. Supongamos entonces que S = {ey,...,ex} con k < n.

Si S = V entonces S es una base de V' y no es necesario extenderlo (notemos que en este
caso k = n). Por otra parte, si S # V (o lo que es lo mismo, k < n), existe un vector

€k+1 € Vv \ S.
Entonces, aplicando el Lema 1.28, tenemos que {eq,...,eg,ex+1} es linealmente indepen-
diente.
Repitiendo el razonamiento anterior otras n — (k + 1) veces, completaremos el conjunto
S a una base de V. O

Corolario 1.30. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. St W es un subespacio
propio de V', entonces
0 <dimW < dimV.

Dados dos subespacios W7 y W5 de un K-espacio vectorial V', vimos que el menor subes-
pacio que contiene tanto a W; como a Wy es la suma Wi + Wi, Veamos qué relacién hay
entre sus dimensiones, cuando éstas son finitas.

Teorema 1.31. Dado un K-espacio vectorial V, sean Wy y Wy dos subespacios de V', ambos
de dimension finita. Entonces, Wy + Wy también es un subespacio de dimension finita, y
ademds,

dim(Wy + W) = dim Wy + dim W — dim(W; N Wa). (1.3)

Demostracion. La idea de la prueba es comenzar con una base de Wi N Wy y extenderla,
por un lado, a una base de W1, y por el otro, a una base de Ws. Finalmente hay que probar
que la unién de los conjuntos resultantes es una base del subespacio suma, con el cardinal
indicado en (1.3).

Como W1NW5 es un subespacio de Wy, éste también es de dimensién finita. Supongamos
que {uq,...,ux} es una base de WiNWs. Luego, por el teorema anterior, podemos extenderla
a una base de W7,

{ut, ... up,v1,. .., 0m},

y también a una base de Wy,

{u, ..., ug,wy,...,wp}.

De esta manera, es ficil convencerse de que

{u, .o Uk, U1y ey Uy W e, Wh (1.4)
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es un conjunto de generadores para Wj + Wa. Pero ademds el conjunto (1.4) es linealmente
independiente: supongamos que existen aq, ..., &k, B1y-- -, Bm, V1, - - -, Vn € K tales que

k m n
> aiui+ Y Bivy+ Y yw =0
i=1 j=1 =1

Luego, tenemos que

eW, eWs
& ——
k m n
Zaiui—i—Zijj = —Z'nwl e Wi N W, (1.5)
i=1 j=1 =1
y existen escalares d1, ..., 0 tales que — Y )", yw; = Zle d;u;. Entonces,
k n
D i+ Y (—ww =0,
i=1 =1
y por la independencia lineal de {uy,...,ug,w1,...,wy} resulta que 6; = ... =, =0y
7 =...= v, = 0. Ademas, volviendo a (1.5), vemos que
k m
Z Uy + Zﬂjv]‘ =0,
i=1 j=1
y la independencia lineal de {u1,...,ug,v1,...,v,} garantiza que oy = ... = a5 =0y
B1=...= fm = 0. Por lo tanto, el conjunto (1.4) es linealmente independiente.

Tenemos entonces que (1.4) es una base de W; + Wy y, en consecuencia,
dim(Wy + Wa) =k+m+n=(k+m)+ (k+n) — k =dim W; + dim Wy — dim(W; N Ws).
O

1.3. Coordenadas con respecto a una base — Cambio de base

Supongamos que V es un K-espacio vectorial con dimV = n y que B = {b1,...,b,}
es una base de V. Para lo que sigue, sera esencial recordar que una base es un conjunto
ordenado, y tendremos que tener en cuenta este orden especifico.

Dado un vector v € V, sabemos que existen «ay,...,a, € K tales que
n
v = Zalbz (1.6)
i=1

Notemos que estos escalares son tinicos, ya que si v admite otra escritura alternativa

v = Zn: Bibi,
i=1

con f1,..., 8, € K, entonces
n n n
D i = Bi)bi =Y aibi— Y Bibi=v—v=0,
i=1 i=1 i=1
y la independencia lineal de la base B asegura que «; — 8; = 0 para cada i =1,...,n.
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Definicién 1.32. Dado un vector v € V, a los (tnicos) escalares aq,...,a, € K que
satisfacen (1.6) los llamaremos las coordenadas de v con respecto a la base B, y las
ordenaremos en un vector columna [v]g € K™*!:

aq
Q2
[U]B = . )

Qn

respetando el orden de los vectores de la base B, es decir, si b; es el i-ésimo vector de la base
B entonces la i-ésima coordenada de v serd el escalar a; € K que multiplica a b; en (1.6).

Dados v,w € V' y v € K, supongamos que los vectores se escriben como

n n
v:Zaibi y w:Z/Bibia
=1 =1

con respecto a la base B. Luego,

n

Yo+ w =7y (Z Oéibi> +Y Bibi =Y (yai+ Bi)bi.
i=1 i=1

i=1
En consecuencia las coordenadas del vector yv + w estan determinadas por las de v y w,
mas precisamente,
[yv +w]p = y[v]s + [w]s.
Por lo tanto, la aplicacién de V en K™*! dada por

a1
a2

v vlg=1 . |,
Qp
preserva las operaciones de estos dos K-espacios vectoriales.

Ejemplos 1.33. Calculemos las coordenadas de ciertos vectores en algunos casos concretos.

1. Consideremos la base canénica £ = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} en R3.
Luego, las coordenadas de un vector genérico (z,y, z) € R3 son

[(xvyvz)]f =\Y

En cambio, si consideramos la base B = {b; = (0,0,1),b2 = (1,0,0),b3 = (0,1,0)},

entonces
z

[(x’yv Z)]B =12
Y

2. En C?*? consideremos la base £ = {F'!, B2 E?! E?2} donde E¥ es la dada en (1.2).

Luego, si
0 4
A= < - 0 ) ’
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entonces las coordenadas de A con respecto a la base £ son:

3. En Q® [x], el Q-espacio vectorial generado por los polinomios sobre Q@ de grado menor
o igual que 3, consideremos la base B = {qo(x) = %, q1(x) = %x,qQ(x) = %ZL‘Q,Qg(x) =
23}. Entonces, las coordenadas de un polinomio genérico

p(x) = ag + a1z + agz?® + aza,

con respecto a la base B son

as

Supongamos ahora que B = {b1,...,b,} y B = {b},...,b),} son dos bases distintas de
un K-espacio vectorial V' con dim V' = n. Fijada la base B de V, cada elemento b} de B
se escribe de manera tinica como combinacién lineal de los vectores de la base B, es decir,
existen unicos escalares Pj; € K, ¢ = 1,...,n, tales que

n
V=Y Pybi,  j=1,...,n.
=1

Dado un vector v € V, cuyas coordenadas con respecto a la base B estdn dadas por [v]z =
(&,...,al)T, notemos que

o= Y= 3 () = 3 (el
=1 j=1 i=1

j=1 i=1
n n
/
i=1 \ j=1

Como las coordenadas del vector v con respecto a la base B estan univocamente determinadas
por, digamos [v]g = (a1, ...,a,) ", resulta que

n
! .
oy = E PijOéj, ’Lzl,...,n.
J=1

Luego, si P := (P;j) € K" tenemos que
[v]s = Plol

Observacion 1.34. Como By B’ son conjuntos linealmente independientes, sabemos ademds
que
[vJg=0  siy sélosi [v]g = 0.

Por lo tanto, P es una matriz invertible. Ademas,
vl = (P~ P)[ulg = P~} (Pl]s) = P~ [u]s,

en consecuencia, P~! también es una matriz que envia a las coordenadas de un vector con
respecto a una base en las coordenadas de ese vector con respecto a otra base.
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En conclusién, hemos probado buena parte del siguiente resultado.

Teorema 1.35. Dado un K-espacio vectorial V. con dimV = n, sean B y B’ dos bases
(ordenadas) de V. Entonces, existe una inica matriz invertible P € K™*™ tal que

[v]g = Plv]p para todo v € V. (1.7)

Demostracién. Como ya vimos antes del enunciado, dadas dos bases B y B de V, existe
una matriz invertible P € K"*" que verifica (1.7). Sélo nos falta probar que esta matriz es
Unica. Supongamos entonces que existen Pj, Py € K"*™ que cumplen (1.7). Entonces, para
cadav €V,

(PL— Py)]g = Pi[vlg — Pofvls = [v]s — [v]s = 0.

Esto implica que P; = P», como queriamos probar. O

Definicién 1.36. A la tnica matriz P € K"*" que satisface (1.7) la llamaremos la matriz
cambio de base de B’ en B, y la anotaremos Pg .

Dada una matriz A € K"*", anotaremos Col;(A) € K™! a la columna j-ésima de A. Si
revisamos como fue construida la matriz cambio de base, veremos que

Colj(Pgp) = [b;»]g, j=1,...,n,
es decir, las columnas de la matriz Pg 5 son los vectores de coordenadas con respecto a la
base B, de los elementos de la base B'.
Ejemplo 1.37. En R? sean £ y B las bases dadas por
E={e1 =(1,0,0),e5 =(0,1,0),e3 = (0,0,1)},
B={b =(1,0,0),e2 = (1,1,0),e3 = (1,1,1)}.
Dado (z,v,2) € R3, recordemos que

xT

[(Jj,y,z)]g =1Y%

Calculemos ahora las coordenadas con respecto a la base B. Supongamos que [(z,y, 2)|p =
(Oé, 6a 7)T7 €S decir,

(r,y,2) = a(1,0,0) + B(1,1,0) +~(1,1,1) = (a + B+ 7,8 +7,7).

Entonces,
r—=y
[(xayaz)]B: Yy—=z
z
En particular,
1 -1 0
leils= (0], [eals=1| 1|, lesls=1|—-1
0 0 1
Por lo tanto, la matriz cambio de base de £ en B es
1 -1 0
Pge=(0 1 -1
0 0 1
1 1 1
Ademass, es facil ver que la matriz cambio de base de Ben £ es Peg= (0 1 1
0 01
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El Teorema 1.35 también admite cierta clase de reciproca.

Teorema 1.38. Dada una matriz invertible P € K"*", si V' es un K-espacio vectorial con
dimV =n y B es una base de V', entonces existe una tinica base B’ de V tal que

[v]g = Plv]p para todo v € V, (1.8)
[v]g = P~ [v| para todo v € V. (1.9)
Demostracion. Supongamos que P = (FP;;) € K"*" es invertible. Dada una base B =
{b1,...,b,} de V, definamos los vectores
n
V=Y Pybi,  j=1,...,n. (1.10)
En primer lugar, veamos que B’ = {V],...,b),} es una base de V. Para ello, aprovechando

que P es inversible, notemos que

Z(Pil)jkb;‘ = Z(Pil)jk (Z Pijbi> ZZ “1kPi) bi
i—1

j=1 7j=1 7j=1 =1
n n
=> | Do PP ) | b= by,
i=1 \j=1

ya que Y7, Pyj (P11 es el lugar (i, k) de la matriz P~1P = I.

El cédlculo anterior muestra que la base B esta contenida en el subespacio {b],..., ¥, }.
Entonces, V' C {¥), ..., ¥, }. Como ademas el cardinal de B’ coincide con la dimensién de V,
el conjunto B’ resulta linealmente independiente, y en consecuencia, es una base de V.

Veamos ahora que se cumplen (1.8) y (1.9): dado j =1,...,n,

n
> r
=1 B

n

=Y Pylbls =Y Pyel = Col(P) = P-e] = Pltjls.

i=1 i=1
donde {e1,...,e,} denota a la base canénica de K". Luego, si v € V' es un vector arbitrario
con coordenadas [v]g = (a1,...,a,) ", entonces

Dol =Y albls =Y aiPbile =P (> albils
j=1 j=1 j=1 j=1

B
n
Zajb;- = P[’U]B/,
j=1 5

lo que prueba (1.8). Multiplicando a izquierda por P! en la ecuacién anterior, obtenemos
(1.9). O

Ejemplo 1.39. Dado 0 € R, consideremos la matriz P € R?*? dada por
cosf) —senf
P= <sen9 cos 6 )
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€2
by

b1

Figura 1.2: La base By = {b1,b2} se obtiene al rotar a la base candnica & = {e1,e2} un
angulo de 0 radianes en sentido antihorario.

Como det P = cos? 0 +sen?§ = 1, P es invertible. Ademas, es facil ver que

pl_ < cos sen9>

—senf cos6
De acuerdo al teorema anterior,
By = {(cosf,—sen @), (sen 6, cosh)},

es una base de R?, ya que los vectores de By son los dados por (1.10) para esta matriz P
particular.

Dadas dos bases B y B’ de un K-espacio vectorial V, para calcular la matriz cambio
de base de B’ en B, algunas veces conviene considerar una base adicional £ (que usaremos
como base intermedia) ya que

Py = PgePep = (Pep) 'Pe g

Ejemplo 1.40. Sea V el subespacio de R?>*? formado por las matrices triangulares supe-

V:{ (a b): a,b,ceR},
0 c

y consideremos las bases de V' dadas por:

10 10 0
s{m=(01) 2= (o 5) e (G
, [ (11 (01 (1
s-fe-(ha)es(01) e
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Si queremos calcular Py 5, como tercera base utilicemos a

o={m= (5 8)m=(50) 5= (5 1))

ya que es inmediato que

1 1 0 1 01
Pg7B: O 0 1 y Pg,B' = 1 1 1
1 -1 0 0 11

Ademas, como det(Pg p) = 1, resulta que

1 1 1\" /0 1 -1
(Pep) ' =———AdjPeg) =1 1 -1|] =[-1 1 0
det(P&B/) 1 1 1 1 1
Por lo tanto,
0 1 -1 1 1 0 -1 1 1
Pp g = (Ps,B/)_lpe,B =|-1 1 0 o 0 1)]=1-1 -1 1|,
1 -1 1 1 -1 0 2 0 -1

con lo cual,

By = (—1)01 + (—1)02 =+ 203,
By =C1 + (*1)02,
Bs;=Ci+Cy+ (—1)03.

1.4. Ejercicios

1. Analizar si los siguientes conjuntos son R-espacios vectoriales con las operaciones + y
- usuales.

a) Los puntos de un recta de R? que pasa por el origen de coordenadas.

b) Las funciones lineales cuya grifica pertenece a R? y contiene al origen de coor-
denadas.

¢) Los polinomios de grado menor o igual a 3, que tienen el mismo término inde-
pendiente.

d) Las matrices de R?*? cuya diagonal principal es nula.

e) Las matrices de R3*3 inversibles.

2. Sea GL(3,C) :== {A € C33: A es inversible}. jEs GL(3,C) un C-espacio vectorial
con la suma dada por A + B := AB y el producto por escalares usual?

3. Determinar si existe ¢ € R tal que los vectores (t—1, 0, 1), (¢, 1, 2) y (=1, 1, —1) sean
linealmente independientes.

4. Demostrar que en un espacio vectorial de dimensién n, todo conjunto de n+1 vectores
es linealmente dependiente.
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. Mostrar que S es el menor subespacio que contiene a S, es decir, probar que S es la

interseccion de todos los subespacios que contienen a S.

. Sea S el subespacio de R* generado por B = {(—1,0,—1,1), (0,1,0,—1), (—1,1,—1,0)}.

Es B una base de S? En caso contrario, hallar una base de S y extenderla a una de
R%.

Probar que el conjunto B = {(1,-1,-1,-1), (0,1,1,0), (1,2,0,0), (0,1,2,—1)} es
una base de C*.

. Hallar una base para C2>*2, primero pensandolo como un R-espacio vectorial y luego

como un C-espacio vecorial. ;Qué dimensién tiene C2*? como R-espacio vectorial? ;y
como C-espacio vectorial?

. Analizar en cada caso si el conjunto correspondiente es linealmente independiente, y

hallar el subespacio generado por cada uno ellos. Calcular ademas la dimensién que
tiene cada subespacio.

a) B={(2,0,1), (3,1,2), (1,1,1), (7,3,5)} C R3.
n5={(0 ) 690 ) pem
¢) B={1-2,2-2% z+2?} CcR@[z].

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y U un subespacio de V. Probar que,
si la dimension de U coincide con la de V entonces U = V.

Sea V un K-espacio vectorial, supongamos que {vy,va,..., vy} es un conjunto lineal-
mente independiente en V. Dado w € V, mostrar que

dim {v1 + w, vz +w, ..., vy +w} >m — 1.

Probar que W1 + Wy = W1 U Ws y, por lo tanto, W1 4+ W5 es un subespacio de V.
Sean V] = {A € C%x2; a1 +aip = 0} y Vo = {A € C?x2; a1l + agy = O}.
a) Probar que V7 y V4 son subespacios de C?*2.

b) Hallar ViNVe y V1 + Va.
c) Hallar las dimensiones de Vi, Vo, ViNVa y Vi 4 Va.

Sea S ={(z,y,2):  —y+ 2z =0}

a) Probar que S es un subespacio de R? y hallar una base para S.

b) Hallar un subespacio T de R? tal que S + T = R3 ;Es tinico?

Hallar una base de Vi + V, + V3 para los siguientes subespacios de R.

a) Vi ={(1,1,2,0,1), (2,0,3,0,1)}, Vo = {(-1,1,-2,1,1)} y V3 = {(0,1,0,1,1)}.
b) Vi ={(1,1,2,0,1), (2,0,3,0,1)}, Vo = {(1,0,-2,1,1)} y V5 = {(1,1,1,2,2)}.

Sea C(R) el R-espacio vectorial de las funciones continuas de R en R dotado con las
operaciones usuales. Si V' C C(R) es el conjunto de funciones pares y W C C(R) el de
las impares, probar que:
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a) V y W son subespacios de C(R).
b) Vnw ={0}.
c) V4+W=C(R).
17. Sean W; y Wy subespacios de un espacio vectorial V' tales que, W7 N Wy = {0} y

V = W7 4+ Ws. Probar que, dado v € V, existen tnicos w1 € W1 y wy € Wy tales que
V= wi + ws.

18. Sea V = {p € Zs[x] : grp < 3}.

a) Probar que V' es un Zg-subespacio vectorial de Za[x].
b) Probar que By = {1,1+ZL‘,£L‘2,ZL‘3—|—1} y By = {1, 1+x,1+x+$2,x3} son
bases de V.

¢) Hallar las coordenadas de p = x + 22 + 2% en cada una de las bases del ftem
anterior.

19. Sea B= {1+, 1+ 2% z +2?}.

a) Probar que B es una base para R [z].

b) Encontrar las coordenadas de p(z) = 322 + 2z — 1 en la base B.

c) Hallar las coordenadas de los elementos de B con respecto a la base candnica de
R®)[z].

d) Escribir a los vectores de la base canénica de R()[z] como combinacién lineal de
los elementos de B.

20. Sean & la base canénica de R3 y B = {(1,1,0), (1,1,1), (0,1,1)}.

a) Hallar la matriz Pg 5 de cambio de base de B en .

b) Hallar la matriz Pg ¢ de cambio de base de £ en B.

¢) Comprobar que la matriz hallada en el {tem a) es la inversa de la del item b).
d) Comprobar que Pg¢ [(1,2,0)] = [(1,2,0)]5.

21. Sea & = {ej,...,e,} la base candénica de R" y sean
Uy =€2—€1, Uz =63 —€2, ..., Up—1=6€n —€Ep—1, Up =En.
a) Probar que B = {uq,...,u,} es una base de R".

b) Hallar las matrices de cambio de base Pg gy Pg¢ para n = 3.
¢) Probar que para todo v € R3, se tiene que [v]g = Pge[v]e.

22. Hallar las matrices de cambio de base Pg, 5, y Pgs,,5, Para cada uno de los siguientes
casos.

a) En R3, consideremos los conjuntos By = {(5,3,1),(1,-3,-2),(1,2,1)} y By =
{(_Qa 17 0)7 (_17 _37 0)7 (_27 _37 1)}
b) En C®)[z], sean By = {1,:U —1,2% - x,x?’} y By = {x,x —gl, 22,23 + 1}.
23. Sea By = {(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1)} una base de R3. Si

1 1 2
Pg,p, = | 2 1 1
-1 -1 1

Hallar los vectores de la base Bs.
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Capitulo 2

Transformaciones Lineales

En este capitulo comenzaremos a estudiar las funciones entre espacios vectoriales que
“preservan” o “respetan” a las operaciones.

Definicion 2.1. Dados dos K-espacios vectoriales V y W, una transformacion lineal de
V en W es una funcién T : V — W tal que

i) T(u+v) =Tu+Tv, para cualesquiera u,v € V,
ii) T(aw) = aTv, para cualquier v € V' y cualquier a € K.
Ejemplos 2.2.

1. Dado un K-espacio vectorial V, la transformacion identidad I : V — V estd dada
por I(v) = v para todo v € V. Otra transformacién lineal siempre presente es la
transformacién nula 0 : V — V dada por 0(v) = 0 para todo v € V.

2. Consideremos la funcién D : K[z] — K[z] dada por

(Dp)(z) = a1 + 2a9x + ... + kayz" L, sip(z) = ag + a1z + aox® + ... 4 apz®.

Esta es una transformacién lineal de K[z]| en si mismo.

3. Cada matriz A € K" determina una transformacién lineal T : Km*l — Kn*1

definida por
T(X)=A X, X e Km*!,

4. El ejemplo anterior puede generalizarse de varias formas. Por ejemplo, dadas matrices
A € K™ y B € KPX4, consideremos las funciones Ly : K™% — K™% y Rp :
K™*P — K"*4 dadas por:

LaX)=A-X, s XecK™Fk
Rp(X)=X-B, si X € KT*P,

Es facil ver que tanto L4 como Rp son transformaciones lineales.

5. Lafuncién T : F(K,K) — F(K, K) definida por (T'f)(z) = f(x+1), es una transforma-
cién lineal. En cambio, la funcién S : F(K,K) — F(K, K) dada por (Sf)(x) = f(z)+1
no es una transformacion lineal.

El siguiente resultado muestra que toda transformacién lineal estd determinada por su
accion sobre los elementos de una base del dominio.
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Teorema 2.3. Dado un K-espacio vectorial V. con dimV = n, sea B = {b1,...,b,} una
base de V. Dado otro K-espacio vectorial W, sean wy,...,w, € W cualesquiera. Entonces,
existe una Unica transformacion lineal T 1V — W tal que

Tbj = wy, jzl,...,n. (21)

Demostracion. Primero, veamos que existe una transformacién lineal T : V. — W que
satisface (2.1). Dado un vector v € V arbitrario, sea [v]g = (a1,...,a,)" su vector de
coordenadas con respecto a la base B, y consideremos la funcién T : V — W dada por

n
Tv = E ;W
i=1

Como las coordenadas con respecto a una base son tnicas, la funciéon T estd bien definida, y
ademds cumple (2.1). Sélo falta probar que T es lineal. Para ello, consideremos otro vector
w=>1 Bib; y un escalar v € K. Luego, yu +v =Y ;| (v6; + a;)b; y resulta que

n

n n
T(yu+v) =Y (Bi+ai)wi =7 Biw;+ > apw; =Tu+To.
i=1 =1 =1

Por lo tanto, 7' es una transformacién lineal que satisface (2.1).

Veamos ahora que ésta es la tnica transformacion lineal que satisface (2.1). Supongamos
que U : V — W es una transformacion lineal que verifica

U(bj):wj, jzl,...,n.

Luego, si v =Y. | a;b; es un vector arbitrario de V, tenemos que

i=1 1=1 i=1

Por lo tanto, U =T. O

Ejemplo 2.4. Consideremos la base B = {b; = (1,2),b2 = (0,2)} de R?. Dados w; =
(1,2,3),ws = (4,5,6) € R3, calculemos la tinica transformacién lineal T : R? — R? tal que

T(1,2)=(1,2,3) y  T(0,2)=(4,5,6).

Dado un vector arbitrario (z,y) € R?, notemos que
_ Yy
(z.9) = 2(1,2)+ (5 — ) (0.2),

con lo cual, [(z,y)|s = (z, 4 — x)T. Entonces,

T(z,y) =T (a:(l,Q) + (% - x) (0, 2)) =2 T(1,2) + (4 — 2) T(0,2)

:$(172>3)+ (% —l’)(4,5,6) = ($+4(% _$)72$+5(% _‘%‘)73$+6(% _‘%‘))
— (2y — 3z, %y —3x,3y — 3$).

Cada transformacion lineal determina autématicamente dos subespacios, uno del domi-
nio y el otro del codominio.
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Definicion 2.5. Dados dos K-espacios vectoriales V 'y W, sea T : V — W una transforma-
cién lineal. El niicleo (6 espacio nulo) de T es el conjunto

N(T)={veV: Tv=0}
y la imagen de T es su imagen como funcién, es decir,
Im(T)={weW: w=Tvparaalginv e V}={Tv: veV}.
Ejercicio 2.6.

i) Dada una transformacion lineal T': V' — W, probar que N(T') es un subespacio de V'
e Im(7T) es un subespacio de W.

ii) Ademas, si dimV < oo, mostrar que dim(N (7)) < dimV y dim(Im(7")) < dim V.

Definicion 2.7. Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita, llamaremos nulidad
de T a la dimensién del nicleo de T':

nul(7) := dim(N(7T)),
y llamaremos rango de 7' a la dimensién de la imagen de T":
rg(T) := dim(Im(7)).

El préximo resultado muestra que, si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, la
suma del rango y la nulidad de cualquier transformacién lineal con dominio en V' coincide
con la dimensién de V.

Teorema 2.8. Dados dos K-espacios vectoriales V-y W, sea T : V — W una transforma-
cton lineal. St dim'V < oo entonces

dimV = dimIm(T") + dim N(T") = rg(T') + nul(7). (2.2)
Demostracion. Comencemos considerando una base {b1,...,bx} de N(T). Por el Teorema
1.29, existen byy1,...,b, € V que extienden la base anterior a una base {b1,...,b,} de V.
Veamos ahora que {Tbg11,...,Th,} es una base de Im(7"). Sabemos que

In(T) = T(V) = T({b1, .-, bn}).

Ademds, como T es lineal, es facil convencerse de que T'({by,...,bn}) = {Tby,...,Thy}.
Pero como by, ...,by € N(T), resulta que Thy = ... = Th, = 0. Entonces,

Im(T) = T({b1, -, bn}) = {Tb1, -, Tby} = {Tbs1,-- -, Tby}.

Esto dice que {Tbg41,...,Tby} es un sistema de generadores de Im(T), asi que sélo falta pro-
bar que es un conjunto linealmente independiente. Para esto, supongamos que ag 1, ..., €

K son tales que
n

i=k+1

Utilizando una vez més la linealidad de T', tenemos que 0 = Yo @i Thy =T (Z?: ft1 aibi),
o equivalentemente, v := Y1 | | a;b; € N(T).
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Como {by,...,b;} es una base de N(T), existen f31,..., B € K tales que v = 25:1 Bjb;.

Entonces,
k n
Zﬁjbj— Zaibi:v—vzo.
j=1 i=k+1
Luego, la independencia lineal de {by,...,b,} garantiza que

Bi=...=fBp= i1 =...=an =0
Por lo tanto, {Tby41,...,Tb,} es una base de Im(T") y ademas,
rg(7T) = dim(Im(T)) =n—k =dimV —dim N(T) = dim V' — nul(T),

como queriamos probar. O

2.1. El espacio de las transformaciones lineales

Dados dos K-espacios vectoriales V' y W, anotaremos L(V, W) al conjunto de transfor-
maciones lineales de V en W:

LV,W)={T:V — W : T es una transformacién lineal} .

Teorema 2.9. Dados dos K-espacios vectoriales V- y W, el conjunto L(V, W) dotado con
las operaciones

(S+T)(v) = Sv+Twv, si S, T e L(V,W),
(aT)(v) =a-Twv, staeK, T e L(V,W),

es un K-espacio vectorial.

Demostracion. La dejamos como ejercicio. Una forma de hacerlo es comprobar que L(V, W)
es un subespacio del K-espacio vectorial de funciones F(V, W). ]

Antes de enunciar el préximo resultado, recordemos la definicién de la funcién indicatriz
o delta de Kronecker:
1 sii=yj,
5ij =

0 sii#j.
Generalmente, las variables ¢ y j tomaran valores en un subconjunto de indices, el cual
puede ser finito 6 infinito.

Teorema 2.10. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita. Si dimV =n
y dim W = m, entonces dim L(V, W) = nm.

Demostracion. Sean B = {by,...,b,} y B’ = {w1,...,wy,} bases de V' y W, respectivamen-
te. Para cada par (p,q), p=1,...,m, g=1,...,n, definimos TP¢ : V — W como

wy sli=q,
0 siiz#q.
Por el Teorema 2.3, hay una unica transformacién lineal que cumple estas condiciones.

A continuacién veremos que las mn transformaciones lineales T4 forman una base de
L(V,W). Dada T € L(V,W), para cada j = 1,...,n supongamos que Tb; = Z;”Zl Apjwp,
es decir,

Tp’qbi = 52~qu = {

[Tbj]B/ = (A1j7 Agj, PPN ,Amj)—l—,
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y comprobemos que
n

m
T=>> AT
p=1qg=1

Para ello, alcanza con verificar que coinciden en los vectores de la base B: fijado j = 1,...,n,
m n
DD Ap T ) by = Z Z Apg T Z Z Apgdjqtp
p=1q=1 p=1 g=1 p=1q=1
m
= Z Apjwp = Tb]
p=1

Entonces, T € {TP9: p=1,...,m, ¢g=1,...,n}. Por lo tanto,
{TP%: p=1,...,m, ¢g=1,...,n}, (2.3)

es un sistema de generadores de L(V,W).
Ademss, este conjunto es linealmente independiente, ya que si suponemos que

m n

D —
E E pg TP =0,
p=1q=1

para ciertos escalares a;, € K, entonces, al evaluarla en los vectores de B resulta:

0= ZZaqupq b; —ZZaprq Zamwp,

p=1q=1 p=1g¢=1
para cada j = 1,...,n. Luego, la independencia lineal de B’ implica que
api =0 paratodop=1,...,mytodoj=1,...,n

Por lo tanto, el conjunto (2.3) es una base de L(V, W) y, en consecuencia, dim L(V, W) =
nm. O

El lema siguiente muestra que la composicion de transformaciones lineales, cuando tiene
sentido, también es una transformacion lineal.

Lema 2.11. Sean V., W y V' tres K-espacios vectoriales. Si S :V — W yT : W — V' son
transformaciones lineales, entonces T oS : V — V' también lo es.

Demostracion. Dados u,v € V y a € K, tenemos que

(T o S)(au+v) =T (S(au+v)) = T(aSu + Sv) = aT(Su) + T(Sv)
=a(ToS)u+ (T oS)v.

Por lo tanto, T' o S es una transformacion lineal. O

Definiciéon 2.12. Dado un K-espacio vectorial V, si T : V. — V es una transformacién
lineal, diremos que T" es un operador lineal sobre V.
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Para alivianar la notacién, al espacio de operadores lineales sobre V lo anotaremos
L(V) en lugar de L(V,V). Notemos que el lema anterior, considerando el caso particular
V =W =V’ dice que la composicién funciona como una segunda operacién binaria en el
espacio L(V'), una suerte de “producto” de operadores:

si S,T € L(V), entonces ST := SoT.

Hay que tener muy en cuenta que esta operacién no es conmutativa, en general ST £ T'S.

Ejemplo 2.13. En K]z| consideremos los siguientes operadores lineales. En primer lugar,
sea T € L(K[z]) dado por

(Tp)(z) = - p(x), peKl.

En segundo término, consideremos el operador D € L(K]z]) que en la base usual de K[z]
actia como:

D(1)=0, D@F)=ka*' sikeN.
Luego, es facil ver que DT # T'D, Més aun, veamos que DT —T'D = I. Para cada k € N,
(DT — TD)(2*) = D(T(2")) — T(D(a*)) = D(x - 2*) — T(k 2*~') = D(a"™) — k T(a*71)
=(k+ 12" —kz o1 =2k
y ademds (DT — TD)(1) = D(x) — T(0) =1 — 0 = 1. Por lo tanto, DT —TD = I.

Notacién 2.14. Dado un K-espacio vectorial V', si T € L(V) anotaremos T2 en lugar de
T-T =ToT. Andlogamente, para cada k € N,

TF =1 .7
Ademés, adoptaremos la convencién de que 7° = I, en el caso en que T # 0.
Lema 2.15. Dado un K-espacio vectorial V', sean S,T,U € L(V) y sea a € K. Entonces,
i) S-I=1-S=285;
it) S-(T+U)=8S-T+S-U ytambién (T+U)-S=T-S+U-S;
i) a(S-T)=(aS)-T=25"-(aT).
Demostracion. Ejercicio. O

El lema anterior completa la informacién necesaria para asegurar que L(V') no sélo es
un K-espacio vectorial, sino que es una K-algebra lineal con identidad.

Definicién 2.16. Dado un cuerpo K, un algebra lineal sobre K es un K-espacio vectorial
2 con una operacién binaria adicional (el producto de vectores) - : 2 x 2 — 2 tal que,

i) es asociativa,

u-(v-w)=(u-v) w, para cualesquiera u,v,w € 2A;

ii) es distributiva con respecto a la adicién,

u-(vtw)=u-v+u-w, (vV+w)-u=v-u+w-u, paracualesquiera u,v,w € A;
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iii) para cada o € K,
afu-v) = (au)-v=u-(aw), para cualesquiera u,v € 2.

Si ademas existe un elemento distinguido 1 € A tal que 1-v = v-1 = v para todo v € A,
diremos que 2 es un algebra lineal con identidad sobre K, y al 1 lo llamaremos la
identidad de 2. El dlgebra 2 se dice conmutativa si v-w = w - v para todo v,w € 2.

El espacio de polinomios K[z]| es un ejemplo de &lgebra conmutativa con unidad. En
cambio, el conjunto K"*™ de matrices de n x n sobre el cuerpo K es otro ejemplo de un
algebra lineal con identidad, pero no es conmutativa. El siguiente comentario muestra una
intima relacion entre los operadores lineales sobre un K-espacio vectorial de dimensién n y
K™ ™ la cual estudiaremos en detalle més adelante.

Observacién 2.17. Si B = {b;,...,b,} es una base de V, y consideramos los operadores
TP dados por:
Tp’qbl' = 5Z'qbp,

recordemos que estos n? operadores forman una base de L(V).
Ademas, es ficil ver que

0 sig#r
p?q T7S — ’
T = { TPS siq=r.

De hecho, si7 =1,...,n entonces

(TPIT™*)b; = TP9(T%b;) = TP (8isby) = 0is (TP9by) = bis (rgbp) = 0rq(disbp) = Grg (TPb;).

La ecuacién anterior dice que TP9T™* = ( si q # r, mientras que en el caso ¢ = r obtenemos
TPTT"h; = TP5b; para todoi=1,...,n.

Esto ultimo implica que TP"T"%y = TPy para todo v € V', es decir, TP"T"% = TP,

Luego, si S,T € L(V) se escriben con respecto a la base B como

p=1q=1 r=1 s=1
tenemos que
n o n n n
o (S50 (£
p=1g=1 r=1 s=1
n n n n n m n n
- SN ApBr TP =3 "N "N "N Ay Bribgr TP
p=1¢g=1r=1 s=1 p=1g=117r=1 s=1
n n o n n on n
=3 3 D ApB TP =3 Y ApgBy | TP
p=1 q=1 s=1 p=1s=1 \g=1
n n
=> > (4B), T"".
p=1 s=1

Por lo tanto, la matriz de coordenadas de T'S es el producto de las matrices de coordenadas
de T'y de S (todas con respecto a la base B).
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2.2. Isomorfismos

Dados dos conjuntos D y D', sabemos que una funcién f : D — D’ es inversible si existe
otra funcién g : D' — D tal que

gof=idp y fog=idp, (2.4)

siendo idp : D — D la funcién identidad, es decir idp(x) = = para todo x € D.

En tal caso, la funcién g que satisface (2.4) es tnica, la llamaremos la funcion inversa de
f v anotaremos g = f~!. Ademas, recordemos que f es inversible si y sélo si f es biyectiva,
es decir,

i) f es inyectiva, i.e. f(x) = f(y) = x = y;
ii) g es suryectiva, i.e. Im(f) = D’.

Proposicion 2.18. Dados dos K-espacios vectoriales V.y W, sea T : V. — W wuna trans-
formacion lineal. Si T es inversible, entonces la funcién inversa T=1 : W — V también es
una transformacion lineal.

Demostracion. Dados dos vectores cualesquiera wi,ws € W y un escalar a € K, queremos
ver que
T_l(wl +awy) =T w + aT tws.

Para i = 1,2, sea v; = T !w; € V. Como T es lineal, sabemos que T(v; + avs) = Ty +
aTve = wy + aws. Luego,

T_l(wl +awy) =v1 +avg = T w4+ a T ws,
como queriamos probar. ]

Corolario 2.19. Sean V, W y V' tres K-espacios vectoriales. SiT :V — W y S : W — V’
son transformaciones lineales inversibles, entonces ST también es inversible. Ademds

(ST) ' =115t
Demostracion. Ejercicio. O

Definicion 2.20. Dados dos K-espacios vectoriales V' 'y W, sea T : V — W una transfor-
macién lineal. Diremos que:

= T es un monomorfismo si T es inyectiva;
» T es un epimorfismo si T es suryectiva, y;
= T es un isomorfismo si T es inversible.

Teorema 2.21. Dados dos K-espacios vectoriales V y W, sea T : V — W una transforma-
cion lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T es un monomorfismo;
ii) N(T) = {0};

i11) T aplica a cada subconjunto linealmente independiente de V' en un subconjunto lineal-
mente independiente de W.
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Demostracion.
i) <> 11) : Dados u,v € V, notemos que

Tu=Tv & O0=Tu—-Tv=Tu-v) < u—veN(T).

Es evidente entonces que 7' es un monomorfismo si y sélo si N(7') es trivial.

ii) — iii) : Supongamos que N (T) = {0}.

Dado un subconjunto linealmente independiente {vy,...,v,} en V, veamos que el con-
junto {Tv1,...,Tvy} es linealmente independiente en W. Supongamos que existen escalares
at, ..., o € K tales que

m
Z (67 TUZ' == 6
=1

Luego, > ", a;v; € N(T'), y por la hipétesis tenemos que Y ;" | o; v; = 0. Como {vi,...,om}
es linealmente independiente en V, resulta que a3 = ... = a,, = 0.

Por lo tanto, {Tv1,...,Tvy,} es linealmente independiente en W.
iii) — i) : Por la contrareciproca, supongamos que N (T') # {0}. Es decir, supongamos que
existev € V, v # 0 tal que Tv = 0. Entonces, T aplica al conjunto linealmente independiente
{v} de V en el conjunto linealmente dependiente {0} de W. O

En el Ejemplo 2.13 consideramos el operador lineal 7" : K[z] — K[z] definido por
(Tp)(z) = x-p(x), peKz].
Este es un ejemplo de un monomorfismo que no es suryectivo (jProbarlo!).

A continuacién mostraremos que esta situacién es imposible para transformaciones li-
neales entre K-espacios vectoriales de la misma dimensién (finita).

Teorema 2.22. Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimension finita tales que
dimV =dimW =n. Si T € L(V,W), las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T es un monomorfismo;
it) T es un epimorfismo;
iti) T aplica cada base {by,...,by,} de V en una base de W;
iv) existe una base {b1,...,b,} de V tal que {Thy,...,Tb,} es una base de W;
v) T es un isomorfismo.

Demostracion.
i) — ii) : Supongamos que N(T') = {0}. Como dim V < oo, tenemos que

dimV =dim N(T) 4+ dimIm(7") = dim Im(7") < dim W,

ya que Im(7T') es un subespacio de W. Pero como supusimos que dimV = dim W, resulta
que Im(7T") = W. Por lo tanto, T es un epimorfismo.

i1) — 1ii) : Dada una base B = {by, ..., b,} de V, consideremos el conjunto B = {Tby,...,Tb,}
en W. Como suponemos que 1" es un epimorfismo, veamos que B’ es un conjunto de gene-
radores de W. Para cada w € W existe un vector v € V tal que w = Tw. Luego, existen
ai,...on € Ktales que v =73, apbr y

w=Tv=T (iakbk> = zn:ak Tby,.
k=1 k=1
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Ademds, como el cardinal de B’ coincide con dim W, es necesario que B’ sea un conjunto
linealmente independiente. Por lo tanto, B’ es una base de W.
ii1) — v) : Es trivial.
iv) — v) : Supongamos que B = {by,...,b,} es una base de V tal que B’ = {Tby,...,Tbh,}
es una base de W.

Veamos primero que 7' es inyectiva. Dado un vector v € N(T'), escribamoslo con respecto
a la base B, es decir, sean a1, ...a, € K tales que v = Y ;_; agby. Luego,

n n
0=Tv=T (Z akbk) = ag Th,
k=1 k=1

y, como B’ es linealmente independiente en W, resulta que o = ... = a3 = 0. Entonces
v=0y N(T)={0}.

Por otra parte, la suryectividad de T estd garantizada por el hecho de que B’ es un
conjunto de generadores de W. De hecho, dado w € W existen B1,..., 3, € K tales que

w = Zﬁk Th, =T <Zﬁkbk> .
k=1 k=1

Luego, v := > }_, Brbr € V es tal que Tv = w. Como w era arbitrario, resulta que T" es
suryectiva.
En conclusién, T es una transformacion lineal biyectiva, es decir, un isomorfismo.

v) — i) : También es trivial. O

Definicion 2.23. Dados dos K-espacios vectoriales V' y W, diremos que V' es isomorfo a
W si existe un isomorfismo 1 : V — W.

Es facil ver que la relacion “V es isomorfo a W” es una relaciéon de equivalencia en
el conjunto de K-espacios vectoriales de dimension finita. Mas ain, el siguiente resultado
muestra que la dimensién de V' caracteriza a la clase de equivalencia del K-espacio vectorial
V.

Teorema 2.24. Si V es un K-espacio vectorial con dimV = n, entonces V' es isomorfo a

K™,
Demostracion. Fijemos una base arbitraria B = {by,...,b,} de V y consideremos la base
canénica £ = {ey,...,e,} de K". Luego, sea T': V — K" la (tinica) transformacion lineal

que satisface
Tb; =ej, j=1,...,n,

es decir, si v = Z?:l a;b; € V' entonces
Tv=(ai,...,an) = [v]5.

Como ya mostramos que esta aplicacién es biyectiva, tenemos que 7" es un isomorfismo. [

2.3. Representacion matricial de transformaciones lineales

Dados V y W dos K-espacios vectoriales con dimV = n y dimW = m, sean B =
{bi,...,bp} y B ={b},...,0),} bases de V' y W, respectivamente.
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Vimos que toda transformacion lineal T': V' — W estd determinada por su efecto sobre
una base de V. Luego, si para j =1,...,n

Th; = > Ayl
i=1

entonces T estd univocamente determinada por los mn escalares de la matriz A = (4;;).
A esta matriz la llamaremos la matriz de T con respecto a las bases By B, y la
anotaremos [T']p 5:

All A12 oo AITL
Agy A ... Ay,
Tl =| . : ) :
Aml Am2 s Amn
Notemos que, para cada j = 1,...,n, la columna j-ésima de [T'| g estd compuesta por las

coordenadas del vector Th; con respecto a la base B':
Col;([T]p ) = [Tb;]5-

Si tenemos en cuenta ademads que el vector de coordenadas de b; con respecto a la base B
coincide con el j-ésimo vector de la base canénica de K"*1, {elT, e ,ez }, resulta que

[Tz 5 [bjls = [T 5] =Coly([T]z5) = [Tb]s.
Ejercicio 2.25. Dado un vector arbitario v € V, probar que

T B [vls = [Tv]s.

(Ayuda: Si [v]g = (a1,...,a,)" son las coordenadas de v con respecto a la base B, i.e.

v = Z;'l:1 a;b;, calcular las coordenadas de T'v con respecto a la base B'.)

Teorema 2.26. Sean V y W dos K-espacios vectoriales con dimV = n y dimW = m.
Dadas B y B' bases ordenadas de V' y W, respectivamente, para cada T € L(V,W) existe
una dnica matriz [T|p g € K™*" tal que

T - [vlg = [Tvlp para todo v e V. (2.5)
Mads ain, la aplicacion T — [T g es un isomorfismo de L(V, W) en K™*™.

Demostracion. Los detalles quedan a cargo del lector, pero el argumento es el desarrollado
al inicio de esta seccion. O

En el caso en que T es un operador lineal sobre un K-espacio vectorial V', normalmente
consideraremos la misma base B tanto para el dominio como para el codominio. En tal caso,
diremos simplemente que la matriz que lo representa es la matriz de T con respecto a
la base B y la anotaremos [T|g. En este caso, la condicién que la caracteriza es

[T|5 - [v]g =[Tv]p paratodov e V. (2.6)

Ejemplos 2.27.
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1. Sea T : R? — R? dada por T(z,y) = (z +y,z —y). Si & = {e1 = (1,0),e2 = (0,1)} es
la base canénica de R?, entonces
1 1

va que [Teile = [(1,1)]e = (1,1)T y [Tes]e = [(1,—1)]e = (1,-1)T.
En cambio, si B = {b; = (1,0),b2 = (1,—1)}, resulta que

7] = (_21 _22),

yaque [Th]p =[(1,1)]p = [2.(1,0)+(—1).(1, —1)] = (2,—1)", mientras que [Thy]s =
[(0,2)]5 = [2.(1,0) + (=2).(1, -1}z = (2,-2) ".

2. Sea V = C® [x], el C-espacio vectorial de polinomios con coeficientes complejos de
grado menor o igual que 3 (ademés del polinomio nulo). Si D : V' — V estd definido
por

D(ap+ a1z + asz? + a3x3) = a1 + a9z + 3azz?,

y &= {po(.’E) = 1’P1($) = xap?(x) = $27p3(55) = 1"3} entonces

0100
00 20
Dle=1g o o 3
000 0

3. Dados dos K-espacios vectoriales V' y W con dimV =n y dimW = m, sean B =
{b1,....,bn} y B ={b},...,b,} bases de V y W, respectivamente.

Fijados py ¢, 1 <p <m, 1 < g < n, consideremos la transformacién lineal 774 : V —
W dada por
TPbj = dq,j - by,

(una de las que utilizamos para mostrar que L(V, W) es un K-espacio vectorial con
dimensién nm). Luego,
[T74] 3 g = EP4

donde EP? € K™*™ es la matriz que tiene un 1 en la entrada (p,q) y ceros en todas
las restantes.

Proposicion 2.28. Sean Vi, Va y V3 tres K-espacios vectoriales de dimension finita, dotados
con bases By, Bo y Bs, respectivamente. Luego,

i) S1S,T € L(V1,Va) y a, B € K, entonces
[aS + BT]BZ,Bl = 0‘[5]32731 + B[T}BQ,BY
ii) SiT € L(V1,Va) yU € L(Va,V3), entonces

[UT]Bs,Bl = [U]B37B2 [T]B%Bl‘
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Demostracion. La prueba de i) queda como ejercicio para el lector. Para probar ii), recor-
demos que [UT)p, B, esta caracterizada por ser la tinica matriz tal que

[UTB,.8,[v]B, = [(UT)v]g, para todov € V.

Fijado v € V1, notemos que (UT)v = U(Tv) y las coordenadas de este iltimo también las
podemos calcular usando las representaciones matriciales de U y T"

[(UT)vlgy = [U(Tv)]By = [UlBs,58,[T0]8, = [Ulss,8,([T)8,,5: [v]5,) = ([UlBs,5,[T]8,,8) V)5 -
Por lo tanto, [UT]Bg,Bl = [U]Bg,Bz [T]Bg,Bl- O

Corolario 2.29. Dados V y W dos K-espacios vectoriales con dimV = dim W < oo, sean
B y B bases de V y W, respectivamente. Si T € L(V,W) es un isomorfismo, entonces

[T ss = ([Tp5) "

Demostracion. Supongamos que dim V = dim W = n. En primer lugar, si Iy es el operador
identidad sobre V', notemos que [Iy]g es la matriz identidad I € K"*™ independientemente
de cual sea la base B. Luego, como Iy = T~! - T, la proposicién anterior garantiza que

I=[Iv]g=[T""Tls = [T 55155

De la misma manera, si consideramos al operador identidad Iy sobre W, tenemos que [Iyy]p:
es la matriz identidad I € K™*" independientemente de cual sea la base B’. Entonces, de la
identidad Iyy = T - T~! obtenemos que

I=[Iwlg =[T-T g = [Tz sT s,
como queriamos probar. ]

La Proposicién 2.28 y el Corolario 2.29 aplicados en el caso particular en que W =V
es un K-espacio vectorial con dimV = n, muestran que la aplicacién T' — [T|g no sélo
es un isomorfismo de K-espacios vectoriales entre L(V) y K"*" sino que también es un
isomorfismo entre K-algebras lineales.

Dado un K-espacio vectorial V' con dimV = n, sea Iy el operador identidad sobre
V. En la prueba del corolario anterior mencionamos que [Iy]p es la matriz identidad I
independientemente de cual sea la base B. Veamos ahora cual es la matriz asociada a Iy
cuando consideramos dos bases distintas de V', una en el dominio del operador y la otra en
el codominio.

Supongamos que B y B’ son dos bases de V, y calculemos [Iv]g 5. Si B = {b1,...,bn},
sabemos que esta matriz esté caracterizada por

Col;([Iv]p B) = [Ivbjlg, j=1,...,n.

Pero [Iyb;|p = [bj]pr = Colj(Pg ). Por lo tanto, cada columna de [Iy]z g coincide con la
correspondiente columna de la matriz cambio de base Pg 5, es decir,

[Iv]g s = Ps s -

Fijada una transformacién lineal entre K-espacios vectoriales de dimension finita, este “des-
cubrimiento” nos permitira pasar facilmente de una representacién matricial a otra. Dados
dos K-espacios vectoriales V y W de dimensién finita, supongamos que 7' : V' — W es una
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transformacién lineal de la cual conocemos [T] BB, bara ciertas bases By y By de V .y W,
respectivamente.

Consideremos ahora otro par de bases By y B, (de V' y W, respectivamente) y veamos
como calcular [Tg; 5, a partir de [T]p 5,. Dado un vector arbitrario v € V,

[Tvls, = P, 5, [Tv]5
= Pg, 5, ([T);.5,[v]8:)
= (Ppy 5;[T5,.5,) PB1,8:[V]B
= (Ppy 5, 15,5, P81 ,8,) [V]Bs -

Por lo tanto,
(T)sy.,8, = P8, [T)5;,8, P18 (2.7)

Comprobemos esta igualdad retomando un ejemplo anterior.

1 1
1 -1
de R?. Dada la base B = {b; = (1,0),b2 = (1,—1)} de R?, calculemos [Tz utilizando la
férmula (2.7):

Mo = Pee e s = rebmerss= (3 1) (1 4) (300)
L) GGG )G
- (5 %)

como ya habiamos visto en el item 1. de los Ejemplos 2.27.

Ejemplo 2.30. Sea T : R? — R? tal que [T]e = ( >7 si £ es la base candnica

Ejercicio 2.31. Al hacer las cuentas en el ejemplo anterior usamos que

() =)

., Qué curioso, no? ;Se animan a describir qué condiciones deben cumplir a,b,c € R para

que
a b\ _(a b ’
0 ¢ 0 c

Noten que este problema podemos plantearlo para un cuerpo arbitrario K, otra curiosidad.

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T un operador lineal sobre V.
Si By y Bs son dos bases arbitrarias de V', entonces

[T]B, = Pp,5, [T]8, P3,,8, = (PBLBz)_l [T, P38,
es decir, [T, es semejante a [T, en el siguiente sentido:

Definicién 2.32. Dadas A, B € K"*" diremos que B es semejante a A si existe una
matriz inversible P € K"*™ tal que

B=P'AP

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 40



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

Reciprocamente, supongamos que B es una matriz semejante a [T, , es decir, suponga-
mos que existe una P inversible tal que

B=P T P.

Entonces, podemos interpretar a P como una matriz cambio de base. Si By = {b1,...,b,},
consideremos la base By = {V),...,b),} cuyos elementos estdn definidos de la siguiente
manera: dado j =1,...,n,

o = anpijbi.
=1

Luego, es fécil ver que [b}]s, = Col;(P), y en consecuencia,
P = Pg, 5,.

Ejercicio 2.33. Mostrar que la semejanza es una relaciéon de equivalencia en el adlgebra de
matrices cuadradas K™*".

Hay algunas cantidades asociadas a una matriz cuadrada que se preservan por la seme-
janza, por ejemplo, el determinante. Otra de estas cantidades invariantes es la traza de la
matriz: si A € K"*", la traza de A se define como tr(A) = Y " ; A;;. La propiedad que
caracteriza a la traza es la siguiente: si A € K"*™ y B € K™*™ entonces

tr(AB) = tr(BA), (2.8)
la prueba de esta propiedad queda como ejercicio.
Proposicién 2.34. Si A, B € K"™*" son semejantes, entonces

tr(B) =tr(A) y det(B)=det(A).
Demostracion. Sea P € K™*" tal que B = P~'AP. Luego, det(P) # 0y
det(B) = det(P ' AP) = det(P 1) det(A) det(P) = det(P) ! det(A) det(P) = det(A).
Por otra parte,
tr(B) = tr(P 'AP) = tr((P~*A)P) = tr(P(P71A)) = tr((PP™ Y A) = tr(A),

donde fue necesario utilizar la propiedad de la traza (2.8). O

La invarianza del determinante y la traza bajo semejanzas nos permite extender estos
conceptos a operadores lineales actuando en un K-espacio vectorial de dimensién finita
arbitrario.

Definicion 2.35. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea B una base arbi-
traria de V. Si T € L(V), definimos la traza y el determinante de 7' como:

tr(T) = tr([T]5) y det(T) = det([T]s),

respectivamente.
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2.4. Ejercicios

1. Determinar si las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales.

a) T:R®— R3 dada por T(z,y, 2) = (v — y,22,22).

T 2z — 3y
b) T:R¥>* 5 R3>*M dadapor T [y | = | 3y — 22
z 2z

¢) T:R* — R? dada por T(x1, 29,3, 24) = (0,0).
d) T:C — C dada por T'(z) = Z.

n
e) La funcién traza tr : C"*" — C dada por tr(A) = Z Q.-
i=1

La funcién determinante det : C**"™ — C.
f)

g) Considerando al Zs-espacio vectorial Zg X Zga, T : Za X Zg — Zo X Zg dada por
T(a,b) = (bya+0).

2. a) Dar un ejemplo de una funcién f : R? — R tal que
f(aw) = af(v) paratodov € R? y todo a € R,

pero que f no sea una transformacién lineal.

b) Dar un ejemplo de una funcién g : C — C tal que
g(u+v)=g(u)+g(v) paratodo u,v e C,
pero que g no sea una transformacion lineal.

3. Dado «a € [0,27) fijo, sea R, : R? — R? la funcién que define la rotacién en un dngulo
a en sentido antihorario, es decir,

Rao(z,y) = (2 cos(a) — y sen(a), z sen(a) +y cos(a)), (z,y) € R2.

a) Probar que R, es una transformacién lineal para cualquier valor del angulo «
fijo.

b) Determinar la imagen por Rz de los puntos P = (0,3), Q = (3,1) y § = (1, -1).
Graficar el tridangulo PQS y su transformado en el mismo sistema de coordenadas.

4. Sea Sy : R? — R? la funcién simetria con respecto del eje y, es decir,
SY(xay) = (—x,y), (l’,y) €R2'

a) Probar que Sy es una transformacion lineal.

b) Determinar la imagen por Sy de A = (0,1), B=(2,4), C = (4,3) y D = (2,0).
Graficar el paralelogramo ABCD vy su transformado en el mismo sistema de
coordenadas.

5. Dado r € R fijo, sea H, : R? — R? la funcién homotecia de razén r, es decir,
Hy(z,y) = (rz,ry), (z,y) € R?.

a) Probar que H, es una transformacién lineal.
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b) Fijando r = 2, determinar la imagen por Hy de A = (0,—1), B = (1,2) y
C = (3,1). Graficar el tridngulo ABC'y su transformado en el mismo sistema de
coordenadas.

. Sea Py : R? — R? la funcién proyeccién sobre el eje x.

a) Hallar una expresion analitica para Px y probar que es una transformacién lineal.

b) Determinar la imagen por Px de A = (0,1), B = (2,4), C = (4,3) y D =
(2,0). Graficar el rectdngulo ABCD y su transformado, en el mismo sistema de
coordenadas.

Se dice que una transformacién T : R® — R" es una isometria si preserva distancias,
es decir, si

dist(P, Q) = dist(T'(P),T(Q)) para todo P,Q € R™.
Determinar cuédles de las transformaciones consideradas en los ejercicio 3, 4, 5 y 6 son

isometrias.

a) Probar que existe una tnica transformacién lineal 7' : R? — R? tal que T'(1,1) =
(=5,3) y T'(—1,1) = (5,2). Determinar 7'(5,3) y T'(—1,2).

b) Determinar si existe una transformacién lineal 7 : R? — R? tal que T'(1,1) =
(2,6), T(—1,1) = (2,5) y T'(2,7) = (5,3).

. Sea T : V — W una transformacion lineal.

i) Probar que N(T') es un subespacio de V' e Im(7') es un subespacio de W.
ii) Ademas, si dim V' < oo, mostrar que dim(N (7)) < dim V' y dim(Im(7")) < dim V.

En cada caso, determinar una transformacién lineal 7' : R? — R3 que verifique lo
pedido.

a) (1,1,0) € N(T) y dim(Im(7)) = 1.

b) N(T)NIm(T) ={(1,1,2)}.

¢) N(T) # {(0,0,0)}, Tm(T) £ {(0,0,0)} y N(T) N Tm(T) = {(0,0,0)}.
FEzxtension de transformaciones lineales. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién
finita, sea U un subespacio propio de V. Probar que si S : U — W es una transforma-
cién lineal, entonces existe T': V' — W tal que

Tu = Su para todou € U.
Probar que si V' es un K-espacio vectorial con dim(V) =1y T € L(V), entonces T es
un miltiplo (escalar) de la identidad.

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T : V' — V un operador lineal
tal que Im(7?) = Im(T'). Probar que Im(7) N N(T) = {0}.

Dado un K-espacio vectorial V, sea T : V — V un operador lineal. Probar que son
equivalentes:

a) N(T)NIm(T) = {0}.
b) Si T(T(v)) =0 entonces T'(v) =0 para v € V.
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15. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales. Supongamos que V es de dimension finita y
sea T : V — W una transformacién lineal. Probar que:

a) T es inyectiva si y sélo si dim(Im(7")) = dim(V).
b) T es suryectiva si y sélo si dim(Im(7")) = dim(W).

16. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea S = {v1, -+ , v, } un conjunto
finito de vectores de V. Definimos F : K™ — V como la funcién dada por

E(kla"'akm):klvl+"'+kmvm-

a) Probar que E es una transformacion lineal.

b) Probar que E es inyectiva si y sélo si S es un conjunto de vectores linealmente

independientes.
c¢) Probar que FE es suryectiva si y sélo si S es un conjunto de vectores que generan
aV.
17. Dada la matriz
-1 0 2
A= 5 4 2| eR¥>3,
-4 -3 2

consideremos las funciones L4 : R3*! — R3*! y R, : R? — R3 dadas por

I il
Lylaza | =A| 22 y Ra(w1,22,73) = (71,72, 23) A,
x3 3

respectivamente.

a) Probar que La € L(R*') y Ry € L(R3).

b) Hallar el nicleo y la imagen de ambas transformaciones. Analizar su inyectividad,
suryectividad y biyectividad.

18. Para cada una de las transformaciones lineales del ejercicio 1, determinar su nicleo e
imagen. Ademaés analizar inyectividad, suryectividad y biyectividad.

19. Dados V y W dos K-espacios vectoriales, sea T' : V' — W una transformacion lineal.
Supongamos que Sy y Sy son subespacios de V' y W, respectivamente. Probar que

T(Sy):={w e W : w=T(v) para algin v € Sy}, vy
T_I(SW) ={veV:T()e Sw},

son subespacios vectoriales de W y V', respectivamente. Al primero lo llamamos la
imagen de Sy por T y al segundo la preimagen de Sy por 7.

20. Sea T : R? — R? dada por T'(z,y,2) = (z +y,z + 2).
a

b

c

) Probar que T es una transformacién lineal.

) Hallar el nicleo de T' ;Qué dimensién tiene?

) Hallar la imagen de 7' ;Qué dimensién tiene?

d) Sea C = {(z,y) : = = 1}. Hallar T~}(C) ;Es este un subespacio de R*? ; Contra-
dice esto el ejercicio anterior? ;Por qué?
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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a) Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T': V' — V un operador
lineal. Probar que T es inyectivo si y sélo si T71(0) = {0}.

b) Dar ejemplos de funciones f : R — R que no sean inyectivas pero que verifican

f7H0) = {0}

Sean U y V dos K-espacios vectoriales, y sea L(U, V) el conjunto de todas las trans-
formaciones lineales de U en V. Probar que L(U, V) es un K-espacio vectorial con las
operaciones dadas por:

» (S+T)(u)=S(u)+T(u) para S, T € L(U,V) yueU.
» (aT)(u)=a -T(u) paraT € L(U,V),a e KyueU.

Sean U y V dos K-espacios vectoriales de dimensién finita tales que 2 < dim(U) <
dim(V'). Probar que

S={T € L(U,V) : T no es inyectiva} ,
no es un subespacio de L(U, V).

Dado un K-espacio vectorial V', sean S,T,U € L(V) y sea o € K. Probar que:
a) S-I=1-8=25;
b) S(T +U)= ST + SU y también (T +U)S =TS +US;
c) a(ST) = (aS)T = S(aT).

Sean Vi, Vo v V3 tres K-espacios vectoriales. Probar que, siT : V3 — Vo y S: Vo — V3
son transformaciones lineales inversibles, entonces ST también es inversible. Ademaés

(ST)™' =171571

Considerar las transformaciones lineales R, Sy, H, y Px, de los ejercicio 3, 4, 5 y 6,
respectivamente. En cada caso:

a) Hallar su representacién matricial con respecto a la base canénica de R2,
b) Determinar su nicleo e imagen, y calcular la dimensién de ambos subespacios.

¢) Analizar inyectividad, suryectividad y biyectividad.
)

d) Hallar su representaciéon matricial con respecto a la base B = {(1,1),(1,—-1)}.
Sea T : R?® — R? la transformacién lineal dada por T(z,y, 2) = (z,y + z,2 + y + 2).

a) Hallar la representacién matricial de T’ con respecto a la base canénica de R3.

b) Sea B={(1,1,0),(1, 2, 3),(1, 3, 5)}. Hallar las matrices de cambio de base Pg p
y Pse.

c¢) Hallar la representacién matricial de T' con respecto a la base B.
Dado un vector arbitario v € V, probar que

[Tg 5 - vl = [TV]s-

(Ayuda: Si [v]g = (a1,...,0,)" son las coordenadas de v con respecto a la base B,

ie v= Z;‘L:1 ajbj, calcular las coordenadas de T'v con respecto a la base B'.)
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29. Sea T : R? — R? la transformacién lineal dada por T(z,y) = (3z + y, —y, = +
y). Consideremos las bases de R? y R3 dadas por B = {(1,1),(-1,0)} y B’ =
{(1,0,1),(1,-1,0),(0,2,1)}. Hallar la matriz de la transformacién 7' con respecto
a las bases By B3', es decir, la matriz [T 4.

30. Sea T : R3 — R? la transformacioén lineal dada por T(z,vy, 2) = (2y + 2,z — 4y, 32).
a) Hallar [T]g para la base B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} de R3.
b) Probar que [T'(v)]g = [T)5 [v]s para cada v € R3.

31. Sea T : C? — C? la transformacién lineal dada por T'(x,y) = (y,0). Consideremos la
base B = {(1,1), (—i,2)} de C? como C-espacio vectorial.

a) Hallar la representacién matricial de T' con respecto a las bases £ y B.
b) Hallar la representacién matricial de T' con respecto a las bases By £.

c) Hallar la representacién matricial de T' con respecto a la base B. Calcular el
determinante y la traza.

d) Elegir otra base de C? y hallar la representacién matricial de T con respecto a esa
base. jPuede decir cuanto valen el determinante y la traza sin hacer las cuentas?
Justificar.

Z.

32. Consideremos a C como un R-espacio vectorial y sea T : C — C dada por T'(z)

a) Probar que T es una transformacion lineal.

b) Hallar la representacion matricial [T]z para la base B = {1,i} y [T]g para la
base B = {1 +1,1 —i}.
C) Hallar PB,B’ y PB/,B'
d) Verificar que [T'| 5 = Pg 5 [1|5 P35
33. Sea T : R®[z] — R3 la transformacién lineal dada por

T(az® +bx+¢c) = (a+2b+c,a+b2a+b—c).

a) Hallar una representacién matricial de T'.
b) Hallar la dimensién del nicleo y de la imagen de T
¢) Dado un subespacio W de R3 tal que W + Im(T) = R?, hallar T—1(W).

34. Sean B = {by,bo,b3} v B’ = {c1,c2,c3,c4} bases de R3 y de R*, respectivamente. Sea
T € L(R3,RY) tal que

1 -2 1
-1 1 1
3 -2 5

a) Hallar T'(3by + 2b2 — bs) y decir cudles son sus coordenadas en la base B'.
b) Hallar una base para el nicleo y otra para la imagen de 7.
c¢) Hallar T7(¢c; — 3c3 — c4).
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35. a) Sean V un K-espacio vectorial con dim(V) = 5y B = {b1,...,bs5} una base
(ordenada) de V. Supongamos también que T' € L(V') estd dada por

bi1 sij=1,2,34,
TQD:{J sij=5

1) Hallar la representacién matricial de T con respecto a la base B.
2) Probar que T° = 0 pero T* # 0.

b) Supongamos ahora que dim(V) =ny que B = {b1,...,b,} es una base (ordena-
da) de V. Si T € L(V) esta dada por

bivi sij=1,...,n—1,
Ty = {Oj sij=mn

hallar la representacién matricial de T' en la base B. Ademds, probar que ocurre

lo mismo que en el inciso anterior, es decir 7" = 0 pero 7"~ ! #£ 0.

Sugerencia: Notar que b; = T7~1(b;) y probar que T"(b;) = 0 para j = 1,...,n.
¢) Supongamos que S € L(V) es cualquier operador lineal tal que S™ =0y S"~ 1 #

0. Probar que existe una base (ordenada) de V' tal que la representacién matricial
de S con respecto a esa base, coincide con la matriz hallada en el item anterior.

36. Mostrar que la semejanza es una relacién de equivalencia en el dlgebra de matrices
cuadradas K"*"™.

37. Probar que si M, N € K™" son tales que M™ = N® =0, M1 £ 0y N* 1 £ 0,
entonces M y N son semejantes.
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Capitulo 3

El algebra lineal de polinomios

Dado un cuerpo K comencemos recordando que, si p(z) = ag + a1z + asx® + ... + a, 2"
v q(z) = by + b1 + box? + ... + by x™ son dos polinomios en K[z], el producto de p y ¢ se
define como

(p-q)(x) =co+crx+ 02x2 +...+ cn+mx"+m,
donde los coeficientes ¢, para k= 1,...,n 4+ m estan dados por:
k
ck = Z a;by_j,
j=0
con la condicién adicional de que an4+1 = ... = Gpitm = 0y también b1 = ... = by = 0.

Luego, el espacio K[x] de polinomios con coeficientes en el cuerpo K es un dlgebra lineal
sobre K ya que es un K-espacio vectorial con una operacién binaria adicional (en este caso,
el producto de polinomios) - : K[z] x K[z] — K]z] tal que, para cualesquiera p, q,r € K[z]:

= es asociativa:
(p-q)-r=p-(q-7);

= es distributiva con respecto a la adicion:
p-(a+r)=p-q+p-r , (ptq)-r=p-r+q-m;
= para cada a € K, vale que
a-(prq)=(a-p)-g=p-(a-q).

Ademsds, es un algebra lineal conmutativa con unidad, porque el producto de polinomios es
conmutativo y el polinomio po(x) = 1 es el neutro de esta operacion.

> en el

Recordemos que el conjunto {1,z,z2 2%,...} es una “base ordenada de K[xz]
siguiente sentido: para cada polinomio no nulo p € K[z], existe un dnico n € Z, n > 0, tal
que la n-ésima coordenada de p con respecto a esta base es no nula y las siguientes son
todas cero

p(x) = ag + a1z + asx® + ...+ anz™, a, #0.

En otras palabras, n es el menor entero tal que p puede escribirse como combinacién lineal
de los polinomios en el subconjunto {1, z,x?,...,2"}. Dicho entero es el grado de p y lo
anotaremos gr(p).
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Observacién 3.1. Al polinomio nulo no le asignaremos grado alguno.
Teorema 3.2. Sip,q € K[z] son polinomios no nulos, entonces:

i) p-q también es no nulo;
it) gr(p-q) = gr(p) + gr(q);
i11) si p y q son mdnicos, p-q también lo es;
i) sip+ q es no nulo, entonces gr(p + q) < max{gr(p),egr(q)}.

Demostracion. Supongamos que gr(p) = n 'y que gr(q) = m. Entonces, si k > 0 tenemos

que
m+n+k

(p : Q)n+m+k = Z Pidm+n+k—is
i=0
donde p(z) =po+p1x+ ...+ ppx™ y q(x) = qo + 1 + . . . g™
Para que p;gm-n+k—s Sea distinto de cero es necesario que t < ny que m+n+k—1i < m,
0 equivalentemente,
n+k<i<n.

Por lo tanto, (p* ¢)n+m = Pndm # 0y (P @)ntm+k = 0 para todo k > 1.
De lo anterior se desprenden i), ii) y #ii). El item iv) queda como ejercicio para el
lector. O

Como consecuencia de lo anterior, tenemos que la propiedad de cancelacion también vale
en ecuaciones polinomiales.

Corolario 3.3. Sip,q,r € K[z] son tales que p#0 yp-q=p-r, entonces ¢ =r.

Demostracion. Sip-q = p-r entonces p-(qg—r) = 0. Si ademds p # 0, el item i) del teorema
anterior implica que ¢ —r = 0, es decir, ¢ = r. O

3.1. Interpolacion de Lagrange

Dado un cuerpo K, consideremos n + 1 pares ordenados en K x K

(t07 aO)v (t17 al)) cee (tn7 an)a

con la condicion de que los escalares tg,t1,...,t, sean distintos entre si. La interpolacién
polinémica es una técnica en la cual, a partir de un conjunto de puntos como los anteriores,
se pretende encontrar una funcién polinomial p cuyo grafico pase por todos los puntos en
cuestion, es decir, que satisfaga las condiciones

p(tj) = Qj, j:(),l,...,n. (3.1)

Existen infinitas soluciones al problema de interpolacién polinémica, por lo cual es necesario
imponer condiciones adicionales para establecer un problema con una tinica solucién.

En nuestro caso estamos interesados en encontrar el polinomio interpolante cuyo grado
sea el menor posible. La solucién a este problema fue publicada por primera vez por Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) en 1795, y habitualmente se la conoce como interpolacién de
Lagrange.
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Figura 3.1: Un ejemplo de polinomio interpolante (curva celeste).

Dados n + 1 escalares tg,t1,...,t, distintos entre si, se definen los siguientes polinomios

Po,P1;---,Pn € K[.%']
_ (z—to)(@—t1)-(z—ti—1)(x—tiqy1) - (—tn) T—t; .
Pi(%) = Gttt Gt -Gty = A 77y =0,
J#

Notemos que éstos son n + 1 polinomios de grado n. Adema4s,

1, sij=1,
pilty) = {0, sij # i,
€S decir, pi(tj) = 51]
Consideremos el subespacio K™ [z] de K[z] formado por los polinomios de grado menor
o igual que n, ademas del polinomio nulo. Sabemos que éste es un K-espacio vectorial con
dimK™[z] = n + 1, y una de sus bases ordenadas es & = {1,z,22,...,2"}. Queremos
mostrar que £ = {po,p1,...,Pn} también es una base de K™, para lo cual alcanza con
probar que L es linealmente independiente.
Supongamos que existen 8y, 81, ..., € K tales que

Bopo + B1p1 + - .- + Bupn = Ogon -

Luego, evaluando la identidad anterior en ¢;, obtenemos

0 = (Bopo + Bip1 + - . + Bupn)(ti)
= Bopo(t:) + Bipi(ti) + ...+ Bupn(ti)
= Bodoi + L101i + .-+ Bnoni = B, parai=20,...,n.

Por lo tanto, £ es linealmente independiente y, en consecuencia, una base de K [x].

Si p es un polinomio cualquiera en K™ [z], entonces existen co, c1,...,c, € K tales que
D= copo + c1p1 + ... + cupn, ¥ estos coeficientes podemos despejarlos evaluando a p en los
puntos de interpolacién 2;:

p(t;) = (copo + c1p1 + - .. + cnpn)(t))
= Copg(tj) + pl(tj) +...+ Cnpn(tj) =
:Co5oj+6151j +...+cn5nj

= Cj.
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Por lo tanto,
p = p(to)po + p(t1)p1 + ... + p(tn)pn. (3.2)

Esta férmula se conoce como la férmula de interpolacién de Lagrange del polinomio p.

Volviendo al problema con el que iniciamos la seccién, dados n + 1 pares ordenados

(t[)u aU)a (tla al)) ey (tnv an),

tales que t; # t; si i # j, la férmula de interpolaciéon de Lagrange nos permite obtener al
tinico polinomio en p € K™[z] (y en consecuencia, el de menor grado) que satisface las
n + 1 condiciones de interpolacién:

p(tj) = oy ji=0,1,...,n.

Ejemplo 3.4. Supongamos que queremos hallar el polinomio en R[z] de menor grado que
satisface las condiciones de interpolacién:

p(-1)=-6, p(0)=2, p(1)=-2, y p(2)=6. (3.3)

En este caso, tg = —1,t; =0, to = 1 y t3 = 2. Luego,

Pole) = G i ey = Ciess) = —#(&° — 3% +20),
pi(x) = éfif(?))((iii?féffii) - (HLU((fI)l()—(g)iZ) =5(2° —22° 2 +2),
P(®) = Gy = ST =~ —a® - 20),
Pa(@) = ity = B a1 = $@’ — ).

Aplicando la férmula de interpolacién de Lagrange con las condiciones (3.3), obtenemos el
polinomio:

3
p(z) = p(t:)pi(z) = p(to)po(x) + p(t1)p1 () + p(t2)pa(x) + p(ts)ps(z)
i=0
= (2% =322 +22) + (2% — 222 — 2 4+ 2) + (23 — 22 — 22) + (2 — 2)
=423 — 62° — 22 + 2,
el cual verifica las condiciones requeridas. O
Como ya mencionamos antes, dados n + 1 escalares g, t1,...,t, € K tales que t; # t; si
i # 4, los conjuntos £ = {po,p1,...,pn} vy € = {1,z,2%,...,2"} son dos bases de K[z].
En particular, para cada k£ =0,1,...,n tenemos que

n
ok = thpl(x)
=0

Por lo tanto,
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Luego, la matriz cambio de base P, ¢ tiene el siguiente aspecto:

1 to t§ I
1t 2 ...t}
Pﬁ’gz A : :
1 t, t3 ... t°

Esta matriz es naturalmente inversible, y recibe el nombre de matriz de Vandermonde
de orden n + 1. Probar que ésta es inversible por otros medios no resulta para nada sencillo.

3.2. El algoritmo de la divisién - Raices de polinomios

Comencemos recordando el algoritmo de la division para polinomios.
Teorema 3.5. Sip,d € K[z] y d # 0, entonces existen tinicos q,r € K[x] tales que
i)p=d-q+r;
ii) =0 6 gr(r) < gr(d).

Sea d € K[z], d # 0. Dado p € K[z], el algoritmo de la divisién dice que existe, a lo
sumo, un ¢q € K[z] tal que p=4d - q.

Definicién 3.6. Dado p € K]z], si existe un g € K[z] tal que p = d- ¢, se dice que d divide
a py se anota d | p.

Corolario 3.7. Sean p € K[z] y a € K, entonces
x—a|p(x) siysolosi pla)=0.

Demostracion. Aplicando el algoritmo de la divisién, existen ¢q,r € K[z] tales que p(x) =
(x—a)q(z)+r(z) conr =006 gr(r) < gr(z—a) = 1. Esto asegura que el resto es un escalar.
Pero como
p(a) = (@ — a)q(a) + r(a) =r(a),
0.

resulta que x — a| p(z) si y sélo si p(a) =
Definicién 3.8. a € K es una raiz (o cero) de un polinomio p € K[z] si p(a)) = 0.
Corolario 3.9. Sea p € K[z|. Si gr(p) = n entonces p tiene a lo sumo n raices en K.

Demostracion. Utilicemos el principio de induccién completa sobre el grado del polinomio.
El caso n = 1 es trivial. Supongamos, como hipdtesis inductiva, que el resultado vale para
polinomios de grado n — 1.

Luego, dado p € K[z] con gr(p) = n, supongamos que « € K es una raiz de p. Entonces,
p(z) = (r — a)q(x) para cierto polinomio ¢ € K[x] con gr(q) =n — 1.

Entonces, dado § € K, p(8) = 0siy sélosi f = a 6 q(8) = 0. Por la hipétesis inductiva,
q tiene a lo sumo n — 1 raices. Por lo tanto, p tiene a lo sumo n raices en K. O

Definicién 3.10. Dado p € K|z], supongamos que a € K es una raiz de p. La multiplici-
dad de la raiz « de p es el mayor r € N tal que (z — )" | p.
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El operador derivada D : K[z| — K[z] definido por
(Dp)(x) = a1 + 2a2z + ... + napz™ 1, si p(z) = ap + a1z + asx® + ...+ apa™,

es de suma utilidad, para calcular la multiplicidad de las raices de un polinomio dado, si el
cuerpo K tiene caracteristica cero. Recordemos que la caracteristica de un cuerpo K se
define como el menor entero positivo k tal que

k sumandos

" —
1+1+...+41=0.
Si no existe tal k£ € N, se dice que la caracteristica de K es cero.

Teorema 3.11. Sea K un cuerpo con caracteristica cero. Dado p € K[z] con gr(p) = n, sea
a € K una raiz de p. Entonces, o es una raiz de p con multiplicidad v si y sélo si

(Dp)(a) =0 para k =0,1,...,r —1,
(D"p)(e) # 0.
Demostracion. Este resultado es una consecuencia de la férmula de Taylor, la cual proba-

remos a continuacién. Comencemos notando que, si K es un cuerpo con caracteristica cero
entonces

(a+B)™ = f: ( 7; ) a™ gk o B eK. (3.4)

k=0

Esta férmula para una potencia natural del binomio se verifica facilmente usando el principio
de induccién completa. Ahora, dado p € K[z] con gr(p) = n, veamos que si a € K

p(z) = Z M(m —a)k. (3.5)

k!
k=0

Sip(x) = 2™ con 1 < m < n, aplicando la férmula del binomio obtenemos que

m m
m _ m _ m m—k k_ L ml m—k k
2™ = (a+ (z— ) —kz()(k)a (r —a) _Zama (x — )",
mientras que (D*p)(a) = (mmf!k)!am_k para cada k = 1,...,n, lo que prueba la férmula de
Taylor en este caso particular. La prueba para el caso general es consecuencia de la linealidad

de los operadores D, D2, ..., D", ya que si p(z) = Y o Gmx™ entonces

(D'p)(@) = D am(D*a™)(a) = 3 m(mni‘k)'amk
m=0 :

m=0

y en consecuencia

" (D*p)(« L m! _
e DF) MU L

k=0 k=0~ m=
n " m)! -
=3 (X g4t ) = 3 s =t
m=0 = m=0
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lo que completa la demostracién de (3.5).

Ahora, supongamos que « es una raiz de p con multiplicidad r. Entonces, existe ¢ € K[z]
tal que

p(z) = (z = a)'q(z),

y ademads g(«) # 0, porque en caso contrario « seria una raiz de ¢ (y, por lo tanto, una raiz
de p de orden mayor que 7). Aplicando la férmula de Taylor al polinomio ¢, tenemos que

m! m)!

n—r ko) (o n—r ko) (o
p@) = (¢ — a)a(x) = (z — a)" [Z Do), a)m] -y @) ymer

Como el conjunto {1,z — «, (z — a)?,...,(z — @)"} es linealmente independiente en K[z],

hay una tnica forma de escribir a p como combinacion lineal de estos polinomios, y entonces

! D "g) (@)

(ka)(oz)_ 0 sio<k<r-1
,(a) sir<k<n.

(k—r)!

Por lo tanto, (D*p)(a) =0 para k =0,...,r — 1y (D"p)(a) = g(a) # 0.
Reciprocamente, supongamos que (D*p)(a) = 0 para k =0,...,r — 1y (D"p)(a) # 0.
Luego, por la férmula de Taylor, vemos que

~ (D*p)() ~ (D*p)(e) «— Drﬂp rj
) =30 ) o35 Ol B
k=0 k=r ]:O
n—r D?"-‘rjp .
_ o)
(x — «) jzo 1) a)y |,

y ademds el polinomio que multiplica a (z — «)” no se anula al evaluarlo en «, ya que
(D"p)(«r) # 0. Pero esto implica que « es una raiz de p con multiplicidad igual a r. O

3.3. Ideales de polinomios

Definicién 3.12. Sea K un cuerpo. Un ideal del dlgebra de polinomios K|z] es un subes-
pacio M de K[x] tal que

sipeK[z]y g € M entonces p-q € M.

A esta ultima propiedad de los ideales la llamaremos informalmente la propiedad de
absorcion, ya que el producto de un polinomio arbitrario por uno que pertenezca al ideal
termina siendo también un polinomio del ideal.

Ejemplo 3.13. Dado un cuerpo K, sea d € K[z]. El conjunto de todos los polinomios
divisibles por d,
d-Klz] :={d-p: peXK[a]},

es un ideal de K[z].

En primer lugar, notemos que d - K[x] # & porque d € d - K[z]. Adem4s es fécil ver que
d - K[x] es un subespacio de K[z]: si p,q € d - K[z] y a € K, entonces

a(d-p)+(d-q)=d-(ap+q) € d-Kz].
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Por 1ltimo verifiquemos la propiedad de absorcién. Dados p, ¢ € K]z],

NGRS
p-d-g=d-(p-q)cd-Klz.
Por lo tanto, d - K[z] es un ideal de K]z]. O

El ideal del ejemplo anterior se denomina ideal principal generado por d.

Ejemplo 3.14. Dado un cuerpo K, sea o € K. El conjunto de polinomios que tienen a «
como raiz

M ={p € K[z]: p(a) =0},
también es un ideal de K[z]. Mas ain, M = (z — a) - K[z].  (jVerificarlo!)
En general, dados dy,ds, ..., d, € K[z], la suma de los ideales principales d; - K|[z],
M =dy -Klz] +do - Klz] + ... + dy - K[z],
también es un ideal de K[z] al que llamaremos el ideal generado por d,ds,...,d,.

Ejemplo 3.15. En K[z] consideremos los polinomios = — 1 y 2 — 1, y el conjunto

M = {(z = Dp(@) + (2* = D)g(x) : p,q € Klz]}.

Este también es un ideal de K|z].

Una vez mads, es claro que 0 € M. Ademds, si mi,me € M se descomponen como
mi(x) = (x — Dpi(z) + (22 — 1)gi(z) parai = 1,2, y a € K, entonces
(amqy + ma)(z) = amqi(z) + ma(x)
= a((z = Dpi(2) + (2° = Va1 (2)) + (& — Dpa(z) + (2 — 1)ga(x)
= (z — 1) (ap1(2) + p2(2)) + (2 = 1) (aqi (z) + ¢2(2)) € M.
Por tltimo, si m(z) = (x — 1)p(z) + (22 — 1)g(x) € M y r € K[z] entonces
(m-r)(x) = m(z)r(z) = (z — Dp(x)r(z) + (2° = Vg(z)r(z) € M.
O

Ejemplo 3.16. El ideal de C[x] generado por los polinomios x + 2 y 22 + 8 + 16 coincide
con C[x], es decir,
(z +2) - C[x] + (2* + 8z + 16) - C[x] = Clz].

Para verificarlo, veamos que los escalares pertenecen a M: dividiendo a x? + 8z + 16 por
z + 2 tenemos que
2?4+ 8x 416 = (x + 2)(z + 6) + 4.

Luego, 4 = (22 4+ 8z +16) — (z + 2)(x + 6) € M. En consecuencia, 1 € M y la propiedad de
absorcién implica que C[z] C M. O

A pesar de que nos tomamos el trabajo de desarrollar varios ejemplos, el siguiente teo-
rema muestra que todo ideal no trivial de K|[x] es un ideal principal.

Teorema 3.17. Si K es un cuerpo y M es un ideal no trivial de K[z], existe un tnico
polinomio mdnico d € K[z] tal que M = d - K[z].
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Demostracion. Supongamos que M es un ideal no trivial de K[z]. Sea d € M un polinomio
de grado minimo entre los polinomios de M. Ademads, podemos suponer que d es ménico (si
no lo fuera podemos hacerlo ménico multiplicando por una constante de K, y este producto
permanece en M).

Dado p € M cualquiera, por el algoritmo de la divisién sabemos que existen ¢, r € K[z]
tales que p=d-q+r conr =06 gr(r) < gr(d). Comor =p—d-q € M, el caso en que
gr(r) < gr(d) deriva en un absurdo porque estamos suponiendo que d es de grado minimo
entre los polinomios de M. Por lo tanto, r =0y p=d-q € d-K]z].

Lo anterior muestra que M C d - K[z], mientras que la otra inclusion es trivial porque
d € M. En consecuencia, M = d - K][z].

Supongamos ahora que d’ € M es otro polinomio ménico tal que M = d’-K[z]. Entonces,
existen polinomios no nulos p, ¢ € K|z] tales que d =d' -py d =d-q. Luego, d=d' - p =
(d-q)-p=d-(q-p)y ademds

gr(d) = gr(d) + gr(q) + gr(p)-

Esto implica que gr(p) = gr(¢) = 0, y como tanto d como d’ son ménicos resulta que
p =g = 1. Por lo tanto, d’ = d. -

Ejercicio 3.18. En el dlgebra de polinomios con coeficientes reales R|[x], consideremos el
ideal M = (z — 1)R[z] + (2% — 1)R[z]. Mostrar que M = (z — 1)R[z].

., Cambia algo si reemplazamos al cuerpo R por otro cuerpo arbitrario K?

Corolario 3.19. Sean pi,...,p, € K[z] polinomios no todos nulos. Entonces, eziste un
inico polinomio mdnico d € K[z] tal que

i) d pertenece al ideal generado por pi,...,pp;
it) d divide a cada p;, parai=1,...,n.
Ademds, todo polinomio que satisface i) y ii) necesariamente satisface también
i11) d es divisible por todos los polinomios que dividen a cada uno de los p;.

Demostracion. Llamemos d € K[z] al generador ménico del ideal M = p-K[z]|+. . .+p,-K[z],
y veamos primero que d cumple con las condiciones i), i) y ii).

Las dos primeras las cumple por definicién de generador del ideal. Naturalmente d € M
y, si ¢ € M entonces d | q. En particular, d|p; parai=1,...,n.

Queremos ver ahora que p|d para todo p € K[z] tal que p|p; para i =1,...,n. Supon-
gamos que p € K[z| divide a todos los p;. Luego, existen r1,...,r, € K[z] tales que

pi =1p-Ti, 1=1,...,n.

Por otro lado, como d € M, existen qi,...,q, € K[z] tales que d = p1 - q1 + ... + Dn - Gn.
Luego,
d=pr-qi+...4Pp-@n=p (r-q+...4+m ),

es decir, p|d. Hemos probado entonces que d verifica las condiciones i), i) y iii).
Supongamos ahora que existe otro d’ € K[z] que verifica i) y ii). Repitiendo el mismo
argumento anterior, vemos que d’ también satisface 7i7).
Como d' € M = d - Klz], tenemos que d|d'. Por otro lado, como d'|p; para todo
i=1,...,n,y d satisface iii), vale también que d’|d. Finalmente, si d’ es ménico, resulta
que d' = d. O]
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El polinomio d del resultado anterior no es ni més ni menos que el maximo comun divisor
entre los polinomios p1, ..., pn-

Definicién 3.20. Sipy,...,p, € K[z] no son todos nulos, el generador ménico d € K[z] del
ideal p1 - K[z] + ...+ pp - K[2] se llama el maximo comun divisor (m.c.d.) de pi,...,p,.
Lo anotaremos d = (p1,...,Dn)-

Ademas, diremos que p1,...,p, € K[z] son primos entre si si su m.c.d. es 1, es decir,
si el ideal generado por ellos es todo K[z].

Ejemplo 3.21. En C[z], el m.c.d. entre (z —2)%(z —i) y (z —2)(z2+ 1) es (x — 2)(x — 7).
En efecto, si M = (x — 2)?(x — i) - K[z] + (v — 2)(2? + 1) - K[x], eligiendo los polinomios
p(z) =1y q(x) = —1 resulta que

(= 2)%(z =) - p(z) + (z = 2)(a? +1) - q(2) = (z — 2)*(z — i) — (z — 2)(z* + 1)
=(i—2)(x—2)(x—1i)e M.

Luego, d := (x — 2)(x — i) € M es ménico y divide a los dos polinomios iniciales. Por lo
tanto, es el m. c. d. entre ellos.

Ejemplo 3.22. En Q[z], los polinomios (z — 1)(z +2)?, (z +2)?(x — 3) y  — 3 son primos
entre si.
De hecho,

(z+2°=La-1(@+2)>*+ (- 3)(@+2)*(x—3)+0.(z —3) € M,

pero, dividiendo a (x + 2)? por x — 3, obtenemos (z +2)? = (z — 3)(x +7) — 17. Esto implica
entonces que
1= (L@+7)(@-3)+ (- &)(@+2)* € M.

Por lo tanto, M = Q[z].

3.4. Factorizacion prima de un polinomio

Para finalizar este capitulo presentaremos al teorema de la factorizacion prima, el cual
garantiza que todo polinomio puede factorizarse de manera tinica en términos de polinomios
mas sencillos.

Definicién 3.23. Dado un cuerpo K, decimos que p € K[z] es reducible sobre K si existen
q1,q2 € K[x] con gr(q1) > 1, gr(g2) > 1, tales que p = ¢ - g2. En caso contrario, diremos que
p es irreducible sobre K.

Ejemplo 3.24. El polinomio p(z) = 22 + 1 es irreducible sobre R, pero es reducible sobre
C ya que 22 + 1 = (x —4)(x + ).

Naturalmente los polinomios escalares son irreducibles, pero no tienen gracia. Los poli-
nomios que nos interesaran en esta parte son los polinomios primos.

Definicién 3.25. Si p € K|x] tiene gr(p) > 1 y es irreducible sobre K, diremos que p es
primo en K[z].

A continuacién enunciaremos dos resultados importantes sobre factorizacién de polino-
mios. En primer lugar, veamos que si un polinomio primo divide a un producto de polinomios
entonces, forzosamente, divide a alguno de los factores.
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Teorema 3.26. Sean q1,...,q, € Klz]. Sip € K[z] es primo en K[z] y ademds

plar a2 ..
entonces p| q; para algini=1,... ,n.

Demostracion. La haremos por inducccién sobre la cantidad n de polinomios ¢;. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que p es un polinomio ménico.

En primer lugar, supongamos que n = 2, es decir p| q; - g2. Como p es primo, sus inicos
divisores son p y 1. Luego, los tnicos candidatos posibles para el m.c.d. entre p y q; son
py 1. Por un lado, si (p,q1) = p, listo. Por el otro, si p y ¢1 son primos entre si, existen
polinomios f, g € K|[z] tales que 1 =p- f + q1 - g. Ademds, como p|q - g2, existe d € K|x]
tal que g1 - g2 = p - d. Luego,

=@ f+a9) - e=p-fe+@ @) 9= fe+@d-g=p (f-@+dg),

lo que muestra que p | qa.

Como hipétesis inductiva, supongamos que el resultado es cierto para una cantidad k de
polinomios, es decir, si p|q1 - g2 - ... g, entonces p|¢; para algin i =1,... k.

Ahora, supongamos que p|qi - q2 - ... qg+1. Asociando a los primeros k polinomios,
tenemos que p|(q1-q2-- .. qk) - qr+1- Entonces, por el caso n = 2 que probamos al comienzo,
plqi-q2- ... qr 6 p|qgy1. Por dltimo, aplicando la hipétesis inductiva, tenemos que p|g;
para algin i = 1,...,k 6 p|qr+1. Por lo tanto, p|¢; para algini=1,...,k + 1. O

Teorema 3.27 (Teorema de la factorizacién prima). SiK es un cuerpo, cada polinomio
no escalar q € Kz| puede factorizarse como producto de un escalar o € K y de factores

Primos maonicos pi, . ..,pm € Klz] de manera tnica, salvo permutacion de los factores,
m
g=a-pi-....pm=ca]]p
i=1
Ademds, si definimos q; = H#j p; para 3 = 1,...,m, entonces qi,...,Qqm Son polinomios

primos entre si.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en el grado del polinomio ¢. Si gr(¢) = 1 no
hay nada que probar, ya que si gq(z) = ap+a1z la nica factorizacién posible de g es ¢ = a-p1
cona=a; € Kyp =2+ €Kz

Ahora, sea ¢ € K[z] un polinomio con gr(q) = k. Como hipétesis inductiva, supongamos
que el resultado es cierto para cualquier polinomio de grado menor estricto que k. Si ¢ es
irreducible, listo. Si no lo es, supongamos que ¢ = a- f-g, donde « es el coeficiente principal de
qy f,g € K[z] son polinomios ménicos con gr(f) > 1y gr(g) > 1. Como k = gr(q) = gr(f)+
gr(g), tenemos que 1 < gr(f) < k y también 1 < gr(g) < k. Aplicando la hipétesis inductiva
a estos dos polinomios, tenemos que existen qi,...,q, € K[z] y gnt1, - - -, qn1 € K[z], todos

moénicos, tales que
h

!
f=1le v 9=]lan
j=1

i=1

con lo cual
h+l1

h !
qza‘f‘QZa‘<HQi>~ [Tani | =c-1]a
i=1 j=1 i=1
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Para finalizar, vamos a diferenciar entre los cuerpos en los cuales todos los polinomios
primos son de grado 1 y aquellos que admiten polinomios primos de grado mayor a 1.

Definicion 3.28. Un cuerpo se dice algebraicamente cerrado si todo polinomio primo
en K[z] tiene grado 1.

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y p € K[z], el grado de p determina univo-
camente la cantidad de factores primos en la factorizacion de p.

Ejemplo 3.29. El Teorema Fundamental del Algebra garantiza que C es un cuerpo alge-
braicamente cerrado, mientras que R y Q no lo son.

Cada polinomio p € R[z] es también un polinomio en C|z]. Aplicando el Teorema de la
Factorizacién Prima a un polinomio p € Rlz] con gr(p) = m (pensado como un polinomio
complejo), sabemos que existen tnicos & € Ry z1,..., z, € C tales que

p(x)=alx—2z)(x—22)...(x — zp)-

Ademas, sabemos que si z € C\ R es una raiz de p, entonces el conjugado Z también es una
raiz de p. Es decir, las raices complejas aparecen de a pares conjugados.

Luego, si (z1,21),-.-,(2r, 2r) son los r pares conjugados de raices complejas de p, y
Z9r+1, - - - » Zm SON las raices reales restantes, podemos factorizar al polinomio p como

p(2) = a-pi(@) ... po(@) (@ = 22041) .. (& = Zm),

donde p;(z) = (z — z;)(z — z;) € R[z] paracadai=1,...,r.

3.5. Apéndice: Construccion formal de K|z]

Dado un cuerpo K, hasta el momento hemos trabajado con los polinomios con coeficientes
en K sin definir formalmente de qué clase de objetos estamos hablando, aprovechando la idea
intuitiva que cada lector tiene sobre el tema. A continuacién presentaremos una construccion
formal del dlgebra de polinomios Klz].

Dado un cuerpo K, entre los primeros ejemplos de K-espacios vectoriales presentamos al
conjunto K* formado por las sucesiones con coeficientes en K indexadas sobre el conjunto
de los numeros naturales N. Ahora haremos un pequeno ajuste y supondremos que K> es
el conjunto de sucesiones con coeficientes en K indexadas sobre el conjunto Ny formado por
los nimeros enteros no negativos.

Dado un par de sucesiones a = (an)neng, b = (bn)nen, € K, definimos el producto de
a 'y b como la sucesién a - b = (¢p)nen, € K™ cuyos coeficientes estdn dados por

Cn = E aibnfiv ne N07
=0

es decir,
a-b = (agbo, aoby + aibo, agby + a1by + asbo, ... ).

Es medianamente ficil convencerse de que K> dotado con esta operacion binaria adicional
es un &lgebra lineal (sobre K), la cual es conmutativa y tiene unidad (la sucesién 1 =
(1,0,...,0,...)).

Si consideramos el vector

z=(0,1,0,...,0,...) € K™,
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observemos que éste tiene un papel destacado, ya que
LT = (07071a0a"'503---)7 T T = (0,0,0,1,0,...,0,...),

y, si anotamos con z¥ al producto de x por si mismo k veces, tenemos que (2*), = 0 si
n#k,y (2*);, = 1. Adem4s, haremos la convencién de que 2° =1 = (1,0,...,0,...).

Notemos que el conjunto dado por {1, z,z2, ...} es un conjunto hnealmente 1ndepend1ente
e infinito, con lo cual K* es un K-espacio Vectorlal de dimensién infinita. Sin embargo, este
conjunto no es una base de K ya que no es suficiente para generar a todas las sucesiones
de K*°. Por ejemplo la sucesién

(1,1,...,1,...),

no puede escribirse como una combinacién lineal finita de los vectores en {1,z,22,...}.
Ahora si, estamos en condiciones de presentar la definiciéon formal del algebra de poli-
nomios sobre K:

Deﬁnicién 3.30. Anotaremos con K[z] al subespacio de K* generado por el conjunto
{1,2,2%,...}, y si p € K[z] diremos que p es un polinomio sobre el cuerpo K.

Como K][z] consta de todas los combinaciones lineales (finitas) de = y sus potencias no
negativas, tenemos que p = (pp)nen, € K[z] si y sélo si existe m € Ny tal que py, # 0y
pn = 0 para todo n > m, lo cual se puede escribir como

P :poxo +p1:L‘1 +p2x2 + .o+ o™

3.6. Ejercicios

1. Sea K un cuerpo. Dados p, q,r € K[z], probar que:

a) Sip|qy p|r entonces p|(mg + nr) para todo m,n € K[z].
b) Sip|qy p|q+r entonces p|r.
c) Siplqy gr(p) = gr(q) entonces existe a € K tal que p = agq.

2. Sean p(z) = 223 — 322 + 1 y ¢(x) = 22 + 42 — 1, mostrar que no existen ¢ y r en
Z|x] tales que p = cq + 1 y gr(r) < gr(q). ;Qué puede decirse sobre la existencia del
algoritmo de divisién en Z|[x]?

3. Probar que en R[z] no existen polinomios no nulos tales que p? + ¢> = 0. ;Ocurre lo
mismo en C[z]?

4. Determinar cudles de los siguientes subconjuntos son ideales:

a) {p € K[z]: grp > 2} C Ka].

b) {p(z*+4) eRz]: p € Rz]} C R[z].
¢) pKz] C Kz], para p € K[z].

d) Dado a € K, {p € K[z] : p(a) = 0} C K[z].

5. Dados di,ds, ..., d, € K[z], probar que la suma de los ideales principales d; - K|[x],
M =d; - K[z] +dy - Klz] + ...+ dy - K[z],

también es un ideal de K[z].
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6. En R[z], consideremos el ideal M = (z — 1)R[z] + (2% — 1)R[z]. Mostrar que
M = (z — 1)R[z].
;,Cambia algo si reemplazamos al cuerpo R por otro cuerpo arbitrario K?

7. Hallar el m. c. d. entre los siguientes polinomios.

a) plx) =2° —4da* — 3z + 1y q(x) = 322 + 22 + 1.
b) p(z) =2 — 223 + 1y q(x) = 2% — o +2.
¢) p(r) =223 —4a? + 2 -1y qz) = 2> — 22 + 2z.

8. Sea p € K[z| con grp = n. Probar que p tiene exactamente n raices distintas si y s6lo

si (p,p') = 1.
9. Sea p € C[z| con grp = n. Probar que si existen z1,...,z, € R, distintos entre si,
tales que p(z;) € R para todo i = 1,--- ,n entonces p tiene coeficientes reales.

10. Hallar el generador ménico de los siguientes ideales de Q|x].

a) M ={peQ[z]: p(1) =p(2) = 0}.
b) M ={peQlz]: (xz—m)[p}
c) M = {p € Q[z] : p es divisible porz? + 4y z* — 16}.

11. Sea T : R[z] — F(R,R) dada por

@ =4 w7
p'(0) sizx=0.

Probar que T es una transformacién lineal y que Im(7") es un subconjunto de las
funciones polinomiales.
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Capitulo 4

Formas canonicas elementales —
Diagonalizacion de operadores

En este capitulo (y los préximos) nos limitaremos a estudiar operadores lineales sobre
K-espacios vectoriales de dimensién finita. Dado un operador lineal T actuando en un K-
espacio vectorial V' de dimensién finita, el objetivo es encontrar una base B de V' tal que la
representacién matricial [T]z de T sea lo mas “sencilla” posible.

;, Qué significard para nosotros una representacién matricial “sencilla”? En este capitulo
buscamos caracterizar aquellos operadores lineales que admiten una representacién matricial
diagonal.

Comencemos buscando condiciones necesarias para garantizar una representacién dia-
gonal. Dado un K-espacio vectorial V' con dimV = n, sea T € L(V) y supongamos que
B = {bi,...,by} es una base ordenada de V tal que la representacién matricial [Tz de T
es diagonal:

(A 0 0 ... 0
0 X 0 ... O

[T)5 = 0 0 A3 ... 0| =p.
[0 0 0 ... Ay

i Por qué consideramos que una representacion matricial diagonal es simple? Con una re-
presentacién asi es facil calcular, por ejemplo, el determinante de T

n

det(T) = [ [ M-
i=1
Ademas los vectores de la base B satisfacen:
Th; = \i b;, i=1,...,n. (4.1)
A partir de estas condiciones también es inmediato calcular el nicleo y la imagen de T':
N(T)=Tb: =0} y Im(T)={b;: A #0}.

Ahora la cuestién es ;para todo T' € L(V') existe una base B tal que [T]|5 es diagonal?

Si esto no es asi jcudles son los operadores que se pueden diagonalizar? Ademads, si un
operador no se puede diagonalizar, ;qué otra expresion “sencilla” podemos encontrar para
representarlo?

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 62



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

Notemos que en (4.1) encontramos una serie de condiciones necesarias para los elementos
de la base B que permite diagonalizar a T'. En lo que sigue estudiaremos este fenémeno con
mas detalle.

4.1. Awutovalores y autovectores

Comencemos definiendo qué entendemos por un autovalor (y un autovector). La nomen-
clatura puede variar de acuerdo a la fuente bibliografica consultada, lo que aqui llamamos
autovalor otros autores lo llaman eigenvalor, valor propio 6 valor caracteristico.

Definicion 4.1. Sea T un operador lineal actuando en un K-espacio vectorial V. Un au-
tovalor de T es un escalar A € K tal que existe algin vector v € V, v # 0 que satisface la
ecuacion:

Tv=Av.

En tal caso, cualquier v € V, v # 0 tal que Tv = v es un autovector de T asociado a .

En primer lugar notemos que, si v € V es un autovector de T" asociado a A, entonces
para cada « € K, o # 0, av también es un autovector de T asociado a A. Es decir, todos
los vectores del subespacio generado por v (salvo el vector nulo) son también autovectores
de T asociados a A.

Luego, si A es un autovalor de T, definimos el autoespacio de T asociado a A\ como

E\) ={veV: Tv= v}
A pesar de que el vector nulo no es un autovector, también lo aceptamos dentro de E(\

).
. Por qué el vector nulo no es un autovector? Porque el vector nulo satisface T 0=2\0
para todo A\ € K.

Ejercicio 4.2. Dados T' € L(V) y A € K, mostrar que E()) es un subespacio de V. Més
aun, probar que

E(\) = N(T — XI).
JEn qué casos E(\) es un subespacio propio de V?

El resultado que sigue caracteriza a los autovalores de un operador lineal dado. La prueba
es muy simple y la dejamos como ejercicio para el lector.

Teorema 4.3. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V'). Fijado
A € K, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) X es un autovalor de T';
it) T — A\ no es inversible;
iii) det(T — \I) = 0.

Lo importante de este resultado es que nos provee de un método préctico (y relativamente
sencillo) para encontrar los autovalores de un operador dado. Si V' es un K-espacio vectorial
con dim V = n entonces

p(x) = det(T — =),

es un polinomio de grado n con respecto a la variable z, i.e. p € K [x]. Luego, de acuerdo
al teorema anterior,

A es un autovalor de T < A es una raiz de p.
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Esto refuerza ain maés la idea de que los autovalores dependen del cuerpo K para el cual V
es un K-espacio vectorial. Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 4.4. Sea T : K? — K2 dado por T'(w, 2) = (—z,w).

Calculemos primero los autovalores de T' suponiendo que K = R. En este caso, obser-
vemos que T representa una rotacién de 90° (en sentido antihorario) alrededor del origen
en R2. Dado un vector no nulo arbitrario v = (z,y) € R2, es obvio que al rotarlo 90° no
obtendremos un miultiplo escalar de v (verificarlo analiticamente). En conclusién, si K = R
entonces 1" no tiene autovectores (y en consecuencia no tiene autovalores).

Ahora, supongamos que K = C. Buscamos aquellos A € C tales que T'(w, z) = A(w, 2)
para algiin vector no nulo v = (w, z) € C2. Esto equivale a encontrar soluciones para las
ecuaciones

—z=Aw, w=A\z,

de las cuales se deduce que —z = A\?z. Como 2z # 0 (de lo contrario, las ecuaciones anteriores
implican que w = 0 y el vector v seria el nulo), buscamos las soluciones de la ecuacién

A2 =1,
las cuales son A\; =17 y A2 = —i. Por lo tanto, los autovalores de 1" son exactamente éstos.

Definicién 4.5. Sea V' un K-espacio vectorial con dimV = n. Dado T' € L(V'), el polino-
mio caracteristico de T se define como

pr(x) =det(xl —T), (4.2)
el cual es un polinomio ménico de grado n.

En general, la forma més simple de calcular el polinomio caracteristico (y los autovalores)
es mediante una representacion matricial del operador T'. Como la nocién de determinante
no depende de la representacién matricial elegida, y como

[ =T =z[Ilp— [T)g = zI, — [T]5,

para cualquier base B de V, el polinomio caracteristico tampoco depende de la representacion
matricial.

3 1 —1
Ejemplo 4.6. Sea T € L(R?) tal que [T]e = |2 2 —1| = A.
2 2 0

Entonces,

pr(z) =det(zl —T)=det(zl —A)=| -2 z-2 1 |=

=23 - 52 48— 4= (z—1)(z—2)>2%

Por lo tanto, los autovalores de T son A\ =1y Ay = 2.
Calculemos ahora los autoespacios asociados. Un vector v = (z,y, 2) € E(1) = N(T'—1I)
si y sélo si

0 21 -1 T
0| =0=(A-1Dple=12 1 -1 v |,
0 2 2 -1 z
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de lo cual se deduce que y = 0y z = 2z, es decir, v = (z,0,2z). Por lo tanto,

EB(1) = 00,2
En cambio, v = (z,y,2) € E(2) = N(T' —2I) si y sélo si

0 11 -1 [«
0| =0=A-2De=12 0 1| |y |,
0 2 2 2| | 2

de donde obtenemos que z = 2z y z = x + y. Luego,

E2)={(1,1,2)}.

Definicién 4.7. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T' € L(V). Dire-
mos que T es diagonalizable si existe una base B de V conformada por autovectores del
operador T

El operador T del Ejemplo 4.6 no es diagonalizable ya que tenemos a lo sumo dos
autovectores de T linealmente independientes y dimR3 = 3. El operador T : R? — R? del
Ejemplo 4.4 tampoco es diagonalizable porque no tiene autovalores (y por consiguiente, no
existen autovectores de T'). En cambio, si pensamos a T' como un operador lineal sobre C2,
éste sl es diagonalizable (jcomprobarlo!).

Ejemplo 4.8. Consideremos ahora el operador S : R? — R3 que representa a la simetria
con respecto al plano z = y en R3. Es decir, S(z,y, z) es el vector que resulta de reflejar a
(z,y,z) con respecto al plano x = y. O sea,

S(z,y,z) = (y,x, 2).

Veamos si S es o no un operador diagonalizable. Su representacién matricial con respecto a

010
la base canénica de R? es [S]le = |1 0 0| = A, con lo cual
0 0 1
z -1 0
ps(x) =det(zl —S)=| -1 = 0 =(z—-1)(z?=1)=(z -1z +1).
0 0 =z-1
Por lo tanto, los autovalores de S son Ay =1y Ay = —1.

Calculemos ahora los autoespacios asociados. Un vector v = (z,y,2) € E(1) = N(S—1I)
si y sélo si

0 -1 1 0 T
0| =0=(A-De=|1 -1 0 vy |,
0 0 0 0 z

de lo cual se deduce que y = z, es decir, v = (z,z, z). Por lo tanto,

E(1) ={(1,1,0),(0,0,1)}.

En cambio, v = (z,y,2) € E(2) = N(S + 1) si y sélo si

0 110
0| =0=(A-2Dplg=|1 1 0| |y |,
0 00 2

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 65



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

de donde obtenemos que y = —x y z = 0. Luego,

EBE(-1)={(1,-1,0)}.

Notemos que B = {(1,1,0),(0,0,1),(1,—1,0)} es una base de R conformada por autovec-
tores de S. Por lo tanto, S es diagonalizable.

A continuacién veremos que el fenémeno del ejemplo anterior no es una casualidad,
autovectores correspondientes a autovalores diferentes resultan ser siempre linealmente in-
dependientes.

Lema 4.9. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, sea T' € L(V'). Si A1,..., Ak

son autovalores de T distintos entre si y vi,...,vr son autovectores de T asociados a
A1, ..., Ak, Tespectivamente, entonces
{v1,...,vx} es linealmente independiente.

Demostracion. La realizaremos utilizando el principio de induccién completa sobre la can-
tidad de autovalores k. Si k = 2, sean vy,vy € V vectores no nulos tales que

T’U1 = Al vy TUQ = )\2 V2.

Supongamos que existen o, as € K tales que av1 + asve = 0. Aplicando el operador T a
cada lado de esta ecuacion obtenemos:

-,

6 = T(O) T(Oél’Ul + OCQ'UQ) = o1Tv1 + asTvo = ag A1v1 + ag A9,
Como sabemos que a1v1 = —avs, resulta que

6 = \Ma1v1 + Aoagvy = Al(—agvg) + Aoy = ()\2 — Al)agvg.

De esto se deduce que ag = 0, y reemplazandolo en la ecuacién original resulta también que
a1 = 0. Por lo tanto, {v1,v2} es linealmente independiente.

Como hipétesis inductiva, supongamos que si vq,...,vp_1 son autovectores asociados
a autovalores Aq,...,A\;_1 de T distintos entre si, entonces {vi,...,vx_1} es linealmente
independiente.
Ahora, sean v, ...,v, autovectores asociados a autovalores Aq,..., A\, de T, distintos
entre si. Supongamos que existen ag, ..., a; € K tales que
Qv + ... + 1051 + agvg = 0. (4.3)

Una vez mas, aplicando el operador T' a cada lado de esta ecuaciéon obtenemos:

6 = T(G) = T(Oq’l)l + . o U1 + Cvk'l)k) =T+ ...+ ap_1Tve_1 + Ty
=AU+ . Q1 A1 V—1 F QAU

De (4.3) sabemos que avr = —aqv;—...—g_1Vk_1, y reemplazando en la ecuacién anterior
tenemos

6 = Maqv] + ..o+ N1 qvp_1 + /\k(—alvl — .= Ozk,ﬂ]kfl)
= (M1 = Ap)arvr + .o+ (Ag—1 — Ak)ag—10k—1-

Por la hipdtesis inductiva, los escalares que acompanan a los vectores vy, ..., vir_1 deben ser
todos nulos y, como los autovalores son distintos entre si, resulta que a; = ... = ag_1 = 0.
Finalmente, por (4.3), tenemos también que ay = 0.

Por lo tanto, {v1,...,vx} es linealmente independiente. O
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Corolario 4.10. St V es un K-espacio vectorial con dim'V = n, entonces cada operador
T € L(V) tiene a lo sumo n autovalores distintos.

Demostracion. Dado T € L(V'), supongamos que A1, ..., A\, son autovalores de T' distintos
entre si. Sean v1,..., v, autovectores asociados a Ay, ..., Ag, respectivamente. Por la lema
anterior, éstos son linealmente independiente. Por lo tanto, k < n, como queriamos probar.

O

Corolario 4.11. Dado un K-espacio vectorial V. con dimV = n, si T € L(V) tiene n
autovalores distintos, entonces T es diagonalizable.

4.2. Subespacios independientes

El concepto que sigue serd esencial para poder descomponer a un espacio vectorial en
suma de subespacios.

Definicion 4.12. Dado un K-espacio vectorial V', sean W7y,..., W} subespacios de V. Di-
remos que los subespacios Wi, ..., W, son subespacios independientes si cada vector
v € W1 + ...+ W admite una tnica representacion de la forma

v=w1 + ..+ Wy,
donde cada w; € Wy, i =1,... k.
Observacion 4.13. Los subespacios Wy, ..., W} son independientes si y sélo si
O=wi+...4w; conw; €W; = w;=0 paratodoi=1,...,k, (4.4)

es decir, la Uinica escritura posible para el vector nulo como combinacion de vectores w; € W;
es la obvia.

Si Wy, ..., Wy son subespacios independientes es inmediato que la implicacién (4.4) es
verdadera. Reciprocamente, supongamos que (4.4) es cierta. Supongamos ademés que cierto
vector v € Wi + ...+ W, admite dos representaciones, digamos

V=v1+v2+...+V ¥y v=wit+w2+ ...+ W,

donde v;,w; € W; para cada ¢ = 1,..., k. Luego, la diferencia entre ambas expresiones da
como resultado:
0= (v —w1)+ (v2a —w2) + ...+ (vk — wg).

Aplicando la implicacién (4.4) obtenemos que v; = w; para cada i = 1,...,k, es decir,
el vector v admite una tunica representacién. Por lo tanto, W7y,..., W) son subespacios
independientes.

En el ejercicio 17 del Capitulo 1 caracterizamos cuando un par de subespacios (cuya suma
es todo el K-espacio vectorial V') son independientes. La siguiente proposicién generaliza este
resultado para una familia finita arbitraria de subespacios.

Proposicién 4.14. Dado un K-espacio vectorial V', sean W1, ..., Wy subespacios de V. Las
stguientes condiciones son equivalentes:

i) Wi, ..., Wy son subespacios independientes.

i) Wy (Wi +...+ W) = {0} para cada 1 =2,... k.
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i11) Si B; es una base ordenada de W; para cada i =1,...,k, entonces la yuxtaposicion de
las mismas B = {Bu, ..., B} es una base oredenada de Wi + ...+ Wi.

Demostracion.

i) = 4i): Supongamos que Wi, ..., W} son subespacios independientes. Ahora, si v € W; N
(W1 +...+W;_1), existen vectores w; € Wy,...,wi—1 € W;_1 tales que v = w; +...+w;_1.
Entonces,

. cWh eW,_1 cw; _‘k—l Veces_'
0="wi +...+ w1 +(~v) +0+...4+0.

Luego, la implicacién (4.4) garantiza que w; = ... = wy_; = 0 y v = 0. Por lo tanto,
Wi (Wi + ...+ W) = {0}.
ii) = iii): Si suponemos que vale 44), en particular tenemos que WiN(Wi+...+Wjp_1) = {0}.
Si By, ..., By son bases de W7y, ..., Wy, respectivamente, es ficil convencerse de que B es un
sistema de generadores de Wy + ...+ Wp.

Sélo resta probar que B es linealmente independiente. Para esto, supongamos que cada
base B; es de la forma B; = {b(i) ,bffz) }, donde n; = dim W;. Luego, supongamos que

@ ¢ K tales que

k n;
DR ol ot

existen escalares Oé

=0. (4.5)
i=1 j=1 i=1 \j=1

Entonces,

N[5, 050 S5, (B8

i), (i k), (k
Doty | == ety

i=1 \j=1 j=1

Como cada suma » " =1 a§ )5 es un vector en W;, la ecuacién anterior dice que > 1 agk)bg-k) €

WiN(Wi+...4+Wg_1). Entonces, ZJ 10 k)b(k) = 0y la independencia lineal de Bj, garantiza
(k)

que o =0paraj=1,...,ng.
Volviendo a (4.5), tenemos que Zf;ll (Z;“:l ay) by)) = 0, o equivalentemente,
k—2 ng Ng—1 N N
i), (i —1); (k-1
STal@ | = 35T QY e Wil 0 (W 4L W),
i=1 \j=1 j=1

Como por hipédtesis este subespacio también es trivial, repitiendo el argumento anterior

(k—1)

resulta que a; =0paraj=1,...,n%_1.

(@) _

Repitiendo este proceso las k — 2 veces que faltan, obtendremos que a;’ =0 para todo

iy para todo j. Por lo tanto, B es linealmente independiente.

1i1) = 1i): Dadas bases B; = {bgz),...,bgi)} de W;, para ¢ = 1,...,k, supongamos que
B = {Bi,...,B;} es una base ordenada de Wi + ...+ Wj. Para ver que W1,..., W) son
subespacios independientes utilizaremos (4.4). Es decir, supongamos que existen vectores
w; € W; tales que w1+ ... +wp = 0 y veamos que entonces cada w; debe ser el vector nulo.

Escribamos a cada w; como combinacién lineal de los elementos de la base B;, es decir,

seat By)’ - Bi] € K tales que w; = Bgi)bgi) +...+0) 5. Entonces,
O=wito+we=30 3
i=1 \j=1
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Ahora, como B es una base de Wy +. ..+ Wy, resulta que BJ(Z) = 0 para todo ¢ y para todo j.

En particular, tenemos que w; = 0 parai=1,...,ky, por (4.4), los subespacios W1, ..., W
son independientes. O
Definicion 4.15. Si W1,..., W, son subespacios independientes, diremos que la suma de

éstos es una suma directa y la anotaremos
Wi+ ...+ W (4.6)

Por ejemplo, en el ejercicio 16 del Capitulo 1 mostramos que el espacio de funciones
continuas sobre la recta real se descompone como la suma directa del subespacio de funciones
pares y el de funciones impares.

Ejercicio 4.16. Dado un K-espacio vectorial V', sean W1, ..., W}, subespacios independien-
tes tales que V = Wy + ...+ W}. Supongamos que S, ..., S es otra familia de subespacios
independientes que satisfacen V =57 + ...+ S y ademds S; C W, para todoi=1,...,k.
Probar que entonces forzosamente S; = W; para todoi=1,... k.

A continuacién probaremos que los autoespacios asociados a autovalores diferentes son
subespacios independientes.

Proposicién 4.17. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V'). Si

Aly ...y Ak son autovalores de T distintos entre si, entonces E(\1), ..., E(\g) son subespacios
independientes.

Demostracion. Este resultado es consecuencia del Lema 4.9. Sean v; € E(\;), i = 1,...,k
tales que v1 +. .. + v = 0. Queremos ver que v; = ... = v = 0. Por el absurdo, supongamos
que alguno de los v; es no nulo. Si vj,,...,vj son los vectores no nulos entre vy,...,vg,
entonces

vj1+vj2+...+vjl :6

Pero, por el Lema 4.9, {vj,,...,v;,} es linealmente independiente, lo que resulta una con-
tradiccion. O

Ejercicio 4.18. Utilizar la Proposicién 4.14 para probar (usando el principio de induccién
completa) que, si Wi, ..., W) son subespacios independientes, entonces

k
dim(Wy + ...+ Wy) = Y dim(W;).
=1

En particular, si Aq,..., Ax son los distintos autovalores de un operador 1" actuando en
un K-espacio vectorial V' con dim V' = n, entonces

k
Z dim E(\;) < n.
i=1

Definicion 4.19. Si A es un autovalor del operador lineal 7', consideraremos dos nociones
distintas de multiplicidad:

= la multiplicidad geométrica de X es la dimensién del autoespacio asociado,

d := dim E());
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= la multiplicidad algebraica de A es el mayor & € N tal que (z — \)* divide al
polinomio caracteristico de T', es decir,

(@=N"pr(@) v (z=N ) pr(a).

Observacion 4.20. Notemos que, en general, la multiplicidad geométrica de un autovalor
es menor o igual a la multiplicidad algebraica correspondiente.

De hecho, dado un autovalor A de T' supongamos que su multiplicidad geométrica es d.
Luego, tenemos d vectores linealmente independientes vy,...,vq € V tales que Tv; = v
paratodoi =1,...,d. Si extendemos este conjunto a una base B = {v1,...,04, Vg1, -,Un}

de V resulta que
_ _ A1y B

donde I; € K% e la matriz identidad, B € K@*(=d) ¢ ¢ K(n=d)x(n—d) y o ¢ K(n—d)xd og
la matriz nula.
Como el polinomio caracteristico de T' coincide con el de A, tenemos que

o _ o . o (l‘ — )\) . Id —-B
pr(z) =det(zl —T) = det(zl,, — A) = det < 0 eI, 4 C
= (z — N4det(zl,_q — O),
es decir, (x — \)¢ | pr(x). Por lo tanto, la multiplicidad algebraica de A es mayor o igual a d.

El proximo resultado dice que T es diagonalizable si y sélo si las multiplicidades geométri-
ca y algebraica de A coinciden, para cada autovalor A de T

Teorema 4.21. Dado un K-espacio vectorial V' con dimensidn finita, sea T € L(V'). Sean
A,y ..., A los distintos autovalores de T y dy, . . ., dy sus respectivas multiplicidades geométri-
cas. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T es diagonalizable;
it) el polinomio caracteristico de T puede factorizarse como

pr(z) = (@ — M) (z — N)® ... (@ — )%, (4.7)

i) di+da+ ...+ dp =dimV.

Demostracion.
i) = 11): Si T es diagonalizable y d; = dim E(\;) para i = 1,..., k, entonces existe una base
B de V tal que
A1 Iy, 0 . 0
0 Ao Ig, ... 0
[T]s = : . .

0 0 oo A g,
es decir, [T]p es una matriz diagonal con el autovalor A; repetido d; veces, el autovalor
Az repetido dy veces, etc. En efecto, si para cada ¢ = 1,...,k elegimos una base B; =
{bgl), ... 76((1?} de E(\;), la yuxtaposicién B = {Bi,..., By} es una base de V' (porque T es
diagonalizable). Ademés, para cada ¢ =1,...,k y para cada j = 1,...,d; tenemos que

@ _ (0
b = Abl,
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es decir, la representacion matricial de T con respecto a esta base coincide con la expuesta
més arriba. A partir de esta expresién para [Tz es inmediato que vale la factorizacién (4.7).

i1) = 411): Supongamos que vale (4.7). Luego,

k k
dim V' = gr(pr) = gr (H(x - Ai)di> => di.
i=1 i=1
i1) = 1): Por lo Proposicién 4.17, tenemos que E()\1),...,E(\g) son subespacios inde-
pendientes. En particular, si By,...,B; son bases de E(\1),...,E(\g), respectivamente,

entonces B = {Bi,..., B} es una base de E(\) + ...+ E()\;). Como

B

k
dim(E(\) + ...+ EQ) =) _dimE(\) =) _d; = dimV,
i=1 =1

resulta que V = E(\) 4+ ... 4+ E(\;) y B es una base de V' compuesta por autovectores de
T. Por lo tanto, T es diagonalizable. O

4.3. Descomposiciones en sumas directas — Proyecciones

En esta seccién discutiremos sobre las proyecciones, las cuales son los operadores lineales
mas simples que podemos encontrar. Las utilizaremos como los “ladrillitos” con los que
construiremos a los demas operadores.

Definicién 4.22. Dado un K-espacio vectorial V', un operador lineal E € L(V') es una
proyeccion si es un idempotente, es decir, si

E?=E.
En primer lugar, notemos que si F es una proyeccién entonces E¥ = E para todo k € N.

Observaciéon 4.23. Dado un K-espacio vectorial V', sea E € L(V) una proyeccién. Si
llamamos R a la imagen de E y N al niicleo de E, entonces:

i) we R siy solosi Bw = w.
ii) Para cualquier v € V se tiene que Ev € Ry (I — E)v € N. Ademas,
v=FEv+ (I — E)v. (4.8)

iii) Lo anterior garantiza que V =R 4+ N.

La prueba de los items ) y ii) es inmediata, asi que queda como ejercicio para el lector.
Adem4s, (4.8) muestra que la suma de los subespacios R y N coincide con V. Sélo nos falta
probar que la suma es directa. Pero si v € RNN entonces Ev = v (porque v € R) y Ev = 0
(porque v € N), en consecuencia v = Ev = 0. Por lo tanto, V = R + .

Reciprocamente, veamos que si W7 y Ws son dos subespacios de V' tales que
V= Wl + W27

existe una tnica proyeccién que tiene como imagen a Wj y como nicleo a Wa: si V =
W1+ Ws, para cada v € V existen tinicos vectores wy € Wy y wy € Ws tales que v = wy +wo.
Luego, definamos el operador Py, //w, : V — V de la siguiente manera:

PW1//W2 vV =wq.
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Es facil ver que Py, //, es lineal y que es una proyeccién. Ademéds, notemos que
UEIm(PI/Vl//Wz) = U:PW1//W2 v=w <& veW,
UGN(PW1//W2) ~ PW1//Wzv:0 <~ ’UEWQ,

es decir, Im(Py, //w,) = W1y N(Pyw,//w,) = Wa. La unicidad de tal proyeccién es conse-
cuencia del siguiente ejercicio.

Ejercicio 4.24. Sean Ey, F5 € L(V) dos proyecciones. Probar que, si Im(E;) = Im(Es) y
N(E1) = N(FE3) entonces E1 = Es.

Si V. = Wi 4+ Wha, a la proyeccién Py, //w, la llamaremos la proyeccién sobre W; a
lo largo de Wa.

Si V' es un K-espacio vectorial con dim V' = n, entonces cualquier proyeccién E € L(V)
es diagonalizable, ya que si {b1,...,b,} es una base de Im(F) y {by41,...,b,} es una base
de N(FE) entonces B = {b1,...,b,} es base de V, y ademés

I Opn—
Elp = T Tn—r 7
[ ]B ( Onfr,r Onfr,nfr )

donde I, es la matriz identidad de K™*" y 0, , indica a la matriz nula de KP*9.
Observacién 4.25. Si V = W; 4+ W5 entonces
Pwyyywn =1 = Py jywy-
En general, si Wi, ..., W) son subespacios de V tales que V' se descompone como
V=W +...+ W,
entonces existen k proyecciones que descomponen al operador identidad.

Teorema 4.26. Si W1, ..., W}, son subespacios de V tales que V.= Wi +...+ W}, entonces
existen E, ..., Ey € L(V) tales que:

i) cada E; es una proyeccion, i.e. Ef =F;;
ii) EjE; =0 sii# j;
i) I = By + ...+ Eg;
) Im(E;) = W;.

Reciprocamente, si existen operadores Ei,...,Ey € L(V) que satisfacen i), ii) y iii) y
llamamos W; = Im(E;), entonces

V=W .. LW

Demostracién. Supongamos que V. = Wy + ... + Wy. Luego, dado v € V existen tnicos
w; € W; tales que v = wy + ... + wg. Para cada j = 1,..., k definamos

E;(v) = wj.

Es facil ver que E; € L(V), que Im(E;) = W; y que EJ2 = FEj;. Entonces, para cada v € V
tenemos que

v:w1+—i—wk:El(’U)—i——I—Ek(v):(El—i——i—Ek)(v),
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de donde se desprende iii).
Ademss, es inmediato que el nicleo de E; es

N(E) =Wi+.. .+ W+ Wi +... + Wy

Entonces, si ¢ # j tenemos que Im(E;) = W; € N(E;). En consecuencia, E;E; = 0.
Recipocramente, supongamos que FEi,..., Ex € L(V) son operadores que satisfacen 1),
i1) y iii) y llamemos W; = Im(E;). Dado un vector v € V cualquiera, tenemos que

v=IW)=(E1+...+ Ey)(v) = E1(v) + ...+ Eg(v).

Como FE;v € W; paracadai=1,...,k, tenemos que VC W) +...+ W, CV.
Veamos que la expresién anterior de v es la tinica posible como suma de vectores de

los subespacios W1, ..., Wy. Supongamos que v = wj + ... + wg con w; € W; = Im(E;) y
veamos que w; = F;v para cada i = 1,...,k. Para cada j, como w; € Im(E;) y E; es una
proyeccion, tenemos que Ejw; = w;. Entonces, fijadoun i =1,...,k,

Eiv= E,-(wl + ...+ wk) =Fw + ...+ Biw;—1 + Eyw; + Ejwi + ...+ Eywg
=FE,Fiu+...+ EFE,_qwi_1 + E;E;w; + EiEi—l-lwi—l—l + ...+ E;Epwy
= Eile- = Eiwl- = W;j.

Por lo tanto, para cada v € V existe una tnica representacion posible como suma de vectores
de los subespacios W1,..., Wy, es decir, V =W7 + ... + W}. O]

4.4. Sumas directas de subespacios invariantes

En esta seccién desarrollamos otra herramienta que nos ayudara a comprender la estruc-
tura de los operadores lineales. Supongamos que 1" es un operador lineal sobre un K-espacio
vectorial V. Si tenemos una descomposiciéon en suma directa

V=W +... +W,

donde cada W, es un subespacio propio de V, entonces para entender el comportamiento
de T nos alcanza con entender el comportamiento de cada una de las restricciones T\Wj.
Recordemos que T ]Wj, la restriccion de 1" al subespacio W, es la transformacién lineal
Tlw; : Wj — V definida por T'|w,w = Tw para w € Wj.

Tratar con las restricciones 7’|y, deberfa ser més fécil que con el operador 7', porque los
subespacios W; son de menor dimensién. Sin embargo, tenemos un problema: las restriccio-
nes son transformaciones y no operadores lineales (su codominio es siempre el espacio V).
Esto nos induce a considerar sélo descomposiciones en suma directa como la de arriba, pero
para las cuales T' mapee cada subespacio W; sobre si mismo.

La nocién de un subespacio al cual T' mapea sobre si mismo es lo suficientemente im-
portante para merecerse un nombre.

Definicién 4.27. Dado un K-espacio vectorial V', sean W un subespacio de V y T' € L(V).
Diremos que W es invariante por 7' (6 T-invariante) si

(W) C W,
es decir, si la imagen de W por T es un subespacio de W.

En otras palabras, W es invariante por T si T|y es un operador lineal sobre .
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Ejemplo 4.28. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T' € L(V'). Entonces,
los siguientes subespacios de V' son invariantes por 7"

- {0}
.V

= N(T);
. Tm(T).

Los dos primeros ejemplos no tienen gracia, la prueba de que los dos tultimos son T-
invariantes queda como ejercicio.

Ejemplo 4.29. Sea D € L(K[z]) el operador derivada, definido por Dp = p/.

Notemos que K(*[z] es un subespacio D-invariante de K[z], ya que la derivada de un
polinomio de grado menor o igual que 4 es otro polinomio de grado menor o igual que 4.
;Ser cierto que K(™[z] es un subespacio D-invariante de K[z] para cualquier n € N?

Ejercicio 4.30. Dado un K-espacio vectorial V', sea T' € L(V'). Probar que, si A € K es un
autovalor de T', entonces el autoespacio E(\) asociado a A es un subespacio T-invariante.

El problema més famoso ain no resuelto del Andlisis Funcional (primo hermano del
Algebra lineal que se dedica a los espacios vectoriales de dimensién infinita) se conoce como
el problema del subespacio invariante: si VV es un espacio de Hilbert ;es cierto que
para todo operador lineal (y continuo) 7" sobre V', siempre existe algiin subespacio (cerrado)
W de V que es T-invariante y no trivial? (es decir, T(W) C W, W # V y W # {0}). Su
enunciado es bastante simple, pero involucra varias nociones topolégicas (espacio de Hilbert,
operador continuo, subespacio cerrado) que exceden el nivel de este curso.

., Qué ocurre con el problema del subespacio invariante en K-espacios vectoriales de
dimensién finita? jtodo operador T' € L(V') tiene un subespacio invariante no trivial?

Maés adelante veremos que la respuesta es afirmativa si K = C y dim V' > 1, y también
siK=RydmV > 2.

Volvamos ahora a las descomposiciones en suma directa de subespacios invariantes, y
tratemos de justificar porqué estds descomposiciones nos permiten escribir al operador T° de
una forma més sencilla. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T' € L(V).
Supongamos que Wi y Wy son dos subespacios propios de V', que resultan T-invariantes, y
tales que

V=W, +Ws.

Consideremos los operadores 11 := T|w, € L(Wy) y Ty := Tlw, € L(W3) y veamos que
el efecto de T estd determinado por el de T y el de T5. Para cada v € V existen unicos
wy € Wi y we € Wy tales que v = wy + we. Luego,

Tv=Tw +Twy = jj‘v[/1 w1y + T“V[/2 wo = Tiwy + Thws.

Ahora, si By = {b1,...,bn} es una base de W1 y By = {bj41,-..,bn} es una base Wa, tene-
mos que B = {B;, B2} = {b1,...,b,} es una base de V' (ver Proposicién 4.14). Calculemos
la matriz de T' con respecto a la base B:

= sit=1,...,m, entonces Tb; € W y

[TbZ]B = (aliaa%a” -y Ami,y 07" . 70) )

donde (ay;, ag;, - - ,a,m-)T = [T1bi]B,;
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» en cambio, si j =m +1,...,n entonces Tb; € Wy y
m veces
1 NI / / T
[Tb]]B - (0,...,0,a1j,a2j,...,an7m7j) 5
T
donde (a};,ay;, ... a5, ;) = [T2bi]s,.

Recopilando toda esta informacion, es facil convencerse de que

Un razonamiento andlogo es valido para una descomposiciéon en suma directa con k suman-
dos invariantes por T

SiV =W;+...+ W, {cémo podemos asegurarnos de que cada W; es invariante por 17

Teorema 4.31. Dado un K-espacio vectorial V', sean Wy, ..., Wy subespacios tales que
V=W+...+ W

Para cada i =1,...,k, sea E; la proyeccion sobre W; construida en el Teorema 4.26.
Entonces, cada W; es T-invariante si y solo st

TE,=ET, i=1,...,k

Demostracion. Supongamos primero que cada subespacio W; es T-invariante. Como E; +
...+ Er =1, acada v € V podemos escribirlo como v = Fyv + ...+ Eiv. Luego,

Tv=TFEwv+...+TEv
Ademads, como T E;v € W;, sabemos que E;TE;v = T E;v. Entonces,
E;TEw = E;E;TEw=0 sij#i
y resulta que
E; Tv=FETEw+...+ E,TE; 1v+ E;TE;v+ E;TE;1v+ ...+ E;TERv

=0+...4+0+ETEjv+0+...+0
:EjTEj’U:TEj’U.

Como v € V era un vector arbitrario, hemos probado que 7' conmuta con Ej.

Reciprocamente, supongamos que TFE; = E;T para todo ¢ = 1,...,k. Fijado un ¢+ =
1,...,k, consideremos un vector w € W;. Entonces,

Tw=TFE,w=FETweW;
Por lo tanto, cada W; es T-invariante. O

Veamos ahora como descomponer a un operador lineal diagonalizable como una combi-
nacién lineal de proyecciones que conmutan entre si. Esta serd nuestra primera versién del
Teorema espectral.
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Teorema 4.32. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V). Si
T es diagonalizable y A1, ..., A\ € K son los distintos autovalores de T, entonces existen
proyecciones Ey, ..., E, € L(V) tales que

T:Z)\iEi, ZEi:I, EiE; =0 sii#j. (4.9)

Ademas, Im(E;) = E(\;) es el autoespacio asociado a A;.

Reciprocamente, si existen A\1,...,\x € Ky Eq,...,Ex € L(V) (no nulos) que satisfacen
(4.9), entonces T es diagonalizable, los \; son los autovalores de T y las E; son proyecciones
sobre los autoespacios E(\;).

Demostracion. Supongamos que T es diagonalizable y definamos W; := E()\;) para cada
autovalor \;, 2 = 1,...,k. Como la yuxtaposicion de bases de los subespacios W1,..., Wy
forma una base de V', la Proposicién 4.14 garantiza que

V=W, 4. LW

Para cada j = 1,...,k sea Nj := Wi 4+ ... + W1 + W41 + ... + Wy, y consideremos la
proyeccién
Ej = PW]//JV] S L(V)

Es inmediato que Zle E; =1y que E;FE; =0si7# j. Ademds, para cadav € V,

k k k
Tv=T <Z Ez) v = ZTEZ'U = Z)\Z‘Eﬂ),
i=1 i=1 i=1

ya que E;v € W; es un autovector de 1" asociado al autovalor \; (o el vector nulo). Por lo
tanto, T = Zle )\zEz

Reciprocamente, supongamos que A,..., A\, € Ky Ej,...,Ex € L(V) son operadores
no nulos que satisfacen (4.9). Veamos primero que los E; son proyecciones:

k k
Ei=EI=FE > Ej| =) EE,;=E].
j=1 j=1

Por otra parte,
k k
j=1 J=1

es decir, (T'— \I)E; = 0. Esto implica que Im(E;) € N(T — \;I). Entonces, \; es un
autovalor de Ty ademds Im(E;) C E(\;).
Veamos que éstos son los inicos autovalores de T'. Si A € K,

k k k

T—-M=Y NE-X DY Ej| =Y (\—-NE;

j=1 j=1 j=1
Luego, dado v € V, v # 0, (T—X)v = 0 siy sélo si (A=A Ejv = O paratodoj=1,..., k.

Pero si v # 0, existe un i = 1, ..., k tal que Eyv # 0, lo que implica que A; — A = 0, es decir,
A=\
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Finalmente, como Zle E; = 1y Im(E;) C E(\;), resulta que existe una base de V
formada por autovectores de T', i.e. T" es diagonalizable.

Sélo nos falta probar que E();) C Im(E;). Pero si v es un autovector asociado a \;,
tenemos

0=(T—-NI)v=

J

()‘j - )\Z)EJU

k
=1

Entonces, como las imagenes de las proyecciones son subespacios independientes, tenemos
que (A\j — X\)Ejv = 0 para todo j = 1,...,k. Esto implica que Ejuo = 0si j # 4, y en
consecuencia F;v = v, o sea, v € Im(E;). O

Una de las razones, por la cual la teoria de operadores es més rica que la teoria de
transformaciones lineales en general, es que se pueden calcular las potencias de un operador
y, en consecuencia, también se puede evaluar a un polinomio en un operador lineal.

Definicién 4.33. Dado un operador no nulo 7' € L(V'), usaremos la convencién de que
T = 1.
Luego, para cualquier m € N la m-ésima potencia de T' se define recursivamente como
=17 -7
Ademss, si T es inversible, definimos
T~ = (T~
Ejercicio 4.34. Si T € L(V), mostrar que
. T" =7 v (T™)" =T™", (4.10)

donde m,n € N. Ademas, suponiendo que 7T es inversible, verificar que T~ es el inverso de
T™ para todo m € N y que (4.10) vale para todo m,n € Z.

Definicién 4.35. Dado un K-espacio vectorial V, sea T' € L(V), T # 0. Si p € K[z] es el
polinomio dado por p(z) = ag + a1z + . .. + apx™, definimos el operador p(T') como

p(T) :=apl + a1 T + ...+ a,T™.

Si T € L(V) es diagonalizable y T = Ele N E; es la descomposicion dada por el
Teorema 4.32, para cada polinomio p € K]z| se tiene que

p(T) = Z:p()\l)EZ (jverificarlo!)

Luego, el operador p(T') es el operador nulo si y sélo si p(\;) = 0 para todoi =1,...,k, o
equivalentemente,
x — A | p(x) para todo i = 1,..., k.
Por lo tanto, p(T') = 0 si y s6lo si (z — A1) ... (x — A\g) | p(x).
En la proxima seccién estudiaremos al conjunto de polinomios que anula a un operador

dado, y veremos que lo anterior no es una casualidad ni una particularidad de los operadores
diagonalizables.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 7



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

4.5. El ideal de polinomios anuladores
Sea V un K-espacio vectorial con dimensién finita. Dado T' € L(V') no nulo, consideremos
A(T) = {p € Klz] : p(T) =0}, (4.11)

el conjunto de los polinomios que anulan a T'.

En primer lugar, veamos que A(7T) # @. Para esto, supongamos que dimV = n y
notemos que las primeras n? + 1 potencias de T'

ILT,7% ..., 7" 77

son n? + 1 vectores en el K-espacio vectorial L(V), mientras que dim L(V) = n%. En-

) 2 2 R . . .
tonces, el conjunto {I,T,T?,..., 7" 1 T™} es linealmente dependiente, es decir, existen
€o,Cl,---,Cp2 € K tales que

col + 1T+ ...+ ¢,2T" =0.

Por lo tanto, el polinomio ¢(z) = ¢p +c1z+ ...+ 2™ pertenece a A(T).
También es facil ver que A(T') es un K-espacio vectorial, porque si p,q € A(T) y a € K
entonces,
(ap+q)(T) =ap(T)+q(T) =a0+0=0,

es decir, ap+ q € A(T).
Miés atn, A(T) es un ideal de Kz]: si p € A(T) y q € K[z] entonces

(p-g)(T)=p(T)-q(T) =0-¢(T) =0.

Como vimos en el Teorema 3.17, todo ideal de K|[z] es un ideal principal, es decir existe un
tnico polinomio ménico m € Kiz] tal que A(T") = m - K[z].

Definicién 4.36. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea T' € L(V). El
polinomio minimal de T es el (inico) polinomio ménico que genera al ideal A(T"). Lo
anotaremos mr.

El polinomio minimal de T es el tnico polinomio en K[z| que satisface las siguientes
condiciones:

i) mg es monico;
i) mp(T) = 0;
iii) si p € K[z] tiene gr(p) < gr(mr), entonces p(T") # 0.

Ejemplo 4.37. Sea S : R® — R3 dado por S(z,y,2) = (y,,2), la simetrfa con respecto
al plano x = y. En el Ejemplo 4.8 vimos que los autovalores de S son Ay =1y Ay = —1.
Tratemos de calcular el polinomio minimal de S utilizando la descripciéon de més arriba:

= Sia € Ky anoesuno de los autovalores, entonces © — « no anula a S porque S — ol
es inversible.

» Veamos que S — I y S+ I tampoco son iguales al operador nulo (i.e. x — 1y  + 1 no
anulan a T').

(S—I)(x,y,z):(y,x,z)—(x,y,z):(y—x,x—y,O) = S—I#O,
(S—i-I)(:U,y,z):(y,x,z)—i—(x,y,z):(y+x,x+y,2w) = S+I7é0
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» Finalmente, veamos que 22 — 1 = (z — 1)(x + 1) anula al operador S:

S (x,y,2) = S(y,x,2) = (2,y,2) = I(2,y, 2),
con lo cual (S? — I)(x,y,2) = (0,0,0) para todo (z,y, z) € R3, es decir, S2 — I = 0.
Por lo tanto, mg(x) = 2% — 1 = (z — 1)(x + 1).
Si A € K"™*" también podemos considerar el ideal de polinomios que anulan a A:
A(A) ={p e K[z] : p(A) =0},
el cual admite un tinico generador ménico al que llamaremos el polinomio minimal de A,
y lo anotaremos m 4.
Ejercicio 4.38. Si A, B € K™*" son matrices semejantes, probar que m4 = mp.

Si A es la representacién matricial de un operador T' € L(V') sobre cierto K-espacio
vectorial V', veamos que relacion hay entre los polinomios minimales de A y T'. Supongamos
que B es una base de V' tal que A = [T|g. Luego, dado un polinomio arbitrario p € K[z], es
facil ver que

[p(T)]s = p([T]8) = p(A).
De esto se desprende que A(A) = A(T) y, por lo tanto, mg = mrp.

Por lo tanto, para calcular el polinomio minimal de un operador lineal, lo que hare-
mos generalmente es calcular el polinomio minimal de cualquiera de sus representaciones
matriciales.

A continuacion queremos calcular cuales son las raices del polinomio minimal. Para ello
necesitaremos del siguiente lema.

Lema 4.39. Sea A\ € K un autovalor de un operador lineal T € L(V'). Supongamos que
v eV cumple Tv = v. Sip e Kz] es un polinomio arbitrario, entonces

p(T)v = p(A)v.
Demostracion. Ejercicio. d

Teorema 4.40. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T' € L(V'). Enton-
ces, el polinomio caracteristico y el polinomio minimal de T tienen las mismas raices (salvo
multiplicidades).

Demostracion. Si myp es el polinomio minimal de 7'y A € K, queremos ver que mp(A) =0
si y sélo si A es un autovalor de T'.
Supongamos primero que A es una raiz de myp. Luego, existe ¢ € K[z] tal que

mr(z) = (z = A)g(z).

Como gr(q) < gr(my) sabemos que ¢(T') # 0, es decir, existe algiin v € V tal que q(T)v # 0.
Si definimos w := ¢(T")v, resulta que w # 0y

(T — M)w = (T — M)q(T)v = mp(T)v = 0v =0,

es decir, A es un autovalor de T
Reciprocamente, si A es un autovalor de T' consideremos un autovector v € V asociado
a X v 0y Tv= lv. Aplicando el lema anterior, tenemos que

mr(A\)v = mp(T)v = 0v = 0,

i.e. A es una raiz del polinomio minimal. O
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Finalmente podemos caracterizar a los operadores diagonalizables en funcién de su po-
linomio minimal. Fijense que en la demostracion utilizaremos los polinomios interpoladores
de Lagrange que definimos en la Seccién 3.1.

Teorema 4.41. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V). Si
A, .., A\ € K son los distintos autovalores de T', entonces

T es diagonalizable = mr(z) = (x — A)(x—Aa2) ... (z — Ap).

Demostracion. Supongamos que T es diagonalizable. Por el Teorema 4.32, existen proyeccio-
nes Fy,..., B, € L(V) tales que T = Zle MNE;. Como p(T) = Ef::l p(\;) E; para cualquier
p € K[z], resulta que

p(T)=0 = (x =) —A2)...(x = Xg) | p(2),

de lo cual se deduce que mp(z) = (x — A1)(x — A2) ... (z — Ag).

Reciprocamente, supongamos que mr(x) = (r — A1)(z — A2) ... (x — Ag). Consideremos
los polinomios de Lagrange

Y )
p](x): A_A’ J:1""7k'
it )

Recordemos que p;(A;) = 6;5, y si g € K®*=D[z] entonces

q=q(M)p1 +q(X2)p2 + ... 4+ q(A)p-

En particular,
l=pi+pe+...+pk, vy x=Xp1+dep2+...+ Apg.
Ahora, si definimos los operadores E; := p;(T") para j = 1,..., k, resulta que
I=E1+F+...4E, vy T=MF1+XEy+...+ \:Ep.
Ademss, si i # j es facil ver que mr | p;p;, con lo cual
0= (pi - pj)(T) = pi(T)p;(T) = E;E;.

Finalmente, notemos que cada E; # 0 porque gr(p;) < gr(mg). Por lo tanto, aplicando el
Teorema 4.32, resulta que T' es diagonalizable. O

Para terminar con esta seccion, enunciaremos el Teorema de Cayley—Hamilton. La de-
mostracién del mismo pueden encontrarla, por ejemplo, en [4].

Teorema 4.42 (Cayley-Hamilton). Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita,
sea T € L(V). Si pr es el polinomio caracteristico de T' entonces pr(T) = 0, es decir, el
polinomio minimal mp divide al polinomio caracteristico pp.

Este teorema nos permite reducir el nimero de candidatos a polinomio minimal de T,
ya que si pr(z) = (. — M) (2 — X\2)® ... (z — )% entonces

mr(x) = (x —A)"™(z— )2 .. (& — Ap)"™, con 1 <r; <d.

Por otra parte, en algunos casos también puede servir como herramienta para calcular
el polinomio caracteristico de un operador. Veamos cémo en un ejemplo.
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Ejemplo 4.43. Sea A € Q*** dada por

01 01
1 010
A= 01 01
1 010
Es facil ver que
20 20 0 4 0 4
o202 40 40
20 20 0 4 0 4
0 2 0 2 4 0 40
En consecuencia, A% = 4A. Luego, si p(r) = 23 = z(x—2)(x+2), vemos que p € A(A).

Entonces, gr(ma) < gr(p) = 3.
Como A no es un miltiplo de la matriz identidad, gr(m4) > 1. Con lo cual, los posibles
candidatos a polinomio minimal son:

= —23:

3

1\x

()
Q(x):ac + 2z,
()

(

3

ms\r) = y

ma(z) = p(x )
Es facil ver que A? # 2A, A? # —2A y A% # 41, de donde deducimos que

my(z) = p(z) = 2° — 4.
Por lo tanto, los autovalores de A son Ay =0, Ao =2y A3 = —2, y A es diagonalizable.
Para calcular el polinomio caracteristico de A, notemos que A es una matriz de rango 2.

Entonces,
dim N(A) = dimQ* — dimIm(A4) =4 -2 =2.

Por lo tanto, pa(z) = 2%(z — 2)(x + 2).

4.6. Teorema de la descomposicion prima

Dado un operador lineal T" actuando en un K-espacio vectorial V' de dimensién finita,
hasta el momento hemos intentado diagonalizarlo. Como ya vimos anteriormente, esto no
siempre es posible, y hay dos motivos por los cuales T puede no ser diagonalizable:

1. El operador no tiene suficientes autovalores, es decir, el polinomio minimal de 7" no
tiene todas sus raices en el cuerpo K. Esto ocurre si K no es algebraicamente cerrado.

2. La suma directa de los autoespacios no es lo suficientemente grande, es decir, no genera
todo el K-espacio vectorial V.

El segundo motivo si es una situacion particular que depende del operador, y tenemos que
buscar una forma alternativa de representarlo como una suma de operadores “elementales”.
Para esto debemos reemplazar a los autoespacios por otros subespacios T-invariantes que
nos permitan generar a todo el K-espacio vectorial V. Veamos cémo hacerlo en un ejemplo.
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Ejemplo 4.44. Dado un cuerpo arbitrario K, sea T € L(K?) el operador representado en
la base canénica por

20 0 2 0] O
A=[Tle=(1 2 0 |]=112 0
00 —1 0 0f-1

Es facil convencerse de que T no es diagonalizable, ya que el polinomio minimal de T es

mr(z) = pr(z) = (z +1)(z - 2)*

y en este caso coincide con el caracteristico. Sin embargo, es evidente que la matriz A es
una matriz diagonal por bloques, de acuerdo a la descomposicién

K3 = {(1,0,0),(0,1,0)} + {(0,0,1)}. (4.12)

Veamos como podemos interpretar a estos subespacios en términos del operador T' y sus
autovalores. Por un lado,

E(-1)={(0,0,1)} v E(2)={(0,1,0)}.

Por otra parte,

00 0 00 0 000
(T—-201)*=(1 0 0 10 o]=f(0oo0o0
00 -3/ \0 0 -3 009

Entonces, si en lugar de calcular E(2) = N (T — 2I) calculamos N((T — 2I)?) tenemos:

N((T - 21)*) = {(1,0,0),(0,1,0)}.
Por lo tanto, la descomposicién (4.12) puede describirse como
K® = N((T — 21)?) + N(T — (-1)I).

En el ejemplo anterior vimos que reemplazando a N(T — 2I) por N((T — 2I)?) conse-
guiamos descomponer al espacio como suma de subespacios T-invariantes. Notemos que si
T e L(V)y X €K entonces

N((T - X)F) C N((T — AD)*™)  para todo k > 1.

Esto dice que, para cada autovalor A de T, tenemos una familia creciente de subespacios
T-invariantes. A continuacién mostraremos que, si el polinomio minimal my de T se des-
compone como

mp(z) = (x — A1) (x— X)) ... (x — A\p)"™, (4.13)

con \i,...,\; € K distintos entre si, entonces
V= N((T—)\ll)”) —i—N((T— )\QI)”) —i—...—i—N((T— )\kI)’"’“).

En realidad, probaremos algo més fuerte, porque en la factorizacién prima de mp admitire-
mos factores primos no lineales.
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Teorema 4.45 (de la descomposicién prima). Dado un K-espacio vectorial V' de di-
mension finita, sea T € L(V'). Si la factorizacion prima del polinomio minimal de T es

o T1,72 Tk
mr =py Py .--Pr>

donde los polinomios p1,p2,...,pr son monicos, irreducibles sobre K y distintos entre st,
consideremos los subespacios

Wi = N(pi(T)").
Entonces,
i) V=W +Wat ...+ Wy
i1) cada W; es T-invariante;
iii) st T; = T'w, entonces mr, = p,'.

Demostracion. La idea de la demostracion consiste en encontrar k proyecciones FEy, ..., Ey
tales que FE;w =wsiw € Wi,y Byw = Osiwe W; con j # i. Ademés necesitamos que estas
proyecciones conmuten con 7', para que los subespacios W; sean T-invariantes (ver Teoremas
4.26 y 4.31). Por lo tanto, buscamos una familia de polinomios qi,¢qs,...,q;x € K[z] tales
que E; = ¢;(T) parai=1,...,k.

mr

Para cada ¢ = 1,...,k, sea f; := i Hj#p;j. Por el Teorema de la factoriza-

cién prima (Teorema 3.27), los polinomios f1, fo, ..., fr son primos entre si. Luego, existen
91,92, - -, gk € K[x] tales que

firgi+forg2+ ..o+ fr-gr =1

Notemos ademds que, si i # j entonces mr | f; - f;.
Veamos ahora que, si definimos ¢; := f; - g;, los polinomios q1, ..., gr cumplen las condi-
ciones requeridas. Para cada ¢ =1,...,k, sea

By = qi(T) = fi(T)g:(T).
Como q1 +q2+ ...+ qp =1y mr|q-qjsii#j, es inmediato que
Ei+BEy+.. . +E =1 vy EE; =0 sii#]j

Entonces, las E; son proyecciones y ademas

V =Im(Fy) + Im(E3) + ...+ Im(Ey).
Veamos ahora que Im(E;) = W;. Si w € Im(F;), sabemos que E;w = w. Luego,

pi(T)"w = pi(T)" Eyw = pi(T)" fi(T)gi(T)w = mp(T)gi(T)w = 0,

yva que mp anula a T'. Pgr lo tanto, w € W;. Reciprocamente, si suponemos que w € Wi,
tenemos que p;(T)"w = 0. Estg implica que, si j # i, entonces f;(T)w = 0 porque p;* | f;.
Luego, Ejw = g;(T)f;{(T)w =0sii#jy

w=FEw+ EFw+ ...+ Eyw = Ew.

Por lo tanto, w € Im(E;). Esto completa la demostracién del item 7).
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El item i) se verifica trivialmente, ya que las F; asi construidas conmutan con 7', ver el
Teorema 4.31. Sélo falta probar el {tem 44i). En primer lugar veamos que p;(7;)" = 0: dado
un vector arbitrario v € W,

pil(Ty) v = pi(T) v = ps(T)" Eyw = pi(T)"" fi(T)gi(T)v = mp(T)gs(T)v = 0,

ya que mr anula a T'. Entonces, el polinomio minimal m7, de T; divide a p;'.
Veamos ahora que p;’ | mr,. Para esto, veremos que

si g € K[z] es tal que ¢g(T;) = 0, entonces (g - f;)(T) = 0. (4.14)

Esto dice que mr | g- f;, de donde se deduce que p;* | g (porque mr = p;* - f; y ademds p;’
y fi son coprimos). Como p;* divide a todos los polinomios que anulan a Tj;, en particular
p;" | mr,. Finalmente, tenemos que p;* | mq,, my, | p;* y ambos son ménicos. Por lo tanto,
mr, = p;', completando la demostracién.

Probemos entonces la afirmacién (4.14). Si g € K[z] es tal que ¢g(T;) = 0, dado un vector
arbitrario v € V,

(g-f)(T)v=(g- fi)(T)(Erv+ Exv+ ... 4+ Eyv) = (g9- fi)(T)Eqv,
porque f;(T)E; = fi(T)f;(T)g;(T) =0 si i # j (recordemos que mr | f; - f;). Luego,
(g- f)(Tw = (g- fi)(T)Ew = f;(T)g(T)Eiv = fi(T)g(T;) Eiv = 0,

ya que E;v € W; y g anula a T;. En conclusién, si g € K[z] es tal que ¢g(7;) = 0 entonces
(g- fi)(T) =0, como querfamos probar. O

Observacion 4.46. En la demostracion anterior utilizamos un argumento bastante util que
vale la pena destacar:

Si W es T-invariante y g € K[z], entonces ¢(T'|w) = ¢(T')|w .
Aunque resulta evidente, témense unos minutos para probarlo.

Corolario 4.47. Si E,..., E, son las proyecciones determinadas por el Teorema de la
descomposicion prima aplicado a T € L(V'), y U € L(V) es tal que TU = UT, entonces

EU=UE;, i=1,...,k
es decir, cada W; :=Im(E;) es invariante por U.

Demostracion. Recordemos que, para cada i = 1,...,k, E; = ¢;(T) para cierto polinomio
q € Klz]. Luego, si TU = UT entonces

p(T)U =Up(T) para todo p € K[z].
En particular, E;U = ¢;(T)U = Uq;(T) = UE; para cada i =1,..., k. O

Dado un operador T' € L(V'), supongamos que V = W7 + ...+ W} es la descomposicién
prima de V inducida por T. Como cada subespacio W; es invariante por T, si elegimos una
base B; de cada W; y luego consideramos la base de V' dada por

B = {817827"'>Bk}7
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la representaciéon matricial de T' con respecto a esta base serd una matriz diagonal por
bloques de la forma:

Th]g, O 0
[T = 9 [T2:] . _ " :
0 0 ... [T

donde cada T; = T'|w, es la restriccién de T' al subespacio W;. Ademds, cada uno de los
operadores T; tiene a lo sumo un autovalor.

De aqui en maés, estudiaremos como descomponer a los subespacios W; en subespacios
T-invariantes mas pequenos, de forma tal que nos permitan obtener una representacién
matricial triangular inferior.

Supongamos ahora que el polinomio minimal de T € L(V) tiene todas sus raices en K:
mr(z) = (x — A1) (x— X)) ... (x — ).

Siguiendo con la notacién del Teorema de la descomposicién prima, las imédgenes de las
proyecciones F1, ..., E estan dadas por

W;=N({(T—-XD"), i=1,....k
Consideremos ahora el operador
D:=ME1+ ...+ \Ep. (4.15)

Por el Teorema 4.32, D es diagonalizable. Ademds, como T' = T(Ey + ...+ Ey) = TE, +
...+ TEy, resulta que

N:=T—-D=(T—-MDE + (T —XD)Es+ ...+ (T — \])Ep. (4.16)

Como las proyecciones E; se anulan mutuamentente, i.e. E;F; = 0 si ¢ # j, el operador N
satisface

N2 = (T = MI)*E) + (T — M I)?Ey 4 ... + (T — MI)?Ey,
N3 = (T = MIPE + (T — XNI)PEy+ ...+ (T — MI)3Ey,

N = (T—)\ll)TEl—l- (T—/\QI)TEQ—F...—F (T—AkI)TEk,

para cualquier r € N.
En particular, si elegimos un r > max{ry,...,r;} tenemos que N” = 0 porque (1" —
MI)'E; =0 para cada i =1,..., k.

Definicion 4.48. Un operador lineal N se dice nilpotente si existe un » € N tal que
N"=0.

Ejercicio 4.49. Probar que, si N € L(V) es nilpotente, entonces su tnico autovalor es
A=0.

Teorema 4.50. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V). Si
el polinomio minimal de T se factoriza como mp(z) = (x — A1) (x — A2)2 ... (x — A\g)"™*
con A,...,\x € K, entonces existen (inicos) operadores D, N € L(V) tales que D es
diagonalizable, N es nilpotente y satisfacen

T=D+N y DN=ND.

Ademds, D y N son polinomios en T'.
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La existencia de D y N quedé probada més arriba (ademds del hecho que D y N
resultan ser polinomios evaluados en T'). Para probar la unicidad, necesitaremos del siguiente
resultado auxiliar.

Teorema 4.51. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sean U,T € L(V)
diagonalizables. Si U y T conmutan (i.e. UT = TU) entonces existe una base B de V tal
que [U]g y [T son matrices diagonales.

Demostracion. La demostracién la haremos por induccién, sobre la dimensién de V.

Si dimV = 1, ho hay nada que hacer. Como hipétesis inductiva, supongamos que el
resultado vale para todo K-espacio vectorial con dimensién menor a n.

Dado un K-espacio vectorial V' con dimV = n, sean U,T € L(V') diagonalizables. Si
T = ol para algun « € K no hay nada que probar, porque [T'|g = al,, en cualquier base B,
en particular en aquellas que diagonalizan a U.

Si T no es un multiplo de la identidad, sean Aq,..., A; los distintos autovalores de T' y
consideremos los autoespacios W; = N(T'— \; 1), i = 1,..., k. Fijado un indice j = 1,...,k,
el autoespacio W; es invariante por U ya que

U(T — MI) = (T — \1U.

Consideremos las restricciones de U y T a W;: U; = U|Wj y1; = T]Wj. Como mr, ‘ mry
my, | my, los operadores T y U; también son diagonalizables.

Luego, aplicando la hipétesis inductiva al subespacio W; (el cual tiene dim W; < n),
obtenemos una base B; de W tal que [T}]p; y [Uj]s, son diagonales.

Entonces, B = {B1,...,Bx} es una base de V tal que [T]g y [U]s son diagonales. O

Con ésto podemos probar la unicidad de los operadores del Teorema 4.50.

Demostracion del Teorema 4.50. Supongamos que ademas de los operadores D y N cons-
truidos a partir del Teorema de la descomposicién prima en (4.15) y (4.16), respectivamente,
existen operadores D', N’ € L(V) tales que D’ es diagonalizable, N’ es nilpotente, y satis-
facen T = D'+ N’y D'N’ = N'D’. Queremos ver que D' = D y que N' = N.

Como D’y N’ conmutan entre si y T'= D'+ N’, tenemos que D’ y N’ conmutan también
con T'. Luego,

D'p(T) =p(T)D' y N'p(T)=p(T)N" para todo p € K[z].

En particular, D'D = DD" y N'N = NN'. Ademés, D + N =T = D’ + N’ implica que
D—-D' =N —N.

Como D y D’ son diagonalizables y D'D = DD/, el teorema anterior garantiza que son
simultdneamente diagonalizables. Luego, D — D’ también es diagonalizable (con respecto a
la misma base que diagonaliza simultdneamente a Dy D’).

Por otra parte, como N'N = NN’, para cada r € N podemos utilizar el binomio de

Newton para calcular
T

N — N) = (T) N')™—i(—NYi.

(= Ny =30 (] ) em
Luego, como N y N’ son nilpotentes, si r es suficientemente grande resulta que (N'—N)" = 0,
es decir, N’ — N también es nilpotente.

Entonces, S := D — D' = N’ — N es nilpotente y diagonalizable. Por el Ejercicio 4.49, el
Unico autovalor de este operador es A = 0. Pero como S es diagonalizable, el minimal debe
tener raices simples. Entonces, mg(z) = x, o equivalentemente, S = 0.

Por lo tanto, D' =D y N' = N. O
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Como C es un cuerpo algebraicamente cerrado, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.52. Si V' es un C-espacio vectorial de dimensidn finita, entonces todoT € L(V)
puede descomponerse (de manera inica) como

T=D+N,

donde D € L(V) es diagonalizable, N € L(V') es nilpotente, y ademds D y N conmutan
entre si. Mds aun, D y N pueden escribirse como polinomios en T .

El Teorema 4.50 muestra también que el estudio de los operadores lineales en un K-
espacio vectorial (de dimensién finita) sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, se reduce
al estudio de los operadores nilpotentes. Si K no es algebraicamente cerrado habra que
encontrar ademds un sustituto para los autovalores y autovectores. En el préximo capitulo
veremos como tratar estos dos problemas a la vez.

4.7. Operadores triangulables

Volvamos ahora sobre la condicién que impusimos en la ecuacién (4.13). A continuacién
veremos que el hecho de que el polinomio minimal tenga todas sus raices en el cuerpo K
implica que T" admite una representaciéon matricial triangular inferior, es decir, que existe
una base B = {b1,...,b,} de V tal que

ail 0 0 0
asl ano 0 0
[T]s =
p-11 Aap-12 Ap-13 - O
an1 an?2 an3 ... Onn

Comencemos caracterizando cuando un operador admite una representacion triangular
inferior. En tal caso, diremos que T es triangulable.

Proposicién 4.53. Dado un K-espacio vectorial V- con dimV = n, sea B = {b1,...,b,}
una base de V. SiT € L(V), son equivalentes:

i) la matriz de T con respecto a la base B es triangular inferior;
ii) Tbj € {bj,...,by} para cada j =1,...,n;
iii) {bj,..., by} es un subespacio T-invariante para cada j =1,...,n.

Demostracion. La equivalencia entre i) y ii) es inmediata. Ademds, es obvio que 44i) implica
i1). Luego, para completar la demostracion sélo falta probar que ii) implica ii).
Supongamos que Tb; € {bj,...,b,} paracada j =1,...,n. Fijado i = 1,...,n, notemos
que no sélo Tb; € {b;,...,b,} sino que Tb; € {b;,...,b,} para todo j =1,...,n. Entonces,
siv e {b;,...,b,} tenemos que Tv € {b;,...,b,}. Por lo tanto, {b;,...,b,} es un subespacio
T-invariante. [

A continuaciéon enunciamos un lema técnico, cuya demostracién puede encontrarse en
[4, pag. 201].
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Lema 4.54. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, sea T € L(V') tal que el
polinomio minimal de T tiene todas sus raices en el cuerpo K. Si W es un subespacio propio
de V invariante por T, entonces existe un vector w € V. \ W tal que

(T — pl)u € W para algin autovalor pn de T

Ahora si podemos mostrar que si el polinomio minimal de un operador T tiene todas
sus raices en el cuerpo K entonces 7" es triangulable.

Teorema 4.55. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V). En-
tonces, T es triangulable si y solo si el polinomio minimal de T tiene todas sus raices en el
cuerpo K.

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre la dimension de V. Es claro que el re-
sultado vale si dim V' =1 (de hecho, en este caso todo operador sobre V es diagonalizable).

Ahora, supongamos que dimV = n > 1 y que el resultado vale para todo K-espacio
vectorial con dimensién menor que n. Sea T' € L(V') tal que todas las raices de su polinomio
minimal pertenezcan a K. Si T es el operador nulo, es obviamente triangulable. Si T = 0
su polinomio minimal tiene grado mayor o igual a 1. Sea A € K una de sus raices. Por el
Teorema 4.40, X\ es un autovalor de T'. Entonces,

W :=Im(T — )

es un subespacio de V' con dim W = m < n, porque dim N (7' — AI) > 0. Veamos que W es
un subespacio T-invariante: dado w € W, tenemos que

Tw= (T —-MN)w+  w e W,

ya que tanto Aw como (T — AI)w son vectores en Im(T — AI) = W. Luego, Tp := T'| es un
operador lineal sobre W y ademads su polinomio minimal tiene todas sus raices en K (esto
ultimo se debe a que my, | mp pues mp(Tp) = 0). Entonces, por hipdtesis inductiva, existe
una base By = {wi, ..., w,} de W tal que [T|g, es una matriz triangular inferior.

Luego, por el Lema 4.54, existen un vector u € V' \ W y un autovalor u de T tales que

(T — pl)u € W.

Ahora, consideremos el conjunto linealmente independiente B; = {u,w1,...,wy} y llame-
mos W al subespacio que genera (W es el subespacio generado por W U {u}). Notemos
que Wj es T-invariante, ya que
ew
—N—
TW)CWCW, y Tu=put (T — pl)u € Wi.

Ademas, T := Ty, es tal que [T]g, es una matriz triangular inferior. Repitiendo este argu-
mento otras n—m—1 veces, obtendremos una base B = {ty—m, Un—m—1, -, UL, Wi, ..., W}
de V tal que [T]p es triangular inferior. Por lo tanto, T es triangulable. Reciprocamente, si
T es triangulable y B es una base de V' tal que

all 0 0 e 0

azr az O 0
[T]p= | a1 as2 as3 01,

anl QAnp2 An3 ... Qnn

entonces el polinomio caracteristico de T' es pr(z) = [[;(x — ai;). En particular, todas
las raices de pr pertenecen al cuerpo K. Luego, por el Teorema 4.40, todas las raices del
polinomio minimal pertenecen al cuerpo K. O
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Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que todo operador lineal sobre un
C-espacio vectorial de dimension finita es triangulable. Esto se debe a que C es un cuerpo
algebraicamente cerrado.

Corolario 4.56. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si V' es un K-espacio vectorial
de dimensidn finita entonces todo T € L(V') es triangulable.

Demostracion. Supongamos que V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y que
T € L(V). Como K es algebraicamente cerrado, tenemos que el polinomio minimal de
T tiene todas sus raices en K. Entonces, aplicando el teorema anterior, resulta que T es
triangulable. O

Para finalizar, notemos que si 7" es triangulable (es decir, admite una representacién
matricial triangular inferior) entonces T' también admite una representaciéon matricial trian-
gular superior. En efecto, si B = {b1,...,b,} es una base de V tal que [T]3 es triangular
inferior, entonces B’ = {by,bp—1, ..., b2, b1} también es una base de V' y [T]p es una matriz
triangular superior.

4.8. Ejercicios

2 -1 0
1.Sea A= [—-1 2 —1]|. Probar que 2, 2+ v2 y 2 — /2 son autovalores de A y
0o -1 2
hallar los autovectores correspondientes.

2. Sea A € K™*™ una matriz inversible jPuede ser A\ = 0 un autovalor de A? Probar que
si A es un autovalor de A, entonces A~! es autovalor de A~! y ademas los autoespacios
asociados a A y A~! pertenecientes a A y A~! respectivamente, coinciden.

3. Probar que si A € K™*™ es una matriz triangular, entonces los autovalores de A son
los elementos de la diagonal.

4. Sea A € K"*™ ;Puede tener A més de n autovectores linealmente independientes?

5. a) Construir una matriz A € R?*2? que tenga un sélo autovalor.

b) Construir una matriz A € R?*? que tenga un sélo autovalor con un autoespacio
asociado de dimensién 1.

¢) Construir una matriz A € R?*? que no tenga autovalores. jPuede hacer lo mismo
para una matriz de C2*2?

6. Consideremos las transformaciones lineales Rg, Sy, Ho y Px presentadas en los ejer-
cicios 3, 4, 5 y 6 del Capitulo 2. Hallar los autovalores, autovectores y autoespacios
asociados. jEs alguna de ellas diagonalizable?

7. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T' € L(V'). Supongamos que
A es un autovalor de Ty que v € V es un autovector asociado a A. Probar que si
p € Klz], entonces p(T) v = p(\) v.

8. Dada una matriz A € K™*" probar que es A es inversible si y sélo si m4(0) # 0.

0 -2 1
9.Sea A=|1 0 0] eK3*3,
0 0 1
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a) Hallar el polinomio minimal de A suponiendo que K=C, K=R y K = Zs.
b) Decir en cada caso si A es diagonalizable.
10. Para cada una de las siguientes matrices hallar sus autovalores y autoespacios aso-

ciados. Decir si son diagonalizables y, en caso de serlo, hallar la matriz diagonal y el
cambio de base correspondiente.

111 1 -3 3 30 0
A=[0 1 2|, B=1|3 =5 3], c=]0 5 -1
00 1 6 —6 4 0 6 —2

11. Consideremos las matrices

110 2
A=10 2 o], B=|o0
001 0

o N O

0
2
1

oL

Probar que A y B tienen polinomios caracteristicos diferentes, pero sus polinomios

minimales coinciden.
12. Sea T € L(R®)[z]) dado por T(ag + a1z + asz?®) = (ag + a1) — (2a1 + 3as)z.

a) Hallar la representacién matricial de T' con respecto a la base usual de R [z].
b) Hallar el polinomio caracteristico y los autovalores de T

c) (Es T diagonalizable?
13. Sea T € L(R?) dado por T(z,y,2) = (z,z +y, 2).

a) Hallar el polinomio caracteristico y el polinomio minimal de 7.

S

Calcular sus autovalores y una base para cada uno de los autoespacios.

o

Decidir si T" es o no es diagonalizable, justificando de dos maneras diferentes.

)
)
)
14. a)

Sea T' € L(R?) tal que:

= Sus autovalores son 1y —1.
= {(0,1,—1)} es una base de N(T'+ I) y {(0,1,1), (1,0,0)} es una base de

N(T —1).
;,Se puede determinar si T' es diagonalizable? Hallar el polinomio caracteristico
de T.

b) Sea T € L(R?) tal que:
= Sus autovalores son 1y —1.

= {(0,—1,0,0)} es una base de N(T'+I) y {(0,0,1,1), (1,0,0,0)} es una base
de N(T — I).

.,Se puede determinar si T' es diagonalizable?
15. ;Cuales son los posibles autovalores de una matriz A si se sabe que A = A??

16. Determinar para qué valores de a y b la siguiente matriz es diagonalizable:

a b 0
A=10 -1 0
0 0 1
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Sea A una matriz cuadrada tal que A # [ y A3 — A2 + A = 1. ;Es A diagonalizable
sobre C? ;Y sobre R?

Probar que si A € R?*? es simétrica, entonces es semejante a una matriz diagonal.
Sea A € K™" una matriz tal que A> = A pero A#0y A # 1.
a) Hallar el polinomio minimal de A.

b) Probar que A es semejante a la matriz diagonal <g 8), donde r =rg(A).

En cada caso, hallar una matriz A € C3*3 que verifique:

a) A2#£0y A3 =0.
b) A#£0, A#£Ty A% = A.
c) A#£Ty A3= A

Sea A = (? _31> Usando el Teorema de Cayley-Hamilton probar que A% = 542—7A.
Sea T € L(R*) tal que
1 1 0 0
00 00O
Tle=10 10 0
0 0 0 1

a) Probar que los tnicos autovalores de 17" son 0 y 1, pero T no es una proyeccion.
b) T es diagonalizable?

c¢) Sea S un operador diagonalizable que tiene como unicos autovalores al 0 y al 1.
Mostrar que S es una proyeccién.

Probar que si T es una proyeccion entonces I — T' también es una proyeccién.
Sea T': C? — C? dado por T(z,y) = (32 + 1y, sz + Ly).

a) Probar que T es un operador lineal, hallar su ntcleo y su imagen.

b) Probar que T es una proyeccion.
Probar que los siguientes operadores son proyecciones:

a) T :Rslz] — Rs[z] dado por T(azx? + bx + ¢) = c.

b) diag: C"*"™ — C™*™ dado por

A i
(diag(A))ij =< " b? Z J para i,5 =1,...,n.
0 Si1F#j
Dado un K-espacio vectorial V, sea T' € L(V'). Probar que N(T') e Im(7T") son subes-
pacios T-invariantes.
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27. Sea

0o -1 2
y supongamos que A = [T]¢ para T € L(C?). Hallar tres subespacios no nulos de C?
que sean invariantes por Ty tales que C? se pueda escribir como suma directa de ellos.

28. a) Descomponer a R como suma de directa de tres subespacios Wy, Wy, Wi.

b) Hallar las proyecciones P;, P», P3 correspondientes a cada uno de los subespacios
del inciso a, respectivamente.

¢) Hallar el polinomio minimal y el polinomio caracteristico de v/2P; 4+ 7P, + 3P5.

d) ;Es 2P, + 7P, 4+ 3P; un operador diagonalizable? Hallar sus autovalores y
autoespacios correspondientes.

29. Sea
0 0 0 1
0 0O 1 0
A= 0O -1 0 1}~
-1 0 00

una representacién matricial de T € L(C*).

a) Hallar el polinomio caracteristico y el polinomio minimal de T'. ;Es T' diagonali-
zable?

b) Hallar dos subespacios de C* que sean T-invariantes y tales que su suma directa
sea C*.

30. Sea T € L(R?) tal que
21
o= (2 )

a) Probar que W7 = {(1,0)} es T-invariante.

b) Probar que no existe un subespacio W de R? que sea T-invariante y que ademds
verifique R? = W, + Wha.

1 -1
31. SeaA—<2 2).

a) Si T € L(R?) es tal que [T]e = A jexiste algiin subespacio propio de R? que sea
T-invariante?

b) Si S € L(C?) es tal que [S]e = A ;existe algtin subespacio propio de C? que sea
S-invariante?
32. Dado un K-espacio vectorial V', sean T', S € L(V).
a) Sea W un subespacio de V' que es invariante por 7'y S. Probar que W también
es invariante por los operadores T4+ Sy T o S.
b) Supongamos que S oT =T o S. Probar que si A es un autovalor de T, entonces

el autoespacio asociado a A es S-invariante.

33. Dado un K-espacio vectorial V' con dim(V') = n, probar que si N € L(V) es nilpotente
entonces su polinomio caracteristico es py(x) = z™.
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34. ;Siun operador lineal N tiene como tnico autovalor al cero, se puede afirmar entonces
que N es nilpotente?

35. Sea N € C?*2 tal que N2 = 0. Probar que, o bien N =0, 0 N es semejante a la matriz

0 0
A= (1 O) .
36. Sea T' € L(R®) dado por

T($1,l’2,l’3,l‘4,$5) = ($2,$3,$4,$5,0) .

a) Hallar la representacién matricial de 7" en la base candnica.
b) Probar que T es nilpotente.

¢) Para cada i = 1,...,5 hallar un subespacio S; de R® que sea T-invariante y tal
que dim(S;) = i.
d) Probar que no existen dos subespacios propios S; y So de R® que sean T-

invariantes y que verifiquen R> = Sy + Ss.

37. Dado un K-espacio vectorial V' con dim(V) = n, sea B = {by,---,b,} una base
(ordenada) de V. Sea T' € L(V') dado por

biy1 sijg=1,...,n—1,
T(bs) = {0] sij=n

a) Probar que el inico autovalor de T" es cero.
b) Probar que T es nilpotente.

¢) ;Cuéanto vale la traza de T7? ;Y el determinante de 77
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Capitulo 5

Teorema de la Descomposicion
Ciclica y Forma de Jordan

El objetivo de este capitulo es encontrar una forma candnica elemental para aquellos
operadores lineales que no sean diagonalizables. Para esto sera necesario desarrollar previa-
mente algunas herramientas.

5.1. Espacio cociente

En esta primera seccién, dado un subespacio W de un K-espacio vectorial V' contruiremos
un nuevo K-espacio vectorial, el cual es isomorfo a un complemento algebraico de W en V.

Definiciéon 5.1. Dado un K-espacio vectorial V, fijemos un subespacio W de V. Dados
u,v € V, diremos que u es congruente con v médulo W si v —u € W. En tal caso,
anotaremos u =y v.

Proposicion 5.2. La relacion de congruencia modulo W es una relacion de equivalencia:
i) v =w v para cada v € V;
i1) siu =w v entonces v =y u, para cualesquiera u,v € V,
i) siu=w v yv =W w entonces u =y w, para cualesquiera u,v,w € V.
Ademds, esta relacion es compatible con las operaciones del K-espacio vectorial V :
iv) ST U] =W U1 Y Uz =w U2 entonces uy + uz =w v1 + v2;
v) siu=w v ya €K entonces au =y av.
Demostracion. Ejercicio. ]
Dado un vector v € V, sea [v] la clase de equivalencia médulo W. Notemos que
W ={ueV:v=ypu}={ueV:u—veW}
y como u = v + (u — v), usualmente la clase [v] se anota v + W.

Ejemplo 5.3. En R?, consideremos el subespacio

W ={(z,2z) : = € R}.
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La representaciéon grafica de W es la recta con pendiente m = 2 que pasa por el origen.
Luego, si v = (3,2), la clase de equivalencia de v es la recta con pendiente m = 2 que
pasa por v = (3,2).

Definicién 5.4. Si W es un subespacio de V, el espacio cociente V/W es el conjunto de
clases de equivalencias moédulo W:

VIW={v+W: veV}
Los items iv) y v) de la proposicién anterior dicen que, si definimos

(u+W)+@W+W):=(u+v)+W,
a-(v+W):=au+W,

estas operaciones estan bien definidas y, ademas, V/W dotado con ellas resulta un K-espacio
vectorial. A la funcién 7 : V' — V/W definida por

m(v) =v+ W,
la llamaremos la proyeccién al cociente.

Ejercicio 5.5. Probar que la proyeccién al cociente 7 es una transformacion lineal suryectiva
(i.e. un epimosfismo).

Veamos ahora que V/W es isomorfo a un complemento algebraico de W en V.

Teorema 5.6. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. St W es un subespacio de
V' entonces
dim(V/W) =dimV — dim W.

Ademdas, V/W es isomorfo a un subespacio S de V' tal que

V=W+S8.
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Demostracion. Si W es un subespacio de V', consideremos la proyeccion al cociente 7 : V —
V/W. Dada una base B = {b1,...,b,} de V, resulta que

{b1 + Wby + W, ... ,b, + W}

es un conjunto de generadores de V/W, ya que 7 es un epimorfismo. En particular, vemos
que dim(V/W) < oo.

Describamos ahora cual es el nicleo de 7: dado v € V, 7(v) = 6V/W =04+W=Wsiy
s6lo si 0 =y v, 0 equivalentemente, si y sélo si v € W. Por lo tanto, N(w) = W.

Luego, aplicando el teorema de la dimensién, obtenemos que

dimV = rg(m) + nul(r) = dim(V/W) + dim W,

de donde se desprende que dim(V/W) =dimV — dim W.
Por ultimo, veamos que existe un subespacio S de V' que es isomorfo a V/W y ademads
V =W + S. Supongamos que

{v1 + Wyvoa +W,... v + W} (5.1)

es una base de V/W, y consideremos el subespacio S de V' generado por {vi,vs,...,vx}, i.e.
S = {vl,vg,...,vk}. .

Veamos primero que W NS = {0}. Siv € W NS, existen ay,...,a; € K tales que
v = Zle a;v; € W. Luego,

k
6—|—W:7T(U) =7 <Zawl> Zal m(v;) Zai(vi—l—W).
i=1

Como el conjunto (5.1) es una base de V/W, en particular es linealmente independiente, y
resulta que a; = ... = a; = 0. Entonces, v = 0.
Por otra parte, dado un u € V arbitrario, u+W € V/W. Entonces, existen 1, ..., O € K

tales que
k

u+ W= Zﬁz U1+W (Zﬁzvz>+w

=1
es decir, u = Zle Biv;. Luego,

ew es
—

k
u _<U — Zﬂivi) + Z@ivi :
=1 =1

Por lo tanto, V. =W + S.
Sélo falta probar que 7|g : S — V/W es un isomorfismo. En primer lugar notemos que
los dos espacios tienen la misma dimensién. Ademds, 7w|g también es un epimorfismo, porque

T({vi,... o)) ={v + Wug + W, ... o + W

En consecuencia, 7|g es un isomorfismo entre Sy V/W. O
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5.2. Operadores nilpotentes y subespacios ciclicos

Retomemos ahora el estudio de los operadores nilpotentes, con el fin de encontrar bases
adecuadas para representarlos.

Definicion 5.7. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita. Dado un operador nilpo-
tente T' € L(V'), llamaremos indice de nilpotencia de T' al grado del polinomio minimal
de T, es decir, T es nilpotente de orden k si mp(z) = z¥. Equivalentemente, T es nilpotente
de orden k si

TF =0 pero TF 140,

Si T € L(V) es nilpotente y dim V' = n, entonces su polinomio caracteristico es

pr(z) = z".

En el siguiente resultado probaremos que si el polinomio minimal y el caracteristico de
un operador nilpotente coinciden, entonces el operador tiene una representaciéon matricial
elemental. Esta es una matriz triangular inferior, cuyas unicas entradas no nulas son todas
iguales a 1 y se encuentran en la diagonal por debajo de la diagonal principal.

Proposicién 5.8. Dado un K-espacio vectorial con dimV =n, sea T € L(V) un operador
nilpotente de orden n. Entonces, existe una base ordenada B de V' tal que

0 0 O 0 O
1 0 O 0 0
01 O 0 O
[T]5 = (5.2)
00 O 0 0
0 0 O 1 0

Demostracion. Supongamos que T° € L(V) es un operador nilpotente de orden n, es decir
T" =0 pero T" ! #£ 0. Como T"! # 0, existe by € V tal que T" 'b; # 0. A partir de este
vector construiremos una base de V' con las caracteristicas deseadas. Para cada k = 2,...n,
sea

b = TF 1by.
Veamos que B := {by,...,b,} es linealmente independiente. Supongamos que existen esca-
lares aq,...,qa, € K tales que a1b; + agbs + ... + a, b, = 0. Equivalentemente,

aiby + aoThy + asT?by ... + a, T by = 0.
Aplicando T™~! a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos

6 = Tn—16 = Tn—l(albl + aoTby + a3T2[)1 ot anTn—lbl)
= Ole”—lbl 4+ asT"by + ang—i-lbl 4.+ anTQn—Zbl

= OélTnilbl,

ya que T™ (y cualquier potencia de T mayor que n) es igual al operador nulo. Ademads, como

-

T by # 0, resulta que

a1 =0 vy 042b2+...+04nbn:6.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 97



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

Ahora, aplicando T"~2 a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos
0=T""20=T""2(asTby + asT?b; ... + a,, " ')
= aT" by + agT"by + ... + a, T2 2y
= aoT" 1by.
De donde resulta que .
ar=0 y asbs+...+a,b, =0.

Siguiendo con este proceso, obtendremos que oy = ag = ... = a,, = 0. Por lo tanto, B es
linealmente independiente.
Ademas, como dim V' = n, tenemos que B es una base de V tal que

T, = T(T* ) =T by = bpyy sik=1,...,n—1,
Tb, = T(T" b)) = T"b; = 0,

de donde se desprende la representaciéon matricial anticipada. O

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, consideremos un operador T' € L(V)
cualquiera. Fijado un vector v € V', jcudl es el menor subespacio Z(v,T') que contiene a v
y es invariante por 17

Este subespacio puede definirse como la interseccién de todos los subespacios T-invariantes
que contienen a v, pero esta descripcién es poco practica. Por otra parte, ademds de a v,
este subespacio debe contener a T, T?v, etc., es decir, debe contener a todos los vectores
de la forma p(T")v con p € K[z].

Definicion 5.9. Si v € V es un vector arbitrario, el subespacio T-ciclico generado por
v es el subespacio

Z(v,T) = {p(T)v: peKlz] }. (5.3)
Si Z(v,T) =V, diremos que v es un vector ciclico para 7.

Si dim V' = n, es facil convencerse de que

Z(v,T)={v,Tv,..., T" v},

pero {v, T, ..., T" v} podria no ser linealmente independiente, con lo cual esta descripcién
tampoco es del todo eficiente.

Observacién 5.10. El vector by que consideramos en la demostracién de la Proposicién
5.8 es un vector ciclico para T, porque el subespacio ciclico determinado por b1,

Z(bl,T) = {bl, Tbl, RN ,T”_lbl},

coincide con V. Notemos que (cuando existe) el vector ciclico no es unico, ya que si lo
multiplicamos por cualquier escalar a € K, o # 0, tendremos otro vector ciclico para T

En general, si 7' no es nilpotente 6 si el orden de nilpotencia es menor que dim V', no
existe un vector ciclico para T'. Sin embargo, mas adelante veremos que el espacio puede
descomponerse como una suma directa de subespacios ciclicos.

Consideremos ahora el conjunto de todos los polinomios tales que, evaluados en T, anulan
a un vector fijo v:
M, T) :={geK[z]: ¢(T)v=0 }. (5.4)
Es facil ver que es un ideal de K[z], que contiene al ideal A(T") de polinomios anuladores
de T: si p € A(T) tenemos que p(T) = 0, en particular p(T)v = Ov = 0, con lo cual
p e M(v,T).
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Definicién 5.11. Al tnico polinomio ménico p, que genera al ideal M(v,T) lo llamaremos
el T-anulador de v.

Como M(v,T) contiene a A(T), resulta que el T-anulador de v divide al polinomio
minimal mp de T
Do | mr.

Teorema 5.12. Dado un vectorv € V, v # 0, sea py el T-anulador de v.
i) El grado de p, es igual a la dimension del subespacio ciclico Z(v,T).
ii) Si gr(p,) = k, entonces {v,Tv, ..., T* v} es una base de Z(v,T).

i) Si U = T|z 1) entonces my = py.

Demostracién. Supongamos que gr(p,) = k. Cada p € K[x] se escribe como

D=Dpuq+T,

donde r =0 6 gr(r) < gr(py) = k. Como p,q € M(v,T), tenemos que

Pero las condiciones r = 0 6 gr(r) < gr(p,) = k implican que r(7")v es combinacién lineal de
v,Tv, ..., T* 1v. Luego, la ecuacién anterior y (5.3) garantizan que v, Tv, . .. , T*~ 1y generan
a Z(v,T). Veamos que ademds estos vectores son linealmente independientes. Supongamos
que existen «y, ..., q_1 tales que

agv + a1 Tv+ ...+ ozk_lTk_lv =0.

Luego, el polinomio g(z) := ag + a1x 4 ... + ap_12 ! tiene grado menor que k y cumple
g(T)v = 6, lo que contradice la definicién de p,. Esto completa la demostracién de los items

Por tltimo, consideremos U = T| Z(v,1)- Queremos ver que my = py, para lo cual necesi-
tamos que p,(U)w = 0 para cualquier w € Z(v,T). De (5.3) sabemos que cada w € Z(v,T)
se escribe como w = p(T')v para algin p € K[z]. Luego,

pv(U)w = pv(T)w = pv(T)p(T)U = p(T)pv(T)v = p(T)6 = 6,

es decir, p,(U) = 0. Ahora, supongamos que g € K|z| tiene gr(q) < gr(p,) = k y que ¢ anula
a U. Entonces, q(U)v =0y gr(q) < gr(p,) = k, lo que contradice la definicién de p,. Por lo
tanto, my = py. O]

Consideremos ahora un operador 7' € L(V') nilpotente de orden k. En este caso, mr(x) =
z*. Luego, para cada v € V el T-anulador de v sera de la forma

pu(x) =2", conr <k.

Como consecuencia del teorema anterior sabemos ademés que {v,Tv,...,T" 1v} es lineal-
mente independiente y

Zw,T)={v,Tv,..., Tr"v}.

A continuacién enunciaremos una primera version del Teorema de la Descomposicién
Ciclica (para un operador nilpotente).
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Teorema 5.13. Dado un K-espacio vectorial V- con dimV =mn, sea T' € L(V') un operador
nilpotente. Entonces existen vectores vy,...,v; € V' con polinomios T-anuladores

que verifican:
i) V=2Zw,T)+ Z(ve, T)+ ...+ Z(v,T);
it) Poy =mr, Puy | Pors -5 Doy | Doy
es decir, k1 es el orden de nilpotencia de T', k1 > ko > ... > ki, y Zi’:l k; = n.

En lo que sigue utilizaremos la idea de espacio cociente para ver como encontrar a los
vectores v1,...,v; del teorema anterior.

5.3. Teorema de la Descomposicién Ciclica

El contenido de esta seccién estd basado en el libro Fundamentals of Linear Algebra de
K. Nomizu [7].

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, supongamos que 7' € L(V') es nilpo-
tente de orden k. Entonces,

N(T)C N(T?)C...C N(T*) =V. (5.5)

Intentaremos motivar el Teorema de la Descomposicién Ciclica a partir de esta cadena
creciente de subespacios, estudiando los espacios cociente

N(Tj+1)
N(TV)

En primer lugar, para garantizar que los cocientes anteriores no son triviales, veamos que
las inclusiones en (5.5) son estrictas.

Proposicion 5.14. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, supongamos que
T € L(V) es nilpotente de orden k. Entonces,

N(T)c N(T?) c...c N(T* 1) c N(TF) =V, (5.6)
y todas las inclusiones son estrictas.

Demostracion. En primer lugar, como el orden de nilpotencia de T es k, tenemos que
N(TF-1) # V y N(T*) = V. Para probar que el resto de las inclusiones son estrictas,
veamos que si N(T™) = N(T™*1) para algin m € N entonces N(T™) = N(T™*9) para
todo ¢ € N.

Supongamos que N(T™) = N(T™*!) para algin m € N y veamos que N(T™+!) =
N(T™*2). La inclusién N(T™*!) C N(T™*2) vale para cualquier operador 7. Para probar
la otra, supongamos que v € N(T™*2). Entonces, Tv € N(T™*!) = N(T™), o equivalente-
mente, v € N(T™*1). El resto de la prueba de la afirmacién sale aplicando el principio de
induccién completa.

Ahora bien, si suponemos que N(T™) = N(T™"!) para algiin m < k tendriamos en
particular que N(T*~1) = N(T*), lo cual resulta absurdo. Por lo tanto, m = k y las
inclusiones en (5.6) son todas estrictas. O
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Suponiendo que T es nilpotente de orden k, aplicando el Teorema 5.6 tenemos que

N(T*
dimV = dim N(T*) = dim N(;k)l) + dim N(T*1).

N(Tk-1)

NIz T dim N (T*~2) y asf suce-

De la misma manera, tenemos que dim N (7%~!) = dim
sivamente. Por lo tanto,

T]+1

dimV = dim N(T') + Z dlm Z im ———— Th 1) (5.7)

N(Tj+1)

N (T7) forman una

es decir, las dimensiones de N(T') y los distintos espacios cocientes

particién de la dimensién de V' de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicién 5.15. Dado un nimero natural n € N, una sucesion finita {m, ma,...,my} en
N es una particiéon de n si

mi>mo > ... > Mg v ij:n.

N(T?) N(T*)
N(T) N(TH1)

(Idea: Para probar que dim N(T) > dim%jﬁ)) considerar una base {b1,...,b,} de N(T)

y extenderla a una base de {b1,...,bp,bps1,...,bp1q} de N(T?). Llamando w; = Tb,y;,

para j =1,...,q, comprobar que {wy,...,wy} es un conjunto linealmente independiente en

N(T). Esto prueba que ¢ < p, es decir, dim N(7T") > dim N((T )) La idea para probar que

N(T"1) N(T")
N(Th 2) > dlm (Th 1)

Ejercicio 5.16. Probar que efectivamente dim N (7") > dim > ... >dim

dim para h =2,...,k es simllar.)

Por otra parte, si 7' es nilpotente de orden k, cada clase de equivalencia (no nula) en
k
% determina un subespacio ciclico Z(v, T) de dimensién k, ya que si [v] = v+ N(T*1)
entonces {v,Tv, ..., T* v} es linealmente independiente (jprobarlo!).

Definicion 5.17. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea W un subespa-

cio de V. Diremos que un subconjunto {vi,...,vx} de V es linealmente independiente
médulo W si {vy + W va+ W, ... v + W} es linealmente independiente en V/W es decir,
si Zle a;v; € Woimplica que a1 = ... = oy, = 0.

El siguiente lema muestra que cada conjunto linealmente independiente de clases de

N(TF)
N(T’“*l)

equivalencia en determina una familia independiente de subespacios ciclicos.

Lema 5.18. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea T € L(V') un opera-
dor nilpotente de orden k. Si {vi,..., v} es linealmente independiente mddulo N(Tk_l),
entonces los vectores

U1, V2, cevey Umy,
Ty, Tva, coey Tupy,
Ty, Thluy, ..., TrFly,,

son linealmente independientes en V.
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Demostracion. Supongamos que existen o;; € Kparai=1,...,m, j=1,...,k tales que
m k
ZZO[MTJ_IUZ‘ = 0. (58)
i=1 j=1

Aplicando T*~1 a ambos lados de la ecuacién (recordando que 7% = 0) obtenemos
k-1 (0411111 + ...+ amwm) = 6,

es decir, a11v1 + ... + am1vm € N(T*1). Como por hipétesis {v1,...,v,} es linealmente
independiente médulo N (T#71), resulta que ay; = ... = a1 = 0.
Luego, (5.8) equivale a

m k
Z Z aijTj_lvi == 6,

i=1 j=2

y aplicando T%~2 a ambos lados de la ecuacién obtenemos

TF1 (1gvr + - o 4 Qmavm) = T2 (aaTor + ... + e Toy,) = 0,

es decir, ajovi + ... + amavy, € N(T*1). En consecuencia, ajs = ... = aya = 0.
Repitiendo este proceso las k — 2 veces restantes, obtendremos que «;; = 0 para i =

1,...,m, j=1,...,k, como queriamos probar. O
Como consecuencia del lema anterior, si T' es nilpotente de orden k y {[v1], ..., [vm,]} es

una base de N(T*)/N(T*~1), los subespacios
Z(,T), Z(v2,T),...,2Z(Um,,T)
son independientes. Por lo tanto, la suma de estos subespacios es una suma directa:
Wi :=2Z(,T)+ Z(ve, T)+ ...+ Z(vp,, T)

y es un subespacio T-invariante. El objetivo del siguiente resultado es probar que W}, admite
un complemento algebraico en V' que también es T-invariante.

Lema 5.19. Bajo las hipotesis anteriores, existe un subespacio S de V tal que
V=W,+S y T(S)CS.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién en la dimensién del espacio V. Si dimV =
1, no hay nada que probar. Como hipétesis inductiva, supongamos que el resultado vale
para cualquier K-espacio vectorial con dimensiéon menor que n.

Supongamos ahora que dim V' = n y sea {[v1], [v2], . . . , [Um, ]} una base de N (T*)/N(T*~1).
Por el Teorema 5.6, tenemos que

V = N(TFY 4 {vr,v9,. .., v, }-
Consideremos ahora la restriccién de 7' a N(T*~1):
Ty :=T|y(re-1y : N(TFY) = N(TF),

la cual es obviamente un operador nilpotente de orden k — 1. De acuerdo al Lema 5.18,
los vectores T'vi, Tva, ..., Tvpy, son linealmente independientes. En realidad, de dicho lema
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se desprende una conclusién ain mas fuerte, estos vectores son linealmente independien-
tes médulo N(T%~2). De hecho, supongamos que existen a1, 009,...,0n,, € K tales que
Y o Tv; € N(TH2). Esto dice que > 1% av; € N(T*71), y como {v1,v2,...,0m,} es
linealmente independiente médulo N (T%71), resulta que a; = ap = ... = Qm,, = 0.

Luego, podemos completar el conjunto {[Tvi], [Tv2], ..., [Tvm,]} a una base del espacio

N(T*=1)/N(T*2). Supongamos que wi, . .., W, , € N(T*1) son tales que
{[Tv1], [Tva), - .., [Tmy ], [wi], - - -, [Wm,_,]} es una base de N(T*~1)/N(T*=2).

Como dim N (Tk_l) < dimV = n, podemos aplicar la hipétesis inductiva al operador nilpo-
tente T} (de orden k—1) que actia en este K-espacio vectorial, es decir, si W es el subespacio
generado por los vectores:

Ty, Tva, coey Ty, w1, wo, cee s Wy s
2 2 2

T?v1, T v, coey T, Tw, Twa, coey Twpy, .,
k—1 k—1 k—1 k—2 k— k—2

T v, TP e, ooy TP vy, T 2wy, TP %we, ..., TF *wy, ,,

existe un subespacio S; de N(T%71) tal que
N(Tkil) =W+5; y T(Sl) = Tl(Sl) C 5.

Luego, tenemos que

V = N(TFYY 4 {1, 09,y vm, } = W+ 81+ {v1,09, ..., U, }
Como W = Z(Tvi,T) + ...+ Z(Tvm,,T) + Z(w,T) + ...+ Z(wm, ,,T), y ademds
Z(v,T) = {v} + Z(Tw;, T), i=1,...,my,
resulta que

V=5S+Zw,T)+...+ Z(wm,_,,T) + Z(v1,T) + ... + Z(v,, T)
=(S14+ Z(w, 1)+ ...+ Z(wm,_, 1)) + (Z(v1,T) + ... + Z(vm,, T))
= (S14+ Z(wr, 1)+ ...+ Z(wm,_,,T)) + Wj.

Llamando S := S; + Z(w1,T) + ... + Z(wpm,_,,T) vemos que S es T-invariante y ademds
V=W,+S. O

Notemos que la demostracién anterior también nos da una idea de como encontrar

los subespacios ciclicos necesarios para probar el Teorema de la Descomposiciéon Ciclica.
v _ _NTH
Comenzando con una base {[v1], [va],...,[vm,]} de NTET T NEET)

subespacios ciclicos correspondientes (los cuales son de dimensién k). Luego, si el conjunto

desarrollamos los

k—
{[Tv1], [Tval, ..., [Tvm,]} no es una base de ]Nvgik_;;, la completamos con clases de equiva-
lencia [w1], ..., [wm,_,] ¥y agregamos los subespacios ciclicos (de dimensién k — 1) que éstas

generan. A continuacion tendremos que analizar si el conjunto

{[T2v1], [TQUQ], ce [T2vmk], [Twil,...,[Twnm,_ |}

N(Tk72)

es una base de N3

y en caso contrario completarlo a una base. Y asi sucesivamente . ..
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v [ Umy,

N(TF) . 3

Tv Tv Tvm w w! Wmp_q
N(TF 1) o o . o . 3 °

T2y T2v T?vom, Tw Tw Twmy,_y
N(Tk_Q) o o’ o o o °

_ k—
Tk_lvl Tk_lvz " 1U’mk Tk_le Tk_w’wz T 2wmk71

N(T) . o e ) . o e .

El gréafico anterior intenta representar la construccién de los subespacios ciclicos antes des-
cripta. Aqui cada columna representa a la base de un subespacio ciclico. Ademaés, debe
interpretarse que si un vector estd en una fila dada entonces no puede estar en una fila infe-
rior, es decir, si v aparece en la fila correspondiente a N (77) entonces v € N(77)\ N(T771).

Teorema (de la Descomposicién Ciclica para operadores nilpotentes). Dado un K-espacio
vectorial V' con dimV = n, sea T € L(V) un operador nilpotente de orden k. Entonces,
existen ki, ..., k, € N tales que

P
k=ki>ky>.. . >k 1>k, y Y ki=n, (5.9)
i=1
y vectores vi,...,v, € V tales que Tkiv; = 0 pero TH v, #* 0, de forma tal que

V=2Zw,T)+Z(v, T)+ ...+ Z(v,,T).
Ademds, la particion {ki,...,ky} estd univocamente determinada por T

Demostracion. Una vez més, haremos la demostracion por induccién sobre la dimensién del
espacio V. Si dim V = 1, no hay nada que probar.

Como hipdtesis inductiva, supongamos que el resultado vale para todo K-espacio vecto-
rial con dimensién menor a n.

Ahora, dado un K-espacio vectorial con dim V' = n y un operador nilpotente T" € L(V') de
orden k, consideremos el subespacio N(T*~1) y sean vy, ..., v, € V tales que {[v1], ..., [vm]}

V. _ _N(TH

es una base de NTFET) = NTET)-

Si lamamos Wy, := Z(v1,T)+ ...+ Z(vm, T), €l lema anterior garantiza la existencia de
un subespacio S de V tal que

V=W,+S y T(S)CS.

Como dim S < n, podemos aplicar la hipdtesis inductiva al operador T'|s € L(S) que es
nilpotente de orden ! < k. Luego, existen [ =13 > Iy > ... >, tales que Y 7 _;l; =dim S, y
vectores wy, ..., w, € S tales que

Thw; =0 pero TH lw; #0,
y S =2Z(w,T)+ Z(ws,T) + ...+ Z(wq, T). Entonces, si definimos
= pi=mtg
w kji=ksij=1,....m,y kpyi =1l parai=1,...,q;

" U= w; parat =1,...,¢;
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tenemos que > 7y ki = mk + 35 kmyj = mk + 35 l; = dim Wi +dimS =ny

V=W,+S9
= (Z(w, T)+ ...+ Z(v, 1)) + (Z(w1,T) + Z(ws,T) + ... + Z(wy, T))
=Z(v,T)+ ...+ Z(vm,T) + Z(vm+1,T) + ... + Z(vm14, T)
=Z(v,T)+ ...+ Z(v,, T),

probando la existencia de la descomposicion ciclica. O

Dado un subespacio ciclico Z(v,T') de dimensién k, a la base correspondiente
{v,Tv,..., T 1},

se la suele llamar cadena de Jordan de longitud k (asociada al autovalor A = 0 de T').
En algunos textos, en lugar de hablar sobre subespacios ciclicos se refieren a las respectivas
cadenas de Jordan.

Notemos que en (5.7) y (5.9) obtuvimos dos particiones distintas de dim V. Estas dos
particiones se denominan particiones conjugadas porque puede obtenerse una a partir de

la otra de la siguiente forma: el h-ésimo término de la particién (5.7) (es decir, dim Af\([}ij}:i)l))
se obtiene contando la cantidad de términos de la particién (5.9) mayores o iguales a j
(es decir, #{i : k; > j}), y viceversa. La particién (5.7) suele llamarse caracteristica
de Weyr de T, mientras que la particién (5.9) se denomina caracteristica de Segre del
operador T'.

Los diagramas con “puntitos” como el que encontramos antes del enunciado del Teorema
de la Descomposicién Ciclica (aunque estd incompleto) se denominan diagramas de Fe-
rrers, a partir de ellos es facil convencerse de que la caracteristica de Weyr y la caracteristica
de Segre son particiones conjugadas.

5.4. Forma candnica de Jordan

Ahora combinaremos el Teorema de la Descomposicién Prima con el Teorema de la
Descomposicién Ciclica, para obtener una forma candnica para aquellos operadores lineales
cuyo polinomio minimal tiene todas las raices en el cuerpo K.

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, supongamos que 7' € L(V') es tal
que su polinomio caracteristico puede factorizarse como

pr(x) = (zr — )q)dl (x — )\g)d2 v (= )\k)dk,

con A1, Ag, ..., A\; € K distintos entre si y di, ..., d; € N, mientras que el polinomio minimal
se escribe como

mr(x) = (x—XA\)™ (z— X)) ... (2 — \p)"™,
conriy,...,ry € Ntalesque 1 <r; <d; paracadai=1,...,k.

Si consideramos los subespacios W; := N ((T -\l )”), el Teorema 4.45 dice que
V=W +Wy+...+ W,
y ademéds T; := T'|, tiene como polinomio minimal a (z — A;)". Luego, si definimos

Ni =1 — )‘lI|WZa
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el operador NV; es nilpotente de orden r; para cadai=1,...,k. Fijado un indicez =1, ...k,
aplicando el Teorema de la Descomposicién Ciclica a NN;, tenemos que existen naturales
r; = ng) > rg) >...> 7“1(,? y vectores v14,v2;,...,0p, i € W; tales que

Wi = Z(Ul,ia NZ) —|— Z(’UQJ, Nz) —|— oo + Z(’Upi’i, NZ),
(

~;) es nilpotente de orden . Luego, si

con dim Z(vj;, N;) = r. En particular, N;|z ]

j Vj,iy
consideramos la base

rm—l
Bjﬁ' = UjJ' ,Nﬂ}j’i EEEE) NZ-J Ujﬂ'

de Z(vj;, N;), resulta que

=Nl + J (0,7
j

X O 0 O 00 ... 00

0 N\ 0 0 1 0 0 0

0 0 Xi 0 :

0 O 0 N 0 0 1 0

Entonces,

N O 0 0

1 X ... 00
T 10 1 ... 0 O — J(\ (4) Kr(vi)xr(.i)
|: ‘Z(/Uj’i’Ni)}Bj,i - ] ' . ' —. ( 'L’Tj )6 J 7 .

0o 0 ... 1 X\

Luego, B; := {B1,,B2,i,...,Bp, i} es una base del subespacio W; tal que
J (A, ) o .. 0
[Tils, = 0 J(Aifrg)) o O =: A; € Kéixd (5.10)
6 0 J()\Z’;T‘}(,?)

Finalmente, B := {B1,Ba, ..., B} es una base de V' tal que

[T1]5, 0 0 A 0 ... 0
[T]5 = (.) [TQ.]BQ . (.) = (.) 42 (.) : (5.11)
0 0 .. [@s 00 . A
la que se denomina forma candnica de Jordan de T'. A cada uno de los bloques Ay, ..., A

se lo denomina bloque de Jordan asociado al autovalor \;, mientras que cada uno de
los J (Ai,r§1)) es un bloque elemental de Jordan de tamano rj(-l) asociado a \;.

Notemos que, de acuerdo al Teorema de la Descomposicion Ciclica, paracadai =1,...,k
se tiene que
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(

Luego, en cada bloque de Jordan A;, los bloques elementales J ()\i, rji)) estan ordenados de
manera decreciente (o mejor dicho, no creciente) con respecto a sus tamanos.

Ahora queremos mostrar que la representacion matricial (5.11) estd univocamente de-
terminada por T, salvo el orden en el que aparecen los bloques de Jordan Ay, ..., Ag.

Supongamos que existe una base B de V tal que la representacién matricial de T con
respecto a esa base es (5.11). Si 4; € K%*% entonces d; es la multiplicidad algebraica de
A; como autovalor de 7' (la multiplicidad de A; como raiz del polinomio caracteristico pr).
Como ademas di + ds + ...+ d = dim V, resulta que

pr(z) = (x = A\)% (x = X)2 .. (x — A%,
Ademas, como (5.11) es una matriz diagonal por bloques, es evidente que
V=W +Wy+...+ Wy, (5.12)

y cada uno de los W; es un subespacio T-invariante, donde Wj es el subespacio generado
por los primeros ki vectores de la base B, W5 es el subespacio generado por los siguientes
ko vectores de B, y asi sucesivamente.

Por otra parte, como en cada A; el bloque elemental de Jordan més grande tiene tamano
ry) = r;, es facil ver que (A; — \I)™ es la matriz nula de K%*%_ A partir de ésto, es facil
convencerse de que el polinomio minimal de T es

mr(z) = (x — A1) (x— X)) ... (x — ).

Para comprobar que (5.12) es la descomposicién de V' dada por el Teorema de la Descompo-
sicién Prima, tenemos que mostrar que W; = N ((T — Nl )”) Pero esto es consecuencia de
que A; — A\;I es nilpotente de orden r; (como mencionamos en el parrafo anterior) mientras
que Aj; — \; es inversible si j # i (ya que es una matriz triangular inferior con entradas
no nulas a lo largo de la diagonal principal). Por lo tanto, los subespacio Wy, ..., Wy son
dnicos.

Por tltimo, si T; = T'|w, es la restriccién de T a W;, es evidente que su unico autovalor
es ;. Luego, N; := T; — \;I es nilpotente y, por el Teorema de la Descomposicion Ciclica,
existen Unicos ki, ka,..., kg € N tales que k1 > kg > ... > kg y Z?izl ki =dimW; =d; y
vectores v; 1,0;2, ..., Vip, € W; tales que

Wi = Z(Ul,z‘; Nl) —I— Z(Uzﬂ', Nz) —|— e + Z(Upm, Nl)
Luego, comparando con el tamanio de los bloques elementales de A;, resulta que ¢; = p; y
) .
kj:Tg'lv ]:17"'7pi7

es decir, la matriz A; estd univocamente determinada por la descomposicion ciclica de W;
asociada al nilpotente IV;.

Observacion 5.20. Si T es un operador diagonalizable con polinomio caracteristico pr(x) =
(x — A)%(x — )% ... (xz — \)%, entonces la forma canénica de Jordan de T coincide con
la matriz diagonal:

MIg, 0 ... 0
0 Ay ... O
D= . ) . )
0 0 ... Mg,
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Desarrollemos un ejemplo para practicar el clculo de la forma de Jordan de un operador
lineal.

3 1 -1
Ejemplo 5.21. Dado T € L(R3) tal que A := [T]e = |2 2 -1, calculemos la forma
2 2 0

de Jordan de T.
Comencemos calculando el polinomio caracteristico de 7'

r—3 -1 1
pr(z) =det(zl — A)=det | -2 x-2 1
—2 -2 =z

=(x-3)(z—2)z+2+4+2z—-2)+2(x—3) — 2z
=(z-3)(zx -2z +2x—2)=(z—2)(z> - 32 +2) = (z — 2)%(z - 1).

Luego, los posibles polinomios minimales de 7" son mj(x) = (z —2)(z —1) y ma(z) = pr(z).
Pero como

11 -1\ /2 1 -1 2 0 -1
(A—2l)(A-D)=|2 0 -1 |2 1 -1 =2 0 —1] %0,
2 2 —2/ \2 2 -1 40 -2

tenemos que mr(z) = pr(z) = (z — 2)(z — 1). Entonces, T no es diagonalizable.
Calculemos ahora los subespacios correspondientes a la descomposiciéon prima, W; =
N((T —2I)*) y Wo = N(T — I). Comencemos por Wy = N ((T — 21)?):

1 1 -1 1 1 -1 1 -1 0
(A-20*=(2 0 1|2 0 -1|=(0 0 0O
2 2 =2 2 2 =2 2 =20
Luego, Wi = N ((T — 2I)?) = {(1,1,0),(0,0,1)}, pero necesitamos una base ciclica de W.
Notemos que si by = (1,1, 1) entonces
(T — 2I)by = (1,1,2) =: by # 0,
(T — 21)by = 6

Por otro lado, Wy = N(T — I) = {(1,0,2)}. Llamando b3 := (1,0,2), tenemos que B =
{b1, b, b3} es una base de R? tal que

T =(3,3,4) =2 (1,1,1) + (1,1,2) = 2 by + by,

Thy = 2 by,

Tbs = b3,

2 01]0

conlocual [T|Jg=1 1 2|0 [, eslaforma canénica de Jordan de 7'
0 0|1

A continuacién recopilaremos algunas caracteristicas que tiene la forma candnica de
Jordan, y que son datos ttiles al momento de calcularla. Si dim V' = n y la forma de Jordan
de T es

A 0 ... 0

0 A ... O
[T]B: : : .. : ’

0 0 ... A

entonces:
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= Cada bloque de Jordan A; es de tamano d; x d;, donde
d; = dim W; = dim N ((T' — NI)"),
es la multiplicidad algebraica del autovalor \;.

= Cada A; es una matriz diagonal por bloques, con p; matrices elementales de Jordan

J ()\Z-, kj(l)) a lo largo de la diagonal principal, siendo

= Los bloques elementales de Jordan en A; estdn dispuestos en orden decreciente con
respecto a su tamafio, y el primer bloque es de tamafio r; X r;, siendo r; la multiplicidad
del autovalor A\; como raiz del polinomio minimal.

(

= La suma de los tamanos de los bloques elementales J ()\i,k‘ji)) coincide con d;, el
tamaifio de A;.

Estos datos no siempre son suficientes para calcular la forma de Jordan de un operador
lineal, pero nos permiten generar una lista de posibles formas de Jordan.

Ejemplo 5.22. Sea T' € L(C') tal que sus polinomios caracteristico y minimal son, res-
pectivamente,

priz)=(z-2)"(z-1)%*z+1) vy mp)=(@-2%z—-1)(z+1).

Intentemos calcular la forma candnica de Jordan de T con la informacién que tenemos dis-
ponible. Utilizando los datos que recopilamos anteriormente, vemos que la forma de Jordan
de T debe ser

2000
1 20 0
01 20
00 1 2
2 0 0
A= ?7 20 ’
? 7 2
1
1]

=
pero no podemos determinar completamente cual es el aspecto del bloque de 3 x 3. Hay

tres situaciones posibles, de acuerdo a cual sea la dimensién del autoespacio asociado al
autovalor A = 2:

200

120 si dim N (T — 2I) = 2;
01 2

2 0|0

1 20 si dim N (T —2I) = 3;
0 0]2
=10 0

0/2]0 si dim N(T — 2I) = 4.
0 0]2
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Ejemplo 5.23. Sea D el operador de derivacién en el espacio R() [x] de polinomios de grado
menor o igual que 3. Si

£ = {po(x) = 1,p1(x) = x, pa(x) = 22, p3(z) = 2},

en el Ejemplo 2.27 vimos que

[D]e =

o O O O
o O O
O O N O
o w o O

i, Cudl es la forma canénica de Jordan de D?

Es facil ver que pp(x) = mp(z) = z*, con lo cual existe un vector en el espacio R()[z]
que es ciclico para D. Ademaés, sabemos que

D(z%) = 322,
D(3z?%) = 6,
D(6z) = 6,
D(6) =0,

Entonces, si consideramos la base

B = {q(z) = 2°,q1(z) = 32%, g2(x) = 6z, g3(z) = 6},

resulta que

O O = O
o= O O
= o o O
o O O O

es la forma de Jordan de D.

5.5. [Ejercicios
1. Sea W un subespacio de un K-espacio vectorial V. Probar que:

a) la relacién de congruencia médulo W es una relacién de equivalencia;

b) la proyeccién al cociente 7 : V' — V/W es un epimosfismo.

2. Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, sea 7' € L(V') un operador nilpo-

tente de orden k. Probar que dim N(7") > dim ]X,((TTQ)) > ... >dim NN(Tk)

(TF=1)"

3. Consideremos los operadores lineales Rg, Sy, Ha y Px introducidos en la seccién de
Ejercicios del Capitulo 2. Sea £ = {e1, ez} la base canénica de R2.

a) Probar que Z(e1, Rz) = R? = Z(e2, Rz).
b) Hallar Z(e1,Sy) y Z(e2, Sy).
¢) Probar que Hy no tiene vectores ciclicos.
)

d) Hallar Z(e1, Px) y Z(e2, Px). {Puede dar algin vector ciclico de Px?
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4. Dada A € K™"*" fija, sea T' € L(K"*™) dado por
T(B) = AB — BA.

a) Probar que si A y B se diagonalizan simultdneamente, T'(B) = 0.

b) Probar que si A y B son nilpotentes y T(B) = 0 entonces AB es nilpotente.
Hallar un ejemplo en que A y B sean nilpotentes, pero AB no lo sea.

c) Probar que si A es una matriz nilpotente de orden 2, entonces 7" es un operador
nilpotente de orden 3.

000
d) SiA=1[1 0 0], hallar Z(E12,T) y el polinomio T-anulador de F15. Verificar
1 00

que el T-anulador de Fy2 divide al polinomio minimal de 7. ;Puede hallar algin
vector T-ciclico?

5. Sea V un K-espacio vectorial y T' € L(V'). ;Es cierto que v € V es un autovector de
T asociado al autovalor A si, y sélo si, p(x) =  — A es el polinomio T-anulador de v?

6. Sea T € L(R®) cuya representacién matricial en la base canénica de R® es

20000
02000
A=1]10 0 3 0 O
000 320
0000 3

a) Probar que T no tiene ningin vector ciclico.
b) Hallar el subespacio ciclico generado por (1,1,—1,—1,—1).
7. Sea T € L(C3) tal que
3 1 -2
A=[-1 0o 5,
-1 -1 4

es una representacion matricial de 7'. Hallar la forma de Jordan de T y una base B de
C3 tal que [T)g es una matriz de Jordan.

8. Sea T € L(R®) tal que

01000
00020
A=[100 0 0],
000710
0000 1

la representacién matricial de T en la base canénica de R®.

a) ;Es T diagonalizable?

b) Hallar, en caso de que exista, una matriz de Jordan semejante a A y la matriz de
cambio de base correspondiente.

¢) Probar que existe un operador diagonalizable D € L(IR®) y un operador nilpotente
N € L(R®), tales que T = D + N y DN = ND. Escribir las representaciones
matriciales de D y N en la base canénica de R>.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Sea T € L(R3) y sea B una base en la cual

-2 0 0
Tls=|1 -2 0
0 1 -2

Determinar, observando la matriz, el polinomio minimal y el caracteristico de T.

Hallar dos endomorfismos de R? diferentes, que tengan como forma de Jordan a la
matriz

0
0
-3

9

2 0
A=11 2
0 0

Encontrar la forma de Jordan de los operadores representados por las siguientes ma-
trices

S O~ N
N = OO

Sean

() (Y

Determinar si ambas matrices tienen la misma forma de Jordan, sin calcularla explici-
tamente.

7 Cuéles son las posibles formas de Jordan de un operador lineal T € L(C®) si pr(z) =
(x+4)%(x — 7)%(x —0)?

Sea T € L(C3) tal que

01 1
A=1|1 0 2|,
1 20
es una representacion matricial de T'. Hallar la forma de Jordan de Ty una base B de

C? tal que [T)g es una matriz de Jordan.

En cada caso, hallar todas las posibles formas de Jordan para una matriz A con los
siguientes polinomios minimales y caracteristicos.

a) pa(z) = (x —5)* y ma(z) = (x — 5)2.

b) pa(z) = (z —2)*(z — 4)* y ma(x) = pa(z).
¢) pa(z) = (x4 3)*(z — 2)* y ma(z) = (x + 3)*(z — 2)%.

Sea
= 0 000 0 0 O
1 7 000 0 0 O
01 = 00 O O O
e 000 0 O O O
0001 # 0 O O
00000 2 0 -1
00 00 0O 0O 2 0
00 0 0 0 -1 0 3
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a) Hallar la forma de Jordan asociada a A.

b) Hallar el polinomio caracteristico, el minimal, los autovalores y la dimensién de
los autoespacios asociados.

17. Hallar las posibles formas de Jordan de un operador T' € L(C?) tal que
pr(z) = @@+ 7@ =30°@+1i)° vy mr(e)=(z+7)@-3)*(z+1).

Mencionar en cada caso la dimension de los autoespacios asociados.
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Capitulo 6

Funcionales lineales: el espacio dual

En este capitulo estudiaremos las transformaciones lineales que tienen como codominio
al cuerpo K.

Definicion 6.1. Dado un K-espacio vectorial V', un funcional lineal sobre V es una
transformacion lineal de V' en K, es decir, una funcién f : V — K tal que

flau+v) =a f(u) + f(v) u,v eV, aek
Los siguientes son algunos ejemplos de funcionales lineales.

Ejemplos 6.2.

1. Dados ag,...,a, € K, sea f : K® — K dada por
flxy,. ... xp) = iz + oxg + -+ + apay, (x1,...,2n) € K", (6.1)

Este f es un funcional lineal sobre K". Ademds, si £ = {e1,e2,...,e,} es la base
canonica de K™, notemos que

f(e;) = f(0,...,0, 1,0,...,0)=¢q;, j=1,...,n.

Reciprocamente, dado un funcional lineal f sobre K" cualquiera, tenemos que

flxy,...;xn) = f <Zmlel> = Zmzf(el)
i=1 i=1

Luego, si para cada j = 1,...,n definimos o := f(e;), vemos que f tiene el mismo
aspecto que (6.1).

2. La traza tr : K™*™ — K, definida por
m
tI‘(A) = Zaii, siA= (aij) S Kmxm,
i=1

es un funcional lineal sobre K™*™,
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3. Si C([a,b]) es el R-espacio vectorial de funciones continuas sobre el intervalo cerrado
[a,b], sea L : C([a,b]) — R dada por

b
L(g) = / o(ydt, g e Clab).

La integral definida L es un funcional lineal sobre C([a, b]).

Definicion 6.3. Si V es un K-espacio vectorial, llamaremos espacio dual de V al K-
espacio vectorial de funcionales lineales sobre V', y lo anotaremos V*:

V* = L(V,K).
Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita, entonces,
dimV* =dim L(V,K) =dimV - dimK = dim V.

Por lo tanto, V* es isomorfo a V. Ademas, cada base de V' determina este isomorfismo de
una forma muy particular.

Teorema 6.4. Dado un K-espacio vectorial V- con dimV = n, sea B = {by,...,b,} una
base de V. Entonces, existe una unica base B* = {f1,..., fn} de V* tal que
Gy = s =4 o H S (6.2)
B K 0 si i#j.
Demostracion. La existencia de los (dnicos) funcionales fi, ..., f, que satisfacen las condi-

ciones (6.2) es consecuencia del Teorema 2.3, el cual asegura que una transformacién lineal
queda determinada por los valores que toma sobre los vectores de una base.

Veamos ahora que B* = {f1,..., fn} es linealmente independiente: supongamos que
existen oy, ..., a, € K tales que > ;" | o f; = Oy-. Luego, para cada j =1,...,n,
n n n
0= 0v=(bj) = (Z aifz‘) by =Y aifi(by) = by = ay.
i=1 i=1 i=1
Como ademas dim V* = dim V' = n, tenemos que B* es una base de V*. 0

La base B* = {fi,..., fn} que cumple f;(b;) = d;; se denomina base dual de la base

B = {b1,...,b,}. Una explicacién posible para tal nombre son las siguientes férmulas:
f= Zf(bl)fl para cada f € V¥, y (6.3)
i=1
v= Z fj(v)b; para cada v € V, (6.4)
j=1

las cuales muestran que B y B* tienen roles duales, en el sentido de que usando la base B*
podemos calcular los coeficientes para representar a cada vector v € V con respecto a la
base B, y viceversa.

Para comprobar (6.4), fijado un vector v € V', sabemos que existen tunicos oy, ..., a, € K
tales que v = Y1 | o;b;. Ademds, para cada j = 1,...,n, resulta que

fi(v) = £ (Z aibi) =Y aifi(bi) =) ibij = aj.
i=1 i=1 i=1
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Por lo tanto, v = Z?Zl fj(v)bj, como queriamos probar. Esto dice ademds que fi,..., fy
son justamente los funcionales coordenados con respecto a la base B.

Andlogamente, fijado un funcional f € V*, existen unicos Si,...,08, € K tales que
f= Z?:l Bjfj. En este caso, para cada i = 1,...,n, tenemos que

F) = | D85 | b= Bifibi) = Bids = Bi,
j=1 j=1 =1

lo que prueba (6.3), generalizando el primero de los Ejemplos 6.2.

Ejemplo 6.5. En el K-espacio vectorial K™ [z] generado por los polinomios de grado menor
o igual a n, consideremos los funcionales Lg, L1, ..., L, determinados por n 4 1 escalares
to,t1,...,t, € K, distintos entre si, mediante

Li(p) = p(t:), 1=0,1,...,n.

Gracias a la matriz de Vandermonde es facil convencerse de que {Lg, Li,...,Ly,} es una
base de (K(™[z])*, con lo cual es natural preguntarse:

;Cusl es la base de K™[z] cuya base dual coincide con {Lg, Ly, ..., Ly,}?

La respuesta es justamente la base formada por los polinomios interpoladores de Lagrange
L = {po,pi,---,Pn}, ya que éstos estaban definidos a partir de las condiciones p;(t;) = d;j,
es decir,

Lj(pi) = pi(t;) = dji.

Estudiaremos ahora como describir a los subespacios de un K-espacio vectorial dado a
partir de los funcionales lineales definidos sobre el mismo. En primer lugar, notemos que
si V' es un K-espacio vectorial con dimV =n y f € V* es un funcional no nulo, entonces
existe un vector vy € V tal que

f(vo) # 0.

Luego, multiplicando a vy por los escalares en K es facil convencerse de que Im(f) = K, con
lo cual dim(Im f) = 1. Entonces,

dim N(f) =dimV — dim(Im f) =n — 1.

Definicion 6.6. Dado un K-espacio vectorial V' con dim V' = n, diremos que un subespacio

W de V es un hiperespacio si
dimW =n—1.

Lo que probamos antes de la definicién, es que cada funcional lineal (no nulo) f sobre V/
determina un hiperespacio, el cual es N(f). Reciprocamente, si W es un hiperespacio de V'
es facil construir un funcional lineal no nulo f tal que N(f) = W, esto ultimo queda como
ejercicio para el lector (sale usando una vez més el Teorema 2.3).

Definicion 6.7. Si S es un subconjunto de un K-espacio vectorial V', el anulador de S
se define como

S°={feV*: f(s) =0 para todo s € S}.
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Ejemplo 6.8. Consideremos en R® el conjunto
S = { (27 —2,3,4, _1)7 (_17 1,2,5, 2)? (07 0,—-1, _273)7 (17 -1,2,3, 0) }7

y calculemos el anulador de S.
En general, un funcional sobre R® es de la forma:

flo,w,x,y,2) = av+ pw + vy + dy + €z,

con «, 3,7,9d,¢ € R. Ahora, si f € S° entonces f debe verificar:

f(2,-2,3,4,-1) = 0 20+ (=2)f+3y+40+(—1)e = 0
f(=1,1,2,5,2) = 0 (—a+B+2y+5i+2 = 0
£(0.0,-1,-2.3) = 0 = (“1)y+ (=2)6 +3¢ = 0
£(1,-1,2,3,0) = 0 at(—1)B+2y+35 = 0

Sumando la segunda ecuacién con la cuarta, resulta que 4+ + 85 + 2¢ = 0. Mientras que
si multiplicamos a la tercera por (—4), obtenemos 4y + 85 — 12 = 0. Al restar estas dos
dltimas, concluimos que

e=0 y v+ 26 =0.

Por otra parte, al reemplazar estas condiciones en la primer ecuacién, resulta 2aa—25+~ = 0.
En conclusién, «, 5,7, y € deben verificar:

e = 0
y+26 = 0
20 -2+~ = 0

Entonces ¢ = 0 y, fijando los valores de dos de las variables, las restantes quedan univoca-
mente determinadas. Por ejemplo, si « =1y 8 =0 entonces vy = —2, § = 1 y el funcional

f1<v7w7‘rayvz> :U_zx—i_y

estd en el anulador de S.
En cambio, si « =0y 8 =1 entonces v =2, § = —1 y el funcional

f2(v)w)x7yvz) :w—|—2x—y

esta en el anulador de S. Por lo tanto,

S ={f1, fo} ={filv,w,z,y,2) =v -2z +y, folv,w,z,y,2z) =w+ 2z — y}.
Ejercicio 6.9. Probar que, para cualquier subconjunto S de V:
1. el anulador S° es un subespacio de V*;
2. si S es el subespacio generado por S, entonces (§)° = 5°.
Verificar ademés que {0y }° = V* y V° = {0y~ }.

Ejercicio 6.10. Probar que, si S1 y So son dos subconjuntos de un K-espacio vectorial V,
S1 €S> implica que S5 C S7.

Teorema 6.11. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, sea W un subespacio
de V. Entonces,
dimV = dim W + dim W°. (6.5)
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Demostracion. Supongamos que dimV = n y que dim W = k. Fijada una base {b1,...,b;}
de W extendamosla a una base de V, es decir, sean bgy1,...,b, € V tales que B =
{b1,.. ., bk, b1, - bp}. SIB* = {f1,....fn} eslabase dual de B, veamos que { fx11,..., fn}
es una base de W°.

En primer lugar, como f;(b;) = d;;, es facil ver que los funcionales fyy1,. .., fn pertenecen
a W°. Veamos ahora que {fxi1,....fn} es un conjunto de generadores de W°. Como B* es
la base dual de la base B, a cada f € V* podemos descomponerlo como

F=>Y_ff
i=1
Pero si f € W° entonces f(b;) =0 parai=1,...,k. Luego,

f=Y fofi

i=k—+1
es decir, f € {fx+1,.-., fn}. Por lo tanto, W° = { fxy1,....fn} ¥, en particular,
dimW°=n—k=dimV — dim W. O

Corolario 6.12. Dado un K-espacio vectorial V- con dimV = n, sea W un subespacio de
V con dim W = k. Entonces, existen gi,...,gn_r € V* tales que

n—Fk

W= ﬂ N(gi)-

i=1
Demostracion. Es una consecuencia de la prueba del teorema anterior, queda como ejercicio
para el lector. O

Proposicion 6.13. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sean W1 y Wa dos
subespacios de V. Entonces,
Wy =Wy siysdlosi Wy =Ws.

Demostracion. Si W1 = Wa, la igualdad entre los anuladores es una consecuencia del ejer-
cicio anterior.

La otra implicacién sale por la contrarreciproca. Supongamos que W7 # Wa, v para fijar
ideas supongamos que existe un vector w € Wi\ Wa (si esto no fuera cierto, intercambiamos
los roles de Wy y Wa).

Como w ¢ Wy, existe un f € Wy tal que f(w) # 0. Entonces, f € Wy \ W7 y los
anuladores también son diferentes. O

Ejemplo 6.14. Consideremos los funcionales f1, fa, f3 € (R*)* dados por
filw,z,y,2) =w+ 22+ 2y + 2,
f2(w7 x? y7 z) = 2'%. + Z7
f3(w,$7y7 Z) = 2w —4y + 3z.

El subespacio W que es anulado por estos funcionales puede calcularse explicitamente, es el
subespacio de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

w+2x+2y+z = 0 w+2y = 0
22+z2 = 0 - 2c4+2z = 0,
—2w—4y+3z = 0 —2(w+2y)+3z = 0

es decir, (w,z,y,z) € W siy sélosiw+2y =0y z =z =0. Por lo tanto,
W ={(-2,0,1,0)}.
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6.1. El doble dual

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién finita, vimos que toda base B de V tiene
asociada su correspondiente base dual B* en V*. Ahora, podriamos hacernos otra pregunta:
si B’ es una base de V*, ;existe una base B de V cuya base dual sea B'?

Una forma de encarar esta pregunta es considerar el espacio dual de V*, al que llamare-
mos el doble dual de V y lo anotaremos V**. Aplicando el Teorema 6.4, la base dual (B')*
es una base de V**. Ademds, tenemos que V** es isomorfo a V*, que a su vez es isomorfo
a V. Sin embargo, hasta ahora la tinica forma de encontrar tales isomorfismos requiere fijar
una base del espacio (y utilizar el Teorema 6.4). A continuacién veremos que hay un iso-
morfismo entre V' y V** el cual no requiere prefijar una base, y por lo tanto se lo considera
mas natural.

Cada vector v € V induce un funcional lineal sobre V* de la siguiente manera: dado
v €V, sea L, : V" = K definida por

Ly(f):=f(v), feV™

Esta funcién estd bien definida y ademas, si f,g € V* y a € K,

Ly(af +g) = (af + g)(v) = af(v) + g(v) = aLy(f) + Lu(9).
Por lo tanto, L, € (V*)* = V**,

Observacién 6.15. Siv eV, v # Oy entonces L, % Op+. De hecho, si tomamos una base
B ={b,...,b,} de V tal que by = v y consideramos su base dual B* = {f1,....f,}, resulta
que

Ly(f1) = fi(v) = fi(b1) =1 #0.
Teorema 6.16. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Luego, la aplicacion
OV > V™ dada por ®(v) = Ly,
es un isomorfismo de V en V**.

Demostracion. La funcién ® estda bien definida, ya que para cada v € V tenemos que
®(v) = L, € V**. Veamos ahora que ® es lineal. Dados v,w € V y o € K, para cada
fevs,

Laviw(f) = flav+w) = af (v) + f(w) = aLy(f) + Luw(f) = (aLy + Luw)(f),

es decir, ®(av+w) = a®(v) + ¢(w). Entonces, ® es una transformacién lineal de V' en V**.

Ademds, por la observacién anterior, si ®(v) = O+« entonces v = 0y. Esto dice que ®
es un monomorfismo. Por 1ltimo, como ya sabemos que dim V** = dim V/, resulta que ® es
un isomorfismo. O

Corolario 6.17. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Si L € V** entonces
existe un unico v € V tal que L = Ly, es decir,

L(f) = L,(f) = f(v) para todo f € V*.

Ahora si estamos en condiciones de mostrar que la respuesta a la pregunta con la que
iniciamos la seccion es afirmativa.
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Corolario 6.18. 5i V' es un K-espacio vectorial de dimension finita entonces toda base de
V* es la base dual de alguna base de V.

Demostracién. Supongamos que dimV =nysea B’ = {f1,..., f,} una base de V*. Su base
dual (B")* ={Li,...,Ly} es la tnica base de V** tal que L;(f;) = d;;.
Por el corolario anterior, existen unicos vectores v1,...,v, € V tales que

Li(f) = f(vi) paratodo f e V™.

Ademads, como ® es un isomorfismo, tenemos que B := {vi,...,v,} es una base de V
(recordar el Teorema 2.22), la cual verifica:

filvj) = Li(fi) = b4,
i.e. B’ es la base dual de la base B. O

SiB={by,...,b,} es una base de V' 'y B* = {fi1,..., fn} es su base dual, recordemos
que

n
v= Z fi(v)b; para todov e V,y (6.6)
i=1
n
= Zf(bj)fj para todo f € V*. (6.7)
j=1
Es fécil ver que la base dual de B* es la base B** = {Ly,,..., Ly, }, y en consecuencia

F=Y Lo(Nfj=)_fby)f; paratodo fe V" y
j=1 j=1

L=) L(f)L,  paratodo L€ V™ (6.8)
=1

Utilizando el isomorfismo ® del Teorema 6.16, es facil ver que (6.6) y (6.8) dicen lo mismo.
Por este motivo, suele decirse que V' es el espacio dual de V*, 6 que los espacios V' y V*
estan en mutua dualidad.

Una ventaja de esta identificacién es utilizarla al momento de calcular el doble anulador
(5°)° de un subconjunto S de V. De hecho, para cada vector v € S tenemos que

L,(f)=f(v)=0 para cada f € S°,

es decir, el conjunto {L, : v € S} estd contenido en (5°)°. Ademds, como este conjunto es
la imagen de S por ®, el subespacio generado por S es isomorfo al subespacio generado por
{Ly: veS},

S={L,: veS}C(S°)°.

Como ademas sabemos que
dim S + dim S° = dim V = dim V* = dim S° + dim(S°)°,
resulta que S y (5°)° tienen la misma dimensién. Por lo tanto,
(8°)° = S.

Teorema 6.19. Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita y S es un subconjunto
de V, entonces (S°)° es isomorfo a S.

Definicién 6.20. (5°)° es el doble anulador de S y lo anotaremos S°°.

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 120



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

6.2. Traspuesta de una transformacion lineal

Supongamos que V' y W son dos K-espacios vectoriales. Cada transformacién lineal
T :V — W induce una transformacion lineal de W* en V* de la siguiente manera: dado un
funcional g € W*, notemos que si f : V — K estd definida por

f)=g(Tv), wveV,

entonces f € V* (ya que es composicién de transformaciones lineales). Luego, definimos
T!: W* = V* como
T'(g) :=goT, gew.

Veamos que T es lineal. Dados g1,92 € W* y a € K, para cada v € V tenemos que

T'(agr + g2) v = (ag1 + g2) Tv = a g1(Tv) + g2(Tv) = a (g1 0 T)v + (g2 0 T)v
= (a T"g1) + T"(g2)) v,

es decir, T (ag1 + g2) = a T'(g1) + T%(g2). En conclusién, hemos probado el siguiente
teorema.

Teorema 6.21. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Para cada T € L(V, W) existe una
tinica T € L(W*,V*) tal que

(T'g)(v) = g(Tw), para todo g € W* y todo v € V,
A Tt la llamaremos la transformacién traspuesta de T'.
Ejemplo 6.22. Si T € L(R? R?) est4 definida como
T(z,y) = (x+y,y -z, -2z +y),
calculemos 7% : (R3)* — (R?)*. Dado ¢ € (R?)*, supongamos que
g9(x,y,2) = ax + By + vz,

para ciertos escalares a, 3,7 € K. Luego, como T%g € (R?)* para determinar cual es su
accién debemos evaluarlo en un vector arbitrario de R?:

(T'g)(x,y) = (goT)(z,y) = g(z +y,y — x, —2x +y)
=a(r+y)+ By — ) +v(-2z+y)
=(a=B=2y)z+ (a+B+7)y.

Ejercicio 6.23. Sea T : R[x] — R[z] dado por (Tp)(x) = x?p(z) + p”(z) si p € Rz].
i) Si f € Rlz]* estd definido como f(p) = p/(4), calcular el funcional T f € R[z]*.
ii) Si g € R[z]* estd definido por g(p) = fol p(z)dz, evaluar (T'g)(x3).

A continuacién enumeraremos algunas propiedades algebraicas de la traspuesta. La de-
mostracién queda como ejercicio para el lector.

Proposicién 6.24. Dados K-espacios vectoriales V., W y W',
i) (S+T)t =St + T para cualesquiera S, T € L(V,W);

i) (aT)t = oT" para todo T € L(V,W) y todo a € K;
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iii) (ST)' =T'S* para cualesquiera S € L(W,W'), T € L(V,W).

El nitcleo y la imagen de la transformacion traspuesta de T : V' — W coinciden con los
anuladores de ciertos subespacios de W y V, respectivamente.

Teorema 6.25. Sean V y W dos K-espacios vectoriales. Si T € L(V,W) entonces
N(T") = Im(T)°.
Ademas, si los espacios son de dimension finita entonces
i) g(T") = rg(T), y;
ii) Im(T*) = N(T)°.
Demostracién. Dado g € W*, g€ N(T!) siy sélosi goT = Oy-, o equivalentemente,
g(Tv) =0 para todo v € V.

Por lo tanto, g € N(T") si y sélo si g € Im(T')°.

Ahora, supongamos que dim V' = n y dim W = m. Supongamos ademés que r := rg(7T") =
dim Im(T'). Luego, usando la caracterizacién de N(T%) y (6.5) tenemos que

dim N(T%) = dim Im(T)° = dim W — dim Im(7T") = m — r.
Ademds, como T* € L(W*,V*) sabemos que
dim Im(7") = dim W* — dim N(T") = m — dim N(T") =m — (m —7r) = 1.

Por lo tanto, rg(T%) = rg(T).

Para verificar la igualdad entre Im(T") y el anulador de N (7'), mostraremos que Im(7%) C
N(T)° y que ambos subespacios de V* tienen la misma dimension.

En primer lugar, si f € Im(T"), existe un g € W* tal que f = T'g = g o T. Luego, para
cada v € N(T'), tenemos que

f(v) = (goT)v=g(Tv) = g(0) =0,
es decir, f € N(T)°. Por lo tanto, Im(7T") es un subespacio de N(T)°. Ademés,
dim Im(7T"*) = rg(T") = rg(T) = dimIm(7T) = dim V — dim N(T) = dim N(T)°,
donde usamos (6.5) para la tltima igualdad. Por lo tanto, Im(7%) = N(T)°. O

Ejercicio 6.26. Si V' y W son dos K-espacios vectoriales de dimensién finitay T' € L(V, W),
probar que
dim N(T%) = dim N(T) + dim W — dim V.

Teorema 6.27. Sean V y W dos K-espacios vectoriales con dimV =n ydim W = m. Sean
By y Bw bases de V. y W, con bases duales By, y By, respectivamente. Si T € L(V,W)
entonces

[Tt]B;,B;V = ([T]BW7BV)T'
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Demostracion. Supongamos que las bases estdn dadas por

By =A{v1,...,von}, Bw ={wi,...,wn},
By ={fi,.---, fn}, By ={91,---,9m}

Si [T]gy B, = A = (4;;) € K™ y [T = B = (By;) € K™™, tenemos que

By, By,

m
T’Ui: E Ajl-wj z':l,...,n,
j=1

n
Ttgl:ZBklfk l=1,...,m. (6.9)
k=1

Por otra parte, para cada f € V* sabemos que f = > """ | f(v;) f;. En particular, si f = T"g,
para algin j = 1,...,m resulta

n
T'q; = T'g;(vi) fi-
i=1
Entonces, necesitamos calcular los escalares T%g;(v;). Dados i =1,...,ny j=1,...,m,
m m m
T'g;(vi) = g;(Twi) = gj (Z Akﬂ%) = Apigi(wp) = Agibjr = Aji,
k=1 k=1 k=1
con lo cual T'g; = Y7 | Aj; fi. Comparando esto dltimo con (6.9), resulta que
Bij:Aji paratodoizl,...,nyj:1,...,m,
es decir, B=AT. O

El teorema anterior nos da una forma alternativa de calcular la traspuesta de una trans-
formacién lineal. Revisemos una vez mas el Ejemplo 6.22.

Ejemplo 6.28. Si T € L(R?,R3) esta definida como T(z,y) = (z + y,y — =, —2x + y),
calculemos 7% : (R3)* — (R?)* utilizando la matriz de T

Si & y &3 denotan las bases canénicas de R? y R3, respectivamente, comencemos calcu-
lando [Tg, .¢,. Como

T(1,0)=(1,-1,-2) y T(0,1)=(1,1,1),

tenemos que

1 1
[T]53,52 =|1-11
-2 1

Por el teorema anterior, resulta que

[Tt]gg,g; = (Tgye) = G _11 _12) .

Veamos ahora como reconstruir a 7% a partir de esta informacién. Recordemos que

ggz{fl(‘r?yaz):x? fz(x,y,z):y, f3(w,y,z):z}, y
& ={gq1(z,y) =z, 92(z,y) = y}.
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Dado f € (R®)*, supongamos que f(z,y, z) = az + By + 7z, es decir,

f=aft+Bf+7f3.

Luego,

T'f =T"afi + Bf2+7fs) =T fi + BT fa + 4T f3
=a(l.gr +1.g2) + B((—1).91 + 1.92) +7((=2).g1 + 1.g2)
=(a—=B—=27)g1 + (a4 B+ 7)ge.

Por lo tanto, (T*f)(z,y) = (o — B — 2v)z + (a + B + 7)y, como ya habiamos visto antes.

6.3. Ejercicios

1. Hallar la base dual de cada una de las siguientes bases:

a) B=1{(1,0,-1),(1,1,0),(1,0,0)} base de R3.
b) B={(—i,0),(1,1 —4)} base de C2.

_ 10 0 -1 0 0 1 0 952
31 { 0 ) (4 e

2. Consideremos los siguientes vectores de R3:
U1 = (71, *170); V2 = (07 1)*2); U3 = (15()’ 1) .

a) Probar que forman una base de R? y hallar su base dual.

b) Supongamos que f : R® — R es un funcional lineal tal que

f(v1) =1; f(v2) = —f(v1); flvs) =3.

Hallar explicitamente a f(z,y, z) para todo (z,y, z) € R3. ;Cudnto vale f(3,4,0)?
¢) Hallar un funcional lineal g : R* — R tal que

g(v1) = g(va) = 0; g(vg) #0.

3. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f un funcional lineal sobre V,
no nulo. ;Qué dimensién tiene N(f)?

4. Hallar un hiperespacio de R? y uno de R3. Interpretar graficamente.

5. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sean f y ¢ funcionales lineales
sobre V', tales que h(x) = f(x)g(x) es un funcional lineal sobre V. Probar que, o bien
f =20, 0 bien g =0.

Sugerencia: Evaluar h en o - x para a € K.

6. Consideremos C(2) [x], el C-espacio vectorial generado por los polinomios de grado
menor o igual a 2 con coeficientes complejos.

a) Si definimos las funciones fi, fo y f3 de C[z] en C mediante
fr(p) = p(k —1) para p € Cy[z],

probar que B* = {f1, fa, f3} es una base del espacio dual de C?|z].
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b) Hallar una base de C®[z], tal que B* sea su base dual.
7. Sea V un K-espacio vectorial. Probar que, para cualquier subconjunto S de V:

a) el anulador S° es un subespacio de V*;

b) si S es el subespacio generado por S, entonces (g)o = 5°.
Verificar ademés que {0y }° = V* y V° = {0y }.

8. Hallar el subespacio S° en cada uno de los siguientes casos:

a) §=1(1,1,0,0,0),(2,—1,1,2,0)} C RS.
b) S:{(%Z/»Z)i$+y+2z:0/\x—3z:O}C]R3.
¢) S={l14+xz+a? 2+ a3+ 224, 23} C Ry[z].

9. Sea W el subespacio de R* generado por u = (2,3,1,1) y v = (1,0, —-1,2). ;Qué
funcionales lineales

J(w1, 20,23, 04) = 121 + c2w2 + 323 + caxq  (C1,C2,¢3,¢4 € R)
pertenecen a W°?
10. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Probar que:

a) Si Ay B son subconjuntos de V' tales que A C B entonces B° C A°.
b) Si Wi y Wy son subespacios de V' entonces,
1. (Wl + Wg)o = Wlo N WQO
ii. (WiNWp)°=Wp+Ws.
c) Sean Wy = {(z1,29,23,24) : ®1 —23 =0 A 21+ 22+ 24 =0} y Wo :m
subespacios de R*. Hallar una base para (Wj +W2)° y una base para (W; N W5)°.

11. Sean U, V y W tres K-espacios vectoriales. Probar que:

a) (S+T)"=8"+T! para S,T € L(U,V).
b) (aT)t =aT! paraa e Ky T € L(U,V).
¢) (ST)! = T'S! para S € L(V,U) y T € L(W, V).

12. Sea f un funcional lineal sobre C2, dado por f(u,v) = au + Bv (a,3 € C). Hallar
g=T'f = foT, siendo T alguno de los operadores Py, Sy, Hy introducidos en los
Ejercicios del Capitulo 1.

13. Sea T : R? — R* la transformacién lineal dada por
T(z,y) = (z+y,z,2—2yy).
Calcular T*(f), para el funcional lineal f de R* dado por

f(s,tyu,v) =s—2t+u+wv.

14. Sea T : R* — R? la transformacién lineal dada por
T(z,y,z,w) = (x —y,z — 2z, —w).
Calcular T*(g), para el funcional lineal g de R® dado por

g(t,u,v) =3t+4u—wv.
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15. Sea T : R[z] — R[z] dado por (Tp)(x) = z?p(z) + p () si p € R[x].

a) Si f € R[z]* esta definido como f(p) = p/(4), calcular el funcional T f € R[z]*.

b) Sig € R[z]* estd definido por g(p) = fol p(x)dz, evaluar (T'g)(x?).

16. Sea T € L(R?) dado por T(z,y) = (—y, z).

a) Hallar la representacién matricial de T € L((R?)*) en la base dual de la base
canénica de R2.

b) Hallar el nicleo y la imagen de T y analizar inyectividad, suryectividad y biyec-
tividad.

17. Dada una matriz B € K™"*"™ fija, sea fp : K"*" — K la funcién definida por
fe(A) =tr(B' A).
Probar que:

a) fp es un funcional lineal sobre K™*™.

b) La funcién T : K"*" — (K™*™)* dada por T(B) = fp es una transformacién
lineal de K™*™ en (K™*™)*.

¢) T es un isomorfismo entre K™*™ y (K"*™)*,

18. Si V' y W son dos K-espacios vectoriales de dimensién finita y 7' € L(V, W), probar
que

dim N(T") = dim N(T) + dim W — dim V.
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Capitulo 7

Espacios con producto interno

A lo largo de este capitulo K = R 6 K = C, es decir, nos restringiremos a considerar el
cuerpo de los niimeros reales R y el cuerpo de los niimeros complejos C, incluso en algunos
casos tendremos que explicitar cual es el cuerpo sobre el que estamos trabajando.

Al presentar la definiciéon de un K-espacio vectorial hemos generalizado la estructura
lineal (adicién y multiplicacién por un escalar) de los espacios R? y R3, pero hemos ig-
norado otros aspectos importantes para poder desarrollar alguna clase de geometria sobre
los K-espacios vectoriales abstractos. En particular necesitamos introducir las nociones de
“longitud de un vector” y “angulo entre vectores”, las cuales desarrollaremos a partir del
concepto de producto interno.

Para esto usaremos como modelo al espacio R?. En dicho espacio la longitud y el 4ngulo
se definen a partir del producto escalar:

—

Ty =x1y1 + T2y2 + T3Y3, si® = (x1,22,23), ¥ = (Y1,Y2,Y3)-

Més precisamente, dado un vector & = (21, z2, 23) € R? la longitud de ¥ estd dada por

2] = \/a% + 23 + 23 = /T - 7,

y si ¥ = (y1,y2,y3) es otro vector de R? el dngulo (minimo) entre Z e i/ es el tinico 6 € [0, 5]
que verifica

ST
<y

cosf =

Intentaremos introducir una estructura similar al producto escalar de R3 en K-espacios
vectoriales abstractos, de la siguiente manera.

B
<y

Definicion 7.1. Dado un K-espacio vectorial V', un producto interno sobre V' es una
funcién (-,-) : V. xV — K tal que, para u,v,w € V cualesquiera y para todo « € K, verifica
las siguientes condiciones:

i) (au+v,w) = a{u,w) + (v, w);
i) (v,w) = (w,v);
i) (v,v) > 0 siv #0.

Observacién 7.2. Las siguientes son algunas consecuencias inmediatas de la definicion:
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» Del item i) se deduce que <6,v> = 0 para todo v € V, ya que

<6,v> = (Ov,v) =0 (v,v) =0.

En particular, v = 0 es el tinico vector en V que satisface (v,v) = 0.

» De los items i) y ii) se deduce que

(u, av + w) = @ (u,v) + (u,w) para cualesquiera u,v,w € V, a € K.

» La barra sobre el miembro derecho en la igualdad del item i) denota al complejo
conjugado del escalar correspondiente. En el caso en que K = R, esta conjugacién se
omite (porque el conjugado de un nimero real es el mismo nimero). Pero en el caso
en que K = C esta conjugacién es indispensable para la coexistencia de los {tem i) y
i1), sin ella arribarfamos a la siguiente contradiccién: dado v € V' cualquiera,

(v,v) >0 v —1(v,v) =i?(v,v) = (iv,iv) > 0.

Ejemplos 7.3. A continuacién enumeramos varios ejemplos de productos internos sobre
diferentes K-espacios vectoriales.

1. En K", el producto interno canénico esta definido por
n
(x,y) = inE, sizx=(z1,...,20),y = (y1,...,yn) € K"
i=1

Le adjudicamos el adjetivo “canénico” porque este producto interno se define a partir
de las coordenadas de los vectores con respecto a la base candnica de K".
2. En R?, consideremos el producto interno dado por
(z,y) = m1y1 — 121 — T1Y2 + 4T2Y2, si z = (z1,72),y = (y1,32) ER® (7.1)

Es facil comprobar que satisface i) y ii). Para verificar que vale i), notemos que si
x = (x1,22) # (0,0) entonces

(z,x) = 22 — 2wyw9 + 422 = (21 — 22)? + 325 > 0.

3. En K™*™_ podemos definir un producto interno mediante
(A, B) = tr(B*A), si A,B e K™™,

donde B* € K™*" denota a la matriz adjunta de B, es decir, B}; = Bj;.

Aunque no lo parezca, este producto interno es muy similar a los anteriores, ya que si
A = (A;5), B = (Byj) € K"*™ entonces

(A, B) = tr(B*A) = Z(B*A)jj = Z (Z B;‘-‘iAij> = Z ZAZ-J-B;.‘Z»
7j=1 7j=1 =1 =1 7=1
= > AyB;
i=1 j=1
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4. En C(]—1,1]), consideremos
1
(ro) = [ fawi fgec(-11).

Este también es un producto interno sobre C/([—1,1]).

Ejercicio 7.4. Comprobar que los anteriores son realmente productos internos sobre los
diferentes K-espacios vectoriales.

Los isomorfismos entre K-espacios vectoriales nos permiten replicar productos internos
de un espacio en otro. Dados dos K-espacios vectoriales isomorfos V' y W, supongamos que
(-,-) es un producto interno sobre W. Si T" € L(V,W) es un isomorfismo, entonces

(u,v)p = (Tu,Tv), u,v €V,

define un producto interno sobre V' (jcomprobarlo!).
En particular, si dimV =ny B = {b1,...,b,} es una base de V', sea T' € L(V,K") el
isomorfismo dado por
Tbi:ei, izl,...,n,

siendo € = {ey, ..., e, } la base candnica de K". Entonces, tenemos el producto interno sobre
V dado por
n n n n n n n s
<Z aibiaZﬁjbj> = <T (Z aibi> T Bib > = <Zai€i725j6j> = aifi.
i=1 j=1 T i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

En particular, verifica que (b;, b;), = ds;.

Definicién 7.5. A un K-espacio vectorial V' dotado de un producto interno (-, -), lo llama-
remos espacio con producto interno y lo anotaremos (V, (-, -)).

A un R-espacio con producto interno de dimensién finita se lo suele llamar espacio
euclidiano, y a un C-espacio con producto interno de dimension finita se lo suele llamar
espacio unitario.

Observacién 7.6. Si (V,(-,-)) es un espacio con producto interno con dimV =ny B =
{b1,...,b,} es una base de V, entonces (-, -) estd completamente determinado por los valores

Gij = (bj,bi),  i,j=1,...,n.

En efecto, si u,v € V son vectores arbitrarios y sus coordenadas en la base B estan dadas
por

[U]B = (0&1, Ce. ,Om)—r y [’U]B = (51, Ce ,ﬂn)T,
entonces
(u, ’U> = <Z Oéibi, U> = Z (67 (bi, ’U> = Z (673 <bi, Z ﬂjbj> = Z (674 ZF] <bi, bj>
i=1 i=1 =1 j=1 i=1 j=1
YN whGi =35 (Z Gﬁai) =Y B(Gluls),;
i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
= [v]g" G [u]s,
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donde G € K™ " es la matriz dada por los coeficientes Gy = (bj, b;) v [v]g" = (B1,.- ., Bn).

Esta matriz hereda varias propiedades de los axiomas que definen al producto interno.
El item i7) garantiza que G es autoadjunta, es decir G* = GG, mientras que el item iii) dice
que
X*GX >0 para toda X € K™,

Por esto tdltimo diremos que G es definida positiva. Lo que acabamos de mostrar es que
todo producto interno de V esta determinado por una matriz definida positiva. Reciproca-
mente, fijada una base B, toda matriz definida positiva G € K™®*" determina un producto
interno en V mediante (u,v) := [v]g* G [u]g (jcomprobarlo!).

Dado un espacio con producto interno (V (-,-)), sea @ : V' — R la funcién definida por
Q) =(v,v), wveV

Esta es la forma cuadratica asociada al producto interno, le decimos asi porque si v € V
y a € K entonces

Q(aw) = (av, aw) = aa (v,v) = |af* (v,v) = |a?Q(v).

Veamos que el producto interno esta determinado por (), mediante la identidad de pola-
rizacion. Esta identidad se presenta de dos formas diferentes, de acuerdo a si el cuerpo es
el de los niimeros reales 6 el de los complejos.

Si K =R, dados u,v € V tenemos que

Qu+v)=(u+v,u+v)=(u,u+v)+ (v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= Q(u) + 2 (u,v) + Q(v),
mientras que Q(u —v) = Q(u) — 2 (u,v) + Q(v), de donde deducimos que

1

(u,v) = Z(Q(u—{—v) —Q(u—v)). (7.2)

En cambio, si K = C, dados u,v € V repitiendo el argumento anterior vemos que

Qu+v)=(u+v,u+v)=Q(u) + 2Re((u,v)) + Q(v), 'y
Q(u—v)=(u+v,u+v) =Q(u) — 2Re((u,v)) + Q(v),

con lo cual .
Re((u,v)) = 7(Q(u+v) = Qu —v)).
Ahora, recordando que Im(z) = Re(—iz) si z € C, tenemos que
Im((u,v)) = Re(—i (u,v)) = Re(i (u,v)) = Re({u,iv)) = %(Q(u + iv) — Q(u — iv)).
Por lo tanto,

(u,v) = Re({u,v)) + ¢ Im({u, v))

= %(Q(u +v) — Q(u—v) +iQ(u+ iv) — iQ(u — iv))
_1 3 i*Qu + i*v
=3 kZ:O Q(u+i*v). (7.3)

Como anticipamos al comienzo, las férmulas (7.2) y (7.3) son las identidades de polarizacion
para el caso real y para el caso complejo, respectivamente.
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Proposicién 7.7. Si (V,(-,-)) es un espacio con producto interno y W es un subespacio de
V', entonces (W, (-,-)) también es un espacio con producto interno.

Demostracion. Sélo hace falta convencerse de que la restriccién del producto interno (-, -) a
w,
(,) W xW =K,

verifica las condiciones que definen a un producto interno, pero esto es inmediato ya que las
verifica para un dominio mayor (V' x V). O

7.1. Longitudes y angulos entre vectores

Cada producto interno determina una norma, la que a su vez determina una distancia
entre vectores.

Definicién 7.8. Dado un espacio con producto interno (V; (-, -)), para cada v € V la norma

de v se define como
[v]] == v/ {v,v).

La norma asociada a un producto interno tiene una serie de propiedades que reuniremos
en el siguiente resultado.

Proposicién 7.9. Si (V,(-,-)) es un espacio con producto interno, para vectores u,v € V
cualesquiera y para todo o € K tenemos

i) |Jv]| > 0 siv#0;

it) [lowl| = |af [lv]);
iii) | (u,v) | < lull [Jvll;
w) [Ju+ vl < [lull + v

La ultima desigualdad del enunciado se conoce como la desigualdad triangular, ya
que puede interpretarse como que la longitud de cada lado de un tridngulo es menor o igual
a la suma de las longitudes de los lados restantes.

<

&1

Figura 7.1: El vector w es la suma de los vectores u y v.

Demostracion. Los items i) y i) son consecuencias inmediatas de las propiedades del pro-
ducto interno.

Probemos ahora el item #ii). Sean u,v € V vectores arbitrarios. Si u = 0, la conclusién
es cierta. Supongamos en cambio que u # 0 y consideremos el vector
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Entonces, (w,u) = (v,u) — fll;ﬁ@ (u,u)y = 0y ademas,

0 < (w,w) = <U - <U’u2>u,w> = (v,w) — iféﬁ? (u,w) = (v, w)

[[ul
= <U,U - <HU1;|1|L2>U> = (v,v) — <”U1;’T2> (v, u)
— HUH2 _ | <U7u> |2
[ul®

es decir, | (v,u) |2 < ||v]|?||u/|?, o equivalentemente, | (u,v) | < |lul| |Jv].
Finalmente, usaremos #ii) para probar la desigualdad iv):
lu4v]|* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2Re((u, v)) + (v, v)
= [lull* +2Re((u,v)) + [|v]|?
<l + 2[ (u, 0) [ + o
<l + 2fjul [0l + [[ol* = (full + [[o])?,
es decir, u+vl| < [lull + o] =

Por otra parte, la desigualdad del item iii) de la Proposicién 7.9 es conocida como
desigualdad de Cauchy-Schwarz y se manifiesta de distintas formas, de acuerdo al
producto interno involucrado. Veamos su aspecto en los Ejemplos 7.3:

1. En K", siz = (z1,...,Zn) € Yy = (Y1, -, Yn),

n n 172 / p 1/2
zxiyig(zmr?) (zw) .
=1 =1 =1

Esta es la versiéon de la desigualdad que probd originalmente el matemaético francés
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) en 1821 (en el caso en que K = R).

2. EnR?, siz = (x1,22) e y = (y1,Y2),

1/2 1/2
w1yt — way1 — w1ye + dzays| < (21 — 22)? +322) 2 (g — 9)? +34%) %,

3. En K™,
|te(B*A)| < (tr(A*A))"* (r(B*B))">.

4. En C([-1,1]),

’ / 11 f (t)g(t)dt‘ < ( / 11 f(t)%lt) " < / 11 g(t)2dt>1/2,

Esta es la version de la desigualdad que probd el matemético aleman Hermann Schwarz
(1843-1921) en 1886.

El siguiente resultado se conoce como la identidad del paralelogramo debido a su
interpretacion geométrica: en cada paralelogramo, la suma de los cuadrados de las longitudes
de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados.
La demostracién queda como ejercicio.
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Figura 7.2: La suma de los cuadrados de las longitudes de u+v y u — v coincide con el doble
de la suma de los cuadrados de las longitudes de u y v.

Proposicién 7.10 (Identidad del paralelogramo). Sea (V,(-,-)) un espacio con producto
interno. Si u,v € V entonces,

o+ ol|* + flw = v]|* = 2(J[ull* + [[0]|*).

Asociada a cada norma tenemos una nocién de distancia. Si (V,(-,-)) es un espacio
con producto interno, consideremos la funcién d : V- x V' — [0, +00) definida por

d(u,v) = [jJu —vl|, u,v e V. (7.4)

Esta distancia nos permite interpretar a la norma de un vector v € V como la longitud de
v, ya que ||v|| coincide con la distancia entre el vector v y el vector nulo.

Ejercicio 7.11. Si d es la distancia en (V,(-,-)) dada por (7.4), probar que verifica las
siguientes propiedades: dados u,v € V,

i) d(u,v) =0siy sélo siv=u;
i) d(u,v) = d(v,u);
iii) d(u,v) < d(u,w) 4+ d(w,v) para cualquier w € V.
Ahora presentaremos una nocién de perpendicularidad, la cual lleva implicita la idea de
“angulo” entre vectores.

Definicién 7.12. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno. Dados u,v € V, diremos
que son vectores ortogonales si (u,v) = 0, y lo anotaremos u_lv.

Notemos que 0Llv para todo v € V. Ademds es el unico vector con esta propiedad,
porque si u_lv para todo v € V' en particular vale que (u,u) = 0, lo que implica que u = 0.

Teorema 7.13 (Pitdgoras). Siu y v son vectores ortogonales en V', entonces
lu ] = [lul® + o).
Demostracion. Si ulv entonces
lu+v? = (u+v,u+v) = (u,u) + 2Re((u,v)) + (v,v)
= (u,u) + (v,v) = [[ul® + [|v]|%.
O

La prueba anterior muestra que ||u+v[|? = |Jul|? + ||v||? si y sélo si 2 Re({u,v)) = 0. Por
lo tanto, la reciproca del Teorema de Pitagoras también es valida en R-espacios vectoriales
con producto interno.
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Definicién 7.14. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno. Dados dos vectores no
nulos u,v € V, el dngulo (minimo) entre u y v es el tnico 0 € [0, 7] tal que

cos(f) = {uw,v)

lull ol

(u0)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz asegura que —1 < Tl Tl < 1, con lo cual garantiza
que el angulo entre u y v esta bien definido.

Definicién 7.15. Si S es un subconjunto de V', diremos que S es un conjunto ortogonal
si cada par de vectores distintos de S son ortogonales entre si, es decir, si u,v € Sy u # v
entonces u_lv. Diremos que el conjunto S es un conjunto ortonormal si es ortogonal y
ademds ||v|| = 1 para todo v € S.

Veamos algunos ejemplos de conjuntos ortonormales.
Ejemplos 7.16.

1. La base Canénica g = € P €S un COI].'IHI‘O OIIOIIOIIIIal en K?’L con res eC‘O al
1, ) N
producto interno candnico.

2. Si V = K™™ consideremos el conjunto {EP?: p=1,...,n, ¢ =1,...,m} donde
EP4 es la matriz cuya tnica entrada no nula es un 1 en la entrada p, ¢ (fila p, columna
q). Este conjunto es ortonormal con respecto al producto interno (A, B) = tr(AB*),

ya que
(EP9 E™®) = tr(EPYE™)") = tr(EPIES") = tr(0g s EP") = 6g.6 tr(EP") = 0g,50p,r-

En el argumento de arriba hemos abusado sistematicamente de la notaciéon ya que

utilizamos la misma notacién para matrices de distintas dimensiones, por ejemplo,
(Er,s)* = 5T ¢ Kmxn y EPAEST — 5q7sEp,r € Rnxn,

3. Si V = C([0,1]) dotado con el producto interno (f,g) fo t)dt, consideremos
las funciones

fe(z) = V2cos(2mkz) y gi(x) = V2sen(2rkz).

Luego, el conjunto {1, f1, g1, f2, g2, ..} es un conjunto ortonormal infinito. Para veri-
ficar esta ultima afirmacion es necesario calcular las integrales

1
/ cos(2mkx) sen(2nlx)dzx,
0

para (k,l) € N x N cualquiera.

Que los conjuntos que propusimos en los ejemplos sean linealmente independientes no
es un casualidad, ya que todo conjunto ortogonal es linealmente independiente. Antes de
probarlo, veamos que los vectores del subespacio generado por un conjunto ortogonal (de
vectores no nulos) admiten una tnica representacion.

Proposicién 7.17. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sea {vi,...,vp} un
conjunto ortogonal de vectores no nulos de V. Siw € {v1,...,ux}, entonces w se representa
de manera inica como combinacion lineal de vy, ...,v; como
=y e
2 Vi
v
2l
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Demostracion. Sea w € W := {vy,...,v}. Luego, existen ay,...,a; € K tales que w =
a1v1 + Vs + ... + aivE. Veamos que ag, ..., q; estan univocamente determinados: para
cada j =1,...,k,

k
(w,vj) <Z %%%> =Y i (v, v5) = o (v,05) = gl |,
i=1
es decir, o — {wvy) O
I g2

Teorema 7.18. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno. Si S C V es un conjunto
ortogonal de vectores no nulos, entonces S es linealmente independiente.

Demostracion. Supongamos que S es un conjunto ortogonal de vectores no nulos. Recor-
demos que, para probar que S es linealmente independiente, alcanza con mostrar que todo
subconjunto finito de S es linealmente independiente. Sea Sg := {s1,..., s;} un subconjun-
to finito de S. Por la Proposicién 7.17, como Sg es ortogonal, todo vector del subespacio
generado por Sr admite una tnica representacién como combinacién lineal de los elementos
de S F.

En particular, si 0 se escribe como combinacién lineal de los vectores de Sp como 0 =
B151 + Basa + ... + Brsy, resulta que cada [ es:

(055) o
/8~ = = == 0.
sl sl
Por lo tanto, S es linealmente independiente. Como Sr era un subconjunto finito arbitrario
de S, tenemos que S es linealmente independiente. ]

Como consecuencia del teorema anterior, si (V, (-,-)) es un espacio con producto interno
de dimensién finita, el cardinal de cualquier subconjunto ortogonal (de vectores no nulos)
esta acotado superiormente por dim V.

Teorema 7.19. Sea {b1,...,b,} un conjunto linealmente independiente de un espacio con
producto interno (V, (-,-)). Entonces, existe un subconjunto ortogonal {vi,...,v,} en V tal
que, para cada k=1,...,n,

{bl,...,bk} :{vl,...,vk}.

Demostracion. Construiremos los vectores vy, ..., v, recursivamente. En primer lugar, sea
v1 := by. Luego, supongamos construidos vy, ..., v, tales que, para cada k=1,...,m,
{v1,...,vx} es una base ortogonal de {b1,...,bx}.

Entonces, definimos
m

. m—l—lavz
i=1 g
Notemos que vy,4+1 # 0 porque, en caso contrario, by, 41 € {vi,...,om} = {b1,..., b} 1o
que resulta absurdo. Ademas, si j = 1,...,m,
_ S <bm+1,Ui> _ - m+1avz
<Um+1,vj> - bm+1 - Z W 'Ui,'Uj - m+17/Uj Z ”'U H2 Z7vj>
i=1 ! =1 ’
m
+1, ;) (b1, ;)
= m+17v] Z W’Lv H,Q - zg <’Uj7vj> = <bm+17'Uj> Tﬁ ‘igj H j||2
i=1 !

= <bm+17vj> < m+1,U]> 0.
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Entonces, {v1,...,vn+1} es un sistema ortogonal de vectores no nulos en {b1, ..., by,+1}. Por
el Teorema 7.18, resulta que {v1,...,Um+1} es una base de {b1,...,bp4+1}, como querfamos
probar. O

El método utilizado en la demostracién anterior se conoce como proceso de ortogo-
nalizacion de Gram-Schmidt.

Corolario 7.20. Todo espacio con producto interno de dimension finita tiene una base
ortonormal.

Demostracion. Supongamos que (V, (-,-)) es un espacio con producto interno con dimV =
n, y que {b1,...,b,} es una base de V. Por el Teorema 7.19, existe una base ortogonal
{v1,...,v,} de V. Luego, si para cada i = 1,...,n definimos e; = ”zz”, el conjunto & =
{e1,...,€en} es una base ortonormal de V. O

Ejemplo 7.21. En R3, consideremos la base B = {by, bo, b3} dada por
b1 =(3,0,4), by=(-1,0,7), y b3=(2,9,11).

Aplicando el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt con respecto al producto interno
canodnico, obtenemos

(b2, v1) 25
() 2 e vy = (=1,0,7) 25(3,0, ) = (—4,0,3),
(b3, v1) (b3, v2) 50 25
= b3 — — =(2,9,11) — —(3,0,4) — —(—4,0,3) = (0,9, 0).
v3 3 [o1]]2 v1 [v2]2 vy = (2,9,11) 25(, ,4) 25( ,0,3) =(0,9,0)

Entonces, {v1,v2,v3} es una base ortogonal de R3. Normalizando los vectores, vemos que
&= {61 = (%,0, %),62 = (—%,O, %),63 = (0, 1,0)} es una base ortonormal de R?.

El proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt es una aplicacién repetida de una ope-
racién geométrica béasica, la proyeccion ortogonal sobre un subespacio. Este método
también aparece de forma natural en la solucién de un importante problema de aproxima-
cién, el problema de cuadrados minimos, el cual presentamos a continuacién.

Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sean W un subespacio de V y v € V.

El problema de cuadrados minimos consiste en encontrar, si existe alguno, un wyg € W tal
que

v — wpl| = min ||[v —w|, 7.5

| of| = min || | (7.5)

es decir, un wp € W tal que ||v — wpl| < ||v — w|| para todo w € W.

Teorema 7.22. Dado un espacio con producto interno (V,{-,-)), sean W un subespacio de
V yv e V. Entonces,

i) wo € W satisface (7.5) si y solo si (v — wo,w) =0 para todo w € W.
it) Si existe un wog € W que satisface (7.5), éste es unico.

1) SidimW =n y {e1,...,en} es una base ortonormal de W, entonces

n
wp = Z (v,e;)e; es la unica solucion de (7.5).
i=1
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Demostracion. Dados w,wy € W, notemos que v —w = (v — wp) + (wp —w) y

v — w||* = (v — wo) + (wo — w), (v — wo) + (wo — w))
= v — wOH2 + 2Re({(v — wp, wy — w)) + ||lwo — w||2. (7.6)

En primer lugar, probemos i). Supongamos que wg € W es tal que (v — wp, w) = 0 para
todo w € W. Entonces, como w — wy € W, la igualdad anterior se transforma en

lv = wl[? = flo = wo|* + [lwo — wlf?,

y el valor minimo del miembro derecho se alcanza cuando w = wq, es decir wq satisface
(7.5).

Reciprocamente, si wyg € W es tal que ||[v — wp|| < ||[v — w]|| para todo w € W, de (7.6)
se deduce que

2Re((v — wo, wy — w)) + [|wo — w||? >0 para todo w € W.
Llamando u = wy — w, la ecuacién anterior se lee como
2Re((v — wo, u)) + |lul|*> >0 para todo u € W. (7.7)
Fijado un vector u € W, w # 0 arbitrario, consideremos la funcién f : R — R dada por
f(£) = 2Re((v — wo, tu)) + [[tu]|* = 2t Re({v — wo, u)) + £2[|ul|?,

la cual toma valores no negativos, como consecuencia de (7.7). Pero llamando A = ||ul|?
y B = 2Re((v — wp,u)), vemos que f es una funcién cuadratica, f(t) = At? + Bt cuyo
coeficiente principal A es positivo y f(0) = 0. Luego, para que f tome sélo valores no
negativos es necesario que B2 — 4AC = 0.

Por lo tanto, para que f tome sé6lo valores no negativos es necesario que B = 0, es decir,
Re({v — wp, u)) = 0.

De la misma manera, considerando la funcién g : R — R dada por

g(t) = 2Re((v — wo, itu)) + ||itu||* = 2t Re(—i (v — wo, u)) + t2|ju|?
= 2t Tm((v — wo, u)) + t2||ul|?,
argumentando de manera andloga se deduce que Im((v — wg,u)) = 0. Por lo tanto,
(v —wop,u) = 0.

Esto completa la demostracién del {tem ).

Supongamos que wy, w; € W son dos vectores que verifican (7.5). Por el item ), resulta
que
(v—wo,w) =0y (v—wy,w)=0 para todo w € W.

Entonces, para todo w € W tenemos que
(w1 —wo,w) = ((v—wp) — (v—w1),w) = (v—wy,w) — (v—wy,w) =0.

Luego, como (W, (-,-)) es un espacio con producto interno y w; — wq es ortogonal a todos
los vectores de W, resulta que wy — wg = 0, es decir, w; = wy.

Por ultimo, supongamos que {ej,...,e,} es una base ortonormal de W. Definamos al
vector wo = Y, (v,e;) e; € Wy veamos que v — wy es ortogonal a todos los vectores de
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W. Para ello, alcanza probar que es ortogonal a los vectores de la base ortonormal, pero
paracada j =1,...,n,

(v —wo, ) = <v — Z (v, €;) e, ej> = (v,e5) — Z (v, ;) (€i,€5)

i=1 i=1
= (v,ej) — (v,e;) = 0.
Luego, por el item i) podemos asegurar que wy satisface (7.5). O

Definicién 7.23. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sea S un subconjunto
cualquiera de V. El complemento ortogonal de S es el conjunto definido por

St:={veV: (vs)=0 paratodo s € S}.
De la definicién se sigue que {0} =V y que V+ = {0}. Ademas,

Proposicién 7.24. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), si S es un subconjunto
cualquiera de V entonces S+ es un subespacio de V.

Demostracion. Ejercicio. O

El siguiente resultado justifica el uso del término “complemento” para el ortogonal a un
subespacio.

Teorema 7.25. Dado un espacio con producto interno (V, (-,-)) de dimensidn finita, sea W
un subespacio de V. Entonces,

V=w+wt (7.8)
Demostracion. Supongamos que dimV = n y que dimW = m < n. Sea B = {by,...,b,}
una base de V' tal que {b1,...,bn} es una base de W (recordemos que, para encontrar una
base asi, podemos comenzar con una base {b1,...,b,} de W y luego extenderla a una base
de V).

Luego, podemos ortogonalizarla usando el proceso de Gram-Schmidt (Teorema 7.19),
obteniendo una base ortogonal & = {ei,...,e,} de V tal que {ej,...,en} es una base
ortogonal de .

Veamos que {€,,41,...,e,} es una base ortogonal de W=. Si j =m +1,...,n, tenemos
que

(ej,e;) =0 parai=1,...,m.
Entonces (ej,w) = 0 para todo w € {ey,...,e,} = W, es decir, e; € W=. Por lo tanto,

— 1
{em+1s---,en} C W+
Reciprocamente, supongamos que v € W+, Escribiéndolo con respecto a la base £, vemos

que
n n
b=t Y tetde,
2P T 2 el
porque (v,e;) =0 para i =1,...,m. Entonces, v € {€p41,--.,€n}.
Por lo tanto, W+ = {e,u11,...,en} ¥, en consecuencia, V =W + W+, O

La suma directa de dos subespacios ortogonales se denomina suma directa ortogonal,
y se anota con el simbolo @ en lugar de +. En particular, el teorema anterior dice que

V=waowt,

para cualquier subespacio W de un espacio con producto interno (V, (-, -)).
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Ejercicio 7.26. Dado un subconjunto S cualquiera de un espacio con producto interno
(V,(-,-)), probar que el “doble ortogonal” de S coincide con el subespacio generado por S:

(sHt=5.

Definicién 7.27. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimensién finita, sea
W un subespacio de V. La proyeccién ortogonal sobre W es la proyeccién asociada a
la descomposiciéon V = W @ W, con imagen W y nticleo W:

PW = PW//WJ‘

Notemos que la proyecciéon complementaria a una proyecciéon ortogonal también es una
proyeccién ortogonal:
I - PW - PwL .

Dado un vector arbitrario v € V, como Pyv y Py-iv son ortogonales, el Teorema de
Pitagoras dice que
[vll* = [ Pwol|* + [| Py o]

Pero como ademés (v — Pyyv,w) = (Py v, w) = 0 para todo w € W, resulta que

v — Pyoll? = min ||v — wl|?,

o = Pl = min Jo - w]|
es decir, Pyv es la (inica) solucién al problema de cuadrados minimos, y la distancia del
vector v al subespacio W esta dada por || Py Lv]|.

Otras consecuencias inmediatas de la definiciéon de la proyeccién ortogonal sobre un
subespacio son la desigualdad de Bessel y la identidad de Parseval:

Proposicién 7.28. Si{ei,...,en} es un conjunto ortonormal de un espacio con producto
interno (V, (-,-)), entonces

m

Z | (v, ) | < ||v]|? para todo v € V. (7.9)
Ademds, si € = {e1,...,en} es una base ortonormal de V', entonces

n

Z | (v,e;) |2 = |Jv]? para todo v € V. (7.10)
Demostracion. Supongamos que {ei,...,e,} es un conjunto ortonormal de un espacio
con producto interno (V,(-,-)), y sea W el subespacio generado por estos vectores, W =
{e1,...,em}. Dado un vector arbitrario v € V, tenemos que

lol? = 1 Pwll* + [ Pwsvl]* > | Pwol.

Ademads, como Pyv es la tnica solucién a (7.5), comparando con el item i) del Teorema
7.22 tenemos que Pyv = wg = Y ;- (v, €;) e;. Por lo tanto,

m m m
[ol2 > | Pwol = |3 (o, ei) e <va,zv% >
=1 i=1 =1

3

Il

m
(v, e;) <ei, (v,ej)e > (v, e;) Z ) (e, e;)
1 =1 7=1
m
<’U, ei> <’U, ei> = Z | <U1 €i> ‘2
i=1

i

(2

I

1=1
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Por dltimo, si £ = {ei,...,e,} es una base ortonormal de V', dado un vector arbitrario
v €V tenemos que v = Y ;| (v, €;) €; y, repitiendo el argumento anterior,

- Yl

n

EveZ

i=1

lol* =

O]

Como anunciamos anteriormente, la desigualdad (7.9) se denomina desigualdad de Bessel
y a la igualdad (7.10) se la conoce como la identidad de Parseval.

7.2. Funcionales lineales en un espacio con producto interno

En esta seccién veremos que, para un espacio con producto interno (V, (-, -)) de dimensién
finita, los funcionales lineales sobre V' pueden representarse de una forma muy particular.
En primer lugar, notemos que cada vector w € V define un funcional lineal sobre V:

fw:V =K  definido por  fu(v) = (v,w).

Ejemplo 7.29. En el Ejemplo 7.21 vimos que la ortogonalizacién de la base B = {b1, be, b3}
mediante el proceso de Gram-Schmidt daba como resultado la base ortogonal

BO = {’Ul = (3, 0, 4), Vo = (—4, 0, 3), V3 = (0, 9, 0)}
Luego, dado un vector arbitrario (z1, 2, z3) € R3, tenemos que

xl,xg,arg > o 3x1 + 4x3 n —4x1 + 3x3 99

o2 T 25 ! T

Mw

9017 z2, 303
i=1

En particular, la base dual de By estd dada por B = { f1, f2, f3}, donde los funcionales estan
dados explicitamente por

31:1 +4JI3
fi(w1, 22, 23) = —o = {(21,22,23), (5,0, 55))
—4x1 + 3z _
fa(x1, w2, x3) = % = ((21,22,23), (35,0, 5)),
91’2

f3(x1, 22, 23) = T

Por lo tanto, los funcionales de la base dual son de la clase de funcionales que se realizan
haciendo el producto interno contra un vector.

Ejemplo 7.30. La funcién ¢ : R®[z] — R definida por

1
¢(p) _/ p(t) cos(mt)dt,

-1

es un funcional lineal sobre R [z] (dotado con el producto interno (p,q fo
En este caso no es obvio que exista un polinomio py € R®[z] tal que

©(p) = (P, po)

para todo p € R(®)[z]. El candidato natural serfa la funcién u(t) = cos(nt), pero éste no es
un elemento de R®)[z].
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El resultado siguiente muestra que todo funcional sobre un espacio con producto interno
de dimensién finita se realiza haciendo el producto interno contra un vector. El ejemplo
anterior ilustra la profundidad de este teorema, porque para el funcional lineal presentado
en dicho ejemplo no hay un candidato obvio para el vector que lo representa.

Teorema 7.31 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sea (V,(-,-)) un espacio con
producto interno de dimension finita. Para cada f € V* existe un unico w € V tal que

f(v) = (v,w) para todo v € V. (7.11)

Este resultado recibe el nombre del matemético hingaro Frigyes Riesz (1880-1956),
quien probd varios resultados muy similares al teorema en cuestion, a comienzos del siglo
XX. Una forma de probarlo serfa convencerse de que la funcién v — (-, w) es un isomorfismo
de V en V*, pero la demostracion de mas abajo es aun més explicita.

Demostracion. Veamos primero que, fijado f € V*, hay un vector w € V tal que f(v) =
(v,w) paratodov € V. Si £ = {ey,...,e,} es una base ortonormal de V', cada vector v € V
se representa de manera tnica como v = Y . | (v, ¢;) €;. Entonces,

fw) = f (Z (v, ) =3 (we fle) = Y- (v Tees)

i=1 =1 =1
= </U7 Zf(el)el> 3
i=1

donde en un primer paso usamos la linealidad de f, y luego usamos que el producto interno
es conjugado lineal en la segunda entrada.

Por lo tanto, dado f € V*, el vector w := Y7, f(ei)e; es tal que f(v) = (v,w) para
todov € V.

Veamos ahora que este w es el nico vector que verifica (7.11). Supongamos que existe
w' €V tal que f(v) = (v,w’) para todo v € V. Luego,

(v,w—w") = (v,w) — (v,w') = f(v) — f(v) =0 para todo v € V,
es decir, w — w'Lv para todo v € V. Por lo tanto, w — w’ = 0, es decir, w' = w. O

Observaciéon 7.32. Supongamos que (V,(-,-)) es un espacio con producto interno con
dimV = n. Dado un funcional no nulo f € V* sabemos que su nucleo es un hiperespacio
de V, es decir, dim N(f) = n — 1. Veamos que el vector w € V que permite representar a f
de acuerdo a (7.11), genera el complemento ortogonal de N(f).

Dado v € V, tenemos que v € N(f) si y sélo si (v,w) = 0. Luego, wLlv para todo v €
N(f), osea, w € N(f)*. Ademds, como dim N(f)* =dimV —dim N(f) =n—(n—1) =1,
resulta que

N(f)* = {w}.

Ejercicio 7.33. Calcular el polinomio py € R(®[z] que realiza al funcional lineal del Ejemplo
7.30.

Un 1dltimo comentario antes de finalizar esta seccién. Si el espacio con producto interno
(V,(-,-)) es un R-espacio vectorial, la funcién ® : V* — V que asigna a cada f € V* el tinico
w € V que verifica (7.11) es una transformacién lineal.
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En cambio, si V' es un C-espacio vectorial, la funcion ® : V* — V no es una transfor-
macién lineal. Veamos que ® es una transformacién conjugado lineal, es decir.

P(af 4 Bg) = a®(f) + SP(g),

para cualesquiera f,g € V*y o, 8 € C.
Dados f,g € V*, sean w,u € V (los unicos) tales que

f:<7w> y g:<'7u>7
o equivalentemente, ®(f) = w y ®(g) = u. Luego, si o, € Cyv eV,
(af + Bg)(v) = af (v) + Bg(v) = a (v, w) + fou = (v,aw + Pu) ,

es decir, ®(af + Bg) = aw + Bu = a®(f) + BP(g), como queriamos probar.

7.3. Ejercicios
1. Determinar, en cada caso, si (V, (-,-)) es un espacio vectorial con producto interno.

a) V =R? dotado con ((z1,v1), (v2,y2)) = T122 — T1Y2 — Y122 + 3Y192.

)
b) V =R?*2 dotado con (A, B) = a11b11 + ai2bia + az1boy + azoboo.
c) V= C2 dotado con ((x1, yl) (xg,y2)> = T(xl, y1) T'(z2,y2), siendo T' € L((C2, C).
d) V = Clz] dotado con (p,q fo

2. Sean V y W dos K-espacios vectoriales y sea (-, -) un producto interno sobre W. Probar
que si T € L(V, W) es un isomorfismo de espacios vectoriales, entonces (-, -)7 dado por

(v1,v2)7 = (Tv1,Tvy) paravi,ve €V,
es un producto interno sobre V.
3. Determinar qué condiciones debe cumplir una matriz B € R"*" para que
(x,y) =a'By,
sea un producto interno sobre R™.

4. Sea V un C-espacio vectorial dotado con un producto interno. Probar que la norma
determinada por el producto interno cumple la “identidad del paralelogramo”:

lv + w||2 + |lv — w||2 = 2(||v|\2 + Hw||2) para todo v,w € V.

5. Sea (V,(-,+)) un espacio con producto interno. Si d es la distancia en (V,(-,-)) dada
por (7.4), probar que verifica las siguientes propiedades: dados u,v € V,
i) d(u,v) =0siy sélosiv=u;
ii) d(u,v) = d(v, u);
iii) d(u,v) < d(u,w) 4+ d(w,v) para cualquier w € V.

6. Consideremos a R? dotado con el producto interno usual, y a los vectores v; = (1,2)
Yy U2 = (—1, 1).
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a) Probar que existe w € R? tal que (v,w) = —1y (ve,w) = 3. {Es tinico?

b) Si € = {e1,ea} es la base canénica de R?, probar que
v = (v,e1)e; + (v,ea)ea  para todo v € R?.
7. a) Consideremos el R-espacio vectorial R"*™. Probar que la aplicacién
(A,B) =tr(B'A) para A, B € R™"™

es un producto interno para R™*™,

b) Consideremos ahora al C-espacio vectorial C"*™ y la aplicacién
(A,B) = tr(B'A) para A, B € C"™"™

jes un producto interno para C"*™? ; De qué manera puede modificarse para que
lo sea?

8. Consideremos a C?*? dotado con el producto interno
(A,B) = tr(B'A) para A, B € C2¥2,

a) Hallar la distancia entre

i1 0 —i
A‘(o 1+i> y B_<2i 3)‘

b) Hallar el complemento ortogonal del subespacio de C?*2? generado por A y B.

9. (Qué dimension tiene el subespacio de R® que es ortogonal a los vectores (1,1, —2, 3,4, 5)
y (0,0,1,1,0,7)?

10. Consideremos a C® dotado con el producto interno usual y sea £ = {e1,ea,...,es} la
base canénica. Para j = 1,...,6, sea

fj = ej — 2€j+2-
Si S ={f1, f2, f3, f1, f5, f6}, hallar una base para S+.
11. Consideremos a R? dotado con el producto interno usual.

a) Hallar el subespacio ortogonal de W = {(z,y,2) € R®: 3z — y + 22 = 0}.
b) Hallar una base ortogonal de R3 que contenga al vector (1,—1,2).

¢) Consideremos la base B = {(1,0,1),(2,0,1),(1,1,0)} de R3. A partir de B, hallar
una base B’ que sea ortonormal y calcular las coordenadas de (2, —1,3) en esta
nueva base.

12. Sea V = C®)[z] dotado con el producto interno

1 PR
(p,q) = /0 p(t)q(t)dt parap,qeV.

a) Sean p(z) =z + 2y q(x) = 2? — 2 — 3. Calcular (p,q), [Ipl| ¥ llqll.

b) Aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a B = {1,x,:p2,x3},
para obtener una base ortonormal de V.
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c) ¢ Qué sucede si hacemos lo mismo para la base B reordenada de la siguiente
manera, B’ = {z,1,2% 2°}7

13. Hallar una base ortonormal de C? formada por autovectores de

1 0 -1
A=10 2 0
-1 0 3

14. Sea (V,(,-)) un espacio con producto interno (de dimensién finita) y sea S un sub-
conjunto de V, probar que S+ es un subespacio de V' y que

(sHt=3.

15. Calcular el polinomio py € R®)[z] que realiza al funcional lineal del Ejemplo 7.30.

16. Dado un K-espacio con producto interno (V,(-,-)) con dimV = n, sean R y S dos
subespacios de V.

a) Probar que V = (R+ S+)® SN R
b) Mostrar que las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) dim(R) = dim(S);
(i) dim(R*) = dim(S*);
(iii) dim(RN S*) = dim(S N R*Y).
17. Dado un espacio con producto interno (V (-,-)), para cada u € V sea @, : V — K el
funcional lineal definido por

ou(v) = (v,u) paratodov e V.
Luego, consideremos la funcién ¢ : V- — V* definida por ¢(u) = ¢, para u € V.

a) Probar que si K = R entonces ¢ : V' — V* es una transformacion lineal. ;Ocurre
lo mismo si K = C?
b) Probar que ¢ es inyectiva.

¢) Suponiendo que K = R y que V es de dimensién finita, deducir que ¢ es un
isomorfismo entre V' y V* (sin utilizar el Teorema de representacién de Riesz).
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Capitulo 8

Transformaciones lineales entre
espacios con producto interno

Los resultados més profundos relacionados con espacios con producto interno tratan so-
bre transformaciones u operadores lineales sobre un espacio con producto interno. Utilizando
las propiedades de la transformacién adjunta, describiremos detalladamente varias clases de
operadores lineales sobre un espacio con producto interno.

Comencemos mostrando que, en un espacio con producto interno de dimensién finita,
las coordenadas de una transformacién lineal con respecto a bases ortonormales pueden
calcularse utilizando el producto interno.

Teorema 8.1. Dados dos espacios con producto interno (V,{-,-)) y (W, (-,-)) condimV =n
y dimW = m, sean € = {e1,...,en} y F = {f1,..., fm} bases ortonormales de V. y W,
respectivamente. Si T' € L(V, W) entonces las entradas de la matriz A := [T]r e € K™*" se
calculan como:

Aij:<T6jafi>7 izl,...,m,jzl,...,n.

Demostracion. Dado j = 1,...,n, recordemos que la j-ésima columna de la matriz A esta
compuesta por las coordenadas del vector T'e; con respecto a la base F.

Como F es una base ortonormal, cada w € W se escribe (con respecto a esta base) como
w =", (w, fi) fi. En particular, si j =1,...,n,

m

Tej =Y (Tej fi) fie

i=1
Entonces,
[Tejlr = ((Tej, f1) . (Tej, f2) ... (Tej, fm)) "
Por lo tanto, Aij = <T€j, fz> ]

El resultado anterior también vale para una base de V' que no sea ortonormal, pero lo
enunciamos asi porque sera utilizado de esta forma maés adelante.

Notemos que si un operador T' € L(V) verifica que (T'v,w) = 0 para todo v,w € V
entonces T es el operador nulo. Esto se debe a que, para cada v € V, el vector Tv resulta
ortogonal a todo w € V' y por lo tanto T'v = 0. El proximo resultado muestra que, si V' es
un C-espacio con producto interno, es suficiente que (T'w, v) se anule para todo v € V para
garantizar que 1" es el operador nulo.
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Proposicién 8.2. Dado un C-espacio con producto interno (V,(-,-)), sea T € L(V'). En-
tonces,
T=0 st y solo si (Tv,v) =0 para todo v € V.

Demostracion. Si T = 0 es inmediato que (T'v,v) = <6,v> = 0 para todo v € V. Para

probar la reciproca, notemos que si T es lineal entonces la funcién [-, -] : V x V — K definida
por
[v,w] := (Tv,w), v,weV,

es lineal en la primera entrada y conjugado lineal en la segunda, con lo cual verifica la identi-
dad de polarizacién (revisar la demostracién de (7.3)). Luego, si suponemos que (T'v,v) =0

para todo v € V, dados u,w € V cualesquiera,
3 13
(Tu,w) = [u,w] = kz_oz'k [u + ifw, u + ikw} =1 kz_oik <T(u + i*w), u + ikw> =0.

=

Entonces T'ulw para todo w € V, es decir, Tu = 0. Como u € V también era arbitrario,
resulta que T = 0. O

En cambio, si V' es un R-espacio con producto interno, es facil construir ejemplos de
operadores no nulos que verifican (T'v,v) = 0 para todo v € V.

Ejemplo 8.3. Sea T € L(R?) el operador que representa a una rotaciéon de 90° en sentido
antihorario alrededor del origen, el cual estd dado por

T(l‘7y) = (_yax)v (I‘,y) € RQ‘
Por un lado, para cada (x,%) € R? tenemos que

Por otro lado, T'(x,y) = (0,0) si y sélo si x = y = 0.

8.1. La transformacion adjunta

Definicién 8.4. Sean (V,(-,-)) y (W, (-,+)) dos espacios con producto interno. Dada una
transformacion T' € L(V, W), a la (dnica) transformacién lineal T* € L(W, V') que satisface

(Tv,w) = (v, T*w), paratodov eV ytodowe W, (8.1)

se la denomina transformacion adjunta de 7.

Es importante notar que en (8.1) aparecen involucrados dos productos internos distintos
(el de V' y el de W). Aunque usemos la misma notacién para ambos, esto no significa que
sean el mismo producto interno, es simplemente un abuso de notacién. Otra consecuencia
inmediata de (8.1) es que T™ no sélo depende de la transformacién 7' sino también de los
productos internos de los espacios correspondientes.

Antes de continuar, verifiquemos que toda transformacién lineal entre K-espacios vecto-
riales de dimensién finita tiene una (dnica) transformacién adjunta.

Teorema 8.5. Sean (V,(-,-)) y (W, (-,-)) dos espacios con producto interno de dimension
finita. Si T € L(V,W) entonces existe una unica T* € L(W,V) tal que

(Tv,w) = (v, T*w), para todov €V y todow e W.
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Demostracion. Dado w € W cualquiera, sea g, : V — K definida por
guw(v) = (Tv,w), veV.

Es facil ver que g, € V*. Luego, por el Teorema 7.31, existe un tinico v’ € V tal que
gw(v) = (v,v"). Esto nos permite ver que 7% : W — V dada por T*w = v/, es una funcién
bien definida. Ademas,

(Tv,w) = guw(v) = (v,0") = (v,T*w), paratodov e V.

Veamos ahora que T es una transformacion lineal: dados w,u € W y a € K, para cualquier
veV,
(v, T*(cw + u)) = (Tv, 0w +u) =@ (Tv,w) + (Tv,u) =a (v, T*w) + (v, T*u)
= (v,aT*w + T*u) .
Como v € V era arbitrario, resulta que T™*(aw + u) = oT*w + T*u. Por lo tanto, T% €
L(W,V).

Para la prueba de la unicidad, supongamos que existe otro S € L(W, V) tal que (T'v, w) =
(v, Sw) para todo v € V' y todo w € W. Luego, para cada v € V y cada w € W,

(v,(T* = S)w) = (v, T"w — Sw) = (v, T*w) — (v, Sw) = (Tv,w) — (Tv,w) = 0.

Fijado w € W, la ecuacién anterior dice que (T™* — S)w L v para todo v € V, entonces
(T* — S)w = 0. Como w € W era arbitrario, resulta que Sw = T*w para todo w € W, es
decir S =T*. O

Ejemplo 8.6. Consideremos a R? y R? dotados con el producto interno canénico. Dada
T € L(R3,R?) definida por
T(x,y,z) = (y + 3z, 2x),

calculemos su transformacién adjunta.
En primer lugar, notemos que en este caso T* : R?2 — R3. Ahora, fijemos un punto
(u,v) € R2. Luego, para todo (z,y,2) € R? tenemos

((z,y,2), T (u,v)) = (T'(z,y, 2), (u,v)) = {(y + 32, 22), (u,v)) = (y + 32)u + 22v
= z(2v) + yu + 2(3u) = ((z,y, ), (2v,u, 3u)) .

Entonces, T*(u,v) = (2v, u, 3u).

Ejercicio 8.7. Supongamos ahora que R? estd dotado con el producto interno dado en
(7.1), mientras que R? sigue dotado con el producto interno canénico. Calcular la T* corres-
pondiente para la transformacion 1" del ejemplo anterior.

La aplicacion T' — T™ se comporta de manera similar a la conjugacion de nimeros
complejos, como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 8.8 (Propiedades de la adjunta). Dados dos espacios con producto interno
V() y (W, (), sean S, T € L(V,W) y a € K. Entonces,

i) (S+T) =85"+T%
it) (aT)* =a T%;
iii) (T*)* =T;
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iv) si I € L(V) es el operador identidad entonces I* = 1.

Ademdas, si (V' (-,-)) es un tercer espacio con producto interno, T € L(V,W) y S €
L(W, V'), entonces
(ST)* =T*S™.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplos 8.9. Los siguientes ejemplos son un poco més “tedricos”, pero muestran el calculo
de los adjuntos de ciertos operadores.

1. Dado un espacio con producto interno (V, (-, -)) de dimensién finita, sea W un subes-
pacio de V. Entonces, la proyeccién ortogonal sobre W es igual a su adjunta, es decir,

Py, = Py
De hecho, dados u,v € V' cualesquiera,
(Pwu,v) = (Pwu, Pwv + (I — Pw)v) = (Pwu, Pwv),

ya que Pyu € Wy (I — Py)v € W, De la misma forma, como (I — Py )u € Wty
PyveW,

(Pwu,v) = (Pwu, Pwv) = (Pwu+ (I — Pw)u, Pwv) = (u, Pyv) .
Por lo tanto, Py, = Py .
2. Sea V = C™*™ dotado con el producto interno dado por
(A, B) = tr(B*A).
Dada M € C™"™ fija, si Ly : V — V estd definido por Ly;(A) = M A entonces,
La* = L,

es decir, el adjunto también es un operador de multiplicacién a izquierda, pero con
M* en lugar de M. De hecho, si A, B € C"*",

(Lai(A), B) = (MA, BY = tr(B*(MA)) = tr((B*M)A) = tr((M*B)* A)
= (A, M*B) = (A, Ly-(B)).

En el dltimo ejemplo utilizamos el asterisco * para denotar al adjunto del operador Ly
pero también para anotar las adjuntas de las matrices que fueron apareciendo. En lo que
sigue intentaremos justificar este abuso de notacién.

Proposicién 8.10. Dados dos espacios con producto interno (V,(-,-)) y (W,(-,-)) con
dimV =n y dimW = m, sean & = {e1,...,en} y F = {f1,..., fm} bases ortonorma-
les de V. y W, respectivamente. Si T € L(V, W) entonces

Tler=[Tlre”-

Demostracion. Supongamos que A = [T|reg € K™" y B := [T¥]g r € K"™. Por el
Teorema 8.1, fijados i =1,...,ny j=1,...,m, sabemos que

Bij = (T fj, ei) = (e, T*f5) = (Tes, f) = Aji- (8.2)
Por lo tanto, B coincide con la matriz adjunta de A. O
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A diferencia del Teorema 8.1, aqui si es esencial que las dos bases involucradas sean
bases ortonormales. La base £ debe ser ortonormal para que sea cierta la primera igualdad
en (8.2), y F debe ser ortonormal para que sea cierta la ultima igualdad en (8.2).

Proposicién 8.11. Sean (V,(-,-)) y (W,{-,-)) dos espacios con producto interno de dimen-
sion finita. St T € L(V,W), entonces

N(T*) =Im(T)* y Im(T*) = N(T)*.
Demostracion. Ejercicio. O
Teniendo en cuenta que (7%)* = T', también es cierto que
N(T)=Im(T** y Im(T) = N(T*)*.

Por 1ltimo, veamos que la adjunta de una transformacion lineal no es mas que su tras-
puesta, identificando a los duales con los espacios originales via el Teorema de representacion
de Riesz.

Sean (V,(-,-)) y (W,(:,-)) dos espacios con producto interno de dimensién finita. Sean
Oy VF > Vy Oy : W* — W las funciones que asignan a cada funcional lineal el tinico
vector que lo representa en V' y W, respectivamente (recordar el Teorema de representacién
de Riesz y (7.11)). Luego, el siguiente diagrama conmuta:

Tt
W* V*
Dy \L \L Dy
w — V
T*
es decir, @y o Tt = T* o ®yyr, y como Py es inversible,
T =QyoT! o ®y).

Otra propiedad de Py es que mapea el anulador de un subespacio W de V en el com-
plemento ortogonal a W,
Dy (W°) =W,

Teniendo esto en cuenta, comparar la Proposiciéon 8.11 con el Teorema 6.25.

8.2. Isometrias e isomorfismos isométricos

Definicién 8.12. Dados (V,(-,-)) y (W, (-,-)) dos espacios con producto interno, sea T' €
L(V,W). Diremos que T es una isometria si

|Tv|| = |jv|]| para todov e V. (8.3)

Si ademés T es un isomorfismo, diremos que es un isomorfismo isométrico.

Ejemplos 8.13. Consideremos a los espacios R? y R3 dotados con los productos internos
usuales, y veamos algunos ejemplos:

1. La transformacién lineal T : R2 — R? definida por

T(z,y) = (z,y,0),

es una isometria, pero obviamente 7' no es un isomorfismo.
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2. Por otro lado, el operador R : R? — R? dado por

R(I’,y) = (*ya J;)a
no sélo es una isometria sino que es un isomorfismo isométrico.

3. Para terminar, presentemos una transformacion lineal que no es isométrica. Sea S :
R3 — R? dada por
S(z,y,2) = (z,y).

Esta transformacion no es isométrica ya que, por ejemplo, para cualquier z # 0 tene-
mos que S(0,0,z) = (0,0), pero

10,0, 2)[| = |2 # 0 = [(0, 0)]].

La ecuacién (8.3) garantiza que T preserva las normas, es por esto que utilizamos el
apelativo “isometria” para estas transformaciones. Pero si T" satisface (8.3) entonces también
preserva productos internos.

Teorema 8.14. Dados (V,(-,-)) y (W,(-,-)) dos espacios con producto interno, sea T €
L(V,W). Entonces, T es una isometria si y solo si

(Tu, Tv) = (u,v), para todo u,v € V. (8.4)

Demostracion. Supongamos que V' es un espacio vectorial complejo (si fuera un espacio vec-
torial real, hay que usar la férmula de polarizacién correspondiente). Si T' es una isometria,
por la identidad de polarizacién tenemos que, para u,v € V cualesquiera,

3
(Tu, Tv) =Y i*||Tu+i* To|* = Zz’“HT u+ifv)|? = szHu—H v||> = (u,v).
k=0

Por lo tanto, T preserva productos internos.
Reciprocamente, supongamos que 7" satisface (8.4). Luego, dado v € V,

|1Tw]| = (Tv, Tv)!/? = (v,0)'% = o] (8.5)
Por lo tanto, T' es una isometria. O

Ademsds, si T : V — W es un isomorfismo isométrico no sélo T' es una isometria sino
que T~! también lo es. De hecho, si u,v € W,

(T, T 1) = (T(T ), T(T ) = (TTHu, (TT o) = (u,v).

El siguiente resultado muestra que las tnicas isometrias entre dos espacios con producto
interno con la misma dimensién son los isomorfismos isométricos.

Teorema 8.15. Sean (V, (-,-)) y (W, (-,)) dos espacios con producto interno con la misma
dimension (finita). Si T € L(V,W), las siguientes condiciones son equivalentes:

i) T es una isometria;
it) T es un isomorfismo isométrico;

i11) T aplica cada base ortonormal de V' sobre una base ortonormal de W ;
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iv) T aplica cierta base ortonormal de V' sobre una base ortonormal de W .

Demostracion.
i) — ii) : Supongamos que 1" es una isometria. De (8.3) se desprende inmediatamente que
N(T) = {0}, y como dim W = dim V, resulta que T" es un isomorfismo isométrico.

1) — 1iii) : Supongamos que dimW = dimV = n, y sea & = {ej,...,e,} una base or-
tonormal de V' cualquiera. Entonces, {T'e1,...,Te,} es una base de W, porque T es un
isomorfismo. Ademas, dados i,j =1,...,n,

<T6i,T€j> = <€i,6j> = (5ZJ

Por lo tanto, {Te1,...,Te,} es una base ortonormal de W.
i91) — v) : Es trivial.
iv) — v) : Supongamos que £ = {e1, ..., ey} es una base ortonormal de V' tal que el conjunto

{Tey,...,Tey} es una base ortonormal de W. Dados u,v € V' cualesquiera, escribAmoslos
en términos de la base ortonormal &: u =" (u,e;)e; y v => . | (v,e;) e;. Luego,

(’LL, U> = <Z <u,e¢> eiaz <U7ej> ej> = Z <Uaej> <

=1 j=1 7j=1

n

(u, ei) ei, €j> =Y (v,e5) (u,e)),
1

i=1

n

2

mientras que

(Tu, Tv) = <Z (u,ei) (Tei), Y (v,e5) (Tej)> => (v,¢)) <Z (u, €;) (Tei),Tej>

=1 7=1 7j=1 i=1
n
= E (v, e5) (u, ej),
=1
ya que {Tey,...,Te,} también es una base ortonormal. Comparando las dos ecuaciones

anteriores, tenemos que
(Tw,Tv) = (u,v) para todo u,v €V,
es decir, T' es una isometria. O

Del teorema anterior se desprende el siguiente corolario, el cual dice que si existe un
isomorfismo entre dos espacios con producto interno de dimensién finita entonces también
existe un isomorfismo isométrico entre ellos.

Corolario 8.16. Sean (V,(-,-)) y (W, {-,-)) dos espacios con producto interno de dimension
finita. Entonces, V. y W son isométricamente isomorfos si y sélo st dimV = dim W.

Ejemplo 8.17. Sea V el R-espacio vectorial formado por las matrices antisimétricas reales
de 3 x 3,
V={4eR¥?: AT = -4},

dotado con el producto interno (A, B) = tr(BT A). Notemos que (V, (-,-)) es un R-espacio
con producto interno con dim V' = 3, ya que
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es una base ortonormal de V.
Luego, la transformacién lineal T : R* — V dada por

0 —z
T(xvyaz) = z 0 —Z |,
-y x 0

es un isomorfismo isométrico, porque
7(1,0,0) = Ey, T(0,1,0)=FEy y T(0,0,1)= Ejs,

es decir, T aplica la base canénica de R? en la base ortonormal € de V.

8.3. Operadores unitarios

Definicién 8.18. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno. Un operador U sobre V/
se dice unitario si es un isomorfismo isométrico de V' en si mismo.

SidimV < ooy U € L(V), el Teorema 8.15 dice que las siguientes condiciones son
equivalentes:

e U es unitario;
e U preserva el producto interno;
e U preserva la norma;
e U aplica bases ortonormales en bases ortonormales.
Un operador unitario también puede caracterizarse por medio de la relacién con su adjunto.

Teorema 8.19. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimension finita, sea
U € L(V). Entonces, U es unitario si y solo si

U'U=U0U"=1.
Demostracion. Supongamos que U es unitario. Luego, dados v, w € V' cualesquiera,
(Uv,w) = (Uv, (UU_l)w> = <Uv,U(U_1w)> = <U,U_1w>,

es decir, U* = U~!. Por lo tanto, U*U = UU* = I.
Reciprocamente, supongamos que U*U = UU* = I. Esta igualdad dice que U* = U™,
en particular, U es invertible. Ademas, si v,w € V,

(U0, Uw) = (v,U*(Uw)) = (v, (U V) = (v,w),
es decir, U preserva el producto interno. Por lo tanto, U es unitario. ]

La siguiente proposicién muestra que, los operadores unitarios sobre un espacio con
producto interno, forman un grupo.

Proposicién 8.20. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno. Luego,
i) si Uy, Uy € L(V') son unitarios, entonces UjUs también lo es;

ii) si U € L(V) es unitario, entonces U~ también lo es.
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Demostracion. Supongamos primero que Uy, Uy € L(V') son unitarios. Luego,
(W) =U3Uf = U ot = (U )~

Por el teorema anterior, tenemos que U;Us es unitario, lo que prueba 7).
Por otra parte, si U € L(V') es unitario,

(Ufl)* —_ (U*)* =U = (Uﬁl)il,
de donde se deduce que U~! también es unitario. O

Para entender las representaciones matriciales de los operadores unitarios necesitamos
introducir dos nuevas familias de matrices.

Definicién 8.21. Dada una matriz A € C™*", diremos que
e Aes unitaria si A*A = AA* = I;
e Aes ortogonalsi ATA=AAT =1,.

Si A € R™ "™ estas dos nociones coinciden. Pero si alguna de las entradas de A tiene
parte imaginaria no nula, A no puede ser unitaria y ortogonal simultdneamente.

Ejemplo 8.22. Si 6§ € [0,27) entonces

. cosf send 2%9
Ag = <—sen9 cosf ) € R,

es ortogonal (y unitaria). En cambio, si z,w € C \ R son tales que |w|? + |z|*> = 1, entonces

es unitaria pero no es ortogonal.

Observaciéon 8.23. Notemos que si A € C™*™ es unitaria, entonces las columnas de A
forman una base ortonormal de C". Lo mismo es cierto para las filas de A.

Si A € C™*"™ es unitaria, entonces

1 =det(l,) = det(A*A) = det(A*) det(A) = det(AT) det(A) = det(AT) det(A)
= det(A) det(A) = | det(A)[*.

Por lo tanto, det(A) = cosf + isen para algin 6 € [0,27). En cambio, si A es ortogonal,
1 =det(l,) = det(AT A) = det(A") det(A) = det(A)>.

Por lo tanto, det(A) =1 6 det(A) = —1.

Ahora si estamos en condiciones de describir las representaciones matriciales de los opera-
dores unitarios.

Teorema 8.24. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimension finita, sea
U € L(V). Entonces, U es unitario si y solo si [Ulg es unitaria para alguna (para toda) base
ortonormal € de V.
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Demostracion. Sea £ una base ortonormal de V' y llamemos A = [U]g. Por la Proposicién
8.10, [U*]¢ = [U]§ = A*. Luego,

A*A=[U"e[Ule = [UUle vy AA*=[UlelU"e = [UU"¢
Por lo tanto, A*A = AA* =1, si y sélo si U*U = UU* = 1. O
Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) con dimV = n, supongamos que & =
{e1,...,en}t y & ={€),... €l } son dos bases ortonormales de V. Si U € L(V) es el (dnico)

operador lineal tal que
Uei=¢, i=1,...,n,

tenemos que la representacién matricial [U]g coincide con la matriz cambio de base P :=
P¢ ¢/ (jcomprobarlo!). Como U aplica una base ortonormal en otra, U es unitario. Luego, P
es una matriz unitaria.

Reciprocamente, cada matriz unitaria P puede interpretarse como la matriz cambio de
base de la base candnica en la base ortonormal formada por las columnas de P (recordar la
Observacién 8.23).

Luego, si T' € L(V) es un operador cualquiera,

[T)er = P~H[T)eP = P*[T]eP,

es decir, los cambios de bases (de una base ortonormal a otra) se realizan mediante la
conjugacion con una matriz unitaria.

Definiciéon 8.25. Dadas dos matrices A, B € C"*", diremos que A y B son:
e unitariamente equivalentes si existe una matriz unitaria P € C™*" tal que

B=P AP = P*AP.

e ortogonalmente equivalentes si existe una matriz ortogonal P € C™**" tal que

B=P'AP=PTAP.

8.4. Operadores autoadjuntos

Definicién 8.26. Un operador T' € L(V) se dice autoadjunto si T* = T, es decir, T es
autoadjunto si y sélo si

(Tv,w) = (v, Tw), para todo v,w € V.

La primera consecuencia inmediata de la definicién es la siguiente: si T es autoadjunto
entonces

(Tw,v) € R, para todo v € V. (8.6)
Si V' es un R-espacio vectorial el siguiente ejemplo muestra que la reciproca no es cierta.

Ejemplo 8.27. Sea T € L(R?) dado por

T(l’,y) = (*y,fﬁ), (ﬂf,y) e R2

Como vimos en el Ejemplo 8.3, (T'(z,y), (z,y)) = ((—y,x), (z,y)) = —yzr+ 2y = 0 € R para
cada (z,y) € R% Pero T no es autoadjunto, ya que

(T(z,y),(@,y)) = {(—y,2),(«',y)) = —y2’ + xy/, mientras que
<(.’L‘, y): T(x,a y/)> - <<$7 y)7 (_y/7 iL',)> - —xy' + yx’ = —(—y:r’ + xy’) - - <T($7 y)7 (.%',, y/)> .
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En cambio, si V' es un C-espacio vectorial la reciproca si vale. Es decir, si V' es un C-
espacio con producto interno y 7' € L(V') satisface (T'v,v) € R para todo v € V, entonces
T es autoadjunto.

Teorema 8.28. Supongamos que (V,{-,-)) es un C-espacio con producto interno. Si T €
L(V) satisface
(Tv,v) € R para todo v €V,

entonces el operador T es autoadjunto.

Demostracion. Si (Twv,v) € R entonces (Tv,v) = (Tw,v) = (v,Tv) = (T™v,v). Luego, si
(T'v,v) € R para todo v € V, tenemos que

(T —T)v,v) =0 paratodove V.
Ahora, aplicando la Proposicién 8.2 resulta que 7% — T = 0, es decir, T* = T. O

Ejercicio 8.29. Mostrar que, el conjunto .A(V') de operadores autoadjuntos sobre un espacio
con producto interno (V,(-,-)), es un R-espacio vectorial, es decir, dados S,T € A(V) y
a, 8 € R entonces

aS+ BT € A(V).

Teniendo en cuenta la analogia que establecimos entre la adjuncién de operadores y
la conjugacién compleja, y que un nimero complejo z € C es real si y sélo si z = z,
podriamos argumentar que los operadores autoadjuntos cumplen el rol de los niimeros reales.
La siguiente proposicion refuerza esta misma idea.

Proposicién 8.30. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sea T € L(V'). Enton-
ces, T puede descomponerse como

T = Re(T) + i Im(T), (8.7)
donde Re(T') y Im(T) son los operadores autoadjuntos dados por
T+TF T-T"
T):= Im(T) := .
Re(T) = - (1) =
Demostracion. De la misma definicién de Re(T) e Im(7T'), se deduce que éstos son operadores
autoadjuntos. Ademds es evidente que vale (8.7). O

Teorema 8.31. Dado un espacio con producto interno (V, (-,-)), sea T € L(V') autoadjunto.
Entonces, los autovalores de T son reales. Ademds, si v,w € V son autovectores de T
asociados a distintos autovalores A\, u € R, respectivamente, i.e.

Tv=Mv, Tw=pw y M#pu,
entonces v L w.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que A € C es un autovalor de T', y que v es
un autovector asociado a A, es decir, v # 0 y Tv = \v. Luego,

Mo|? = X (v,v) = (M, v) = (Tw,v) = (v, Tv) = (v, \w) = X (v,v) = A|Jv||°.

Como v # 0, la igualdad anterior implica que X = ), es decir, A € R.
Ademss, si p es otro autovalor de T', u # A, y w es un autovector asociado a pu, resulta

A (v, w) = (Av,w) = (Tv,w) = (v, Tw) = (v, pw) = @ (v,w) = p(v,w),
ya que g € R. De la igualdad anterior, deducimos que (A — p) (v,w) = 0. Por lo tanto,
(v,w) = 0. O
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En capitulos anteriores vimos ejemplos de operadores lineales que no tienen autovectores.
En particular, el operador del Ejemplo 8.3 es uno de ellos. El siguiente resultado muestra
que esta situacion no ocurre con operadores autoadjuntos.

Teorema 8.32. Si (V,(-,-)) es un espacio con producto interno de dimension finita, todo
operador autoadjunto T € L(V') tiene un autovector.

Demostracion. En esta prueba tendremos que prestar especial atencién al cuerpo K sobre
el que V' es un K-espacio vectorial (recordemos que puede ser K=R 6 K = C).
Supongamos que dimV = ny que T' € L(V) es autoadjunto. Fijada una base ortonormal
B deV,sea A=[T|g € K"™". Como T* =T, tenemos que A* = A.
Ahora, sea W = C™! dotado con el producto interno dado por

(X,Y)=Y*X.

(Notemos que, como Y*X € C'*! = C, no hace falta tomar la traza).
Luego, definamos U : W — W como U(X) = AX. Es facil ver U es un operador lineal
sobre W. Ademas, U es autoadjunto porque si X,Y € W,

(U(X),Y) = (AX,Y) = Y*(AX) = (Y*A)X = (Y*A")X = (AY)*X
= (X, AY) = (X,U(Y)).

El polinomio caracteristico de A, pa(x) := det(xI, — A), es también el polinomio carac-
teristico de los operadores 7'y U. Como es un polinomio (de grado n), tiene al menos una
raiz en C. Es decir, existe algin A\ € C tal que det(A\l, — A) = 0. Como A\, — A € C"*" es
una matriz singular, existe un X € C"*!, X # 0 tal que (A, — A)X = 0. Luego,

U(X)=AX = X,

es decir, A es un autovalor de U y X es un autovector asociado a A. Por el teorema anterior,
A eR.

Para terminar la demostracién sélo falta mostrar que podemos encontrar a un autovector
de T a partir del autovector X € C"*! de U. La idea es reconstruirlo combinando los
vectores de la base B con las entradas de X. De hecho, el autovector sera el vector de V
cuyas coordenadas con respecto a la base B sean las entradas del vector X (respetando el
orden).

Si K = C, no hay nada mas que hacer. En cambio, si K = R hay que convencerse de
que las entradas de X son reales. En este tltimo caso, notemos que A € R™ ™, Luego, como
también A € Ry A — A, € R™™™ es singular, el sistema

(A— X)X =0,
tiene una solucién no trivial X € R", como queriamos probar. O

Si V' es un C-espacio vectorial de dimension finita, la misma demostracién anterior
prueba que todo operador lineal T' € L(V') tiene un autovector (y por consiguiente también
un autovalor) ain cuando 7" no es autoadjunto. El hecho de que T* = T sélo fue necesario
para garantizar la existencia del autovector en el caso en que K = R.

Definicién 8.33. Dada una matriz A € C™*", diremos que
e A es autoadjunta si A* = A;

e Aes simétricasi AT = A.
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Si A € R™ " estas dos nociones coinciden. Pero si alguna de las entradas de A tiene
parte imaginaria no nula, A no puede ser autoadjunta y simétrica simultdneamente.

Ejercicio 8.34. Si A € C"*™ es autoadjunta, mostrar que el polinomio caracteristico de A
tiene coeficientes reales:
pa(x) :=det(xl — A) € Rx].

Proposicién 8.35. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimension finita,
sea T € L(V). Entonces, T es autoadjunto si y sélo si

[T)s es autoadjunta,

para alguna (para toda) base ortonormal € de V.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 8.10. O

8.5. Operadores normales

En esta seccién consideraremos sélo espacios vectoriales sobre C.

Definicién 8.36. Dado un espacio con producto interno (V (-,-)), sea T' € L(V'). Diremos
que T es normal si T' conmuta con su adjunto, es decir,

T =TT".

Los operadores unitarios y los operadores autoadjuntos son ejemplos de operadores nor-
males, aunque no son los tnicos.

Ejemplo 8.37. Sea T el operador sobre C? cuya matriz con respecto a la base candnica es

2 0
A=[Tle=|0 3
—3 0

N O W

Veamos que T' es normal, pero no es autoadjunto ni unitario.

Comencemos calculando la matriz adjunta de A:

2 0 -3
A*=10 —i 0
3 0 2

Como A* # A, el operador T no es autoadjunto. Por otra parte,

2 0 =3 2 0 3 13 0 0 2 0 3 2 0 =3
A*A=10 —i O 0 2 0)]=10 1 O0)=10 ¢ 0 0 —i 0 | =AA".
3 0 2 -3 0 2 0 0 13 -3 0 2 3 0 2

Como [T*T]e = A*A = AA* = [TT*|¢, tenemos que T es normal. Por dltimo, 7" no es
unitario porque A*A = AA* #£ I3.

Lema 8.38. Un operador T € L(V') es normal si y sdlo si

IT*v|| = || Tv]] para todo v € V (8.8)
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Demostracion. Dado T' € L(V'), T es normal si y s6lo si T*T — TT* = 0. Como el operador
T*T — TT* es autoadjunto, en particular tenemos que ((T*T — TT*)v,v) € R para cada
v € V. Luego la Proposicion 8.2 asegura que, T*T — TT™* = 0 si y sélo si

(T*T —TT")v,v) =0 para todov e V.
O equivalentemente,
|Tv||? = (T*Tv,v) = (TT*v,v) = |T*v||*> para todo v € V,
de lo cual se deduce el enunciado. O

Entre otras cosas, el resultado anterior implica que N(T™) = N(T') para todo operador
normal 7.

Proposicién 8.39. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sea T € L(V) un
operador normal. St v € V es un autovector de T asociado al autovalor A € C, entonces v
también es un autovector de T™ asociado al autovalor X.

Demostracion. Supongamos que 1" es normal y que u € C. Entonces, el operador T — ul
también es normal, ya que (T — pl)* =T* —qnul y

(T = puD)"(T — pI) = (T" = pI)(T — pI) =TT — pI™ — T + apd
= TT* — T — uT* + il = (T — ul)(T* — 7l
= (T = pI)(T — pI)*.

Luego, supongamos que v € V es un autovector de 1" asociado a A, es decir,
Tv=M <& (T-XMw=0 <& |(T—X)v||=0.

Como T — AI es normal, ||(T — A )v|| = 0 implica que |[(T* — X)v|| = [[(T — XI)*v| =0, o

equivalentemente, v es un autovector de T asociado al autovalor . O

Corolario 8.40. Sea T' € L(V) un operador normal. Si v y w son autovectores de T
asociados a autovalores distintos, entonces v L w.

Demostracion. Supongamos que A, i € C son dos autovalores de Ty que A # p. Sean v y
w autovectores de T' asociados a A y u, respectivamente, es decir,

Tv=XMv y Tw=pw.
Por la proposicién anterior, tenemos también que T*w = fiw. Luego,
(A — ) (v,w) = (Av,w) — (v, pw) = (Tv,w) — (v, T*w) = (Tv,w) — (Tv,w) = 0.
Como \ # u, la ecuacién anterior implica que (v, w) = 0, es decir, v L w. O
Definicién 8.41. Una matriz A € C"*" es normal si A*A = AA*.

Proposicién 8.42. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimension finita,
sea T € L(V). Entonces, T es normal si y sélo si

[T)e es normal,

para alguna (para toda) base ortonormal € de V.
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 8.10. 0

Proposicién 8.43. Supongamos que A € C"*" es triangular (inferior o superior). Enton-
ces, A es normal si y sdlo si A es diagonal.

Demostracion. En primer lugar, notemos que si A es diagonal, entonces A* también es
una matriz diagonal. Como dos matrices diagonales cualesquiera conmutan, en particular
A*A = AA*, es decir, A es normal.

Reciprocamente, supongamos que A es normal y llamemos & = {ej,...,e,} a la base
canénica de C™ 1. Para fijar ideas, supongamos que A = (a;;) es triangular superior, es
decir, a;; = 0 si i > j. Notemos que, en este caso,

A€1 = aiieéex.

Por la Proposicién 8.39, tenemos también que A*e; = ai1 e1. Por otro lado, sabemos que
A*eq es la primer columna de la matriz A*, y como A* = (A)T, resulta que las entradas de
A*eq son las conjugadas de las de la primer fila de A:

n
A*el = E alj 6]‘.
Jj=1

Comparando las dos expresiones de A*eq, resulta que a1; = 0 para j =2,...,n.
En particular, ajo = 0, y como A es triangular superior, resulta que

Aey = ajzeq + agzes = agaes.

Repitiendo el argumento anterior, vemos que A*ey = a2z €2 y az; = 0 para j = 3,...,n.
Continuando de esta manera se ve que

Aej = ajjej, paratodo j=1,...,n.

Por lo tanto, A es diagonal.
Si A fuera triangular inferior, entonces A* es triangular superior y normal. Resulta
entonces que A* es diagonal, y evidentemente A también lo es. O

8.6. El Teorema Espectral en espacios con producto interno

Al conjunto de autovalores de un operador lineal T se lo suele llamar el espectro
(puntual) de T, y se lo anota o(T'). La teoria espectral en espacios con producto interno
involucra al concepto de autovalor, a la clasificacién de operadores/matrices en distintas cla-
ses (simétricos, ortogonales, autoadjuntos, unitarios, etc.), a los teoremas sobre la naturaleza
de los autovalores asociados a las distintas clases y, sobre todo, a aquellos que describen las
formas canénicas de cada clase.

La teoria espectral para matrices fue creada en el periodo 1826-1876, comenzando por
un tratado de Augustin Cauchy en el que demuestra que los autovalores de una matriz
simétrica son reales, y que la forma cuadratica asociada puede transformarse en una suma
de términos al cuadrado (es decir, “diagonalizada”) por medio de una sustitucién ortogonal
(un cambio de bases ortonormales).

Como ya mencionamos anteriormente, en Algebra Lineal un teorema espectral es un
resultado que explica cuando un operador lineal puede ser diagonalizado, es decir, represen-
tado como una matriz diagonal con respecto a alguna base. En esta seccién en particular

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 159



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

nos interesaremos por caracterizar, en un espacio con producto interno (V, (-, -)) de dimen-
sién finita, aquellos operadores T' € L(V') que determinan una base ortonormal formada por
autovectores de T', es decir, aquellos T' para los cuales existe una base ortonormal £ de V
tal que [T]¢ es una matriz diagonal.

El cuerpo K sobre el cual estd definido el espacio con producto interno (V, (-, -)) cumple
un rol central en este tema, por lo cual trataremos de manera diferenciada al caso real del
complejo.

8.6.1. Operadores ortogonalmente diagonalizables

Supongamos que (V,(-,-)) es un espacio euclideano (es decir, V es un R-espacio con
producto interno de dimensién finita) y que dim V' = n.

Dado T € L(V), supongamos que T es ortogonalmente diagonalizable, es decir,
existe una base ortonormal B de V' tal que

Tbj :)\jbj, jzl,...,n, (89)
para ciertos Ai,..., A\, € R, o equivalentemente,
A 0 ...00
0 X ... 0
[T)p = : o | = D.
0 0 ... X\

Observacion 8.44. La justificacion para el apelativo de “ortogonalmente diagonalizable”
se encuentra en que, si (V,(-,-)) es un espacio euclidiano, la matriz cambio de base entre
dos bases ortonormales es una matriz ortogonal.

Como consecuencia de (8.9), tenemos que
)\j = )\j <bj, bj) = <)\jbj, bj> = (Tbj, bj) €R paratodoj=1,...,n.
Luego,
["s=T)g=[T]=D" =D =I5
Por lo tanto, T es autoadjunto.

A continuacién probaremos que también vale la reciproca, todo operador autoadjunto
en un espacio euclidiano es ortogonalmente diagonalizable.

Lema 8.45. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)), sea T € L(V). Si W es un
subespacio de V invariante por T, entonces W es invariante por T*.

Demostracion. Supongamos que T(W) C W. Dado v € W+, veamos que T*v € W+, Para
cada w € W,
(T*v,w) = (v, Tw) =0,

ya que Tw € W. Entonces, T*v € Wt. Como v € W+ era arbitrario, W+ es invariante por
T O

Teorema 8.46. Dado un espacio con producto interno (V,(-,-)) de dimension finita, sea
T € L(V). Si T es autoadjunto, entonces existe una base ortonormal de V' compuesta por
autovectores de T'.
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Demostracion. La prueba serd por induccion sobre la dimension de V. Si dim V' = 1, es una
consecuencia del Teorema 8.32.
Como hipdtesis inductiva, supongamos que el enunciado es cierto para todo espacio con
producto interno con dimensiéon menor que n.
Supongamos también que dim V' = n. Por el Teorema 8.32, existen Ay € Ry v € V,
v # 0 tales que
Tv = \v.

Consideremos entonces e; := ﬁ y W := {e1}. Como W es T-invariante, el Lema 8.45

asegura que W+ es invariante por T* = T. Luego, (W=, (-,-)) es un espacio con producto
interno con dim W =n — 1 y ademas,

Ty : WE — W es autoadjunto.

Por la hipétesis inductiva, existe una base ortonormal {es, ..., e,} de W+ tal que
Tej:T|WLej:)\jej, j:2,...,n,
para ciertos Asa,..., A, € K.
Entonces, £ = {e1,ea,...,e,} es una base ortonormal de V = W @ W+ compuesta por
autovectores de 7. O

Corolario 8.47. Si (V,(-,-)) es un espacio euclidiano y T € L(V),

T es ortogonalmente diagonalizable < T*=T.

8.6.2. Operadores unitariamente diagonalizables

Ahora, supongamos que (V (-, -)) es un espacio unitario (es decir, V' es un C-espacio con
producto interno de dimensién finita) y que dim V' = n.

Dado T € L(V'), supongamos que 7' es unitariamente diagonalizable, es decir, existe
una base ortonormal B de V' tal que

Tbj :)\jbj, jzl,...,n, (810)
para ciertos Ai,..., A\, € C, o equivalentemente,
A 0 ... 0
0 X ... 0
Tp = : o .| =D.
0 0 ... X\

Observacion 8.48. La justificacién para el apelativo de “unitariamente diagonalizable” se
encuentra en que, si (V,(-,+)) es un espacio unitario, la matriz cambio de base entre dos
bases ortonormales es una matriz unitaria.

Si [T|g = D entonces, o
[T"]s = [T]g = D" = D.

En general, D # D porque D puede tener en la diagonal alguna entrada con componente
imaginaria no nula. Pero como DD = DD, tenemos que

[T*T)s = [T*]5]T]5 = DD = DD = [T]s[T"]g = [TT*]5.
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Por lo tanto, T' es un operador normal.

A continuacién probaremos la reciproca, todo operador normal en un espacio unitario
es unitariamente diagonalizable. Comenzaremos mostrando que todo operador lineal en un
espacio unitario es triangulable. Este resultado fue probado originalmente en 1909 por el
matemético aleman Issai Schur (1875-1941).

Teorema 8.49 (I. Schur). Dado un espacio unitario (V,{-,-)), sea T € L(V'). Entonces
existe una base ortonormal B de V' tal que [T|g es una matriz triangular superior.

Demostracion. Lo probaremos por induccion sobre la dimension del espacio V. Sidim V =1,
no hay nada que demostrar.

Como hipdtesis inductiva, supongamos que el resultado vale para espacios con producto
interno con dimensién menor a n.

Supongamos ahora que dimV =n, y sea T € L(V). Como V es un C-espacio vectorial,
todo operador lineal tiene un autovector (ver el comentario que sigue al Teorema 8.32). En
particular, T tiene un autovector, es decir, existen A € C y v € V tales que

T v = v.
Luego, consideremos el subespacio W := m y el operador restringido
Tlye : WE = Wt

Notemos que, como W es T*-invariante, el subespacio W= es T-invariante y el operador
anterior estd bien definido.
Por hip6tesis inductiva, como dim W = n—1, existe una base ortonormal &’ = {e1,...,e,—1}
de W tal que
[T|y1]er  es triangular superior.

Luego, si llamamos e, = ﬁ, &€ :={e1,...,en_1,€,} es una base ortonormal de V', y ademés

es facil convencerse de que
_ (Tlw]er =

es decir, [T¢ es triangular superior. O

Corolario 8.50. Si (V,(-,-)) es un espacio unitario y T € L(V),
T es unitariamente diagonalizable < T*T =TT".

Demostracion. La primera implicacién fue probada al comienzo de esta subseccion.
Reciprocamente, supongamos que 1" es normal. Por el teorema anterior, existe una base

ortonormal £ de V' tal que A := [T|¢ es una matriz triangular superior (y normal). Luego,
aplicando la Proposicion 8.43, resulta que A es diagonal. Por lo tanto, T' es unitariamente
diagonalizable. O

8.7. Ejercicios

1. Consideremos R? con el producto interno dado por

((z1,22), (y1,¥2)) = T1y1 — 221y2 — 222y1 + 822 .

Sea T € L(R?) dado por T(z1,x2) = (221 — w2, 21 + T2), calcular T*.
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2. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita dotado con un producto interno.
Dados S,T € L(V) y a € K, probar que:

a) (S+T) =8"+T".
b) (aT)* =aT™.

c) (ST)* =T*5".

d) (T7)" =

)

e) Si T es inversible, entonces (T*)~! = (T—1)*.

3. Sea (V,(-,-)) un espacio con producto interno de dimensién finita. Para u € V fijo,
definimos T}, : V' — V como

T,(v) = (v,u)u paraveV.

a) Probar que T, € L(V) y hallar T;;. ;Bajo qué condiciones T,, es una proyeccién
ortogonal?

b) Hallar N(T,). ;Bajo qué condiciones T;, es un isomorfismo?

4. Determinar si los siguientes operadores son autoadjuntos considerando en cada espacio
vectorial el producto interno usual.

a) La homotecia Hs y la proyecciéon Py sobre el eje y en L(R?).
b) T € L(R3) dado por T(z,y, 2) = (x +y,x, —2).
¢) T € L(C**3) dado por T(A) = AT.

5. Sean V' y W dos espacios con producto interno (de dimensién finita). Probar que si
T e L(V,W) entonces

N(T*) =Im(T)* y Im(T*) = N(T)*.
6. Sea T € L(R*) dado por
T (w1, 72,73, 74) = (T2,73,74,0).

a) Hallar T*. jEs T un operador normal?

b) Hallar el nicleo y la imagen de T™*.
7. Dado V un C-espacio con producto interno, sea 7' € L(V'). Probar que:

a) Si A es un autovalor de T, entonces A es un autovalor de T™*.

b) Si T es autoadjunto y A es un autovalor de T', entonces A € R.

8. Dado un espacio con producto interno (V, (-,-)) de dimensién finita, sea W un subes-
pacio de V. Probar que si U € L(V) es unitario y W es U-invariante, entonces W+ es
U-invariante.

9. Probar que si A es un autovalor de una isometria S € L(V') entonces |A| = 1. ;Cudles
son los valores posibles para el determinante de S?7

10. Dado un C-espacio con producto interno V' de dimension finita, sea U € L(V') unitario.

a) Probar que si A es un autovalor de 7', entonces || = 1.
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b) Mostrar que si x € V es tal que Uz = Az, entonces U*z = \~'x = Az.
¢) Dados dos autovalores de U distintos, A y u, mostrar que los autovectores aso-
ciados a A son ortogonales a los autovectores asociados a pu.

11. Dado n € N, hallar una matriz A € C"*™ que sea normal pero que no sea ni unitaria
ni autoadjunta.

5 =2 4
12. Sea A= |2i 8 —2i|.Probar que es autoadjunta y hallar una matriz unitaria U
4 2 5
tal que U1 AU sea diagonal.
3 0 0
13. Sea T € L(R3) tal que [T] = [0 —1 2 |, donde & es la base canénica de R3.
0o 2 -1

a) Hallar una base ortonormal {v,ve,v3} de R3, que conste de autovectores de T

b) Parai=1,2,3,sea T, € L(R?) definido como en el ejercicio 3, y sea \; € R tal

que Tv; = \jv;. Probar que T'= M\ T, + ATy, + A3Th, y que [ =T, + T, + T
14. Dado un espacio con producto interno (V, (-,-)), sea W un subespacio de V.
a) Siv=w+w conw €W yw € W+, probar que J : V — V dado por

J(v)=w -,

es un operador lineal autoadjunto y unitario.
b) Consideremos V = R3 dotado con el producto interno usual y W = {(1,0,1)}.

i. Hallar la representacién matricial de J en la base canénica de R3.

75. Hallar una base ortonormal de autovectores de J.

15. Dado un vector unitario v € R™ (es decir, v'v = 1), consideremos la matriz simétrica
J=1T-2w".
a) Mostrar que J2 = I. Esto dice que J no sélo es simétrica, sino que ademds es

una matriz . .. (complete la oracién y justifique adecuadamente).

b) Mostrar que v es uno de los autovectores de J, y calcular el autovalor correspon-
diente.

¢) Si u es un vector perpendicular a v, mostrar que u también es un autovector de
J y calcular el autovalor correspondiente.

d) Teniendo en cuenta todo lo anterior, jse anima a proponer una base de R™ que
diagonalice a J? ;jcudl es la representacién diagonal de J con respecto a esta
base?

16. Consideremos a C? dotado con el producto interno usual (-,-) y sea .J € L(C?) tal que

[J]e = ((1) _01> Ademés, definamos [z,y]; = (Jz,y) para z,y € C2.

a) Probar que J =J*=J" 1y J?=1.
b) Probar que:
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i. [z +z,y]; = alz,y]; + [2,y]; para cualesquiera z,y € C? y a € C.
1. mJ = [y, x]; para cualesquiera z,y € C>.
¢) ;Podemos asegurar que [-,-]; es un producto interno sobre C*?
Sugerencia: considerar el vector (1,1).

d) Hallar [-,-]; para los vectores de la base canénica de C2. Comparar con las pro-
piedades del producto interno usual.

e) Dado un subconjunto S de C?, definamos
SHI = {y eC?: [,y]; = 0 para todo = € S} )

Hallar SM para S = {(1,1)}. Comparar con S*.

17. Sea V un C-espacio con producto interno de dimensién finita. Diremos que T' € L(V)
es (semidefinido) positivo si

(Tv,v) >0 para todo v € V.

a) Mostrar que, si T es positivo entonces T es autoadjunto.
b) Dado T € L(V') autoadjunto, probar que las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
i) T es positivo;
ii) todos los autovalores de T' son no negativos;
iii) T tiene una raiz cuadrada positiva, es decir, existe R € L(V') positivo tal
que R?> =T;
iv) existe un operador R € L(V') tal que T'= R*R.
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Capitulo 9

Formas bilineales

En este capitulo estudiaremos formas bilineales sobre espacios vectoriales de dimensién
finita. En este capitulo supondremos que K = C 6 que K es un subcuerpo de C. Esta
hipétesis se justifica en el hecho de que, muchas veces, necesitaremos utilizar que K es un
cuerpo de caracteristica 0, es decir, sin € Nla suma 1+ ...+ 1 (n veces) en K es distinta
de 0.

Definicion 9.1. Sea V un K-espacio vectorial. Una forma bilineal sobre V' es una funcion
A:V xV — K que satisface:

A(aug + ug,v) = a A(ur,v) + A(ug, v), ui,ug,v €V, a €K;
A(u, v + va) = B A(u, v1) + A(u, ve), u,v, 0 €V, B ek

Comencemos presentando algunos ejemplos.
Ejemplo 9.2. Si K =R y V = R?, las funciones:

A(z,y), (u,0)) = (& +u)? — (z —u)* + yv,
A ((x,y), (u,v)) = zv + yu,
son formas bilineales sobre R2.

Ejemplo 9.3. Dado un cuerpo K, sea V = K™*", Fijada una matriz A € K™*™, sea
A:V xV — K dada por

AX,Y) =tr(Y T AX), X, Y e K™*n,

Es facil comprobar que A es una forma bilineal sobre K™*" (ejercicio).

En particular, si n = 1, entonces V = K™*! y A tiene un aspecto similar a las formas
del ejemplo anterior:

AX,Y)=tr(YTAX) =Y TAX

ail a2 ... aim 1

a1 ago e aom, X9
= (ylay27 v 7ym)

Aml Am2 .. Qmm T

m m
= ZZaijxjyi .

i=1 j=1
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Ejemplo 9.4. Dado un K-espacio vectorial V', sean f,g € V*. Luego, sea A : V x V - K
definida por
A(v,v) = f(u)g(v),  w,veV.

A partir de la linealidad de los funcionales f y g, se desprende que A es una forma bilineal
sobre V.

Llamaremos Bil(V') al conjunto de formas bilineales sobre un K-espacio vectorial V.

Proposicién 9.5. Si V' es un K-espacio vectorial entonces Bil(V') también es un K-espacio
vectorial, es decir,

si A, A" € Bil(V) y a € K entonces aAd + A € Bil(V).
Demostracion. Ejercicio. O

Dado un K-espacio vectorial V' con dim V' = n, supongamos que B = {b1,...,b,} es una
base de V. Si A € Bil(V), veamos que A estd determinada por los valores que toma sobre
pares de elementos de la base B. Dados u,v € V, escribamoslos con respecto a la base B:

n n
w=> mb, v=> ybj
i=1 j=1

para ciertos x1,...,%n, Y1, --,Yn € K. Luego,

A(u,v) =A inbiazyjbj = ZZL‘Z A bi,Zyjbj
i=1 j=1 ‘ J=1
= Zivzzy] A (bi, b))
i=1 j=1
= Zyj (Z A(bz,b]):EZ) .
j=1 =1

Entonces, si consideramos la matriz A = (4;;) € K" dada por
Aij = Albj, bi),

resulta que
Alu,v) = [v] 5 Alus. (9.1)

Reciprocamente, dada una matriz A € K™*" cualquiera, podemos definir una (tinica) forma
bilineal A sobre V' mediante (9.1) y, en particular, tendremos que A(b;, b;) = Aj;.

Definicién 9.6. Dado un K-espacio vectorial V' con dimV = n, sea B = {b1,...,b,} una
base de V. Si A € Bil(V), definimos la matriz de A con respecto a la base B como la
matriz A = (A;;) € K"*" dada por

Aij = .A(bj, bz)
Usualmente la anotaremos [A]g.

Teorema 9.7. Sea V un K-espacio vectorial con dimV = n. Cada base B de V determina
un isomorfismo entre Bil(V') y K™*™  mediante la aplicacion:

A= [Alg.
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Demostracion. Ya vimos que la aplicaciéon A — [A]p es una biyeccién entre Bil(V) y K™*™,
sélo resta probar que es una transformacion lineal, lo que queda como ejercicio. ]

Corolario 9.8. Si B = {b1,...,b,} es una base de V y B* = {f1,..., fn} es su base dual,
entonces las n? formas bilineales definidas por

Aij(u,v) = fi(v) fj(w),  w,v€EV, (9.2)
para i,j = 1,...,n, forman una base de Bil(V).

Demostracion. En primer lugar, notemos que las funciones A;; definidas en (9.2) son formas
bilineales del tipo considerado en el Ejemplo 9.4.
Ademas, dados u,v € V' cualesquiera, escribamoslos con respecto a la base B:

n
u = E u;by, v = E v; b,
=1 i
para ciertos ui, ..., Uy, v1,...,v, € K. Luego,

Aij(u,v) = fi(v) fi(u) = viuy.

Por otra parte, dada una forma A € Bil(V) cualquiera, si A = [A]p € K™*™ entonces

A(u,v) = Z Z Agjujv; = Z Z AijAij(u,v),

i=1 j=1 i=1 j=1
es decir,
n n
A=D > A
i=1 j=1
Por lo tanto, {A;; : i,j =1,...,n} es un conjunto de generadores de Bil(V'), y como tiene
n? = dim Bil(V) elementos, resulta que es una base de este K-espacio vectorial. O

De la prueba del corolario anterior se desprende que
[Aijls = EY,

la matriz cuya tinica entrada no nula es un 1 en la fila ¢ y columna j. Como estas matrices
forman una base de K"*" es natural entonces que las formas A;; conformen una base de

Bil(V).
Veamos que ocurre con la matriz asociada a una forma bilineal cuando pasamos de una
base de V' a otra. Supongamos que B = {b],...,b)} es otra base de V' y descubramos que

relacién hay entre [A|g y [A]g.
Si A:=[Algy P := Pgp es la matriz cambio de base de B’ en B, entonces

A(u,v) = [l Aluls = (Pl]s) " A(Pluls) = ([v]s P ") A(Pluls)
=[] (PTAP)[u]p,

con lo cual
[Alg = PT[A]gP. (9.3)
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Ejemplo 9.9. Sea A la forma bilineal sobre R? dada por
A((z,y), (u,0)) = zu +zv + yu + yo.

Si & ={e; = (1,0),e2 = (0,1)} es la base canénica de R? entonces

A= (7).

Por otra parte, si B = {by = (1,—1),b2 = (1,1)} entonces

1 1
P:=PFPep= <_1 1).

Por lo tanto,

[Algp = PT[AlgP = (i _11> <} 1) <_11 i): (i _11> <8 g)
:(82>.

Esto dice que, si escribimos

(u,v) =u'(1,—-1) +2'(1,1),

entonces
A((z,y), (u,v)) = 4y'v'.
De hecho, podemos ver que 3’ = xTﬂ/ yv = “;”, y efectivamente,
T+ U+ v
4y = 4M(7) =(x+y)(u+v) =zu+2v+yu+yv = A((z,y), (u,v)).

2 2

Una consecuencia de la férmula de cambio de bases (9.3) es que si Ay A’ son dos matrices
de n x n que representan a la misma forma bilineal (con respecto a dos bases diferentes),
entonces A y A’ tienen el mismo rango. Por lo tanto, podemos definir el rango de una forma
bilineal de la siguiente manera:

Definicién 9.10. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y A € Bil(V'), definimos
el rango de A como el rango de la matriz [A]g para alguna (cualquier) base B de V.

Proposicién 9.11. Dado un K-espacio vectorial V' con dimV = n, sea A € Bil(V'). En-
tonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) A tiene rango completo, o sea, el rango de A es igual a n;
i) para todo uw € V, u# 0, existe v € V tal que A(u,v) # 0;
i11) para todo v €V, v # 0, eziste u € V tal que A(u,v) # 0.

Si A € Bil(V) satisface alguna de las condiciones anteriores, diremos que A es una forma
no degenerada.
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Demostracion. Fijada una base B = {b1,...,b,} de V, sea A = [A|g y recordemos que
A(u,v) = [U]EA[U]BU

para cualesquiera u,v € V. La condicién i) equivale a que A € K™*™ sea invertible.

Supongamos que A € K"*" es invertible. Fijado u € V, u # 0, notemos que A[u]g # 0.
Luego, el vector A[u]p € K" tiene alguna coordenada no nula, supongamos que es la i-ésima.
Si tomamos el vector v := b; entonces

4

[vlg = [bils = ei =

0
y por lo tanto, A(u,v) = [v] 5 A[u]p # 0 ya que coincide con la i-ésima coordenada de Alu]p.
Esto prueba que ) implica 7).

Por otra parte, si A no es invertible, existe un vector X = (z1,...,2,)" € K"*! no nulo

tal que AX = 0. Si definimos el vector w := x1b1 + ... + Tpby € V, tenemos que u # 0 y
ademas, para cualquier v € V,

A(u,v) = [v] 5 Aluls = [v]5AX = [v]30 = 0.

Acabamos de probar que i7) implica ¢) (por la contrarreciproca).

Para probar la equivalencia entre i) y i), consideremos la forma bilineal
Al (u,v) == A(v,u).

Es facil ver que [A']g = AT. Luego, como rg(A) = rg(A"), la equivalencia se deduce de la
prueba anterior. O

Ejercicio 9.12. Dado V = R?*3, sea A la forma bilineal definida por A(X,Y) = tr(Y T AX),

donde
2 3
(20,

Determinar si A es una forma degenerada o no degenerada.

9.1. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

Definicién 9.13. Dado un K-espacio vectorial V, sea A € Bil(V'). Diremos que A es una
forma bilineal simétrica si

A(u,v) = A(v,u) para todo u,v € V.

En la demostracién de la Proposicién 9.11, a partir de una forma A € Bil(V') definimos
una segunda forma bilineal A’ € Bil(V'), mediante

Al(u,v) := A(v, u),

es decir, trasponiendo las entradas de A. La definicién anterior dice que A es simétrica si y

s6lo si Al = A.
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Observaciéon 9.14. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, A € Bil(V) es
simétrica si y sélo si
[A]p es una matriz simétrica,

para cualquier base B de V.

Definicién 9.15. Dado un K-espacio vectorial V', sea A € Bil(V'). Diremos que A es una
forma bilineal antisimétrica si

A(u,v) = —A(v,u) para todo u,v € V.
Notemos que la definicién anterior dice que A es antisimétrica si y sélo si A" = —A.

Proposicién 9.16. Dado un K-espacio vectorial V', sea A € Bil(V'). Entonces, A es anti-
stmétrica st y solo si
A(v,v) =0 para todo v € V. (9.4)

Demostracion. Supongamos que A es antisimétrica. Luego, dado v € V,
A(v,v) = —A(v,v),

de donde se deduce que A(v,v) = 0. Reciprocamente, supongamos que vale (9.4). Dados
u,v eV,

0=A(u+v,u+v)=A(u,u) + A(u,v) + A(v,u) + A(v,v) = A(u,v) + A(v,u).
Por lo tanto, A(u,v) = —A(v, u) para todo u,v € V. O]

Observaciéon 9.17. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, A € Bil(V) es
antisimétrica si y sélo si
[A]p es una matriz antisimétrica,

para cualquier base B de V.
En particular, los elementos de la diagonal de [A]g = (A;;) son todos nulos, ya que

Aii = A(bi, b)) = —A(b;, bi) = — A

Proposicién 9.18. Dado un K-espacio vectorial V', toda A € Bil(V') puede descomponerse
como la suma de una forma bilineal simétrica y una antisimétrica.

Demostracion. Dada una forma A € Bil(V'), consideremos las formas Agjm, Aane € Bil(V)
definidas por

1 1
ASim = 5("4 + At) y Aant = 5(“4 - 'At)
Veamos que Ag;p, es simétrica: dados u,v € V,

Ao (0210) = S(A(w, 1) + At (v,0)) = 2 (A(v, 1) + A, v))

9 2
= (A 0) + A (0) = A (1.0,

Andlogamente, Ag,; es antisimétrica, ya que para u,v € V,

At (0,0) = S (A(v, 1) — A (v,0)) = ~(A(v, 1) — Alu, v))

2 2
= — 5 (A, v) — A, 1)) = 5 (Al v) — A (0,0)) = ~Aana(1,0).
Ademids, es inmediato que Agjp + Aant = A. O
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Definicion 9.19. Sea V un K-espacio vectorial. Diremos que una funcién @ : V" — K es
una forma cuadratica si

Q(v) = A(v, v),

para alguna forma bilineal simétrica A € Bil(V').

SidimV =ny B={b1,...,b,} es una base de V, supongamos que A = (4;;) € K"
es la representacién matricial de A con respecto a la base B. Luego, dado v € V,

AH A12 N Aln (%
A21 AQQ . Agn V2
Qv) = A@w,v) = [plf Alels = (vr.ocvvn) | 1
Al A ... A, Un,
n o n n 1—1
= ZZAUU”)J ZAuv + QZZA”UZU], (9.5)
i=1 j=1 i=1 j=1
si[vlg = (vi,...,00)"

Reciprocamente, cada expresién polinomial de la forma (9.5) en la cual las constantes
A;; € Ksesuponen dadas y vy, . .., v, representan a n variables, define una forma cuadratica
en cualquier K-espacio vectorial con dim V' = n. De hecho, si B = {b1,...,b,} es una base
de V, dados

uw=>Y ubi, v=>Y vib,
i=1 i=1
consideremos la forma bilineal A : V x V — K dada por

n 1—1 n 1—1

Z Ajuivg + Z Z Ajjuivg + Z Z Ajjviug, (9.6)

i=1 j=1 i=1 j=1

entonces
n i—1

Q) := ZA”v + QZZA”UZU],

i=1 j=1
como queriamos probar.
Observacion 9.20. Si A € Bil(V) es una forma bilineal arbitraria, la funciéon @ : V. —
K dada por Q(v) = A(v,v), también es una forma cuadratica. La hipdtesis adicional de
que la forma A sea simétrica (en la Definicién 9.19) se justifica en el hecho de que una

forma cuadrética puede ser determinada por mas de una forma bilineal (no necesariamente
simétrica). Por ejemplo, en R?, las formas bilineales

A((z,y), (u,v)) = zu + 3zv + yv,
A'((2,y), (u,v)) = zu + 3yu + yv,
generan la misma forma cuadratica Q(x,y) = 22 + 3zy + 9y

Sin embargo, el proximo resultado muestra que cada forma cuadratica estd determinada
por una unica forma bilineal simétrica. Notemos que las formas bilineales de la observacion
anterior tienen la misma parte simétrica

3 3
Asim ((,y), (u,v)) = zu + 5:1:1) + iyu + 9yv,

la cual genera también la forma cuadratica Q(z,y) = 2% + 3xy + 9y>.
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Proposicion 9.21. Dado un K-espacio vectorial V, sea QQ : V — K una forma cuadrdtica
sobre V. Entonces, existe una unica forma bilineal simétrica Agim € Bil(V') tal que

Q) = Agim(v,v) para cadav € V.

Demostracion. Por definicién, si @ : V — K es una forma cuadratica, existe una forma
bilineal simétrica Ay, € Bil(V) tal que Q(v) = Asim(v,v) para cada v € V.
Ademsds, A, estd univocamente determinada por @, ya que

Qu+v) = Agim(u +v,u+v) = Agim(u, u) + Agim (1, v) + Agim (v, 1) + Agim (v, v)
= Q(u) + 2 Asim(u,v) + Q(v),

Q(u —v) = Agim(u — v,u — v) = Agim (u, w) — Agim (1, v) — Agim (v, u) + Agim (v, v)
= Qu) — 2 Asim(u,v) + Q(v),

de donde se desprende que

1

Agim(,0) = 5(Qu-+ ) ~ Q(u) ~ Q) = 1 (Q(u+0) = Qu—v)). D

A la igualdad Agjm (u,v) = %(Q(u—i—fu) —Q(u)— Q(v)) se la suele llamar la forma polar
vy a Agim(u,v) = 1(Q(u+v) — Q(u — v)) se la llama la identidad de polarizacién de la

forma bilineal simétrica Ag;p,.

Definicion 9.22. Dado un K-espacio vectorial V' de dimension finita, sea B una base de
V.SiQ:V — K es una forma cuadrética sobre V', la matriz de () con respecto a la
base B es la matriz asociada a la forma bilineal simétrica Ay, tal que Q(v) = Agim (v, v),
es decir,

[Q] B = [Asim]B .

Notemos que la forma bilineal dada en (9.6) es simétrica, y determina la forma cuadrética
(9.5). Luego, la matriz de @ en la base B es:

A A ... An

Aoy A ... App
QRls=As=A=( . . . .

Anl An2 o Ann

Una familia importante de formas bilineales simétricas es la compuesta por los productos
internos sobre R-espacios vectoriales, los cuales tratamos en el capitulo anterior. Si V' es un
R-espacio vectorial, un producto interno sobre V no es més que una forma bilineal simétrica
A € Bil(V) que verifica

A(v,v) >0 siv#D0. (9.7)

Una forma bilineal A que satisface (9.7) de denomina definida positiva. Por lo tanto, un
producto interno sobre un R-espacio vectorial es una forma bilineal no degenerada, simétrica
y definida positiva sobre dicho espacio.

Teniendo esto en mente, podemos aprovechar parte de la terminologia y la maquinaria
desarrollada para los productos internos y extrapolarla a formas bilineales simétricas mas
generales. En particular,

Definicion 9.23. Si A es una forma bilineal simétrica sobre un K-espacio vectorial V,
diremos que dos vectores u,v € V son vectores ortogonales con respecto a A si

A(u,v) = 0.
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Con los mismos argumentos utilizados para los espacios con producto interno, se puede
mostrar que si S es un subconjunto de V' entonces

St:={veV: A(v,s) =0 para todo s € S}, (9.8)
es un subespacio de V.

Ejercicio 9.24. En R*, consideremos la forma cuadrética definida por
Q(tvxayaz) = t2 - $2 - y2 - 22'

Si A es la forma bilineal simétrica asociada a Q y W = {(¢,¢,0,0) : ¢t € R}, mostrar que el
subespacio ortogonal a W con respecto a A es:

WL:{(:B7:U7y7Z): $7y,Z€R}-
En particular, W N W+ # {6} y W+ no es un complemento algebraico de W, es decir,
W+ W+ £R4

El ejercicio anterior muestra que el subespacio ortogonal con respecto a una forma bilineal
simétrica no es necesariamente un complemento. Por lo tanto, hay que ser extremadamente
cuidadoso al manejarlo.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion, el cual
asegura que toda forma bilineal simétrica puede ser “diagonalizada”, es decir, expresada de
forma candnica.

Teorema 9.25. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, sea A € Bil(V) una
forma bilineal simétrica. Entonces, existe una base B de V' en la cual [Alp es una matriz
diagonal.

Demostracion. Si A= 0046sidimV = 1, el resultado es obviamente cierto. Podemos suponer
entonces que dimV =n > 1y que A # 0.

Si Q(v) := A(v,v) = 0 para todo v € V, la forma polar de A (ver la prueba de la Pro-
posicién 9.21) muestra que A = 0. Entonces, existe un vector b; € V tal que A(by,b1) # 0.
Sea W el subespacio generado por by, W = {b1}, y consideremos su complemento ortogonal
Wt (con respecto a la forma bilineal A). Veamos que, en este caso particular,

V=w+w.

e WNWL ={0}: Supongamos que w € W NW-=. Como w € W, existe a € K tal que
w = aby. Pero ademds w € W, asi que

0= A(w,w) = Alaby, aby) = o> A(by, by).
Como A(by,by) # 0, resulta que o = 0 y, en consecuencia, w = 0.

e W+ W+ =V: Dado v € V arbitrario, sea

N A(bl,v)
W= 7A(b1,b1)b1'
Luego,
B AL, )  A(by,v) B
A(bl,w) —A(bl,v A(bl,bl)bl> —A(bl,v) 7A(b1’bl)¢4(b1,b1) = 0.

Entonces, w € W+. De la definicién de w se ve que v puede escribirse como la suma
de un vector en W y otro en W+. Por lo tanto, V =W + W+,
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Ademds, la restriccién de A a W+ es una forma bilineal simétrica sobre W+. Como dim W+ =
n — 1, podemos suponer por induccién que W+ tiene una base {ba, ..., by} tal que

Aib) =0 sii#j, ij=2....n.

Entonces, B := {b1,...,b,} es una base de V tal que A(b;,b;) = 0 si i # j, es decir, [A]g es
una matriz diagonal. O

Corolario 9.26. Si A € K" es una matriz simétrica, entonces existe P € K™*™ invertible
tal que PT AP es una matriz diagonal.

Recordemos que, si K = R, la matriz invertible P del corolario anterior puede elegirse
como una matriz ortogonal, i.e. P = P~!. Pero como vimos en el capitulo anterior, probar
esto no es inmediato.

9.2. Formas bilineales simétricas reales

En esta seccion trataremos formas bilineales simétricas y formas cuadraticas en espacios
vectoriales sobre el cuerpo R de los nimeros reales. Estas formas aparecen naturalmente en
muchas ramas de la matematica y la fisica.

La siguiente es una clasificacion de las formas bilineales simétricas reales utilizada, entre
otras cosas, para clasificar los extremos locales de funciones de varias variables.

Definicién 9.27. Dado un R-espacio vectorial V, sea A € Bil(V) una forma simétrica.
Diremos que:

i) Aes definida positiva si A(v,v) > 0 para todo v € V, v # 0;
ii) A es semidefinida positiva si A(v,v) > 0 para todo v € V;
iii) A es definida negativa si A(v,v) < 0 para todo v € V, v # 0;
iv) A es semidefinida negativa si A(v,v) < 0 para todo v € V;
v) A es indefinida si existen u,v € V tales que A(u,u) >0y A(v,v) <0.
Ejemplos 9.28. Consideremos las siguientes formas bilineales simétricas en R"™:

1. el producto interno usual en R™ es una forma definida positiva;

2. A((x1,. -, 20), (Y1, -+, Yn)) := 21y1 es una forma semidefinida positiva;
3. A((z1, - @), (W1, yYn)) == — D> pey 2k z1yp es una forma definida negativa;
4. A((z1,...,2n), (Y1, -+, Yn)) := —8Tpyn, es una forma semidefinida negativa;

5. A((x1,. -y 20), (Y1, -+, Yn)) := 221y1 — 5TpYy es una forma indefinida.

Las formas bilineales simétricas reales pueden diagonalizarse de una forma especial, la
que describiremos en el proximo resultado.

Teorema 9.29. Dado un R-espacio vectorial V con dimV = n, sea A € Bil(V) una forma
simétrica con rango r. Entonces, existen una base € = {e1,...,ep} de V y un p € N,
1 <p <r tales que [A]g =: D es diagonal, y ademds,

1 st i=1,...,p,
D, = -1 st 1=p+1,...,1,
0 st e=r+1,...,n.
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Demostracion. Por el Teorema 9.25, si A € Bil(V) es una forma simétrica con rango r,
existe una base B = {b1,...,b,} de V tal que

dq

—Up+1
[Als = € R™™, (9.9)

para ciertos di,...,d, € R no negativos.
Sea U € R™*"™ la matriz diagonal cuya diagonal principal estd dada por

1 ..
si e=1,...,7m,

si t=r+1,...,n.

Es facil ver que D := U[A]gU = U T[A]gU cumple las condiciones del enunciado. Ademés,
si definimos los vectores

1 ..
62'2{ ﬁbi sii=1,...,7,

b; sii=r+1,...,n,
entonces £ = {e1,...,e,} es también una base de V' y [A]¢ = D. O

El siguiente resultado muestra que la cantidad de 1, la de —1, y la de 0, a lo largo de la
diagonal principal en la matriz D del teorema anterior son cantidades invariantes, es decir,
no dependen la base elegida para representar a A.

Teorema 9.30. Dado un R-espacio vectorial V' de dimension finita, sea A € Bil(V) una
forma simétrica. Toda representacion matricial diagonal de A tiene el mismo niumero p de
entradas positivas y el mismo numero q de entradas negativas.

Demostracion. Por el Teorema 9.25, existe una base B = {b1,...,b,} de V tal que [A]p
es una matriz diagonal con, digamos, p entradas positivas y ¢ entradas negativas en la
diagonal principal. Ahora, supongamos que B’ = {b},...,b),} es otra base de V tal que

[A]p es también una matriz diagonal con, en este caso, p’ entradas positivas y ¢’ entradas
negativas en la diagonal principal. Como el rango de A no depende de la base elegida para
representarla, tenemos que
p+g=r=p+q.
Por lo tanto, alcanza con probar que p = p'.
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que las entradas positivas son las que apa-
recen primero en cada una de las matrices. Luego, consideremos los subespacios

We={b,.. .0 vy W ={0, 0.0,

Notemos que A(u,u) > 0 para todo u € W y que A(v,v) < 0 para todo v € W’. Por lo
tanto, W N W’ = {0}. Luego,

dim(W + W) = dim W + dim W’ — dim(W N W) =p+(n—p) —0=n+ (p—p),

Facultad de Ciencias Exactas | UNLP 176



Apuntes de Algebra Lineal — F. Martinez Perfa, N. Rios

pero como W + W' es un subespacio de V, su dimensién no puede exceder a n. Entonces,
p<yp.

De manera analoga, considerando los subespacios S := {bp41,...,b,} y S" == {b, ..., b;,}
que complementan a W y W', respectivamente, se puede ver que p’ < p. En consecuencia
p = p’, como querfamos probar. ]

Observacién 9.31. Dado un R-espacio vectorial V' con dimV = n, sea A € Bil(V) una
forma simétrica. Supongamos que A admite una representaciéon matricial diagonal con p
entradas positivas y g entradas negativas a lo largo de la diagonal principal. Entonces,

i) A es definida positiva < p =n;

ii) A es semidefinida positiva < ¢q = 0;

iv) A es semidefinida negativa < p = 0;

)
)
iii) A es definida negativa < ¢q =n;
)
) A es indefinida < p#0yq#0.
La diferencia s := p — ¢ se denomina la signatura de A.

Ejercicio 9.32. Dado un R-espacio vectorial V' con dim V' = n, sea A € Bil(V) una forma
simétrica con rango r y signatura s. Probar que

i) A es semidefinida positiva < s =r;
ii) A es semidefinida negativa < s= —r.

Corolario 9.33 (Ley de inercia de Sylvester). Toda forma cuadrdtica @ : R™ — R tiene
una unica representacion de la forma

Qa1 ...,an) =i+ ... +as—ah —...— T, (9.10)
En particular, r = p+ q es el rango de Q.

La cantidad p de términos positivos en (9.10) suele llamarse indice de inercia positivo
de @ y la cantidad ¢ de términos negativos en (9.10) suele llamarse indice de inercia
negativo de Q).

9.3. Formas hermitianas

Las formas que consideraremos a continuacién deben su nombre al matematico francés
Charles Hermite (1822-1901), quien elaboré varios tratados sobre formas cuadraticas y
polinomios ortogonales, entre otras cosas.

Definiciéon 9.34. Sea V un C-espacio vectorial. Una funciéon A : V x V — C que satisface:

Alaur + ug,v) = a A(ur,v) + Auz,v),  ui,ug,v €V, a €K;
A(u,v) = A(v,u), u,v € V;

se denomina forma hermitiana sobre V.
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Dados u,v1,v9 € V, vy 8 € K, de las propiedades anteriores se deduce que

A(u, Bor 4 v2) = A(Bo1 + va,u) = BA(v1,u) + Ava,u) = B A(v1, u) + A(vz, u)
= B .A(’LL, Ul) + .A(’LL, U2)a

es decir, A es una forma hermitiana si es lineal en la primera variable y conjugado lineal en
la segunda variable. Ademas,

A(v,v) €R para todo v € V,

ya que A(v,v) = A(v,v).

Los resultados de la seccién anterior para formas bilineales simétricas tienen sus andlogos
para formas hermitianas. Dada una forma hermitiana A: V xV — C, la funcién Q : V — R
definida por Q(v) = A(v,v) se denomina forma cuadratica hermitiana asociada a A.
Podemos reconstruir a A a partir de ), mediante la identidad de polarizacién:

3
A(u,v) = i Z *Q(u + i*v).
k=0

SidimV =ny B={bi,...,b,} es una base de V, la matriz H = (H;;) € C"*" dada por
Hij = A(bj, bi),
es la representacién matricial de A con respecto a la base B, y verifica:
A(u,v) = [v]5H [u]s,

si [u]g, [v]p € C™ son las coordenadas de los vectores u,v € V.

Como A(b;, b;) = A(bj,b;), la matriz H es autoadjunta y, en particular, las entradas de
la diagonal de H son reales. Por lo tanto, si A admite una representacién matricial diagonal,
ésta contiene sélo entradas reales.

Teorema 9.35. Dado un C-espacio vectorial V con dimV = n, sea A una forma hermitiana
sobre V. Entonces, existe una base B = {b1,...,b,} deV tal que [A]p es una matriz diagonal,
i.e. A(bj,b;) =0 sii # j. Mds ain, toda representacion matricial diagonal de A tiene la
misma cantidad p de entradas positivas y el mismo nimero q de entradas negativas.

Demostracion. Ejercicio. ]

La suma p+ ¢ coincide con el rango de la forma A y la diferencia s := p — ¢ se denomina
la signatura de A.

Las formas hermitianas también pueden clasificarse en formas (semi)definidas positivas,
(semi)definidas negativas e indefinidas.

Ejemplo 9.36. El producto interno canénico de C™:

<($17"-7xn)7(y17"-7yn)> :xlm++xny77

es una forma hermitiana sobre C™. Més atin, (-,-) es una forma definida positiva ya que

(x1,...,20), (T1,. .y zn)) = |z P+ .+ |22 >0 si (x1,...,2,) # 0.
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Ejercicios

. Decir cuales de las siguientes aplicaciones A : R? x R? — R son bilineales.

a) A((z1,91), (z2,92)) = 1.
b) A((z1,91), (x2,92)) = (x1 +31)* = (21 — 11)>.
c) A((z1,91), (22,92)) = (21 — y1)* + 272

d) A((z1,91), (22,92)) = 21y2 — T291.

. Dada A € K™ ™ gea A : K™*" x K™*™ — K definida por

AX,Y) =tr(Y'AX). para X,Y € K™,

Probar que A es una forma bilineal.

. Dado un K-espacio vectorial V', probar que Bil(V') es un K-espacio vectorial.

. Determinar si las siguientes formas bilineales son simétricas:

a) A € Bil(R?) dada por A((x1,1), (x2,y2)) = 3z122 + 221Y2 + 20122 + Y1Y2.
b) A€ Bil(]RQ) dada por A((z1,y1), (x2,92)) = 122 + 4x1Y2 — 3Yy122.
¢) A € Bil(R?) dada por A((z1,y1,21), (T2, Y2, 22)) = T122 + Y192 + 2122.

. Para las formas bilineales simétricas del punto anterior, escribir una representacién

matricial en una base del espacio vectorial involucrado diferente de la candnica. Hallar
su rango.

. Sea A la forma cuadrética sobre R? dada por

Alz,y,2) = 22 — dzz + 5y? + 42°.

a) Determinar si A es una forma definida positiva, semidefinida positiva, definida
negativa, semidefinida negativa o indefinida. Justificar.
b) Encontrar una representacién matricial de A que sea diagonal.
Dado un R-espacio vectorial V' con dimV = n, sea A € Bil(V') una forma simétrica
con rango r y signatura s. Probar que
a) A es semidefinida positiva < s =r;

b) A es semidefinida negativa < s = —r.

. Dado un K-espacio vectorial V con dim V' = n, sea B una forma bilineal sobre V' con

rango 7. Consideremos los subespacios:

Vit ={veV: B(u,v) =0 para todo u € V}
y VI={ueV: B(u,v) =0 para todo v € V}.

Probar que r =n —dimV+ =n —dim V", y en consecuencia dimV+ = dim V',

(Sugerencia: Recordar que el rango de B es el rango de su matriz asociada.)

. Dado un K-espacio vectorial V', sea A € Bil(V') simétrica. Probar que A es no dege-

nerada si y sélo si V+ = {0}.
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10. Sea A € Bil(R?) dada por
A((z1,y1, 21), (T2, Y2, 22)) = 3z122+4T1Y2+T1 20+ 4y1 21 +Y1Y2+6y1 20+ 21 T2 +221 Y2+ 21 22 -

a) ;Es simétrica A? ;Es antisimétrica?
b) Hallar Agipm v Aant en Bil(R3) tales que A = Agirn + Aant.

11. Sea B = {u,v} una base de R? y sea A € Bil(R?) dada por
A(u,u) = A(v,v) =0 A(u,v) =1=—A(v,u).

Probar que A(x,z) = 0 para todo = € V' y que A es no degenerada.

12. Supongamos que V = R?*2, Dada M = < 3 5

L 2>,seaB:V><V—>Rdadapor

B(A,B)=tr (A'"MB), A,BeV.
Mostrar que B es una forma bilineal sobre V' y encontrar la matriz de B con respecto
a la base £ = 10 01 00 00
B 0 0/)”\0 0)" 1 0/)7\0 1 '
13. Sea A € Bil(R?) dada por
A((z1, 1), (2, 92)) = 22122 + T1Y2 + Y172 .
Hallar su forma cuadratica asociada.

14. Para cada una de las siguientes formas cuadraticas sobre R?, hallar la forma bilineal
simétrica asociada y representarla matricialmente en la base candnica.

a) Qz,y) = ax? para a € R
b) Q(z,y) = By para f € R
¢) Qx,y) =~yay paray € R

15. Probar que:

a) Q(z,y) = 22 — 4y + 5y? es una forma cuadrética definida positiva sobre R2.

b) Q(z,y,2) = 72?4+ 4zy + y*> — 8wz — 322 es una forma cuadratica indefinida sobre
R3.
¢) Q(z,y,z) = —x? — 2y? — 322 es una forma cuadrética definida negativa sobre R3.

16. Mostrar que la forma cuadratica en R? asociada a la matriz

-1 0 0
A=|o0 -3 2|,
0 2 -3

es definida negativa.
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17. Dado un R-espacio con producto interno (V, (-, -)), sea ) una forma cuadratica sobre
V. Supongamos que A es la matriz que la representa con respecto a una base B de V.
Probar que si A es un autovalor de A entonces existe un autovector v asociado a A tal
que

Qv) = Aol .

Deducir que:

a) si @ es definida positiva entonces todos los autovalores de A son positivos;
b) si Q es definida negativa entonces todos los autovalores de A son negativos;

¢) si @ es indefinida entonces A tiene autovalores positivos y autovalores negativos.
Analizar si vale la reciproca en alguno de los casos anteriores.

18. Dado un R-espacio con producto interno (V,(-,-)) con dim(V) = n, sea A € Bil(V)
una forma bilineal simétrica.

a) Probar que existen escalares A1, ..., A\, € Ry una base ortonormal B = {vy,...,v,}
de V tales que, siv =", a;v; € V entonces

Av,v) = Z)\i o?.
i=1

b) Siguiendo con la notacién del inciso anterior, mostrar que la forma cuadrética
asociada a A es definida positiva si y sélo si \; > 0 para 1 < i < n. Deducir que,
en dicho caso, existe § > 0 tal que

A(v,v) > 6 -||v||> para todo v € V.
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Capitulo 10

Algebra tensorial

El algebra tensorial es mas un lenguaje que una teoria en si misma, pero nos permite
presentar una descripcion uniforme para todos los objetos tratados en estos apuntes, ademas
de agruparlos en una estructura algebraica.

10.1. Producto tensorial de K-espacios vectoriales

Comenzaremos generalizando la nocién de forma bilineal tratada en el capitulo anterior.
En particular, ahora las formas tomaran valores en un K-espacio vectorial y no en el cuerpo
K.

Definicion 10.1. Dados K-espacios vectoriales V, W y U, una funcién ¢ : V. x W — U es
bilineal si es lineal en cada una de sus variables (cuando la otra permanece fija), i.e.

w(avy + Bug, w) = ap(vy,w) + B (v, w) para todo v, v € V, we WyapBek,
o(v, aw + fwr) = ap(v,wr) + B (v, ws) para todov € V, wi,ws € Wy a,8 € K.

Estas funciones forman un K-espacio vectorial al que denotaremos Bil(V x W,U). Si V,
W'y U son K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces

dimBil(V x W,U) = dim V - dim W - dim U.

El producto tensorial de dos K-espacios vectoriales V' y W aparece naturalmente al
considerar funciones bilineales ¢ : V x W — U en las cuales U es un tercer K-espacio
vectorial. Veremos que uno de estos U es “universal”, en el sentido de que describe a todos
los posibles U. Este U “universal” sera el producto tensorial entre V' y W.

Proposicion 10.2. Dados dos K-espacios vectoriales V. y W de dimension finita, sean
B={b1,...,bn} y& =A{e1,...,em} bases de V. y W, respectivamente. Si o : V. x W — U
es bilineal, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {cp(bi,ej): 1=1,...,n, jzl,...,m} es una base de U;

n
i1) para cada z € U existen unicos yi,...,yn € W tales que z = Z o(bi, vi);
=1

m
i11) para cada z € U existen unicos x1,...,xT, €V tales que z = Zcp(xj, ej).
i=1
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Demostracion. Supongamos que {gp(bi,ej) ci=1,...,n, j=1,... ,m} es una base de U.
Dado z € U, sean «;; € K tales que

z = Z Z ozijgo(bi, 6]').

i=1 j=1

Luego, si para ¢t =1,...,n llamamos y; := E;nzl ajje;, tenemos que

n m n m n

z= g E aijo(bi,ej) = E e | bi, E ajje; | = E ©(bi, yi),

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

y la unicidad de los y; es consecuencia de la unicidad de los escalares o;;.
Reciprocamente, supongamos que para cada z € U existen unicos ¥1,...,y, € W tales

que z =y, ¢(b;,y;). Como & es una base de W, para cada ¢ = 1,...,n existen tnicos
il ..., Qm € K tales que y; = Z;”Zl a;;e;. Entonces,

n

2= obiny) =Y @b aie; | =)D aie(bie;).
i—1 =1

i=1 =1 j=1

Por lo tanto, {cp(bi,ej) ci=1,...,n, j= 1,...,m} es una base de U.
Esto completa la prueba de la equivalencia entre i) y ii). La equivalencia entre i) y #i7)
sale mutatis mutandis. ]

Corolario 10.3. Si la propiedad i) vale para un par de bases B y € de V- y W, respectiva-
mente, entonces vale para cualquier par de bases de V y W.

Dicho mal y pronto, un K-espacio vectorial T' es un producto tensorial de V' y W si es
la imagen de una funcién bilineal definida sobre V' x W. Formalmente,

Definicion 10.4. Dados dos K-espacios vectoriales V' y W de dimension finita, un pro-
ducto tensorial de V' y W es un par (7, ®) formado por un K-espacio vectorial 7'y una
funcién bilineal

Q:VxW-—=T, (z,y) — z®yY,

que satisface la condicién: si B = {b1,...,b,} vy € = {e1,...,en} son bases de V' y W,
respectivamente, entonces

{bi®ej: 1=1,...,n, jzl,...,m} es una base de T'.

El corolario anterior garantiza que esta definicién no depende de la eleccién de las bases
de los K-espacios vectoriales V' 'y W.

Observacién 10.5. El producto tensorial de dos K-espacios vectoriales V' y W de dimensién
finita es dnico en el siguiente sentido: si (71, ®1) y (T2, ®2) son dos productos tensoriales
de V y W, existe un tnico isomorfismo ¢ : 71 — T» tal que

7/)(90 ®1 y) = Q2Y,

para todo z € V, y € W. De hecho, si B={b1,...,b,} y €& ={e1,...,en} son basesde V' y
W, respectivamente, entonces 1 puede definirse como la unica transformacion lineal tal que

w(bi®1€j):bi®26]’, 1=1,....,n, 7=1,...,m.
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Al producto tensorial de dos K-espacios vectoriales V' y W lo anotaremos V ® W. Si
dimV =n y dimW = m entonces

dim(V@ W) =nm=dimV - dim W.
Ejemplo 10.6. Consideremos la funcién bilineal ® : K[z] x K[y] — K|z, y] dada por
(P@q)(z,y) :=plx)q(y),  peKlz], ¢ €Kyl
Los productos ¥ @ y! = x¥y! con k,l € N forman una base de K[z, y], asf que
Klz, y] = Klz] ® K[y].
Andlogamente,
Klz1, .. 20 @ K[yt ..y Ym] = K[X1, .oy 0y Y1y - oy Y-

Ejemplos 10.7. Dados dos K-espacios vectoriales V' 'y W, sean B = {b1,...,b,} v € =
{e1,...,em} bases de V' y W, respectivamente. Consideremos también como bases de V* y
W*, a las bases duales B* = {f1,..., fu} vy E* ={91,.. ., 9m}-

1. Para cada f € V* y cada y € W, definamos la transformacion lineal
f@y: V=W dadapor (f®vy)(x)= f(z)y.
Asi, construimos una funcién bilineal
@:V*x W — L(V,W).

Es facil ver que [f; ® ejle s = FE7% la matriz en K™*" cuya tnica entrada no nula es
un 1 en la fila j, columna i. Como {E’*: j=1,...,m, i =1,...,n} es una base de
K™ la familia de operadores f; ® e; es una base de L(V, W) y resulta que

LV,W)=V*@ W.
2. Para cada par de funcionales f,g € V*, definimos la forma bilineal
f®@g:VxV =K dadapor (f®g)(u,v)=f(u)g().
Tenemos entonces una funcién bilineal
®@:V* x V* = Bil(V).
Como ademés {f; ® fj:i=1,...,n, j=1,...,n} es una base de Bil(V'), resulta que
Bil(V)=V*®V*.

La propiedad de universalidad que caracteriza al producto tensorial de dos K-espacios
vectoriales puede enunciarse como:

Proposicion 10.8. Dados tres K-espacios vectoriales V., W y U, supongamos que V vy
W son de dimension finita. Para cada funcion bilineal o : V. x W — U existe una unica
transformacion lineal T € L(V @ W, U) tal que

p(z,y) =T(x@y),

para cualesquiera x € 'V, y € W.
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Esta propiedad puede reinterpretarse diciendo que para cada bilineal ¢ : V x W — U
existe una unica T € L(V @ W, U) tal que el siguiente diagrama conmuta:

VxW 25 U

°p /T
Vew

Demostracion. Dadas B = {b1,...,b,} yE = {e1,...,en} basesde V y W, respectivamente,
sabemos que B £ :=={b;®e;: i=1,...,n, j=1,...,m} es una base de V.® W. Luego,
si para cada par (i, ) definimos

T(b; ® ej) = p(bi, e5), i=1,...,n, j=1,...,m, (10.1)

tenemos una funcién bien definida de la base B® £ en U. Entonces, sabemos que existe una
unica T' € L(V ® W,U) que satisface (10.1), o equivalentemente,

o(z,y) =T(z®vy), paratodox € V, y € W. O

Dados dos K-espacios vectoriales V' y W de dimensién finita, supongamos que B =
{b1,...,bn} yE ={e1,...,en} son bases de V' 'y W, respectivamente. Todo vector z € VW
se descompone de manera tinica como

n m
z:ZZaU b; ® ej, a;; € K.
i=1 j=1
Los escalares «;; son las coordenadas de z con respecto a la base
BRE .= {b,-@ej: i=1,...,n, j= 1,...,m}.
En particular, cada z € V ® W puede describirse por medio de su matriz de coordenadas
Z = (ag5) € K™,

Definicion 10.9. Un elemento z € V ® W se dice descomponible si existe un par de
vectores x € V., y € W tales que z =z ® y.

Dado z = ® y, es claro que si escribimos a x e y con respecto a las bases By &,

n m
=Y Bibi, y=> Ve
i=1 j=1
entonces z = » ' | Z;n:1 Bivj bi ® ej, es decir,

b1

p
(i) = Z = :2 (V1,725 -+ Ym)-

B

En particular, Z es una matriz de rango menor o igual a 1.
Por lo tanto, los elementos descomponibles representan una porcién muy pequena de
V ® W. Sin embargo, son suficientes para generar todo el espacio.
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Ejercicio 10.10. Los vectores descomponibles no tienen una tinica representacion posible.
De hecho, si z =2y y a € K, a # 0, entonces z también puede representarse como

2= (ax) ® (o ly).

Probar que estas son todas las representaciones posibles de z, es decir, si z = ©® v entonces
existe A € K, A # 0, tal que
w=r, v=A\ly.

La Proposicién 10.2 sugiere otras descomposiciones posibles de un elemento z € V@ W,

las cuales pueden ser utiles en algunas situaciones. Si B = {by,...,b,} y € = {e1,...,em}
son bases de V' y W, respectivamente, entonces existen unicos z1,...,T,, € V y también
anicos y1,...,y, € V tales que

n m
z:Zbi@)yi y z:ij@)ej.
i=1 j=1

Veamos que el producto tensorial de K-espacios vectoriales es, en cierto sentido, conmu-
tativo y asociativo.

Recordemos que en la Observacion 10.5 mencionamos que el producto tensorial es tinico,
salvo isomorfismos. Notemos que si V' y W son dos K-espacios vectoriales, entonces hay un
isomorfismo entre VW y W V:

Y VW ->WeV, TRY— YT,

Como ¢ es lineal y mapea la base B&E de V® W en la base E R B de W ® V, el Teorema
2.22 asegura que v es un isomorfismo.

Andlogamente, si U es un tercer K-espacio vectorial, tenemos un isomorfismo 7 : (U ®
VYW — U ® (V®W) definido por

(LRV) QW u® (vew), uelUveV,weW.

Identificando los espacios (U®V)@W y U® (V@ W), tenemos una buena definicién para el
producto tensorial UV QW de tres K-espacios vectoriales. Andlogamente, podemos escribir
el producto tensorial de cualquier cantidad finita de K-espacios vectoriales: si Vi, Va,...,V,
son K-espacios vectoriales, la asociatividad del producto tensorial nos permite escribir

VieaVa®...0V,,

sin temor a malinterpretarlo. Los productos tensoriales de vectores bésicos de Vi,...,V,
forman una base del espacio anterior.

10.1.1. Producto tensorial de operadores lineales

Dados dos K-espacios vectoriales V'y W de dimensién finita, sean ' € L(V) y S € L(W).
Podemos construir un operador sobre V ® W definiendo:

(T®S)(r®y) :=Tr® Sy,

sobre los elementos descomponibles z @ y € V@ W. Al operador T'® S se lo conoce como
el producto tensorial de 7'y S.
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Si B = {b,...,bp} y &€ = {e1,...,em} son bases de V y W, respectivamente, sean
A =(a;5) e K™" y B = (byy) € K™*™ tales que A = [T|g y B = [S]¢. Luego, si

BoE={bi®ej: i=1,....,n, j=1,...,m}
={i®e,b1@es,....01 Qem,ba®er,...,.ba®em,....bp®er,...,bp ®enm},

tenemos que

anB algB e alnB

ang ang ... Ao B
A®B:=[T®Slpee=| . T | e e,

anlB anQB e annB

es el producto tensorial de las matrices A y B.

Ejercicio 10.11. Usando la matriz A ® B definida mds arriba, comprobar que:

tr(T'® S) = (tr T)(tr S); (10.2)

det(T' ® S) = (det T)™(det S)". (10.3)

Ejercicio 10.12. Supongamos que K = C. Si Ay,..., A\, € C son los n autovalores de T
(contados con multiplicidades) y p1, ..., m € C son los m autovalores de S, probar que los

nm autovalores de T'® S estan dados por
Nij = Nipj, t=1,...,n, j=1,...,m.
Usando esta descripcién de los autovalores de T’ ® S, deducir las férmulas (10.2) y (10.3).

Ejercicio 10.13. Si V y W son dos K-espacios vectoriales de dimensién finita, mostrar que
L(V ® W) es el producto tensorial de los espacios L(V) y L(W).

10.2. El algebra tensorial de un K-espacio vectorial

A lo largo de esta seccién, supongamos que V' es un K-espacio vectorial con dimV = n.

Definicion 10.14. Dados p, g € N, el K-espacio vectorial

p copias q copias

TI(V):=VeVe..eVeV'eVie.. .oV, (10.4)

es el espacio de tensores de tipo (p, q) sobre V. Aceptaremos también la convencién de que
(V) =K.

Es fécil ver que dim 77 (V') = nP*9. Ademds,

THV) = %4
(W) = V*
T'(V) = VeV* = L)
(V) V*eV* = Bil(V).

Mas generalmente,

q copias copias
q Cop
V) = VeVvie..ov' = Mul,... VK),
q copias q copias
- —
THV) = VeV'eV'®...eV* = Mu(V,...,V,V),
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donde Mul(V1,...,V,,U) denota al K-espacio vectorial de funciones multilineales
p:Vix..xV,=U

es decir, lineales en cada una de las ¢ variables (cuando las restantes ¢ — 1 variables perma-
necen fijas).

10.2.1. Operaciones entre espacios de tensores

En este apartado presentaremos dos operaciones entre espacios de tensores, las cuales
nos permitirdn cierta interaccién entre tensores de distinto tipo.

En primer lugar, podemos usar el producto tensorial para definir una operacién binaria
entre espacios de tensores:

®:TP(V) x TI(V) = TV (V),
la cual se define en los tensores descomponibles de cada espacio como

(1‘1®...®aj‘p®f1®...®fq)®($p+1®---®$p+r®fq+1®---®fq+s)
::L‘1®...®l'p®:l}p+1®...®:L‘p+r®f1®...®fq®fq+1®...®fq+s.

Ejemplo 10.15. Como vimos en el Ejercicio 10.13, el espacio
TEV)=VeVeV eV =VeV)e(VeV),
puede identificarse con el espacio L(V ® V). Entonces, la “multiplicacién tensorial”
®: T (V) x T} (V) = T5(V),

coincide con el producto tensorial de operadores lineales descripto en la seccién anterior.
De hecho, como ambas operaciones son bilineales, alcanza con probar que coinciden para
vectores descomponibles (operadores lineales de rango 1). Dados u,v € V' y f,g € V*, sean
T =uxfellV)yS:=v®geL(V).
De acuerdo a lo visto en los Ejemplos 10.7, para cada par de vectores x,y € V, la forma
bilineal f ® g actia como

(feg)(zey) = flx)g(y).
Entonces, dados z,y € V,
TeS)(zey)=Tz® Sy = ((u® fz)® (v g)y)
= (f(x)u) @ (9(y)v)
= f(@)g(y) u©v = ((f@g)(z@y))(uew)
= ((wev)® (fog)(z®y).
Por lo tanto, T ® S = (0 ®v) ® (f ® g).

Otra operacién importante sobre los tensores es la contraccién. Dados p,q € N, cons-
truiremos una transformacion lineal

1.7p p—1
Cy:TP(V) — T,-, V),
de la siguiente manera: consideremos la funcién multilineal
p copias q copias

o1 :V><V><...><V><V*><V*><...><V*—>T5__11(V)a
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dada por ¢}(z1,...,Zp, fi,- s fq) = fil@1) (22 ® ... ® 2, ® fo ® ... ® f,). Luego, por la
Proposicién 10.8, existe una tinica transformacién lineal Ci : Ty (V) — T;:ll(V) que verifica:

Cliz1 @@ .01, i@ fo®...0 f) = filr1)(22®...01,®@ L@ ... f,).
Esta es justamente la contraccién de las primeras componentes de los espacios

p copias q copias

VoVe...eV v VeVe.. .oV

cuyo producto tensorial es T3 (V).

De la misma manera, dados dos indices cualesquiera i = 1,...,p, 7 = 1,...,q, po-
. . _1 ., . s .
demos definir C} : T7(V) — T~ (V) como la contraccién de la i-ésima coordenada de
p copias q copias

VeV®...0V con la j-ésima coordenada de V* @ V*®...®@ V*.

Ejemplo 10.16. La contraccion de un operador lineal es su traza.

Recordemos que los operadores lineales son tensores de tipo (1,1). Supongamos que
T € L(V) es un operador de rango 1 de la forma

T=u® f, conueV,feV"

es decir, un tensor descomponible. Supongamos ademdas que ni u ni f son nulos. Como
dim N(f) = n—1, podemos considerar una base B = {b1,...,b,} de V tal que {b1,...,bp—1}
sea una base de N(f)y f(b,) # 0. Luego, si u se descompone en esta base como

u = a1by + agbs + ... + apby,

tenemos que

T(b;) =0 sii=1,...,n—1,
T(bn) = (u® f)(bn) = f(bp)u
Entonces,
0 0 f(bp)an
[T]s = ’ AL 7
0 0 f(bn)on

y en particular,
tr(T) = f(bn)an = flanby) = flaabi + ... + an_1bp—1 + anby) = f(u)
= Ci(u® f) = CL(T).

Si T € L(V) es un operador arbitrario, el resultado sale descomponiéndolo en suma de
operadores de rango 1 y utilizando la linealidad (tanto de la traza como de la contraccion).

Ejemplo 10.17. La evaluacion de un operador lineal en un vector, también es una con-
traccion.

Consideremos los tensores de tipo (2,1), los cuales pueden identificarse con el producto
tensorial de V' 'y L(V):

TEV)=VeVeV'=Ve(VeV)=VeLlV).
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Luego, si u,v € V, f € V* notemos que
Clue (ve ) =fup= (e f)u).
Una vez més, usando la linealidad de C} y del producto tensorial,
Cllu®@T)=Tu, siuecVyTeLV)=VaV*

Ejemplo 10.18. El producto de operadores lineales, también es una contraccion.

Consideremos los tensores de tipo (2,2), los cuales pueden identificarse con el producto
tensorial L(V) ® L(V):

TE(V)=VeVeV'eV =VeV)e (Ve V") =LV)® LYV).
Luego, la contraccion
C2:T2(V)=L(V)@ L(V) = TH(V) = L(V),

representa al producto de operadores lineales. De hecho, siT = u® f y S = v ® g son
tensores descomponibles,

Clluwve fog)=flv) uxy.
Por otra parte, dado x € V,

TSz =(u® fvegs=(u® f)(gz)v) =g@) (ue flv=g()f(v)u
= f)(u®@g)z) = (fW)(u®g))r=CiuRv® f& g)(z).

Entonces, T'S = C?(u®@ v ® f ® g) = C}(T ® S). Otra vez, el resto es consecuencia de la
linealidad.

A la contraccién del producto tensorial de los tensores Ty S se la suele llamar la
contraccién de T con S.

10.3. Coordenadas con respecto a una base

Fijada una base B = {by,...,b,} de V, sea B* = {f1,..., fn} la base dual correspon-
diente. Luego,

{biy®... @b, @ f;,®@...0 fj,: 1<i1,... 0, J1,...,jg <1},

es una base de TZ(V), es decir, todo tensor T' € T¥ (V) puede escribirse de manera unica
como
T = E E1,..-,ip,j1,-~-7jqbi1 ®...xQ bip X fjl ®...R® qu, (105)
(S ip7j17"'7jq
para cierta familia de coeficientes Ti,...sip,j1,....7q € K, ala que llamaremos las coordenadas
de T con respecto a la base B de V. Notemos que hemos escrito una tinica sumatoria con
varios subindices, lo que indica que debe sumarse sobre todos ellos (en este caso, de 1 a n).
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Ejemplo 10.19. Las coordenadas de T' € L(V'), visto como un tensor de tipo (1,1), son
exactamente las entradas de [T]z. De hecho, si T = El ;Tij bi ® f; entonces

Thr= Y Ty bi® fj | b= Tij(bi ® f5)(bn) = D Tij f(bi)bi = Y Tirbi,
.3 i

] 4,J

con lo cual las coordenadas de la k-ésima columna de [Tz son (Tyx, Tok, - - - Tni) |-
De la misma manera, si A € Bil(V) las coordenadas de A, vista como un tensor de tipo
(0,2), son las entradas de la matriz [A]z.

El fisico alemadn Albert Einstein (1879-1955) propuso una notacién alternativa para
los tensores de tipo (p,q) y sus coordenadas, en la cual se usan tanto subindices como
supraindices. En ésta los vectores de la base de V se indican con subindices, y los de la
base dual se indican con supraindices. Por otra parte, los indices de las coordenadas de
un tensor de tipo (p,q) correspondientes a los vectores de la base de V se indican como
supraindices, mientras que los indices de las coordenadas correspondientes a los vectores
de la base dual se indican como subindices. Ademads, si en una expresiéon aparece un indice
repetido, una vez como subindice y la otra como supraindice (otras repeticiones no estén
permitidas), entonces supondremos que estamos sumando sobre ese indice sin escribir la
sumatoria correspondiente. Por lo tanto, de acuerdo a la notacién de Einstein, la férmula
(10.5) se escribe como:

T=T/""" b, ®.. @b, ®.. . & f" (10.6)

A continuacién utilizaremos la notaciéon de Einstein en algunos ejemplos, considerando
siempre la base B de V', y su base dual como base de V*.

Ejemplo 10.20. Dados z € V y T' € L(V'), supongamos que
x:ijbj y T:ZZAijbi@)fja
j=1 i=1 j=1
para ciertos escalares z; € K y A;; € K. Luego, en la notacién de Einstein,
z=a2'b; y T=Ab/f,
y sus coordenadas con respecto a la base B son
[zl =(2) y  [T]s=(A}).
Luego, [Tz|g = (A;xj) ya que
Tx = (Alb; @ f7) (aFb) = Ala™((b; @ f7)br) = Ala® £ (b)bs = (Alad)b.
Ejemplo 10.21. Sean S,T € L(V) tales que [T]|p = (A;) y [S]s = (BJZ) Entonces,
[1S)s = (ALBY).
De hecho, tenemos que
TS = (Aib® 1) (Bfby @ 1) = ALBF (b ® f9) (b @ ') = ALBESI (be) (b @ 1)
= ALBF(b; @ ).

Hemos utilizado el hecho de que (b; ® f7)(br, @ f1) = f7(br)(b; @ '), el cual es facilmente
verificable (ya sea evaluando en un vector arbitrario v € V, o notando que las matrices
asociadas a b; ® f7, by @ fl y b; ® f! son E7', E'* y EY  respectivamente).
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10.3.1. Coordenadas de operaciones entre tensores

Dados T € T¥(V) y S € TT(V), supongamos que

T=T;"""b®..0bafle.. o[ (10.7)
S =8It by, ® . @by, @ L@@ fle, (10.8)

Luego, las coordenadas de T'® S son los productos

(T® S)i17-~~7ip+r . il:-nﬂ'p ip+17---7ip+r
I15-dg+s J15--450q Jg+1s--3)q+s

Por otra parte, si T € T4 (V) y S = CHT) € Tg__ll(V) entonces,

Ulseefp—1 __ alilsesip—1
J1lyeesJg—1 7‘7‘717"'7]11717

donde 7 es un indice adicional.
Esto es consecuencia de la férmula (10.6), considerando los tensores de la base de T¢ (V)
inducida por la base B de V', tenemos que

Ci(byy ®..0b, @ f'®@...@ f11) = 6,4, by, ®...0b, ® f2®...0 f.

De la misma manera, si 1 <k <py 1l <! <q podemos calcular la contraccién por los
indices k y [. Como

CF (b ®...®b, @f'®...®@f1) = &, j, by, ®...Qb;,_, @by, ...Qb,f'@...@f 1@ f I ®. . .®f,
si S = CF(T) entonces sus coordenadas son:

Sil,---ﬂ'p—1 Lyl —1,T ks tp—1
J1yee5Jg—1 J1se-501—=15"5015-++50g—1 :

donde r es un indice adicional.

10.4. Cambio de coordenadas en T7 (V)

Supongamos que B = {by,...,b,} v € = {e1,...,e,} son dos bases de V. Dado T €

T3 (V), supongamos que conocemos sus coordenadas con respecto a la base B, [T]p =
11 5eenslp
(T, a .
Si Pge = (a;-) es la matriz cambio de base de £ en B, tenemos que

), ¥ queremos calcular sus coordenadas con respecto a la base £.

ej = b, ji=1,...,n.
De la misma manera, si Pg 5 = (5;) es la matriz cambio de base de B en £, tenemos que
bj = Bjei, j=1,...,n.

Llamemos B* = {f1,..., f"} y & = {g%,...,¢"} a las bases duales de B y &, respectiva-
mente. Si Pg g+ = (7;) entonces,

gi:'y,ifk, i=1,...,n.
Luego, como g'(e;) = d;; ¥ fE(b)) = 63, tenemos que

Sij = g'(ej) = (W S")es = 1S (es) = i fF (ehbr) = vl (b)) = vi.alow
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Entonces, si k = [ resulta que d;; = VZQ? , es decir
Pg« g«Pge = 1.
Con lo cual, Pg« g« = Pg« p«(Pp+ g+ Ppg) = (Pg= g+ P+ £+)Pgg = Ppe. Por lo tanto,
. - .
fl=ad, j=1,...,n.
Utilizando toda la informacién recopilada, notemos que
T — Tzh :Zpb21®--~®bip®fjl®-~-®qu

e
z, i k
! ”B el®...®ﬂippep®a{;gl1®...®a;qgl

J17 Jq
_ kp mit,e.ip g1 Ja I l
_ﬁil...ﬁ U Qg 0@ 0yl ... Rgr.
= Kiyenrk ,
Por lo tanto, [T]g = (T, ,,”) estén dadas por
T klr"vkp _ nk1 ]fp 11,00 J1 Jq
Tll,...,lq My e ﬂip J1see- 7.7q all alq

10.5. Tensores sobre un espacio euclidiano

En cada espacio euclidiano hay un tensor especial que determina el producto interno.

Sea (V,(-,-)) un espacio euclidiano con dimV = n. Como, en este caso, el producto
interno es una forma bilineal simétrica sobre V', denotaremos g € T9(V) al tensor que la
representa. Lo llamaremos el tensor métrico de V.

Dada una base B = {by,...,b,} de V, supongamos que

o] = (9i)-
Luego, dados dos vectores z = x'b; e y = y'b; en V, tenemos que
(z,y) = JUingij-

Dado un vector y € V = T¢(V), la contraccién del producto tensorial g ® y (en cualquier
indice de g y el tnico de y) es un tensor de tipo (0, 1), es decir, un funcional con coordenadas

Recordemos que, por el Teorema de representacion de Riesz, cada vector y € V' determina
un tnico funcional lineal ¢, = (-, y) sobre V (y viceversa). Entonces, a las coordenadas (y*)
las llamaremos las coordenadas contravariantes de y, mientras que a las coordenadas
(yi) las llamaremos las coordenadas covariantes de y.

Notemos que

n n
vi =gy’ =) (bisbj)y = <biazy]bj> = (bi,y) -
j=1 j=1
Asi que, en el caso particular de una base ortonormal £ = {ey,...,e,} de V, resulta que

yi:yia izla"')”’v

es decir, las coordenadas covariantes y contravariantes coinciden.
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M4s en general, la contraccién del producto tensorial de g con cualquier tensor 7' € T2 (V)

(en el primer supraindice de T y cualquiera de los subindices de g) es el tensor T € T 5;11(‘/)

con coordenadas
T i2,enlp ) k,i2,0ip
Gutenda — 99k Ly

Esta operacién se conoce como el descenso del primer supraindice de T'. De manera analoga
podemos definir el descenso de cualquiera de los supraindices de T'.
Si & ={e1,...,e,} es una base ortonormal de V', entonces

9jk = Ojk;
y en consecuencia tenemos que

T 12,.00p

Kyi2,nip  dsi2,enip
D5J1s--50q

:5Jk Jlsedqg T Jlsensdq

Esto implica, en primer lugar, que el descenso de un supraindice es una operacién invertible.
A su inversa, la llamaremos el ascenso de un subindice de T. En segundo término, si
nos restringimos a bases ortonormales, tenemos que no hay diferencias entre subindices y
supraindices de tensores en un espacio euclidiano.

Ejemplo 10.22. Al descender el indice de un operador lineal T € L(V') = T} (V), obtenemos
la forma bilineal A € Bil(V') dada por

Az, y) = gjpa? Ty = (x, Ty) .

Esto establece un isomorfismo candnico entre el espacio de operadores lineales L(V') y el
espacio de formas bilineales Bil(V') sobre un espacio euclidiano.

10.6. Tensores covariantes y contravariantes

Los tensores de tipo (p,0) se denominan tensores contravariantes de rango p. A

partir de aqui denotaremos
(V) = T5(V).

Los espacios T°(V) = K, TY(V) = V, T?(V), ...pueden organizarse en un &lgebra lineal,
pero para ello necesitamos introducir la idea de “suma directa externa” de espacios vecto-
riales. El enfoque de este concepto no supone de antemano que los K-espacios vectoriales
V1, ..., Vi sean subespacios de un espacio en comun.

Definicion 10.23. Dada una familia finita V7,..., V. de K-espacios vectoriales, la suma
directa externa de ellos es el K-espacio vectorial Vi® ... &V} formado por las k-uplas

(x1,...,x), conz; €Vy,i=1,...k,

dotado con las operaciones de suma y producto por escalares definidas componente a com-
ponente, es decir,

(xlv"'vxk)+(y1"°'ayk) = (x1+y17"°7$k‘+yk‘)a
Mz, .o xg) = (Axq, ... Azg).

Esta nocién esta intimamente ligada al concepto de suma directa de subespacios que
estudiamos previamente. De hecho, si consideramos los vectores de la forma

coord. i
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éstos forman un subespacio de V1P ... DV; que es isomorfo a V;, llamémoslo V;. Mas atln,
cada elemento de V1@ ...®V) se descompone de manera Unica como una suma de vectores
de estos subespacios, es decir,

Vid...dVi=Vi+...+ V..

Reciprocamente, si V' es un K-espacio vectorial que se descompone como la suma directa de
k subespacios Wy, ..., Wy, entonces la aplicacion

Wid...oW, =V, (1., xk) = 1+ ...+ T,

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

La discusién anterior se puede generalizar a una familia infinita de K-espacios vectoriales
(V})jen siempre y cuando consideremos s6lo sucesiones (x1, x2, .. .), z; € Vj, con una cantidad
finita de términos no nulos.

Ahora podemos describir la construccién del dlgebra tensorial de un K-espacio vectorial
V. Consideremos la suma directa externa infinita

—

T(V) = @pZOTp(V). (10.9)

Como
TP(V)eTIY(V) C Tp+q(V),

T (V) dotado con el producto tensorial resulta un algebra lineal, llamada el dlgebra ten-
sorial de V. Esta es un algebra asociativa y tiene una unidad, que es el 1 del cuerpo
K =T%V).

De manera anéloga, los tensores de tipo (0, q) se denominan tensores covariantes de
rango ¢. Si denotamos T, (V) := Tg(V), el algebra

—

L) =, L),
se llama el dlgebra de funciones multilineales sobre V. Ademés, como
Ty(V) =T9(V7),
el dlgebra de tensores covariantes puede interpretarse como el algebra tensorial del espacio
dual V*.
10.7. Ejercicios
1. Sean K un cuerpo y ¢ : K3 x K* — K3*4 la funcién bilineal dada por

(p(z,y))ij = ziy; parax = (z1,22,23) € K%, y = (y1, 92, y3,y1) € KL,
Probar que (K3*4, ¢) es un producto tensorial.

2. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales de dimensién finita. Probar que todo elemento
z € V® W se puede escribir como

T
z:ZUkQka,
k=1

para vi,...,v. € V y wy,...,w, € W vectores linealmente independientes de V' y W,
respectivamente.
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. Dados dos K-espacios vectoriales de dimensién finita Vy W, seaz =2y e VW

un vector descomponible. Probar que para todo A € K (no nulo) z = u ® v, con
U= AT y v=A"ly.

Mostrar ademaés que éstas son todas las representaciones posibles de z, es decir, si
z=u®uvconu€VywveW entonces existe A € K, A # 0, tal que

w=Ar, v=A\ly.

. Dar ejemplos de vectores no descomponibles en diferentes productos tensoriales de

K-espacios vectoriales.

. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales con dim V' = n y dim W = m, respectivamente.

Consideremos bases By = {v1,...,v,} vy Bw = {w1,...,wy} de V y W, respectiva-
mente. Dados '€ L(V) y S € L(W), sean A= [T, y C = [S]5,,-

a) Probar que

anC apC -+ a1,C
aglC GQQC a9 C
T ® S]Bv@BW = . . ) n e Rnmxnm
an1C an2C -+ ap,C
b) Mostrar que tr(7 ® S) = tr(A) tr(C) y det(T' ® S) = det(A)™ det(C)".
c) Probar que si Aj,...,\, son los autovalores de T'y p1, ..., tim,m son los autovalo-
res de S (contando multiplicidades), entonces los nm autovalores de T'® S son
exactamente

mij =Aipj parai=1,....n, j=1,...,m.

Deducir el item b) a partir de este resultado.

. Probar que si V y W son dos K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces

L(V @ W) es el producto tensorial de L(V) y L(W).
Dar ejemplos de tensores en R* que sean:

a) 2 veces covariantes.
b) 4 veces covariantes.

¢) n veces covariantes.

. Dar ejemplos de tensores de tipo (0,0), (0,1), (0,2), (2,2). En cada caso aclarar el

espacio vectorial considerado y su dimensién.

. Probar que al contraer p veces un tensor de tipo (p,p), se obtiene como resultado un

escalar.
Probar que la contraccion de un operador lineal es su traza.

Probar que el producto escalar canénico es un tensor métrico cuyas componentes en
la base usual estdn dadas por la delta de Kronecker.

Consideremos un tensor de tipo (2,1), a.

a) ;Qué tipo de tensor se obtiene al contraerlo con un tensor métrico gp;?

b) {Qué tipo de tensor se obtiene al contraerlo con un tensor métrico g9*?
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Capitulo 11

Grupos de matrices

Para comenzar, recordemos la definicién de grupo.
Definiciéon 11.1. Un grupo es un conjunto G dotado con una operacién binaria
@ xG—d, (z,y) — xy,
que verifica las siguientes condiciones:
i) (zy)z = z(yz) para cualesquiera z,y, z € G;
ii) existe un unico e € G tal que ex = xe = x para todo z € G;
iii) para cada z € G existe un tinico 7! € G tal que zz~! =z 'z =e.
Si ademds verifica
iv) xy = yx para cualesquiera z,y € G,
diremos que el grupo es un grupo abeliano.

Ejemplos 11.2. A continuacién presentaremos algunos grupos abelianos con los cuales
estuvimos trabajando durante todo el curso.

1. Si (K, +,-) es un cuerpo, entonces

i) (K,+)y (K\ {0},-) son grupos abelianos.
i) (K", +) y (K™*" +) también son grupos abelianos.

2. Si V es un K-espacio vectorial, entonces (V,+) es un grupo abeliano.
3. Si St:={z€C: |z| =1}, entonces (S!,-) es un grupo abeliano.

El objetivo principal de este capitulo es presentar algunos grupos de matrices particula-
res, los cuales casualmente no son abelianos (en caso de que n > 2).

Ejemplos 11.3.
1. Si K es un cuerpo,
GL(n,K) ={A e K™": det(A) #0 }, (11.1)

es un grupo con la multiplicacién usual de matrices. Se llama el grupo lineal general
(de orden n) sobre K.
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2. SiK=C,
U(n,C) = {U € GL(n,C) : Ut =U"*}, (11.2)

es el grupo de matrices (complejas) unitarias.
3.5 K=R6K=C,
O(n,K)={A€GL(n,K): A1 =AT}, (11.3)
es el grupo de matrices ortogonales.

4. Si K es un cuerpo,
SL(n,K) ={A € K™": det(4) =1}, (11.4)

es el grupo lineal especial (de orden n) sobre K.

Definicion 11.4. Dado un grupo G, sea H C G. Se dice que H es un subgrupo de G si
satisface:

i) e € H;
ii) si z,y € H entonces zy € H,;
iii) si x € H entonces 1 € H.

Repasando los ejemplos anteriores, notemos que SL(n,K) y O(n,K) son subgrupos de
GL(n,K). También es facil ver que U(n,C) es un subgrupo de GL(n, C).

Ejercicio 11.5. Sea G un grupo. Si H; y Hs son dos subgrupos de G, probar que Hi N Hs
también es un subgrupo de G.

Otro grupo destacado es
SO(3) ={A € O(3,R): det(A) =1 }. (11.5)

Este grupo es la interseccién de O(3,R) y SL(3,R). Cada elemento de este grupo puede
asociarse a una rotaciéon en R? (con respecto al origen). Recordemos que cada rotacién (no
trivial) queda determinada por su eje de rotacidn, el cual es una recta que pasa por el
origen, y por su angulo de rotacion.

11.1. El grupo SU(2) y la superficie S°
Consideremos el conjunto
SU(2) = {U € U(2,C) : det(U) =1 }. (11.6)

En primer lugar, notemos que SU(2) = U(2,C) N SL(2,C), con lo cual también es un
(sub)grupo. Lo llamaremos el grupo especial unitario de orden 2.
Dada U € SU(2), supongamos que

U= (w z>’ w, z,x,y € C.
oy
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-
T . 11 y -z = yom=
4 > mientras que U™~ = det(U) ( PR > - ( —r w >’ ya

que det(U) = 1. Entonces, U* = U~! implica que

Uz(wz), w,z € C,
-z W

’ 2

Luego, U* = (

S

mientras que det(U) = 1 dice que |w|? + |z|? = 1. Esta es claramente una parametrizacion
de SU(2) en funcién de dos variables complejas.

A continuacién presentaremos una parametrizacién en términos de variables reales, uti-
lizando las matrices de Pauli.
Supongamos que escribimos las descomposiciones cartesianas de w y z como:

w = x9+ir3, xp,T3 € R,

z=x9+1ix1, x1,T2 €R.

o Ty +1ixr3 T9 + ix1

- —T9 +1iT1  To — T3

. Zo . 0 Tl 0 ) . I3 0
(0 x0>+z<x1 0)+<—$2 0)+Z(0 —1:3)
B 10N o (0 1Y i (0 =) g (10
T\ o 1 Ml 0 ) T2 LG 0 s\ -1 )¢

Entonces, definiendo

01 0 —i 1 0
01:<1 0>7 U2:<’L 02)7 0-3:<0 1>’ (117)

notemos que para j = 1,2, 3, las matrices o; cumplen a}‘ = 0; y ademas tr(o;) = 0.
Las tres matrices en (11.7) son llamadas matrices de Pauli, y si anotamos ¥ =

(wo, 71, T2, v3) € RY, resulta que
U:x01+i(x101+x202+x303), con wg—i—x%—l—xg—kx%:l_

Por lo tanto, si consideramos a R* como un espacio euclidiano con el producto interno usual,
podemos identificar a cada elemento de SU(2) con un tnico elemento vector en la superficie
esférica de R*:

S3.={zeR': ||Z| =1}.

La correspondencia establecida entre S% y SU(2) se extiende a un isomorfismo entre R*
v el espacio de cuaterniones. Este tltimo es un R-espacio vectorial de matrices de 2 x 2:

]HI::{ < To Tz T2 > . 20,71, 29,73 € R } (11.8)

—T9 + ixl Tro — ixg

La hache es un homenaje al fisico-matemadtico irlandés William Rowan Hamilton (1805-
1865), a quien se le atribuye la invencién de los cuaterniones.

Es fécil verificar que H es un R-espacio vectorial de dimension 4, y que H es un conjunto
cerrado con respecto a la multiplicaciéon de matrices. Ademds, todas las matrices no nulas
de H son inversibles, y su inversa también pertenece a H. H es entonces una estructura
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algebraica con dos operaciones, suma y producto, que cumple con todas las propiedades
para ser un cuerpo, con la excepcién de que el producto no es conmutativo. Podemos decir
entonces que H es un “cuerpo no conmutativo”, o un algebra con division, de acuerdo a
la terminologia actual.

Notemos que H contiene a una copia de C como subespacio (las matrices de la forma
xol + ix303).

11.2. Grupos que preservan formas bilineales
Si V es un K-espacio vectorial, entonces
GL(V):={T € L(V) : T es inversible }, (11.9)
es un grupo, se llama el grupo lineal general sobre V.

Definicién 11.6. Dado un K-espacio vectorial V', supongamos que A € Bil(V) y T € L(V).
Diremos que T preserva a A si

A(Tv, Tw) = A(v,w), para todo v,w € V.

El siguiente resultado dice que, si A es no degenerada, los operadores que preservan a
A forman un subgrupo de GL(V).

Teorema 11.7. Dado un K-espacio vectorial V de dimension finita, sea A € Bil(V) una
forma no degenerada. Entonces, el conjunto de los operadores lineales que preservan a A es
un grupo (con respecto al producto de operadores).

Demostracion. Es inmediato que I € L(V') preserva a A. Supongamos ahora que S,T €
L(V) preservan a A. Luego, dados v,w € V,

A(STv, STw) = A(S(Tv), S(Tw)) = A(Tv, Tw) = A(v, w),

es decir, ST preserva a A.
Finalmente, veamos que si T preserva a A entonces T € GL(V) y ademds T~! también
preserva a A. Supongamos que v € N(T'). Entonces, para todo w € V,

A(v,w) = A(Tv, Tw) = A(0, Tw) = 0.

Luego, como A es no degenerada, esto implica que v = 0. Por lo tanto, N(T) = {6}, 0
equivalentemente, T' € GL(V).
Ademss, dados v,w € V,

AT o, T 'w) = A(T(T '), T(T " 'w)) = A(TT Mo, (TT w) = A(v,w),
es decir, T~! preserva a A. O

Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, cada forma 4 € Bil(V') no degenerada
determina, fijando una base B de V', un grupo de matrices:

G:={[T]g: T preserva a A }.

También podemos describir a este grupo de la siguiente manera: supongamos que A = [A]z,
es decir,
A(v,w) = [w];Av]s, para todo v,w € V.
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Dado T € L(V), sea M = [T]5. Luego,
T preservaa A < MTAM = A.
De hecho, fijados v,w € V,
A(Tv,Tw) = [Tw] AlTv]s = ([T]s[wls) " A([T)slv]s) = [w]s (M T AM)[v]s,

de donde se deduce la equivalencia anterior.
Por lo tanto, si dimV =n y A = [A]p entonces

G={MeGL(nK): MTAM = A }. (11.10)

Ejemplo 11.8. Si K =R 6 K = C, O(n,K) es el grupo de matrices que preservan la forma
bilineal simétrica

n
7=1

para £ = (21,...,Zn), ¥ = (y1,-..,yn) € K™
En efecto, si £ es la base candnica de K™, entonces la matriz asociada a A es la identidad.

Antes de pasar al siguiente ejemplo, prestemos atencién al siguiente comentario. Supon-
gamos que A es una forma bilineal simétrica sobre un K-espacio vectorial V. Entonces, un
operador T' € L(V') preserva a A si y s6lo si T preserva a la forma cuadrética asociada a A:

Q(v) = A(v,v), veV.

Si T preserva a A es inmediato que T' también preserva a (). Reciprocamente, si T' satisface
Q(Tv) = Q(v) para todo v € V, utilizando la identidad de polarizacién podemos comprobar
que T preserva a A.

Ejemplo 11.9. Sea A la forma bilineal simétrica sobre R* asociada a la forma cuadrética:
Q(tvxuyaz) = t2 - ‘/1:2 - y2 - 22'

Un operador T € L(R*) que preserva esta forma cuadratica se denomina transformacién
de Lorentz, y el grupo de operadores que preservan a A se llama el grupo de Lorentz y se
anota O(1, 3). Este grupo debe su nombre al fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz (1853—
1928), quien determiné las ecuaciones de transformacién que sustentan la teoria especial de
la relatividad de Albert Einstein.

A continuacién presentaremos un método para describir al grupo de Lorentz. Sea H el
siguiente R-espacio vectorial:

H={AcC¥?:. A*=A}.

Como dimg (H) = 4, sabemos que H es isomorfo a R*. En particular, la transformacién

d:R*— H, dada por ®(t,z,y,2) = < b+ y—HZ),

y—iz t—=x

es un isomorfismo entre R* y H.
Bajo este isomorfismo, la forma cuadratica () se transforma en la funcién determinante,
es decir,
t+x y+iz
Qe =der (137 4T,
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o equivalentemente, Q(7) = det(® (7)) si 7 € R*.
Esto sugiere que podemos estudiar a las transformaciones de Lorentz en R* estudiando

G ={T € L(H) : T preservan el determinante}.
Dada M € C?*2, sea
Ady: H— H dado por Ady(A) = MAM*.

Veamos como debe ser M para que Adj,s preserve el determinante:

det(Adps(A)) = det(MAM™*) = det(M) det(A) det(M™*) = det(M) det(A)det(MT)
= | det(M)|? det(A),

asi que Ady € G siysélosi|det(M)| = 1. Entonces, para cada M € C?*2 con | det(M)| = 1,

Sea
Ty :R* 5 R* dadopor Ty =® 'oAdyod.

Como Ady; € G, para cada 7 € R?,

Q(Ta) = Q&' Adyy ) = det (®(d" Ady &) = det(Ady ®F) = det(d7)

es decir, Ths es una transformacion de Lorentz.
Sin embargo, no todas las trasformaciones de Lorentz pueden obtenerse con este método.

Ejemplo 11.10. Sea A la forma bilineal simétrica sobre R™ cuya forma cuadrética asociada

es
p

n
Q(:Ul,...,mn):Zac?— :B?
Jj=1 Jj=p+1
Esta forma es no degenerada y tiene signatura p — (n — p) = 2p — n. El grupo de matrices
(asociadas a los operadores lineales) que preservan una forma de este tipo se denomina
grupo pseudo-ortogonal, y se anota O(p,n — p).

Cuando p = n, recuperamos el grupo ortogonal O(n,R) como un caso particular de esta
familia de grupos. Ademas, para cada uno de los n+ 1 posibles valores de p, p =0,1,...,n,
tenemos una forma bilineal A diferente; sin embargo, la forma que resulta para p = n — k
es la opuesta de la obtenida para p = k, con lo cual,

O(p,n —p) = O(n —p,p).

Entonces, cuando n es impar tenemos "TH grupos de matrices pseudo-ortogonales en R™*™

n
y cuando n es par tenemos 5 de estos grupos.
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