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Introduccion

Este libro de catedra esta disefiado siguiendo los contenidos que corresponden a la asig-
natura Geometria Diferencial que se dicta para los alumnos de la carrera de Licenciatura en
Matematica en la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional de La Plata.

Esta materia forma parte de los cursos de caracter obligatorio de la carrera del plan de es-
tudios vigente y se desarrolla en el segundo cuatrimestre del tercer ano. Tiene como asignatura
correlativa “Complementos de Analisis” que se dicta en el segundo cuatrimestre del segundo afio
de la carrera, donde se tratan, entre otras cosas, los conceptos basicos de la topologia de los
espacios euclideos, el calculo diferencial en varias variables y algunos resultados de la teoria
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Cabe mencionar que alumnos de otras carreras, como
la Licenciatura en Fisica, algunas especialidades de Ingenieria y la Licenciatura en Astronomia,
suelen realizar el curso como materia optativa de su plan de estudios.

Es muy importante destacar que este libro tiene como objetivo presentar algunos de los
multiples aspectos de la teoria de curvas, superficies y variedades de modo tal que puedan ser
abordados en un curso de un semestre de duracion.

Estos objetos geométricos resultan sumamente interesantes y son utilizados en diversas
areas de la matemética. Pero, por otro lado, su estudio tiene una riqueza incalculable ya que
desde los mas remotos tiempos hasta la actualidad aparecen como un marco natural para mod-
elar problemas de distintas ciencias. De esta manera, la geometria diferencial de las curvas,
superficies y variedades resulta ser una herramienta que ayuda a comprender la naturaleza y a
impulsar muchos desarrollos cientificos y tecnolégicos.

En el contenido de estas notas se distinguen dos partes. La primera, conformada por los
primeros cinco capitulos, se dedica al estudio de la teoria local de curvas y de las superficies re-
gulares, llegando a presentar algunos resultados profundos de la geometria diferencial de curvas
y superficies, como son el Teorema Egregium de Gauss y el Teorema de Gauss—Bonnet, entre
otros. En la segunda parte, constituida por los capitulos restantes, se introducen las nociones de
variedades suaves, formas diferenciales e integracion, concluyendo finalmente con el celebrado

Teorema de Stokes.






Capitulo 1

Curvas

En este capitulo seguiremos las exposiciones de [Car16], [CGPO05] y [Tap16] para estudiar
los aspectos fundamentales de la teoria local de curvas parametrizadas en espacios euclideos. Si
bien se podria considerar solamente el caso en que las curvas estan contenidas en R?, optamos
por discutir muchas de las ideas en R"”, ya que luego vamos a trabajar con variedades suaves de
dimension posiblemente mayor.

Al final del capitulo, sin embargo, restringiremos nuestra atencion a curvas contenidas en

R3, que resulta ser un caso particularmente especial.

1.1 Curvas parametrizadas

Dado que muchos de los objetos con los que trabajaremos son subconjuntos no necesaria-

mente abiertos del espacio ambiente que los contiene, resulta util la siguiente definicion.

Definicion 1.1.1. Sea X C R™ un subconjunto no necesariamente abierto. Decimos que f :
X — R™ es una funcién suave si para todo p € X, existen un entorno abierto U de p en R™ y

una funcion f: U — R"™ suave que coincide con f en X N U, es decir, f’\XnU = flxnu-

Definicién 1.1.2. Una curva parametrizada en R™ es una funcién suave v : I — R", donde

I C R es un intervalo (no necesariamente abierto). Llamamos fraza de v al conjunto (1) C R™.

Notar que una funcién v : [a,b] — R es suave si existen ¢ > 0 y una funcion suave 7 :

(a —e,b+¢) — R que coincide con « en [a, b].

Ejemplo 1.1.3. El espacio de configuraciones de una Unica particula moviéndose en el espacio
tridimensional euclidiano es simplemente R3. Luego, para un sistema de N particulas sera R3%.

Asi, la curva que describe el movimiento del sistema es una curva en R3V,
Ejemplo 1.1.4. Consideremos ~; : [0,27] — R? y 15 : [0, 7] — R? dadas por

~v1(t) := (cos(t),sen(t)) y 2(t) := (cos(2t),sen(2t)).

7
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Figura 1.1: Traza de 1 y v2.

Notar que son curvas parametrizadas diferentes, aun cuando ambas curvas tienen la misma
traza: describen una circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Si pensamos que repre-
sentan el movimiento de una particula en el plano, ambas recorrerian el mismo camino, pero a

velocidades diferentes.

Tal como vimos recién, una misma traza puede estar representada por distintas curvas
parametrizadas. Decimos que dos curvas parametrizadas con igual traza v; : I; — Ry
vo : Is — R™ son equivalentes si existe un difeomorfismo J : I — I; tal que 75 = 1 o J.

En tal caso, se dice que J es un cambio de parametros.

Definicién 1.1.5. Sea v : I — R™ una curva parametrizada. Definimos su vector tangente en

t € I como el vector de R™ dado por

Decimos que v es regular si'(t) # 0 paratodo ¢ € I.

Ejemplo 1.1.6. Consideremos nuevamente la curva~ : [0, 27] — R? dada por v(t) := (cost, sent).
Si pensamos que es la trayectoria que describe una particula en el plano, el vector tangente de ~
en un punto t € (0, 27) representa su vector velocidad y esta dado por +/(t) = (—sen(t), cos(t)).

Por ejemplo, si v (g) = (?, @) tendriamos

(5= (57)

Figura 1.2: Vector velocidad (en azul) de v en el punto tg = 7 /4.



1.1. Curvas parametrizadas 9

Definicién 1.1.7. Sea v : I — R™ una curva regular'. Dado t, € I, llamamos recta tangente a

~ en v(ty) a la recta que pasa por (o) con direccién +'(t,). Geométricamente, es el conjunto

7(to) + span{~'(to)},

donde, para cada t fijo, span{+/(t)} := {u”/(t) : u € R}.

Llamamos espacio tangente a ~ en ~(t() al espacio vectorial span{+'(ty)}.

Como es usual, la recta tangente a v en «(t,) resulta ser la mejor aproximacion lineal a la
curva en el punto.

Un resultado relativamente intuitivo que uno tiene en mente cuando habla de rectas tan-
gentes es que la recta tangente en un punto es el limite de las rectas secantes. Para ello, de-
beriamos ponernos de acuerdo primero en a qué nos referimos con la palabra “limite” en este
caso. Para entender esto, fijemos t, € I y consideremos la siguiente parametrizacién de la recta

secante que pasa por y(to) y v(t):

r(u) =7(to) + u(y(t) = v(t))-

Si uno quisiera considerar ~(¢) muy cercano a v(tq), es decir, si uno tomara limite ~(t) —
~(to), se encontraria con que, obviamente, v(¢) — v(to) — 0. Pero en ese caso, en el limite, el
vector director de nuestra recta se anula y no tendria sentido pensar que el resultado del limite
sea una recta.

Para evitar ese tipo de problemas, consideremos siempre el vector director unitario para esta

recta, de modo que quede parametrizada como

B " y(t) —(to)
() =lto) e T o (1)

Ahora si podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.8. Sea ~ : I — R? una curva regular tal que v es un homeomorfismo con su
imagen. Entonces, la posicién limite de las rectas secantes que pasan por ~(ty) y v(t) es la recta

tangente en ~(to).

Demostracién. Aplicando el teorema de Taylor en cada funcién coordenada, vemos que existe

una funcion suave h : I — R? tal que

Y(t) —y(to) = (t —to)y'(to) + h(t)

y h(t)(t —to)~* — 0 cuando t — to. Sea r, la recta que pasa por (t) y y(to) definida como en

(1.1). Supongamos que t > ty. Entonces,

B L (1D =t)  t—to
re(u) = 7(to) + ( t—to |v(t) — W(to)H)

v(t) —~(to) It —toll )
t—to |lv(t) =)l )

"Notar que al decir que es regular estamos asumiendo que es una curva parametrizada. De

=y(to) +u (

aqui en adelante, usaremos la misma terminologia.
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Como « es un homeomorfismo con su imagen, cuando ~(t) — ~(to), se tiene que t — to.

Entonces, por un lado

im 70 = 7(t0)

/
= to).
trto t—to 7' (to)

Por otro lado, como ||-|| es continua, usando propiedades de los limites,

[t —toll

oy~ 17 @)l
() =7 (t)
Asi,
- 7' (to)
lim = (¢ .
A ) = o)+ vy
Es decir, el limite de las rectas secantes r;(u) es la recta tangente en ~(ty). &

La hipétesis de que v sea un homeomorfismo con su imagen no puede omitirse, tal como

muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.9. Consideremos la lemniscata® parametrizada por v : R — R?,

(1) = t 3
W=\ T 1y a )

-1

Figura 1.3: Traza de la lemniscata.

Notar que el limite de las rectas que unen los puntos v(0) y v(n), n € N, es el eje y. Sin
embargo, la recta tangente en +(0) es el eje =. El problema es que  no es un homeomorfismo

con su imagen: y(n) — v(0) pero n 4 0.

Como observamos en el ejemplo anterior, la traza de una curva regular puede cortarse a si

misma. Sin embargo, toda curva regular es localmente inyectiva.

Ejercicio 1.1.10. Mostrar que toda curva regular es localmente inyectiva.

2Del latin lemniscatus “decorado con mofios”. Esta curva fue descripta en 1694 por el

matematico suizo J. Bernoulli (1655-1705).
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Definicién 1.1.11. Sea v : I — R"™ una curva parametrizada. Definimos la /ongitud de arco de

yentret, € [ yt, € I como

Ly(tr, 1) = / I )] d

t1

Fijando t, € I, podemos definir la funcion longitud de arco como

S(t) = / I ()] ds,

que mide la longitud de la curva desde ~(¢) hasta ~(t).

Notemos que si v : I — R™ es una curva regular, entonces S(t¢) es (localmente) invertible,
ya que, por el Teorema Fundamental del Calculo, S’(¢) = ||7/(¢)|| # 0. Asi, S : I — S(I) esun
difeomorfismo e induce un cambio de parametros.

Luego, si consideramos a t como funcién del parametro s = S(t), esta reparametrizacion
satisface

da “1(g)) = ~/ a ~1(g _ M _ )
75787 (8) =) 257 (s) 5@ Ol

Notar que eso dice que el vector tangente de la curva reparametrizada tiene norma 1. Siem-

pre que esto suceda, lo llamaremos de la siguiente manera.

Definiciéon 1.1.12. Decimos que una curva regular v esta parametrizada por longitud de arco si
II7/(s)|| = 1 para todo s € I. En tal caso, decimos que s es su parametro longitud de arco.
Usaremos siempre el parametro s cuando se trate de una curva parametrizada por longitud

de arco y denotaremos +(s) a su derivada.

Observacion 1.1.13. Notar que la discusién previa a la definicion anterior nos permite concluir

que toda curva regular puede (localmente) reparametrizarse por longitud de arco.

Ejemplo 1.1.14. Dado » > 0, consideremos una circunferencia de radio r parametrizada por
v :[0,27] — R2, 4(¢) = (rcost,rsent).

Su funcién longitud de arco esta dada por

t t
S(t) :/ 17 (w) | du:/ |l(—rsenwu,rcosu)| du
0 0

t
:/ rdu = rt.
0

Luego, pensando a t como funcion del parametro s = S(t), tenemos que t = S~1(s) = s/ry

al reparametrizar por longitud de arco obtenemos
~v(s) = (rcos(s/r),rsen(s/r)).
Ejemplo 1.1.15. Sea v : R — R? la hélice definida como
~(t) = (acost,asent,bt), a,beR.

Notar que su traza esta contenida en el cilindro de ecuacion cartesiana =2 + 3% = a2.
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Figura 1.4: Traza de la hélice v con parametrosa =1y b = %

Entonces, 7/(t) = (—asent,acost,b) y su funciéon longitud de arco es
t
S(t) = / Va2 + b2 du =ty a? + b2
0

Llamando ¢ = v/a? + b? y razonando como en el ejemplo anterior, t = s/c, de modo que al

reparametrizar por longitud de arco obtenemos

~v(s) = (a cos (Z) ,asen (Z) ,b Z) .

Ejercicio 1.1.16. Sea v : I — R™ una curva regular. Probar que ||y(t)|| es constante si y solo si

~'(t) L ~(t) paratodot € I.

1.2 Curvatura

En esta seccién vamos a estudiar una magnitud escalar asociada a una curva regular que
mide en cada punto cuanto se aleja de su recta tangente, brindando informacién sobre su com-
portamiento local.

Para empezar, consideremos una curva « : I — R? parametrizada por longitud de arco tal

que %(s) # 0 para todo s € I. Fijado sy € I, podemos construirnos una circunferencia con centro

(s 1 H(s0)
P =700 T S o)l

y radio R = 1/||%(so)||. Explicitamente, esta circunferencia esta parametrizada por longitud de

arco como
als) =p+ (Rcos (‘S_RSO>> vy + (Rsen (S ;:0>> Vg,
donde
¥(s0) :
V= — 7 > Vo = So)-
I ETPT

Asi, para cada sy € I, tenemos una circunferencia « tal que «a(sg) = v(so), &(so) = §(so0) ¥

@(s0) = H(s0). Esta circunferencia se llama circunferencia osculatriz® de v en (sp).

3Del latin osculari “besar”.
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Figura 1.5: Circunferencias osculatrices en el origen de v1 () = (t,t2) yde v2(t) := (¢, 3¢2), respectivamente. Observar

que la circunferencia es mas pequefa cuando la traza se curva mucho, y mas grande cuando se curva poco.

Notemos que el radio de esta circunferencia es R = 1/||%(so)||, lo que motiva la siguiente

definicion.

Definicion 1.2.1. Sea v : I — R™ una curva regular. Para cada ¢ € I, definimos su curvatura

como
k(1) = [15(s)]l,

donde s es el parametro longitud de arco correspondiente a t.

Observemos que el valor de la curvatura de una curva en un punto captura cuanto se esta
alejando la curva de su recta tangente en el punto. Siendo asi, es natural el siguiente resultado,

cuya demostracion dejamos como ejercicio.

Ejercicio 1.2.2. Mostrar que una curva regular tiene curvatura idénticamente nula si y solo si es

un segmento de recta.

Ejemplo 1.2.3. Por como la definimos, es de esperar que la curvatura de una circunferencia de
radio R sea 1/R. Veamos que efectivamente es asi. Recordando el Ejemplo 1.1.14, la traza de
v :[0,2R7] — R2,

~v(s) = (Rcos(s/R), Rsen(s/R)),

es una circunferencia de radio R centrada en el origen parametrizada por longitud de arco. Luego,
Y¥(s) = | —Rsen( /R)l R cos( /R)l ¥(s) = | —cos( /R)l —sen( /R)l
Y(s) = S R S R/ Y(s) = s R s R

y su curvatura esta dada por

) = 361 = (0082(5/ ) 5 + s/ ) ) =

Ejercicio 1.2.4. Sea v : I — R? una curva regular. La curvatura en ¢t € I puede calcularse, sin

reparametrizar por longitud de arco, mediante

o <ol
"= e (1-2)
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Ejemplo 1.2.5. Recordemos la hélice del Ejemplo 1.1.15 parametrizada por longitud de arco

~(s) = (acos (Z) ,asen (g) ,b Z) ,
donde a,b € Ry c:= a2 + b2.

Para calcular su curvatura, derivamos dos veces obteniendo

1= (~Zoon(2) Zomm (2).2) 0= (- () - en(2).0).

Luego,

como

la|

r(s) = 136s)ll = 5

No siempre la curvatura da un valor constante en cada punto, tal como muestra el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 1.2.6. Consideremos la elipse en el plano xy parametrizada por
v(t) = (acost,bsent,0),

para constantes a, b > 0. Podemos usar la férmula (1.2) para calcular su curvatura. Las derivadas

que necesitamos son
7' (t) = (—asent,bcost,0), ~"(t)=(—acost,—bsent,0).

Luego, ~/(t) x v"(t) = (0,0,ab) y

1(0,0,ab)]| _ ab
[(—asent,bcost,0)|  /aZsen(t) + b2 cos2(t)

k(t) =

5

Figura 1.6: En negro se ve la traza de la elipse en el plano zy para parametros a = 2y b = 7. En rojo vemos la
circunferencia osculatriz en el punto (2,0, 0), donde la curvatura es «(0) = 2, y en azul en el punto (0, %, 0), donde la

curvatura es k (g) = % Notar como aumenta el radio de la circunferencia osculatriz al disminuir la curvatura.

Observacion 1.2.7. Siguiendo la exposicion de [Tap16], veamos que el caso n = 2 es especial,
ya que permite hablar de sentido “horario” y “antihorario” para describir como se curva el objeto
que estamos estudiando.

Consideremos el isomorfismo lineal R, ; : R? — R? dado por R, s(x,y) := (—y,z), que

consiste en rotar el vector (x,y) un angulo recto en sentido antihorario. Siy : I — R? es
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una curva parametrizada por longitud de arco, para cada s € I, tanto 4(s) como R, /»(¥(s)) son

ortogonales a +(s), de modo que deben ser paralelos. Explicitamente,

’Y(S) = Hsgn(s)Rwﬂ(;Y(s))’

para algun escalar ksgn(s) € R, que llamamos curvatura signada de v en «(s). Si ksgn(s) €s
negativa, entonces ~ se curva en sentido horario en s, mientras que si es positiva, se curva en

sentido antihorario.

Figura 1.7: En negro se ve la traza de una curva ~, en rojo 4 y en azul 4 en dos valores ¢; y t2. Notar que en el primer
punto, el vector azul es una rotacion en sentido horario del rojo, por lo que alli ksgn < 0; mientras que en el punto de la

derecha el vector azul si es una rotacioén en sentido antihorario del rojo, por lo que xsgn > 0.

1.3 El triedro de Frenet-Serret

Como hemos visto que toda curva regular puede reparametrizarse por longitud de arco, no
perdemos generalidad al considerar, a partir de ahora, curvas parametrizadas por longitud de
arco.

Sea~ : I — R™ una curva parametrizada por longitud de arco. Llamando t(s) := 4(s), como
I5(s)|l = 1 Vs € I, por el Ejercicio 1.1.16, 4(s) L t(s). Luego, se puede considerar la siguiente

definicion.

Definicién 1.3.1. Si x(s) # 0, se define el vector normal unitario como

A partir de los vectores ortonormales t(s) y n(s), resulta natural plantearse la posibilidad de
completar una base del espacio. El caso n = 3 es especial ya que, usando las propiedades del

producto vectorial, esto puede hacerse simplemente considerando

{t(s),n(s),t(s) x n(s)},
que resulta ser una base positiva de R3.

Definicion 1.3.2. El vector unitario b(s) := t(s) x n(s) se llama vector binormal de ~ en ~(s).
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Definicion 1.3.3. Sea v : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco tal que x(s) # 0
para todo s € I. Entonces, cada punto +(s) tiene asociado una base ortonormal de R?® dada por

{t(s),n(s),b(s)}, llamada triedro de Frenet-Serret*.

Notemos que si nos paramos en un punto +(s), la base ortonormal que acabamos de definir

determina tres planos: el p/lano osculador (tn), el plano normal (nb) y el plano rectificante (tb).

b(s)

normal
rectificante

osculador

t(s)

Figura 1.8: El triedro de Frenet—Serret en un punto ~(s).

Veamos que este triedro nos ayuda a estudiar el comportamiento local de la curva ~(s).
Notemos que como b(s) es un producto vectorial de funciones suaves, es suave y su derivada

esta dada por

b(s) = % (t(s) x n(s)) = t(s) x n(s) + t(s) x A(s) = t(s) x N(s),

donde el primer sumando se anula porque t(s) || n(s). Ademas, como ||b(s)|| = 1, tenemos que

b(s) L b(s) y como b(s) L t(s), concluimos que b(s) || n(s). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.3.4. Sea ~ : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco tal que x(s) # 0

para todo s € I. La funcién escalar (s) definida por la relacién b(s) = 7(s)n(s) se llama torsion

de v en 7(s).

Observacion 1.3.5. 7(s) es una funcion suave, ya que

Ejemplo 1.3.6. Consideremos una vez mas la hélice del Ejemplo 1.1.15 parametrizada por lon-

~v(s) = (a cos (Z) ,a Sen (Z) ,b Z) ,
donde a,b € Ry ¢ := Va2 + b2.

En el Ejemplo 1.2.5 obtuvimos

0= (Zsen () feos (7). 1) v 500 (- fems (2) - sen(3).0).

4J. F. Frenet (1816-1900) y J. A. Serret (1819-1885) fueron dos matematicos franceses que

gitud de arco por

descubrieron de manera independiente las llamadas ecuaciones de Frenet-Serret, que apare-

ceran mas adelante en este capitulo.
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de modo que los vectores normal y binormal estan dados por

0= (e (e (2 o) v wor= (e () - (0)-5)
Entonces,

- ab s ab 5 b
b(S) = (|a|02 COos (E) s Wsen (E) ,0) = —Cjn(s),

b

de modo que 7(s) = ——.
C

Asi como la curvatura de una curva mide cuanto se aleja de su recta tangente, como b(s) es
ortogonal al plano osculador, b(s) mide como cambia este plano cuando uno recorre la curva, de
modo que ||7(s)|| = ||b(s)|| mide cuanto se aleja la curva del plano osculador. En otras palabras,

la torsién de una curva mide cuan lejos esté de ser una curva plana.

Proposicién 1.3.7. Sea v : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco tal que
k(s) # 0 para todo s € 1. Entonces, ~ es una curva plana (es decir, (I) esta contenida en un

plano) si y solo si T = 0.

Demostracion.

Si v esta en un plano, es claro que ~(I) esta contenida en su plano osculador (como
esta en un plano puede pensarse a la curva en el plano zy). Pero eso implica que b(s) = by
Vsel. Yasi,b'(s)=0Vsel.

[<=]Vemos que b(s) = by. Asi,

d .
d7<,7(s)v b0> = <V(S)> b0> = 07
S
pues el tangente y el binormal son ortogonales. Esto implica que la traza de ~ esta contenida en

el plano P := {p € R3 | (p,by) = 0}. &
La siguiente es una expresion analoga a la obtenida para la curvtura en (1.2).

Ejercicio 1.3.8. Sea ~(¢) una curva regular (no necesariamente parametrizada por longitud de

arco). Probar que en un punto donde x(t) # 0, la torsion esta dada por

(/0,7 (6) x 7" (1) (1.3)

e IS

Las derivadas de los vectores del triedro de Frenet pueden expresarse en términos de los

vectores de la misma base de la siguiente manera.

Proposicién 1.3.9 (Ecuaciones de Frenet—Serret). Sea v : I — R? una curva parametrizada

por longitud de arco tal que r(s) # 0 Vs € I. Entonces,
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Demostracién. Ya hemos escrito (ver las definiciones de torsion y curvatura) a los vectores f(s) y

b(s) como combinacién lineal de los vectores del triedro, por lo que solo nos queda calcular n(s):

n(s) = % (b(s) x t(s)) = b(s) x t(s) + b(s) x t(s)

= [T(s)n(s) x t(s)] + [b(s) x r(s)n(s)]
= —7(s)b(s) — r(s)t(s)

donde hemos usado que n x t = —b y b x n = —t, por como esta ordenada la base. &

Supongamos que tenemos una curva y la trasladamos en el espacio. Es razonable esperar
que ni la curvatura ni la torsién se vean modificadas. Y lo mismo podria decirse si uno rota la

curva. Esa idea esta reflejada en la siguiente definicion y en la proposicién que la acompania.

Definicién 1.3.10. Un movimiento rigido en R3 es una composicién de una transformacién or-
togonal con determinante positivo y una traslacién, es decir, es una transformacién de la forma
p:R3 — R3, p(x) = Az + p, donde A € SO(3) y p € R3.

Proposicion 1.3.11. Sea v : I — R3 una curva suave regular tal que x(s) # 0 para todo s € I.

Entonces, la longitud de arco, la curvatura y la torsién son invariantes por movimientos rigidos.
Ejercicio 1.3.12. Probar la Proposicion 1.3.11.

Notemos que, si no interesa su posicion en el espacio, para describir una circunferencia
alcanza con dar su radio. Recordando que el radio es la inversa de su curvatura (tal como vimos
en el Ejemplo 1.2.3) y que su torsion es nula, por ser una curva plana, esto puede interpretarse
como que puede caracterizarse solamente a partir de su curvatura y su torsion.

Asi, cerramos este capitulo probando que esto no es una particularidad de las circunferen-
cias, sino que la curvatura y la torsién alcanzan para describir completamente el comportamiento
local de una curva regular, resultado que se conoce como Teorema fundamental de la teoria local

de curvas regulares.

Teorema 1.3.13 (Teorema fundamental de la teoria local de curvas regulares). Dadas dos fun-
ciones suaves k(s) > 0y 7(s), con s € I, existe una curva regular v : I — R3 tal que s es su
longitud de arco, «(s) es su curvatura y T(s) es su torsion.

Ademas, si existe otra curva 4 que satisface las mismas condiciones, entonces 7 = p o 7,

donde p : R3 — R3 es un movimiento rigido.

Demostracion.

1. Existencia de ~: Escribiendo los vectores t(s),n(s), b(s) en coordenadas, tenemos

t(s) = (&u(s),€2(s), &a(s))
n(s) = (£a(s),&5(5),&6(s))
b(s) = (£7(s),&s(5),0(s));
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para funciones &;,...,&9. Luego, las ecuaciones de Frenet-Serret pueden pensarse como un

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en I x R?

% :f1(87£17"'7£9)

% = fg(s,fh cee 759)7

donde f1,..., f9 son funciones lineales de las coordenadas &;. Dados sy € I y una base ortonor-
mal positiva {to, ng, by} de R?, se tiene un problema de valores iniciales y tomamos la familia de
ternas {t(s), n(s), b(s)} solucién del problema.

(a) Ortonormalidad: Consideremos las cantidades

ai(s) = (t(s),n(s))  aa(s) = (t(s),t(s))
(t(s),b(s)) as(s) := (n(s),n(s))
(n(s),b(s)) ag(s) := (b(s),b(s))

Usando que t(s), n(s) y b(s) verifican las ecuaciones de Frenet-Serret, consideramos el si-

as(s)

as(s)

guiente sistema de ecuaciones diferenciales:

d

" ds
d
T ds
ag(s) = d%(“(S), b(s)) = —r(s)(t(s),b(s)) — 7(s){b(s),b(s)) + 7(s){n(s), n(s))

G(5) = L {4(5),(s) = 26(5) &(s), n(s)

ds(s) = %m(s), n(s)) = —2r(s)(n(s), t(s)) — 27(s)(n(s), b(s))

ag(s) = %(b(s), b(s)) = 27(s)(b(s),n(s)).

(t(s),n(s)) = r(s)(n(s),n(s)) — r(s){t(s), t(s)) = 7(s)(t(s), b(s))

dl(s)

(t(s),b(s)) = r(s)(n(s),b(s)) + 7(s)(t(s), n(s))

dQ(S)

Notemos que «; = 0,7 = 1,2,3y a; = 1, 7 = 4,5,6 es solucidon de este sistema con
condiciones iniciales 0,0, 0, 1,1, 1. Por unicidad de la solucién de este sistema de ecuaciones con
las condiciones iniciales dadas, la familia de ternas {t(s), n(s), b(s)} es una base ortonormal para
cadas e l.

(b) Positividad de la base {t(s), n(s),b(s)}: Sabemos que det(t(sy), n(sp), b(s0)) > 0,y como

la funcion det(t(s), n(s),b(s)) es continua en I, existe I C I donde conserva el signo.

A partir de t(s) definimos la curva regular - : I — R? de la siguiente manera

Asi, s es el parametro longitud de arco de v y (s) = t(s).
(c) Curvatura de v: Alcanza con notar que %(s) = x(s)n(s), ya que satisface las ecuaciones
de Frenet por construccion.

(d) Torsién de v: Usamos la ecuacion (1.3). Para eso, primero vemos que, omitiendo el

parametro s,

5 = kN + kh = &N — K°t — Kk7b.
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Entonces, la torsion de ~ esta dada por

(1.5 % 7) _ (6 (0 x (in— st —w7b))) _ (t—mPrt)
R [t x xn|2 - o =Tt =r

2. Unicidad: Sean vy 4 dos curvas regulares tales que x(s) = #(s) y 7(s) = 7(s) Vs € I, y
{to,ng, by} y {to, Ry, by} sus triedros de Frenet—Serret. Sea p el movimiento rigido que transforma
Y0 :=v(s0) €n F(so) ¥ {to, N, b} en {to, Ry, by}

Consideremos la curva 8 = p o vy. Como los movimientos rigidos conservan curvatura y
torsion (por la Proposicion 1.3.11), ka(s) = &(s) y 73(s) = 7(s). Entonces, los sistemas de ecua-
ciones diferenciales que definen 4 y 3 son iguales y tienen la misma condicién inicial s = sy. Por

lotanto, 5 =4 =po~. &

Ejercicio 1.3.14. Mostrar que si una curva regular tiene como curvatura a la funcion «(s) = % y

como torsion a la funcién 7(s) = —1, entonces es una hélice.

Observacién Final. Si bien nos hemos restringido en esta ultima seccién a hablar de curvas
en R?, donde tenemos naturalmente definido el triedro de Frenet, es posible trabajar en R” y
considerar una nocioén un poco mas general a partir del proceso de ortogonalizacion de Gram—
Schmidt aplicado a las derivadas de la curva. Mas detalles al respecto pueden encontrarse en el
Capitulo 4 de [Lee09].

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:
Ejercicio 1.1.10. Mostrar que toda curva regular es localmente inyectiva.
Ejercicio 1.1.16. Sea v : I — R™ una curva regular. Probar que ||v(¢)|| es constante si y solo si
~'(t) L ~(t) paratodot € I.
Ejercicio 1.2.2. Mostrar que una curva regular tiene curvatura idénticamente nula si y solo si es
un segmento de recta.
Ejercicio 1.2.4. Sea v : I — R3 una curva regular. La curvatura en t € I puede calcularse, sin
reparametrizar por longitud de arco, mediante
w(o) = IO <"l
I (@®)1?
Ejercicio 1.3.8. Sea ~(t) una curva regular (no necesariamente parametrizada por longitud de
arco). Probar que en un punto donde «(t) # 0, la torsién esta dada por
(0 (0),7(6) x 7" (1))
EAGERHKOIE

Ejercicio 1.3.12. (Proposicion 1.3.11) Sea~ : I — R? una curva suave regular tal que x(s) # 0

T(t) = —

para todo s € I. Entonces, la longitud de arco, la curvatura y la torsiébn son invariantes por
movimientos rigidos.
Ejercicio 1.3.14. Aplicar el Teorema fundamental de la teoria local de curvas regulares para

mostrar que si una curva regular tiene como curvatura a la funcion k(s) = % y como torsién a la
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funcion 7(s) = —31, entonces es una hélice.

Otros ejercicios:

Ejercicio 1.3.15. Consideremos la espiral logaritmica v(t) = (ae® cost,ac’ sent), t € R, con

a > 0y b < 0 constantes.

(o).

N

Mostrar que tlim ~'(t) = (0,0) y que ~ tiene longitud de arco finita en [ty, 00).
—00

Ejercicio 1.3.16. Dados p, ¢ € R?, probar que la curva de longitud minima que une p con ¢ es un

segmento de recta.

Ejercicio 1.3.17. Consideremos la aplicacién + : R — R? dada por

(t70,e’1/t2) sit>0
v(t) = (t7e_1/t2,0) sit<0

(0,0,0) sit=0
(a) Probar que v es una curva diferenciable regular para todo t¢.
(b) Probar que la curvatura (t) # 0 para todo ¢ # 0,++/2/3, y que (0) = 0.

(c) Mostrar que el limite de los planos osculadores cuando ¢t — 0% es el plano y = 0, pero que
el limite cuando t — 0~ es el plano z = 0. Notar que esto implica que el vector binormal

es discontinuo en ¢t = 0.

(d) Mostrar que T puede extenderse con continuidad a una funcién 7 = 0 aunque ~ no es una

curva plana.

Ejercicio 1.3.18. Sea v : I — R? una curva regular tal que (t) # 0y 7(t) # 0 paratodo ¢ € I.
Decimos que ~ es una curva de Bertrand® si existe otra curva v* : I — R? tal que las rectas
normales de ~ y ~* coinciden para todo ¢t € I. En ese caso, decimos que vy ~v* son curvas de

Bertrand y podemos escribir
V() = (t) + rny (1)

(a) Demostrar que r es constante, es decir, que la distancia entre puntos homélogos o corres-

pondientes de dos curvas de Bertrand es constante.

SEstas curvas fueron introducidas por el matematico francés J. Bertrand (1822—1900) en 1850.
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(b) Demostrar que el &ngulo que forman dos tangentes homélogas de dos curvas de Bertrand

es constante.

Ejercicio 1.3.19. Sea ~ : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco cuyas curvatura
y torsién no se anulan en ningun punto. Decimos que ~ es una hélice que tiene como gje al vector
unitario w € R? y angulo 6 € [0, 2) si todos los vectores tangentes a la curva forman un angulo 6

con w.

(a) Probar que si v es una hélice que tiene como eje al vector unitario w y angulo 6 € [0, 27),
entonces el vector w es una combinacion lineal de los vectores t(s) y b(s), paratodo s € I.

Calcular los coeficientes de dicha combinacion lineal.
(b) Probar que + es una hélice si y solo si k/7 es constante.

(c) Calcular la velocidad, la curvatura y la torsion de la curva v : (—m, ) — R? definida como
v(t) = (cos(t/v/2),sen(t/+/2),t/+/2). Demostrar que es una hélice y calcular su eje y su

angulo.



Capitulo 2

Superficies

Cuando se piensa en una superficie, uno imagina un objeto que localmente pueda identifi-
carse con un subconjunto de R?. Las ideas que presentamos a continuacion pueden generalizarse
de manera natural para estudiar superficies abstractas que no estén contenidas en R?, tal como

veremos mas adelante cuando introduzcamos el concepto de variedad suave.

2.1 Superficies regulares

En particular, cuando se piensa en una superficie regular, uno imagina un objeto que local-
mente pueda identificarse con un subconjunto de R? de manera suave. Entonces, para comenzar,

recordemos la nocién de difeomorfismo entre conjuntos.

Definicion 2.1.1. Decimos que dos subconjuntos X C R" e Y C R™ son difeomorfos si existe
una funcién suave invertible f : X — Y cuya inversa también es suave. En tal caso, decimos

que f es un difeomorfismo.

Ejemplo 2.1.2. El plano R? es difeomorfo al paraboloide de ecuacion cartesiana z = 22 + y?
via ¢(z,y) = (z,y,2> + y?). Esta funcién es obviamente suave y su inversa ¢! esta dada por
o Hw,y,2) = (z,y), que también es suave porque puede extenderse a una funcion definida en

todo R3 con la misma expresion que no es otra cosa que la proyeccion de R? sobre el plano zy.

Figura 2.1: El paraboloide de ecuacién z = z2 4 2 y el plano zy (en rojo) al que es difeomorfo.

Recordemos ahora la nocién de entorno de un punto en un conjunto.

23
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Definicién 2.1.3. Sea X C R™. Un subconjunto V' C X es abierto relativo a X si existe un abierto
W Cc R*talque V = X NW. Dado p € X, un entorno de p en X es un abierto relativo a X que

contiene a p.
Ahora si presentemos la definicién de superficie regular.

Definicién 2.1.4. Un subconjunto S C R3 es una superficie reqular si para todo p € S existe un
entorno V de p en S difeomorfo a un abierto U C R2. En tal caso, un difeomorfismo ¢ : U — V
€s una parametrizacion local de S en p y llamamos carta o entorno coordenado de S en p al par

(U, ¢). Una carta local (U, ¢) se llama global si o(U) = S.

Va

Figura 2.2: Dos posibles cartas de una superficie regular.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos un plano P de ecuacion cartesiana ax + by +cz+d = 0, para cons-
tantes a,b,¢,d € R tales que a,b y ¢ no son todas simultaneamente nulas. Podemos ver que es
una superficie regular hallando una carta global, es decir, una Unica carta que sirve para cualquier
p € P. Como alguna de las constantes es no nula, supongamos, sin pérdida de generalidad, que

b # 0. Entonces, podemos despejar a y como funcion de z y z:
—ar —cz—d
y= — = Az + Bz +C,
para constantes nuevas A, B, C € R. Luego, podemos definir ¢ : R? — P como
o(u,v) = (u, Au+ Bv + C,v).

Es claro que ¢ es suave y que su inversa ¢~ !(z,vy, 2) := (x, z) también lo es.

Ejemplo 2.1.6. El cilindro C de ecuacion cartesiana 22 +y? = 1 también es una superficie regular.

Sea p = (z,y,2) € C tal que « # 1. Una posible carta local de C en p es el par (U, ¢), donde
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U :=(0,2r) x Ry p(u,v) := (cosu,senu,v). Laimagen de U por ¢ es

V={(z,y,2) € C|xz#1}.

Figura 2.3: Parametrizacion local de un cilindro. En gris, la recta que no pertenece a la imagen de ¢.

Es claro que ¢ es suave, ya que sus entradas son o bien polinomios o bien funciones
trigonométricas. Suinversap~! : V — U estadada, en los puntos donde z # 0, por o~ (z,y, 2) =
(tan(y/z), ), que es suave porque puede extenderse con esa misma férmula al abierto {(x, y, z) €
R3 |z # 0}.

Para puntos p = (z,y, z) € C tales que = = 1, es claro que y # 1 y puede definirse una carta

local de S en p de manera totalmente analoga.

Ahora bien, como una parametrizacion local es una funcién suave entre subconjuntos de R?
y R3, es posible calcular su diferencial. Asi, a partir de la definicion de superficie regular se puede

obtener una caracteristica importante del diferencial de una parametrizacion local.

Proposicién 2.1.7. Sea S una superficie regular. Sip : U ¢ R? — V C S c R? es una
parametrizacion local, entonces para todo q € U la transformacion lineal dp, : R?* — R? tiene

rango 2.

Demostracion. Sea q € U y llamemos p := ¢(g). Como ¢ es un difeomorfismo, o= : V — U
es suave y se extiende a una funcién suave que también denotaremos ¢! definida en un abierto

de R? que contiene a p. Por la regla de la cadena, si 1g= es la funcion identidad en R?,

d(1g2)g = d(¢™" 0 p)g = dp, ! 0 dp,.

Como d(1g2)q = 1g2, tenemos que dcp;l o dy, es la identidad en R?, que tiene rango 2. Asi,
como el rango de una composicion de transformaciones lineales es menor o igual que el rango

de la primera, tenemos que dyp, tiene rango 2. &

Notemos que si ¢(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), entonces la matriz de su diferencial esta

dada por
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de modo que la proposicién anterior puede interpretarse como que los vectores

0u(q) = (2u(0), Yu(q); 2u(q))
©u(q) = (20(q),Y0(q), 20(q))

son linealmente independientes.

Ejemplo 2.1.8 (El grafico de una funcion suave). Sea f : U — R una funcion suave, con U C R?

abierto. Su grafico es el conjunto

gr(f) = {(z,y, f(z,9)) | (z,y) € U} C R*.

Veamos que gr(f) es una superficie regular. En efecto, alcanza con tomar la parametrizacion

global ¢ : U — gr(f) definida como

QD(U,U) = (U,U, f(ua ’U))

Es claro que ¢ es suave porque las primeras dos funciones coordenadas son polinomios y
la tercera es suave por hipotesis. Su inversa ¢~! : gr(f) — U es simplemente proyectar en
las primeras dos coordenadas, ¢~ !(z,vy,2) := (,y), que también es una funcion suave. Por lo
tanto, ¢ es un difeomorfismo y, como cubre todo punto de gr(f), es una parametrizacion global
del gréfico de f, que resulta ser una superficie regular.

Notar que esto muestra que el paraboloide considerado en el Ejemplo 2.1.2 es una superficie

regular.

Ejemplo 2.1.9. Otro ejemplo natural de superficie regular es una esfera. Consideremos una
de radio r € R centrada en el origen, dada por los puntos que satisfacen la ecuacién cartesiana
22 +y?+2% = r? y que denotaremos como S2. Si bien no es globalmente el grafico de una funcion,
podemos pensar en dividirla en regiones que si lo sean. Por ejemplo, el casquete superior esta
dado por aquellos puntos de laforma z = \/r2 — 22 — 42, con (z,y) € B,(0) C R?, labola (abierta)

de radio r centrada en el origen.

Figura 2.4: Casquete superior de la esfera.

Esto sugiere, recordando el ejemplo anterior, una parametrizacioén local ¢, : Uy — V7,
donde U; := B, (0) y

Vi = {(x,y,\/r2 — x2 —y2> | (z,y) € Ul},
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de la forma
w1(u,v) = (u,v, Vr2—u? — 112) .

Es claro que es suave, ya que las primeras dos componentes son polinomios y la tercera es
la composicion de un polinomio con la funcién raiz cuadrada en puntos donde el argumento no
se anula. Su inversa cpfl : V1 — U; también es suave, ya que es simplemente proyectar en las
primeras dos coordenadas.

La carta (Uy, 1) alcanza para cubrir solo el casquete superior, por lo que debemos continuar
cubriendo la superficie. La continuacion natural seria “despejar” z con el signo contrario esta vez

y considerar (Us, 5) dada por U, := B,.(0) y
wa(u,v) = (u,v, —VrZ—u? - v2) )

Esto cubre el casquete inferior de la esfera, por lo que ya tenemos cubierta toda la esfera a
excepcion del “ecuador” (esto es, la curva dada por la interseccién de S? con el plano xy). Para
seguir con la misma idea, uno podria despejar otra de las variables (en vez de z). Por ejemplo,

despejando y en términos de x y z tenemos la carta (Us, ¢3) dada por Us := B,.(0) y

w3(u,v) := (u, Vr2—u? — v2,v> .

A\ uASt
A

Figura 2.5: Imagen de la parametrizacion local 3.

Siguiendo de la misma manera, despejariamos y con el otro signo para obtener (Uy, ¢4) ¥
nos quedarian por cubrir los puntos (r,0,0) y (—r,0,0). En total, necesitamos 6 cartas para cubrir
a toda la esfera. Esto puede mejorarse usando otras parametrizaciones, como la proyeccion

estereografica, que solo necesita 2 cartas y que describimos a continuacion.

Ejemplo 2.1.10 (Proyeccion estereografica de la esfera). Consideremos la esfera unitaria 52 :=
{p € R | ||p]| = 1}. Llamaremos polo sur al punto a~ := (0,0,—1). Sean el abierto relativo
V_:=8?—{a"} en S?ylafuncién suave o' : V. — R? que le asigna a p € V_ la interseccion
de la “recta” que pasa por py a~ con el plano {p = (z,y,2) | z = 0} ~ R?,

Se puede ver facilmente que esta funcién esta dada por

p— <p7 a_>a_

P (p) = pa-)
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Analogamente, se puede considerar el polo norte a* := (0,0, 1), el abierto relativo en S?

dado por V, := 52 — {a*} y la funcién ¢! : V, — R? dada por

~1,, . P—{pat)a’
Pt (p) = W'

Notemos que en esta construccion no se usa nada que sea propio de vectores de R?3 lo
que indica que podria hacerse para esferas en espacios euclideos de dimension mayor y radio

arbitrario.

Ejercicio 2.1.11. Probar que si VV es un abierto relativo de una superficie regular S, entonces V/

es una superficie regular.

Observacion 2.1.12. Tal como muestran los ejemplos anteriores, podriamos tener un punto en
una superficie regular que pertenezca a varios entornos coordenados, o podria pasar que haya
varias parametrizaciones locales asociadas al punto. Es natural preguntarse si uno puede pasar
suavemente de una parametrizacion local a otra.

Sean p un punto de una superficie regular Sy ¢ : Uy C R? — Sy, : Uy C R2 — S
dos parametrizaciones locales de S enp € V := 1(U;) N p2(Us). Entonces, como ambas
parametrizaciones locales son difeomorfismos, el cambio de parametros ¢;* o o = 3 H(V) —

©7 *(V) es un difeomorfismo.

Hemos mostrado que el grafico de una funcién suave es una superficie regular, por lo que
es natural preguntarse si es cierta la reciproca. Sin embargo, ésta solo esta garantizada a nivel

local, tal como indica el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.13. Sea S C R? una superficie regular y seap € S. Entonces, existe un entorno

V de p en S tal que V es el gréfico de una funcién suave de alguna de las formas: z = f(x,y),

Yy = g(x"z)! T = h(y,z)

Demostraciéon. Dado p € S, existe una parametrizacion local ¢ : U ¢ R? — V de S alrededor
de p. Como S es una superficie regular, por la Proposicion 2.1.7, algun Jacobiano es no nulo en
q = ¢ *(p). Supongamos, por ejemplo, que detd(z,y)/d(u,v) # 0 en q.

Si pr,,, es la proyeccion al plano xy, definimos pr,, o ¢ : U — R2 como

(Proy 0 @) (u,v) = (z(u, ), y(u, v)).

Decir que ese Jacobiano es no nulo es decir que el diferencial de esa funcién es invertible en
q. Luego, podemos aplicar el teorema de la funcién inversa, que nos dice que existen entornos
VidegenUy V,depr,(p) en R? tales que pr.,o¢ : Vi — Va2 es un difeomorfismo, por lo
que tiene inversa suave. Por ultimo, definimos f : Vo, — R de la siguiente manera: a cada
(z,y) € Va le asignamos la tercera coordenada de (¢ o (pr,, o¢)~')(z,y) y notamos que f es
suave por ser composicion de funciones suaves. Asi, V es el grafico de una funcién suave de la

forma z = f(z,y). +

Ejercicio 2.1.14. Mostrar que el cono de dos hojas con vértice en el origen {(x,y,2) € R3 |

2?2 + y? — 22 = 0} no es una superficie regular.
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El Ejemplo 2.1.9 también muestra que puede ser trabajoso mostrar que un conjunto es una
superficie regular solo a partir de la definicion. Sin embargo, existe una familia de conjuntos para

los cuales es posible asegurarlo de manera mas directa.

Definiciéon 2.1.15. Sean W C R? un abiertoy f : W — R una funcién suave. Decimos que
c € R es un valor reqular de f siparatodo p € f~1({c}) se tiene que df, es suryectivo. Equiva-

lentemente,

Vf(p) = (fw(p)afy(p)7fz(p)) 7é 0.

Teorema 2.1.16. Sean W C R3 un abierto y f : W — R una funcién suave. Si c es un valor

regular de f, entonces f~*({c}) es una superficie regular.

Demostracion. Sea p = (zo,v0,20) € f~({c}). Como c es valor regular, podemos asumir, sin

pérdida de generalidad, que f.(p) # 0. Definamos F : W C R® — R3 como

F(z,y,2) = (z,y, f(2,9,2)) = (u,0,1),

que claramente resulta ser una funcién suave cuyo diferencial esta dado por

1 0 O
fo fy f-

Como det(dF},) = f. # 0, por el teorema de la funcién inversa, existen entornos WdepyV
de F(p) tales que F : W — V es invertible y su inversa F~'(u,v,t) = (z,y, z) es suave, donde
x=u,y=vYz=g(u,v,t), parauna funcion g : V.— R. En particular, tomando ¢ = ¢, podemos
definir una funcion suave A : pr,, (W) — R como h(z,y) := g(z,y,c), donde pr,,, : R® — R? es

la proyeccién canénica al plano zy.

R
w
W F \%
worldey . mr T
pr,., (WNf~'({c})) R2

Figura 2.6: Esquema de los diferentes conjuntos y funciones que aparecen durante la demostracion. Notar que si bien

las cuentas son en R3, estamos graficando como si observaramos la situacion de perfil.

Entonces,

FHe) nW = {(2,y,2) € pro, (W) x R | z = g(x,y,¢) = h(z,y)} = gr(h).

Por lo tanto, f~!({c}) es una superficie regular. )
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Ejemplo 2.1.17. Volvamos al ejemplo de la esfera S? de ecuacion 22 + y2 + 22 = r2, para un
r € R fijo. Podemos definir la funcion f : R? —; R? dada por f(z,v, ) := 22412+ 22, que resulta
suave por ser un polinomio. Entonces, la esfera es simplemente el conjunto de nivel f~1({r?}),
por lo que si viéramos que 2 es un valor regular de f, podriamos aplicar la proposicién anterior
y afirmar que es una superficie regular.

Dado p € f~1({r?}), el diferencial de f en el punto esta dado por

dfp = (2x,2y,22) # 0,

ya que como p esta en la esfera, alguna de sus coordenadas es no nula. Por lo tanto, 2 es un

valor regular de f y la esfera es una superficie regular.

Ejemplo 2.1.18. El hiperboloide de una hoja definido por la ecuacion cartesiana z2 432 — 22 = 1
también es una superficie regular, ya que puede escribirse como el conjunto de nivel S = g=*({1})
de la funcion g : R?® — R? dada por g(z,y, 2) := 22 + y? — 22. Es claro que g es suave por ser

polinémica y su diferencial en un punto p € S es

dfp = (21’,2:(/, _22) 7£ 07

ya que solo se anula en el origen, que no pertenece a S. Por lo tanto, 1 es un valor regular de g

y S es una superficie regular.

Figura 2.7: El hiperboloide de una hoja.

Otra familia de ejemplos de superficies regulares que aparece recurrentemente es la si-
guiente. Dada una curva plana contenida en el plano yz que no tiene interserccion con el eje z,
llamada curva generatriz, la superficie S obtenida al considerar la rotacion de ella alrededor del
eje z se denomina superficie de revolucion.

Si la curva es de la forma ~(t) = (0, ¢(¢),v(t)), con t € (a,b) y ¢(t) > 0, rotar un punto ~(t)

un angulo ¢ alrededor del eje z nos da

cosu —senu 0 0 —¢p(t)sena
sena cosw O o(t) o(t) cos @

0 0 1 Y(t) P(t)
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Haciendo un cambio de parametros en el angulo de rotacién, tenemos que una parametriza-

cion local de S esta dada por
p(u,v) = (¢(v) cos(u), ¢(v) sen(u), ¥ (v)),
donde (u,v) € (0,27) x (a,b).

Ejercicio 2.1.19. Probar que las superficies de revolucion son superficies regulares.

2.2 Espacios tangentes

Asi como las curvas regulares en cada punto admiten una aproximacion lineal que esta dada
por su recta tangente, las superficies regulares admiten una aproximacion lineal en cada uno de

sus puntos. En este caso, esta aproximacion lineal es la que conocemos como plano tangente.

Definicién 2.2.1. Definimos el espacio tangente a S en un punto p € S como el conjunto de los

vectores tangentes a curvas en S en el punto p, es decir,
T,5 := {7 (0) | v: (—e,e) — S tal que v(0) = p}.

Notemos que es claro que consideramos curvas definidas en entornos simétricos del 0 que
pasan por p cuando el parametro toma el valor 0 por comodidad.

Llamaremos plano tangente a S en p al conjunto de puntos p +7,,S = {p +v | v € T,,S}.

p+ 1,5

Figura 2.8: El plano tangente a una superficie regular S en el punto p.

Veamos que el espacio tangente es un subespacio vectorial de R? y que dada una parametri-

zacion local de la superficie alrededor del punto, se puede encontrar una base asociada.

Proposicién 2.2.2. Sea ¢ : U C R? — S una parametrizacion local de S en p y sea q € U tal
que ¢(q) = p. Entonces, el subespacio vectorial de 2-dimensional dy,(R?) C R? coincide con el

conjunto de los vectores tangentes a S en p, es decir, dp,(R?) = T,S.
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Demostracion.

Sea w € dp,(R?). Entonces, existe v € R? tal que dip,(v) = w. Por la definicidon de
diferencial, v es el vector tangente a una curva o : (—¢,¢) — U tal que a(0) = g y w es el vector
que resulta de derivar p(«(t)) en t = 0. Es decir que w = +/(0) donde ~(t) = ¢(a(t)).

Sea w un vector tangente a S en p, w = 7/(0), con v : (—¢,e) — S tal que v(0) = p.
Sea a : (—¢,e) — U dada por a(t) = ¢~ (y(t)). Asi, a es una curva parametrizada en U tal que
«(0) = ¢. Entonces,

d

dipg(a’(0)) = —

7 pop oy =7+'(0)=w.

t=0

Ooz_i
vea=

t=0

&

Corolario 2.2.3. Sean S una superficie regulary p € S. Si (U, ¢) es una carta alrededor de p tal

que ¢(q) = p, entonces T,S = span{y.(q), pu(q)}-

Demostracion. Es claro a partir de la proposicién anterior notando que

oulq) =dpgler) Y @ulq) = dpglez),

donde {ej, e, } es la base candnica de R?. &

Ejemplo 2.2.4. Sea S el paraboloide de ecuacion z = x2 4 y2. Como es la grafica de una funcién
suave, es una superficie regular y podemos parametrizarlo globalmente mediante ¢ : R> —; S,
o(u,v) :== (u,v,u? + v?).

Seanq = (3,3)yp = ¢(q) = (4,3.%). Para calcular el espacio tangente en p primero

calculamos las derivadas parciales de la parametrizacion:
ou(u,v) = (1,0,2u), @,(u,v) =(0,1,20).

Evaluando en g,

SOU(U’?U) = (1a07 1)7 QDU(U,’U) = (07 1, 1)»

de modo que

T,S = span{(1,0,1),(0,1,1)}.

Observacion 2.2.5. Hemos dicho que podemos pasar suavemente de un entorno coordenado
a otro, por lo que es natural preguntarse como cambia la base de 7,5 cuando uno cambia la
parametrizacion. Dada una superficie regular S, consideremos dos cartas locales, (U, ) y (U, @),

tales que p € (U) N @(U). Sea w € T,,S tal que en las bases asociadas a ¢ y ¢,

W= 10y + 2y Y W= P1Pg+ P2



2.2. Espacios tangentes 33

U U

Figura 2.9: Las cartas involucradas en el cambio de coordenadas.

Entonces, las coordenadas de w estan relacionadas por

ou ou
b1 =1 +ar—

ov ov ’
B2 = 041% + 042%

donde @ = u(u,v) y © = 9(u,v) son las expresiones del cambio de coordenadas.
Ejercicio 2.2.6. Probar lo afirmado en la observacion anterior.

Ejemplo 2.2.7. Volviendo al Ejemplo 2.2.4, consideremos otra parametrizacion local de S alrede-

dorde p = (3, 3, 3) dada por & : (0,%) x (0, +00) — S,

o(a, ) := (v cos i, v sen i, v?).

Entonces, 5(Z, \/Li) =p,

¢a = (—vsenu,vcos,0), @z = (cosu,sent,20)

y, evaluando en ¢ := (7,

)

)
T,S = span { <_% % 0) , <% % \/§>} = span{(1,0,1),(0,1,1)},

donde la ultima igualdad se debe a los calculos realizados en el Ejemplo 2.2.4.

Sea w = ¢,(q) + vu(q) = (1,1,2) € T,,S. Para calcular sus coordenadas en la nueva base,
veamos primero la funciéon cambio de coordenadas.
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Como ¢ 1(z,y, 2) = (arctan(y/z), v/2),

(31 o p)(u,v) = (arctan(v/u), V/u2 + v2).

ﬂ(u_’v) ﬁ(u,v)
Luego,
9a 1 LN_ v
8u_1+(%)2 u? ) u? 42
@ B 1 1 B U
v 1+ (22w u+0?
o _ 11, v
2Vt Vet
@ B v
o V2 + 02
Evaluando en ¢ = (u,v) = (%, %), tenemos que los coeficientes ;1 y B2 de (2.1) estan dados
por
ot ou i1
51—%((])‘*‘%((1)——%4'%—0
v v i 1 1
522%(Q)+%(Q)=i+izjz\/§-
V2 V2 V2

Por lo tanto,

w = pu(q) + u(q) = V2 35(q).

2.3 Funciones suaves sobre superficies

Ya hemos analizado la nocion de funcién suave definida sobre subconjuntos de R™ (no nece-
sarimente abiertos). Si aplicamos esas ideas a nuestro contexto de superficies, tenemos la si-

guiente definicion.

Definicion 2.3.1. Sea S una superficie regular. Una funcion f : S — R™ es suave si para
todo p € S existen un entorno abierto W de p en R? y una funcién f: W — R™ suave tal que

flwns = flwns-

La definicion anterior hace fuerte uso de que S C R3, por lo que seria util tener una alternativa

que pueda generalizarse a objetos que no sean subconjuntos de R™.

Definicién 2.3.2. Sea S una superficie regular.

« f: S8 — R™ es suave en p € S si existen un abierto relativo VV en S tal que p € V y una

carta (U, o) de Senptalque o(U) CVy foyp:U — R™essuave en g = ¢ (p).

x Si V C S es un abierto relativo, se dice que f es suave en V' si es suave en p, para todo

p € V. En particular, se dice que f : S — R™ es suave si es suave paracadap € S.
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Figura 2.10: Los abiertos involucrados en la definicién de funcién suave.

Antes de continuar, debemos asegurarnos que estas dos nociones de suavidad efectiva-

mente capturan la misma idea.
Proposicion 2.3.3. Las definiciones 2.3.1 y 2.3.2 son equivalentes.

Demostracion.

Supongamos que es valida la Definicion 2.3.1.

Sea f : S — R™ suave en p € S. Entonces, existen W C R? abierto tal que p € W'y
f: W — R™ suave con f = fen W N S. Es decir, existe V = W N S abierto relativo en S tal
quepecV.

Para definir una parametrizacion local de S en p que cumpla con la Definiciéon 2.3.2 comen-
zamos notando que, como S es una superficie regular, por la Proposicion 2.1.13, S es localmente
el grafico de una funciéon suave alrededor de p. Supongamos que tal funcién es de la forma
z = h(z,y), de modo que existen U c R2y V C R3 abiertos tales que p € Vy SNV = gr(h).

Sea ¢ : U — R* dada por

o(u,v) = (u,v, h(u,v)).

Es claro que (U) = SN V. Considerando U = U N =Y (W), f o ¢ : U —s R™ coincide con
fop:U — R™. Porlotanto, foy essuave en g = o Hp)yeU) = cp(ﬁ)ﬂW =SNVnW cV.

Reciprocamente, supongamos que es valida la Definicién 2.3.2.

Sea f: S — R™ suave enp € S. Entonces, existen un abierto relativo V. en Stalquep € V
y una carta (U, o) de Sen ptalque o(U) CVy foyp: U — R™ es suave en g = ' (p). Luego,
existe W C R? abierto tal que V =W N S.

Localmente, S coincide con el grafico de una funcion suave h : U —s RconU C R2
abierto, por lo que podemos considerar otra parametrizacion dada, sin pérdida de generalidad,
por & : U —s R? con @(u,v) = (u, v, h(u,v)).

Es claro que ((7, ©) es otra parametrizacion de Senpy fo @ : U — R™ es suave ya que
fog=(fop)o(p~'op). Ademas, o~! =pr,, | 557> Por lo que »~! es suave.

Finalmente, la funcion f : W —s R™ dada por f = (f op)opr,, |5, donde W c R3esun

abierto tal que W N 5 = &(U), resulta suave y coincide con f sobre wns. &
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Observacion 2.3.4. La Definicién 2.3.2 de suavidad en un punto es independiente de la eleccion
de la carta.
Sean (U, ) y ((7, @) dos cartasde Senp. Si fop: U — R™ es suave, entonces fo o :

U — R™ es suave ya que

fog=fopop loF: U —R",

donde fop:U —R™ypltop:p (V) — ¢ (V) CU son suaves.

Para funciones suaves definidas sobre una superficie regular cuya imagen esta contenida

en otra superficie regular, es natural la siguiente definicion.

Definicion 2.3.5. Sean S; y S, superficies regularesy f : S; — S;. Se dice que f es suave en
p € S1 si existen dos cartas (U1, 1)y (Usa, p2) de S1y Se enpy f(p), respectivamente, tales que
Fe1(U1) C pa(Uz) y 3" o f o1 : Ut — Uy es suave en g = o7 ' (p).

Se dice que f : S; — S5 es un difeomorfismo si es suave y admite inversa f~!' : Sy — S,

suave.
Ejercicio 2.3.6. Probar que esta definicion es independiente de las parametrizaciones elegidas.

Ejemplo 2.3.7. Sean w = (wy,wq, w3) € R3, S una superficie regularconp € Sy h: S — R la
funcion definida por h(p) := (v, p). Dada una carta local (U, ¢) alrededor de un punto p € S, con

o(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), la composiciéon ho ¢ : U — R esta dada por
(ho@)(u,v) = (v, p(u,v)) = wiz(u,v) + way(u, v) + wsz(u, v),
que es claramente una funcién suave, ya que las funciones coordenadas de ¢ lo son.

Ejercicio 2.3.8. Probar que si S es una superficie de revolucion, la funcion R, o : S — S dada

por la rotaciéon de un angulo 0 alrededor del eje = es una funcion suave.

2.4 Diferencial de funciones suaves

El diferencial de una funcién suave definida en un subconjunto abierto de R™ es una he-
rramienta fundamental en el estudio de sus propiedades locales. Luego, es natural preguntarse
si existe una nocion analoga para el caso en que el dominio de la funciéon sea una superficie

regular.

Definicidon 2.4.1. Sean S una superficie regular,p € Sy f : S — R™ una funcién suave en p. El
diferencial de f en p es la transformacion lineal df,, : T,S — R™ definida como df,(v) = (fov)’(0)
donde v € T,,S es tal que v = ~/(0) siendo ~ : (—&,¢) — S una curva suave en S tal que v(0) = p.

Si f : S — S, es una funcion suave entre superficies regulares, dado que S, C R3, para
cada p € S, se puede considerar df, : 7,51 — R3. Sin embargo, de la definicion de diferencial

se tiene que df,(v) € 1,5, para todo v € T,5, lo que implica que df, : 7,51 — T ) So.
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Figura 2.11: La curva «(¢) en la superficie regular S tal que v(0) = py v/(0) = v.

Observacion 2.4.2. La aplicacion df, esta bien definida y es una transformacion lineal.

En efecto, para demostrar la buena definicion debe verificarse que dicha definiciéon no de-
pende de la curva v. Como f es una funcion suave en p, existen W C R? abierto y una funcion
suave f: W —s R™talesquepe Wy f = f |wns.

Dado v € R3, df,(v) = (f o)'(0) con v : (—e,) — R? una curva regular tal que v(0) = p y
7(0) = v.

Luego, si v € T,,S se puede considerar una curva regular v : (—e,e) — Stalque v(0) =py
~'(0) = v. Para t lo suficientemente pequefio ~(¢t) C W y entonces [y f coinciden sobre la traza
de ~,

dfp(v) = (Fo)'(0) = (f 0 7)'(0) = dfy(v).

Por lo tanto, df, es la restriccion de d}; al dominio 7,5, lo que implica que es una transfor-
macion lineal con dominio 7},S.

Notar que para todo v € T,S, df,(v) = Jf(p) -v, donde Jf(p) denota la matriz Jacobiana de
fen el punto p. Asi se observa, por un lado, cdmo se puede calcular esta transformacion y, por

otro, que solo depende de v.

Ejercicio 2.4.3. Sean V un abierto relativo de una superficie regular Sy p € V. Pensando a V'
como superficie regular, probar que T,V = T,,S y observar que si f : S — R™ es una funcion

suave, las aplicaciones df, : T,5 — R y df,, : T,V — R™ coinciden.

Ejemplo 2.4.4.

1. Sean v € R?, S una superficie regular, p € Sy h : S — R la funcion suave definida
por h(p) := (v,p). Para hallar la expresién de la aplicacién dh, : T,,S — R se considera

w € T,S; es decir, w = 4/(0) siendo v : (—¢,¢) — S tal que v(0) = p. Luego,

dhylu) = GOO)| = G| =07 0) = ).

En este caso, i : R® — R? podria ser la funcion lineal h(p) := (p, v), de modo que dh = h.

Dado que h y h coinciden sobre S, dh, y dh,, coinciden sobre T}, S.
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2. Sean S = S? C R3, R, : S* — S? la rotacion de angulo ¢ alrededor del eje z y p € S2.
Para hallar (dR. ), : 7,5 — Tg, ,»S> se considera w € T,5?%; es decir, w = +/(0)
siendo v : (—¢,e) — S? tal que v(0) = p. Luego, si R, esta dada por multiplicar a

izquierda por una matriz de rotacion [R, ¢] € SO(3),

SR = SRl 90| = [Real ¥ (0) = Regl).

(dR:p)p(w) =
! =0 dt t=0

Dado que df, es una transformacion lineal entre subespacios de dimension 2, se puede
obtener su representacion matricial al considerar bases de los espacios 7,51 y T,,55.

Sean (Ui, ¢1) Y (Ua, v2) parametrizaciones de S; y S, respectivamente. Se consideran las
bases B1 = {(1)u(q), (¥1)0(a)} de T,S1y By = {(p2)a(r), (w2)5(r)} de Ty, S2 con g = o1 (p) y
r =0y (f(p))-

Para calcular [df,]|5, 3, notemos que si v = ~'(0), para una curva v : (—¢,e) — S,
dfy(v) = (f07)'(0) = (p20 (93" o f o 1) 0 o1 07)(0) = (pz 0 f 0 B)'(0),

dondefzchglofowlY5i=<P1_1°7-

Figura 2.12: Esquema de las parametrizaciones locales involucradas.

a b
a(r) (@2)&(?))( ) (
c d

Luego,

(p2 0 foB)(0) = (dlp2)r 0 dfy)(5'(0) = ((«w2)

siendo f(u,v) = (f1(u,v), f2(u,v)),

y () = ¢1(B(1)) = pr(Br(t), Ba(t))-



2.4. Diferencial de funciones suaves 39

Luego, tomando como v = (¢1).(q), el primer elemento de la base 5;, tenemos que §(t) =

(uo + t,vp), por lo que 31(0) =1y B5(0) = 0, lo que implica que

a b a
dfp((P1)u(@)) = ((2)a(r) (p2)s(r)) ; (1) = ((p2)a(r) (2)s(r))
= alp2)a(r) + c(w2)u(r).
Analogamente, se tiene que
a b 0 b
dfp((#1)0(q)) = ((p2)a(r) (p2)a(r)) ; 1 = ((p2)a(r) (p2)s(r))

= blpa)a(r) + d(w2)5(r)-

[dfplBiB, = ( “ v ) = [dfqs..
c d

Ejercicio 2.4.5. Enunciar y probar la regla de la cadena para funciones suaves entre superficies

Por lo tanto,

regulares.

A continuacién enunciamos y demostramos el teorema de la funcién inversa entre superficies

regulares.

Teorema 2.4.6 (Teorema de la funcion inversa entre superficies). Sean S, y Sy superficies re-
gulares y f : S; — S, una funcion suave. Dado p € Sy, sidf, : T,S1 — Ty(,)S2 es invertible,
entonces f restringida a un entorno de p lo suficientemente pequefio es un difeomorfismo sobre
su imagen, que es un entorno de f(p) € S,. Es decir, existen entornos O; C S;1 y O, C Sodepy

f(p), respectivamente, tales que f|o, : O1 — O2 es un difeomorfismo.

Demostracion. Sean ¢; : Uy — Vi ¥ ¢a : Uy — V5 cartas locales de S1 y Se enpy f(p)
respectivamente, tales que f (V1) C V5.

Sea f = (p2_1 ofop: U — Usyseaq= <p1‘1(p). Luego, aplicando la regla de la cadena
se tiene que

dfq = dcp;}(p) o dfy o dpig.

Observemos que diy, : R? — T,,S; es invertible porque tiene rango maximo, df, es invert-
ible por hipdtesis y dgog}(p) : TypyS2 — R? es invertible ya que es (dy, f(,,))*l y la aplicacion
dps ¢(p) : R? — Ty, Sz es invertible.

Por lo tanto, dfq es una tranformacion lineal entre subespacios de dimension 2 que es in-
vertible. Por el Teorema de la funcién inversa, existen U y U, abiertos tales que p € U, c Uy,
f(p) € Uy c Uyy f : Uy — Us es un difeomorfismo. Entonces, al considerar V; = ¢, (U;) y

Vo =y(Us), f = a0 foprt: Vi — V, es un difeomorfismo. &

Ejercicio 2.4.7. Probar que si f : S; — S es un difeomorfismo entre superficies regulares,

entonces df, : T;,S1 — Ty(,)S2 €s un isomorfismo para todo p € S;.
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2.5 Superficies orientables

Notemos que en todas las superficies que hemos estudiado hasta ahora se pueden distinguir
dos “caras”. Si bien esto es cierto en muchos ejemplos, existen superficies regulares que no
poseen esta caracteristica. En lo que sigue, haremos precisas estas ideas, a partir de la nocién

de “orientabilidad”.

Definicion 2.5.1. Un vector normal a S en p es un vector de R? ortogonal a 7,S. Es decir, N € R?
esnormala Senpsi (N,v) =0, Vv eT,S.

Una orientacion de T,,S es un vector normal unitario a .S en p.

Observacion 2.5.2. Si (U,¢) es una carta local de S enpy q = ¢ !(p), entonces 7,5 =
span{y.(q), pu(q)} y por lo tanto el vector unitario

pulq) X ©u(q)

N(p) = LD X oD
"= Teula) < oulal]

es ortogonal a T,,S. De este modo, N(p) es una orientaciéon de T,,S 'y —N(p) es otra orientacion

de T,,S. Para obtener —N(p) en lugar de N(p) basta con considerar la parametrizacién donde se

intercambian u y v.

Es claro que mover el punto g € U en la expresién
pu(q) X ©u(q)
lleula) x (gl
define un vector normal a S en todos los puntos p de ¢(U). Es decir, N (p) define un “campo” de

vectores normales sobre V.

Definicion 2.5.3. Un campo vectorial sobre una superficie regular S es una funcién suave v :
S — R3. Se llama campo tangente si v(p) € T, S para todo p € Sy se llama campo normal si

v(p) es normal a S en p paratodop € S.

Definicion 2.5.4. Una orientacion para una superficie reqular S es un campo vectorial normal
unitario sobre S.
Una superficie regular se dice orientable si existe una orientacion sobre ella. Una superficie

orientada es una superficie orientable junto con la eleccion de una orientacion sobre ella.

N(p)

Figura 2.13: El vector normal a una superficie S en el punto p. Notar que en esta imagen estamos dibujando N (p)

apoyado en el punto p en vez de en el origen.
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Observacién 2.5.5. Notar que ser orientable es una caracteristica global de la superficie. La
construccion de la Observacion 2.5.2 define un normal unitario N de manera local: solo lo hace
para el entorno coordenado. Sin embargo, para que la superficie S sea orientable, el campo debe

estar definido en todo S.
Ejemplo 2.5.6. A continuacion se analizan distintos ejemplos de superficies orientables.

1. Un plano: Sean z,y € R? vectores linealmente independientes. El conjunto S = span{z,y}
es una superficie regular que admite una carta global ¢ : R? — S dada por o(u,v) =
uzx +vy. Luego, paratodop € S, v, =z Y v, = y generan 1,5 y se observa que 17,5 = S.
Ademas,

N(p) = ——Y

e xyll

define un campo normal unitario “global” sobre S.

2. Laesfera S?: Sea S? = {(z,y,2) € R : 22 + 4% + 22 = 1}. Para mostrar que S* es
orientable se puede considerar la funcion f : R3 — R dada por f(z,y, z) = 22 +y*> + 2%y
se observa que S = f~!({1}) siendo 1 un valor regular de f.

_ Vil 2 _
N = e~ 2 TP

lo que implica que N : S? — S? dada por N(p) = p define una orientacién para S2.

3. El conjunto de nivel de una funcién suave: Sean f : R? — R una funcion suave, A un

valor regular de fy S = f~*({\}). Luego, paratodop € S, Vf(p) #0y

_ Vfip)
N =

es un campo normal unitario “global” sobre S. En efecto, si se considera v € T,,5, v = 7/(0)

con v : (—e,e) — S tal que v(0) = p, se tiene que

(V1)) = dfyl0) = diy (3 (0)) = < 7(+(1))

t=0

4. El gréafico de una funcién suave: Sean f : U ¢ R?> — R una funcion suave en un abierto

Uy S :=gr(f). Notarque ¢ : U — S dada por ¢(z,y) = (x,y, f(x,y)) es una parametriza-
cion global de S. Luego, como ¢, = (1,0, f) Y ¢, = (0,1, f,,), si ¢ = (z,y),

N(z,y,z) 0(q) X py(@)  (=fz(q), —fy(q), 1)

:n%@X%@wa+ﬁ@+ﬁ@'

Ejercicio 2.5.7. Probar que toda superficie de revolucion es orientable.

El hecho de que todas las superficies orientables que hemos considerado hasta ahora ad-
mitan solamente dos orientaciones es consecuencia de una caracteristica topolégica que poseen

llamada conexidad.
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Una superficie regular S se dice conexa’ si cualquier par de puntos de S pueden ser unidos

por una curva continua contenida en S.

Ejercicio 2.5.8. Probar quessi f : S — R es una funcidn continua que no se anula nunca definida

sobre una superficie regular conexa S, entonces f no cambia de signo.

Lema 2.5.9. Si S es una superficie regular conexa y orientable entonces tiene exactamente dos

orientaciones. Ademas, dichas orientaciones son opuestas entre si.

Demostracion. Dado que S es orientable, existe un campo normal unitario N : S — R3 y es
claro que —N es otra orientacion para S.

Para ver que estas dos orientaciones son unicas, se supone que existe otra orientacion
M : S — R3 con M(p) vector normal unitario en p € S.

Sea f : S — R dada por f(p) := (N(p), M(p)). Para cualquier p € S, el complemento
ortogonal de T,,S tiene dimension 1, por lo que N(p) y M(p) son, o bien el mismo vector, o bien
difieren en el signo. En términos de la funcién f, f(p) =16 f(p) = —1, lo que implica que f es
constante, por el Ejercicio 2.5.8. Por lo tanto, M (p) = N(p) 6 M(p) = —N(p), como se queria
probar. &

La definicidon de orientabilidad a partir de un campo normal unitario suave es muy intuitiva
pero presenta un problema: solo podria generalizarse a objetos en R™ de codimensién 1 (donde
el complemento ortogonal al espacio tangente seguiria teniendo dimension 1). Por otro lado, la
nocion de campo normal hace referencia al espacio ambiente en el que vive la superficie (R?, en
este caso). Seria util, entonces, poder definir orientabilidad usando conceptos que solo hagan
referencia a la superficie, los que llamariamos “intrinsecos”. A esto dedicamos la ultima parte de
este capitulo.

Sean (U, ¢) y (U, %) dos cartas locales de S en p. Asi, {xu(q),¢.(q)} y {@a(r), s(r)} son
dos bases de T),S con ¢(q) = p = §(r).

e(U)Ne(U)
/ \
U — U
P o
Recordando la ecuacion (2.1),
~ ou v ~ ou ov

Vi = Pugs +%£ Yy 5= Pugs +<Pv%a

de modo que la matriz cambio de base esta dada por

ou Ju
ou,v) | oa oo
oa,v) | v v
9o

'En realidad, esta definicion es la de conexa por caminos, pero ambas nociones coinciden en

el caso de una superficie regular.
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Luego,
e (Qud_vou
Pa X P = 0090 0u v Pu X P,
lo que implica que
O(u,v)
~ ~ t u v
o~ Du X P de 3(71717)99 i
MO = 5l ~ [ 20wy) '
u v d t ) " N
ot S i x|
Por lo tanto, se concluye que si det a(lf’zj) > 0 entonces N(p) = N(p) y si det 8({1,73) <0
N o(u,v) d(a,v)
entonces N(p) = —N(p). Notar que el determinante no puede ser nulo porque el cambio de

coordenadas es un difeomorfismo.

Proposicion 2.5.10. Una supefficie regular S es orientable si y solo si es posible cubrirla con una
familia de cartas locales de modo tal que si p € S pertenece a dos entornos coordenados de esta
familia, entonces el cambio de coordenadas tiene Jacobiano positivo en p.

En tal caso, se dice que la familia es la eleccién de una orientacién en S.

Demostracion.
Sea N : S — R3 un campo de vectores normales unitarios en S'y {(Us, ¥ )}o Una
familia de entornos coordenados que cubren S y que supondremos conexos, sin pérdida de ge-

neralidad. Es decir, S = U V., donde V, := ¢,(U,), y para cada p € S, existe « tal que p € V,,,

con V, conexo.

La estrategia es la siguiente: para cada carta (U, ¢.) de la familia, verificamos si el campo
normal que induce en V,, coincide con N|y, Y, si no lo hace, mostramos que puede modificarse
la carta para obtener una que si coincida. Luego, verificamos que una vez hechas esas modifica-
ciones la familia de cartas resultante satisface lo pedido (el Jacobiano del cambio de coordenadas

es positivo).

-4 Pu X Py
llow x @ul]

(¢) (en caso contrario se intercambia v por v) y defi-

Sea p € ¢(U,). Entonces N (p) (q) con g = ¢ (p).

u X v
Supongamos que N(p) = Hiﬁ
namos una funcion suave f : ¢(U) — R como

7(5) = <N(ﬁ),m(d)> donde (q) = 5.

Razonando como haciamos antes del enunciado de la proposicion, es claro que f(p) =10
f(p) = —1. Pero como f(p) =1y ¢(U) es conexo, tenemos que f|¢(U) =1.

Sip e §(U), se define f : (U) — R como

F5) = <N(ﬁ) W(é)> donde 3(§) = 5.

NPa x &5
De manera analoga a lo que sucede para f, en este caso es claro que f(;ﬁ) =1o0 f(]ﬁ) =—1.
P X P54 . . .
Como antes, suponemos que N(p) = %(q} (ya que en caso contrario se intercambia @
Pa X P
por 7).
Entonces, f(p) =1y f =1.

2(0)
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Luego, sip € o(U) N@U), f(p) =1 = f(p). Es decir,
~ Bu X Py ~ ~ (,512 X 551") X
Npa—q>:<Npan>a
(N0 gy @) = (0L 2 2y
lo que implica que
Pu X Po (G) = a X P5 =
[pu X @l

lpa x @3
d(u,v)
d(a,0)
Necesitamos definir un campo normal unitario N : S — R3. Sabemos por la Obser-

y, por lo tanto, det > 0.
vacion 2.5.2 que a partir de la familia {(U,, ¥«)}» podemos definirlo localmente. Es decir, dado
p € S, sea (U,y) una carta de la familia tal que p € ¢(U) y definimos para cada p € ¢(U),

N(p) := M(g), donde ¢(g) = p. Notar que N es suave y define un campo normal unitario

||§0u X SDUH
en ¢(U).
El Unico problema con definir N de esta manera es que podria estar mal definido en la
interseccion de dos entornos coordenados. Sin embargo, por la condicién de que el Jacobiano

del cambio de cartas es positivo, esto no sucede. En efecto, para verificar que IV esta bien definido

globalmente, se considera p € o(U) N G(U) y N(p) = %(é) con &(g) = p. Luego,
det 2w-v)
=~ A o(a, Oy X Py ~ ~
NO) = TS T o @ = VO
’det Flox)] u v

=1

&

Terminamos este capitulo con el que es probablemente el ejemplo mas famoso de superficie
no orientable.
La cinta de Mébius? es la superficie regular que puede cubrirse con las dos cartas (Uy, ¢1)

y (Us, 2) dadas por ¢; : U; — R?, i = 1,2, donde

vi(u,v) := (2senw,2coswu,0) + v(0,sen(u/2),cos(u/2)),

Upi= (—mm) x (~1,1) y Up:= (g%) % (~1,1).

Figura 2.14: La cinta de Mdbius.

2Descubierta de forma independiente y casi simultaneamente por los matematicos alemanes
A. F. Mobius (1790-1868) y J. B. Listing (1808—1882) a mediados del siglo XIX.
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Ejercicio 2.5.11. Sean Sy, So y M superficies regulares tales que M = S; U Ss.

1. Probar que si S; y S» son orientables y S; N Sy es conexa, entonces M es orientable.

2. Demostrar que si S; y So son conexas y estan orientadas mediante N; y N, de modo que
existen dos puntos p,q € S; N S, tales que Ni(p) = Na(p) ¥ N1(q) # Na2(q), entonces M

no es orientable.

Ejercicio 2.5.12. Mostrar que la cinta de Mdbius no es orientable.

Observacion Final. Asi como hemos trabajado con objetos de dimensién 2 contenidos en un
espacio ambiente de dimensién 3, cabe mencionar que se pueden definir y tratar de manera
analoga a objetos de dimension n contenidos en R*+!. Esto da lugar a la idea de hipersuperficie.

Mas detalles pueden encontrarse en [Tho79] y [Lee09].

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:
Ejercicio 2.1.11. Probar que si V' es un abierto relativo de una superficie regular S, entonces V'
es una superficie regular.
Ejercicio 2.1.14. Mostrar que el cono de dos hojas con vértice en el origen {(z,y,z) € R3 |
2?2 + y? — 22 = 0} no es una superficie regular.
Ejercicio 2.1.19. Probar que las superficies de revolucion son superficies regulares.
Ejercicio 2.2.6. Sea S una superficie regular y consideremos dos cartas locales (U, ) y (U, %)

tales que p € (U) N @(U). Sea w € T,,S tal que en las bases asociadas a ¢ y ¢,

W=a19y + 2y, Y w= P10y + Py

Mostrar que las coordenadas de w estan relacionadas por

ou ou
B = 041a +042%
ov ov
B2 = 041%4-042%

donde © = u(u,v) y v = v(u,v) son las expresiones del cambio de coordenadas.

Ejercicio 2.3.6. Probar que la definiciéon de funcién suave entre superficies regulares es indepen-
diente de las parametrizaciones elegidas.

Ejercicio 2.3.8. Probar que si S es una superficie de revolucion, la funcién R,y : S — S dada
por la rotacién de un angulo 9 alrededor del eje z es una funcioén suave.

Ejercicio 2.4.3. Sean V un abierto relativo de una superficie regular Sy p € V. Pensando a V'
como superficie regular, probar que 7,V = T,,S y observar que si f : S — R™ es una funcién
suave, las aplicaciones df, : 7,5 — R™ y df,, : T,V — R™ coinciden.

Ejercicio 2.4.5. Enunciar y probar la regla de la cadena para funciones suaves entre superficies

regulares.
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Ejercicio 2.4.7. Probar que si f : S — 5S> es un difeomorfismo entre superficies regulares,
entonces df, : 1,51 — Tf(,)S2 €s un isomorfismo para todo p € S;.

Ejercicio 2.5.7. Probar que toda superficie de revolucion es orientable.

Ejercicio 2.5.8. Probar que si f : S — R es una funcién continua que no se anula nunca definida
sobre una superficie regular conexa S, entonces f no cambia de signo.

Ejercicio 2.5.11. Sean Sy, S, y M superficies regulares tales que M = 51 U Ss.

(a) Probar que si S; y S; son orientables y S; N .S, es conexa, entonces M es orientable.

(b) Demostrar que si S; y So son conexas y estan orientadas mediante NV; y N, de modo que
existen dos puntos p,q € S; N S; tales que N1(p) = Na(p) y N1(q) # Na(q), entonces M

no es orientable.

Ejercicio 2.5.12. Mostrar que la cinta de Mobius no es orientable.

Otros ejercicios:

Ejercicio 2.5.13. Se llama cilindro a una superficie engendrada por una recta L que se mueve,
conservandose paralela a si misma, a lo largo de una curva C. Si C esta dada por y(u) y g es un

vector unitario en la direccién de L, entonces el cilindro viene representado por

o(u,v) =y(u) +vg

Las curvas de parametro u son traslaciones de C en la direccién de g. Las curvas de
parametro v son copias de L y son llamadas generatrices del cilindro.
Mostrar que el plano tangente es el mismo en todos los puntos de una generatriz de un

cilindro.
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Cuestiones métricas

En este capitulo vamos a analizar cémo se pueden calcular magnitudes de “ciertos subcon-
juntos” de una superficie regular tales como longitudes de curvas, angulos entre curvas y areas
de regiones. Es natural considerar las herramientas propias del espacio euclideo 3-dimensional
en el que estan contenidas las superficies regulares, por lo que comenzamos revisando algunas
nociones basicas sobre vectores de R3.

Recordemos que el producto interno canonico en R3 es la aplicacion bilineal y antisimétrica
{-,-) : R?® x R — R dada por

3
(w,y) =Dz
i=1

para todo par x = (z1,22,73) € y = (y1,%2,y3) €n R3. A partir de él, uno puede definir la norma

de un vector como
3

lz])? = (z,2) =) a7
i=1
y el angulo que forman dos vectores z,y € R? mediante

_ A{x,y)
008 £(:9) = Tl

Por otro lado, el producto (z,y) puede expresarse en términos de normas. En efecto, basta

con notar que

lz —yl* = (& —y,z —y) = (z,2) + (z,—y) + (—y,z) + (,9)
= |l=|* + [lylI* — 2(z, y).

Es decir,

(@) =5 (I + llyl* = llz — *) -

N =

Recordemos también que dos vectores z, y € R? son ortogonales siy solo si {(x,y) = 0y que

el area del paralelogramo R que definen puede calcularse como

A(R) = ||z x yl| = |lz[|lly]| sen £(z,y) = V«[Pyl* - (z, ).

47



48 Capitulo 3. Cuestiones métricas

3.1 Primera forma fundamental

Es natural plantearse cdmo se pueden definir estos conceptos métricos en una superficie
regular. Hemos visto que en el caso Euclideo basta con tener un producto interno, por lo que
parece razonable replicar las ideas a partir de un producto interno definido en cada espacio tan-
gente a la superficie. Una manera natural de hacerlo es notar que como en cada punto el espacio
tangente es un subespacio vectorial de R?, podemos restringir a €l el producto interno canénico.

Sean S una superficie regulary p € S. Para cada par wy, wy € T,,S podemos definir (wy, ws),

como el producto interno canonico de w, y w- en R3. Esto define una forma bilineal antisimétrica
(-, )p : TpS x TS — R.
Su forma cuadratica asociada esta dada por w — ||w|? = (w,w), > 0, para todo w € T},S.

Definicién 3.1.1. La forma cuadratica |, : 7,S — R dada por |,(w) := (w,w), es llamada

primera forma fundamental de S en p.

La primera forma fundamental expresa como la superficie hereda el producto interno canénico
de R3 y permite calcular longitudes de curvas, angulos entre vectores tangentes y areas de re-
giones de S.

Dado que en un entorno coordenado tenemos una base de 7S, podemos preguntarnos
como se expresa |, en términos de ella.

Sean (U, ¢) una carta local de S en py w € T,,S. Entonces, w = ~/(0) para alguna curva
v : (—e,e) — S suave tal que v(0) = p. Ademas, existe una curva 3 : (—e,¢) — U tal que para

todo ¢ € (—¢,¢), (1) = @(B(1)).
Si 8(t) = (u(t),v(t)), entonces

7'(0) = deq(8'(0)) = u(q)u'(0) + ¢y (q)v' (0),

donde p = p(ug,vo) = ¢(q). Asi,

= (pu(@)'(0), pu(@)u' (0))p + {Pu(@)u'(0), pu(@)v'(0))p
+ <(pv(Q>’U/(O)7 (pu(Q)u/(O»P + <9QU(Q)U/(O>7 va(q)vl(o»i)

= '(0)*(@u(q), 2u(q))p + 2t (0)0' (0){Lu(q), 20 (q))p + v'(0)* (20 (), v (q))p-

Llamando

E(q) = E(uo,v0) := (¢u(q), pu(2))p
F(q) = F(uo,v0) := (2u(q), 90(9))p
G(q) = G(u07U0) = <SDU(Q)’<)OU(Q)>17’

tenemos que
l,(w) = Eu’(0)? + 2Fu/(0)v'(0) + Gv'(0)?.
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Definicién 3.1.2. Los escalares E, 'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental

de S en p asociados a la carta (U, ¢).

Observacion 3.1.3. Es claro que si p se mueve sobre ¢(U), E, F' y G lo hacen. De esta manera,

E(u,v), F(u,v)y G(u,v) son funciones suaves sobre U.

Ejemplo 3.1.4 (Un plano). Consideremos el plano que pasa por py € R3 generado por dos vec-
tores linealmente independientes w,,w, € R3 y parametrizado por ¢ : R? — S, o(u,v) =
po + uw; + vw,. Para todo p € S, se tiene que 7,5 = R? y los coeficientes de la primera forma

fundamental estan dados por

E(’LL,U) = <@u(¢]),§0u(q>>p = <w17w1>17
F(u,v) = (0u(q), 00(q)p = (w1, wa),

G(ua 1}) = <90v (Q), QOU(q»P = <w2’w2>1)'

Por lo tanto, F, F'y GG son constantes. Mas aun, si w; y wo son ortonormales, entonces
E=G=1yF=0.
Ademas, en este caso, si
w =17'(0) = u'(0)pu(q) +v'(0)pu(q) € T,5,
para alguna curva v(t) = p(u(t), v(t)) tal que v(0) = p, entonces se tiene que
lp(w) = (w,w), = u'(0)* +v'(0)*.
Es decir, |,(w) es el cuadrado de la norma euclidea del vector (u/(0),v'(0)) € R

Ejemplo 3.1.5 (Un cilindro). Sea S = {(z,y, 2) | #2+y* = 1}, parametrizado localmente mediante

¢ : U — S dada por ¢(u,v) := (cosu,senu,v), U = (0,27) x R. Entonces,
wu(u,v) = (—senu,cosu,0), ¢,(u,v)=1(0,0,1).
Dado p € ¢(U) tenemos

E(u,v) = (pu(q), pul(q))p = 1
F(u,v) = {pu(q), po(q))p = 0
G(u,v) = (pu(q), pu(q))p = 1.

Por lo tanto, F, F' y G son constantes como en el plano. Ademas, al igual que antes, dado

w = 1'(0)pu(q) +v'(0)pu(q) € TS, se tiene que
L, (w) = u'(0)? +v'(0)%.

Ejemplo 3.1.6 (El helicoide). Consideremos la hélice que es la traza de ~(u) = (cosu, senu, au)

donde u € (0,27) y a # 0 es una constante. Por cada punto de esta hélice se traza una recta
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paralela al plano zy y que corta al eje z. La superficie determinada por estas rectas se llama

helicoide y se puede parametrizar mediante
o(u,v) = (vCosu,vsenu,au),
conu € (0,27) y v € R. Entonces,

ou(u,v) = (—vsenu,vcosu,a)y p,(u,v) = (CoSu,senu,0).

Figura 3.1: El helicoide, con la hélice que lo genera en amairillo.

Asi,

y dado w = u'(0)¢u(q) +v'(0)pu(q) € Tp5,
I,(w) = (v + a?) «/(0)* + v'(0)%.

Ejemplo 3.1.7 (El grafico de una funcion). Sean U c R? abiertoy f : U — R una funcion suave.
Su gréafico puede parametrizarse globalmente con ¢ : U — R? dada por (u, v) := (u, v, f(u,v)).
Entonces,

eu(u,v) = (1,0, fu(u,v)) Y @u(u,v) = (0,1, fo(u,v)).

Asi,
E(u,v) = (pulq), ‘Pu(Q»LD =1+ fu(uvv)2

F(u’ U) = <S0u(Q), (pv(Q»P = fu(u; U)fv(u7v)

G(u,v) = (pu(@) o())p = 1 + fulu,v)*

y dado w = u/(0)p.(q) + v'(0)p,(q) € TpS,

lp(w) = (1 + fu(u,0)*)u’ (0% + 2fu (u, v) fu (u, v)u' (0)0'(0) + (1 + fu(u, v)*)v'(0)*.
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Ejercicio 3.1.8. Consideremos una superficie de revolucién parametrizada por

p(u,v) = (¢(v) cos(u), p(v) sen(u), ¥ (v)),

con (u,v) € (0,27) X (a,b) y ¢(v) > 0 para todo v.

Mostrar que los coeficientes de la primera forma fundamental son
E=0¢(w)? F=0, G=¢?>+v¢ ()%

Ejercicio 3.1.9. Mostrar que una superficie de revolucién siempre puede parametrizarse de modo

que los coeficientes de su primera forma fundamental sean

Longitud de arco. Dada una curva regular contenida en una superficie regular v : I — S,

recordemos que su longitud de arco S es la funcion suave
t
50 = [ 1@l dr.
Como +/(7) € Ty~ S,
1Y (™) =), ()2 =l (V (7))
()
Siy(1) = ¢(u(r),v(r)), entonces
V(1) = u'(7)pu + V(1) 0y

y, por lo tanto,

S(t) = /0 (EW/ (1) +2Fu' (r)v'(1) + Gv/(T)Q)% dr.

Observacion 3.1.10. Si S es un plano, por lo visto en el Ejemplo 3.1.4,

N

S(t) = /O (' (7)? + ' (7)2)? dr.

Angulo entre curvas. Sea 6 el angulo comprendido entre dos curvas regulares o : I — S
y B : I — S que se cortan sit =ty en el punto p € S. Es decir, a(ty) = p = B(to) y 6 es el angulo

que forman los vectores tangentes /() y 8’ (to).

B’ (to)

a(t) /.0 o (to)

B(t)

Figura 3.2: El angulo entre las curvas a y 5.
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Entonces,

cosf = =

o’ )IB ()]~ 1 (o (1)) 1, (B(t0))

(o (to), B' (o)) (o (to), B' (o))

Observacion 3.1.11. Siay § son dos curvas coordenadas (es decir, de la forma (¢, vg) 0 ¢(ug, t)

para ug y vg constantes), entonces o' (to) = ¢ Y 8 (to) = ¢, de modo que

v F
cos§ = \PwPu)

leulllesll — VEG

Es decir, las curvas coordenadas de una parametrizacidn ¢ son ortogonales siy solo si F' = 0.

En tal caso, se dice que ¢ es una parametrizacion ortogonal.

Area de regiones. Sean V y V' dos subespacios vectoriales de dimension 2 en R3 y ¢ :
V — V’ una transformacién lineal entre ellos. Recordando que la norma del producto vectorial
entre dos vectores es igual al area del paralelogramo que generan, parece natural la siguiente
definicion: si {v1,v2} es una base de V, se define la distorsién de area de g como
HQH — ||g(U1) X g(UQ)”
[[vr X V2]

Notar que lo que estamos diciendo es que la transformacién g manda a un paralelogramo de

area A en un paralelogramo de area ||g||A.

Puede verse que ||g|| no depende de la base {v1,v2} y que si By B’ son bases ortonormales

de V y V', respectivamente, entonces

gl = |det([g]ss)I-

Podemos usar estas ideas para definir el area de una porcion de superficie, donde el rol de

transformacion lineal lo tomara el diferencial de una funcion.

Definiciéon 3.1.12. Un dominio regular de una superficie regular S es un subconjunto abierto y
conexo de S tal que su borde es la imagen de una circunferencia por un difeomorfismo, salvo
finitos puntos. Una region es la unién de un dominio con su borde. Una region acotada es una

region contenida en una bola de R3.

Sea R C S unaregion acotada contenida en un entorno coordenado ¢(U) para una parametri-
zacion local ¢ : U — S. Si consideramos la base candnica en R? para el dominio de dy,, para

cada g € U, tenemos que

ldeqll = lleulq) X u(@)]-

Como ||, () x ¢u(q)| es el area del paralelogramo generado por ¢, (q) Y ¢,(g) en T,S, con

p = ¢(q), se define el area de R como

A = [[[ sl duio= [ e < @)l dude
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Observacion 3.1.13.

1. Esta definicion no depende de la parametrizacion elegida. En efecto, si ¢ : U ¢ R2 — S

es otra parametrizacion local de S tal que R ¢ ¢(U) y llamamos Q := ¢~'(R), entonces

y sus derivadas parciales son

L @+ @ A~ — @—F @
Pa = Pu Eh Po 9’ P = Pu Eh Po o5

Luego, haciendo el mismo calculo que hicimos al hablar de superficies orientables,

. . (Oudv 0Oviu _ A(u,v)
P X Py = (871 817 - 8& 8{)) Py X Py = det 8(&,1?) (‘pu X va)' (31)
Por lo tanto,
_ - o o(u,v o
//H@a X @5 dudo = //_||(gpu X ©y)|| |det 8(~ ~) dadv = // lon X ol dudv,
Q Q (%U) Q

donde en la ultima igualdad hemos usado el teorema del cambio de variables.

2. Veamos como se expresa A(R) en términos de los coeficientes de la primera forma. Recorde-

mos que

lou x wull = ll@ullllps|l send,

con 0 = £L(pu, vy), de modo que

H@u X 9011”2 = H@uHQH@v”QSenQG = (1 — cos? G)H@uHQH@v”Q
(us Po)?
- (1 - el ool = el Pllel? - fousul?
= EG — F?.
Por lo tanto,

A(R) = // VEG — F? dudv.
¢~ H(R)

Ejemplo 3.1.14. Calculemos el area del toro T? generado por la curva
v(u) = (a+rcosu,0,rsenu), wu € (0,2m)
al rotar alrededor del eje z, donde a > r > 0 son constantes. Consideremos la parametrizacion
o(u,v) = ((a 4+ rcosu) cos v, (a + rcosu)senv, rsenu)

conu € (0,27) y v € (0,27), que cubre toda la superficie salvo por un paralelo y un meridiano.
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Figura 3.3: El toro junto con la circunferencia que lo genera en amarillo.

Sus derivadas parciales son
vy = (—rsenucosv, —rsenusenv,r CoSu)
vy = (—(a+rcosu)senwv, (a+ rcosu)cosv,0)

y los coeficientes de la primera forma fundamental son

(Qus pu) = r2sen?u + 12 cos? u = r?

E:
FZ(@U7<)0’U>:O
G:

(pv, vy = (a+ rCOS u)2.

Sea R. := ¢(Q.), donde
Q- :={(u,v) ER? |[e<u<2nr—¢, e <v<2m—¢}
Entonces,
2w —¢ 2m—¢
A(RE):// \/EG—F2dudv:/ </ r(a+rcosu)dv> du
27"5—5 2r—¢
:/ r(a+ rcosu)(2m — 2¢) du:(27r—25)r/ a+rcosu du

2m—¢

= (27 — 2¢e)r (au + rsenu)

€

= (27 — 2e)r (a(2m —€) + rsen(2r —e) — as — rsene).
Por lo tanto,

A(T?) = lim A(R.) = 4n°ar.

e—0

Ejemplo 3.1.15 (Grafico de una funcion). Sea f : U ¢ R? — R una funcién suave y considere-

mos S como su grafico, que puede parametrizarse mediante ¢ : U — S dada por
o(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Sus derivadas parciales son

QOU = (170;fu) ygDU = (Ovlva)7
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de modo que

Pu X Py = (_fua_fva]-)'

Asi, si R C S es una region acotada contenida en el entorno ¢(U),

A(R) = // V14 24 f2 dudv.
e~ H(R)

3.2 Isometrias

Una medida sobre una superficie regular S que puede describirse completamente en térmi-

nos de la primera forma fundamental se dice que es intrinseca.

Ejemplo 3.2.1. Las siguientes medidas son intrinsecas.

1. El producto interno de vectores de 7},5, ya que

(Ip(@) +1,(y) = lp(z —y)).

DN | =

<I7y>10 -

2. El area determinada por z,y € T,,S, ya que

o x gl = /by () r,y)?.

Hay otra forma de definir medida intrinseca, usando la idea de que una medida es intrinseca

si se conserva por difeomorfismos que conservan la primera forma entre superficies.

Definicion 3.2.2. Sean S, y S5 dos superficies regulares. Un difeomorfismo f : S; — S, es una

isometria si para todo p € S; y todo par de vectores wq, ws € 1,51,

(w1, wa), = (dfp(w1), dfp(w2)>f(p)'

Es decir, f es una isometria si df preserva el producto interno. En este caso, se dice que 5;

y S5 son superficies isométricas.

Observacion 3.2.3. De manera equivalente, se podria decir que una isometria es un difeomor-
fismo que preserva la primera forma. En efecto, si f es una isometria, entonces df preserva el

producto interno y dados p € S1 y w € 1,51,

Ip(w) = (waw>p = <dfp(w>vdfp(w)>f(p) = If(p)(dfp<w))-
Reciprocamente, si f preserva la primera forma, dados w, ws € T},S, tenemos que

(w1, wa)p = 5 (Ip(w1) + lp(w2) — I, (w1 — w2))
(L) (dfp(w01)) + 1y (dfp (w2)) = 1y (dfp (w1 — w32)))
(L) (dfp(w1)) + 1y (dfp (w2)) — Ly (dfp (w1) — dfp(w2)))

1
9\
1
D)
1
)
= (dfp(w1), dfp(w2)) y(p)-
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Observacion 3.2.4. Como las isometrias conservan la primera forma fundamental, conservan las
magnitudes intrinsecas de superficies isométricas. Por ejemplo, longitudes de curvas, angulos

entre vectores y areas de regiones.

Observacion 3.2.5. Sea f : S — S una isometria. Luego, para todo p € Sy todo par de

vectores linealmente independientes w;, ws € 1,5,

<dfp(w1)v dfp(w2)>f(p) = <wlv w2>p

y, por lo tanto, recordando que ||z x y|| = \/1,(z)1,(y) — (z,y)?,

1dfp(wr) X dfp(w2)]| = [lwr X wal|
Asi, la distorsion de area es, en cadap € S, ||df,|| = 1.

Ejercicio 3.2.6. Probar que un difeomorfismo es una isometria si y solo si conserva la longitud

de curvas.

Definicion 3.2.7. Una funcion f : S; — S5 es una isometria local en p € Sy si existen entornos
Uy yUsdepy f(p) en Sy y Ss, respectivamente, tales que f|y, : Uy — Uz es una isometria.

Si para todo p € S; existe una isometria local en p, se dice que S; es localmente isométrica
a S,. Se dice que S; y S, son localmente isométricas si S, es localmente isométrica a S, y S- es

localmente isométrica a S;.

Observacion 3.2.8.

1. Si f: S — S5 es un difeomorfismo y una isometria local para todo p € S;, entonces es
una isometria. Sin embargo, existen superficies que son localmente isométricas pero no

(globalmente) isométricas.

2. Si las magnitudes estan contenidas en los conjuntos isométricos, las isometrias locales

también mantienen longitues, angulos y areas.

Ejemplo 3.2.9. Un plano y un cilindro de ecuacion =2 + y? = 1 son localmente isométricas. Si
el plano P pasa por p, € R? y esta generado por dos vectores ortonormales w; y w», podemos

parametrizarlo localmente mediante ¢ : (0,27) x R — P,
(u,v) == po + vw + vws.

Entonces, ¢, = w1, ¢, = wo Y los coeficientes de la primera forma fundamental son

E = (pu,pu) =1
F= <90u7%01)> =0
G = <30117S0v> =1

Por otro lado, al cilindro podemos parametrizarlo localmente con

2:(0,2m) xR — C :={(z,y, 2) €R3|x2+y2=1}—{(1,070) | v e R},
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@(u,v) = (cosu,senwu,v).

Entonces,

Gulu,v) = (—senu,cosu,0) y ¢,(u,v) =(0,0,1).

Asi,

Observemos que f := po @~ : C — P —span{w, } es un difeomorfismo, por ser composi-
cion de difeomorfismos.
Veamos que f preserva la primera forma. Sip € C, llamando S := P — span{w; }, tenemos

que df, : T,C' — Ty, S. Seaw € T,,C, que podemos escribirlo como
w =u'(0)@u + v'(0)Py.

Entonces,

L, (w) = o' (0)2E + 2u'(0)v' (0)F 4 v'(0)2G = u/(0)? + v'(0)%
Por otro lado, df,(w) = (f o~)'(0) para la curva v : (—¢,¢) — C dada por
V(t) = (u(t), v(t)),
que satisface que v/(0) = w. Asi, f(v(t)) = @(u(t),v(t))y

() (dfp(w)) = 4/ (0)2E + 20/ (0)v' (0) F + v/ (0)*G = ' (0)* + v/ (0)*.

Por lo tanto, 1,(w) = 1) (dfp(w)).

Sip e {(1,0,v) | v € R}, se define 1) de manera analoga a  y ¢ o ¢! resulta una isometria
local en p. Notar que f no es una isometria global, de hecho el cilindro y el plano son diferentes a
nivel topoldgico (uno es simplemente conexo y el otro no), lo que hace que no sean homeomorfos,

mucho menos difeomorfos.

Proposicion 3.2.10. Sean S y S dos superficies regulares que admiten parametrizaciones locales
(U, )y (U, ) talesque E = E, F = F y G = G. Entonces, la aplicacion f := gop~" : p(U) — S

es una isometria local.
Ejercicio 3.2.11. Probar la Proposicién 3.2.10.

Ejemplo 3.2.12. Consideremos la catenoide, que es la superficie de revolucion generada por la

rotacion alrededor del eje z de la catenaria parametrizada por
v(v) = (acoshv,0,av), veER, a>0.
Una parametrizacion local de la catenoide esta dada por ¢ : (0,27) x R — S,

©(u,v) = (acoshwvcos u,acoshvsenu,av).
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Figura 3.4: La catenoide, con la catenaria que la genera en amarillo.

Luego,
py = (—acoshwvsenu,acoshvcosu,0)

», = (asenhwv cosu,asenhvsenu,a)

y los coeficientes de la primera forma fundamental son

(¢u, ©u) = a*cosh® v

E =
F = {pu, ) =0
G = (@y, pu) = a*senh® v + a? = a® cosh® v.

Sea S el helicoide (ver Figura 3.1), parametrizado localmente por ¢ : (0,27) x R — S,

o(u,v) = (vcosu,vsend,al).

Entonces,

pa(t,v) = (—vsenu,vcosu,a) Y ¢5(t,0) = (cosu,send,0).
Asi,

ft(q)7 @ﬁ(Q»I? =0

ieSh;
—~
u§1
[S4]
SN—
Il
—
X

G(a,7) = (@s(q), @a(a))p = 1.

Podemos reparamatrizar la helicoide mediante el siguiente cambio de pardmetros

=u u € (0,2m)

=3}

¥ = asenhv v € R,

que resulta ser un difeomorfismo, ya que

U, U 1 0
0(4, 9) = det =acoshv # 0.

det
O(u,v) 0 acoshuv
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Esto define una nueva parametrizacién local @ : (0,27) x R — S dada por
?(u,v) = (asenh v cosu,asenhvsenu,au).

Ahora, se tiene que

©¢u = (—asenhvsenwu,asenhvcosu,a)

®, = (acoshvcosu,acoshvsenu,0)

y los coeficientes de la primera forma fundamental son

E = (@, ¢u) = a®cosh? v

Por lo tanto, la helicoide y la catenaria son localmente isométricas.

Reciprocamente, a partir de una isometria local entre dos superficies y una carta local de
la superficie dominio se construye una carta local de la otra superficie de manera tal que los

coeficientes de las primeras formas fundamentales coincidan.

Proposicion 3.2.13. Sean f : S — S una isometria local entre superficies regulares en p € S
y (U, ) una carta local de S en p con coeficientes de la primera forma fundamental E, F' y G.
Entonces, f o : U — S es una carta local de S en f(p) con coeficientes de la primera forma
fundamental E=E, F=FyG =G.

Demostracion. Como (U, ¢) es una carta local de S en p, existe un abierto V. en Stalquep € V'y
¢ : U — V es un difeomorfismo. Al ser f una isometria local en p, existen entornos Ay Bde py
f(p), respectivamente, tales que f : A — B es unaisometria (y, en particular, un difeomorfismo).

Podemos suponer que ¢(U) C A, pues de lo contrario consideramos U := ¢~ 1(o(U) N A)
como dominio de fo¢. Sea ¢ := foy: U — B C S, que resulta ser un difeomorfismo por ser

composicion de difeomorfismos. Luego,

Entonces,

E= <95ua95u>f(p) = <dfp(50u)adfp(‘ﬂu»f(p) = <50u790u>p =FE.

Analogamente, F = Fy G =G. &

Distancia entre puntos de una superficie regular.

Sean S una superficie regular y p, g € S. Se define la distancia entre p y ¢ como

d(p, q) := inf{longitud de una curva regular en S que une p y q}.
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Es claro que la distancia entre dos puntos es invariante por isometrias, ya que la longitud de
una curva puede calcularse en términos de la Primera Forma Fundamental, que resulta invariante
por isometrias.

Si f:S — S es unaisometria local en py (U, o) es una carta local de S en p, para todo

q,r € o(U) N A (donde estamos pensando que A C S es tal que f|4 es una isometria),

d(f(q), f(r)) =d(q,7).

Observacion 3.2.14. Considerar el infimo de las longitudes de curvas en la definicion de distancia
entre dos puntos refleja el hecho de que esta distancia no tiene por qué realizarse en una curva

en particular, tal como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.15. Supongamos que S es el plano perforado S := R2?\ {(0,0)} y tomemos los

puntos p := (—1,0), ¢ := (1,0). Podemos tomar una familia de curvas ~. : [-1,1] — S dada por

| (e (o)) site L
o (t,0) site{-1,1}.

Figura 3.5: Las trazas de las curvas ~. para parametros ¢ = 1 (en rojo) y e = 1/2 (en azul).

La longitud de ~. debe ser mayor estricta que 2, puesto que si fuera exactamente 2 deberia
ser un segmento de recta (recordar el Ejercicio 1.3.16). Puede verse que esta curva es suave' y

su vector tangente para -1 <t < 1es
1 2t
‘)= (1 — — .
0= (1eow (-5 (- )

L2 5 o %P (_142) * 2.2
”’Vs(t)” =1+ 4t WS1+415 e,

donde en x hemos usado que cuando —1 <t < 1,

o0 (~12)

1@ =

Entonces,

'Estéa construida usando la nocién de “cut-off function”. Mas detalles pueden encontrarse en
la Seccion 1.5 de [Lee09].
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Luego, la longitud de arco de ~. es
1 1
2< [ olas [ ViTaEE as o/t
-1 1

Notando que

lim 21/1 +4¢% = 2,
e—

tenemos que el infimo de las longitudes de las curvas . es 2. Por lo tanto, d(p, ¢) = 2, aunque

no exista ninguna curva en S que una ambos puntos cuya longitud sea exactamente 2.

Una isometria conserva longitudes de curvas, distancia entre puntos, angulos entre vectores
y areas de regiones. Sin embargo, existen otros tipos de funciones mas generales (y, por lo tanto,

con menos propiedades) que son muy utiles, por ejemplo, en cartografia.

3.3 Aplicaciones equiareas y conformes

En esta seccion seguiremos fielmente la exposicion de [Tap16], Capitulo 3, Seccion 8.

Definicion 3.3.1. Dadas dos superficies regulares S; y S;, se dice que un difeomorfismo f :

S1 — S2 es una aplicacién equiarea si para todo p € S; se cumple que ||df,| = 1.

Ejemplo 3.3.2. Sean A\ > 0y f : R? —; R? la transformacion lineal cuya representacion matricial

en las bases candnicas de R? es

Como f es lineal, para todo p € R? se tiene que, df, = f y ||df,|| = det A = 1.

En general se puede ver que si f : S; — S5 es una aplicacion equiarea para todo p € Sy,

es posible elegir bases ortonormales de 7),S; y T, 5> tales que la matriz de df,, sea de la forma

A0
0 1/A

con A > 0.

Ejemplo 3.3.3. Sean A = 2y f(z,y) = (2z, 1y). Siconsideramos R := [0,1] x [0, 1], entonces

f(R)=10,2] x [0, 1] y el area de ambas regiones poligonales es 1.

;

1 2

Figura 3.6: Las regiones poligonales R (del lado izquierdo) y f(R) (del lado derecho).
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La funcion de Arquimides es la funcion f : S? — {(0,0,4+1)} — C, donde C := {(x,y,2) |
2?2 4+y% =1, —1 < z < 1}, definida por

x y
f(fﬂa%z) = (\/1}2+y2’\/$2+y2,2>‘

Figura 3.7: Esquema del efecto de la funcién de Arquimides sobre un punto de S? — (0,0, 41). En azul se ve la esfera

y en rojo el cilindro.

Teorema 3.3.4 (Teorema de Arquimides). La funcién de Arquimides es equiarea.
Demostracion. Sea ¢ : (0,2m) x (0,7) — S? dada por
(0, ¢) := (cos f sen ¢,senfsen p,cos ).

Si tomamos ¢(q) = p, la base {©y(q), vs(q)} de T,,5? esta dada por
wo = (—senfsen ¢, cosbsend,0)

s = (cos B cos ¢,sen b cos ¢, —sen o).

Luego,
Py X py = (—sen’ ¢ cosd, —sen” ¢ send, —sen ¢ cos ¢).

Entonces,

v x pol|* = sen* ¢ cos? 6 + sen* ¢ sen? 6 + sen? ¢ cos? ¢
= sen® ¢ + sen? ¢ cos? p = sen? ¢(sen? ¢ + cos? ¢)
= sen? ¢.
Por lo tanto, ||pg x ¢4|| = sen ¢.

Veamos que ||df, () x dfp(v4)|| = sen¢. Consideremos ¢ : f oy : (0,2m) x (0,7) — C,
de modo que df,(ps) = Po Y dfp(ves) = P¢. Explicitamente,

p(6, ¢) = f(coshsen g, sendsendp,cos )

B cosfsen¢ senfsen ¢ c0s ¢
J/cos2fsen? ¢ +sen2fsen?p  seng ' :
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Asi, 3(0,¢) = (cosf,senb,cos @) y
df,(¢e) = (—send,cosb,0)

dfp(‘Pq&) = (0’ 0,—sen ¢)

Entonces,
dfy(00) x dfy(i04) = (— cosOsen ¢, —sensen ¢, 0)
y
ldfp (o) % dfp(pe)|| = sen¢.
Por lo tanto, ||df,|| = 1Y f es equiarea. &

Definicion 3.3.5. Dadas dos superficies regulares S; y S;, se dice que un difeomorfismo f :
S1 — S es una aplicacion conforme si preserva angulos, es decir, si para todo p € S; y todo

par de vectores wy,ws € 1,51,

L(w1,wa) = £L(dfp(w1), dfp(w2)).

Ejemplo 3.3.6. Dado )\ > 0, consideremos la transformacion lineal f : R> — R? cuya matriz en

(+2)

es decir, f(z,y) = (Az, \y). Luego, df,(z,y) = (Az, \y) y para todo (z,y), (z',y’) € R? tenemos

las bases candnicas de R? es

que

K(dfp(ac,y),dfp(x', ) = cos -1

(dfp(z,y), dfp(', ")) )
lldfp (@, y)llldfp (2", /)l

(Az, Ay), (A, Ay’)>
\/)\2132 T2 2\/)\2 2 1 )\2(1//)2)

(i
(

~cos- ( 200’ + /\ny )
5

= COS

/22 +y2/\\/
zx’ +yy
22 +y2\ /(2

_ (@), (@)
- e <||<wy>||||<xy>|>

De manera anéloga a lo que sucede con las aplicaciones equiareas, para cada punto p € Sy

= COS ™~

se pueden elegir bases ortonormales de 7,,S: y T (,,)S> tales que la matriz de df, es de la forma
A0
0 A/

Proposicién 3.3.7. Un difeomorfismo f : S1 — S es conforme si y solo si existe una funcién

para algun A > 0.

Suave a valores positivos X : S; — R tal que

(dfp(w), dfp(W)) 5 (p) = Ap){w, W),

para todo p € S y todos w,w € T},5;.
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Ejercicio 3.3.8. Probar la Proposicién 3.3.7.

Ejemplo 3.3.9. La proyeccion estereografica (ver Ejemplo 2.1.10) entre el plano y la esfera sin el

polo norte es una aplicaciéon conforme.

Observacion 3.3.10. La proyeccion estereografica se usa en matematica, pero no tanto en car-
tografia, donde es mas importante la aplicacién de Mercator. Esta aplicacion consiste en modificar
la aplicacion que define a las coordenadas esféricas para convertirla en una aplicacién conforme.
Esto logra que se preserven longitudes verticales y, hasta cierto punto, areas de regiones pe-
quenas, siempre que estén lo suficientemente lejos de los polos, donde la distorsion de area es
mayor.

Veremos mas adelante que no existen isometrias locales entre la esfera y porciones de un

plano.

Por ultimo, a partir de las definiciones de isometria, aplicacion isométrica y aplicacién con-

forme puede probarse el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.11. Un difeomorfismo f : S — S5 es una isometria (conserva longitudes) si y

solo si es equiarea (conserva areas) y conforme (conserva angulos).

Observacion Final. Es claro que en una superficie regular se pueden calcular estas magnitudes
métricas que hemos definido usando el producto interno que sus espacios tangentes heredan de
manera natural del producto interno candnico de R3.

Uno podria preguntarse qué pasaria si decidiera considerar otro producto interno en vez del
canonico en cada espacio tangente. Esto da lugar a una rica familia de objetos mas generales
que las superficies regulares que estamos considerando en las cuales también se puede calcular
magnitudes métricas. Ellas son las llamadas variedades de Riemann, donde se parte de consi-
derar en cada espacio tangente un producto interno dado. Una posible referencia en estos temas
es [Lee18].

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:

Ejercicio 3.1.8. Consideremos una superficie de revolucion parametrizada por

p(u,v) = (d(v) cos(u), p(v) sen(u), ¥ (v)),

con (u,v) € (0,27) X (a,b) y ¢(v) > 0 para todo v.

Mostrar que los coeficientes de la primera forma fundamental son
E=¢(v)?, F=0, G=¢v)?+¢ ()

Ejercicio 3.1.9. Mostrar que una superficie de revolucion siempre puede parametrizarse de modo

que los coeficientes de su primera forma fundamental sean
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Ejercicio 3.2.6. Probar que un difeomorfismo es una isometria si y solo si conserva la longitud
de curvas.

Ejercicio 3.2.11. (Proposicién 3.2.10) Sean S'y S dos superficies regulares que admiten parametri-
zaciones locales (U,p) y (U,¢) tales que E = E, F = F y G = G. Entonces, la aplicacién
fi=@pop!:plU) — S es una isometria local.

Ejercicio 3.3.8. (Proposicion 3.3.7) Un difeomorfismo f : S; — S5 es conforme si y solo si existe

una funcion suave a valores positivos A : S; — R tal que

<dfp(w), dfp(w»f(p) = Ap){(w, 1D>p

para todo p € S; y todos w,w € T,,5;.

Otros ejercicios:

Ejercicio 3.3.12 (Teorema de Pappus®-~Guldinus®). Sean S una superficie de revolucion y C' su
curva generatriz. Sea s el parametro longitud de arco de C'y denotemos p(s) a la distancia al eje
de rotacion desde el punto de C correspondiente a s.

Probar que el area de S esta dada por

L
277/ p(s) ds,
0
donde L es la longitud de la curva C.

Ejercicio 3.3.13. Decimos que las curvas coordenadas de una parametrizacion o(u,v) consti-
tuyen una red de Tchebyshev si las longitudes de los lados opuestos de cualquier cuadrilatero

formado por ellas son iguales.

(a) Mostrar que formar una red Tchebyshev equivale a

OB _ 0G _
v Ou

(b) Probar que si las curvas coordenadas de una parametrizacién forman una red de Tcheby-
shev, entonces es posible reparametrizar el entorno coordenado de modo que los nuevos

coeficientes de la primera forma fundamental sean
E=1, F=cosf, G=1,

donde 6 es el angulo entre las curvas coordenadas.

2Pappus de Alejandria, matematico griego cuya obra data aproximadamente del afio 320.
3Paul Guldin (1577-1643) fue un matematico y astrénomo suizo.






Capitulo 4

La curvatura de una superficie

Cuando estudiamos curvas regulares parametrizadas por longitud de arco, definimos su cur-
vatura en un punto como un escalar que mide cuanto difiere de su recta tangente en un entorno
del punto. Al estudiar superficies regulares, es natural generalizar esta idea de curvatura para
analizar como es el comportamiento de una superficie con respecto a su plano tangente en un
entorno del punto de tangencia. Esta es la idea que captura la llamada curvatura Gaussiana de

una superficie.

4.1 Curvaturas normales

Consideremos una superficie regular S con una orientacion dada por el campo N. Dados
p € Sywv e T,S con ||v|]| = 1, queremos ver cdmo cambia el plano tangente al movernos en la
direccién de v. Para ello, podriamos tomar una curva v : (—¢,¢) — S parametrizada por su
longitud de arco tal que v(0) = py §(0) = v, y estudiar la funcion suave N : (—¢,¢) — S? dada
por N(s) = N((s)). Como queremos ver como cambia N (s), es natural pensar en derivar la

funcion.

Definicién 4.1.1. El escalar «,,(v) = (—N'(0),v) = (=dN,(v),v) es la curvatura normal de S en

p en la direccion de v y también suele denotarse como «2 (v).

Observacion 4.1.2. Notar que la curvatura normal no depende de la eleccién de la curva v (ya

que dN,(v) no lo hace) y que cambia de signo ante un cambio de orientacion de la superficie S.

Veamos como podemos interpretar geométricamente a la curvatura normal.

Como ¥(s) € TS y N(s) son ortogonales, (N (s),7¥(s)) = 0y, derivando respecto de s,
(N(s),5(5)) = =(N'(s),7(5))- (4.1)
Luego, si n(s) es el normal de la curva ~,
fin(v) = =(N'(0),v) = (N(0),5(0)) = (N(0), 5(0)n(0)) = £(0) cos 6,
donde « es la curvatura de la curva «y y 6 es el angulo que forman N(0) y n(0).

67
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N(0)

n(0)

S P T,8

Figura 4.1: Los vectores y angulos involucrados en la definicion de curvatura normal.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos un plano de ecuacion ax + by + cz +d = 0, orientado con el normal

(a,b,c)

N = ot

Como N es constante, dado cualquer v € T,,S y una curva v : (—¢,¢) — S tal que v(0) = p
y 4(0) = v, N’(0) = 0y, en consecuencia, x,(v) = 0. Notar que esto es consistente con que
la curvatura normal mide cémo cambia el plano tangente a la superficie en el punto p si uno se
mueve en la direccién de v, ya que en este caso el plano tangente es siempre el mismo (de hecho,

es el mismo plano).

Ejemplo 4.1.4. Consideremos el cilindro S parametrizado localmente por

o(u,v) := (cosu,senu,v), (u,v)€ (0,27) X R,

y orientado mediante

N(p(u,v)) := (cosu,senw,0).

Fijemos el punto p = (0,1,0) € »(U) y veamos qué sucede si nos movemos en dos direc-

ciones distintas: girando alrededor del cilindro y trepando verticalmente.

Sea v; = (—1,0,0) € T,,S, junto con v, (s) := (cos(s + §),sen(s + %), 0), que satisface que
71(0) = py %1(0) = v1. Entonces, N(vi(s)) = (cos(s + 5),sen(s + 5),0) y N'(0) = v;. Porlo

tanto,

kn(v1) = (=N'(0),v1) = (—v1,v1) = —1.

Sea ahora v, = (0,0,1). Una curva que lo represente es v,(s) := (0,1, s), de modo que

72(0) = p, 72(0) = v2 y N(72(s)) = (0,1,0). Luego, N'(0) = 0y

kn(v2) = (=N'(0),v2) = (0,v9) = 0.
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Figura 4.2: El punto p y las direcciones en las que estamos mirando la curvatura normal del cilindro: en verde el vector

vy ¥ en amarillo el vector va.

Notar que esto ultimo era esperable, ya que la curvatura normal en la direccion de v, busca
capturar cuanto cambia el plano tangente al movernos por una generatriz del cilindro, pero sabe-

mos que el plano tangente no cambia a lo largo de las generatrices (ver Ejercicio 2.5.13).

Ejemplo 4.1.5. Consideremos la esfera S? orientada con N(p) := —p para todo p € S2?. Dados

un punto p € S? y una direccion v € 7,52 representada por una curva v : (—e,¢) — 52, tenemos

que N(y(s)) = —7(s). Luego, N'(0) = —4(0) = —vy
kn(v) = (=N'(0),v) = (v,v) = 1.

Es decir, la curvatura normal es siempre la misma en todo punto de la esfera y en cualquier

direccion.

4.2 La aplicacion de Gauss

En lo que sigue, buscamos definir un escalar que combine la informacién que otorgan las
curvaturas normales y permita determinar la variacion de 7}, S alrededor de p sin hacer referencia
a ninguna direccién tangente en particular. Para ello, dado que, en cada punto de una superficie
regular orientada, el campo normal unitario N es ortogonal al espacio tangente, parece natural
analizar como cambia NN cerca del punto p € S. Como se menciondn al comienzo de la seccién

anterior, esto sugiere estudiar su diferencial.

Definicién 4.2.1. Dada una superficie regular S orientada por el campo normal unitario N, se
define la aplicacion de Gauss' de S como la funcién suave N : S — S? definida por la orientacion

dada.

Dado p € S, se tiene la aplicacion lineal dN, : 1,5 — TN(,,)S2. Notando que los espacios
tangentes T,,S'y T'v(y) S? tienen a N (p) como vector normal, es claro que estos espacios coinciden

y, por este motivo, consideraremos dN,, : T,,S — T),S.

'C. F. Gauss (1777-1855), matematico aleman conocido como principe de las matematicas.
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Definicion 4.2.2. Para cada p € S, se define la aplicacion de Weingarten? de S en p como la

transformacion lineal W), := —dN,, : T,S — T,,S.

Se utilizara la notacion W, para hacer referencia tanto a esta transformacion lineal como a

su representacion matricial.

Observacion 4.2.3.

* Dado v € T,,S unitario, la curvatura normal de S en p en la direccion de v € T,,S esta dada
por K, (v) = (Wy(v),v).

« Sea una curva (t) = ¢(u(t),v(t)), cont € (—e,¢), en S tal que v(0) = py v/ (0) = w.
Entonces,

d

Wy(w) = —dNy(w) = == N(7(?)) T —(N29)'(0)

= —(N o)y u'(0) = (N o), v'(0).
Considerando las curvas coordenadas se obtiene que

Wp(pu) = —dNp(pu) = —(N 0 )y = =Ny,

Wp(@v) = _de(SDU) = —(Nog), =—N,.

« Si se cambia la orientacién N por —N, es claro que para todo w € TS, W,(w) cambia su

signo.

Ejemplo 4.2.4. Analicemos la aplicacion de Weingarten en algunos ejemplos particulares.

1. Un plano: Ya hemos visto en el Ejemplo 4.1.3 que un plano siempre puede orientarse con
un campo normal unitario N constante, de modo que dN, = 0 para todo p y la aplicacion

de Weingarten es W,, = 0 para todo p.

2. Una esfera de radio R: Sea Sg una esfera de radio R centrada en el origen orientada con

el normal exterior N : Sp — S2,

p P
N(p)=L =2
®) =11~ &

Seanp e Sg,ve€T,SrYyy:(—¢,¢) — Sgtal que v(0) = py +/(0) = v. Entonces,

ANy () = SN (1)

Por lo tanto,

Wy(0) = ~dN,(0) =

ol

2J. Weingarten (1836—-1910), matematico aleman.
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3. Consideremos el paraboloide de ecuacion z = x2 + ky?, k > 0 constante, parametrizado

globalmente por ¢(u,v) = (u,v,u? + kv?), (u,v) € R?, y orientado mediante

(—2u, —2kv, 1)
VAuZ + 4k202 + 17

N(p(u,v)) =

Calculemos W, para p = (0,0,0). Como es una aplicacién lineal, podemos calcularla en

los elementos de la base {¢.(q), v,(¢)} de T,,S, donde ¢ = (0,0). Notemos que
Para el primer vector de la base, consideremos v, : (—¢,¢) — S,

Vl(t) = @(to) = (t707t2)7

verificando que 1 (0) = (0,0,0) = py v1(0) = (1,0, 0) = ¢, (¢). Entonces,

iNy(eula) = ZN0)| = 5ZED) — (2,00 = 200

Analogamente, se ve que
dNp(pu(q)) = (—2k,0,0) = —2kp,(q).

Por lo tanto,

Wy(pu(q)) = 20u(a) Yy Wplew(q)) = 2kpu(q),

de modo que la matriz de W, en la base {y,(q), p.(q)} es

2 0
0 2k

W, =

4.3 La curvatura de Gauss

Recordemos que la motivacion para estudiar la aplicacion de Weingarten era definir una
funcion que a cada punto le asigne un escalar que capture, hasta cierto punto, la “curvatura” de
la superficie, sin hacer referencia a una direccién en particular (como es el caso de la curvatura
normal).

Dado que la aplicacion de Weingarten en un punto p de una superficie regular orientada S es
la aplicacion lineal W, : T,,S — TS, sabemos desde el algebra lineal que hay dos cantidades

que no dependen de la base elegida para 7},5: su determinante y su traza.

Definiciéon 4.3.1. Sean S una superficie orientada y W su aplicacién de Weingarten. Se definen
su curvatura de Gaussy su curvatura media en un punto p € S como el determinante de W, y la
mitad de la traza de W, respectivamente. Las denotamos como

1
K(p):=detW, y H(p):= 3 trwp.
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Observacién 4.3.2. Frente a un cambio de orientacion de .S, su curvatura media cambia de signo

mientras que la curvatura de Gauss se mantiene invariante. Esto se debe a que el determinante

de W, no cambia porque la dimension es par.

Que estas definiciones efectivamente capturan lo que uno desea es algo que ira haciéndose

mas claro en proximas secciones. Por el momento, veamos coémo lucen en algunos ejemplos.

Ejemplo 4.3.3.

1.

Un plano: Si esperamos que la curvatura de Gauss capture cuanto cambia el plano tan-
gente a la superficie cerca del punto de tangencia, deberia suceder que en el caso de un
plano la curvatura de Gauss sea idénticamente nula. Esto es efectivamente asi, ya que
como hemos visto en el Ejemplo 4.2.4, IW,, = 0 para todo punto del plano y, en consecuen-

cia,

Una esfera de radio R: Tal como vimos en el Ejemplo 4.2.4, W,(v) = — 4%, por lo que dados

p € Sr y una base de 7,5,

W = 1 1 0
P R\ o1
Entonces,
1 1
K=— H=——.
2 R

Consideremos nuevamente el cilindro S parametrizado localmente por
o(u,v) := (cosu,senu,v), (u,v) € (0,27) x R,

y orientado mediante

N(p(u,v)) := (cosu,senu,0).

Dado p = ¢(q) € S, tenemos la base de T,,S dada por {¢.(q),¢.,(¢)}, donde ¢,(q) =
(0,0,1). Llamemos ¢ = (ug,vo) y calculemos dN,(y,(q)), para lo que tomamos la curva
v : (—e,e) — S dada por ~(t) := p(ug,vo + t), de modo que v(0) = py 7' (0) = p,(q)-
Entonces,

d
Ny (pu(9) = ZN(1()| = —(cosup, senug,0)| =0
t=0 t=0

Esto dice que W,(¢,(¢)) = 0, por lo que una de las columnas de su representacion matricial
en la base {p.(q),¢,(q)} esta formada por ceros. Por lo tanto, su determinante siempre

sera nulo y la curvatura de Gauss del cilindro es K = 0.

Notar que el cilindro y el plano tienen en comun tener curvatura de Gauss idénticamente
nula. Esto no es algo casual, sino que esta relacionado, tal como veremos mas adelante,

con que ambas superficies son localmente isométricas (ver Ejemplo 3.2.9).
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4. Sean U C R? abiertoy f : U — R una funcién suave. Su grafica es una superficie
regular S que puede parametrizarse globalmente con ¢(u,v) := (u, v, f(u,v)), (u,v) €Uy

orientarse mediante
VIE+2+1

Si ¢ € U es un punto critico de f, el espacio tangente en p := ¢(q) es

N(p(u,v)) =

T;DS = Span{(la 07 0)7 (Oa 17 O)}
y la aplicacién de Weingarten esta dada en esa base por

W, — fuu(@)  fun(q) 7

fuv(@)  fou(q)

que no es otra cosa que la matriz Hessiana de f en q.

Asi, la curvatura de Gauss de S es
K(p) = deth = fuu(q)fvv(q) - fuv(q)2~

Ejercicio 4.3.4. Completar las cuentas del ejemplo anterior y concluir que si K (p) > 0, entonces

f tiene un extremo local en p, y que si K(p) < 0, entonces f tiene un punto silla en g.

4.4 Segunda forma fundamental

Proposicion 4.4.1. La aplicaciéon de Weingarten es una aplicacion lineal autoadjunta.

Demostracion. Dado que para cada p € S, W, = —dN,, veamos que dN, es una aplicacion
lineal autoadjunta. Como dN,, es una aplicacion lineal, es suficiente verificar que (AN, (w1), w2) =
(w1, dN,(ws)) para una base {w;,wq} de T,,S.

Consideremos una parametrizacion ¢ de S en p, la base asociada {¢.,, ¢, } de T,,S'y veamos

que (AN, (vu), Pu) = (pu, dNp(py)). Por la Observacion 4.2.3, debemos verificar que

(N 0 @©)us o) = (us (N 0 9)y).

Ahora bien, por ortogonalidad, (N, ¢,,) = 0. Derivando respecto de v ambos miembros se
tiene que (N, v.) + (N, puy) = 0. Analogamente, se tiene que (N, ¢, ) + (N, p.,) = 0 a partir de
(N,p,) =0. Luego, (Ny, pu) = —(N, puv) = (Ny, pu) Y, por lo tanto, W, es una aplicacion lineal

autoadjunta. &

Sean S una superficie regular orientada y p € S. Como la aplicacién de Weingarten es una
aplicacioén lineal autoadjunta, sabemos desde el algebra lineal que existe una base ortonormal

{v1,v2} de T,,S formada por autovectores de 1, respecto de la cual su matriz es la forma

ki O
Wy, = ,
0 ke

siendo k; y k- los autovalores correspondientes a v; y v, respectivamente. En este contexto se

tienen las siguientes definciones.
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Definicidn 4.4.2. Los autovectores v, y vo se llaman direcciones principales. Los autovalores k;

y ko se llaman curvaturas principales.

Con esto en mente, podemos escribir a las curvaturas de Gauss y media en términos de las

curvaturas principales:

1 ki + k
K(p) =detW, = kiky 'y H(p)=StrW, = 1; 2. (4.2)

Definicién 4.4.3. La forma cuadratica asociada a W, se llama segunda forma fundamental de S

en p y se denota como Il,, : 7,5 — R. Explicitamente,
I, (v) == (Wy(v),v) = (—dN,(v),0).
Observacion 4.4.4.

+ Siv e T,S es unitario, Il,(v) coincide con la curvatura normal de S en p en la direccion de

.

« Las direcciones principales v, y v, pueden elegirse de modo que las curvaturas principales
k1 Yy ko son el minimo y el maximo, respectivamente, de la forma cuadratica Il,, sobre el
conjunto {v € T,,S | ||v|| = 1}. Se dice que k; y k- son las curvaturas normales minima y
maxima.

* Siwv e T,S es unitario, v = v, cos § + v, sen 6 siendo 0 el &ngulo determinado por v, y v.

Entonces,

ll,(v) = ll,(v; cos O + vy sen 6) = 1, (vy) cos? O + Il,(v2) sen? 6 = k; cos? 6 + ky sen? 6.

Recordando que como v es unitario, Il,(v) = x,(v), tenemos la formula de Euler?:

fin (V) = k1 cOS% 0 + ky sen? 6. (4.3)

Ejemplo 4.4.5. Consideremos el cilindro S parametrizado localmente por
p(u,v) := (cosu,senu,v), (u,v) € (0,27) X R,
y orientado mediante
N(p(u,v)) := (cosu,senw,0).
Recordando lo que hicimos en el Ejemplo 4.1.4, fijando p = (0,1,0) € S, teniamos que
dNy(v1) =v1 Yy dNy(ve) =0,

donde v; = (—1,0,0) y vo = (0,0, 1). Notar que eso implica que ambos son autovectores aso-
ciados a distintos autovalores. En términos de lo que venimos estudiando, v; y vo son direc-
ciones principales cuyas curvaturas principales asociadas son —1 y 0, respectivamente. Esto

dice, ademas, que la matriz de W, en la base de direcciones principales {vi, v} es

-1 0
0 0

Wy, =

3L. Euler (1707—-1783), matematico suizo.
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4.5 Secciones normales y curvatura geodésica

Para la demostracién del siguiente resultado ver el Ejercicio 3.69, pagina 159 de [Tap16].

Lema 4.5.1. Sean S una superficie regular, p € S, v € T,S un vector no nulo y N un vector
unitario normal a S en p. Existe un entorno V' de p en S tal que la interseccion de V' con el plano

p + span{v, N} es la traza de una curva regular.
Proposicién 4.5.2. Sean S una supetrficie regular orientada, p € S y v € T,,S unitario. Entonces,

1. para toda curva regular ~ : (—e,e) — S parametrizada por su longitud de arco tal que

~v(0) = p y 4(0) = v se tiene que

Es decir, la curvatura normal de S en p en la direccion de v es la componente normal de la

aceleracion de la curva ~y en p.
2. la curvatura minima en p entre las curvas que satisfacen lo anterior es |ll,,(v)].

Demostracion.

1. Es inmediato a partir de la definicién de segunda forma fundamental y de la ecuacién
(4.1).

2. Dado v € T,S unitario, sea v : (—e,¢) — S una curva parametrizada por longitud de
arco tal que v(0) = p y 4(0) = v. Como sabemos, la curvatura « en p de esta curva arbitraria
contenida en R3 es ||5(0)|| y k., = x cos 6 siendo 6 el angulo que forman %(0) y N(p).

Entonces,

[, (0)| = [(5(0), N(p)| = 5O [[N ()] [cos ] < [[(0)[| = .

Por lo tanto, lo que hay que responder es si existe unacurvaa : (—¢,¢) — Stalque «(0) = p
y & = (&(0), N(p)) = ll,(&(0)). Para esto consideremos el subespacio span{v, N(p)}. Luego, por
el lema anterior, se tiene que la interseccion de p+span{v, N(p)} con un entorno suficientemente
pequefio de p en S es la traza de una curva regular «. Parametrizando a « por longitud de arco

se tiene que a(0) = py &(0) = v. De este modo, la curvatura de « en p resulta ser «. )

Definicién 4.5.3. La curva o dada por la interseccion de la superficie S'y el plano p+span{v, N(p)}

es la seccién normal de S en p en la direccién de v.

Observacion 4.5.4.

* kn(v) = ll,(v) es la curvatura de la seccion normal de S en p en la direccién de v.

« Las curvaturas minima y maxima k; y ko son las curvaturas de las secciones normales en

las direcciones principales vy y vs.
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Sean S una superficie regular orientada, p € Sy v € T,,S unitario. Sea v : (—¢,¢) — S
parametrizada por su longitud de arco tal que v(0) = py 4(0) = v.

Buscamos medir cuanto esta doblando la curva ~ hacia la izquierda o hacia la derecha al
pasar por el punto p, es decir, cuan lejos esta de avanzar “recto” hacia adelante al moverse por
la superficie.

Para ello, estudiamos el vector aceleracion 4(0). Dado que los vectores v y N (p) son ortonor-
males, podemos completar a una base ortonormal de R® con un vector obtenido al rotar v un
angulo de 7 radianes en sentido antihorario (respecto de la orientacion). Explicitamente, consi-
deramos la base {v, Rz (v), N(p)}, donde Rz (v) := N(p) x v (ver [Tap16], p.150).

Como %(0) es ortogonal a v = +(0), tenemos que %(0) € span{Rz (v), N(p)}. Por 1. de la

Proposicion 4.5.2, la componente normal de %(0) es la curvatura normal, de modo que

Y(0) = kn (V)N (p) + Kg Rz (v), (4.4)
para algun escalar .
Definicion 4.5.5. El escalar «, se llama curvatura geodésica de vy en p.

En el contexto de la definicion previa, observemos que como N (p) y Rz (v) son ortonormales,

tomando norma en (4.4),

K2 =K2 + ”52;' (4.5)

N(p)

Kn

S p R%(U)

Figura 4.3: La descomposicion del vector aceleracion de la curva v en el plano span{R% (v), N(p)}, junto con la curvatura

normal en la direccion de v (en rojo) y su curvatura geodésica (en azul).

Ejemplo 4.5.6. En un plano las unicas curvas con curvatura geodésica nula son las rectas. En
efecto, ya vimos en el Ejemplo 4.1.3 que la curvatura normal de un plano es siempre nula, por lo
que la ecuacion (4.5) implica que la curvatura geodésica de una curva es idénticamente nula si y
solo si su curvatura es idénticamente nula, y esto sucede si y solo si la curva es un segmento de

recta (ver Ejercicio 1.2.2).

Ejercicio 4.5.7. Calcular la curvatura geodésica de un paralelo de la esfera S2.
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4.6 Lineas de curvaturay curvas asintéticas

A continuacion, estudiamos una clase de curvas distinguidas dentro de las posibles curvas

que se encuentran contenidas en una superficie regular.

Definicion 4.6.1. Dada una superficie regular S, una curva regular v : I — S tal que 5(s) es

una direccion principal en v(s) para todo s € I se dice que es una linea de curvatura.

Proposicién 4.6.2 (Olinde Rodrigues*). Una curva regular v(s) en S es una linea de curvatura si

y solo si

donde N(s) = (N o)(s) y A(s) es una funcién suave de s. En este caso, —\(s) es la curvatura

(principal) a lo largo de 5(s).
Demostracion. Sea v : (—e,e) — S una linea de curvatura. Entonces, para todo s € (—¢,¢) se
tiene que 5(s) es una direccion principal, por lo que
AN (¥(s)) = N'(s) = A(s)7(s),
para alguna funcion A(s). La suavidad de A(s) se deduce de escribir

_ V) s
A(s) = ||'7(8)H2 <N( ), (8))-

La reciproca es directa a partir de la definicion de linea de curvatura. &

Definicién 4.6.3. Dado p € S, una direccion asintotica de S en p es una direccién v € T, S tal que
kn(v) = 0.
Una curva asintética en S es una curva regular v : I — S tal que para cada s € I, el vector

tangente 4(s) es una direccion asintética.

Observacion 4.6.4. Es claro que en un punto donde las curvaturas principales tienen el mismo
signo no hay direcciones asintéticas ya que «,,(v) = k; cos? 6 + ko sen? § # 0 para todo v, dado

que k1 Y ko tienen el mismo signo.

Definicién 4.6.5. Se dice que w1, wy € T,,S son direcciones conjugadas en p € S Si
(dNy(w1), wa) = (wy, dN,(w2)) = 0.

Observacioén 4.6.6.

x La definicién solo depende de la direccion de los vectores. En efecto, si v; = A\jw; ¥
ve = Aows, €ntonces es sencillo (usando propiedades del producto interno) mostrar que v,

y v2 Son conjugadas si y solo si w; y ws lo son.

* Las direcciones principales son conjugadas. En efecto, si {v;,v2} es una base de direc-

ciones principales de 7,5 donde v; es la direccion asociada a la curvatura k;, i = 1,2,
(dNp(v1),v2) = (k1v1,v2) = ki{vi,v) = 0,

donde en la ultima igualdad hemos usado que las direcciones principales son ortogonales.

40linde Rodrigues (1795-1851), matematico francés.
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4.7 Clasificacion de puntos

La curvatura Gaussiana permite clasificar los puntos de una superficie como muestra la si-

guiente definicion.

Definiciéon 4.7.1. Se dice que un puntop € S es

*

eliptico si K (p) > 0.

« hiperbdlico si K (p) < 0.

*

parabdlico si K (p) =0y W, # 0.

*

planar si W, = 0.

Es claro que esta clasificacion no depende de la orientacion de S.
Veamos qué conclusiones sobre el comportamiento local de la superficie se pueden sacar a

partir del analisis de los puntos de S en cada uno de los casos que presenta la definicidén anterior.

Puntos elipticos. Si K(p) > 0, entonces ambas curvaturas principales k; y k» deben tener
el mismo signo, por (4.2). En tal caso, por la formula de Euler (4.3), todas las curvaturas normales
en p tienen el mismo signo. Recordando que x,(v) = kcosf, donde « es la curvatura de una
curva v que tiene a v como vector tangente en el punto p y 6 es el angulo que forman los vectores
normales a S y de ~, concluimos que en un punto eliptico, los vectores normales de todas las

curvas que pasan por el punto apuntan hacia el mismo lado del plano tangente.

Figura 4.4: El vértice de un paraboloide como ejemplo de punto eliptico. En azul el vector normal a la superficie en el

punto p y en verde el vector normal de la curva amarilla.
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Ejemplo 4.7.2.

1. Todos los puntos de una esfera son puntos elipticos.

Sean S% = {(z,y,2) : 2> + y* + 22 = R?} y p € S%. Como ya vimos en el Ejemplo 4.2.4,

y, por lo tanto, K = % > ( para todos los puntos.

Mas aun, todas las curvaturas normales tienen el mismo valor. En efecto, dado v € 7,5

unitario,

() = (Wp(), ) = 35 {v.v) =

o

2. En el paraboloide S = {(x,y, 2) | z = 2% + y*}, p = (0,0,0) es un punto eliptico.

Tal como vimos en el Ejemplo 4.2.4, en p = (0,0, 0) la aplicacion de Weingarten esta dada

por

W, =

Luego, K =4 >0y p=(0,0,0) es un punto eliptico en el paraboloide S.

Puntos hiperbdlicos. SiK(p) < 0, las curvaturas principales k; y k; tienen signos distintos
y, razonando de la misma manera que para los puntos elipticos, la férmula de Euler dice que los
vectores normales a las diferentes curvas contenidas en S que pasan por p no apuntan todos

hacia el mismo lado del planto tangente a S en p.

Figura 4.5: El vértice de un paraboloide hiperbdlico como ejemplo de punto hiperbdlico. El vector normal a la curva
amarilla (ny, en blanco) apunto en la misma direccion que N (p), mientras que el vector normal a la curva verde (n2, en

naranja) apunta hacia el lado contrario.

Ejemplo 4.7.3. El punto p = (0,0,0) en S = {(z,y, 2) : z = 2% — y?} es un punto hiperbdlico.
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Consideremos la parametrizacion ¢(u,v) := (u,v,u? — v?), (u,v) € R? y orientemos la su-

perficie mediante

Nt o) = ( 20 ).

VA + 402 1 Va2 + 402 + 17 Va2 + 402 + 1
Notemos que si ¢ = (0,0) (de modo que ¢(q) = p),

@U(Q) = (170?0) y (PU(Q) = (0’ 170)'

Para el primer vector de la base, tomamos 71 (t) = ¢(t,0) = (¢,0,t?), que cumple que v, (0) =

Py~ (0) = ¢u(q). Luego,

aNy(eula) = EN0)| = 5 ZED = (2,000 =200

Anédlogamente,

dNP(SOU(q)) = (07 27 0) = Q@v(Q)'

Por lo tanto,

Wi(pu(q)) = 20u(q), Wylpu(q)) = —2¢4(q)

y su representacion matricial en la base {.(q), v.(q)} es

Por lo tanto, K(p) < 0.

Puntos parabdlicos. Si K(p) =0y W, # 0 entonces se tiene que

ky O 0 0
Wy = o W,= ,
0 0 0 ko
con k; # 0 0 ko # 0, respectivamente. En este caso, alguna curva contenida en S que pasa por

p tiene vector normal n ortogonal a N(p).
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Figura 4.6: Un punto de un cilindro como ejemplo de punto parabodlico. El vector normal a la curva verde (ny, en naranja)
apunta hacia el lado opuesto al normal, mientras que el vector normal a la curva amarilla es el vector nulo, puesto que
ésta es un segmento de recta, haciendo que una de las curvaturas principales sea cero (recordemos que ya vimos en el

Ejemplo 4.4.5 cuales son las direcciones principales).

Ejemplo 4.7.4. Todos los puntos del cilindro S = {(z,y, z) | 22 + 3* = 1} son parabolicos ya que

k1 = -1y ko =0, como se analizé en el Ejemplo 4.4.5.

Puntos planares. Si W, = 0 entonces k; = ko = 0y, por la formula de Euler, todas las
curvatuas normales «,, = 0. O sea, todas las curvas contenidas en S que pasan por p tienen

vector normal n ortogonal a N(p).

Ejemplo 4.7.5.

1. Todos los puntos de un plano son planares. En efecto, cualquier curva que uno tome
contenida en él tendra a su vector normal n ortogonal al vector normal a la superficie V.

Luego, como «,, = kcos f, donde § = £(n, N), tenemos que su curvatura normal es cero.

2. Si S es la superficie de revolucion generada por la rotacion de la curva v(t) = (0,¢,t*) en

el plano yz alrededor del eje z, p = (0,0,0) € S es un punto planar.

Notemos que la curvatura de esa curva en p es cero, ya que v”(0) = 0 (recordemos la
férmula (1.2)). Por otro lado, el plano tangente en p es simplemente el plano zy, de modo
que N(p) = £(0,0,1). Asi, dada una direccion v € T,,S, la seccion normal asociada es la

interseccion de la superficie con el plano vertical
p + span{v, N(p)} = (0,0,0) + span{v, (0,0,1)},

que resulta ser una curva generatriz, es decir, una rotacion de la curva v. Como rotar
no cambia la curvatura, la seccién normal también tendra curvatura nula en p, por lo que

kn(v) = 0. Como v era arbitrario, W, = 0y p es un punto planar.
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Figura 4.7: La seccion normal (en amarillo) obtenida al intersecar la superficie con el plano generado por los vectores v
y N(p).

Puntos umbilicales.
Definicion 4.7.6. Un punto p € S es umbilical si k1 = k.

Siun punto p es umbilical, por la férmula de Euler, todas las curvaturas normales son iguales.
En particular, todas las direcciones tangentes son direcciones principales y todas las curvas que

pasan por p son lineas de curvatura.

Ejemplo 4.7.7.

1. En un plano todos sus puntos son umbilicales (k; = ko = 0).

2. En una esfera todos sus puntos son umbilicales. En efecto, recordando lo hecho en el

Ejemplo 4.7.2, si R es el radio de la esfera,

1
kl = k2 = E
3. En el paraboloide S = {(x,y,2) | 2 = 2% + 3}, el punto p = (0,0,0) es umbilical, ya que,

tal como vimos en el Ejemplo 4.2.4, sus curvaturas principales son k; = ko = 2.

Decir que en un entorno de cualquier punto de una superficie ésta se curva de la misma
manera en todas las direcciones es algo llamativo. Dos ejemplos claros de esta situacién son
una esfera y un plano (tal como vimos mas arriba). Sin embargo, si uno le pide ademas a la

superficie que sea conexa, estos son los Unicos ejemplos donde sucede.

Proposicion 4.7.8. Si todos los puntos de una superficie conexa S son umbilicales, entonces S

esta contenida en una esfera o en un plano.
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Demostracion. Seanp € Sy ¢ : U — S una parametrizacion local de S en p tal que ¢(U) es
conexo. Como todo ¢ € ¢(U) es umbilical, todas las direcciones son principales, de modo que

para todo w € T,,S existe A(q) tal que
dN,(w) = Mg)w, (4.6)

donde A(q) es una funcién suave.
Veamos que )\ es constante en ¢(U). Para esto, usando que dNy(¢,) = N, Y dNy(p,) = N,

y que el w en (4.6) es arbitrario, se tiene que
Nu=2Xpu Yy Ny=Apy,

donde estamos omitiendo los puntos de evaluacion.

Derivando N, con respecto a v y N,, con respecto a u,
Nyy = Avsau + )\Qouv y Nyy = )\uSOv + )\(PU“'

Al restar estas expresiones se tiene que 0 = A\ p, — Ay Y, COMO @, Y ¢, Son linealmente
independientes, entonces A\, = A, = 0. Luego, por ser ¢(U) conexo, A es constante en p(U).

Si A =0, entonces N, = N, =0y N = Ny, con Ny constante. Esto implica, después de un
proceso de derivacion, que {p(u,v), Ny) es constante y, por lo tanto, ¢(U) esta contenido en un
plano.

Si A # 0, consideramos los puntos de la forma y(u,v) = ¢(u,v) — £+ N(u,v). Derivando y
usando que N,, = A\p,, vemos quey, =Yy, = 0. Porlo tanto, y es una funcién constante, digamos
Y = %0, Yo € R. Eso nos dice que ||¢(u,v) — yo||?> = 1/)2, es decir, ¢(U) esta contenido en una
esfera de centro y, y radio Til

Solo resta ver que esto que probamos localmente lo podemos ampliar a todo S. Pero como
S es conexa, dado cualquier otro punto r € S, existe una curva continua v : [0,1] — S tal que
~v(0) = py~(1) = r. Usando que v es continua y que [0, 1] es compacto, se puede ver que ([0, 1])
esta cubierto por finitos entornos V;, cada uno de los cuales esta contenido en una esfera o en
un plano. La continuidad de ~ garantiza que si uno de esos entornos esta en un plano (o esfera),
también lo estaran los otros (de lo contrario habria algin entorno que no estaria contenido en
ninguna de las dos cosas, y eso no puede ser). Como r es arbitrario, se obtiene el resultado
buscado. )

4.7.1 La indicatriz de Dupin

El siguiente concepto permite dar otra interpretacion geométrica a la clasificacion de puntos
de una superficie regular orientada que venimos estudiando.

Dado p € S, la indicatriz de Dupin® en p es el conjunto

{we T, | [ll,(w)] =1},

5C. Dupin (1784-1873), matematico francés.
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Sea {v1,v2} una base de T,,S dada por autovectores de la aplicaciéon de Weingarten ..
Entonces, dado w € T},S consideremos su expresion en coordenadas cartesianas w = ¢ vi +1 v2
y su expresion en coordenadas polares w = p v con ||v]| =1y p > 0.

Asi, v = (cosf)v, + (senf)vy y w = p(cos B)v; + p(sen h)vy siendo 6§ = L(vy, w).

Entonces, la indicatriz de Dupin en p es el conjunto de vectores w € T),S tales que
I, (w) = 1,(pv) = p* 1, (v) = p? kn(v) = p? (k1 cOS? O + kg sen? 0) = k12 + kon? = +1.

Asi, vemos que la indicatriz de Dupin representa distintas conicas en las coordenadas ({, 7)

de 7,5 segun sean los signos de las curvaturas principales k; y k. Explicitamente,

+ En un punto eliptico, la indicatriz es una elipse que se convierte en una circunferencia si el

punto es umbilical no planar.

« En un punto hiperbdlico, la indicatriz define dos hipérbolas con asintotas en comun. Es

sencillo verificar que en la direccion de estas asintotas, la curvatura normal es nula.

« En un punto parabolico, la indicatriz determina un par de rectas paralelas.

4.8 La aplicacién de Gauss en coordenadas locales

Los conceptos que hemos estudiado en este capitulo han sido introducidos de manera in-
trinseca, es decir, sin hacer referencia a ninguna parametrizacion local. Sin embargo, a la hora
de hacer cuentas hemos recurrido en muchas oportunidades a cartas locales. Seria util entonces

conocer la expresion de estos conceptos en términos de un sistema de coordenadas.

4.8.1 Coeficientes de la segunda forma fundamental

Sea ¢(u,v) una parametrizacion localde Senp € o(U) y

_ gou(u,’U) X ‘pv(u7v)
l[pu(u, v) X @u(u,v)||

N(u,v) := N(po(u,v)) :

una orientacioén de S en p para (u,v) € U C R?.

Dada la curva ~(t) := p(u(t),v(t)) C ¢(U), sabemos que si ¢(q) = v(0) = p,
de(’Y/(O)) = u/(O)Nu(Q) + UI(O)NU(Q)'

En lo que sigue, para no sobrecargar la notacién, omitiremos los puntos de evaluacion, de
modo que, por ejemplo, escribiremos N, en vez de N, (q).

Como N,,N, € T,S, podemos escribirlos como combinacion lineal de los vectores de la

base {¢u, ¢u},

Ny = a119y + a21py @.7)

Ny = @129y + a229s.
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Es decir, en la base {y., ¢, },

Aplicando la definicién de la segunda forma fundamental y usando propiedades del producto
interno y que dV,, es una aplicacion autoadjunta, se puede obtener la expresion de I, en coorde-

nadas.

“p(’Y/(O)) = —<de('y/(0)),'yl(O)> = _<U/Nu + V' Ny, ' ou + Ul‘Pv>

= (W)’e+2u"'f + ('),

(4.8)

donde e := _<Nua90u>! f = _<Nu7(pv> = _<Nva90u> yg:= _<Nvu<pv>'

Definicion 4.8.1. Las funciones e, f y g se llaman coeficientes de la sequnda forma fundamental

de S en p asociados a la parametrizacion ¢ (u, v).

Observacion 4.8.2.

1. Es claro que si p se mueve sobre ¢(U), también lo hacen e, f y g. De esta manera, e(u, v),

f(u,v) y g(u,v) son funciones suaves sobre U.

2. Hay una manera alternativa de calcular los coeficientes. Observando que (N, ¢,) =0y

derivando respecto de u, vemos que e = —(N,,, ) = (N, 0uu)-

Andlogamente, f = (N, puu) Y 9 = (N, ©u).

Veamos ahora qué relacion existe entre los coeficientes de I, y los elementos de la matriz
de dN, en la base {¢,, v, }.

Usando las expresiones (4.7),

* —e = (Nu, pu) = (1100 + a2100, Pu) = a11E + a1 F,

*

_f = <Nu7<p'u> = <a1130u +a21<;0v780v> =anF +anG,

*

—f = (N, 0u) = (@120 + 2200, pu) = a12F + a2 F,

¥ =g = (Ny, ) = (@120 + 02200, Pu) = a12F + a22G,

donde E, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental |,,.
Notemos que estas ecuaciones pueden escribirse de manera matricial como
e f a11 G921 E F

— = . (4.9)
I g aiz Q22 F G
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4.8.2 Curvatura de Gauss y curvatura media

Consideremos la ecuacion (4.9). Observando que como S es una superficie regular, el de-
terminante EG — F? # 0, podemos invertir la matriz correspondiente y despejar los coeficientes

de la segunda forma fundamental:

-1
a1l G21 e f E F

a1z 22 f g F G

Asi, se puede expresar la curvatura Gaussiana en términos de los coeficientes de la primera

y la segunda forma
eg — f?

También podemos calcular los elementos de la matriz,

0y = fF —eG - el — fE
EG — F2 EG — F2 (4.10)
gF' — fG fF—gE

W= pa_Fr 2T EG_F2

Las ecuaciones anteriores junto con las ecuaciones (4.7) son llamadas ecuaciones de Wein-
garten.
Ahora veamos que también la curvatura media puede expresarse en términos de los coefi-

cientes de la primera y la segunda forma.
k1 + ko

Recordemos que estaba definida como H = , donde —k; y —k5 son las raices de la

ecuacion det(dN, + kI) = 0, pues son los autovalores de dN,,. Luego, la ecuacién

a1 + k a
det 11 12 —0,

a21 az + k

es equivalente a

k? + (a11 + ago)k + ajrass — ajzas = 0.

Usando propiedades de las raices de un polinomio cuadratico tenemos que ki + ks = —ay1 —

asz. Asi, usando la expresion para los a;; dada en (4.10),

_k1—|—k2_leG—2fF+gE

H =
2 2 EG-F?

@.11)

Se enuncia entonces el siguiente resultado.

Proposicion 4.8.3. Sea S una superficie regular orientada por un campo normal unitario N. Da-
dos p € S y una parametrizacion local ¢ : U — S alrededor de p, las curvaturas de Gauss y
media en el punto p estan dadas por

= eg — f? _1leG-2fF +gE
- EG-F?’ 2 EG-F?
donde E, F' y G son los coeficientes de la primera forma fundamental y e, f y g son los coeficientes

de la segunda forma fundamental.
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Ejemplo 4.8.4 (Superficies de revolucion). Consideremos una superficie de revolucion parametri-
zada localmente por ¢(u,v) = (¢(v) cosu, p(v) senu,(v)), con u € (0,27), v € (a,b) y ¢p(v) > 0.

Como ya vimos en el Ejercicio 3.1.8, los coeficientes de la primera forma fundamental son
E=0¢w)? F=0yG=¢(v)?+'(v)% Suponiendo que la curva que rota esta parametrizada
por longitud de arco, se tiene que G = 1.

Calculemos ahora los coeficientes de la segunda forma fundamental,

1 1
W(% X Py, Puu) = T det(pu, Yo, Pun) =

Andlogamente, f =0y g = ¢"y' — ¢'y)".

€= <§0uu7N> = *le-

Luego,
Ko YW -y
¢
Ahora bien, recordando que la generatriz esta parametrizada por su longitud de arco se tiene
que (¢')?+ (¢')? = 1. Derivando en ambos miembros se llega a que ¢'¢"" = —1’+)”, de modo que
K _ _w/(wld)// _ ¢/,17[}//) _ (1/)/)2¢// _ w/qsl,lp// _ (¢/)2¢H _ (¢/)2¢H _ _g//
® ¢ ¢ ¢

Ejemplo 4.8.5. Podemos aplicar el ejemplo anterior para calcular la curvatura de Gauss del toro

generado por la curva
y(v) = (a +rcoswv,0,rsenv), v e (0,27),

al rotar alrededor del eje z, donde a > r > 0 son constantes.

Reparametrizando la curva « por longitud de arco tenemos
v(s) = (a +rcos(s/r),0,rsen(s/r)).
Consideremos la parametrizacion
©(u, s) = ((a+rcos(s/r))cosu, (a+ rcos(s/r))senu,rsen(s/r))

conu € (0,27) y s € (0,27r), que cubre toda la superficie salvo por un paralelo y un meridiano.

Entonces, ¢(s) = a + rcos(s/r), ¥(s) = rsen(s/r)y

K— ¢ _ —cos(s/r)y _ cos(s/r)
o) a+rcos(s/r) r(a+rcos(s/r))’

En términos de las coordenadas (u,v) que usamos en el Ejemplo 3.1.14, la curvatura de

Gauss esta dada por
cos v

r(a+rcos(v))’

Ejercicio 4.8.6. Consideremos la tractriz® dada por

~(t) = (sent,cost + In(tan(t/2))), ¢ € (x/2,n).

8Del latin trahere “arrastrar”. El nombre, dado por el matematico neerlandés C. Huygens
(1629-1695), se debe a que representa la curva que describiria un objeto que es arrastrado
en un plano por una cuerda de longitud constante cuyo otro extremo se mueve a lo largo de una

recta horizontal.
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La superficie de revolucién obtenida al rotar la curva « alrededor del eje = es llamada pseu-

doesfera’.

Figura 4.8: La pseudoesfera, con la tractriz que la genera en amarillo.

Probar que la curvatura de Gauss de la pseudoesferaes K = —1.

Ejemplo 4.8.7 (Grafico de una funcion suave). Consideremos una superficie regular dada por el
grafico de una funcién suave. Entonces, ¢(u,v) = (u,v,h(u,v)) siendo h : U C R? — R una
funcion suave.

Como ya vimos,
(_hu7 _hva 1)

1+ hZ+h2

es un campo vectorial unitario normal a la superficie, y usando esta orientacion se obtienen los

N(u,v) =

siguientes coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental:

E=1+h2, F = hyh,, G=1+h?,
huu hu’l} hUU

6= e, [ e =
L+ hZ +h2 L+ hZ 4 h2 L+hZ +h2

Usando estas expresiones de los coeficientes y como se escriben las curvaturas Ky H en

términos de ellos se obtiene que

huu huv - h12w

y H= 1 Ay (14 h2) = 2Ry hyhyy + By (1 + h2)
(14 h2 4+ h2)? - ’

K =
2 (14 h2 + h2)3/2

Observacion 4.8.8. Como ya observamos, toda superficie regular es localmente el grafico de
una funcién suave. Dado p € S, sin perder generalidad, se puede suponer que p es el origen y
que 7,5 es el plano coordenado zy. Asi, consideremos la parametrizacion local en p dada por

el grafico de la funcion z = h(x,y), donde (z,y) € U C R? abierto, h suave tal que h(0,0) = 0

"Nombre que le puso el matematico italiano E. Beltrami en 1868.
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y h(0,0) = h,(0,0) = 0. En este caso, la segunda forma fundamental de S en p en un vector

tangente w = ay, (0,0) + by, (0,0) sera
l,(w) = hyy(0,0)a® + 2k, (0,0)ab + hy, (0,0)b?,
que resulta ser el hessiano de la funcién h en (0,0).

Concluimos esta seccion con un resultado que muestra cual es el comportamiento local de
una superficie respecto de su plano tangente en un entorno de un punto eliptico y de un punto

hiperbdlico.

Proposicion 4.8.9. Sean S una superficie requlary p € S. El plano tangente p + T,,S divide a R?

en dos semiespacios.

1. Si p es un punto eliptico, entonces existe un entorno V de p en S tal que todos los puntos

de V' pertenecen al mismo semiespacio.

2. Sipes un punto hiperbdlico, entonces en todo entorno de p existen puntos de S en semies-

pacios diferentes.

Demostracion. Sean p € S un punto eliptico y ¢(u, v) una parametrizacion local de S en p tal que
»(0,0) = p.
Consideremos la funcion d : U ¢ R? —; R que mide la “distancia” desde un punto ¢ = ¢(u, v)

al plano tangente, es decir, la proyeccion de p(u,v) en la direccién de N(p). Luego,

d(“v 'U) = <50(u7 U) - 50(07 O)a N(p)>
Como ¢(u,v) es suave, admite un desarrollo de Taylor en un entorno de p,

1
o(u,v) = (0,0) + upy, + v, + §(u2<puu + 2uvpyy + V2 Py) + R,

donde las derivadas son calculadas en (0,0) y — 0 cuando (u,v) — (0,0). Despejando

_R
(u? +07)
»(u,v) — ¢(0,0) y usando la observacion anterior, se ve que

d(u,0) = 5 () + (R, N (7)),

CON W = uUWYy + VPy.

Ahora bien, si p es eliptico, Il,,(w) tiene un signo fijo, y en un entorno lo suficientemente chico,
R es tan pequefio que (R, N(p)) no altera el signo de d(u,v). Por otro lado, si p es hiperbdlico,
existen puntos (u, v) y (@, 7) tales que Il,,(w) y Il (@) tienen signos distintos, es decir, pertenencen

a semiespacios distintos. &

4.9 EIl Teorema Egregium de Gauss

4.9.1 Simbolos de Christoffel

De manera analoga al caso de curvas regulares en el espacio euclideo tridimensional, en
cada punto de una superficie regular vamos a considerar un triedro de vectores linealmente in-
dependientes definido a partir de una parametrizacién local y vamos a estudiar las derivadas de

estos vectores.
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Dada una parametrizacién local ¢ : U ¢ R? — S, podemos asignar a cada punto de ¢(U)
un triedro natural dado por {¢,, ©.,, N}.
Las derivadas parciales de estas funciones pueden ser expresadas en esta base de la si-

guiente manera,

Ouw = T ou + T3¢ + LN,
Puv = Tlopu + TTapy + LaN Ny = a11¢u + a21¢v, (4.12)
You = T31pu + T30, + LaN, Ny = a120u + a22p0,
¢uo = Doopu + T30 + LN,
donde los a;;, con 4,5 = 1,2, son los elementos de la matriz del diferencial de la aplicacion
de Gauss que ya calculamos (recordar (4.7)). Los coeficientes Ffj, 1,5,k = 1,2, son llamados
simbolos de Christoffel® de S en la parametrizacion ¢.
Notar que como ¢, = ¢, €s claro que T'}, =T'3, y '3, =T3,.
Tomando el producto interno con N, miembro a miembro en las cuatro relaciones de la
izquierda, vemos que L; = e, Ly = Ly = fy L3 = g.

Notemos también que, por ejemplo, como E = (p., ¢u),

By = {Quus ) + {Pus Pun) = 2(Pun, Pu)-

Luego, usando relaciones analogas para las derivadas parciales de F'y GG, tomando el pro-
ducto interno con ¢, y con ¢,,, en ambos miembros de las cuatro relaciones de la izquierda, se

obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones:

THE+THE = (Quus u) = 3 EBu I3,E + T3, F = (0o, pu) = Fy — 3Gy,
L F +T%,G = (puus po) = Fu — 5B, I3, F +T3,G = (9o, ou) = 3Gy
THE +T3F = (Puv, pu) = 3By
I F + 116 = (uv, 00) = 3Gl
(4.13)

Observemos que cada par de ecuaciones forma un sistema cuyo determinante es EG —
F? #£ 0y por lo tanto resulta ser compatible determinado. Resolviendo estos tres sistemas se
encuentran las expresiones de los simbolos de Christoffel en términos de los coeficientes de la
primera forma fundamental y sus derivadas.

Como la primera forma fundamental (y en consecuencia sus derivadas) son preservadas por

isometrias locales, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 4.9.1. Los simbolos de Christoffel son invariantes por isometrias locales.

Ejemplo 4.9.2 (Superficies de revolucion). Considerando lo analizado en el Ejemplo 3.1.8 se
pueden encontrar los simbolos de Christoffel para una superficie de revolucion.

En primer lugar, se tiene que
E,=0, E, =2p(v)¢'(v), F,=F,=0,
Gu=0 Gy =2(¢'(v)¢" (v) + ¢ (v)" (v)).

8E. B. Christoffel (1829-1900), matematico aleman.
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En segundo lugar, en el sistema (4.13) se obtiene que

1 s —pv)¢'(v)

i =0 M= R )

F%Z _@(;zf)g(v>7 F?Q = 07

L s )" (0) - () ()
Pz =0 B (P ER ot

Ejemplo 4.9.3 (Plano y cilindro). De manera analoga, considerando lo analizado en los Ejemplos
3.1.4 y 3.1.5 se pueden encontrar los simbolos de Christoffel para estas superficies.

En este caso, como
E,=FE,=0, F,=F,=0, y G,=G, =0,
al reemplazar lo obtenido en el sistema (4.13) vemos que
Fh = F%l = F%z = F%z = F%Q = F%z =0.

Ejercicio 4.9.4. Calcular los simbolos de Christoffel del grafico de una funcién suave f : U — R,

donde U C R? es un conjunto abierto.

4.9.2 Formula de Gauss

Consideremos las siguientes relaciones:

(‘Puu)v - ((puv)u =0
(SD’UU)U - ((pvu)'u =0 (414)
Nuv - Nvu == O

Usando las ecuaciones (4.12) estas identidades se pueden reescribir como ecuaciones de

la forma
Algpu —+ Bl(pv + ClN =0

Aspy + Bapy, + CaN =0 (4.15)
Azpy + Bzp, + C3N =0,
donde A;, B;,C; (i = 1,2,3) son funciones de E, F,G,e, f,g y sus derivadas. Luego, por ser
pu, v Y N linealmente independientes, se tiene que los coeficientes A;, B; y C; coni = 1,2,3
son nulos.
Explicitamente, para la primera identidad tenemos:
0= (T11¢0u + T390 + eN)y — (Digpu + [igeu + fN)u
= (T1)vu + THow + (T)ovps + T390 + N + €N,
- (F%Z)u@u - F%Q‘puu - (F%Z)u@w - F%z‘f%u — JulN — [ Ny.
Escribiendo las derivadas segundas de ¢ segun (4.12), tenemos:
0= (T11)vpu + T1(Tla0u + Tiaw + FN) + (T11)vpo + I3 (Daa0u + D900 + gN) + €uN + €N,

- (F%Q)u@u - F%Q(Fh@u + F%l‘ﬁv +eN) — (F%Q)uQDU - F?Q(F%ﬂpu + F%l‘?'u + fN) = fulN — [Ny.
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Para interpretar mejor esa identidad, notemos que, por ejemplo, decir que B; = 0 en (4.15)

es decir que lo que acompafia a ¢, en la ecuacién anterior es cero, es decir,
1 72 2 2 12 1 2 2 2 12 g
[l 4+ (T + 1115, + €azo — Tl — (Ig)u — T, — fao1 =0,

donde hemos utilizado que N, = a11¢y + a219y Y Ny = @120y + 02205
Reemplazando ass ¥ as; por sus expresiones en términos de los coeficientes de la primera 'y
la segunda forma fundamental (ver las ecuaciones de Weingarten (4.10)), se obtiene la llamada

formula de Gauss:
(T39)u — (PF))w + DiolF) + 03,05, — 5,15, — 1,15, = eagy — faoy = —EK. (4.16)

Es notable cdmo este célculo sencillo da lugar a uno de los grandes teoremas de la geometria

diferencial de superficies, el Teorema Egregium de Gauss.

Teorema 4.9.5 (Teorema Egregium de Gauss). La curvatura de Gauss es invariante porisometrias

locales.

Demostraciéon. La demostracion es inmediata a partir de que la curvatura gaussiana puede ex-
presarse en términos de los simbolos de Christoffel y de la primera forma fundamental que, como

se menciond anteriormente, son invariantes por isometrias locales. L

“Es un hecho notable que un concepto como el de la curvatura Gaussiana, cuya definicion
hizo uso esencial de la posiciéon de una superficie en el espacio, no dependa de esta posicion
sino solamente de la estructura métrica (primera forma fundamental) de la superficie.” ([Car16],
p.238).

Observacion 4.9.6. En vistas del Teorema Egregium, se ve que no es casualidad que el cilindro

y un plano tengan la misma curvatura de Gauss, ya que ambas son localmente isométricas.

Terminamos esta seccion con una expresion para la curvatura de Gauss solo en términos de

los coeficientes de la primera forma fundamental.

Proposiciéon 4.9.7. Sip : U — S es una parametrizacion ortogonal (es decir, F' = (), entonces

la curvatura de Gauss satisface

* = (75e), * (770) )
2VEG \\VEG/, \VEG/,
Demostracion. El primer paso es despejar en las ecuaciones (4.13) a los simbolos de Christoffel
en términos de los coeficientes E'y G y sus derivadas (notar que se simplifican muchas ecuaciones
por ser F' = 0), de modo que la expresién de las derivadas segundas de la parametrizacion en la

base {¢u, p,, N} es

E, E,
Puu = 2E§0u - 2G§0v +eN
E, Gy

Gu G,
v — T a3 o~ FPu N.
Po 2E‘Pu+2G991 +g
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Reemplazando esas expresiones en la formula de Gauss (4.16), tenemos

Kfi G“ _ B, +& ,& +Gi+&&f&@
- E - 2G 2F 2G 4G?  2G2G  2E 2G

. E? 2V/G <E> joNeR G2 2/G (Gu) }

+ +
., 2GVEG 2GVEG VE

2
{( EG+EG))+(Guu Gu(EuG+EGu))}
{

+ + =
2\/EG 2E\/EG 2EVEG VE 2G

2\/EG - 2EGVEG VEG  2EGVEG

:2@< >(G;G>}

&

Corolario 4.9.8. Si v : U — S es una parametrizacién isotermal, es decir, E = G = A\(u,v) y
F =0, entonces

donde Ao es el Laplaciano de la funcién o:

8%c 0%

Ao =52t g

Demostracién. Por la proposicion anterior,

K:—;A{G)JF(AA“)J: I{Q;Q(M) ;Z(In)\)}:—;)\A(In)\).

4.9.3 Ecuaciones de compatibilidad y Teorema de Bonnet

Volviendo a las ecuaciones (4.15), considerando C; = 0 y trabjando de manera analoga a la

anterior se tiene que
— fu=elly+ f(T1y —T1y) —gIF,.

Por ultimo, al considerar el caso C5; = 0 se deduce que
fo—gu=el3o+ f(T3, —T1y) — gI'%,

Definicién 4.9.9. Estas dos ecuaciones se denominan ecuaciones de Mainardi-Codazzi® y, junto

con la férmula de Gauss, definen las llamadas ecuaciones de compatibilidad.

Por dltimo, enunciamos sin demostracion un resultado analogo al teorema fundamental de la
teoria local de curvas parametrizadas por su longitud de arco. Esencialmente, dice que la primera

y la segunda forma fundamental caracterizan localmente a una superficie.

Teorema 4.9.10 (Bonnet'®). Sean E, F, G, e, f, g funciones suaves de dos variables definidas

en un abierto U de R? con E > 0 y G > 0. Supongamos que estas funciones verifican las

9G. Mainardi (1800-1879) y D. Codazzi (1824—1873), matematicos italianos.
0P 0. Bonnet (1819-1892), matematico francés.
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ecuaciones de compatibilidad y que EG — F? > 0. Entonces, para todo q € U existe un entorno
V de q contenido en U y un difeomorfismo ¢ : V. — (V) C R3 tal que la superficie regular
o(V) tiene a E, F, G, e, f y g como coeficientes de su primera y sequnda forma fundamental,
respectivamente.

Siademas U esconexoy @ : V — @(V) C R? es otro difeomorfismo que satisface la misma

condicion, entonces existe un movimiento rigido p de R3 tal que ¢ = p o .

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:
Ejercicio 4.3.4. Completar las cuentas del Ejemplo 4.3.3 y concluir que si K(p) > 0, entonces f
tiene un extremo local en p, y que si K(p) < 0, entonces f tiene un punto silla en q.
Ejercicio 4.5.7. Calcular la curvatura geodésica de un paralelo de la esfera S2.
Ejercicio 4.8.6. Probar que la curvatura de Gauss de la pseudoesferaes K = —1.
Ejercicio 4.9.4. Calcular los simbolos de Christoffel del grafico de una funcién suave f : U — R,

donde U C R? es un conjunto abierto.

Otros ejercicios:
Ejercicio 4.9.11. Probar que las direcciones asintoticas son conjugadas con ellas mismas.

Ejercicio 4.9.12. Sean S una superficie regular y ¢(u,v) una carta local. Demostrar que para
cada p € S enla carta,

Nu X Nv = K(p)(@u X QDU)

donde K es la curvatura de Gauss.

Ejercicio 4.9.13. Mostrar que la curvatura media H en p € S esta dada por

H:E/ kn(6) dO,
™ Jo

donde k,,(0) es la curvatura normal en p en la direccion que forma un angulo 6 con la direccion

principal e; .

Ejercicio 4.9.14 (Beltrami-Enneper). Probar que el valor absoluto de la torsion = de una curva

asintotica cuya curvatura no se anula esta dado por
|T| =V 7K7
donde K < 0 es la curvatura de Gauss en el punto dado.

Ejercicio 4.9.15. Consideremos
—2u? F=0, g= u?
Vur + 4ub’ 9 Vut + 4’

con u > 0. Mostrar que para cualquier (ug,vg) € R? existe un entorno abierto U del punto y una

E=1+4+4u2 F=0,G=u* e=

parametrizacion local ¢ : U — R3 de una superficie regular cuyos coeficientes de la primera y

segunda formason E, F, G, e, fy g.
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Ejercicio 4.9.16. Probar que no existe ninguna superficie regular que admita una parametrizacién

local cuyos coeficientes de la primera y segunda forma sean
EFE=G=1,F=0,e=0, f=g=1.

Ejercicio 4.9.17. ; Existe una parametrizacion local de una superficie regular cuyos coeficientes

de la primera y segunda formason E =1, F =0, G = cos?u, e=cos?u, f =0, g =17






Capitulo 5

Geodésicas y transporte paralelo

En este capitulo vamos a estudiar cierto tipo de curvas contenidas en una superficie que jue-
gan el rol de las rectas en el plano. Junto con ellas vamos a definir una nocién de paralelismo que
generaliza lo que conocemos como paralelismo entre vectores. Por ultimo, vamos a estudiar un
resultado notable sobre superficies regulares conocido como el teorema de Gauus—Bonnet. Enun-
ciaremos y demostraremos su version local mientras que solo enunciaremos la versién global

haciendo algunas consideraciones sobre ella.

5.1 Geodésicas: definicion y ejemplos

En la geometria del plano un concepto fundamental es el de linea recta, pero como en una
superficie regular S que se curva un segmento de recta no tendria por qué estar contenido en ella,
es natural preguntarse si existen curvas contenidas en S que gocen de propiedades analogas a
las que caracterizan a las rectas en el plano.

La observacion clave es que una curva plana es una recta si y solo si su derivada segunda es
idénticamente nula, es decir, su vector aceleracion es siempre nulo. Si uno piensa en una curva ~
cuya traza esta contenida en una superficie regular .S, pedir que v”(¢) sea siempre nulo puede ser
demasiado, porque eso implicaria que +/(t) es constante y si S tiene alguna curvatura es probable
que v deba curvarse también para permanecer en S, por lo que +/(t) dificilmente sea constante.
Sin embargo, si podemos intentar capturar que v se curve solamente lo necesario para estar
contenida en S midiendo la proyeccion de ~”(¢) a cada espacio tangente, es decir, la aceleracién
tangencial de v o componente tangencial de la aceleracién de ~. Asi, parece razonable decir
que v es “tan recta como puede” si su aceleracién tangencial es nula ([Lee18]), dando lugar a la

nocion de geodésica que se presenta a continuacion.

Definicion 5.1.1. Dada una superficie regular orientada S, una curva regular v : I — S es una
geodésica si para todo ¢t € I el vector aceleracion +”(t) esta en la direcciéon normal a S en ~(¢),

es decir, es colineal con N(v(t)).

Como consecuencia de la definicion anterior, si v es una geodésica, ~”(t) es paralelo a

N(~(¢)) paratodot € Iy por lo tanto v (¢) y 7/(t) son ortogonales para todo ¢ € I, lo que equivale

97
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a que el médulo de +/(t) sea constante. Es decir, su paramétro ¢ es un multiplo del parametro
longitud de arco.

Ademas, si la velocidad de ~(t) es unitaria para todo ¢ € I, por definicion de curvatura
geodésica se tiene que «(t) es una geodésica si y solo si su curvatura x4 es constantemente nula

ya que para toda curva regular parametrizada por longitud de arco ~(s) tal que v(0) = p se tiene
que §(0) = knN(p) + £y R (7(0)).

Estas cuestiones se resumen en el siguiente resultado.
Proposicion 5.1.2. Sean S una superficie regular y v : I — S una curva regular. Entonces,
1. Si~ es una geodésica, su vector velocidad tiene médulo constante.

2. Si ~ tiene velocidad unitaria, v es una geodésica si y solo si su curvatura geodésica es

idénticamente nula.

Ejemplo 5.1.3.

1. Una curva regular en el plano R? es una geodésica si y solo si es un segmento de recta.
En efecto, v es una geodésica si y solo si v” es ortogonal a R?, lo equivale a que v"(¢) = 0,

es decir, y(t) =at+bconaybeR.

2. Todo segmento de recta contenido en cualquier superficie regular es una geodésica de esa
superficie, ya que es de la forma () = tv + p, para p,v € R3, ¢t € I, y eso implica que

~"(t) =0 paratodo t € I.

3. Los circulos maximos en la esfera S? son geodésicas.

Dados p € S? y v € T,,S? unitario, consideremos la curva v : R — S? dada por
~(t) := (cost) p+ (sent) v,

cuya traza es el circulo maximo determinado por la interseccién de la esfera con el plano

que contiene los vectores p y v.

Figura 5.1: El circulo maximo dado por la traza de la curva ~.
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Considerando la orientacion de S? dada por N(p) := p, se tiene que

Por lo tanto, v es una geodésica.

4. En el cilindro circular recto C = {(z,y,z) € R?: 22 +y* = 1} las rectas, las circunferencias

y las hélices son geodésicas. En efecto, consideremos la orientacion N(z,y, z) := (z,y,0).

Como ya se menciono previamente, las rectas son geodésicas, por lo que solo habria que

probar que las otras dos curvas lo son.
Consideremos una circunferencia sobre C' parametrizada por ~(t) = (cost,sent, z), t €
[0, 27]. Luego,

7"(t) = (—cost,—sent,0) = —N(v(t)).

Por lo tanto, ~"(t) y N(v(¢) son colineales en todo ¢ y la circunferencia es una geodésica.

Por ulitmo, se considera la hélice sobre C' parmetrizada por a(t) = (cost,sent,ct) con
t € R, ¢ € R (c constante). Es claro que, nuevamente, o' (t) = —N(y(¢)) y por lo tanto es

una geodésica.

Figura 5.2: Las geodésicas de un cilindro: en rojo un segmento de recta, en amarillo una circunferencia y en verde una

porcién de hélice.

Notar que solo hemos probado que las rectas, circunferencias y hélices son geodésicas.

Mas adelante veremos que en realidad estas son todas sus geodésicas.

5.2 Derivada covariante y campos paralelos

Como ya comentamos, en una superficie regular se puede dar una nocién que generaliza
la idea de paralelismo en el plano. Esto puede hacerse usando una nocién llamada derivada

covariante.
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Definiciéon 5.2.1. Sea v : I — S una curva regular. Un campo vectorial w a lo largo de la curva
7 €s una correspondencia que asigna a cada t € I un vector w(t) € T, )S. Asi,sip: U — S es

una parametrizacion local de S en p, se tiene que

w(t) = w(y(t) = a(u(t),v(t))pu + b(u(t), v(t))pv = at)pu + b(t)py.

Definicion 5.2.2. Sea w un campo suave definido sobre un abierto V' c S. Dado p € V sean
y € T,Sy~:(—e,e) — V una curva regular tal que v(0) = p y v'(0) = .

Consideremos el campo w sobre la curva y(t), w(t) = w(~(t)), que resulta una funcién suave.
La proyeccion del vector (dw/dt)(0) = w’(0) sobre T,,S es llamada derivada covariante del campo

w en la direccion de y en el punto p. Suele denotarse como £ (0) o también como D, w(p).

N(p)
w' (0)

G (0)

S p T,S

Figura 5.3: La derivada covariante (en rojo) del campo w en la direccion del vector y en el punto p.

Para probar que la derivada covariante depende solo de la parametrizacién ¢ de S, consi-
deramos w(t) = w(y(t)) = a(u(t),v(t)) . + blu(t),v(t))e,. Entonces,

dw d d
E - a%‘pu + a/Sﬁu + ba@v + b/@v - a(@uuu/ + Sauvvl) + alsﬁu + b(@vuul + 901)1;1},) + bl(Pv-

Como la derivada covariante es la componente de w’ en el plano tangente, obtenemos su
expresion escribiendo ¢.., Yuu ¥ puu €N términos de los simbolos de Christoffel y eliminando la

componente normal. Es decir,

D
d—zu = (' +T}yau + T a0 + T 10w +T3,00") oy + (b + 1% av’ + T3 a0 + T bu’ +T5,00) ¢, (5.1)

Observacion 5.2.3.

1. La derivada covariante esta bien definida, es decir, no depende de la curva sino de la

direccion, como lo muestra la expresién (5.1).

2. Sila superficie es un plano, por el Ejemplo 4.9.3, Ffj =0 (parai,j, k =1,2), lo que implica

que B2 =’

3. Dada una curva regular «(t), la derivada covariante de su campo tangente es la compo-

nente tangencial de la aceleracion.
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Definicién 5.2.4. Un campo w a lo largo de v : I — S se dice paralelo si % = 0, para todo

tel.

Observacion 5.2.5.

1. Si w es un campo paralelo a lo largo de v, en cada punto ~(t) el campo w’ esta en la

direccion de N (v(t)).

2. Si S es un plano, w es paralelo a lo largo de ~ si y solo si w es constante a lo largo de v, y

por lo tanto el angulo que forman dos campos paralelos es constante.

3. Esclaro que una curva v : I — R es una geodésica si su campo tangente ' es paralelo

Dy _

alo largo de ella. Es decir, =;

0 paratodot € I.

5.3 Geodésicas: existencia y unicidad

Es sencillo analizar la existencia y unicidad de geodésicas a partir de la ecuacion diferencial
que las caracteriza. Para esto, consideremos una curva v : I — S y una parametrizacion
¢ :U — V C S para un entorno V de «(¢g), to € J C I, siendo J un intervalo abierto tal que
~(J)C V.

La curva~:J — S es una geodésica si y solo si Dd—j, =0 paratodot € I. Es decir,
D /
d: = (v +THu? 4+ 2TV + Tiv) o, + (v + T2 + 202500 +T2,0"2) ¢, = 0. (5.2)

Por la independencia lineal de ¢, y ¢, esto equivale a las ecuaciones
u” + T1u? + 2T pu'v +T50% =0
v T3 u? + 2020 4+ T2,0" = 0.
Este sistema de ecuaciones diferenciales puede resolverse de manera Unica para u y v,

dadas condiciones iniciales para u, v/, v, v’ en cierto ty € I. Se tiene entonces el siguiente resul-

tado.

Proposicién 5.3.1. Sean S una superficie regular, p € S y v € T,,S no nulo. Entonces, existe

e =¢(p, ||v]]) > 0 (que depende suavemente de p y ||v||) tal que
1. existe una geodésica v, : (—e,e) — S tal que v,(0) = p y v, (0) = v,

2. cualesquiera dos geodésicas con este mismo dominio y estas mismas condiciones iniciales

coinciden en todo el dominio.
Ademas, ~,(t) depende suavemente de p, v y t.

Observacion 5.3.2. Es claro que las isometrias locales conservan las geodésicas ya que la condi-
cion que las caracteriza es una ecuacion diferencial cuyos coeficientes estan dados por los sim-
bolos de Christoffel, que son precisamente invariantes por isometrias locales. Esto implica que si
dos superficies son localmente isométricas, las geodésicas (lo suficientemente “pequefias”) son

las imagénes por una isometria local de las geodésicas de la otra superficie.
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Ejemplo 5.3.3. Sabemos que ¢ : (0,7) x R — C dada por ¢(u,v) = (coswu,senu,v) es una
isometria local entre el plano y el cilindro circular recto = {(z,y, z) € R3 | 2% + ¢ = 1}.

Como ya vimos que las unicas geodésicas del plano son las rectas, podemos encontrar las
Unicas geodésicas en el cilindro mapeando las rectas por esta isometria local.

Consideremos un segmento de recta vertical en el plano parametrizado como ~(s) = (a, bs) =
(a,0) 4+ s(0,b) con |b| = 1. Su imagen en C por ¢ esta dada por 3(s) = (cosa,sena,bs) que es
una curva generatriz.

Consideremos un segmento de recta paralelo al eje = parametrizado como ~(s) = (as,b) =
a(s,0) + (0,b) con |a| = 1. Suimagen en C por ¢ esta dada por 3(s) = (cos(as),sen(as),b) y es
una circunferencia que se obtiene como interseccion de C con el plano de ecuaciéon z = b.

Si v es un segmento de recta en el plano parametrizado como ~(s) = (as, bs) = s(a,b) con
l(a,b)]] =1y a,b# 0, suimagen en C por ¢ estda dada por 3(s) = (cos(as),sen(as),bs) que es
una hélice desarrollada sobre C.

Notar que las geodésicas en C obtenidas mediante una isometria local con el plano coinci-
den con las halladas en el punto 4 del Ejemplo 5.1.3, lo que muestra que éstas son las Unicas

geodésicas en C.

5.4 Transporte paralelo

Los campos paralelos a lo largo de curvas tienen propiedades interesantes y dan lugar a la

idea de transportar paralelamente un vector a lo largo de una curva desde un punto hasta otro.

Proposiciéon 5.4.1. Sean w y v dos campos paralelos a lo largo de v : I — S. Entonces,

(w(t),v(®)), lw@®)|, lv@®)| ¥y £(w(t),v(t)) son constantes.

Demostracion. Como w es un campo paralelo, w’(t) es normal a T, ;) S para todo ¢. Luego, dado
que v(t) € TS, se tiene que (w'(t),v(t)) = 0 para todo t.

Andlogamente, (v/(t), w(t)) = 0 para todo ¢. Por lo tanto,

para todo ¢, lo que implica que (w(t),v(t)) es constante.
Dado que [|w(¢)|], |[v(t)]] ¥y £(w(t),v(t)) pueden escribirse en términos del producto interno

entre este tipo de campos, esto implica que también son constantes. '

Proposicion 5.4.2. Sean v : I — S una curva regular y wy € TS conty € I. Entonces,

existe un unico campo paralelo w a lo largo de ~y tal que w(ty) = wo.

Demostracion. Sean w(t) = a(u(t),v(t)) ¢ + b(u(t),v(t)) ¢, un campo tangente a lo largo de ~
y wo = w'(0) € Ty ) S.

Dado que % = 0 si y solo si se anulan ambos coeficientes en la ecuacién (5.1), el resultado
es consecuencia de la teoria de existencia y unicidad de solucion para ecuaciones diferenciales.

&
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Definicion 5.4.3. Dados v : I — S una curva regular y wy € TS, sea w el unico campo
paralelo a lo largo de + tal que w(ty) = wo. El vector w(t1), t; € I, es el transporte paralelo de wy

al punto ~(¢1) a lo largo de la curva ~.

Proposicion 5.4.4. Si~ : [0,1] — S, v(0) = p y v(1) = ¢, la aplicacién P, : T,S — T,S
que asigna a cada v € 1,5 su transporte paralelo al punto q a lo largo de ~, llamada transporte

paralelo a lo largo de ~, es una isometria lineal.

Demostracion. Primero veamos que P, es lineal. Sean vy, vy € T),5 Yy wi, wy los campos paralelos
a lo largo de ~ tales que w1 (0) = v y w2(0) = vo. Es facil ver que w; + wy €s un campo paralelo
a lo largo de v y cumple que (w; + w2)(0) = v + ve, ya que la derivada covariante es lineal.
Entonces,

Py (v +v2) = (w1 + w2)(1) = wi(1) + wa(l) = Py(v1) + Py (v2).

Dado que el diferencial de una funcién lineal coincide con la funcién y que, por la Proposicién

5.4.1, (w1(0),w2(0)) = (w1 (1), w2(1)), se deduce que P, es una isometria. )

5.5 Valor algebraico de la derivada covariante

A continuacion vamos a considerar un escalar definido a partir de la derivada covariante que
tiene una interpretacion que resulta util, entre otras cosas, para demostrar un resultado importante
conocido como teorema de Gauss—Bonnet.

Sea w un campo suave de vectores unitarios a lo largo de una curva v : I — S en una
superficie S orientada por un campo normal N.

Notemos por un lado que % L N. Por otro lado, como w’ L. wy N L w, se tiene que
D
<d;u’w(t)> = (v — aN,w) = (w',w) — (aN,w) =0,
para cierto o € R. Esto implica que % 1 w, de modo que % es colineal con N x w.

Definiciéon 5.5.1. Sea w un campo suave de vectores unitarios alolargode unacurva~y : I — S

en una superficie orientada S. Entonces,

Dw

—= = AN xw(t)).

El nimero real A = \(¢), denotado como [%}, es llamado valor algebraico de la derivada

covariante de w en t.

Observacion 5.5.2.

1. El signo de [Z%] depende de la orientacion de S.

2. Dada una curva regular ~(t), recordando la definicion de curvatura geodésica de ~ en

Dy'7
at |~

p = v(0), se tiene que
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3. Se puede mostrar que [%] = (w’, N x w), pues notando que w’' = % + aN obtenemos

Dw Dw Dw
/ — _ = —_— = e
<w,N><w>—<dt+aN,N><w> <dt,N><w> {dt}

Ahora vamos a considerar dos resultados tedricos que necesitaremos para encontrar una
expresion en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental para el valor algebraico
de la derivada covariante.

Supongamos que tenemos dos campos vectoriales unitarios vy w alolargode v : I — S.
Queremos definir ¢» : I — R tal que (¢t) mida el angulo entre v(t) y w(t). Consideremos el
campo o(t) a lo largo de ~ tal que {v(t), ¥(t) } es una base ortonormal positiva de T',,)S. Entonces,
w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t), con a,b: I — R suaves tales que a?(t) + b*(t) = 1. Asi, tenemos que
cos(t) = a(t) y sen(t) = b(t).

Lema 5.5.3. Seana,b: I — R dos funciones suaves tales que a(t) +b%(t) = 1, Vt € I y 4, tal

que cos g = a(ty) y seny = b(ty). Entonces, la funcion suave

B(t) = Yo + / (abf — ba)dr

to
verifica cos ¢ (t) = a(t) y seny(t) = b(t), Yt € Iy (to) = o.
Demostracién. La idea es ver que (a(t) — cos(t))? + (b(t) — sen)(t))? = 0.
Notar que, omitiendo por simplicidad la dependencia de ¢,
(a — cos1p)? + (b —seny)? = a? — 2acos v + cos? ¢ + b> — 2bsenp + sen? )
=2—2(acosy +bseny) =2 — 24,
donde llamamos A = acos ¢ + bsent. Luego,
A" =a' cosp —asenyyy’ + b’ sent) + bcos ¢’
='(—aseny + bcos)) + b’ seny + a’ cos
= (ab’ — ba')(—asent + bcos) + b’ sent) + a’ cos
= cosy(a’ + abt’ — b*a’) +sen(b + aa'b — a?b') = 0,
donde, en la ultima igualdad, se usa que a® 4+ b> = 1y que aa’ = —bb'.

Por lo tanto A es constante y, como A(ty) = 1, se tiene que A = 1. Esto implica que

(a —cos)? + (b —sen)? = 0 como se queria probar. &
Lema 5.5.4. Sean v y w dos campos unitarios a lo largo de v : I — S. Entonces,
Dw) | Dvl _dv
dt dt | dt
donde 1) es la funcién del lema anterior.

Demostracion. Sean 4(t) y w(t) los campos definidos como ©(t) := N(t) x v(t) y w(t) = N(¢) x

w(t). Asi, omitiendo nuevamente la dependencia de ¢,

w = vCoSY + vseny

w=N X w=0vC0Sy —vseniy.
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Luego, usando (v, 7)’ = 0, puede probarse que

(w',w) = (v cosp —vsenyy’ + v’ sen + vcos Py, v cos Y — vsen)
=" + (v, v).
Recordando el inciso 3 de la Observacion 5.5.2, se obtiene que

| =t ) = o) = o) = |7

dt

Dw
dt

&

Observacion 5.5.5. En particular, si v es un campo paralelo a lo largo de una curva regular

parametrizada por longitud de arco v contenida en S'y tomamos w = v/, la curvatura geodésica

_ [Dv’] _w

K, = =
g ds ds
mide el cambio del angulo que forma el campo tangente con un campo paralelo.

Proposicion 5.5.6. Sea ¢(u,v) una parametrizacion de una superficie orientada S en p tal que

F =0y sea w(t) un campo vectorial unitario a lo largo de la curva p(u(t),v(t)). Entonces,

Dw| 1 dv du dy
{dt} ~ 2VEG (G“ T dt) T
donde ¥ (t) = L(pu(t), w(t)) (en la orientacion dada).

Demostracién. Sie, = o, /VE Y ey = ¢,/V/G se tiene que N = e; x ey, siendo N la orientacion
dada de S.

Consideremos el campo e; sobre la curva ¢(u(t),v(t)). Por un lado, por el lema anterior,
Dw o Del ’
[dt}_[dt}—’—w'
Por otro lado, como N x e; = e,

[13;1] _ <d;1,1v v 61> _ <d€1 62> = {(e1)uy €2) + 0 {(€2)0; €2).

Dado que F =0, se tiene que (g, v) = —E, /2y, por lo tanto,

Analogamente,

<(€1)v, 62> =

N |
3
@

y queda demostrado el resultado. &

Por ultimo, es posible aplicar la proposicion anterior para obtener otra expresion para la

curvatura geodésica, conocida como Formula de Liouville.
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Proposicion 5.5.7 (Férmula de Liouville). Sea p(u,v) una parametrizacién ortogonal de S en p
y sea ~(s) una curva parametrizada por longitud de arco tal que su traza esta contenida en el

entorno coordenado. Siy(s) = £(v,¢.) entonces

d
kg = (Kg)1CO8Y + (Kg)2 5Ny + d—f,

donde (k)1 y (kg)2 Son las curvaturas geodésicas de las curvas coordenadas v = cte y u = cte,

respectivamente.

Demostracion. Considerando w = +/(s) en la proposicion anterior, se tiene que

1 dv du dy
= w = Bo— | + .
fo 2VEG <G ds ds> + ds
Notar que a lo largo de la curva coordenada ¢ (u(s),vg), v'(s) = 0y u'(s) = 1/vE, luego

EU

(o = =05V
De manera analoga,
(k) = —Cn_
2T 9GVE

Reemplazando lo obtenido en la expresion de la curvatura geodésica que se obtiene de la

proposicion anterior y usando que ¥(s) = £(v/, ¢..), se tiene

1 dv du dip
Kg = G ((59)2 2GVE =T (kg)1 2EVG ds) + o
d d d
= (“9)2\/5 disj + (“g)l‘/ﬁ (TZ + dif
dip

= (kq)1 €081 + (Kg)25€N17Y + o

5.6 EIl Teorema de Gauss—Bonnet

El Teorema de Gauss—Bonnet relaciona en una misma ecuacion varios de los conceptos
gue hemos estudiado hasta ahora. Es “probablemente el resultado mas profundo de la geometria
diferencial de superficies” ([Car16], p. 267). Uno de sus corolarios mas famosos describe la suma
de los angulos interiores de un triangulo geodésico en una superficie en términos de su curvatura
de Gauss.

Seguiremos la exposiciéon que se encuentra en la seccion 5 del capitulo 4 de [Car16].

Definicién 5.6.1. Sea ~ : [0,/] — S una funcién continua a una superficie regular S. Decimos

que -y es una curva parametrizada simple, cerrada y regular a trozos si

2. para cualquier par t1,ts € [0,1) con t1 # to, y(t1) # Y(t2),
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3. existe una particion 0 = tg < t; < ... < t; < tx4+1 = [ de [0,!] tal que v es suave y regular

encada (t;,ti+1),1=0,..., k.

Los puntos v(¢;),7 =0, ..., k, son llamados vértices de v y las trazas ~([t;, t;+1]) son llamadas

arcos regulares de 7.

Definicion 5.6.2. Sea S una superficie orientada. Unaregion R C S se dice region simple si R es
homeomorfa a un disco y su frontera OR es la traza de una curva parametrizada simple, cerrada
y regular atrozos v : I — S.

En tal caso, decimos que ~ esta orientada positivamente si cuando la recorremos caminando
con la cabeza apuntando en la direccion de N la region encerrada queda a nuestra izquierda. De
manera mas precisa: si para todo «(t) en un arco regular, la base ortogonal positiva {+'(t), h(t)}
satisface que h(t) “apunta hacia R”, es decir, si « : I — R satisface «(0) = v(t) y ¢/(0) # ~/(¢),
entonces (/(0), h(t)) > 0.

h(t)

v (t)

Figura 5.4: La curva +(t) cuya traza es la frontera de la region R. Estamos observando la situacién como si estuviéramos
parados sobre el vector normal N, de modo que al recorrer v como indican las flechas, la regidon queda a nuestra izquierda
y el vector h(t) que hace positiva la base {+/(t), h(t), N(v(¢))} apunta hacia el interior. Cualquier curva o : I — R tal

que a(0) = v(t) y &/ (0) # ~/(t) debera formar un dngulo menor a 7 /2 con h(t), por lo que {a’(0), h(t)) > 0.

Enlo que sigue, S sera siempre una superficie regular orientada por un campo normal unitario
N y R C S sera una region simple cuya frontera es la traza de una curva v : I — S orientada
positivamente.

Para enunciar el teorema, necesitamos una manera de medir el “angulo exterior” de v en
S orientada positivamente en cada uno de sus vértices. La condicion de regularidad de ~ nos
garantiza que en cada vértice ~(¢;) existen los limites por izquierda y por derecha, es decir,

AL(t) = m Y () £ 0, (k) = lim ¥/ (t) # 0.

- +
t—t; t—t]

El vértice ~(t;) es un pico si v/, (t;) es un multiplo negativo de v (t;).
Se define |0;| como el menor angulo determinado desde 4’ (t;) hasta +/, (;), de modo que

0<|92|§7T
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Si el vértice no es un pico, es decir, |0;| # w, le damos a 6; el signo del determinante
(v_(t:), 7, (t:), N). El &ngulo signado ¢;, —m < 6; < =, es llamado angulo exterior en el vér-

tice v(¢;).

Figura 5.5: El angulo exterior en el vértice v(¢;). Ver Figura 4-25 de [Car16].

Si v(t;) es un pico, es decir, |6;| = 7, la manera de definir el signo es mas complicada. Para
ello, asumiremos que en un entorno del pico la curvatura de v no se anula.

Uno quiere asignarle un signo positivo si el pico “se forma hacia el exterior de la region R’
y un signo negativo si se forma “hacia el interior”. Para ello, notemos que como la curva esta
orientada positivamente, cuando uno recorre la curva el interior de R esta a la izquierda. Luego,
si el pico se forma apuntando al exterior, la curva deberia “doblar” primero a la derecha, para luego
hacer un giro abrupto (en el vértice) hacia la izquierda. Para capturar esta idea en términos mas
precisos, notemos que como hemos asumido que la curvatura de + no se anula en un entorno
del pico, (n,(s), Rz (7" (t;))) es una funcion suave definida en un conexo por caminos que no se
anula en un entorno de la forma (¢; — ¢, t;), por lo que en tal entorno debe mantener su signo.

Asi, decimos que el signo de 0; es positivo si existe ¢ > 0 tal que (n,(s), Rz (v_(t:))) < 0
para todo s € (t; — ¢,t;). Si se da al revés, es decir, primero dobla hacia la izquierda y luego
abruptamente hacia la derecha, el signo sera negativo. Explicitamente, es negativo si existe

e > 0tal que (n,(s), Rz (7" (t;))) > 0 paratodo s € (t; — ¢, ;).

2

Figura 5.6: Un pico ~(t;) donde el signo de 6, es negativo.

Sea ¢ : U ¢ R? — S una parametrizacion compatible con la orientacion’ de S tal que R C

'Esto es, N(p(q)) = m para todo ¢ € U. También se dice que la carta (U, )
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»(U) y supongamos que U es homeomorfo a un disco abierto del plano. Sean ~(¢;) los vértices
de la curva v y 6; los correspondientes angulos exteriores, i = 0,..., k. Sean v, : [t;,ti1] — R
funciones suaves que miden en cada t € [t;,t;11] el angulo positivo desde ¢,, hasta +/(¢).

Asumiremos sin demostracion la validez del siguiente teorema, que es una version del Um-

laufsatz? de H. Hopf (ver, por ejemplo, el Teorema 2.7 de [Tap16]) o [Car16], p. 270).

Teorema 5.6.3 (Umlaufsatz de Hopf). Con las hipétesis previas, para una curva plana se tiene

Z(’L/)z( z-‘rl Z‘g = 2.

=0
Lo que estamos diciendo es que al cerrar una vuelta, el vector tangente a la curva com-
pleta un giro de 2« radianes, ya sea avanzando suavemente por los trozos suaves de la curva o
“saltando” de un trozo a otro en cada vértice donde se pierde la regularidad.
Sea ahora ¢ : U ¢ R? — S una parametrizacion compatible con la orientacion de S y sea
R C ¢(U) una regién acotada de S. Consideremos la nocion de integracién de funciones suaves

sobre superficies regulares de la siguiente manera.

Definicion 5.6.4. Si f es suave sobre S, se define la infegral de f sobre la regién R como
/ fdo = / f(u,v)V/EG — F? dudv. (5.3)
R ¢ 1(R)

Observacion 5.6.5. Notar que
/ fdo
R

no depende de la parametrizacién. En efecto, si ¢ : U —» S es otra parametrizacién compatible

con la orientacion de S, por (3.1),

\/E(a ﬁ)é(a,@) — F(a, )

u ﬂ))G(u(av ﬁ)a U({L @)) - F(’U,(?L 6)7 ’U(’l],, {)))2
Entonces, por el teorema del cambio de variables,

/ f(a, %)V EG — F? dudv = / f(u,v)VEG — F? dudv.
5= (R)

@ e~ (R)
Observacioén 5.6.6. Dada una funcion suave f sobre una superficie regular S y una parametriza-
cion local ¢ : U — S, U C R? acotado, uno podria preguntarse por qué se define la integral de

f como en (5.3) en vez de la version mas simple

/W » fdo = /U f oo dudv. (5.4)

El problema es que si (U, @) es otra parametrizacion local,

/ ~fdg:/ ~ fopdudy
e(U)NG(T) e~ H(p(U)N@(U))

Fogo(op) ‘det

/ fop ]det Olu,v)
o= (e UNG(D)) o(u, v)

d(u,v)
d(a, )

/ ) ‘ dudv
e~ HeU)NG(U))

dudv.

esta orientada positivamente.
2Del aleman umlaufen “caminar alrededor” y Satz “teorema”.



110 Capitulo 5. Geodésicas y transporte paralelo

Como el Jacobiano no tendria por qué ser idénticamente 1, (5.4) no estaria bien definido, ya
que dependeria de la parametrizacion. Esto sugiere que las funciones no son el objeto indicado
para integrar sobre superficies, un problema al que volveremos mas adelante para estudiar una

generalizacién de los teoremas clasicos de calculo.

Por ultimo, recordemos el teorema de Green para el plano uv: si P(u,v) y Q(u,v) son fun-
ciones suaves en una region simple A C R? cuya frontera esta dada por u = u(s) y v = v(s),

entonces

k )
du dv . Sit1 du dv B oQ 0P
/M(Pdswds)ds._;/& <Pds+st>ds_/A<8u—aﬂ)dudv.

Teorema 5.6.7 (Teorema de Gauss—Bonnet, local). Sea ¢ : U — S una parametrizacion isoter-
mal de una superficie orientada S, donde U C R? es homeomorfo a un disco abierto y ¢ es
compatible con la orientacién de S.

Sea R C ¢(U) una regioén simple de S y sea~y : I — S tal que OR = ~(I). Supongamos
que  esté orientada positivamente, parametrizada por longitud de arco s, y sean ~(sg), . ..,v(sk)

y 0o, ...,0% los vértices y los angulos exteriores, respectivamente. Entonces,

k
K (s)ds+/ Kdo+ ) 6, =2,
/8R ! R ;

donde r4(s) es la curvatura geodésica de los arcos regulares de v y K es la curvatura Gaussiana
de S.3

Demostracion. Llamemos u = u(s) y v = v(s) a la parametrizacion de ~ en la parametrizacion .

Comenzamos escribiendo x4(s) en un intervalo [s;, s;+1] usando la Proposicion 5.5.6:

1 dv du di;
e w7 Evi 9
" T O VEG (G ds ds) * s
donde ¢¥; = 1;(s) es una funcion suave que mide el angulo positivo desde ¢, hasta 5(s) en

[s:, si+1]. Integrando esa expresion en todos los intervalos y sumando nos queda

oA Eopm G, dv B, du
d = v v =7 d
;/Sl Ifg(S) S ;/Sl <2 %EGCZS 2@6[8) S

k Si+1 d .
©i
+ g / Is ds.
i=0 v Si

Aplicando el teorema de Green, vemos que

k

Z/Siﬂfz(s)ds—/ {( Ey ) —|—< Gu ) }dudv
—~J, 7 1 r \\2VEG/, \2VEG/,
ko sy
Hdiy
+iz_:0/8i Is ds.

3La hipétesis de que la parametrizacion sea isotermal es solamente para simplificar la prueba

(5.5)

y poder usar el Umlaufsatz de Hopf tal como lo tenemos enunciado. Notar que como las
parametrizaciones isotermales preservan angulos, podemos estudiar la manera en que cambian
los angulos en la curva v mirando la curva ¢~ (9R), que es plana. Por otro lado, puede probarse
que las superficies regulares siempre admiten parametrizaciones isotermales en entornos de sus

puntos (ver [Ber58]).



5.6. El Teorema de Gauss—Bonnet 111

Usando la expresion de la curvatura de Gauss cuando F' = 0 (ver Proposicién 4.9.7) y que

la parametrizacion es isotermal, por lo que E = G = A\(u,v),

E G 1
o\ 4 (G dudy — / — (Al A)A dudv
/@1(3){<2\/E )1} (2\/E )u} e~ 1(R) 2)‘( )
:/ — K\ dudv (5.6)
-

Por otro lado, usando el Teorema de rotacion de las tangentes y la regla de Barrow,

ks gy, k &
Z/ dsl ds = Z%’(Siﬂ) —Pi(si) = 2m — Zei; (5.7)
i=0 Vi i=0 i=0

donde hemos usado que la curva esta orientada positivamente. Basta con reemplazar (5.6) y

(5.7) en (5.5) para obtener el resultado. &

Nos dedicamos ahora a exponer superficialmente el enunciado de la version global del Teo-
rema de Gauss—Bonnet. Un tratamiento mas detallado precisaria de una gran cantidad de pre-

liminares topoldgicos que van mas alla del alcance de este libro.

Definicion 5.6.8. Sea S una superficie regular. Unaregion R C S se dice regular si es compactay
su frontera R es unidn finita de curvas regulares a trozos cerradas (simples) que no se intersecan.

Consideraremos una superficie compacta como una region regular con frontera vacia.

Definicién 5.6.9.

« Un triangulo es una region simple que solo tiene tres vértices. Los tres arcos regulares que

forman la frontera del triangulo son llamados /ados.

x Una triangulacion de una region regular R C S es una familia finita 7 de tridngulos T,

i1=1,...,n, tal que

1. =g,
=1
2. siT;NT; # @, entonces T; N1} es un lado en comun de T; y T; o es un vértice comun

de T yTj

« Dada una triangulacion 7 de una region regular R C S, denotamos F' al numero de trian-
gulos (caras), F al numero de lados (contados sin repetir aquellos compartidos por dos
triangulos), y V al numero de vértices de la triangulacion (contados sin repetir aunque sean
compartidos por varios triangulos). El numero y := V + E — F es llamado caracteristica
de Euler de T.

Un resultado topolégico notable es que la caracteristica de Euler de una triangulacién de
una region regular R no depende en realidad de la triangulacién sino de R, por lo que se habla

de caracteristica de Euler de una region.
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Teorema 5.6.10.

1. Toda regién regular de una superficie reqular admite una triangulacion.

2. Si R C S es una region regular, la caracteristica de Euler no depende de la triangulacion.

Por lo tanto, podemos denotarla x(R).

3. La caracteristica de Euler es un invariante topolégico, es decir, es invariante por homeo-

morfismos.

Ejemplo 5.6.11. A continuacion se muestran posibles triangulaciones de algunas superficies re-

gulares y sus correspondientes caracteristicas de Euler.

1. La caracteristica de Euler de una region simple es x(R) = 1.

Figura 5.7: Una posible triangulaciéon de la region simple formada por un disco. Notar que hay 5 vértices (en rojo), 8 lados

(las cuatro lineas azules y los cuatro arcos de circunferencia) y 4 triangulos. Por lo tanto, x(R) =5 -8 +4 = 1.

2. La caracteristica de Euler de una esfera es x(S?) = 2.

Figura 5.8: Una posible triangulacién de la esfera. Notar que hay 6 vértices (en rojo, los correspondientes a los vectores
canonicos +ey, +es y +e3 en R3), 12 lados y 8 tridngulos (cuatro en el hemisferio norte y cuatro en el sur). Por lo tanto,

X(R)=6—-12+8=2.

3. La caracteristica de Euler de un toro es x(T?) = 0. Si bien puede calcularse obviamente

mediante triangulaciones, la manera mas sencilla de hacerlo requiere técnicas de topologia
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algebraica que escapan al alcance de este libro. Sin embargo, mostraremos una manera

alternativa de calcularla usando el Teorema de Gauss—Bonnet.

Teorema 5.6.12 (Teorema de Gauss—Bonnet, global). Sea R C S una region regular y sean

~1,---,7n cUrvas simples, cerradas y regulares a trozos que forman la frontera OR de R. Supon-
gamos que cada ~; esta orientada positivamente y sean 61, ... ,0, los angulos exteriores de las
curvas v, . . .,vn. Entonces,

/ ﬁg(s)der/RK da+iﬁi:2wx(R),

1v7 i=1

donde s denota el parametro longitud de arco de ~;, y la integral sobre ~; es la integral sobre cada

arco regular de ~;.

Ejemplo 5.6.13 (La caracteristica de Euler del toro). Recordemos la parametrizacion del toro

dada por
o(u,v) = ((a + rcosu)cosv, (a+rsenu)senv,rsenu), (u,v) € (0,27) x (0,27),

que cubre toda la superficie salvo por un paralelo y un meridiano.
Como es una superficie compacta, el Teorema de Gauss—Bonnet dice que
K do = 2wy (T?).
T2
Calculemos entonces la integral de la curvatura de Gauss sobre el toro. Para eso, recurrimos

a la misma técnica del Ejemplo 3.1.14, donde primero integramos sobre R. := ¢(Q.), con
Q- = (g,2r —¢) x (g,27 — €).

Luego, recordando la expresién de la curvatura de Gauss del toro obtenida en el Ejemplo
4.8.5,

a+ rcosu)

/ K do = // KVEG — F? dudv = // (C& r(a+rcosu) dudv
R. E Q"
= // cosu dudv = 2mw(sen(2mw — e) — sen(e)).

€

Tomando £ — 0, tenemos que

Kdo=0
'[[‘2

y, por lo tanto, x(T?) = 0.

Terminamos este capitulo con una de las aplicaciones mas famosas del Teorema de Gauss—
Bonnet: supongamos que T es un triangulo geodésico (es decir, sus lados son arcos de geodési-
cas) en una superficie orientada S. Sean 6;, i = 1,2,3, sus angulos exteriores y 1; = ® — 6;,

i = 1,2, 3, sus angulos interiores. Por el Teorema de Gauss—Bonnet,

3
/Kda+29i:27r.
T i=1

Reescribiendo la ecuacién anterior en términos de los angulos interiores,

3

3
/TKdUZQW—Z(W—l/)i):—W—szi.

i=1 i=1

Por lo tanto, tenemos probado el siguiente resultado:
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Proposicién 5.6.14. La suma de los angulos interiores de un triangulo geodésico en una super-

ficie regular orientada es
x igualaw si K = 0.
« mayor que m si K > 0.

x menor que m Si K < 0.

Figura 5.9: A la izquierda, un triangulo geodésico en una esfera, cuya suma de angulos interiores es mayor que 7. A la

derecha, un triangulo geodésico en el plano, cuya suma de angulos interiores es igual a 7.

Ejercicios
Otros ejercicios:

Ejercicio 5.6.15. Sean v y w campos vectoriales tangentes a lo largo de una curva v : I — S.

o000 = (S + (o0, 5.

Ejercicio 5.6.16. Sea S? la esfera unitaria orientada con el normal exterior N. Para cada ¢ ¢

Probar que

[0, 27), consideremos la curva 4(t) = (cos¢sent,sen¢sent,cost), t € (0,7), que une el polo

norte p = (0,0, 1) con el polo sur ¢ = (0,0, —1). Tomemos el vector wy = (1,0,0) € 7,52
(a) Probar que el campo vectorial X4(t) = 7(’25(t) cos ¢ —sen pN x 7(’15(75) es paralelo sobre v, (1).
(b) Verificar que X 4(0) = wo para todo ¢ € [0, 27).
(c) Encontrar el transporte paralelo de w, € 7,52 a lo largo de ~, para ¢ = 0,7 /4, 7 /2.

Ejercicio 5.6.17. Probar que los circulos maximos son las Unicas geodésicas de la esfera.

Ejercicio 5.6.18. Considerar la superficie de revolucion S generada por la rotacion de la curva

~v(v) = (f(v),0, g(v)) parametrizada por longitud de arco, con f(v) > 0, alrededor del eje =.

(a) Mostrar que los meridianos uv = wug de S, parametrizados con velocidad constante, son

geodésicas.
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(b) Mostrar que los paralelos v = vy de S, parametrizados con velocidad constante, son
geodésicas cuando en el punto v(vg) que genera dicho paralelo, la recta tangente a la

curva (v) es paralela al eje de revolucion.

Ejercicio 5.6.19. Sean S una superficie regular orientada y v : (a,b) — S una curva regular
parametrizada por longitud de arco cuya curvatura no se anula. Supongamos que existe un plano
H que pasa por el origen, contiene a todos los vectores tangentes a v y también a los vectores

normales a la superficie N(v(s)). Probar que - es una geodésica.

Ejercicio 5.6.20. Sean S una superficie regular orientada y v : I — S una curva parametrizada
por longitud de arco. En un punto p = v(s) consideramos el triedro de Darboux* formado por

T(s) = 4(s), el normal a la superficie en p N(s) y V(s) = N(s) x T(s). Probar que

T
d— = 0+aV +bN
ds
ﬂ = —al'+0+cN
ds
N
N 1o
ds

donde a = a(s),b=0b(s)yc=c(s), s € I.

Mostrar que el significado geométrico de los coeficientes esta dado por:
(@) —ces latorsion geodésica®, porlo que v(I) C S es una linea de curvatura siy solo si c = 0.
(b) b es la curvatura normal de (I) C S en p.

(c) —a es la curvatura geodésica de v(I) C S en p.

4J. G. Darboux (1842-1917), matematico francés.
5Sean S una superficie regular y v una curva parametrizada por longitud de arco en S tal que

~v(0) = p € S. Elegimos en T,,S una base ortonormal positiva {t, .} donde t = 4(0). Definimos la

torsion geodésica de v en p como






Capitulo 6

Variedades suaves

Como ya mencionamos, si se considera el movimiento de un sistema de N particulas, se
trabaja con curvas en R3*". Sin embargo, cuando se estudian las formulaciones Lagrangiana
y Hamiltoniana de la Mecanica Clasica, el espacio de configuraciones del sistema no necesa-
riamente es un espacio Euclideo, sino que tiene estructura de variedad suave de dimension NV,
donde N es el numero de grados de libertad del sistema.

Dado que el calculo diferencial es de caracter local, es natural preguntarse sobre la existen-
cia de conjuntos que localmente se identifiquen con subconjuntos de un espacio Euclideo, aun

cuando sus elementos sean abstractos.

6.1 Algo de topologia

En esta seccién vamos a presentar los conceptos topoldgicos que se necesitan para trabajar

sobre las variedades suaves.

Definicion 6.1.1. Un espacio topologico es un conjunto X con una colecciéon = de subconjuntos

de X tales que

1. geryXer.

2. La unién arbitraria de elementos de 7 es otro elemento de .

Esto es, si U; € 7 Vi € I entonces U U, er.
el

3. Lainterseccion de finitos elementos de T es otro elemento de .

n
Es decir, se cumple que si U; € 7 coni € {1,...,n}, entonces ﬂ U,er.
=1

La familia 7 C P(X) se denomina topologia en X, donde P(X) es el conjunto de partes de
X. La notacién usual para un conjunto X con una topologia 7 es (X, 7). Los elementos de una

topologia 7 en X se denominan abiertos de X.

Ejemplo 6.1.2.

1. Dado un conjunto X cualquiera, 7 := P(X) es una topologia en X llamada topologia

discreta de X.

117
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2. Si (X, 1) es un espacio topolégico y S es un subconjunto de X, la familia {SNA| A € 7}

es una topologia en S llamada topologia relativa de S como subconjunto de (X, 7).
3. Si (X;,m)y (X2, 72) son dos espacios topoldgicos, la familia
{Al X Ag |A1 € Xy yAQEXQ}

es una topologia en el producto cartesiano X; x X5 llamada fopologia producto.

Es claro que esta definicién se extiende de manera natural al producto finito de espacios

topoldgicos.

4. Sean (X, 1) un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia en X. Considere-
mos el conjunto cociente X = X/~ y la proyeccion canénica p : X — X. La familia
{Ac X |p~'(A) € 7} Cc P(X) es una topologia en X llamada topologia cociente de T por

la equivalencia ~.

5. Recordemos que un espacio métrico es un conjunto X con una distancia también llamada
métricaen X, esto es, una funcion d : X x X — R que cumple las siguientes condiciones

paratodo z,y,z € X:

* d(z,y) >0y d(z,y) =0siysolosiz =y,

« d(z,y) = d(y, ),

* d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) (desigualdad triangular).
Dados = € X y un numero real r > 0 se define la bola centrada en x de radio » como el
conjunto B, (z) = {y € X | d(z,y) < r}.

Asi, todo espacio métrico es un espacio topoldgico, cuya topologia es inducida por la fun-
cion distancia y se llama fopologia métrica. Explicitamente, los abiertos son los subcon-
juntos A de X para los cuales se cumple que para todo x € A existe un niumero real € > 0

tal que B.(z) C A.

En estos términos, la topologia candnica de R™ es la topologia métrica inducida por la

distancia euclidea en R".
Definiciones 6.1.3.

1. Dado un conjunto cualquiera A C X, la union de todos los conjuntos abiertos contenidos

en A se llama interior de A.
2. Un subconjunto de X es cerrado si su complemento en X es abierto.

3. Dado A C X un conjunto cualquiera, la interseccién de todos los subconjuntos cerrados

de X que contienen a A es la clausura de A.

4. Dado A C X un conjunto cualquiera, el conjunto dado por A := cl(A) — int(A) es llamado
borde de A.
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5

10.

. Si f: X — R es una funcion, el soporte de f es el conjunto

sop(f) :=cl({zx € X [ f(z) #0}).

Un conjunto V C X es un entorno de x € X si existe un abierto A € Ttalque z € A C V.

Una base de entornos de un punto z € X es una familia de entornos V), de z tal que todo

entorno de z contiene a uno de ellos.

Una base de una topologia 7 en X es una familia B C = con la propiedad que todo abierto

de 7 se puede obtener como unién de elementos de 5.

Una topologia se dice Hausdorff si para todo par de puntos x,y € X existen entornos

disjuntos V, y V, de z e y, respectivamente.

La topologia T se dice paracompacta si todo cubrimiento por abiertos de X admite un
refinamiento localmente finito, i.e., todo punto de X tiene un entorno que interseca solo a

un numero finito de elementos del refinamiento.

Observacion 6.1.4.

1.

El interior de un conjunto cualquiera siempre es abierto y es el mayor subconjunto abierto

de A. La notacion usual es int(A).

Es claro que la union finita de conjuntos cerrados es cerrada y la interseccion de una familia

arbitraria de conjuntos cerrados también es un conjunto cerrado.

Puede verse que la clausura de un conjunto siempre es un conjunto cerrado; es mas, es

el menor cerrado que contiene al conjunto. La notacién usual es A o cl(A).

. Un ejemplo de base de una topologia es la familia de bolas B (x) en un espacio métrico

que forman una base de entornos de x.

Es sencillo ver que todos los espacios métricos son espacios topolégicos Hausdorff.

Entre espacios topoldgicos se puede definir la nocion de continuidad de funciones de manera

natural.

Definicion 6.1.5. Sean (X, 7x) e (Y, 7y) dos espacios topolégicos. Una funcion f: X — Y es

continua en zo € X si para todo entorno Vy(,.,) de f(xo) enY, f*l(Vf(l.O)) es un entorno de xg

en X. Una funcién f : X — Y es continua si es continua en todos los puntos de X.

Puede verse que f : X — Y es continua si y solo si f~!(B) es un abierto en X para todo

B abierto en Y. De manera equivalente, se puede decir que f es continua siy solo si f~1(B) es

un cerrado en X para todo B cerradoen Y.
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6.2 Variedades suaves

Cuando uno piensa en una variedad suave, se imagina un objeto que localmente pueda
identificarse con un subconjunto de R™ para algun n € N que es llamado dimension de la va-
riedad. Vamos a generalizar la idea de superficies regulares de tal manera que éstas resulten ser

variedades suaves de dimension 2.

Definicion 6.2.1. Consideremos un conjunto M junto con una familia de funciones ¢, : U, —
M, o € A, llamadas parametrizaciones locales, donde cada U, es un subconjunto abierto de R"

y se satisfacen las siguientes condiciones:

1. M = U ©a(Ua),

a€cA

2. paracada « € A4, la funcién ¢, : U, — V,, := ¢ (U,) €s inyectiva,

3. 8iVag = VaN Vs # @, lafuncion pas := o, 0 05 : 05 (Va NVg) — @, (Vo N V3) €S Una

funcién suave entre subconjuntos abiertos de R™.

Cada par (U,, p.) es llamado carta local, la familia A = {(U,, pa)taca €s llamada atlas de
M y suele decirse que R" es el espacio de parametros.

Dado p € V,, sus coordenadas locales en R™ asociadas a (U,,¢s) sONn (uf,...,u%) =
v t(p). Se dice que las funciones ¢ : V,, — U, forman un sistema local de coordenadas en
M para todo punto p € V,,.

La condicion 3 dice que si las imagenes de ¢, y ¢ se intersecan, la funcién cambio de
parametros p,p es suave. Cuando dos sistemas de coordenadas locales satisfacen esta condi-
cion se dice que son compatibles.

Diferentes familias de parametrizaciones locales pueden ser atlas del mismo conjunto, lo que

motiva la siguiente definicion.

Definicion 6.2.2. Dado un conjunto M, dos atlas (suaves) A; y A, se dicen equivalentes si su
union es otro atlas de M. La unién todos los atlas de una clase de equivalencia es en si misma
un atlas de la misma clase, llamado atlas maximal. Una estructura suave en M es un atlas suave

maximal.

Por ultimo, decimos que una carta (U, ¢) es compatible con un atlas A si AU {(U,¢)} es

también un atlas.

Lema 6.2.3 (Lema 1.30 de [Lee09]). Sea M un conjunto con una estructura suave dada por
un atlas A := {(Ua,¥a)}taca. Si (Ua,pa) y (Ug,ps) son cartas compatibles con A tales que
V., NV # @, entonces las cartas (o, (Vag), gpa|(p;1(vaﬁ)) y (apgl(VaB), ¢g|@51(vaa)) también son
compatibles con A.

Ademas, si W es un subconjunto abierto de U para alguna carta compatible (U, ), entonces

(W, p|w) también es una carta compatible.

Proposicion 6.2.4. Una estructura suave sobre un conjunto M induce una topologia sobre él.
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Demostracién. Basta con notar que el lema anterior dice que los dominios de las cartas del atlas
maximal forman una base de subconjuntos de X. La topologia inducida por la estructura suave

es la generada por esta base. L

Definicion 6.2.5. Una variedad suave es un conjunto M junto con una estructura suave sobre él
tal que la topologia inducida es Hausdorff y paracompacta.
Silas biyecciones de las cartas tienen como codominio a R, decimos que M tiene dimension

n y escribimos dim M = n.

Llegados a este punto conviene agarrar algun ejemplo para ver que todos esos tecnicismos
que usamos en las definiciones no van a entorpecer nuestra intuicion ni las cuentas que vayamos
a hacer. Nos concentraremos principalmente en obtener atlas suaves para nuestros conjuntos y
dejaremos de lado mostrar que las topologias que inducen son efectivamente Hausdorff y para-

compactas, aunque en general esto ultimo sera relativamente claro.

Ejemplo 6.2.6. Si pensamos que una variedad suave es un conjunto que localmente se parece a
R™, parece obvio que R"™ deberia ser una variedad suave en si misma. En otras palabras, ¢ quién
se va a parecer mas a R" que el mismo R"?

Asi, sea M := R" y veamos que es una variedad suave. Podemos asignarle a cada punto
de M sus mismas coordenadas como elemento de R", i.e., considerar la carta (R",id).

Es claro que cubre todo M y que id(R™) = R™ es abierto. Luego, {(R",id)} es un atlas suave
para R™. La estructura suave construida a partir de él induce la topologia usual sobre R™ que es

Hausdorff y paracompacta (es una topologia métrica). Finalmente, es claro que dim M = n.

Observacion 6.2.7.

1. Unafuncion f : M — N entre variedades suaves M y N es continua silo es considerando

las topologias inducidas de manera candnica sobre M y N por sus estructuras suaves.
2. La funcién cambio de paramétros
Pap =o' 0pp: 05 (VaNVg) — 053! (Va N Vp)
es un difeomorfismo, ya que
Poa =95 ©Pa: Ps (VaNVg) — 95" (Va N V)
verifica que s, = (¢as) '
Ejemplo 6.2.8.

1. La esfera unitaria: S* = {# € R"*! | ||z|| = 1}. Dada la funcién f : R"*! — R definida

como f(x) := (z,z) = ||z||?, tenemos que S = f~1({1}).
Recordando el Ejemplo 2.1.10, llamaremos polo sur al punto a= := (0,...,0,—1). Sean
V_:=8"—{a"}ylafuncién ¢~ : V. — {a~}! que le asigna a = € V_ la interseccion

de la “recta” que pasa por = y a~ con el hiperplano {z = (z1,...,Zp41) | Znt1 = 0}.
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Se puede ver facilmente que esta funcién esta dada por

x—(r,a")a~

Pl a) = 1—(z,a7)

Andlogamente, se puede considerar el polo norte a* := (0,...,0,1), el abierto relativo en
S™ dado por Vy := S™ — {a*} y la funcion ¢ ' : V. — {a*}+ dada por

1 x—(z,aT)a"
(er (x) B 1- <xaa+>

Por lo tanto, S™ es una variedad suave.

2. El espacio proyectivo real

El espacio proyectivo real RP" es el espacio cociente de R"** por la relacion de equivalen-
ciadada por (y1, ..., Yn+1) ~ (Ay1,..., Ayns1) cON A € R—{0}. Es decir, RP"™ es el conjunto
de todas las rectas en R"*! que pasan por el origen y resulta ser una variedad suave de

dimension n.

Consideremos las funciones ¢, : U; := R — RP"™ dadas por
Gilur, . oyun) = U, U1, LWy e Uy
paratodoi=1,...,n. Asi,
Vii=0i(U) = i R") ={[x1,...,Tpt1] ;i £0}, i=1,...,n.
Es sencillo verificar que

x ; : R" — V; es inyectiva,

« ;' o, es suave,
n+1

« RP" = | V.
=1
Ejercicio 6.2.9. Probar que el espacio proyectivo real RP™ es una variedad suave de dimensién

n.

Ejercicio 6.2.10. Probar que las cartas globales (R, id) y (R, z®) no son equivalentes. Esto mues-
tra que incluso en una variedad suave “sencilla” como R existen parametrizaciones globales que

no resultan equivalentes.

Ejercicio 6.2.11. Sean M una variedad suave de dimension ny U C M un subconjunto abierto.

Probar que U es una variedad suave en si misma de dimension n.
Ejercicio 6.2.12. Probar que el grafico de una funcion suave es una variedad suave.

Recordemos que la topologia de una variedad suave es Hausdorff y paracompacta. La
primera propiedad garantiza que el limite de toda sucesion convergente es unico y, entre otras
cosas, la segunda asegura que siempre se puede definir una particion de la unidad subordinada a
todo cubrimiento por abiertos de M. Esto significa que para todo cubrimiento por abiertos {V,, }nca
de M existe una familia de funciones a valores reales {f;};c; tales que 0 < f; < 1 paratodo iy

verifican que
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« para cada p € M existe solo una cantidad finita de indices i para los cuales f;(p) > 0,
* para cada i € I existe o € A tal que sop(f;) C V4,

* Zfl-(p) = 1paracadapec M.

el
Subvariedades.

Definicién 6.2.13. Dada M una variedad suave de dimension n, un subconjunto N C M es una
Subvariedad de dimension k < n si existe una familia de cartas locales {(U,, ¥a)}aca de M tales
que para todo p € N, sip € V,, se tiene que N NV, = 0, (U, N (R* x {0})).

Se dice que la codimension de N en M es n — k.

Ejemplo 6.2.14.

+ N = R* es una subvariedad k-dimensional de la variedad A/ = R™ de dimensiéon n > k.

x Lavariedad N = S es una subvariedad de la variedad M = R? que tiene codimension 1.
Variedades producto. Sean M y N dos variedades suaves de dimensiones n y k, respec-
tivamente. Dado (p,q) € M x N, sean (Ua,¢) Y (Us, ¢s) cartas locales de py gen M y N,

respectivamente. Entonces, podemos definir una parametrizacién local alrededor de (p, ¢) como

Pa X @ : U, % Ug — Vo x Vg C M x N, donde V, := (pa(Ua), Vﬁ = Lplg(Uﬁ) Yy

(o X @5)(u?,...,ug,uf,...,u§) = (gpa(u?,...,u%),wﬁ(uf,...,ug)) .

De manera natural, esta construccién se puede extender a un producto finito de variedades
suaves. Si My,..., M; son variedades suaves de dimension ny,...,n;, respectivamente, en-

tonces M; x ... x M; es una variedad suave de dimension n; + ...+ n;.
Ejemplo 6.2.15.

x R"** es la variedad producto R™ x R* cuya dimension es n + k.

x Eltoro T? = S' x S es una variedad producto de dimension 2.

6.3 Funciones suaves

Generalizamos ahora a este contexto la Definicion 2.3.5 de funcidon suave entre superficies.

Definicién 6.3.1. Sea f : M — N una funcion continua entre las variedades suaves M y N de

dimensiones n y k, respectivamente.
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« Sedice que f es una funcion suave enp € M si existen dos parametrizaciones p : U — V

depen My ¢:U — V de f(p) en N tales que la funcion
plofopgT (FHVNL(V)) CUCR — @ (VN f(V)) cUCR
es suave en p~1(p).

x Se dice f que es suave en el abierto A C M si es suave en todo punto p € A.

El conjunto de funciones suaves f : M — N se denota como C*°(M, N). En particular,
C>®(M) :=C>®(M,R).

« Si S es un subconjunto cualquiera de M se dice que f es suave en S si existen un subcon-
junto abierto O c M tal que S O y una funcién suave f : O — N tal que su restriccién

a S coincide con f.

x Si f: M — N es suave y admite inversa suave se dice que f es un difeomorfismo entre

My N. En este caso, se dice que M y N son variedades difeomorfas.
Observacion 6.3.2.

x Debido a que el cambio de parametros es un difeomorfismo, la definicion de funcion suave
entre variedades es independiente de las cartas consideradas (recordar la cuenta de la
Observacion 2.3.4).

+ La funcion =1 o f o ¢ es lo que suele llamarse representacion de f en las cartas (U, ) y
(U, ).
Ejemplo 6.3.3.

1. Todas las proyecciones canoénicas m; : My x ... x M, — M, dadas por 7;(p1,...,pr) = pi

son funciones suaves.

2. Si M es una variedad suave, se puede definir en el conjunto cociente por una relacion
de equivalencia M/~ una estructura de variedad suave de manera tal que la proyeccion

canonica p : M — M /~ es una funcién suave.

Como en el caso del calculo diferencial de los espacios euclideos, se cumple que la com-
posicion de funciones suaves es suave y es sencillo de demostrar usando la definicién de funcién

suave entre variedades.

Proposicién 6.3.4. Si f : M — N yg: N — P son dos funciones suaves entre variedades

suaves, entonces go f : M — P es una funcién suave.

Ejercicio 6.3.5. Probar la Proposicion 6.3.4.
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6.4 Espacios tangentes

En el estudio de las curvas parametrizadas consideramos las rectas tangentes y en el de las
superficies regulares, los planos tangentes. En el caso de las variedades suaves, surge natural-
mente la pregunta sobre si existe una nocion analoga a éstas.

Si pensamos en R", se puede definir explicitamente un n-espacio vectorial para cada punto
p, cuyos elementos se piensan como apoyados en p. Para una curva «y : (—¢,¢) — R", se suele
pensar al vector velocidad de la curva 4(0) apoyado en ~(0). Luego, para poder distinguir en qué
punto esta apoyado un vector tangente, se dice que el espacio tangente a R™ en el punto p es
T,R™ = {p} x R™.

Hay varias maneras equivalentes de definir el espacio tangente a una variedad en un punto,
cada una con sus ventajas y desventajas. Dada una variedad suave n-dimensional M y un punto
p € M vamos a ver tres maneras distintas de definir espacio tangente a M en p, siguiendo la

exposicién hallada en el Capitulo 2 de [Lee09].

El espacio tangente: versiéon cinematica

Buscamos trasladar la idea con la que definimos espacio tangente a una superficie regular
S al contexto actual de variedades suaves. En aquel momento, usando que nuestros objetos
estaban contenidos en R3, definimos vectores tangentes derivando curvas suaves contenidas en
S. Sin embargo, como una variedad M no tendria por qué estar contenida en un espacio Euclideo
R™, no tenemos en principio una nocion de “derivada” de una curva en M. Esto es lo que motiva

las siguientes definiciones.

Definiciéon 6.4.1. Una curva suave en M es una funciéon suave v : I — M siendo I un intervalo
de numeros reales. Esto es, para alguna parametrizacién local ¢ : U — V tal que v(I) C V la

curva (o1 o~)(t) es una curva suave en U C R"™.

Dadop € M,seandoscurvas~; : [ — My~ : I — Men M talesque0 e I; N1y
~71(0) = 42(0) = p. Sip : U — V es una parametrizacion local de M en p tal que v1(I1),v2(I2) C
V, las curvas suaves (o1 ov)(t) y (¢! o 42)(t) verifican que (¢! 0 ~1)(0) = (p~! 042)(0) =
¢~ '(p)-

Definicion 6.4.2. Se dice que dos curvas suaves 7; Y 7. son equivalentes si los vectores tan-

gentes a las curvas (o=t o) (t) y (¢~ o v2)(t) coinciden en ¢~ (p).

Es claro que asi queda definida una relacién de equivalencia en el conjunto de todas las cur-
vas suaves en M que ent = 0 pasan por el punto p, considerando sus dominios lo suficientemente

pequefos.

Definicién 6.4.3. Un vector tangente a M en p € M es una clase de equivalencia de curvas

suaves contenidas en M que pasan por pent = 0.
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Asi, dada (U, ¢) una parametrizacion local de M en p, un vector tangente v se puede identi-
ficar con el Gnico vector (v1, ...,v,) € R™ que es tangente a cualquier curva ¢! o+, siendo v una
curva suave en M tal que v(0) = p.

Las componentes de (v1,...,v,) son llamadas coordenadas de v en la carta (U, ¢) y la no-

tacion usual es v = [7],.

Observacion 6.4.4. Se puede ver que esta definicion de vector tangente es independiente de la
carta considerada. Sea (U, ) otra parametrizacion local de M en p y veamos que Ve = e

Dada 3 € [v],, veamos que 3 € [v]s:
(@1 o B)(0) = (g7 ooy o B)(0)

d
= (@ 0 @)1 (971 07)(0))

= (¢7107)(0).

El conjunto de vectores tangentes a M en p € M se denota como 1), . Es decir,

T,M := {v | v es un vector tangente a M en p}.

Figura 6.1: La curva v (en amarillo), representando al vector tangente v (en azul).

Ejemplo 6.4.5 (El espacio tangente a R™). Consideremos una variedad suave muy inocente: R",
junto con la carta global (R”,id). Segun la definicion, un vector tangente a R™ en un punto p € R
deberia ser una clase de equivalencia de curvas suaves en R™ que pasan por p ent = 0. Asi,
dada v : I — R" suave tal que v(0) = p, las coordenadas del vector que representa en la carta
(R™,id) son

(ido7)'(0) = +'(0) € R™.

En otras palabras, ~ representa al vector de coordenadas +'(0).
Reciprocamente, dado v € R", podemos tomar la curva v, : R — R™ como la recta 7(t) :=
p + tv. El vector tangente que representa tiene como coordenadas en la carta global justamente

a~'(0) =wv.
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Asi, estamos diciendo que todo vector de R™ puede pensarse como el vector velocidad de
una curva que pasa por p en t = 0. Por lo tanto, como la identificacion es en realidad una

biyeccion, T,R" ~ R".

Observacion 6.4.6. Asi como a cada v € T,M le corresponde un unico (vi,...,v,) € R", cada
vector de R™ puede pensarse como las coordenadas de un vector v tangente a M en cualquier
punto p € M.

Sean (vy,...,v,) € Ry p € M. Consideremos (U, ¢) una parametrizacion local de M en
pylacurvay: I — M dada por v(t) = (¢~ (p) + t(v1, ...,v,)), asumiendo que y(I) C ¢(U).
Entonces, es claro que (v1, ..., v,,) representa a un vector v € T, M.

Asi, paratodo p € M, cada carta local (U, ¢) de M en p define una biyeccion b, : R” — T, M
que da lugar a una estructura de espacio vectorial sobre T),A/ a partir de la estructura lineal

canonica de R™: dados vy, v,v € T,M ya € R,
V1 4 vy := bo (bt (v1) + 05 (v2)),  av = by (abt(v)).

El hecho de que esta definicion en realidad no depende de la carta (U,, ¢.) elegida no es

trivial y una demostracion puede hallarse siguiendo la Proposicion 2.3 y el Lema 2.4 de [Lee09].

Ejemplo 6.4.7. Es natural considerar los vectores tangentes a M en p que estan identificados, via
una carta local (U, ¢), con los vectores canonicos ey, ... ., e, € R™. Esto es, los vectores tangentes

a las curvas coordenadas v;(t) = ¢ (¢~ (p) + te;), i =1,...,n.

La notacién para estos vectores es v;(0) = donde z, ..., z, son las coorde-

0 0
-(p) = 5
ox; ox; »
nadas locales definidas por ¢. Esto es, z; = u; o go_l siendo u; : R — R la i-ésima proyeccion,

paracadai=1,...,n.

. . 19}
Figura 6.2: Las curvas coordenadas ~; (en amarillo) y 2 (en verde) que representan a los vectores tangentes e y
X1 D

sl a su vez asociados a los vectores e; y e de R™, dibujados abajo con los colores correspondientes.
z2 |,

Dado que definimos una estructura lineal en T),M a partir de la de R™ usando la identifi-
cacion discutida anteriormente, es natural que si {e;,...,e,} es una base de R"”, los vectores

identificados con ellos formen una base de T, M.
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Teorema 6.4.8. El conjunto T,,M es un espacio vectorial de dimension n y una parametrizacion
. }
p

local (U, ¢) de M en p define una base de T, M dada por {8 S B
T,
Optamos por posponer la demostracion de este resultado por el momento y probarlo para

b
6$1 p

otra version del espacio tangente que llamaremos “algebraica”.

Observacion 6.4.9. Recordemos que un abierto U ¢ M de una variedad suave es una variedad
en si misma (ver el Ejercicio 6.2.11). Dado p € U, parece natural preguntarse qué relacion hay
entre T,U y T,,M.

Sin entrar demasiado en tecnicismos, dado un vector tangente a M en p, tenemos una curva
en M que pasa por p en t = 0. Ahora bien, uno podria restringir el dominio de la curva de modo
que esté completamente contenida en U (aca se usa que es abierto). Esta nueva curva representa
un vector tangente a U en p. Reciprocamente, un vector tangente a U en p esta representado
por una curva contenida en U que pasa por p ent = 0. Pero como U C M, podemos pensar que
tiene como codominio a M en vez de a U y que representa un vector tangente a M en p.

Esto da una biyeccion entre los espacios tangentes y, de hecho, T,U ~ T, M.

Concluyamos esta seccion con algunos ejemplos que muestran que las definiciones ante-
riores no deberian oscurecer las ideas intuitivas que ya teniamos sobre estas estructuras tan-
gentes.

Para esto, la idea clave es que cuando nuestra variedad suave esta “contenida” en R™,
para algun m, es natural identificar a 7,,M con un subespacio vectorial de 7,R™ ~ R™. Esta

correspondencia termina estando dada, a partir de una carta (U, ¢) alrededor de p € M, mediante

0

3581' p

~ ’Y;(O) c TpM C TPR’HL ~ R'NL’
donde ~; es la i-ésima curva coordenada en la carta (U, ¢) que satisface ~;(0) = p.

Ejemplo 6.4.10. Sea M el paraboloide de ecuacién z = z2+y2. Como es la grafica de una funcién
suave, es una variedad suave y podemos parametrizarlo globalmente mediante ¢ : R?2 — M,
o(u,v) :== (u,v,u? + v?).

Seanp:=(3,1,1)e Myq:= ¢ '(p) = (3, 3). El primer vector de la base de T, M asociada

a (R?, ¢) es el representado por la curva coordenada ~, : I — M dada por

=07 (p) +ter) = ¢(q+tel):<p(;+t’;>
( (30 ())

9
85171

Luego,

= 71(0) = (1707 ]-)

p

'En realidad, que esté contenida no alcanza, deberia ser una subvariedad del espacio am-

biente. Ver, por ejemplo, la discusion en el Capitulo 5 de [Lee12].
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Andlogamente, - (t) := p(q +te2) ¥
0

_— :/ =
52| = HO = (01D,

Por lo tanto,
T,M ~ span{(1,0,1),(0,1,1)} C R®.

El espacio tangente: version algebraica

Esta version esta basada en la idea de derivadas direccionales y tiene la ventaja de que

posee una estructura lineal que resulta inmediata de su definicion.

Definicién 6.4.11. Un vector tangente a M en p es una derivacion en p, es decir, una aplicacion

lineal v, : C>*°(M) — R tal que

vp(fg) = g)vp(f) + f(p)vplg) ¥V f,g € CZ(M).

Definicion 6.4.12. El conjunto de todos los vectores tangentes v, es el espacio tangente (alge-

braico), que es claramente un espacio vectorial.

Dadas f € C>*(M)y (U, ) una carta en p € M, se define

of
5‘11-

(p) = Di(fo @) (9™ (p)),
donde D; es la derivada respecto de la i-ésima variable.

Definicion 6.4.13. Dados (U, ) y p € M como arriba, definimos una derivacién parcial para cada
0

Ox;

vip

i=1,...,n, :C°(M) — R como

0 _(9f<>
al’ip _&vip'

Tenemos entonces n derivaciones parciales, que forman naturalmente una base del espacio

vectorial. Para probar esto, necesitamos primero un lema.
Lema 6.4.14. Sean M una variedad suave, p € M, v, e T,M y f,g € C®(M).

1. Si f es constante en un entorno de p, entonces v,(f) = 0.

2. Si f(p) = g(p) =0, entonces v,(fg) = 0.

Demostracion.
1. Como v, es una aplicacion lineal, alcanza con mostrar que si f = 0 en un entorno V de
p, entonces v,(f) = 0. Sea 8 € C>(M) una funcién suave con soporte en V tal que (p) = 1
(la existencia de tal funcién es un resultado conocido; ver, por ejemplo, el Lema 1.69 de [Lee09]).
Entonces, 5f =0y
0 =v,p(Bf) = f(p)vp(B) + B)vp(f) = vp(f).

2. Basta con notar que

vp(f9) = g®)vp(f) + f(P)vp(g) =0+ 0=
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9
" Oz,

A
p

- 0
Up = Z Up(l’z')g
i=1 v

donde z;, 1 < i < n, son las funciones coordenadas.

Teorema 6.4.15. E/ conjunto {8
81’1

} es una base de T),M. Ademas, si v, € T,M,

p
entonces

)
p

Demostracion. Supongamos que U = B.(0), con p = ¢(0). Sean f € C®(p(U))y g := fop:
U — R. Por el Teorema de Taylor,
B n ag n 1 82g
g(u) = g(0) + ; %(0)(% —-0)+ Z (u; = 0)(u; — 0)/ (1- t)m(tu) dt.

Q=1 0

Notar que la segunda sumatoria involucra un producto de funciones que se anulan en 0:

2

=)y =0) [ (=5 .

Entonces, dado v, € T, M y llamando f; := g—f por el lema anterior,
T

vp(f) = vp(f(P)) +vp (2: aai (0) (us — 0)> +0
=0+ il vp(fi)zi(p) + fi(p)vp(z:)
= i fip)vp(:),
donde hemos usado que z;(p) = 0 (recordemos que p = »(0)).

Por lo tanto, nuestro candidato a base genera a los elementos de T, M, por lo que solo faltaria

ver que son linealmente independientes. Para ello, notemos que si

lo que implica la independencia lineal. &

Observacion 6.4.16. Se puede verificar que estas dos definiciones son equivalentes; es decir,
los espacios tangentes cinematico y algebraico son naturalmente isomorfos. Asi, es razonable

haber usado una Unica notacién para ambos.

Definicion 6.4.17. El espacio dual de T,,M, es decir, Ty M = {f : T,M — R | f eslineal} se

llama espacio cotangente y sus elementos se llaman covectores de M en p.

Observacion 6.4.18. Si tenemos una base de T, M y ahora estamos hablando de su espacio

dual, podemos considerar su base dual asociada {dz1]p, ..., dz,|,}, donde

0
tlp
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Observacion 6.4.19 (Version fisica). Una version que puede verse que es equivalente a las
anteriores es la siguiente. Dados un atlas A de una variedad M y p € M, consideremos el

conjunto

FP:{(pava(Ua<p)) € {p} x R" ><.A|pEU}.

EnI',, definimos la relacion de equivalencia

(pa v, (Uou @Oz)) ~ (p,'LU, (U,B7 (pﬁ)) — w = d((pgl © @a)gpgl(p)(v)'

Los elementos del cociente I',, /~ se llaman vectores tangentes a M en p.

Para proveer de una estructura de espacio vectorial a este conjunto se puede proceder como
en la versién anterior.

Dada una carta (Ua, ¢o) tal que p € ¢.(Uy), definamos by, .y : R™ — T’/ ~ como
v = [(p,v, (Ua, va))]. Es claro que cada by, ) €8 una biyeccion, ya que si [p,v, (Ua, 9a)] =
[p, w, (Ua, va)], €ntonces

v=d(p;' o ‘Pa)wgl(p) (v) = w,

por definicion. Asi, por lo mismo de antes, tenemos un isomorfismo.

El espacio tangente (fisico) a M en p es el espacio vectorial I,/ ~.

6.5 Diferencial de funciones suaves

Para definir la aplicacion tangente de una funcién suave en un punto se puede usar cualquiera

de las tres definiciones equivalente de espacio tangente a una variedad suave en un punto.

Definicién 6.5.1. Sean f : M — N una funcién suave y p € M. La aplicacion tangente o

diferencial de f en el punto p € M es la aplicacion df,, : T,M — T,y N definida como

 via curvas (version cinematica): dada [v] € T, M, necesitamos una clase de equivalencia

de curvas en N, por lo que resulta natural definir

(dfp)([V]) = [f ol

* Vvia derivaciones (version algebraica): dada v, € T, M, necesitamos definir una derivacion

en C*°(N), por lo que resulta natural definir, para cada g € C*(N),

(dfp(vp))(g) = vp(g o [).

« via cartas (version fisica): dado [(p,v, (U, ¢))] € T,M,

(dfp)([(p, v, (U, ))]) := [(f (), w, (V;9))],

donde w = d(¢)~" o f 0 )u-1p) (V).
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Ejemplo 6.5.2. Consideremos, al igual que en el Ejemplo 6.4.10, como M al paraboloide de
ecuacion z = z%+y2, parametrizado globalmente mediante ¢ : R? — M, ¢(u,v) := (u, v, u>+v?).
Sean N el paraboloide de ecuacion z = —(z% + y?), parametrizado globalmente con 1 (u, v) :=
(w,v,—(u? +2%)),y f : M — N la funcion dada por f(x,v, 2) := (z,y, —2).
Calculemos df,, : T,M — Ty, N parap := (3,%,4) € M. Ya vimos en el Ejemplo 6.4.10
que
T,M ~ span{(1,0,1),(0,1,1)} C R®.

Por otro lado, f(p) = (3,3, —3) ¥ las curvas coordenadas de N en f(p) son
2 2
(1) = V(W () +ter) = (; g (3+1) - (3) ) ,

T (t) = (6 (£ (D)) + tez) = (; L. (; + t)2 - @) .

Los vectores tangentes que representan son
’71(0) = (170371)7 ’Yé(o) = (Oalafl)v

de modo que
Ty N ~ span{(1,0,-1),(0,1,-1)} C R®.

Ahora si, calculemos df,. Seanv € T,M y v : I — M una curva suave que lo represente,
i.e., tal que v(0) = py +/(0) = v. Explicitamente, esto dice que si v = (v}, v2,03) y y(t) =
(z(t),y(t), z(t)), entonces

_ (L 11 1OY — (ol 2 B
10 = (333): 7O =)
Luego, df,(v) sera el vector tangente a NV en f(p) representado por la curva f o, es decir,

d d d

dfp(v) = - t:O(f o) = tzof(w(t),y(t)vz(t)) == tzo(x(t),y(t% —2(t))

= (/(0),5'(0), =2'(0)) = (v', 0%, —v?).

Por dltimo, veamos qué sucede con la matriz de df, en las bases de T,M y Ty, N que
encontramos. Notemos que ambos son espacios vectoriales de dimension 2, por lo que la matriz

deberia ser de 2 x 2. Abrazando algebra lineal, calculemos la aplicacién tangente en los vectores

0
dfp (89@1
0
dfp (63:2

Asi, la matriz de df,, en las bases que encontramos es simplemente la matriz identidad.

de la base:

) =df,(1,0,1) = (1,0, 1)

p

) =df,(0,1,1) = (0,1, —1).

p

En el siguiente ejemplo, por una cuestion puramente pragmatica, usaremos un puntito arriba
de las curvas a la hora de derivarlas en vez de la clasica “prima”. Es decir, si tenemos una curva

x(t), escribiremos (t) en vez de z/(t).
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Ejemplo 6.5.3. Sean M := R"™y N := R™, con sus respectivas cartas gloables,y f : M — N
una funcion suave. Sea p € M y calculemos df, : T,M — T,y N. Una primera observacion es
que, por el Ejemplo 6.4.5, podemos pensar que df,, : R" — R

Sean v := (v!,...,v") € T,R"y~ : I — R" una curva v(t) := (z*(t),...,z"(t)) que lo
represente. El vector df,(v) es el representado por la curva f o+, de modo que si a las funciones

componentes de f las llamamos f?, entonces

B0 = 5| Ge0 =] (@O O 0 0)
: _ O (0, .. _ I ww0)
o Lw [ #0
%ﬁ@) f}ﬁf@) #(0)

donde, en x, hemos usado la regla de la cadena.
En otras palabras, la matriz de df, en las bases canénicas de R" y R™ es simplemente la

matriz Jacobiana de f en p.

Ejercicio 6.5.4. Probar que, con las definiciones anteriores, df, : T,M — T}, N es una apli-

cacion lineal.

Ejercicio 6.5.5. Sean M una variedad suave y p € M. Mostrar que si (U, ) es una carta local

alrededor de p, los elementos dz;|, de Ty M son el diferencial de las funciones coordenadas ;.
Teorema 6.5.6 (Regla de la cadena). Sean f : M — N, g : N — P suaves. Entonces, dado
pEeM,

d(go f)p = dgsp) © dfp.

Demostracién. Dada [v] € T, M,

d(go flp(]) =[(go f)enl=lge (f o) =dgsm(lf o) = (dgsw) o dfp)(V])-

6.6 Fibrados tangente y cotangente

Es natural que se quiera distinguir sobre qué punto se considera el diferencial y por eso
resulta util tener un objeto que relina a los espacios tangentes a una variedad suave pero donde
estén distinguidos segun en qué punto estan apoyados. Esto ultimo es lo que motiva no usar la

union de todos los T, M, sino su union disjunta.

Definicion 6.6.1. El fibrado tangente de una variedad suave sobre M es el conjunto formado por
la unién disjunta de todos los espacios tangentes a M. Explicitamente,
TM = | ({p} x T,M).
peEM

Se define la proyeccion tangente tay : TM — M como 7 (vp) = p.
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Veamos coémo la estructura de variedad n-dimensional suave sobre A induce una estructura
de variedad suave de dimension 2n sobre el fibrado tangente T'M.

Sea A = {(Ua,¢u)}aca un atlas sobre M. Sitenemos una carta (U, ) de A, definimos
U:=UxR"y¢:U — @) c TM, dada por

@<Qa1}17 .. '71}%) = (p7 vp)7

donde p = ¢(q) Y vp := dpg(v1,...,v,), €s decir,

= 0
Up = Zvi@ p.

i=1

En otras palabras, a partir de una carta (U, ¢) sobre M definimos naturalmente una carta

asociada (U, ¢) sobre T'M.

Proposiciéon 6.6.2. Si M es una variedad suave de dimension n, entonces el fibrado tangente

T M es una variedad suave de dimension 2n y 7, : TM — M es una funcion suave.

Demostracion. Como M es una variedad suave, admite un atlas {(U,, ¥4)}aca Y todo punto
p € M tiene una carta local (U, ) tal que p € o(U) y

ol

es una base de T,,M. Luego, es claro que nuestra familia {(Uy, $)}aca cubre a todo TM.

0

7...’7
» o0z,

Lainyectividad de @, : U, — V,,, donde V,, := @, (U, ), es clara a partir de la inyectividad de
vq Y de que vy, ..., v, son las coordenadas de un vector en la base asociada a la carta (Uy, ¢.)-
Veamos, por Ultimo, que el cambio de coordenadas es suave. Sean (Uy, $a) Y (Us, 95) tales

que V,, N V3 # @. Entonces, dado (¢, v1, . ..,v,) € 55[;1(17@ NVs),

Gap (01, 0n) = &5 (P5(g, 01, -, vn)) = @5 (05(0), dps (v, - -, vn))
= (va ' o 9p(q),dpg " o dpp(vi, ... vn))
= (Pap(q), dpap(vy, ..., vn)).
Como ¢, es suave porque M es una variedad suave, dy,p también lo es y ¢,z €s suave.
Por lo tanto, T'M es una variedad suave de dimension 2n.

Para ver la suavidad de 7, : TM — M alcanza con notar que si (U, ) y (U, %) son cartas

locales en M y T M, respectivamente, dado (¢, v1,...,v,) € U,
(¢~ om0 @)(g, 1, 0n) = (9~ oTar)(pvp) = 0 (D) = ¢
Por lo tanto, la representacion de 7,; es suave y también lo es 7. &

Definiciéon 6.6.3. Dada f : M — N una funcién suave, definimos su levantamiento tangente

Tf:TM — TN como
Tf(p,vp) := (f(p), dfp(vp))-
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Observacioén 6.6.4. Si consideramos las proyecciones tangentes, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

™™ —" 7N

Observacion 6.6.5.

1. Sif: M — Nyg: N — P sonfunciones suaves entre variedades, entonces T'(go f) =
TgoTf.

2. Si U es un subconjunto abierto de un espacio vectorial V', entonces TU ~ U x V.

Uno puede pensar en una asignacion 7' que actla en objetos M — T'M y en flechas

Tf

(M L5 Ny = (7 2L TN,

Con esto en mente, la regla de la cadena nos dice simplemente que esa asignacion define
un funtor covariante, llamado funtor tangente.
Como antes, podemos considerar el dual del espacio tangente en cada punto de la variedad

y hacer la misma construccién que hicimos para definir fibrado tangente.

Definicion 6.6.6. El fibrado cotangente de M es el conjunto formado por la unién disjunta de los
espacios duales de T}, M
T°M = | {p} x Ty M.

peEM

Se define la proyeccion cotangente my - T*M — M como mas(p, 6,) == p.

Proposicién 6.6.7. Si M es una variedad suave dimensién n, entonces el fibrado cotangente

T*M es una variedad suave de dimension 2n y m; : T*M — M es una funcién suave.

Ejercicio 6.6.8. Probar la Proposicién 6.6.7.

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:
Ejercicio 6.2.9. Probar que el espacio proyectivo real RP" es una variedad suave de dimension
n.
Ejercicio 6.2.10. Probar que las cartas globales (R, id) y (R, z%) no son equivalentes.
Ejercicio 6.2.11. Sean M una variedad suave de dimensién ny U C M un subconjunto abierto.
Probar que U es una variedad suave en si misma de dimension n.
Ejercicio 6.2.12. Probar que el grafico de una funcién suave es una variedad suave.
Ejercicio 6.3.5. (Proposicién 6.3.4)Si f : M — Ny g: N — P son dos funciones suaves

entre variedades suaves, entonces g o f : M — P es una funcion suave.
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Ejercicio 6.5.4. Probar que df, : T, M — T,y N es una aplicacion lineal.

Ejercicio 6.5.5. Sean M una variedad suave y p € M. Mostrar que si (U, ¢) es una carta local
alrededor de p, los elementos dz;|, de T, M son el diferencial de las funciones coordenadas z;.

Ejercicio 6.6.8. (Proposiciéon 6.6.7) Probar que si M es una variedad suave dimensién n, en-
tonces el fibrado cotangente T* M es una variedad suave de dimension 2ny 7y : T*M — M

es una funcion suave.

Otros ejercicios:

Ejercicio 6.6.9. Un grupo de Lie? es una variedad suave G junto con una estructura de grupo de

modo que la multiplicacion i : G x G — G es una aplicacion suave.

(@) Mostrar que las traslaciones a izquierda y a derecha L, y R,, dadas por L,(h) = ghy

Ry (h) = hg, respectivamente, son difeomorfismos.

(b) Mostrar que la aplicacion diferencial dyu(, ) : ToG x TG — To,G esta dada por
dpi(ap) (Va, wp) = d(Rp)a(va) + d(La)p(ws)

donde (v,,wp) € T,G x T,G.

2S. Lie (1842-1899), matematico noruego.



Capitulo 7

Formas diferenciales

En este capitulo recordamos nociones basicas del algebra tensorial en espacios vectoriales
para definir y estudiar algunas de las propiedades de las formas diferenciales sobre variedades.

Para ello, seguiremos fielmente el Capitulo 7 de [Spi99].

7.1 Tensores

Comenzamos trabajando sobre espacios vectoriales, definiendo un objeto que permite cap-
turar, en algun sentido, una idea de volumen. Pensando, por ejemplo, en el plano, dos vectores
definen un paralelogramo. Luego, podriamos pensar en una funcién que tome dos vectores y
devuelva el area del paralelogramo que generan. ¢ Qué deberia cumplir esta funcién? Si dividi-
mos a un paralelogramo en dos mas pequefos deberiamos poder calcular el area del grande
sumando las dos areas, es decir, nuestra funcién deberia ser bilineal. Por otro lado, si tomamos
dos vectores que son linealmente dependientes, el paralelogramo en cuestién degenera en un
segmento de recta, por lo que la funcién deberia valer cero. Esto ultimo dice que nuestra funcion
debe ser “alternada”. Juntar todas estas reflexiones nos lleva a lo que definiremos en breve como

una 2-forma.

Definiciéon 7.1.1. Si V4,...,V,, son espacios vectoriales, una funcion 7" : V; x ... x V,, — R se

dice multilineal si

V> T(V1, .0 Vk—1, Uy Ukt1s- -+, Umn)
es lineal para cualquier eleccidon de vy, ..., Vk_1,Vk41,- -, Um-
Es claro que el conjunto de todos esos T' es un espacio vectorial. SiV;, =... =V, =V,

denotamos por 7™ (V') a ese espacio vectorial.

Definimos 7}%(V) como el conjunto de las funciones (k + [)-lineales

T:V¥x.. xV*xVx...xV—R.

l veces k veces

Los elementos T € T}*(V) se llaman (})-tensores o tensores de tipo (k. 1).
Ejemplo 7.1.2. SeaV =T, M.

137
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1. Un tensor de tipo (‘1)) es una aplicacion lineal sobre (7,,M)*, es decir, T' € (T, M)*. En

otras palabras, es un vector tangente.

2. Untensor detipo ((1)) es una aplicacion lineal sobre T, M. Es lo que llamaremos una 1-forma

sobre T, M.

Definicién 7.1.3. Sean T € T}*(V)y S € T}¥ (V). Definimos el producto tensorial de T'y S como

el tensor T'® S € T4¥' (V) dado por

(T®S)(W1>---7wl+l’7x1>---7$k+k’) = T(wh...,wl,ml,...,xk)S(le,...,ler,x;Hl,...,kark/).

Definicion 7.1.4. Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre R. Un elemento 7' € T*(V)

se dice alternado si
T(vi,...,0i,...,05,...,05) =0 siempre que v; =wv,; (i # j).
Denotamos Q* (V) al conjunto de k-tensores alternados sobre V..

Observacion 7.1.5. T es alternado si y solo si 7' es antisimétrico’. En efecto, si T es alternado,

entonces para cualesquiera vy, . .., v,

0=T(v1,...,0i +Vj,...,0 +Vj,...,0k)
=T(v1,.. iy, Viyee o, U) F T(V1, 00, Uiy o, Voo, UE)
+T(v1,. 0,05,y Uy ey ) T (01,000,000, )
=0+T(v1,.. .,V U5, 0) + T(v1, 00,05, 0,05, 0g) +0

Luego, T'(v1,...,0i;...,0j,...,05) = —T(v1,...,v5,...,v;,...,v;). La otra implicaciéon es

obvia.

Notemos que Q! (V) = TH(V) = V*, por lo que Q! (V) tiene dimensién n. Por otro lado, se
define Q0(V) = T°(V) := R.

Observacién 7.1.6. Recordemos que en R? el determinante de una matriz de 2 x 2 coincide con
el area (salvo tal vez el signo) del paralelogramo generado por las columnas de la matriz. Es
decir, dado un paralelogramo con vértices en (0,0), (a,c), (a+ ¢, b+ d) y (b,d), su area (signada)

esta dada por
a b

c d

det

Otra manera de pensarlo es que tenemos una funcion det que toma dos vectores de R? y
devuelve el area signada del paralelogramo que generan. Pero por propiedades de los determi-

nantes, det : R? x R? — R resulta ser bilineal y alternada, de modo que es un 2-tensor alternado.

Ejemplo 7.1.7. Sea V' := R". La funcién determinante det : R” x ... x R® — R, que toma n
vectores y devuelve el determinante de la matriz que los tiene como columnas es una aplicacion

multilineal y alternada. Es decir, es un n-tensor alternado sobre R™.

"Recordemos que T es antisimétrico si para cualesquiera vi,...,v; € V se tiene que

T(vi,.. 05y, gy Ug) = =T(01, 0,0, 000, Uy e, V).
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Sea S, el grupo simétrico de k letras, es decir, el conjunto de todas las permutaciones de
{1,...,k}. Sioc e Sy y (v1,...,v;) €s una k-upla, definimos
o (V1,000 0) = (Vo(1), -5 Vo(k))-
Si tomamos p € Sy, entonces basta con hacer la cuenta para ver que
o-(p-(v1,...,0)) = (po) - (v1,...,0k). (7.1)

Dado un tensor T' € T%(V), hay una manera de hacerlo alternado definiendo

AltT := o ngn )T oo),

TgESy,
donde sgn(o) es el signo de la permutacion o.

Explicitamente, dados vq,...,v, € V,

1
AT (vr,... v5) = o > 8gn(0)T (Vo (1) - - Va(r))- (7.2)

" oESy
El siguiente resultado dice que ese operador hace lo que queremos: a los tensores no alter-

nados los convierte en tensores alternados y a los que ya eran alternados no los cambia.
Proposicion 7.1.8. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n.

1. SiT € T*(V), entonces At T € QF(V).
2. Siw € QF(V), entonces Altw = w.

3. SiT € T*(V), entonces Alt(AItT) = Alt T

Demostracion.
1. Sea (i j) la permutacién que intercambia i y j y deja todos los demas numeros fijos. Si

o € S, definamos ¢’ = o - (i 7). Entonces,

ART (V1,0 05,y U %l Z sgn(o vg(1 ,vg(j),...,vg(i),...,va(k))
o€S
1
= y Z Sgn(U)T(UUI(l)a ce ey Ugl(3) e o3 Vgl (G e - - 7/Uo-/(k))
oESy
1
- E Z - Sgn(o—/)T(va’/(l), e 7UO"(/€))
o’ €Sy,
== _A|tT(U17 P ,’Uk),
2. Siw e QF(V)yo=(ij), entonces w(vy(1), - .., Vp(k)) = SgN(0)w(v1, .. .,v). Como toda

o es un producto de permutaciones de la forma (i j), esta ecuacién vale para toda o. Asi,

1
Altw(vy,...,vg) = ] Z SgN(0)w(Vp(1)s - - - » Vo(k))

T oEeSk

'ngn o) sgn(o)w(vy, . .., vg)

’ oESE

1
o Elw(vy, ..., vg)

[1*

= w(vy,...,vg),
donde en x hemos usado que el orden del grupo simétrico Sy es k!.

3. Es trivial a partirde 1y 2. &
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Si se tiene una transformacion lineal f : V. — W y una k-forma w € QF(W), es posible

construir una k-forma sobre V' de la siguiente manera.

Definicién 7.1.9. El pullback de w por f es la k-forma f*w € Q%(V) definida como

(frw)(vr, ..., 08) = w(f(v1),..., f(vr)),
para vy,...,vx € V.
Definicion 7.1.10. Dados w € Q%(V) y n € Q/(V), definimos el producto exterior de w y n como
el elemento w A n € Q¥+ (V) dado por

(k+1)!

WA=

Alt(w ®n).

Ejemplo 7.1.11. Sean V := R?, {e1,e2} su base canonica y {¢*, ¢*} su base dual.

Calculemos ¢! A ¢2. Dados
v1 = aey + bea, vy = cej + dea,

tenemos que

(&' A ¢*)(v1,v2) = (¢' ® ¢*)(v1,v2) — (¢" ® ¢%)(v2, 1)
= ¢' (v1)8% (v2) — ¢ (v2)$*(v1)
= ad — be.

Notar que a la hora de calcular el producto exterior, el 2! de la definicion se cancela con el
que aparece dividiendo en la definicién del operador Alt. Ademas, el grupo simétrico S, tiene solo
dos elementos: la identidad (de signo par) y una trasposiciéon (de signo impar), por lo que solo

aparecen dos términos en la cuenta.

El coeficiente no es esencial, pero su rol se entendera mejor con un ejemplo posterior. Por

el momento, notemos que el producto exterior cumple algunas propiedades:

Proposicién 7.1.12. Sean w,w;,ws € QF(V), n,m1,m2 € Q(V),a € Ry f : W — V una

transformacién lineal. Entonces,

1. A es bilineal:

(wi+w)An=wi An+wyAn,
WA (M +1m2) =wAn +wAns,
aw An=wAan=alwAn).

2. frwhin)=frwh fr.

Ejercicio 7.1.13. Probar la Proposicion 7.1.12.
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Lema 7.1.14.
1. SiSeTk(V), TeT{(V)yAltS =0, entonces

Alt(S ® T) = A(T @ S) = 0.

2. Alt(Alt(w @ n) ®0) = Altlw ® n ® ) = Alt(w @ Alt(n @ 0)).

Demostracion.

1. Por definicion,

(k+DVAS @ T)(v1,...,v6) = Y sgn(o)(S@T)(o - (v1,. .., k41))

0ESK+1
= Z Sgn(U)S(UU(l), - 7va(k)>T(Ua(k+1)7 Ce ava(k-i-l))'
0ESK41
Sea G C Si4; el conjunto de permutaciones que dejan fijos a los elementos £+ 1,...,k + (.

Entonces,

Z sgN(0)S(Vo(1)s - - - > Vo (k)T (Vo (kg 1)s - -+ » Vo ket 1))
oeG

= <Z Sgn(U/)S(v(,/(l),...,UU/(k))> T(U/c+17--~,'Uk+l)

o’ €Sy

=0.

Si o ¢ G, consideramos ahora el conjunto 0oG := {og0’ | ¢’ € G}. Luego,
3" san(@)(S @ T)(o - (v, 0441)) = sgn(00) Y sG(0")(S @ T)(0" - (0 (v, -, vks1)))-
oc€ooG o’'eG

Ahora bien, o - (v1,...,v+1) €s simplemente otro conjunto de k + [ vectores y acabamos

de ver que sumar sobre las permutaciones de G daba cero, por lo que

> sgn(e)(S@T)(o - (v1,...,vk41)) = 0.

o€ooG

Notar que G y oG son disjuntos y uno podria seguir de la misma manera construyendo una
particién del grupo Sy4; e ir sumando en cada subconjunto (donde ya vimos que la cuenta da
cero). Como el grupo tiene orden finito, el proceso termina al cabo de finitos pasos y concluimos
que Alt(S ® T') = 0. Analogamente, Alt(T'® S) = 0.

2. Observemos que
Alt(Alt(n ® 8) —n ® 0) = Alt(n ® ) — Alt(n ® 0) = 0.
Luego, por 1,
0=Atlw® Alt(n®0) —n®0]) =Atlw e Alt(n®0)) — Altlw @ n ® 6).

Analogamente, Alt(Alt(w ® n) ® ) = Alt(w @ n ® 6). &
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Teorema 7.1.15. Siw € Q¥(V), n € Q4(V) y § € Q™(V), entonces

(k+14n)!

(wWANAd=wA(nAB) =
En otras palabras, el producto exterior es asociativo y podemos escribir w A n A 6.

Demostracion. Haciendo la cuenta,

(wWAN)AO = WAIt((w/\n)@@)
_ (fkilz?! Z!! (’fkflf)! Alt(Alt(w & 1) © 6)
emaztrs (LELE 0! aat(o o 0 0))
= W Altlw ®@n® 0).
La otra igualdad es analoga. L

Notar que por 2, el producto exterior seguiria siendo asociativo aun si le sacamos el factor
raro en la definicion. Por otro lado, el factor 1/k! en la definicion de Alt es fundamental, porque
sin él no tendriamos que Alt(AItT) = AltT.

En todo caso, hay una explicacion para ese factor que desarrollamos en la siguiente gener-

alizacion del Ejemplo 7.1.11.

Ejemplo 7.1.16. Sean {e;,...,e,} una base de V y {¢1,...,¢,} su base dual. Consideremos

vectores v1,...,vr € V con coordenadas
n
v; = Z a; e;.
j=1

Aplicando el teorema anterior reiteradas veces,

|
%Alt(% 9 ... © ),

P1LA ...\ P =
de modo que,

oS IANRIAN ¢n(“17 R ,’Uk) = k'% Z Sgn(d)(d)l X...Q0 ¢k)(’l)g(1), e 7Ua(k))

T oES,
— Z sgn(o) M ... aZ™
oESy,
= det(vl, S ,Uk.).

Asi, vemos que el producto exterior de los elementos de la base dual coincide con la funcién

determinante.

Teorema 7.1.17. Elconjunto {¢;, A ... A¢;, | 1 <1y < ... < i <n}esunabasedeQF (V). Luego,

(1) = mo

QOF(V) tiene dimension
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Demostracion. Sitomamos w € QF(V) c T*(V), entonces es de la forma
W= Z iy, in iy @ -0 D Py
D1y lk

para coeficientes a;, € R.

Luego,
1
w = Alt(w) = ' Z aih“__yik Alt((ﬁ“ ®R...R0 (;SZ,C) = E ' Z ai17.__7ikgbi1 VANPAN (blk
V1yeeeslie 11 Gk

Notando que a,(;,),....0(i,) = SAN(0)Giy,...ix ¥ Po(in) N - N Go(iy) = SAN(T)Di; Ao A @iy,
podemos reordenar los indices de manera creciente y escribir

1
w = E Z ail’,,,yikqbil /\~-~/\¢ik-

T <. <ip

Asi, los elementos ¢;, A ... A ¢;,, i1 < ... < i, generan a QF(V).

Nos queda ver que son linealmente independientes. Para eso, observemos que si

0= Z @ir,oigPin N o N\ Py

11 <...<tg

entonces aplicando ambos lados a (v;,, ..., v;, ) tenemos que a;, .. ;, = 0. &

7.2 Formas diferenciales

Ahora vamos a extender las definiciones anteriores para presentar la nocion de forma dife-

rencial sobre una variedad.

Definicion 7.2.1. Una k-forma diferencial sobre una variedad suave M es una asignacion “suave”
de un elemento de Q*(7, M) para cada p € M, donde “suave” significa que en una carta (U, ),
y por lo tanto en todas,

w= Z Wiy, T A Lo A dxg,

11<... <1k

con w;, .. ;. : M — R suave. Denotamos Q% (M) al conjunto de k-formas diferenciales sobre M.

Observacion 7.2.2. Las 1-formas son objetos duales, en algun sentido, a los campos vectoriales:
una 1-forma es una asginacion suave de un covector en cada punto de la variedad, es decir, en
lugar de asignarle a cada punto un elemento del espacio tangente, le asignamos un elemento del
dual. Asi, una 1-forma en cada punto de la variedad es una aplicacion lineal que toma un vector
tangente y devuelve un numero real. Las 2-formas son objetos similares: en cada punto de la
variedad tenemos ahora una aplicacion bilineal antisimétrica que toma dos vectores tangentes en
el punto y devuelve un niumero real. Siguiendo con esa ldgica, una k-forma en cada punto de la
variedad es una aplicacién multilineal que toma k-vectores tangentes en el punto y devuelve un
ndmero real.

La parte de “diferencial” en el nombre hace referencia a que esa asignacion de una k-forma

en cada punto de la variedad se hace de manera suave.
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Por ultimo, recordando la relacion entre los determinantes y las areas de paralelogramos,
podemos pensar que una k-forma diferencial toma k-vectores tangentes y devuelve una suerte

de volumen (signado) del paralelepipedo generado por ellos.

Definicion 7.2.3. Si f : M — N es una funcion suave entre variedades y w es una k-forma
diferencial sobre N, se define el pullback de w por f como la k-forma diferencial sobre M dada

por

(f*w)(p)(vh s ’Uk) = w(f(p))(de)(Ul)’ ) dfp(’l]k)),

donde vy,...,v; € T, M.

Observacion 7.2.4. Las siguientes propiedades de las k-formas diferenciales se deducen apli-
cando punto a punto la Proposicion 7.1.12. Siw, wy,ws € Q¥ (M), n,m1,m2 € Q (M) ya: M — R,

entonces
1. (Wi +w) An=wi An+wsAn
2. wA(m+m)=wAn +wAne
3. awAn=wAhan=alwAn)
4. wAnp=(-1)FpAw

5. Si f : M — N es una funcion suave entre variedades suaves, entonces f*(w A7) =
frw A f.

Ejercicio 7.2.5. Sean f : M — Ny g: N — S funciones suaves entre variedades suaves.

Mostrar que si w € Q¥(S5), entonces (g o f)*w = f*(g*w). Es decir, (go f)* = f* o g*.

Ejercicio 7.2.6. Sea f : M — N una funcion suave entre variedades de dimension n. Sean
(U,¢)y (U, ) cartas locales en M y N cuyas funciones coordenadas son 1,...,Z, € Y1, ..., Yn,

respectivamente. Mostrar que si a € C*(¢(V')), entonces en o(U) N f~1(¢(T)) se tiene que
fladyy A...Ndyy) = (ao f)det(df) dey A ... Adxy,.

Terminamos esta seccidn observando que si (U, ) es un entorno coordenado, entonces los
dz;|, := dx;(p) son una base de T,y M, por lo que los dx;, [, A ... Adzi,|p, i1 < ... < i, forman

una base de Q*(T},M). Asi, toda k-forma diferencial w puede escribirse de manera tinica como

w = Z wil,_“’ikdzh VAN dfﬂqk

11 <...<tg

Si simplificamos la notacion reemplazando dz;, A ... A dz;, por dzy, para el multi-indice

I = (i1,...,ix), tenemos que

w = E wIdLL‘].
I
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7.3 Derivacion exterior de formas

Recordemos que habiamos dicho que Q°(V) era otro nombre para R. Si pensamos que una
0-forma sobre una variedad M deberia asignarle a cada punto de M una 0-forma sobre T,,M, es
decir, un elemento de Q°(7,M) ~ R, es razonable definir una 0-forma en M como una funcion
suave f: M — Ry f Aw simplemente como fw.

Asi, para cada 0-forma f tenemos asociada la 1-forma df (que se definia como df (v) := v(f)),

que en un entorno coordenado (U, ) esta dada por
n
-3 gt
— Q7
Si w es una k-forma escrita en ese entorno coordenado como

w= E wrdxy,
J;

entonces cada dw; es una 1-forma. Luego, podemos definir una (k 4+ 1)-forma dw como

dw = ZdCU] Ndry = Z Z aw[d:l:(y Ndzy.
I

Ial

Definicion 7.3.1. La (k + 1)-forma dw es llamada diferencial exterior de w.

Ahora analizamos algunas propiedades que son necesarias para probar que la definicion

anterior no depende del entorno coordenado.

Proposicion 7.3.2. Sean w, wy y w, formas diferenciales sobre una variedad suave M. Entonces,

1. d(w1 + LUQ) = dw1 + dLLJQ.
2. Siw; es una k-forma, entonces

d(wl VAN (UQ) = dwi Nwag + (—1)kw1 A dws.

3. d(dw) = 0, es decir, d*> = 0.

Demostracion.
1. Es claro a partir de la linealidad de la derivada de funciones reales y del producto exterior.
2. Por 1, alcanza con considerar solamente w, = fdz; Yy wo = gdx ;. En tal caso, wy A wy =

fgdryANdzyy

d(wi Awso) =d(fg) Ndxy Ndxy
=gdf Ndey Ndxy+ fdgANdxp ANdzy
=df Ndxp Agdry+ (—1)Ff dep Adg Adxy

= dwy A wy + (—1)Fwi A dws.
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3. Alcanza con considerar k-formas de la forma w = fdx;. Entonces,

Luego,

n n 82f

d(dw) =Y (Z Soioga dre A dza N dr

B=1
a

Pero por el Teorema de Clairaut (la f es suave), las derivadas segundas cruzadas coinciden

y los términos

0% f 0% f
FICE deg Ndxo Ndzyr Y 920028

se van cancelando. &

dro Ndxg ANdxp

Lo interesante es que estas propiedades caracterizan a d en U.

Proposicion 7.3.3. Supongamos que una aplicacion d' : QF(U) — Qk*+1(U) satisface:

1. d'(w +ws) = dwy + dws
2. d'(w Aws) = d'wy Awy + (—1)Fwy Ad'ws
3. ddf)=0
4. d'f = df para toda funcién suave f : U — R.
Entonces, d =denU.
Demostracion. Es claro que alcanza con ver que d'w = dw cuando w = fdx;. Por 2y 4,

d/(fdl'[) = d/f ANdxr+ f A dl(d(E[)

=df Ndxr+ f A (dxy)
Asi, alcanza con ver que d'(dx;) = 0, donde por 4,
dry =dx;, A...Ndzy, =d'zy Ao ANd g,
Lo hacemos por induccion en k. Asumiendo que vale para k — 1,
d'(dzy) =d (d'ziy, N...Nd'zy,)
2 d(dzi) Az, Ao Adzg, —day, Ad (dziy A Adz,) = 0.

N—_——
=0, por 3 =0, por hipétesis inductiva

&
Corolario 7.3.4. Existe un tunico operador d : Q* (M) — QF+1(M), para todo k, que satisface
1. d(w1 + LUQ) = dwy + dws

2. d(wl AN OJQ) = dwl N wo + (—1)’%.)1 A\ do.)g
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3. d?>=0
y que coincide que con el diferencial usual en el caso de funciones.

Demostracion. Para cada entorno coordenado (U, ¢) tenemos un Unico dy definido. Dados una

forma w y un punto p € M, tomamos un U tal que p € U y definimos dw(p) = dy (w|v)(p)- &
Terminamos este capitulo con otra propiedad importante que cumple el operador d.
Proposicion 7.3.5. Si f : M — N es suave y w es una k-forma en N, entonces
F(dw) = d(fw).

Demostracion. Seap € M ytomemos un sistema coordenado (U, ¢) alrededor de f(p). Podemos

asumir que

w=gdzr; N...Ndz;,.

Hagamos induccién en k. El caso k& = 0 se deduce de mirar con cuidado algunas definiciones:

dado X € T,,M, omitiendo el punto de la variedad,

[ (dg)(X) = dg(df (X)) = [df (X)](9) = X(g o f) = d(g o f)(X),

donde recordemos que f*g se interpreta como go f. Supongamos que la férmula vale para k — 1.

Entonces,
d(f*w) =d(f*(gdxiy A ... Ndxiy,_ ) A frdxy,)
Y d(f (gdai, A ... Ndas, ) A frdag, +0
Al frd(gdzi, N ... Ndxg, ) A frda,
= f*(dg Ndxiy Ao  ANdxg,,_ ) A frda,
= f*(dg Ndxiy A... Ndxg,_, A frdxy,)
= f*(dw),
donde (%) vale porque df*dx;, = dd(x;, o f) = 0. &

Definicion 7.3.6. Sea w una forma diferencial.
* w es cerrada si dw = 0.
* w es exacta si w = dn, para alguna otra forma .

Observacion 7.3.7. Toda forma exacta es cerrada, pues d? = 0, pero la reciproca no tiene por qué
ser cierta: una forma cerrada no tiene por qué ser exacta. De hecho, cuanto falla la reciproca esta
relacionado con propiedades topolégicas de la variedad capturadas por la llamada cohomologia

de de Rham. Mas detalles sobre esto pueden hallarse, por ejemplo, en el Capitulo 10 de [Lee09].

Terminemos esta seccidén con un ejemplo de suma importancia en Mecanica.
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Ejemplo 7.3.8. Consideremos el fibrado cotangente 7#(@Q de una variedad suave . Podemos

definir una 1-forma 6, sobre T*Q de la siguiente manera: dados o, € T*Q Y vy, € To, TQ,

0q(ag)(va,) == g (d(wQ)aq (vaq)) .
T;,T*Q T,Q

Es claro que es suave y que (o) es lineal (porque la aplicacion tangente d(mq )., lo es),
de modo que, efectivamente, define una 1-forma diferencial sobre 7*(Q).

Notemos que en la definicién no hicimos ninguna referencia a un entorno coordenado, por lo
que se dice que la definicion es intrinseca y, de hecho, la 1-forma 6 se llama 1-forma canodnica
de T*Q.

Veamos qué aspecto tiene en coordenadas locales (¢',...,¢", p1,...,p,) de T*Q cons-
truidas a partir de coordenadas locales (¢*, . .., q") de Q.

Sea o, € T*Q dado, en coordenadas locales, por
g = ay dg'|, + ...+ a, dg"|,
y tomemos v, € T, T*Q dado, en la base del espacio tangente asociada, por

0
+ .ot

2
g Opn,

0 0
Vg 1= 0 + .ot
0 OM

2
! 94 |, aq"

Dado que

0 0
d(7Q)ay (Vay) = V' o | 4o+ 0" o
(MQ)a, (Va,) = " q—i— + v g

)

q
tenemos que

+ .+
q

)

n 0
0o () (va,) = (a1 dq1|q +...+a,dq |q) (”1&11 oq

=at 4+ ...+ a,o".
Por lo tanto,

Og = Zpi dq'.
i=1

Ejemplo 7.3.9. Sea 6 la 1-forma canodnica del fibrado cotangente T*(Q). También es de gran
interés en Mecanica la 2-forma que se obtiene a partir de ella tomando diferencial exterior y cam-
biando de signo, es decir, la 2-forma wq := —dfq, llamada, naturalmente, 2-forma canodnica de
T*Q.

Para ver qué aspecto tiene, calculemos en coordenadas:

wg = —dlg = —d (ipl dqi> = —idpi Adq' = idqi A dp;.
i=1 i=1

i=1

Ejercicios

Ejercicios ya propuestos:
Ejercicio 7.1.13. (Proposicion 7.1.12) Sean w,wi,ws € QF(V), n,n1,m2 € Q(V),a € Ry f :

W — V una transformacion lineal. Entonces,
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(a) A es bilineal:
(wi+wi)An=wi An+wsAn,
WA (M +1m2) =wAn +wAng,

aw An=wAan=alwAn).
(0) fH(wAn) = frwnfm.

Ejercicio 7.2.5. Sean f : M — Ny g: N — S funciones suaves entre variedades suaves.
Mostrar que si w € QF(S), entonces (go f)*w = f*(g*w). Es decir, (go f)* = f* o g*.

Ejercicio 7.2.6. Sea f : M — N una funcién suave entre variedades de dimension n. Sean
(U,¢) y (U, ) son cartas locales en M y N cuyas funciones coordenadas son zi,...,z,
Y1,--.,Yn, respectivamente. Mostrar que si a € C>°(¢(V)), entonces en o(U) N f~1(¢(U)) se
tiene que

ffladyy A...Ndyy) = (ao f)det(df) dey A ... Adxy.

Otros ejercicios:

Ejercicio 7.3.10. Seaw = 2z dz Ady+y? dy Adz. Seanp = (1,1,1),v1 = (1,0,2) y vo = (1,1, 1).

Calcular w(p)(v1, v2).

Ejercicio 7.3.11. Consideremos w € Q!(R?) dada por w = y dr y f : R?> — R definida como
f(z,y) =e®y® +e¥=2. Sean p = (0,2), v = (1,1) y w = (-1, 3). Calcular (df Aw)(p)(v,w).

Ejercicio 7.3.12. Sean w',...,w" covectores en un espacio vectorial de dimension n. Probar

que son linealmente dependientes siy solo si w! A ... Aw™ = 0.

Ejercicio 7.3.13. Sea M una variedad suave de dimension n. Para cada k, definamos

ZE(M) = ker{d:QF(M) — Q*1(M)}

B*(M)

im{d: Q"1 (M) — Q~(M)}.

Se define el k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham? como el cociente

ZM(M)
HY(M) = :
Mostrar que
R sik=0
HY(R) ~
0 sik>0.

2G. de Rham (1903-1990), matematico suizo.






Capitulo 8

Integracion en variedades

En este ultimo capitulo vamos a estudiar el Teorema de Stokes en variedades, un resultado
que generaliza los teoremas de integracion clasicos para funciones de varias variables. Para

esto, primero tratamos someramente el tema de integracion en variedades.

Seguiremos a lo largo de las siguientes paginas las exposiciones de [Lee12] y [Lee09].

8.1 Variedades con borde

En esta seccion se extiende la definicién de variedades a la nocién de variedades con borde,
un concepto que es fundamental para presentar la definicion de integracién sobre variedades.
Basicamente, se va a considerar que este tipo de espacios tienen entornos que estan identificados
0 bien con subconjuntos abiertos de R™ o bien con subconjuntos abiertos del espacio H" C R",

definido como

H" := {(u1,...,upn) : uy, > 0}.

Para n > 0 el interior y el borde de H™ estan determinados, respectivamente, por

int H" = {(u1,...,upn) | up > 0}
OH"™ = {(uq1,...,uy) : u, = 0}.

Paran =0, H° = R = {0} y entonces int H* = R? y 9H" = o.

Definicién 8.1.1. Una variedad suave con borde de dimension n es un conjunto M con una familia
de funciones ¢, : U, — M, siendo U, un subconjunto abierto relativo en H", que satisfacen las

condiciones de la Definicion 6.2.1.

151
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M

Figura 8.1: Una variedad con borde M y dos puntos en ella: uno interior (p, con un entorno coordenado en cyan) y uno

frontera (p, con un entorno coordenado en violeta).

Un punto interior de M es un p € M que a través de una carta se corresponde con un
g € int H™. Un punto frontera de M es un p € M que a través de una carta se corresponde con
un ¢ € OH". El conjunto de todos los puntos frontera de M es llamado borde de M y denotado
por OM.

Observacion 8.1.2. Sea M una variedad con borde de dimension n.

1. La condicién de ser un punto interior es independiente de la carta y los puntos interiores

de una variedad M forman una variedad suave de dimensién n.

2. La condicién de ser un punto frontera también es independiente de la carta.

Proposicion 8.1.3. Sea M una variedad suave con borde de dimensiéon n. Entonces, OM es una

variedad suave de dimensién n — 1.

Demostracion. Sea p € M y consideremos una parametrizacion local ¢ : U — M alrededor

de p. Entonces, ¢~1(p) = ¢ = (u1,...,u,_1,0) € U. Definamos
U:=UnNoH" C OH" ~ R 1.

Luego, podemos pensar que U c R"! y definiendo ¢ := ¢|;7, tenemos una carta (U, )
alrededor de p. Asi, una estructura suave {(U,, ¢o)}taca de M da lugar a una estructura suave
{(ﬁa7¢a)}a6A de OM. *

Una nocidén que necesitaremos para enunciar el teorema es la de orientabilidad de va-
riedades. Tal como mencionamos en el Capitulo 2 al hablar de superficies, no podemos trasladar
la idea de campo normal a este contexto mas general, pero si la version con entornos coordena-

dos.
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Definicién 8.1.4. Una variedad suave M (con o sin borde) es orientable si es posible cubrirla con
una familia de cartas locales de modo tal que si p € M pertenece a dos entornos coordenados
de esta familia, entonces el cambio de coordenadas tiene Jacobiano positivo en p.

En tal caso, se dice que esta familia es la eleccién de una orientacion en M.

Proposicion 8.1.5. Sea M una variedad suave con borde de dimensién n. Si M esta orientada,

entonces induce una orientacion en OM.

Demostracion. Sea {(Ua, ¢a)taca Una orientacion para M y {(Uy, $a) }aca €l atlas inducido de

OM . Queremos ver que para todo g cuya imagen esté en OM,

det(d(¢5 " © $5)(q)) > 0.
La funcion de cambio de coordenadas ¢.5 := ¢, ' o p3 esta dada por
ub

Gap(uf,. . ul) = WS Wl ul), . u Wl uf)).

Observemos que si ¢ es un punto cuya imagen por las parametrizaciones esta en oM, en-

tonces

y para todo i # n,

ou () = lim wl () (q)y - ul (q) + By . ub(q)) — ul(q)
auf h—0 A
= lim %( ?(Q)7 ,Uf(q)—‘rh’ 7“2—1((]),0)
_h—>0 h
- fILILnOE =0

Luego, la matriz diferencial dy,s(q) es de la forma

ouf ouf
—L 0
o (q) o (9)
deas(a) = | oue_, due_,
n— n— 0
871? (Q) au571 (Q) .
Uu
0 0 8ug (q)

Asi, teniendo en en cuenta la definicion del espacio H” y de su borde, puede verse que u&

es una funcion que, en ¢, es estrictamente creciente en la direccién de 2, por lo que gz;; (q) es

positivo. Luego, observando que

det(dius (q)) = %ﬁm) det(dpas(d)),

como det(dpas(g)) > 0 por hipotesis, tenemos que det(dg.5(q)) > 0. Por lo tanto, la orientacion

de M induce una orientacion en M. &
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8.2 Integracion de formas diferenciales

Hemos visto en la Observacion 5.6.6 que las funciones no parecen tener la naturaleza ade-
cuada para ser integradas sobre superficies (o sobre variedades, en nuestro contexto actual).
Para encontrar el objeto correcto, conviene tal vez pensar desde un punto de vista diferente.
Supongamos que queremos integrar sobre una variedad de dimension n. Para ello, uno podria
cortar la variedad en muchos pedacitos, de modo que cada pedacito sea aproximadamente un
paralelepipedo generado por vectores tangentes vy, . .., v,,. Asi, la contribucién de ese pedacito a
la integral total puede pensarse como una funcion de estos n vectores. En definitiva, uno quisiera
asignarle a cada p € M una funcién f,(v1,...,v,) que tome n vectores tangentes en p como
argumento. Mas aun, uno puede pensar que esta funcion f, debe ser multilineal (porque cortar
la variedad en pedacitos mas pequefios no deberia cambiar el valor de la integral) y alternada
(porque un paralelepipedo degenerado deberia contribuir cero). jPero eso es justamente una
n-forma diferencial!”

En esta seccion se presenta la generalizaciéon de la nocion de integral multiple sobre espacios
Euclideanos a variedades.

Sea M una variedad suave de dimensién n, posiblemente con borde M y supongamos que

M esta orientada, induciendo una orientacién en 0M.
Definicion 8.2.1. El soporte de una forma diferencial a € Q(M), es el conjunto
sop(«a) :=cl{p € M : a(p) # 0}.

Llamamos Q* (M) al conjunto de las k-formas con soporte compacto y 2¥(U) al conjunto de

las k-formas con soporte compacto contenido en U C M.

Consideremos primero una n-forma a en un abierto U C R"™. Si tomamos coordenadas
uq,...,u, en U, podemos escribir « = adu; A ... A du,, para alguna funcién suave a : U — R.

Si « tiene soporte compacto en U, podemos definir
/ a:/ aduy A...Ndu, :z/ a(u) duy . .. duy,
U U U
donde la integral de la derecha es la integral de Riemann o Lebesgue de a.
Lema8.2.2. Si¢: V — U es un difeomorfismo entre abiertos de R™ que preserva la orientacion?

o foe

'Esta motivacion para el uso de formas diferenciales fue tomada de https://math.

y a € Q*(R™), entonces

stackexchange.com/questions/1760778/necessity-of-differential-forms.
2Se dice que un difeomorfimo preserva la orientacion si su diferencial tiene determinante po-

sitivo.


https://math.stackexchange.com/questions/1760778/necessity-of-differential-forms
https://math.stackexchange.com/questions/1760778/necessity-of-differential-forms

8.2. Integracion de formas diferenciales 155

Demostraciéon. Notar que como ¢ preserva la orientacion, detd¢ > 0. Seanuy, ..., u, Y v1, ...,V

las coordenadas estandaren U y V, respectivamente. Usando el teorema del cambio de variables

/a—/ ) dug ... duy,

= / (ao¢)(v)detdp dvy ...dv,
1%

en R”, tenemos que

:./‘on¢)&0detd¢dv1A...Advn
Vv

- /V #a,

donde en x hemos usado el Ejercicio 7.2.6. L

Sea M una variedad de dimensién n sin frontera y tomemos o € Q" (M). Si « tiene soporte
compacto dentro de ¢(U) para alguna carta orientada positivamente (U, ), entonces ¢*« tiene

soporte compacto en U C R"™. Definimos entonces

/ a::/ pra.
o(U) U

El lema anterior nos asegura que la definicion no depende de la carta positivamente orientada
elegida. En efecto, si (U, ¢) es otra carta y « tiene soporte en o(U) N $(U), entonces ¢*« tiene

soporte en o1 (o(U)N@(U)) y ¢*alo tiene en 31 (p(U) N@(U)). Luego, como »~! o & preserva

/¢W=/ Y
U =1 (p(U)NG(D))
o tere
&1 (p(U)NG(0))

~ %

:/ ~(po¢
F=1(o(U)NG(0))

= / Pra.
U

Si M es una variedad orientada con borde y «a tiene soporte compacto dentro de U para

la orientacion,

alguna carta (U, ¢), entonces definimos
[ a=sante) [ e
p(U) U

1 si (U, ) esta orientada positivamente

donde

sgn(yp) :=
—1 si (U, ) no esta orientada positivamente.
Supongamos ahora que « € Q7 (M) tiene soporte compacto pero que no esta contenido en
ningun entorno coordenado. En tal caso, tomamos un atlas {(U;, ;) }scr de M y una particién de

la unidad suave {(U;, p;) }ics subordinada al atlas. Finalmente, consideramos la suma

Z/ fW—E;/%M (8.1)

el el
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Proposiciéon 8.2.3. Enla suma (8.1), solo una cantidad finita de términos son no nulos. Ademas,

la suma es independiente de la eleccién del atlas y de la particién de la unidad.

Demostraciéon. Para cada p € M, existe un abierto O que contiene a p tal que solo finitos p; son
no nulos en O. Como « tiene soporte compacto, solo un nimero finito de esos abiertos cubren al
soporte, por lo que solo un numero finito de los p; son no nulos en el soporte de a.

Sea ahora {(Uj, ¢;)};es otro atlas de M y p; una particion de la unidad asociada a él. En-

tonces,
pice = / pi ) P
ieZ]/Pi(Ui) ZGZ] pi(U;) ;
DO B
iel jeg” eiU)Ng;(Uj)
3/, (#30)
jeJ @5 (Uj) icl
= [ e
jes’®iU;)
lo que muestra la independencia en las elecciones del atlas y de la particiéon de la unidad. &

De este modo, se pueden presentar las ideas discutidas hasta ahora en una definicion.

Definicién 8.2.4. Sean M una variedad suave orientada con o sin borde y o € Q7(M) una n-
forma con soporte compacto. Elegimos un atlas {(U;, ;) }icsr Yy una particién suave de la unidad

{(Us, pi) }icr subordinada a {U, };c;. Se define la integral de la forma « sobre M como

= pPiC.
/ILI Z/%(Uq)

i€l
Observacion 8.2.5. Si M tiene dimension 0, es decir, es un conjunto discreto de puntos M =
{p1,p2, ...}, una orientacién es una asignaciéon de +1 o —1 a cada punto. En tal caso, sia = f €
Q9(M), definimos

/M F=3 4100,

iel

donde el signo se elige acorde a la orientacion.

8.3 EIl Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes extiende el Teorema Fundamental del Calculo al caso de dimensiones

mas altas, convirtiéndose en un resultado central de la teoria de integracion en variedades.

Teorema 8.3.1 (Teorema de Stokes). Sean M una variedad suave orientada con borde y w €

Qn=1(M) una (n — 1)-forma con soporte compacto. Entonces,

/dw:/ w.
M oM
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Observacion 8.3.2. En el enunciado estamos suponiendo que dM tiene la orientacion inducida
y que w en el lado derecho es en realidad .},,w, con tgys : IM — M la inclusion. Finalmente,

si OM = @, entonces el lado derecho debe interpretarse como cero.

Demostracién. Sea
n
w:Zwi dri N ... Ndx; N... Ndz,,

donde ~indica la omisién de ese término. Luego,

dw

n
Zdwi/\dml/\.../\d;vi/\.../\dacn
i=1

— Z )i 16% dzi A ... ANdz,,.

Consideremos ahora un par de casos especiales.

+ M = R". Hacemos la cuenta:

/ dv = Z/ Z 180%‘ dl’l/\/\dfﬂn
= Z/ ,L 16wz ) dl‘l...dx”
= Z/ / 6w1 x)dz;dry .. dz; ... dz,
Rn—1 axl

donde en la tltima igualdad hemos usado el teorema fundamental del calculo (aplicado a dw; / ;)
y el hecho de que w tiene soporte compacto.

x M = H"™. Como w tiene soporte compacto, podemos suponer que
sop(w) CA=[-R,R] x...x [-R,R] x [0, R] (8.2)

donde elegimos R lo suficientemente grande como para que w = 0 si z; = +R.

Luego, haciendo la cuenta como antes,

/ do = Z(_ni*l/ z;’ dzy A ... A day,

i=1 H

= Z(—l)i_l/ %(m) dzy ...dx,

i=1 H

R
Bwi
= l 1/ / . 83;2 ({L‘) d.’L‘lden

Notemos que, al considerar Ios primeros n — 1 términos de la sumatoria,

‘ R (R R
1)1_1/ / / w;(x)
0 —-R -R
donde hemos usado (8.2). Entonces, el Unico término que podria ser no nulo es cuando i = n.
Asi,
6wn
—1)"_1/_ / / &En x)dxpdry ... dr,_q
R
—1)"71/ / wn(z) d:z:l...dxn_l
—-R -R Ty, =0

R R
/ wn(xl,...,xn_l,O) d.’L‘l...diL‘n_l,
-R -R

X, =R

dw =
H’IL
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donde en la ultima igualdad se usé que w(z) = 0 si z,, = 0.

Ademas,
/ wzz wi(xl,...,xn,l,())dxl/\.../\d/x\i/\.../\dxn.
OHn — J AnoHn

Como z,, = 0 en OH", el pullback de dz,, a la frontera también es idénticamente cero. Luego,

el unico término que no se anula (porque no tiene el dx,,) es justamente cuando i = n. Asi,

/ w:/ W (1, Tpn1,0) dzy A . AdTp_q.
SHn ANOH"

Finalmente, la igualdad del enunciado queda demostrada notando que las coordenadas
(z1,...,z,—1) estén orientadas de manera positiva para OH" si n es par y negativa si n es impar.
x sop(w) C ¢(U). Siel soporte esta contenido en laimagen de una sola carta (U, ¢), tenemos
dos posibilidades: o(U)NIM = @y o(U)NIM # @. Hagamos el segundo caso, el primero es

analogo. Podemos usar lo demostrado en el caso anterior para ver que

/ dw:/ prdw = d(tp*w)z/ @*w:/ w,
M n H OH oM

donde en la ultima igualdad hemos usado que ¢|ynsm- : U NOH" — o(U) N IM es un difeo-
morfismo que preserva la orientacion.
* w arbitraria. Consideramos una particién de la unidad {p;} subordinada a un atlas {(U;, ¢;)}.

Aplicando el caso anterior a cada p;w, tenemos

= W = d(p;
/6M “ Zl: /6M P 21: /M (pw)
= ;/Mdpi/\w—l—pidw

<L) f ()
= o+/de

donde en el dltimo renglén usamos que ), p; = 1. &

Como mencionamos el inicio de esta seccién, el Teorema de Stokes generaliza el Teo-
rema Fundamental del Calculo. Para verlo, consideremos la variedad con borde M := [a,b],
parametrizada globalmente con ¢ : [a,b] C R — [a, ], ¢(x) := x. Si orientamos M de modo que

 esté orientada positivamente, tenemos que para cada f € C*°(M),

T /H if = /a = )~ F@) = 1)~ f(@)

Los resultados clasicos de los cursos de calculo en varias variables, como lo son los teo-
remas de Green, Gauss y Stokes pueden deducirse a partir del teorema anterior, recurriendo a
una conocida identificacion entre campos vectoriales y formas diferenciales (ver, por ejemplo, la
Seccion 9.7 de [Lee09] o la segunda mitad del Capitulo 16 de [Lee12]).
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Teorema de Green. Sea M cC R? una regién acotada cuya orientacion coincide con la de
R? y supongamos que la orientacion sobre M es la inducida por M.

Sean Py @ funciones suaves sobre M y w = Pdx + @ dy. Luego,

/ de—l—Qdy:/ d(de+Qdy):/ (aQ—ap>d:c/\dy—/ <8Q—ap)dxdy.
oM M M \0z Oy M \0z Oy

Teorema de Gauss. Sea M C R? una regién acotada cuya orientacion coincide con la de
R3 y supongamos que la orientacion sobre la superficie M es la inducida por el normal exterior
de OM.

Sean P,Q y R funciones suaves sobre My w = Pdy Adz + Qdz N dx + Rdx A dy. Luego,

deAdz+deAdx+Rdx/\dy=/ d(Pdy Ndz+ Qdz ANdx + Rdx A\ dy)
M

[ (0P 0Q OR
/]u<8x+ay+az>dlﬂ/\dy/\dz

oM

Teorema de Stokes. Sean S c R? una superficie orientada y M C S una region acotada
y supongamos que la orientacion sobre OM esta definida por la “regla de la mano derecha”,
coincidiendo la direccion del pulgar con la del vector normal a S.

Sean P,Q y R funciones suaves sobre M y w = Pdx + Q dy + Rdz. Luego,

/ de+Qdy+Rdz:/ d(Pdx+ Qdy + Rdz)
oM M

B OR 0Q oP OR 0Q 0P
_/M(ay 8z)dy/\dz+(8z 8z>dZ/\dx+<6:c ay)alar:/\dy.
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