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Prologo

Los flujos reactivos son procesos basicos de industrias tales
como la petroquimica, farmaceéutica y alimentaria, y un caso
particular de flujos reactivos, la combustion de combustibles fosiles
en aire, es el fundamento de nuestra civilizacion ya que en él se basa
el transporte y la generacion de energia eléctrica.

La sociedad demanda de estas industrias y procesos cada vez
mayor eficiencia en el uso de los recursos naturales y al mismo
tiempo menor impacto sobre el medio ambiente. Esto hace
imperativo estudiar los procesos de flujo reactivo con el mayor
detalle y precision.

Tradicionalmente los flujos reactivos se han estudiado
utilizando experimentos fisicos tales como plantas piloto y reactores
de laboratorio. Sin embargo los experimentos fisicos presentan
ciertas dificultades tales como su costo e inflexibilidad, lo que hace
atractivo el uso de experimentos numéricos.

El modelado numérico de flujos reactivos es una rama de la
ciencia que ha avanzado enormemente en muy poco tiempo, y la
literatura cientifica ofrece un gran nimero de trabajos especializados.
Sin embargo existe la necesidad de un texto introductorio para el
estudiante o cientifico investigador que desee iniciarse en el tema.

En este trabajo se presentan las etapas en que se divide la tarea
de modelar numéricamente un flujo reactivo, y se estudian los
modelos y técnicas a utilizar para cada aspecto. Los modelos y
técnicas mas usuales son presentados con suficiente detalle como
para poder aplicarlos en problemas sencillos, y los menos usuales
son enunciados y descriptos brevemente.

En cada capitulo se da un minimo de referencias bibliogréficas
tales que, con la bibliografia general al final del volumen y la ayuda
de Internet el interesado pueda profundizar en el tema elegido.
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CAPITULO 1

Introduccion
1.1 Introduccién

Los flujos quimicamente reactivos son elementos de proceso
sumamente comunes en las industrias del plastico, petroquimica,
farmacéutica, etc. Por consiguiente es necesario desarrollar las
herramientas tedricas para su analisis y disefio. Se necesita conocer y
comprender la funcion de cada parametro que influye sobre el
producto de la reaccién, parametros de flujo como velocidad, presion
y temperatura, y de la quimica, como composicion, propiedades
termodinamicas y de transporte, etc.

El estudio de los flujos reactivos, como el de cualquier
fendmeno de la naturaleza, comprende las etapas de observacién
experimental, analisis de lo observado, teorizacion del fenémeno
(modelado), prueba experimental del modelo y adopcién de la teoria
del fenémeno. ElI modelado numérico, mas propiamente llamado
simulacién numérica, es un tipo de experimento, Ilamado
experimento numérico por diferenciarlo del experimento fisico
convencional.

Tanto el experimento fisico como el numérico tienen sus
ventajas y desventajas y ninguno de los dos es autosuficiente: ambos
son necesarios para la teorizacion del fendmeno. Algunas de las
ventajas del experimento fisico son:

e No se desprecia, ex profeso o inadvertidamente,
ninguna ley fisica

e Comunmente la realizacion del experimento insinGa
algin fundamento fisico que ayuda a la teorizacion

Las desventajas del experimento fisico no son menores:

e Costo, a veces prohibitivo

o Dificultad de instrumentacién, llegando a veces a la
imposibilidad de medicion (por ejemplo, la
temperatura con el movimiento, llamada estética).
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o Inflexibilidad respecto a ciertos pardmetros como
condiciones de borde y sus rangos.
e Errores de observacion

El experimento numérico corrige o compensa las dificultades
del experimento fisico ya que:

e Es de relativamente bajo costo, en especial las
repeticiones.

e Todos los parametros son “observables” (calculables).

e Essumamente flexible a bajo costo.

e Solo adolece de errores numéricos, como errores de
redondeo en el célculo.

Por otra parte, al crear un experimento numérico se suelen
despreciar ciertas leyes o efectos fisicos, por conveniencia o
ignorancia (por ejemplo, difusion multicomponente, transmision del
calor por radiacion). Es también comin que los resultados del
experimento numérico sean muy voluminosos (grandes cantidades de
datos numéricos) que obscurecen y obstaculizan la comprension del
fendmeno.

En resumen, hoy en dia se considera que la fase experimental,
por lo menos en lo que concierne al tema presente, se compone de
experimentos fisicos y numéricos, complementarios y de similar
importancia. Tal es asi que hay grupos internacionales que se
dedican al disefio de experimentos que tiendan a minimizar las
dificultades enumeradas mas arriba para asi poder realizar los dos
tipos de experimentos sobre el mismo caso y perfeccionar las
técnicas experimentales.

Los experimentos numéricos sobre flujos reactivos se pueden
plantear en fase liquida o gaseosa o ser multifase (combustion de
rocios). La combustion heterogénea (rocios, polvillo de carbon)
requiere modelos y técnicas especiales que no se tratan en este
trabajo.

Los flujos reactivos en fase liquida requieren un planteo
especial de las ecuaciones a satisfacer (modelado de fluidos
incompresibles) y no se tratardn en detalle, haciéndose notar, sin
embargo, las diferencias cuando corresponda.

La mayor parte del presente trabajo se dedica a los flujos
reactivos en fase gaseosa, de los cuales el caso mas importante desde
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el punto de vista socioecondmico es el de la combustidn,
particularmente la combustién de combustibles fésiles en aire. Sin
embargo, la teoria y las técnicas descriptas son aplicables en forma
general y se notaran las diferencias en los casos especificos.

1.2 Planteo general del problema

En forma general el experimento numérico se puede plantear
como sigue: dado un entorno fisico (reactor) y un flujo de especies
quimicas que pueden reaccionar quimicamente entre si, se plantean
las relaciones matematicas entre las variables del flujo, como ser,

e Leyes de conservacién de la fisica (de la masa, de la
cantidad de movimiento y de la energia)

e Leyes de la cinética quimica, la termodinamica y la
termoquimica.

e Otras relaciones tales como relaciones de simetria,
leyes de la mecénica, etc.

e Condiciones de borde o frontera.

Algunas de estas relaciones tienen forma algebraica (por
ejemplo, la ecuacion de estado de los gases ideales), pero otras tienen
forma de ecuaciones diferenciales, es decir, plantean relaciones entre
las derivadas, y no entre los valores, de las variables, y por
consiguiente no tienen en general una solucion explicita; para ellas se
busca una solucién que las satisfaga, sujeta a las condiciones de
borde.

El nimero de ecuaciones adoptadas debe ser igual al de las
incognitas (los parametros del flujo)

Se procede entonces a discretizar (dividir) el campo de flujo
en porciones finitas y replantear las ecuaciones diferenciales en cada
porcion, en forma discreta, convirtiéndolas en ecuaciones algebraicas
lineales, tantas como porciones haya del campo de flujo.

El sistema de ecuaciones lineales resultante se resuelve
conjuntamente con las relaciones algebraicas remanentes para
obtener, en cada porcion del espacio discretizado, un conjunto de los
valores de todos los parametros del flujo, que forman la “solucion”
numeérica del problema.
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Aunque parezca innecesario, ha sido formalmente demostrado
gue dicha solucion numérica tiende a la solucién exacta del problema
a medida que disminuye el tamafio de las porciones en que se divide
el espacio fisico.

1.3 Nomenclatura y unidades

Las sustancias que pueden individualizarse por una formula
guimica se denominan especies. Un ejemplo es el diéxido de
Carbono CO,, y otro es el Dieseloil, cuya formula (empirica) es
CH1.15S0.0000, (pOr &omo de carbono).

La cantidad de una especie quimica presente en un punto del
flujo reactivo puede medirse de diversas maneras:

e [i]: Concentracion de la especie i, en moles/m*: ej:
[H:0]

e y;: Fraccién de masa de la especie i; masa de la especie
por unidad de masa de mezcla; adimensional; ej: Yco

e X;: Fraccion molar de la especie i; moles de la especie
por mol de mezcla; adimensional.

e T’ Abundancia especifica de la especie i; kilomoles de
la especie por kilogramo de mezcla.

Si denominamos W; [kg/kmol] a la masa molecular de la
especie, se cumple que

{1.1}
Si W es la masa molecular de la mezcla y p [kg/m®] su
densidad

1_PYi _PX
[']—W—W—Pri- {1.2}
Las relaciones generales
2y, =2x =WZXT, =1 {1.3}
junto con la Ley de Dalton
Pi =X P {14}
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(p en Pascales, Pa=N/m?) y la ecuacién de estado de los gases
ideales

J

R
=p—T; R=8314 15
P pW kmol K {15}
nos permiten escribir
R
=p—T, 1.6
Pi =0 m y {1.6}
Yi=pilp. {1.7}

Para el caso especial de las especies atomicas (ej., C, H, O,
etc.) la fraccion de masa se indica con z en lugar de y.

1.4 Quimica

La reaccion quimica elemental
aA+bB+cC +... > Productos {1.8}
tiene velocidad de reaccion segun la ley de accion de masas:
kmoles

w = k[A*[B]°[CT"... [ 3 } {1.9}

donde la constante de reaccion k viene dada generalmente en
la forma de Arrhenius:

k=CteT’e 7 {1.10}

Las constantes Cte, B y E estan tabuladas para la reaccion
considerada.
La velocidad de consumo de la especie A sera entonces:

d[A]
—— =-—aw, 1.11
” {1.11}
dr,
=—aw, 1.12
P4 {1.12}
p% =—awW,,etc. {1.13}

dt
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1.5 Termoquimica

La entalpia especifica total [J/mol] de una especie i esta dada
por

0 T
Hi=AH, (T)+[,c, dT, {114}

donde AH (T °) es el calor de formacion de la sustancia a la

temperatura standard T° (generalmente 298.16 K), y Cp,i €s el calor
especifico molar a presidn constante.

En la gran mayoria de los flujos reactivos el numero de Mach
M es muy inferior a la unidad, es decir, son flujos subsénicos (lo cual
no debe confundirse con flujos incompresibles ya que los flujos
reactivos son en general de densidad variable debido a los cambios
de temperatura). En estos casos la diferencia entre la temperatura de
estagnacion T, y la estatica T es despreciable:

T, :T(1+7/T_1M2]zT . {115}

Si no fuera asi se trabaja con las condiciones de estagnacion y
H; seré la entalpia de estagnacion.

En estas condiciones H; incluye los componentes mecanicos y
guimicos de la energia y por lo tanto sélo puede ser alterada por el
intercambio de calor o trabajo desde o hacia el sistema. En un
sistema adiabatico, H; es una variable conservada, es decir, no es
afectada por la reaccion quimica.

Para gases es comun modelar la dependencia de entalpia y
calor especifico con la temperatura utilizando polinomios. Una forma
usual es:

H :a1+&T+3T2+3T3+5T4+&,{1-1G}
RT 2 3 4 5 T
W =a +a,l +a,T“+a,T°+aT". {117}

Los coeficientes para cada especie estan tabulados para
distintos rangos de temperatura. Las unidades de H; son las de ‘RT y
las de c,; las de R . La temperatura debe ser dada en Kelvin.
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La entalpia por unidad de masa es
h =H,/W,. {1.18}
Para mezclas:

h=>Yyh =D TH,, {1.19}
H :inHi :WZyihi . {1.20}

La masa molecular de la mezcla es:

W =>"xW, -1

Vi O
W,

Dada la reaccion quimica
dviM 5> vM, {122}

entre las especies M;, el calor de reaccién AH viene dado por
AH =S (v —v, H, . {123}

Si el resultado de la reaccion es un mol de una sustancia el
calor de reaccién es el calor de formacion de la sustancia.

Los calores de reaccion se calculan a 298.16 K. Los calores de
formacion de las sustancias en sus estados naturales (O, Ny, C, Hy)
son cero por convencion.

Ejemplos:

e Calor de formacion

C(s6lido) + %OZ (gas) —» CO(gas) . {1.24}

Entalpiasa298.16 K:  C(s) :0
0,(g): 0
C0(g):-110.57 kd/mol
Calor de formacion de CO: 1x(-110.57)-1x0-1/2x0 = -110.57
kJ/mol

e Calor de reaccion
CH,+20, »CO, +2H,0. {1.25}
HCH4 =-74.891 kJ/mol
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H02 =0
Heoz = -393.616 kJ/mol
Huoo = -241.885 kJ/mol

AH, = -393.616 x 1-241.885 x 2+74.891 x 1 = -802.495
kJ/mol

Un calor de reaccién negativo indica una reaccion exotérmica,
y viceversa.

1.6 Sistemas de reacciones elementales

Las reacciones elementales obedecen a la ley de accion de
masas (Ec. {1.11}). Es comin encontrar en la literatura reacciones
que no obedecen a la ley de accion de masas. Por ejemplo, para la
reaccion

CH, +1%o2 —CO+2H,0 {1.26}

la velocidad de reaccion recomendada es

w=53x10" ¢~ [cH, Jo,]2[H,0] {127}

Esto evidencia que la reaccién considerada no es una reaccion
elemental sino que se ha obtenido experimentalmente o por
combinacion de reacciones elementales.

El paso de reactantes a productos finales rara vez tiene lugar
entre sustancias simples en una sola reaccién. Por ejemplo, la
combustion del Hidrégeno

2H,+0, -»2H,0 {1.28}

no es una reaccion elemental, no obedece a la ley de accion de
masas Y no tiene lugar en la naturaleza. Lo que sucede es que hay un
numero de reacciones elementales simultaneas cuyo resultado es lo
gue denominamos productos, que pueden ser o no, por ejemplo, H,0,
dependiendo de las condiciones finales. Para el caso del ejemplo las
reacciones elementales mas importantes son:
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20+ M <—>02+M
O+H+M << OH +M
O+H, <> H+OH

O+HO, «<>0OH +0,
O+H,0, <> OH +HO,
H+02+M <—>H02+M

H +20, <> HO, +0,

H+0, +H,0 <> HO, + H,0
H+0, <> 0O+0OH

© ©®© N o g Bk b

[ERN
e

2H+M<—>H2+M

[N
[EEN

. 2H+H2<—>2H2

l_\
N

2H+H20<—>H2+H20
H+HO2 <—>O+H20

L
>

H+HO2 <—>02+H2

H
o

H +HO, <> 20H

H
@

H +H202 <—>H02 +H2
17. H +H202 <~ OH +H20

Como se Vvé, aun para el caso sencillo de la combustion del
Hidrégeno con oxigeno hay que considerar 17 reacciones
simultaneas que involucran 9 especies quimicas, incluyendo al “gas
de bafio”, indicado por M.

Para situaciones mas complejas el nimero de reacciones y
especies crece rapidamente. Por ejemplo, para la combustién del
metano en aire el mecanismo elemental recomendado por el Gas
Research Institute de USA como Mecanismo 2.11 (ver Apéndice)
consta de 274 reacciones entre 49 especies.

Es importante destacar que todas estas reacciones obedecen a
la ley de accion de masas.
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Estos listados de reacciones elementales no incluyen todas las
reacciones posibles, s6lo aquellas consideradas significativas. Por
esto se los denomina “mecanismos esqueletales”.

La composicion de la mezcla de gases dependera del tiempo,
del escurrimiento y de las condiciones de frontera. Hay diversas
herramientas que simplifican algo el problema y permiten estimar la
composicion de la mezcla. Se pueden citar las hipotesis de equilibrio,
estado estacionario, adiabaticidad, etc.

1.7 Reduccidn de sistemas esqueletales

El nimero de especies y reacciones de un sistema esqueletal se
puede reducir utilizando hip6tesis basadas en la observacion
experimental.

Por ejemplo, puede postularse que para cierta zona del flujo
una reaccion esta en equilibrio. Esto significa que, dada la reaccion
reversible

dviM o > M, {129}
las velocidades de reaccion en ambos sentidos son iguales:
w, = de[Mi]Vi —w, = er[Mi]V‘ {1.30}

Se puede definir la constante de equilibrio K:

k l_A[[I\/li]Vi
K=—"%=_1 {1.31}

ke M

La constante de equilibrio es s6lo funcion de la temperatura, y
puede calcularse en funcion de las concentraciones (como se indica)
o de las presiones parciales, fracciones de masa o fracciones molares.
Una constante de equilibrio alta indica que la reaccion estd casi
completa (pocos reactantes, muchos productos), y viceversa.

Otra hipdtesis que puede formularse es que, nuevamente para
cierta zona del flujo, una especie quimica estd en estado
estacionario, es decir, que su concentracion es relativamente

24 | Eduardo A. Brizuela



constante en el tiempo. Luego, su velocidad de creacién/ destruccién
global (incluyendo todas las reacciones en las que intervenga) es
cero.

También puede postularse que algunas reacciones son
sumamente rapidas en cierta direccién (directa o reversa), por lo que
se pueden considerar completas:

A+B—>C+D (lenta)

C+E—>F (rapida)

A+B+E—->D+F

eliminando la especie C.

Finalmente, ciertas reacciones pueden considerarse
extremadamente lentas y omitirse para la resolucién del problema.

Con estas hipotesis y simples operaciones algebraicas se
reduce el nimero de reacciones y especies, obteniéndose un
mecanismo reducido que involucra s6lo a ciertas especies
principales. Es de notar que las reacciones del mecanismo reducido
no obedecen a la ley de accién de masas (no son reacciones
elementales).

En el proceso de generacion del mecanismo reducido se
obtienen relaciones matematicas que permiten calcular

e las velocidades de reaccion de las nuevas reacciones
del mecanismo reducido, y

e las concentraciones de las especies menores y las
supuestas en estado estacionario.

Los numeros de reacciones y de especies mayores del
mecanismo reducido pueden especificarse a voluntad, desde el
mismo mecanismo esqueletal hasta la reaccion de un solo paso,
afiadiendo mas suposiciones de especies en estado estacionario,
reacciones en equilibrio, reacciones rapidas y lentas, etc. El
mecanismo resultante sera tanto menos fiel cuanto mas se lo reduzca.

El proceso de reduccién ha sido automatizado y codificado en
el programa REDMECH de Gottgens y otros, de dominio publico.

En el Apéndice B se ilustra la generaciéon de un mecanismo de
4 pasos a partir de un mecanismo esqueletal de 18 pasos para el caso
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de la combustién del metano en aire (sin incluir la quimica del
Nitrégeno).

1.8 Resumen de quimica

La mezcla reactiva tendra una composicién definida por las
concentraciones de las especies quimicas.

Las concentraciones estan relacionadas entre si y a las
condiciones de frontera y de estado por las reacciones quimicas. Las
Gltimas estan dadas por mecanismos esqueletales que comprenden
reacciones elementales que obedecen la ley de accién de masas.

El nimero de especies y reacciones a considerar puede
reducirse considerablemente por medio de hipotesis simplificativas.

Luego, el aspecto quimico del problema de simulacién
numérica queda reducido al calculo de las concentraciones de un
numero reducido de especies (las especies principales 0 mayores) de
las cuales se conocen sus velocidades de creacion/destruccion
guimica; el calculo de las especies menores es algebraico.

El conocimiento de las concentraciones de las especies
permite el calculo de las demés propiedades de la mezcla (densidad,
masa molecular, entalpia, etc.).

Referencias al Capitulo 1

e J. Gottgens and P. Terhoeven; Appendix B : RedMech : an
automatic reduction program, en Reduced Kinetic
mechanisms for applications in combustion systems; Lecture
notes in physics.,, New series m,, Monographs ;, mi15,
Norbert Peters; Bernd Rogg, Eds. Springer-Verlag, Berlin ;
New York,1993
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CAPITULO 2

Modelos y métodos
2.1 Escalares conservados

Un concepto muy util para el modelado de flujos reactivos es
el de escalares conservados. Un escalar conservado es aquel que no
se modifica por las reacciones quimicas. Ejemplos de escalares
conservados son los nimeros de atomos de las especies atémicas; en
un sistema adiabatico la entalpia total estandardizada es también un
escalar conservado.

Para la reaccion A+B —Productos, definimos la fraccién de
mezcla como

_ masa de la especie A
masa total '

f

{2.1}

Se nota que la cantidad de masa que aporté a la mezcla la
especie A no se puede alterar, haya o no sucedido la reaccion
guimica.

Definida de esta manera la fraccion de mezcla es un escalar
conservado.

Si el flujo es premezclado la fraccion de masa tiene la misma
definicion, sélo que toma un solo valor en todo el campo. (no sélo es
un escalar conservado sino gue es una constante).

Para flujos no-premezclados, si 3 es un escalar conservado que
toma los valores Ba Y Bg en las corrientes de reactantes de entrada A
y B, entonces se puede escribir

f = IB_ﬁB

ﬂA - ﬂB
De esta manera f queda normalizado entre O y 1.
Una aplicacion inmediata de este concepto es en el caso de la
reaccion adiabatica. La entalpia de la mezcla en cualquier punto del
campo de flujo estara dada por

2.2}
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h- hB {2.3}
“h,—hy
de donde
h=fh,+1-f)h;. {2.4}

Luego, el conocimiento de f y las condiciones de entrada nos
permite obtener la entalpia en todo el campo de flujo.

2.2 Modelos de reaccion

Si la quimica es suficientemente rapida con respecto a la
fluidomecéanica podemos considerar que, una vez que los reactantes
han arribado al volumen de control por difusion/conveccion y estan
intimamente mezclados, la concentracion de reactantes y productos
se puede estudiar exclusivamente en base a las reacciones quimicas.

En este caso tenemos dos modelos de reaccion relativamente
sencillos que proporcionan la composicion de la mezcla. Estos son el
modelo de un solo paso y el de equilibrio quimico.

En el modelo de un solo paso consideramos la reaccion

A+bB —cC+dD {2.5}

(que puede extenderse a mas productos).

La fraccion de mezcla en cualquier punto del campo puede
obtenerse por su definicion:

[AW,

= . {2.6}

[AW, +[BW,
Dada la velocidad de la reaccion w, los consumos Yy
producciones de las especies son W, =—-W, Wy =—-bw, W, =-+CW,

y W, =+dw. Si formamos los escalares

B =[A]-[B]/b 2.7}
=[A]+[C]/c {2.8}
B; =[A]+[D]/d {2.9}
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B, =[Bl/b+[C]/c {2.10}

B =[B]/b+[D]/d {2.11}

y derivamos con respecto al tiempo, como d[i]/dt = w; ,
dd'[il_w W, /b=-w+w=0, {2.12}
fZ_w +W, /c=-w+w=0, etc., {2.12}

lo que prueba que B;—Bs no se crean ni se destruyen en el
tiempo, o sea, son escalares conservados.

Multiplicamos B, por aW /W y queda:

W W, W, 1
=[A|—=2- —8— 2.13
AW By W @9

Llamamos s al coeficiente estequiométrico de la especie B, en

unidades de masa:

S — bWy , {2.14}
WA
Yy, COMo
W
(Al =V {2.15}
resulta
B=y, -8 {2.16}

Similarmente, si llamamos
s'=masa producida de C por unidad de masa de A,

{2.17}
y
s" =masa producida de D por unidad de masa de A,
{2.18}
guedan
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B =Yu+ 22, {219}

L=V, +Z—D {220}

Bo=Yot¥ou. {221
y

b= Ve + Yo Si 222}

Notamos que s’+s’’=s+1.
Utilizamos ahora 3, para formar f:

151 B ﬁlB
f=11 18 {2.23}
ﬁlA - 1315
ﬁlA =Ym {2.24}
fo =2 {2.25}

donde ygg es la fraccion de masa de la especie B en la
corriente de entrada B (normalmente igual a 1, pero puede haber

alguna especie inerte). Luego,

y,— Yo Yes

f = S S {226}

4 /B8

Y na s
Distinguimos ahora el valor estequiométrico de f, aquel para el
cual ni A ni B aparecen entre los productos. Luego, si f>f, habra
menos B que el necesario y aparecera A entre los productos. Para

este caso, en la mezcla yg=0y resulta

Yo+ 2o
f= S {2.27}
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Cuando f=f, sera también y,=0 y entonces
Yes

f=—t3% {2.29}

De las dos ultimas relaciones, para f>f,

Ya =&(fi—1j (1), {230}

S e
Y =0(2). {2.31}
Considerando ahora 3, y con igual procedimiento:
Bon =Y {2.32}
B =0, {2.33}
Yot 20
f=r>3 {2.34}
Yaa

Luego,

Ye =s'{f Y aa —y—:B(fL—lﬂ (3), {2.35}

e

y considerando B3

Yo :s”{f Yan _y_:B(fl_ ]} (4)1 {2.36}

e
En la region f<f, sera y,=0. Considerando [3; obtenemos

_Ys  Yes

f=03S S {2.37}

y

Ye = Ves (1—%] (2), {2.38}
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y,=0(). {2.39}
y considerando B4y Bs:

Ye =T ym (3), {240}

Yo =S"T y, (4). {241}
Este modelo de un solo paso se puede representar en el plano
y-f como se muestra:

i S"feyAA
|
Yo | ATV
@ [
R Yp (4) Yaa
(2" | Yo
' (3) YA
! (1)
Yo '
(3) :
|
|
|
|
|
Ya (1) YR (2)
0 fo 1

Figura 2.1: Modelo de un solo paso

De este modo dado un valor de la fraccion de mezcla f
podemos obtener la composicién de la mezcla.

Obtenida la composicion de la mezcla obtenemos la entalpia
de la reaccion adiabatica como:

h=fth,, +(1— f)hg, {2.42}
0 bien como

h=>yh . {2.43}

Para obtener la temperatura de la mezcla es comun reducir el
orden del polinomio (Ec. {1.18}, por ejemplo, al segundo grado:
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h =a, +a,T +a,T?, {2.44}
Luego,

(B rlzre) {zre)

2.45

y la temperatura se obtiene resolviendo la ecuacion de se{gundg
grado, ya que h es conocido.

Alternativamente, si el calor de reaccién por mol de A es
—AH, podemos calcular la temperatura T, de la reaccion adiabatica
del balance:

M, = —AH,

WA

MA :(MA+MB)Cp(Ta _Tm)v

{2.46)

donde Ma y Mg son las masas de las especies y donde

utilizamos un calor especifico por unidad de masa medio y la
temperatura de la mezcla sin reaccionar:

T, =T+ ). {2.47}

Si el nimero de moles de B lo damos como el valor
estequiométrico b dividido por la equivalencia ¢, operando la Ec.
{2.46} obtenemos

AR, :(1+ EJ(Ta “T.). {248
Cp @

Dado que estamos considerando quimica rapida, en el caso de
procesos premezclados la mezcla de reactivos da lugar a los
productos en forma inmediata. Sin embargo puede ser de utilidad
definir una variable 6 de avance de la reaccién, desde la mezcla
inerte hasta la reaccion completada. Con lo anterior definimos
entonces

0= =Ty . {2.48}
Ta _Tm
El avance de reaccion variaentre 0y 1.
También definimos los valores de las fracciones de mezcla de
A, B, Cy D en la mezcla inerte:
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Yanm = fyAA’ {2.49}
Yem =\1- f)yBB’ {2.50}
Yem =0, {2.51}
Yom =0. {2.52}

En la reaccion premezclada la fraccion de mezcla toma un
unico valor. Para el caso de f<f, las fracciones de mezcla de A, B, C
y D se pueden obtener a partir de la Figura 2.2:

pave
Tl ]
BB| T
Tm/ e Yaa
YeB \\ Yaa .\\\"\\,\\
\\ 2 Taa
>y
VB:
y
An\ \
- Ya
0 fe f 1
Aa
Figura 2.2: Pasaje de mezcla a productos
Resultan:
Ya=6 Y, {2.53}
f f
Ye = |:0[f_ —f J+1_f_:| fyes, {2.54}
Yo =605 Y, {2.55}
Yo =05" Ty . {2.56}
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Para la regién f>f, similarmente resulta:

1-f) f-f
=16 f © Y a o {2.57
& { e(l—fej+1—fe}y“\{ ’

Y = 9(1_ f)yBB ) {2.58}
Yo :9[11_: Js' fYans {2.59}

1-f ).
Yo :9(1_f js foVan- {2.60}

Para la temperatura, en ambas regiones:
T=6(T,-T,)+T,. {2.61}

El modelo de un solo paso nos da la composicion de la mezcla
con so6lo conocer f, pero no resulta en ninguna especie intermedia o
menor. Para esto es necesario un modelo que admita la existencia de
Mas especies y reacciones.

El segundo modelo simple es el de equilibrio quimico: se
asume gue la quimica es rapida y la mezcla de un numero de
especies es estable en el tiempo a una dada temperatura.

Se nota que esto no implica que no estén sucediendo
reacciones quimicas ni que todas las velocidades de reaccién sean
cero, sino que, para todas las especies, las velocidades de creacion y
de destruccion estan balanceadas.

La composicion de una mezcla definida por su fraccién de
mezcla y su presion es sélo funcién de la temperatura a través de las
constantes de reaccion

k= AT e 7RT {262}
Luego, podemos formar una tabla donde, dados f y h
obtenemos la composicion y; y la temperatura de la mezcla.
El equilibrio de la mezcla puede hallarse utilizando la energia
libre de Gibbs, G, cuya definicion es:
G=H-TS. {2.63}
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Para un sistema en equilibrio a T y P constantes se demuestra
que la energia libre es minima, o sea, AG = 0. En estas condiciones
se puede demostrar que

AG =AG° +RTIn(K,)=0, {264}

donde AG® es el cambio en G a una atmésfera desde
condiciones STP a las actuales, y Kp es la constante de equilibrio de
la reaccion, calculada utilizando presiones parciales.

Esta ultima ecuacion nos relaciona la composicion (AGO, KP)

con la temperatura, y se puede plantear una de estas relaciones para
cada reaccion, por ejemplo, de un sistema esqueletal. Luego se busca
minimizar G variando sistematicamente la composicion y la
temperatura.

Esto se puede hacer automaticamente utilizando, por ejemplo,
el programa EQUIL o DEQUIL, variantes del programa STANJAN,
de dominio publico. Estos programas hallan la composicion de
equilibriodadas fy T,ohy T,0 Ty P, etc. Y se pueden especificar
las especies involucradas sin especificar el mecanismo esqueletal, o
el mecanismo deseado.

La figura siguiente ilustra el resultado para una mezcla de CH,
y aire, inicialmente a 336K. No se especific6 un mecanismo de
reaccion sino solamente las 17 especies CH,4, CO,, H,0, CO, Hy, N,,
CHs, H, O, OH, HCO, HO,, CH,0, O, CH30, H,0, y C, (este
altimo para balancear si fuera necesario durante el calculo). Se
muestran la temperatura (caso adiabatico) y algunas especies:
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Figura 2.3: Equilibrio, metano en aire a 336K

El modelo de equilibrio si permite calcular algunas especies
intermedias y menores. Sin embargo, ain no se tiene en cuenta la
fluidomecénica, es decir, la conveccion y difusion.

Estos métodos, de un solo paso y equilibrio quimico, pueden
utilizarse para dar una solucién aproximada rapida, o bien para
generar una condicidn inicial para la resolucion numérica completa.
En ambos casos se incorpora el modelo en forma de tablas de v;
versus f o de y; versus fy h.

2.3 Método de resoluciéon numérica

En breve, el método de resolucion numérica consiste en
satisfacer las ecuaciones de conservacion de la fisica, habida cuenta
de las condiciones de frontera.

Una ecuacion de conservacion (también llamada ecuacion de
transporte o de balance) es conceptualmente la igualdad referida a un
volumen de control:

Cambio en el tiempo = conveccion + difusion +
creacion/destruccion.
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Este concepto se aplica a cualquier parametro intensivo, es
decir, que sea una propiedad del fluido.

Las incdgnitas a computar son:

e presion
temperatura
densidad
masa molecular
velocidad (3 componentes)
composicion (n componentes)
e entalpia

a los que se pueden agregar otros pardmetros tales como los
calores especificos, viscosidad, etc.

No es necesario resolver ecuaciones de conservacion para
todas las variables. Hay otras relaciones algebraicas que permiten
reducir el nimero de ecuaciones a resolver. Por ejemplo, la ecuacion
de estado

R
=p—T, 2.65
p pW {2.65}

la ecuacion para la masa molecular
1 Ya
— =) —  etc, 2.66
w 2w, 209

y particularmente el uso de escalares conservados. De estos
Gltimos se pueden generar al menos tantos como especies atdmicas
haya en las corrientes de entrada, ya que el nimero de 4&tomos es un
escalar conservado.

También disponemos de las relaciones h=h(T) vy

Cp, = C, (T)y relaciones viscosidad-temperatura.

De todos modos, debemos satisfacer ecuaciones de
conservacion para un nimero elevado de escalares.

Las ecuaciones de conservacion, escritas en forma tensorial y
utilizando la convencion de Einstein (indices repetidos indican suma)
son:

e Ecuacion de continuidad o de conservacion de la masa:
olp u.

% . M -0. {267}

ot OX:
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e Ecuacion de conservacion de la cantidad de
movimiento o ecuacién de Navier-Stokes (una para
cada direccion i):

a(/JUi)Jra(p  u;)

ot OX
) {2.68}
0

. ou;
o [ou, 0y 25 0u ]l &
X, ox;  ox 37 ox OX,

e Ecuacion de conservacion de la energia o de entalpia:
d(ph) . 8(/) ujh)
ot OX

j {2.69}

i ﬁ a_h+(i_1] hkayk +a_p
axj Pr axj Le axj

ot
e Ecuacion de conservacion de la especie quimica y, :

e y) U)o 0% ],
ot X ox, | Sc ox; "

]

{2.70}
En estas ecuaciones,
e ueslaviscosidad dinamica,
e Presel nimero de Prandtl, Pr=c,u/A
e ) es laconductividad térmica, de dq/dt =—-AVT,
e Sces el nimero de Schmidt, Sc = i/ pD,
e D es la (difusividad, del flujo difusivo
dm/dt =—pDVy

e Leesel nimero de Lewis, Le =Sc/Pr
En la ecuacion de Navier-Stokes hemos despreciado el

segundo coeficiente de viscosidad ,u':k+§,u50, y en la de

entalpia hemos supuesto despreciables
e Los efectos de masa (gravedad)
e Los efectos Dufour y Soret (difusividad térmica)
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e Ladifusion de presion

Una vez identificadas las variables que requieren una ecuacion
de conservacién se procede a satisfacerlas en el campo de flujo,
teniendo como condicién las fronteras del campo. Las ecuaciones se
satisfacen en forma discretizada, convirtiéndolas de ecuaciones
diferenciales parciales a ecuaciones lineales en diferencias o
volamenes finitos.

La discretizacion de las ecuaciones de conservacion puede
hacerse de varias maneras, desde la sencilla (implicita centrada)

8y y+l y 1.

pviniaeywanth Rhs y(x+AX); y; = y(x—AXx)
{2.71}
hasta los procedimientos mas complejos como QUICK, FCT,

etc., que se veran mas adelante.

Se obtiene asi un sistema de ecuaciones lineales, tantas como
celdas de discretizacion existan en el volumen, por cada variable a
computar.

El sistema de ecuaciones se resuelve generalmente por
métodos iterativos, obteniéndose un conjunto de valores de todas las
variables para cada celda del campo de flujo.

Los programas de computacion (software) necesarios para el
calculo pueden adquirirse comercialmente o crearse para el
problema.

Se debe notar que hay operaciones de cémputo anteriores y
posteriores a la resolucion del sistema de ecuaciones, denominadas
en general pre-procesado y post-procesado. Las primeras incluyen la
generacion de la grilla de celdas de computo y de las matrices de
constantes fisicas y geométricas. Las segundas comprenden el
calculo de parametros derivados utilizando leyes fisicas y relaciones
algebraicas, la manipulacion de resultados y su presentacion grafica.

Ambos, el pre y el post-procesado, son operaciones tanto o
mas complejas como la solucion del campo de flujo. EI mallado y la
preparacion de las condiciones iniciales y de frontera del célculo
insumen normalmente la mayor parte del tiempo de una simulacién.
Por su parte, el resultado de la simulacién es un gran numero de
datos numéricos cuya interpretacion es muy dificil sino imposible sin
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un eficiente método de presentacion grafica y condensacién de
resultados.

Hoy en dia, en general, ya no se considera razonable escribir el
software para ninguna de las etapas de solucion. El post-procesado es
el caso mas claro, ya que existen procesadores graficos muy
eficientes y versdtiles, tanto comerciales (TECPLOT) como de
acceso publico (GNUPLOT).

El pre-procesado es algo mas problematico ya que los
generadores de grilla, tanto los mas simples como los mas
sofisticados, usualmente no pueden utilizarse como “cajas negras”,
ya que producen resultados menos que 6ptimos o en ocasion fallan
totalmente. Es comun tener que escribir algo de software, ya sea para
modelar inicialmente la geometria o para refinar el pre-procesado.

En lo que se refiere al procesado de las ecuaciones de
transporte, si bien los algoritmos de solucién de sistemas lineales y
los esquemas de avance del céalculo usualmente pueden ser del tipo
de “caja negra”, es cominmente necesario tener acceso al codigo en
lenguaje de programacion (FORTRAN, C, etc.) para poder
implementar modelos fisicos y quimicos (modelos de reaccion, de
mezcla, etc.) y las operaciones complementarias (calculo de otros
escalares, puntos de decision). Algunos codigos comerciales (por
ejemplo, CFX, FLUENT), pueden ser adquiridos en forma mixta,
con las secciones de propiedad intelectual que dan ventaja comercial
(el resolvedor de ecuaciones, la discretizacion) pre-compilados y
sellados, y la seccién de calculos algebraicos y toma de decisiones en
cddigo abierto para introducir software especifico local.

Con respecto al equipo a utilizar (hardware), vale el aforismo
que no hay problema cuya solucion no pueda mejorarse con una
computadora mas grande. La capacidad de las computadoras
personales (PC) ha aumentado y continGa aumentando tanto que la
mayoria de los problemas de flujos reactivos pueden encararse
utilizando una PC de maxima performance. En las condiciones
actuales la mejora mas importante que puede desearse es mayor
velocidad del reloj (memoria y procesador mas veloces).

En los ultimos tiempos ha comenzado a popularizarse el uso
de grupos de PC conectadas para funcionar en paralelo (cluster). Si el
cadigo de calculo se genera apropiadamente para la computacion en
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paralelo esto puede redundar en reducciones del tiempo de calculo
inversamente proporcionales al nimero de PC en el cluster.

Las supercomputadoras usualmente son necesarias para
problemas con muy altos numeros de Reynolds (flujos de la
atmosfera), de muy alta velocidad (supersénicos) o de malla muy
fina (simulacion numérica directa 0 DNS). Las minicomputadoras
(workstations) estan perdiendo terreno frente a las PC, conservando
su ventaja solo en dos areas: velocidad y sistema operativo (UNIX
versus WINDOWS o LINUX).

Considerando el costo de las supercomputadoras y
workstations, la solucion mas efectiva es probablemente utilizar dos
0 tres PC, configuradas especialmente para las tareas de pre-
procesado (gréfica interactiva, capacidad de almacenamiento), para
procesado (maxima velocidad de procesado y memoria,
posiblemente un cluster) y post-procesado (software gréfico, calidad
de pantalla e impresién).

Los tiempos de solucién son tan variados como los
problemas a resolver. A titulo indicativo, las escalas de tiempo
razonables son:

e Pre-procesado: semanas-hombre para el primer
problema, horas para variaciones sobre el original.

e Procesado: horas a dias de maquina.

e Post-procesado: dias a semanas-hombre.

Referencias al Capitulo 2

e W.C.Reynolds; The Element Potential Method for Chemical
Equilibrium Analysis: Implementation in the Interactive
Program STANJAN, Version 3, Stanford University (1986),
incluido en R.J.Kee, F.M.Rupley, E. Meeks,and J.A.Miller,
Chemkin-I11: A Fortran Chemical Kinetics Package for the
Analysis of Gas-Phase Chemical and Plasma Kinetics,
Sandia National Laboratories Report SAND 96-8216 (1996).

o R.J.Kee, F.M.Rupley, and J.A.Miller, “The Chemkin
Thermodynamic Data Base,” Sandia Nacional Laboratorios
Report SAND87-8215B (1990).
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CAPITULO 3

Flujos turbulentos

3.1 Ecuaciones instantaneas y promedios

Las ecuaciones dadas en el Capitulo 2 son validas
instantaneamente, habida cuenta de las simplificaciones hechas.

Cuando el flujo es dependiente del tiempo es necesario
satisfacer las ecuaciones de transporte en un ndmero de instantes
sucesivos lo que permite computar, por ejemplo, un flujo en
desarrollo temporal. La simulacién numérica de flujos en desarrollo
temporal se denomina simulacién numérica directa (DNS) y requiere
un esfuerzo computacional tan elevado que al presente esta limitada
a casos relativamente simples, con numeros de Reynolds bajos
(experimentos de ondas de choque, combustién en tubos de choque).

Hay una clase de flujos que, si bien son estacionarios en el
tiempo, se caracterizan porque las variables (velocidad, temperatura,
composicién) varian constantemente en una forma aparentemente
impredecible alrededor de un valor medio.

Estos flujos turbulentos requeririan la simulacion numérica
instantanea con muy breves pasos de tiempo y en gran namero. En la
actualidad no se poseen los medios computacionales, en especial el
hardware, para hacer tales computos, y, ain si pudiera hacerse, es
probable que no fuera de interés practico, ya que para la utilizacién
de flujos turbulentos interesa conocer las propiedades promedio. La
utilidad del experimento numérico como contraste y complemento
del experimento fisico se hace efectiva cuando los resultados de
ambos son comparables, y los instrumentos fisicos en general miden
valores promedio.

Luego, es necesario modificar las ecuaciones instantaneas de
transporte  para computar los pardmetros estocasticos de las
variables, vale decir, sus momentos (media, varianza, tercer
momento, cuarto momento o kurtosis, etc.).
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En la generacion de las ecuaciones promediadas se acepta la
hipétesis de Taylor sobre la equivalencia de las medias espaciales y
temporales en un volumen de control (hip6tesis ergodica).

3.2 Tipos de promedios

Sea la variable ¢ sujeta a variaciones estocasticas. El promedio
simple o del tipo Reynolds se define por

p=¢+¢, (313

donde ¢ es el promedio espacio-temporal de la variable ¢ en
un volumen de control y ¢' la fluctuacion estocastica cuya media es,
por definicién, cero

Para hallar el promedio se mide la variable a intervalos
regulares de tiempo en un punto de espacio un nimero de veces.
Alternativamente, se toma un nimero de muestras simultaneas en un
volumen de control en puntos igualmente espaciados.

Si el espaciado L, el periodo de muestreo T son tales que, dada
la velocidad U del flujo,

U~L/T {3.2}

ambos promedios seran iguales. Inversamente, si la velocidad
del flujo es U y tomamos muestras separadas un tiempo T el
promedio serd valido en un entorno de tamafio L, y si tomamos
muestras en un volumen de tamafio L el periodo de muestreo no debe
ser superiora T.

Esto asume que lo que se estd midiendo es efectivamente ¢.
Sin embargo, hay casos en que la medicion de la variable no es tan
aparente. Por ejemplo, si se utiliza un tubo Pitot para medir

. . . 1
velocidad en un flujo turbulento, lo que se mide es E'D vZ, que no

, 1_ - -
es igual a E'D (V). Para poder deducir V de esta medicion es

necesario hacer
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pVi=(p+pW+V)V+Vv)=pV) +p V2 +p'v2+2Up'V
: {3.3}
lo que requiere conocer tres nuevas correlaciones,
v'2, ,o'v'2 y p'v'.

Hay otras mediciones en las que el valor medido depende de la
densidad o la velocidad u otras variables; la medicion de temperatura
con termocuplas o hilos calientes son ejemplos.

Para flujos reactivos donde puede existir fuertes variaciones en
la densidad de la mezcla se prefiere utilizar el promedio tipo Favre, 0
de pesada con la densidad, definido por

p=0¢+¢". {3.4}
El computo del promedio de ¢ se realiza segin
g=22 {35}
P

Esto mejora el caso del ejemplo ya que

- 2 _
PV =pVi=pU + V" {36}
y solo requiere una correlacion (la varianza o autocorrelacién
de v).
Favre defini6 este promedio para simplificar la medicién de las
propiedades de los gases en base a la ecuacion de estado

R
=p—T, 3.7
P=ry {3.7}
que, utilizando promedio Reynolds resulta en
P= 5T =2 (5T +pT). {38}
W P W pl+pl), :

mientras que, utilizando el promedio Favre se elimina la
correlacién densidad-temperatura:
R ~

p=—pT. 3.9
p w? {3.9}
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Desafortunadamente esta simplificacion se pierde cuando la
composicion de la mezcla (dada por la masa molecular W) es
también una variable estocéstica, ya que

1 _5(Y
w ‘Z(w J ’ {3103

y, si bien las masas moleculares de las especies, W; , son
constantes, las fracciones de masa y; son variables turbulentas, y
resulta

ovT ﬁyif'*fply'i+ﬁyliT'+yiplT'+plyliTl
p=wy £ :mz( v ).

{3.11}
Esto se simplifica un poco usando promedio Favre:

p= iRﬁiZHV%l T +®'—VJ T”:l , {312}

pero nuevamente encontramos una correlacion entre
fluctuaciones de composicion y temperatura que, incidentalmente,
apunta al corazdn de la quimica.

Lo anterior se repite al promediar las ecuaciones de transporte:
el uso de promedios Favre simplifica el resultado, pero quedan
correlaciones por modelar. Esto se denomina el problema de cierre o
de clausura de la turbulencia (en el sentido de formar un sistema
completo o cerrado de ecuaciones).

3.3 Propiedades de los promedios Reynolds y Favre

Segun sus definiciones,

¢=¢;+¢'; ¢_5'=0, {3.13}

d=¢+¢" ¢"=0. {3.14}
Notamos que ¢ ' =0y ¢" = 0. De las definiciones, tomando
promedios cruzados y notando que
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p=¢.y {3.15}
$=9. {3.16}
resulta
p=¢+¢'.y {3.17}
p=0¢+¢", {3.18}
de donde obtenemos
= —T¢ {3.19}
yo,
También se encuentra que
¢ = ¢ -5, {3.20}
¢ =g +¢ . {3.21}
Para la densidad en particular se encuentra que
p=p(p-p). {3.22}
P =p(p-P), {3.23}
Como p?>0y p"2 >0 deducimos que

5> 5y también que p° > p? , es decir, que la distribucion de
probabilidades en promedio Favre tiene una media mas alta y es mas
dispersa (su varianza es mayor), como ilustra la Figura siguiente:

Introducciéon al modelado numérico de flujos reactivos | 47



Medias

s

/T / |
[\

Reynolds ( / Favre
A
4—{3 e BEe—
\ \
Y
\\ \

VA

Varianss
1 1

L L L i ST | | L L i |

P

LI I LI ' LI l L) ' S e | I LI l LI

Figura 3.1: Distribuciones de probabilidades Reynolds y Favre

3.4 La ecuacién de Navier-Stokes en promedio Favre

En forma tensorial y utilizando la notacién de Einstein, la
ecuacioén instantanea de conservacion de la cantidad de movimiento
en la direccion i es:

o(pu;) Ilpy; u; 0 op
(at )+ (ax, J):a[ﬂlsij}_&,{&ﬂ}

] ] 1

donde

. Ou;
5, ~0u, U 2, 0u
oX.  ox 3 7 0%

] 1

{3.25}

y 14 €S la viscosidad laminar.
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ou, ou oOv oOw o
=—+—+— es la dilatacion o

ox, Oox oy oz
divergencia de la velocidad, indicada en adelante por 6, y &; es el
delta de Kronecker.
Tomando promedio tipo Reynolds:

a(ﬁﬁi)+5<,5ui Uj):i[ g1_P
ot X, OX; A ox

El término

{3.26}

donde hemos despreciado las variaciones turbulentas de la

viscosidad laminar ya que la viscosidad de la mezcla no cambia
mucho con la composicién en los casos mas usuales.

El término convectivo u;u; lo expandimos como
uu; =00; +u,"u; " {3.27}
Para modelar el segundo término del segundo miembro

adoptamos una forma de la Ley de Fick, o de difusion con el
gradiente, que escribimos

au,

ul lIle l|: —Dtu _|

o

gue indica que la perturbacion «”; se difunde en la direccion j

segun la magnitud del gradiente (la diferencia) del valor promedio

U, en la direccion j, con un coeficiente de proporcionalidad
D, , (turbulento, de u).

El coeficiente de difusién lo reemplazamos utilizando el
namero de Schmidt:

, {3.28}

7
Sc=-"—, 3.29
po {329}
H,
Sc, =, 3.30
t oD, { }

(La “viscosidad turbulenta”, £ , ain no esta definida)
Como también podriamos haber escrito
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Ui"uj”:_Dt.U a_x_j’ {331}
adoptamos la forma
g od.
PRV S [ WL 70t
Sco\ ox; O

Si en esta expresion (que no es una suma ya que no hay
subindices repetidos) hacemos i = j obtenemos

- n2 ,th au
" =—-=—2—. 3.33
pY; Sc,. - % {3.33}

1
Si sumamos ahora los tres componentes obtenemos, en el
primer miembro,

,B(u"2 +v'? +w"2), {3.34}

gue es el doble de

(u"2+v"2+w"2)

.1
K=—U"u"= 3.35
Su U > 1335}
llamada la energia cinética de la turbulencia.

En el segundo miembro tenemos 20 . Luego, para mantener la
igualdad de la traza (valor de la expresion para i = j) hacemos

ﬁul lluj " —

. ou; ~
__H %JF_J +g§ij(l5,;)+35ijig
S, (0%, ox ) 3 3 " 3¢,

{3.36}
Sustituyendo en la ecuacion promediada:
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50) o(paa .
op0) AP8Y) o[ 4 g, 25 (50
ot OX; OX; | S,
2 S, P
ox; H N ax
{3.37}
o 0
Notamos que &; Fvy = v y reordenamos para obtener
j i
a(,sai)+a(,3ai o)
ot OX

o = w ) o(. 2_)
-— S. + LS. |—— +— oK
axj(”' 7S, ”J ax(p 3p]

{3.38}
Se vera luego que en general g4 [ £ , por lo que

despreciamos la diferencia entre S_ij y§ij y, adoptando un valor del
namero de Schmidt laminar escribimos
= H e M T H
D, = + = ;Sc, =Sc,
PR S¢,,  Sc Sc o

t,u u

{3.39}
y queda finalmente

o(p0)  2P90)_ 0 s ) a( ; j

_ 9 5+l5
x|\ P3P

i i i

{3.40}

Se hace notar que al sustraer el término —2/3x a la

n2 ~ - H
componente U, ™ hemos supuesto que x se divide igualmente en las
tres direcciones, o sea, se ha supuesto turbulencia isotropica.
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La ecuacion de Navier-Stokes queda asi escrita en términos de
£, Py U, faltando ain definir la viscosidad turbulenta z;, .

Todo lo anterior fue desarrollado en notacién tensorial.
Cuando las ecuaciones de Navier-Stokes se escriben en coordenadas
cartesianas ortogonales, cilindricas o esféricas pueden aparecer otros
términos que se deben modelar. Las expresiones completas de la
ecuacién de Navier-Stokes en varios sistemas de coordenadas se dan

en el Apéndice C.
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CAPITULO 4

Ecuaciones de continuidad y de transporte

4.1 La ecuacioén de continuidad o de conservacion de la
masa

La forma instantanea de la ecuacion de conservacion de la
masa, 0 de continuidad, es:

a—p+a('0—u‘):0. {4.1}
ot OX:

En promedio Reynolds,

p 5(5@ +p'—ui') ~
E-F o =0, {4.2}

lo que requiere un modelo para la correlacion p'u,'. En
promedio Favre la ecuacion es mas simple:

p O(pu
P ,oP4)_q (4.3}
ot OX;
En otros sistemas de coordenadas:
o Cartesianas ortogonales X, y, z:
p O(pu) O(pV) O(pw
a—’O+ ('0 )+ ('0 )+ ('0 ):O. {4.4}
ot OX oy oz
e Cilindricasr, o, z:
6_p+18(rpu)+£8(pv)+6(pw) 0
ot r or r oe 0z
{4.5}
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4.2 La ecuacion general de conservacion de un escalar

Para un escalar general ¢ la ecuacion de transporte es:

o), 200021, 28 )vst

ot OX; ox, | ox,
{4.6}
donde oD, , = = Gile=1,y S? es el término de
’ c, Pr,
fuente o de creacion/destruccion de ¢.
Tomando promedio Reynolds:
o(pp) o(pu; ¢ — ) —
(79) 20puid)_o( o o). 5
ot OX; OX; " OX;
{4.7}
Expandiendo el término convectivo:
a(,a U, ¢) 8(,5[]¢+/3u"j ¢")
= : {4.8}
OX; OX;
Adoptamos la ley de difusion por el gradiente o ley de Fick:
_ _ o 0 __ w08
ull. u: ull. —_ D _:__t_,
p j ¢ p j ¢ p t,¢ aXJ SC¢ aXJ
{4.9}

con la viscosidad turbulenta sy el namero de Schmidt que

corresponde a ¢.
Luego,
o(ps)  o(pad)
A % . {410}

i(pD 0/ +A%J+§
]

Lé AL
OX. 8xj Sc¢ 8xj
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Si despreciamos la variacion del coeficiente de difusion D, ,
con la turbulencia queda:
M 8¢ M 8¢
Sc, X Sc 8x
Considerando que z4 [ 44, despreciamos la diferencia entre
las medias Reynolds y Favre de ¢ y escribimos:
4 OF b _0,%
Sc, oX;  Sc, OX; ? ox.

{4.11}

| {4.12}

J

_ +

pD, = % . {4.13}
Cs

Ocasionalmente algunos autores hacen diferencia entre el
nimero de Schmidt para el componente laminar y el turbulento,

definiendo
pD, =4 A {4.14}
SC,. chjyt

La ecuacion de transporte promediada queda entonces:

a(ﬁ&)+a(ﬁa,-d5)_i[w a¢]+s¢

ot ox.  OX. ? ox

]

{4.15}
La forma Reynolds de esta ecuacion es mucho mas compleja
ya que aparecen un nimero de correlaciones, como ser:

pUp=pug+U;p'¢'+¢ p'u’y, {416}
que deberian ser modeladas.
Para el caso de un escalar conservado el término de fuente es

cero,
o(pd) o(Pud) o (__ o4
o | _8—)(1(/3D axJ {417}

J
Al no haber término de fuente, la ecuacion de transporte de una
variable £ =a+bg¢ (con a y b constantes) es la misma ya que la

ecuacion es lineal en ¢
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_o(pg) o(PUd) o __ of
M= —ﬁ—J

J

=0
{4.18}
Luego, las soluciones de la ecuacion de £5(¢) y las de £(&)

son también combinaciones lineales. Es decir, s6lo es necesario
resolver una ecuacion diferencial parcial para escalares conservados,
y las soluciones de los demas escalares conservados se pueden
obtener algebraicamente.

La Unica observacion es que el nimero de Schmidt debe ser
muy similar para ambos escalares conservados.

El término de fuente S’ puede tener valores distintos de cero,
aln para escalares conservados, en las fronteras. En los casos en que
sea necesario evaluarlo, se debe tener presente que se evalla en
promedio Reynolds y no Favre.

4.3 La ecuacion de conservacion de la energia

Consideramos la conservacion de la entalpia total de
estagnacion por unidad de masa h, que ya fue definida. La ecuacién
instantanea puede consultarse en el texto de Anderson, Tannehill y
Pletcher o en el de Kuo. Despreciando el efecto de las fuerzas de
masa, los efectos Dufour y Soret (difusion-temperatura) y aplicando
como antes la ley de Fick resulta:

6(,5h)+8<,5l]jh) _
ot OX.

]

K ,3Dhﬂ I ﬁ(i—ljhi%
6xj OX. ot 6xj Pr\ Le 6xj

J
{4.19}

(Notar la suma en el Gltimo término)
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Si el nimero de Lewis Le fuese muy distinto a la unidad

%Y,

debiéramos modelar el término hié_' lo que crea considerable
X
J

dificultad, ya que

hi%=hi%+h'i—‘, {4.20}
OX; OX; OX;

y no s6lo debemos modelar una correlacion que es béasica en
flujos reactivos (fluctuaciones de energia, o sea, temperatura, y
composicidn) sino que también necesitamos conocer los promedios
Reynolds de entalpia y composicion.

Pero aln si Le fuera distinto de la unidad, como en flujo

turbulento
w1
= —-1\(0 T,, 4.21
Pr[Le ) " .21}

se desprecia este término.

2

El término a%tzo puede ser muy importante para flujos

como en motores de combustion interna; para flujos isobaricos, como
en la mayoria de los reactores quimicos, es cero, con lo que queda

ﬁ(ﬁ) =0, lo que reafirma que la entalpia total de estagnacion es un

escalar conservado.

Sin embargo, si la transmision de calor por radiacién o por
conduccion no fueran despreciables se deben introducir términos de
fuente apropiados. Igualmente se deben introducir términos de fuente
en las fronteras si hay intercambio de energia.

Algunos autores prefieren plantear la ecuacién de conservacion
de la energia en funcién de la temperatura. Para ello escriben

h=c,T y reemplazan en la ecuacion de h. En este caso es necesario
generar una tabla de calor especifico de la mezcla en funcién de la
temperatura para ajustar el valor de c, segin vaya variando la

solucion de T. Este es un procedimiento engorroso y se prefiere la
solucidn del parrafo (2.2) para obtener temperatura y calor especifico
deyiyh.
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4.4 La ecuacion de transporte de la fraccion de mezcla

Siendo la fraccion de mezcla un escalar conservado su
ecuacion de transporte es
o(pf) o(pu;f) 7
PP 0 pD, a4 {4.22}
ot OX; OX; X;
Normalmente no existen en esta ecuacion los términos de
fuente, pero pueden existir en ciertos casos de flujos bifasicos. Por
ejemplo, si se considera la cantidad de masa evaporada de una gota
de liquido dentro de un volumen de referencia. Suponiendo que el
liquido es el reactivo al cual corresponde f = 1. Si la masa evaporada
es m y la masa original en el volumen era M, el incremento de f
resulta:

_ 1-f m_ 1-f
I+m/MM M/m+l
que seria el término de fuente.

Si en cambio en el volumen de referencia se inyecta el otro
reactivo en cantidad m por unidad de tiempo, la disminucion de f es

f
ANf=———>0, 4.23
M/m+1 423}

>0, {4.23}

4.5 La ecuacion de transporte de las especies quimicas

Para la especie quimica i escribimos la ecuacion instantanea
o(pl,) Olpu. T :
(or), opu,T) i{ o afu}wi,
J

ot o, o0 ek

]
{4.24}
donde w; es la velocidad de creacidn/destruccion de la especie
en kmol/m®/s, es decir, en las unidades de la velocidad de reaccion:

> M, > vM,, {4.25}
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W =k(T)H[Mi]V‘ , {4.26}
W= (v, -V,

: w. {4.27}

Para obtener la ecuacion de las fracciones de masa
reemplazamos Yy, =I"\W, y obtenemos

5(Pyi)+a(puj %) :i[pr %, J+Wiwi .

ot . X, .

]

J
{4.28}
Tomando promedio Reynolds y con las mismas operaciones
gue para las anteriores ecuaciones de transporte llegamos a:
o(py.) olpu.y, J.
(73,) o(P Jy):i[ﬁD_%J
]

+W.w,

ot OX. OX. o)

i i
{4.29}
Notamos que el término de fuente queda en promedio

Reynolds. Esto crea una seria dificultad ya que

Wo=(v,'=v)W=k(M]]M]". {430}
i
y aparecerian un elevado nimero de correlaciones debido a las
fluctuaciones de temperatura y concentracién, a mas de la
complicacion de promediar potencias de las concentraciones. Por
otro lado tampoco se dispone de los promedios Reynolds de las
concentraciones, pero esto no es una dificultad ya que
[i]=2% S [i]=2% {431}
Wi Wi
Simplemente a fin de poder continuar se desprecian las
fluctuaciones y correlaciones y se adopta
Z‘/i HyiVi

W = k(f)l—[m =k(T)5" HW ,{4.32}
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4.6 La ecuacion de transporte del avance de reaccion

Para las situaciones de reaccion premezclada es conveniente

trabajar con el avance de reaccion definido por
o=t "In _C (T-T,) . {433}
Tp _Tm QyAA

donde T,es la temperatura de los productos, Q es el calor de la
reaccion por kilogramo de la especie A, y las demas variables ya han
sido definidas.

Una ecuacion de transporte no es estrictamente necesaria ya
que si definimos la fraccién de masa reducida del reactivo A como

y, =& (434}
Yaa
es inmediato que, para el caso adiabatico,
O+y, =1, {4.35}

por lo que sabiendo la fraccion de masa se obtiene el avance
de reaccién. No obstante, para el caso general, se puede plantear la
ecuacién de transporte como:

a('B é) + a(ﬁa" é) i[ﬁoe @]w—v@.

ot X ox ox

i i i

{4.36}
La aplicacion del avance de reaccion para sistemas
premezclados en quimica rapida y lenta se vera mas adelante.

4.7 Resumen de las ecuaciones de transporte

Las ecuaciones de transporte, incluyendo la de conservacion
de la masa, pueden escribirse en forma general como

o(p4) , o(p19) i[;D a_g}gl

ot X ox "’axj

J
{4.37}
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donde la variable ¢, el término de fuente y el ndmero de

Schmidt son:
Ecuacion ¢
Masa 1
Navier- U
Stokes
Energia h
Mezcla f
Especies ;
Avance ®

Sc

0.7
0.7
ver

ver

Para las especies quimicas en estado gaseoso el nimero de
Prandtl vale aproximadamente 0.75; el numero de Lewis, sin
embargo, varia considerablemente, y por consiguiente también varia
el nimero de Schmidt, Sc=Le Pr. Algunos valores recomendados

son:

Especie
CH,

O,

H,O

CO;

OH

Le

0.97

1.11

0.83

1.39

0.18

0.70

0.73
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HO, 1.10

H, 0.3
CO 1.10
H,0; 1.12
HCO 1.27
CH,O 1.28
CH; 1.0
CH3;0 13
N, 1.0

4.8 Relaciones algebraicas

De las i especies presentes en el sistema de reacciones
quimicas un numero s puede obtenerse por medio de relaciones
algebraicas utilizando escalares conservados, mientras que las (i-s)
restantes deberan obtenerse de ecuaciones de transporte.

Es importante entonces determinar cuédntos escalares
conservados podran generarse a fin de reducir el namero de
ecuaciones diferenciales a resolver.

En principio hay por lo menos tantos escalares conservados
como especies atdmicas en las corrientes de entrada, ya que los
nameros de atomos se conservan. Sin embargo, puede haber méas
escalares conservados, y la definicion del escalar conservado mas
ventajosa no es necesariamente la obvia del nimero de 4&tomos.

El procedimiento que sigue es s6lo un ejemplo; no se conoce
una teoria general del tema.
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Consideremos un sistema de reacciones I-IV con siete especies
guimicas A-G:
. A+B+2C —>D+4E
II. D+B—>F+E
. 2E+G — 2B
IV. 3E+G—2B+2C

La velocidades de creacién/destruccién son:
o W= -W,

e Wg= -W;- W + 2w + 2wy
o Wc= '2W| + 2W|V

e Wp= W-W

o We = 4w+ Wy - 2wy - 3wy
* W= W,

[

Wg = - W) . Wy

Ordenamos los segundos miembros como una matriz de 4x7:

+ Wi Wi Wiy

-1 0 0 0 a
-1 -1 2 2 b
-2 0 0 2 c
1 -1 0 0 d
4 1 -2 -3

0 1 0 0 f
0 0 1 1 g

El rango de esta matriz es 4, lo que indica que 4 especies son
independientes (y deben ser halladas resolviendo ecuaciones de
transporte) y 3 son combinaciones lineales de las otras, y pueden ser
halladas utilizando escalares conservados.

Para hallar las ecuaciones independientes debemos encontrar
los grupos de 4 ecuaciones con determinante cero. Hay

Introduccion al modelado numérico de flujos reactivos | 63



%7_4)|4|=35 grupos posibles de 4 ecuaciones, y de ellos 8

tienen determinante cero. Las ocho combinaciones son:

a,b,dg especies A B, DG
a, b fg AB FG
a, d fg A D FG
a,bce A B,CE
a, def A D,EF
a,b,df A B,D,F
a,cd,f A CD,F
a, dfg B,D,F,G

Se han anotado las especies involucradas pero esto no implica
gue todas aparezcan en el escalar. Por ejemplo, las notas (*) y (**)
indican que las especies E y C no aparecen en el resultado. Esto
implica que, al menos, uno de los dos (E o C) deberd computarse por
medio de una ecuacidn de transporte, ya que habra un solo escalar (el
cuarto) que los involucra a ambos.

Para generar los escalares tomamos cualquier menor
(determinante) que dé cero y buscamos la combinacién lineal que
tiene segundo término nulo. Por ejemplo, tomando (a), (b), (¢) y (e):

1 a)
1 1 b)
2 C)
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2 3 e

Es inmediato que 4(a)+2(e)+2(b)+(c) =0
Luego, una especie tal que su abundancia especifica sea
AT, +2I g+ +2Ic tendra w=0 , o sea, serd un escalar

conservado:

B=C(4T,+20;+T . +2I;). {4.38}

De este modo podemos generar escalares conservados para las
8 combinaciones cuyos menores son nulos.

De los 8 escalares conservados debemos elegir 3 para calcular
tres especies, y las 4 restantes se calcularan por ecuaciones de
transporte. La seleccion de cual especie obtener de escalares
conservados y cudl por ecuaciones de transporte depende de la
especie. En general se prefiere obtener de ecuaciones de transporte
aquellas especies que estén en concentraciones muy bajas, para evitar
calcularlas por diferencia entre concentraciones de especies
principales, lo que incrementaria el error numérico.

Para utilizar un escalar en el computo de una especie nos
basamos en la fraccion de mezcla:

p=p,
f="r—= 4.39
ﬂl_ﬂz { }

y luego, por ejemplo,

B=F(B—B,)+p, =4, +20 +T +2I., {4.40}

con lo que, conociendo f y los valores del escalar B en las
corrientes de entrada 1 y 2 podemos calcular una de las especies A, B,
C o E a partir de las otras tres.
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4.9 Cierre del modelo

Las ecuaciones de transporte de las medias Favre proporcionan
las soluciones requeridas para computar los parametros principales, a

saber, u, p, 5, T, h, ¥..
Restan algunas dificultades alin no resueltas para cerrar el

modelo. Por ejemplo, la computacion de la masa molecular de la
mezcla de

1 Y,
— =) 2 4.41
W ZW {441}
0 bien
W => WX . {4.42}
Suponiendo disponibles y, o X. podemos calcular
W=>Wx, {4.43}
0 bien
1 y.
— =) 4.44
W) Ta e

Ninguna de estas dos expresiones nos es (til para la ecuacion
de estado,

R
=p—T, 4.45
P=pry {4.45}
P=pN T {4.46}
W) .
Una forma usual de resolver este problema es escribir
pW = p RT , {4.47}
PW =5 RT, {4.48}

y luego hacer pW = pW , ya que la masa molecular no es
una funcion muy fuerte de la presion. Necesitamos ahora modelar
W , y hacemos
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P al )

{4.49}
con lo que la ecuacion de estado queda
)
p=p—=T, 4.50
P=r% {4.50}
1 y.
— =) =L, 451
v ZW {4.51}

Otra dificultad se presenta al calcular T a partir de la entalpia
ya que
h=>hy,. {4.52}

h=hs;+>aT’, {453}
i

por lo que

h=>hyi+D, DayT’, {454
] T

h=>"hyg,+> > a(yT') {455}
i T

Es sabido que descartar las correlaciones que aparecen entre la
composicion y la temperatura causa errores no despreciables, del
orden del 10% en T. Sin embargo, y a falta de mejores modelos, se

adopta
h=>h%+> > a7’ . {456}
i i j

Con respecto a la presion, en la mayoria de los casos se la
puede considerar constante, por lo que sélo es necesario efectuar
correcciones originadas en las fuerzas de masa, por el escurrimiento
0 por efectos térmicos. Mas adelante se trata la ecuacion de
correccion de la presion.

Finalmente resta el problema de modelar el coeficiente de
difusion turbulenta g, con lo que el sistema de ecuaciones

diferenciales y algebraicas quedaria completo o “cerrado”.
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CAPITULO 5:

Modelos de turbulencia

5.1 Modelo de transporte de tensiones de Reynolds

El modelo elegido al desarrollar las ecuaciones de transporte
fue de modelar las correlaciones segun el principio de difusion con el
gradiente, o ley de Fick:

- n n 85
_puj ¢ :ﬁrt¢8_ t¢:_s
X PCy

modificado para la ecuacion de Navier-Stokes por la traza
u,"'u, " como

o=t 51y

ol 2
———6.pK; Sc. =1, 5.2
ox, 3 (5.2}

Generalmente se retiene el modelo de Fick para las ecuaciones
de transporte de los escalares como la entalpia o las fracciones de
masa, pero el modelado de la correlacion de velocidades puede
hacerse de diversas formas.

Una técnica consiste en obtener ecuaciones de transporte para

las correlaciones u;"u;" a partir de manipulaciones de las

ecuaciones de Navier-Stokes y de continuidad. La forma general de
las ecuaciones asi obtenidas es la ya vista, con términos de fuente
gue contienen correlaciones dobles y triples entre densidad y
velocidad. Este es el método de transporte de las tensiones de

Reynolds, la que las correlaciones —p u; "u; " son las tensiones de

—ﬁ ul lluj Il: ﬁ l—!tu

Reynolds.
Los términos de fuente pueden modelarse por repetida
aplicacion de la ley de Fick, o bien utilizando formas algebraicas
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para representar las correlaciones (modelo algebraico). Hay un
namero de variantes de la ecuacion basica

L( U;"u )=§ {5.3}

1)
que difieren en la forma del término de fuente S.
Estos métodos de ecuaciones de transporte de las tensiones de

Reynolds proporcionan los términos o u;"u;™ a reemplazar en la

ecuacion de Navier-Stokes promediada y, por otra parte, permiten
obtener s mediante la ley de Fick para ser utilizada en las otras
ecuaciones de transporte.

Si bien estos métodos son muy difundidos y dan muy buenos
resultados en ciertos casos de flujo, dan como resultado sistemas de
ecuaciones lineales muy rigidos, dificiles de resolver por métodos
numéricos (pobre convergencia). Conceptualmente, ademas, no es
clara la ventaja de modelar la ecuacion de transporte de una
correlacion doble que contiene una correlacion triple. Si se intentara
modelar las correlaciones triples se encontrarian correlaciones

cuadruples pu;“u;"u, ", y asi siguiendo. Esta es la raiz del
problema de cierre de la turbulencia.

5.2 Modelos de cero y una ecuacion

Dado lo anterior es mas usual adoptar modelos de turbulencia
basados en escalas de turbulencia y sus respectivas ecuaciones de
modelado. Hay modelos de cero ecuaciones (donde ¢4 se modela con
una expresion algebraica empirica o basada en experimento), de una
ecuacion y el mas popular, el de dos ecuaciones.

En el modelo de una ecuacion se resuelve una ecuacion de
transporte para la energia cinética de la turbulencia k (que se vera en
lo que sigue) y luego se computa

1 =C', pxL, {5.4}
con L una escala predeterminada y C’, una constante.
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5.3 El modelo de dos ecuaciones

En este modelo se generan dos ecuaciones de transporte para
dos escalares, k y € 0 bien k y Q, donde

PP 1
K. energia cinética de la turbulenma:zu"i u", {5.5}

ou. "
& . disipacion de zc:@l S"ijai+8"ji L1, {5.6}
p 2 OX; OX;

Q: vorticidad (un vector), {5.7}
Q= % i - componente de Q en la direccion j, {5.8}

k
donde el tensor £, tiene los valores

5123 = 4/312 = 4/231 =1, {5.9}
4/321 = 4/213 = 4’132 =-1, {5.10}

y los demas &, = 0.
En coordenadas cartesianas ortogonales,

sza_u_@, {5.11}
oy oX
Qy:@_%, {5.12}
ox oy
ow ou
Q=—-—. 5.13
‘ox oz (513

Las ecuaciones de transporte se generan por manipulacion de
las ecuaciones de Navier-Stokes y la de continuidad, tomando la
forma conocida y difiriendo en el término de fuente.

Para la ecuacion de x se obtiene el término de fuente exacto

“r A —~ 0P —mOp
S TR R
oX OX;
donde
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- ~ ol 2 _ _~
G:,uISij—'—— K0 . {5.15}
axj 3
El término G, llamado de generacion o de produccion de «
toma diversas formas en los distintos sistemas de coordenadas, como

. . . ou,

se muestra (s6lo se indica la expresion Sij a—' ):
X .
J

e Coordenadas cartesianas ortogonales
ou auY (v (ow)
'J_=2 - +| — +| — +
OX; OX oy 0z
o oul 8wav2{6u aWT
—+— | | —+— | | —F+—| -
ox oy oy oz 0z OX
2
2 M N W , {5.16}
3| ox oy oz
e Coordenadas cilindricas r, @,z

au, auY (1ov vY [(owY

o, ar) e ) e |
J. QT z
a(vj 1ou]

r—|—|+=—1_ +

or\r) rop

1ow ov| {6u aw}2
——t— | == -
rop oz oz or

2
SRS
3| ror
La ecuacion de transporte de ¢ también puede obtenerse a

partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, pero resulta en un término
de fuente que contiene numerosos términos, incluyendo
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correlaciones dobles y triples que no se han modelado hasta el
momento. En su lugar se adopta el término de fuente

~c = —,,8_ —~
S {cl(c;—ui a—)':j—cng}

conC;=1.44,C,=1.92.

En lo que respecta a la ecuacion de transporte de la vorticidad,
la ecuacion instantdnea para la componente i se obtiene por
manipulacion de la ecuacion de Navier-Stokes como

m+m=,{g u a]
{5.19}

. {5.18}

R |

o ox Tox, ox

J

[z

™ ox,0x;  pox, | BX X

Esta ecuacion debe ser primeramente promediada en promedio
Favre.

El término de fuente que asi resulta contiene varios términos
gue requieren modelado, especialmente cerca de paredes sélidas, mas
complejos que los de la ecuacidn de ¢, lo que hace que esta ecuacién
no sea muy utilizada.

Suponiendo que las ecuaciones de transporte de las €2; han
sido resueltas se puede formar el moédulo de la vorticidad:

Q=00 =

{5.20}
Obtenidos los valores de k—¢ 0 de k—Q se puede formular una
expresion para la viscosidad turbulenta z4
La base de la formulacion es la hipétesis de longitud de mezcla
de Prandtl:

au
Pt

v=lI

m

{5.21}
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En una capa limite, u otra situacién cuasi-bidimensional, I, es
la distancia en la direccién y a la cual la turbulencia transporta un
cambio de velocidad ou, que aparece como una velocidad turbulenta
V.

El proximo paso es asumir que el nimero de Reynolds
turbulento

Re, =—" {5.22}
Vt
es constante, con lo que
2 |ou
vooevl, =17 5‘ {5.23}
En el modelo k—Q se adopta
v=IlQ),y {5.24}
| = % : {5.25}
con lo que resulta
K
=pv, ocl—. 5.26
=Py Q) {5.26}

Este modelo no es muy utilizado debido a las dificultades
mencionadas.
En el modelo k—¢ se adopta la escala de tiempo

r==, {5.27}
&

gue es el tiempo en que se disipa un torbellino. La escala de
longitud es

LocVz':VE, {5.28}
&
y se adopta V = \/; con lo que, introduciendo una constante
Co
O
L=C,—. {5.29}
&
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De aqui resulta

2

K
h=C,p—. {5.30}
£

La relacion entre Cp y C, la hallamos asumiendo turbulencia
estable en el tiempo y despreciando la influencia de la conveccion y
difusion en la ecuacion de ¢, con lo que la produccién iguala la

destruccién, o bien
., ou |( ou
Produccion: v,| — || — {5.31}
oy )\ oy

i/
Destruccion: e =C, = {5.32}
de donde
2 %
v M - K {5.33}
oy L

Ademas podemos escribir
2
v,=C,—=C' kL, {534
&

Manipulando estas relaciones obtenemos

(C .3]%
| =| 2| L, {5.35}

D

C,=C',C,, {5.36}

C,=C™,, (537}

c,=c’ =ch, (538
. 5

L=(C, )A LI {5.39}

&
(Cy)%‘ px L. {540}

H,
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Un valor usual es C, = 0.09 con lo que queda completo el
modelo de turbulencia de dos ecuaciones.

5.4 Mejoras al modelo k—¢

El modelo x—¢ es el més utilizado porque es relativamente
sencillo de implementar (sélo dos ecuaciones de transporte) y no da
peores resultados que otros modelos mas complejos (por ejemplo,
transporte de tensiones de Reynolds). Sin embargo, el modelo
Kk—e¢ tiene serias deficiencias entre las que se cuentan

e Rigidez
¢ Insensibilidad a la curvatura de la corriente
¢ Insensibilidad a las grandes estructuras

La rigidez, o dificultad en alcanzar la convergencia, proviene
de la forma ad-hoc del término de fuente de ¢, ya que si omitimos C;
y C,, que son de orden unitario, resulta

K _G_ pe=AK
S*=G-pec= /At : {541}
P & _
5°=(G-pe) = Ae/ {5.42}
de donde
E;g—ncocg. {5.43}
£ K

Luego, las soluciones de las ecuaciones de k y & son casi
proporcionales, y la interseccidon (solucion) no estd fuertemente
definida; en un plano x-y serian curvas casi paralelas. La solucion
existe porque las constantes son distintas.

Una manera de mejorar esto consiste en la aplicacién de la
Teoria de Grupos de Renormalizacion de Yakhot y Orszag. La teoria
es demasiado compleja para resumirla aqui; al aplicarla al modelo
k—e¢ resulta en una modificacion al coeficiente C, tal que

(75
C,=142-—~ /)

Ty {5.44}
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donde

K
1=sEis=(25,8,)% 48
o ou,
S I {5.46}
T2l oy

y las constantes valen f=0.012y 7, =4.38.

El pardmetro m es esencialmente un cociente de escalas de
tiempo de la turbulencia (k/¢) y del flujo medio (S). Cuando n — 0 0
bien n — oo, C;— 1.42. Igualmente, C;= 1.42 cuando n=n,.

Para valores de 7 algo inferiores 0 algo superiores a 7, la
férmula reduce o incrementa C; aproximadamente en un 50%. Vale
decir, si la escala de tiempo de la turbulencia (la “vida” de un
torbellino) es baja, se reduce la creacion de ¢, y si aumenta por
encima de 77, se aumenta la creacion de e.

Se han reportado resultados algo contradictorios respecto al
uso del método RNG. Si bien no se cuestiona la base tedrica, algunos
investigadores reportan excelentes resultados en flujos separados
(codos, escalones) mientras que otros no hallan diferencia.

Respecto a la performance con fuertes curvaturas, el modelo
K—¢ es notoriamente insensible a la curvatura de la linea de corriente,
lo que hace que dé pobres resultados en flujos con fuerte
recirculacion.

Una posible mejora consistiria en la computacion de los
términos —u"ia—xp que, transformacion de coordenadas mediante,

1
pueden interpretarse como correcciones al término de generacién G
en base a gradientes de presion radial y tangencial (principalmente
los primeros) en una zona de recirculacion, como indica la figura:

Introducciéon al modelado numérico de flujos reactivos | 77



Figura 5.1: Gradientes de presion en recirculacion

Para computar estos términos es necesario modelar la

correlacion
i p'V
u"= . 5.47
fo {5.47}

Estas correlaciones se pueden obtener de ecuaciones de
transporte (tres, para u”, v’ y w”) a partir de las ecuaciones de
Navier-Stokes. Los términos de fuente son bastante complejos y
requieren modelos para correlaciones triples, etc.

Esta técnica aun no ha sido probada, al menos no en forma
Favre y completa (se han hecho intentos en flujos cuasi-
bidimensionales).

También se han intentado numerosas modificaciones al
modelo k—¢ en base a la curvatura de la linea de corriente, a nimeros
de Richardson, a fuerzas de Coriolis, etc., sin obtener una mejora ni
sustancial ni general.

Con respecto al comportamiento en presencia de grandes
estructuras, el modelo k—¢ implica considerar turbulencia isotrépica

_ 2 - .
(ver el término en §K)’ lo que descarta estructuras tridimensionales

tales como vortices y engolfamientos. Por otro lado la “viscosidad
turbulenta” o “coeficiente de difusion turbulenta” z4, que es la
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medida de la influencia de la turbulencia en la mezcla, es computada
con dos valores locales, xy €, y es por lo tanto insensible a lo que
sucede, por ejemplo, aguas arriba.

Por consiguiente el modelo no puede reproducir regimenes de
turbulencia “gruesa”, en el régimen inercial o de grandes estructuras,
y estd limitado a modelar turbulencia “fina”, en la region de
disipacidn viscosa del espectro de turbulencia.

Puede argumentarse que este defecto se corrige con una malla
mas fina a fin de computar y no modelar los movimientos “gruesos”.
Este razonamiento por supuesto lleva a la computacion de las
ecuaciones instantaneas (Simulacién Numérica Directa) cuyo costo
computacional, para casos practicos, es prohibitivo.

Una solucion posible a este dilema es un mejor modelo del
término de fuente de € que incluya a la verticidad y posiblemente una

mas completa definicion de la ley de Fick para u; “u; " que también
incluya la vorticidad.

Referencias al Capitulo 5
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flows by a double expansion technique, Phys. Fluids A 4(7),
July 1992,
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CAPITULO 6

Condiciones de borde e iniciales

6.1 Condiciones de borde

La solucion de un problema de flujos reactivos consiste en
satisfacer las ecuaciones de transporte sujetas a las condiciones de
borde.

Luego, es vital especificar correctamente las condiciones de
borde para asegurar la existencia de una solucion al problema.

Es de hacer notar que no se ha desarrollado completamente la
teoria de las condiciones de borde. En las entradas de flujo, por
ejemplo, se sabe qué condiciones son necesarias pero no cuales son
suficientes. Existe el riesgo de sobre-especificar las condiciones de
borde y por lo tanto impedir el alcanzar una solucién.

La mejor condicion de borde, al decir de Elaine Oran del
Naval Research Laboratory de Washington es no tener ninguna. De
ser posible los bordes deben especificarse como regiones de flujo en
las que se conocen todos los parametros del flujo y por lo tanto las
ecuaciones de transporte pueden extenderse a ellas sin modificacion.
Esto sin embargo no es siempre posible y se verdn algunas
condiciones tipicas.

6.2 Clases de fronteras

Las fronteras del caso de flujo pueden ser
Entradas
Salidas
Paredes, permeables o0 impermeables
Superficies libres
Superficies de simetria, incluyendo ejes de simetria
Interfases
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Las fronteras de superficie libre e interfase no son aplicables a
flujos en fase gaseosa, y no se trataran en este trabajo.

Una entrada es aquella porcién de frontera en la que el flujo
ingresa al campo de célculo. Esto no es tan trivial como pareciera ya
gue hay ocasiones en que existe recirculacion en la boca de entrada
y el flujo puede revertirse en parte de la entrada.

La regla béasica para elegir una entrada es que las lineas de
corriente sean lo mas paralelas posible. Si es necesario se debe
extender el campo corriente arriba, incluso por medios artificiales,
para lograrlo; la figura siguiente ilustra algunos casos:

‘ —

NO Si

L I

AL
im
"

-~ No si

Figura 6.1: Entradas

Si no se pueden lograr lineas de corriente paralelas se pueden
probar fronteras en las que se conozca otra propiedad, por ejemplo,
lineas de corriente radiales, como muestra la figura.

Una salida es una porcién de frontera en la que el flujo egresa
del campo. Son vélidas las mismas observaciones que para la
entrada, dando preferencia a salidas con conductos de seccion
uniforme:
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Figura 6.2: Salidas

Las paredes son aquellas fronteras que son impermeables al
flujo, aungue se debe distinguir entre las que son impermeables al
flujo mésico y al flujo calérico. También pueden ser parcialmente
permeables o porosas, para ambos tipos de flujos.

Las superficies de simetria son las que dividen al campo en
dos imagenes especulares. Los ejes de simetria se presentan
normalmente en geometrias axisimétricas o esféricas.

Un caso especial de frontera es aquel en que una superficie de
simetria atraviesa una entrada o salida, ya que requiere revisar las
condiciones en las bocas para asegurar las condiciones de simetria.

6.3 Clases de condiciones de borde

En una frontera se puede especificar
e el valor de un pardmetro, o
e el gradiente del parametro normal a la frontera, o
e el flujo del pardmetro normal a la frontera.
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Las primeras son llamadas condiciones tipo Dirichlet y las
segundas tipo Neumann; las Ultimas no tienen denominacién
individual.

Como se vera hay casos mas complejos, combinacion de los de
mas arriba.

6.4 Entradas

En las entradas normalmente se especifica todo lo conocido, es
decir, p, o, T, yi,uj,h, etc. Se debe cuidar que se cumplan las

leyes y relaciones matematicas que las involucran.

La velocidad normal a la entrada es comunmente uniforme. Si
se trata de un conducto circular se puede aplicar la ley de la potencia
1/n, con n generalmente igual a 7.

Si el conducto tiene radio R y el caudal volumétrico Q es
conocido, la velocidad nominal Uy, se obtiene de

Q=7RU,. {6.1}
Para cada radio r la velocidad axial u vendra dada por la ley de
potencia
r V7
u= Cte.(l——j , {6.2}
R
por lo que, integrando e igualando
120(, r V7
u=—-1 _1-—1| U,. 6.3
= T

Esta ley es valida hasta el limite de la ley universal de la pared
gue se vera mas adelante.

La energia cinética de la turbulencia k se supone conocida. Si
no lo es se suele asumir un nivel proporcional a u (por ejemplo, 5%
de u), con lo que

kzgmowf. {6.4}
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Para establecer un valor de ¢, si no es conocido, se puede
adoptar un valor para la escala L (por ejemplo, 1 mm, o 1% del radio
del conducto), y obtener ¢ de

%

K
C/ T' {6.5}

Alternativamente, se puede asumir un numero de Reynolds
turbulento (digamos, 10000) y de

Re = 24D {6.6}
H
obtener . y luego ¢ de
2
K

Las componentes de velocidad transversales debieran
normalmente ser cero si la entrada fue bien elegida. Un caso
particular es el de flujos con rotacion, en que la velocidad tangencial
puede estar especificada. Si no se poseen valores experimentales es
comln asumir rotacion de cuerpo solido, woc r , también valida
hasta la ley de la pared.

6.5 Salidas

Si la salida estd bien elegida las condiciones de borde para
todos los parametros son gradiente en la direccion del flujo igual a
cero y flujos en la direccion normal (o sea, paralela a la cara de
salida) igual a cero.

6.6 Paredes

Para paredes impermeables al flujo mésico las condiciones de
borde para la velocidad son u; = 0 en la pared, y gradientes de
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presion, temperatura y entalpia nulos en la direccion normal a la
pared.

El flujo cerca de la pared obedece a la ley universal de la
pared, entre ciertos limites en la direccion normal. Inmediatamente
cerca de la pared el flujo puede considerarse laminar, y mas alla del
limite externo de la ley de la pared puede considerarse flujo libre:

Subcapa
viscosa

}ninar) /

Parel Flujo libre

e L

Ley de la
Pared

Figura 6.3: Ley de la pared

Para encontrar las condiciones de borde de k y € de acuerdo a
la ley de la pared, definimos el nimero de Reynolds local y* como

T = %, {6.8}
Y7
donde
e y: distancia a la pared
e sz viscosidad laminar
e u,: velocidad de friccién
La velocidad de friccion esta definida como

u=|—, {6.9}

Yo,
donde zes la tension de corte en la pared.
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Para valores de y" <11.63 se asume una subcapa viscosa
donde se cumple que 7 =Const.y

Yoy £6.10}
u

T

En esta regién la velocidad paralela a la pared varia entre cero
y 11.63 u., con 7y u, los correspondientes a la préxima capa.
Para aproximadamente 11.63<y’" <100 tomamos la

ecuacion de transporte de «, despreciando conveccion y difusion y
reteniendo del término de generacion G la derivada normal a la
pared, con lo que queda:

ou '\’
u|—| —pe=0. {6.11}
OX
Con la expresion de 4
2
1=C,p%/ {6.12}
y la aproximacion
T=U, 6—u {6.13}
oy
obtenemos
T= Cjépk‘. {6.14}
Luego,

u, =(C, )% K2, {6.15}
En esta region la Ley Universal de la Pared es
u 1 N

T

donde
e k: constante de von Karman: 0.4187
e E: constante; para paredes lisas, 9.793

De esta ecuacion obtenemos la derivada
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u_u {6.17}

oy ky
Para hallar el valor de ¢ afiadimos a esta la ecuacion
simplificada de x (Ecuacion 6.11) y la ecuaciéon 6.12 y operamos
para hallar

2
&2 =C [“—j . {618}

ky
Reemplazamos las Ecuaciones 6.9 y 6.14 para obtener
C 34K32
e=—"~ {6.19}
ky

El procedimiento es el siguiente: las ecuaciones de transporte
se satisfacen desde el interior hasta un punto alejado de la pared una
distancia y* del orden de 100 a 200. De alli hasta la pared se adoptan
dos puntos mas de célculo, uno en la pared y otro a media distancia.

La condicion de borde de k y ¢ se fija, no en la pared, sino en
el punto de media distancia. La turbulencia k se extrapola desde los
puntos interiores, asumiendo x = @ en la pared, y se obtiene asi k en
el punto intermedio. Con la dltima férmula se obtiene ¢ en el punto
medio. Quedan asi fijados k y € en el punto medio y en la pared.

Los términos de fuente para las ecuaciones de transporte en el
punto medio se construyen como sigue:

L
e Parax: G-—pe=7——p—= :
y ky
{6.20}
3 3
10°C 74,2
e Parac: (CG-C,pe)l=——rt" _10%.
K ky
(6213

La razon del término de & se verd cuando se trate la
discretizacion de la ecuacion de transporte.

Las condiciones de borde para la fraccion de mezcla f y para
las especies quimicas y; son que el gradiente normal a la pared sea
cero.
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Para la ecuacién de energia hay varios tipos de condiciones de
pared. Si la pared es adiabética la condicion es gradiente cero.

Si se especifica la temperatura de la pared se debe computar el
coeficiente de conductividad A de la mezcla y calcular el flujo de
calor

Q A, AL {6.22}

oy A
Alternativamente se puede utilizar el coeficiente de

transmision total o = /Ay y calcular

Q :—aA%z—aAA—h. {6.23}

Cp
Si la distancia y desde el dltimo punto a la pared es
relativamente grande (y* > 30) se puede utilizar la ley de la pared y
escribir, asumiendo que el Gltimo punto tiene las mismas condiciones
queay’ =11.63,

Q=_,1A£=_(3F’_”A£;(pr=cp7ﬂ)

y Pr y
{6.24}
Sustituyendo Ecuaciones 6.10, 6.15 y 6.16 obtenemos
C/* k'K
Q=-P=u " C pAn, £6.25}
Pr In(y*E)

El flujo de calor Q [W] asi obtenido es el término de fuente
correcto para la ecuacién de transporte de la entalpia en volimenes
finitos ya que, si consideramos el primer término

Introducciéon al modelado numérico de flujos reactivos | 89



o(ph)
——~2 Volumen =

ot

1 masa energia
tiempo volumen masa
energia
tiempo

Las ecuaciones de Navier-Stokes no tienen término de fuente

volumen =. {6.26}

=Watts

propiamente dicho salvo por dpax . Lo que si se modifica por la ley

de la pared es el término de difusién de las velocidades paralelas a la
o o o[ au

pared en la direccion normal. El término es — ,ud— , el que
y y

reemplazamos por (en volimenes finitos)

PELYYS {627}
yy
siendo Ay el volumen. Reemplazamos
In(Ey*
u +
—=y Eg,y {6.28}
u, K
u = Cla? {6.29}
para obtener el término de fuente
%
plkkC™ Au, {6.30}
In(Ey+)
y si estamos en el régimen de la subcapa viscosa (y* < 11.63):
= W\TS £6.31}
y

El término de generacion G de las ecuaciones de x y ¢se
corrige afiadiendo
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2 7
ﬂ££] .volumen:’O\/_K—kCAuz. {6.32}
y In(Ey+)

Las paredes permeables al flujo mésico son equivalentes a las
paredes no adiabaticas con respecto al flujo cal6rico. Es necesario
generar funciones de pared para todas las ecuaciones de transporte,
por lo que comunmente se las estudia como salidas con un flujo
masico ajustable de acuerdo a las condiciones interiores.

Los modelos utilizables varian mucho con el tipo de pared
permeable y de campo de flujo.

6.7 Condiciones iniciales

Para comenzar la resolucién numérica de un problema es
necesario asignar valores a cada una de las variables en cada punto
de calculo. Esto se denomina fijar las condiciones iniciales.

La eleccion adecuada de las condiciones iniciales es muy
importante ya que una gran parte del tiempo de computo se emplea
en aproximar los valores de las variables a un 90% de su valor final.
Una mala seleccién de condiciones iniciales puede incluso causar el
colapso del programa de calculo.

En general se debe evitar dar el valor cero a todas las variables.
En caso de ser necesario se aconseja dar un valor pequefio pero finito

como ser Y, =10 paratodo i, salvo que a las especies mayores

se le asignaran valores empiricos tales que »_y, =1.
i

Una buena distribucion de temperaturas puede acelerar mucho
la solucion. Vale la pena extrapolar otros resultados o incluso asignar
valores estimados de temperatura, interpolados a los puntos de
calculo.

También es aconsejable comenzar la solucién con el campo de
temperatura, presion y composicion iniciales y hacer un pre-calculo
de variables termodinamicas tales como entalpia, calor especifico,
densidad, masa molecular, etc. para asignar valores iniciales.
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Para las velocidades vale lo dicho para la temperatura, una
buena distribucidn inicial, aunque sea estimada, es mucho mejor que
comenzar con U, =10 con u, =107,

La distribucién inicial de x y € puede hacerse asignando a
todos los puntos de céalculo los valores de k y € de la entrada; aunque
el par x-¢ forma un sistema rigido (tarda en converger), es rapido en
alcanzar una distribucion cercana a la convergencia y no es comdn
que diverja.

Referencias al Capitulo 6

e Oran, E. S., and Boris, J. P.; Numerical simulation of
reactive flow; Cambridge University Press, 2001
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CAPITULO 7

Diferencias y volumenes finitos

7.1 Discretizacion de las ecuaciones de transporte

Para la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales de
transporte se las discretiza, es decir, se eligen un nimero de puntos
en los que se satisface la ecuacion y los valores en puntos
intermedios se obtienen por interpolacion.

Para la mecénica de los fluidos, particularmente los de de
densidad variable, el método tradicionalmente mas popular es el de
diferencias finitas, en su version de volimenes finitos. El método de
elementos finitos es también popular aunque carece del desarrollo y
del apoyo masivo del anterior.

Por otra parte el método de volimenes finitos utiliza grillas
cada vez mas sofisticadas, incluyendo grillas no estructuradas como
las de elementos finitos, y modelos de discretizacion mas complejos,
mientras que el método de elementos finitos utiliza elementos cada
vez mas simples, por lo que la formulacion de ambos es casi idéntica
en la préactica.

En el método de diferencias finitas se aproxima una derivada
parcial por medio de las diferencias finitas:

au  u(x+Ax)—u(x) 713
OX AX ' '

Para aplicar este principio se divide el campo de flujo en zonas
0 elementos, usualmente cuadrildteros en dos dimensiones o
hexaedros en tres dimensiones, que seran los voliumenes de control.
Las variables de flujo se consideran concentradas o medidas en un
punto del volumen de control (usualmente el centro) o bien en las
caras. Se asume que la variable posee el mismo valor en todo el
volumen de control aunque en algunos casos, cOmo Se vera, se
utilizan leyes de interpolacion entre volimenes de control.
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En los métodos de diferencias finitas que se desarrollaron en
un principio se presentaba una dificultad en que, al considerarse la
variable constante dentro del volumen de control, ocasionalmente no
se cumplia alguna de las ecuaciones en forma global. Por ejemplo, si
se tomaba una seccion transversal del conducto de flujo podia
suceder que la suma de los flujos de masa puA no fuera igual al

flujo total de masa.

Para corregir esto se desarrollaron los métodos de volimenes
finitos, en que esencialmente se integra la ecuacion de transporte
sobre el volumen de control, con lo que la ecuacién de continuidad
queda implicitamente satisfecha en forma global.

7.2 Celdas y volumenes de control

Dado el campo de flujo es necesario elegir una division del
mismo en volUmenes de control y una disposicion de las caras y los
centros de los volimenes.

Hay varias maneras de generar la grilla de volimenes de
control, y se puede encontrar una discusion del tema en el libro de
Patankar. En conclusion se recomienda comenzar por dividir el
campo en volimenes y asignar los puntos de célculo a los centros
geométricos de los vollimenes, y no a la inversa, distribuir los puntos
de célculo y luego construir los volimenes, Por ejemplo, el primer
método daria como resultado:
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* * * *
* * * *
* * * *
* * * *

Figura 7.1: Grilla aceptable

Mientras que el segundo procedimiento podria resultar en una
grilla como

* * | * *
* * | % *
* * | * *
* * | * *®

Figura 7.2: Grilla no aceptable
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donde los puntos de calculo pueden estar muy cerca o muy
lejos de las caras del volumen de control, requiriendo técnicas de
interpolacién mas sofisticadas y arriesgando no cumplir con la
ecuacion de continuidad.

Con respecto a los bordes, es aconsejable en lo posible utilizar
coordenadas ajustadas al contorno para evitar numerosas condiciones
de borde y mejorar la precision del calculo:

Figura 7.3: Grilla ajustada al contorno y grilla cartesiana ortogonal
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7.3 Alternativas de discretizacion

Dado un punto P de la grilla es usual designar sus vecinos con

los puntos cardinales:

NO N NE
* * *
o) P E
* * *

SO S SE
* * *

Figura 7.4: Nomenclatura de celdas vecinas

Para discretizar una derivada podemos hacer

9. PP e (7.2}
OX  AXgp +AXpe

0p . Pe =0 , 0 bien {7.3}
OX  AXgp

9P . Pe=P | pien 7.4}
OX X

(9_(051 Po—%o PP | {7.5}
ox 2\ AXop AXqe

La precision de estas expresiones no es la misma para todas;
las {7.2} y {7.5} son de orden Ax* mientras que las demas son de

orden AX.

Para las derivadas segundas podemos plantear, con espaciado

uniforme por brevedad,
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O’ _ P + 95 —29) 2
_PetP ®, (orden Ax“,centrada) , {7.6}

ox’ AX’
0 Qo +p—20 i .
- =1F—F—"E (orden Ax, "corriente abajo"),
OX AX
{7.7}
0 Qo+ 0y, —20 . .
=170 70 (orden Ax, "corriente arriba"),
OX AX
{7.8}
62(” _ 1 One —Pse - Prno —Pso
oxdy 2Ax\  2Ay 28y ) {7.9}

(orden Ax*, Ay?, centrada)
o 1(0—0x 9p—0s

oxdy  Ax\ Ay Ay j , {7.10}
(orden Ax, Ay, "corriente abajo")

0 _1({ou -0 PP
oxoy  Ax\ Ay Ay ) {711}
(orden Ax, Ay, "corriente arriba™)

y otras formas.

Existen otras alternativas tales como hacer pasar una parabola
cubica o de segundo grado por tres 0 mas puntos y hallar su derivada,
etc.

Para hacer un planteo méas general consideramos la ecuacion

de conduccion del calor
or o0 oT
cC—=—|k—. 7.12
P OX ax[ 8xj {712}

Consideramos p, ¢ y k constantes y utilizamos subindices para
la ubicacion y superindices 0 y 1 para el paso de tiempo.

Integramos esta ecuacion entre los puntos Ey O y entre t y
t+4t. El primer miembro resulta
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j rmﬂdtdx porx(TH-T°),  {7.13)

donde AX = AX,, +AXye es la distancia entre Ey O.
Para el segundo miembro la integracion segln x puede hacerse

primero, resultando en:
j“Atk TemTe To=To gt 714y
' AXpe AXop

Para integrar respecto a t asumimos que el valor de T esta
comprendido entre T y T* segtin una funcién f que varfa entre cero y
uno, o sea,

“UTdt= Tie@-£)T°. {715}

t
Luego, obtenemos

pesn(1 1)« [T T

! AXPE AXOP
1 1 1 1 0 0 0 0
—atfk| f| el TeoTo +(1-f) el To-To |\l 716
AXPE AXOP AXPE AXOP
Definimos
k
ag = , {7.17}
AXPE
8 = : {7.18}
Axop
AX
a2 = pc—, 7.19
=P {7.19}

a, = fa. + faj +ay, {7.20}
y reordenamos para obtener
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aT, =

aE[fTE1+(1— f)T§]+ao[ng+(1— f)TOO]
+lap-(1-f)a. —(1- f)a, |T7. {7.21}

Esta es la ecuacion discretizada que nos relaciona el nuevo
valor de T en el punto P (T;) con el viejo valor en P (TPO) los viejos

y nuevos valores adyacentes.
Si en esta ecuacion hacemos f=0 obtenemos el modo de
discretizacion explicito:

asT, =a.Te +a.Ts +[ag —a. —aO]TP0  {7.22}

en el que sélo intervienen los valores viejos y adyacentes, por
lo que el punto P se computa explicitamente.
Si hacemos f=1 obtenemos el modo implicito:

aT, =a.Ts+a To+a Ty,  {7.23}
en el que intervienen los valores adyacentes nuevos y por lo

tanto se debe resolver por un método iterativo.
Haciendo f=0.5 se obtiene el modo de Crank-Nicholson:

aT, =
%{aE (T +T8) g (T3 +T8) (@ +a0)Te | +alTy”

{7.24}
gue es un modo semi-implicito.
Con referencia al modo explicito, es evidente que el

coeficiente de TF? debe ser positivo, ya que si no la expresion seria

divergente en el tiempo, todo T, produce un menor T, . Luego,

A =a; +a,. {7.25}
Esto resulta en la condicion
2
C ( AX
At< % , £7.26}
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lo que limita el paso de tiempo At en que se puede avanzar la
iteracion. Similar condicién se puede hacer en el método de Crank-
Nicholson.

El método implicito, por su parte, no estad limitado en el paso
de tiempo.

7.4 La ecuacion de transporte en diferencias y volumenes
finitos

Sea la ecuacion de transporte

o(pp) @ o (.09
9P9) | 0 (oY= 2122 |, 50 gr27
e G s Ll A

J

donde I" = pD (no confundir con la abundancia especifica I').

Primeramente escribimos

S =S, +¢S¢, {7.28}

siendo S, y S, las partes no proporcional y proporcional a ¢ de

S’. Esto lo hacemos para evitar que, si S”contiene un término

proporcional a ¢ (0 a una potencia de ¢)y con signo negativo, la

ecuacién diverja por la razon antes mencionada (cada nuevo valor
de ¢ reduce el valor del mismo).

Afadimos ahora los puntos del cuadrante T y B (Top vy
Bottom, arriba y abajo) a los cuatro anteriores (N, S, E y O) para
casos tridimensionales.

Discretizamos utilizando las formas implicitas de primer
orden, y multiplicamos (integramos) por el volumen AV = AXAyAz

y por At. Se definen los coeficientes de conveccion C y de difusidn
D tales que

C E%”Av , £7.29}
E§Av , {7.30}

con lo que los coeficientes son
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(pu)

Ce =——EAV =(pu)_ AyAz, {7.31}
AX
(pu)y
C, = Ay AV =(pu) AxAz,etc., {7.32}
gue podemaos abreviar como
C =(pu). A, {7.33}

siendo A el area normal a u;.
Los coeficientes del término de difusién son

r r
D. =—E AV =—E AyAz, 7.34
=AY Ax Y {7.343
D, =F—N2AV =F—NAXAZ .etc., {7.35}
Ay Ay
gue podemaos abreviar como
I
D=—A, 7.36
X A {7.36}

siendo Ax; la distanciaentre Py el puntoi (N, S,E, O, ToB)y
A; el area normal a Ax;.
Construimos entonces los coeficientes de los vecinos

a, =D.—C./2 {7.37}
a, =D, +C, /2 {7.38}
a, =D, —C, /2 {7.39}
a, =D, +C /2 {7.40}
a, =D, -C, /2 {7.41}
a, =D, +C, /2 {7.42}
8, =a. +8,+ay, +a, +a, +a, +a. —SpAV {743}
a ='Z—EAV , {7.44}
b=S’AV +a.ps, {7.45}
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y nuestra ecuacion discretizada queda en forma de una
ecuacion lineal en ¢

ApPp =P +......+ 8505 +D. {7.46}

Para flujos estables en el tiempo, a3 =0.
Para acelerar la convergencia se suele probar el signo de —S;’

y de ag de modo que si son negativos pasen al primer miembro y si
son positivos al segundo.

7.5 Las condiciones de frontera

En las cercanias de una frontera no habra celdas para
completar el stencil de discretizacién, y es necesario generar
algoritmos especiales (extrapolacién). En general, y siguiendo la
recomendacién de Oran y Boris (Capitulo 6) se recomienda crear una
linea de celdas virtuales por fuera de la frontera, lo que permitira
tratar, por ejemplo, los gradientes sin necesidad de algoritmos
especiales por la falta de una celda. En los casos en que la condicién
de pared es cero (velocidad) a la celda exterior se le adjudicara el
valor de la primera celda interior cambiado de signo, lo que asegura
gue el valor de frontera sea cero.

Para aquellas variables cuyo valor de frontera no sea trivial
como cero 0 uno, como en el caso de la disipacion g, se puede incluir
un término de fuente como

ol

S*=S; -S;e=10" L —-10"¢. {7.47}
ky
Al ser los coeficientes mucho mayores que los demas
coeficientes de la ecuacion discretizada, la solucion es forzada a
%
C/*k’?
e=—"+—, {7.48}
ky
gue es el valor de pared deseado.
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7.6 El nimero de Peclet

El nimero de Peclet de la celda se define como

C
Pe=— 7.49
D {7.49}

y, con las definiciones de C y D resulta ser el nimero de
Reynolds de la celda o volumen de control.

Para un caso unidimensional sin término de fuente la ecuacién
de transporte queda

BPp =P + 350, - {7.50}
Si fuera D = 1y C = 8 tendriamos
a.=D-C/2=-3

a,=D+C/2=5
a,=a. +a, =2

Luego 2¢, =—3¢: + 5¢, . Damos algunos valores:

Oe Po ®p
200 100 -50
100 200 350

Los resultados son incorrectos: una interpolacion lineal no
puede dar valores mas altos ni mas bajos que los extremos.

La condicion para que esto no ocurra es que a. sea positivo,
D>C/2,0sea

Pe<2. {7.51}

De lo contrario deberemos utilizar la discretizacion corriente
arriba.

Hay varios métodos para asegurar esto. Uno es el método
hibrido, en el que los coeficientes se eligen de acuerdo al nimero de
Peclet para que resulte o bien discretizacion implicita centrada o bien
explicita corriente arriba, haciendo
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a. = MAX (-C,D-C/2,0)
a, =MAX ( C,D+C/2,0)
a, = MAX (-C,D-C/2,0),

a; =MAX( C,D+C/2,0)_,etc. {7.52}

Otro método es el de la Ley de Potencias. En este se define la
funcién

E

o

Pe|Y’
A(|Pe|) = MAX 0,(1—%] , {753}
y los coeficientes se forman como
a; = D A + MAX (—C,O)
a, = Dy A, + MAX ( C,O)O
a, =Dy A, + MAX (—C,O)N , etc. {7.54}

E

Esta funcion genera una transicion suave entre las
discretizaciones centrada y corriente arriba.

Los métodos hibrido y de ley de potencia son los mas usuales
y recomendados para generar los coeficientes de la ecuacién
discretizada.

7.7 Otros métodos

Existen otros métodos para corregir el problema del nimero de
Peclet. Entre ellos se puede mencionar el de McCormack, en el que
se aplican dos pasos de tiempo iguales, uno “predictor” y el otro
“corrector”. En el primero se utilizan formulas de discretizacion
“corriente abajo”, y se obtiene un juego de valores; luego se aplica
una discretizacion “corriente arriba” con los pardmetros antes
calculados como valores vecinos.

En el método de “corriente arriba — segundo orden” se utiliza
la estimacion
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0 —
9P P =P {7.55}
oX|, AX
donde el subindice e indica la caraentre Py E.
En el método QUICK se utilizan % de la discretizacion
centrada y ¥ de la anterior, con lo que

0 1
“ E_(3‘PE —20; _(/70)- {7.56}

&e 4AX

7.8 Ubicacion de las variables

Hasta aqui hemos considerado todas las variables localizadas
en el centro del volumen de control P.

Se presenta una dificultad cuando evaluamos el término de
fuente de la ecuacion de Navier-Stokes, —op / ox . Supongamos el

volumen de control de la figura:

*
*
Eal
*

Figura 7.5: Volumen de control

Escribimos el término de fuente discretizado:
_@: Po —Pe _ pP+pO_ Pe+Pe _ po_pE_ {757}

oX  AX 2AX 2AX 2AX
Luego, el término de fuente introduce una relacion entre los
centros de las celdas adyacentes y no entra el valor de la presion en
las caras de la celda. Si asi fuera una distribucion de presion como la

de la figura:
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Figura 7.6: Distribucion de presion

daria el mismo resultado que una presion uniforme, lo que es
incorrecto.

Similar dificultad se presenta cuando integramos la ecuacion
de continuidad sobre el volumen de control. Suponiendo flujo estable
en el tiempo y densidad constante,

u
A =0 {7.58}
OX
Con el procedimiento anterior llegamos a
U, —U, =Ug —Ugy, {7.59}

y nuevamente llegamos a la conclusion que una distribucién
en diente de sierra es igual a una distribucion uniforme.

La solucion a este problema es la grilla alternada, que consiste
en ubicar las velocidades en las caras del volumen de control y no en
el centro:

T —<

*
*
*
|

e — J— &
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Figura 7.7: Grilla alternada

La ecuacion de Navier-Stokes, discretizada e integrada vy
aplicada al punto e resulta:

au, =y (au) . +b,+ %Avm .{7.60}

Para la direccion y, aplicada al punto n:
au,=> (au) . +hb +—( Pe— Pu)

Ay

AVol .

{7.61}
De este modo el valor de u (digamos u, ) queda relacionado a
las presiones que lo rodean (pp y pe) lo cual es fisicamente correcto.

7.9 La correccion de presion

Partimos de la suposiciéon que existe un juego completo de
parametros obtenidos en una iteracién anterior de la solucién.
Supongamos que los valores de presion asi obtenidos son p” y
deseamos corregirlos al valor p afadiendo una correccion p’. Esto
causara correcciones u’ a las velocidades u”.

La ecuacion de Navier-Stokes discretizada era, por ejemplo,

au, = Z(au)vecmoS +b,+(p—P:)A . {762}
donde A, =AVol/Ax esel area de la carae.
Con los valores de la Gltima iteraciéon
au, = Z(au*)vecinoS +b, +( Py — Pe ) A, {7.63}

(b, si existe, no cambia).
Restando obtenemos la ecuacion en correcciones

an le - Z(au ')vecinos +( p IP_ p IE ) '% ) {7-64}

Despreciamos el término Z(au') para generar el

vecinos

método SIMPLE. Luego, nos queda
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au, =(ps—Pe)A, {7.65}

0 sea

U, =U, +—=(Pp's=P'e). {7.66}
ae
Ecuaciones similares se pueden escribir para las otras
componentes de velocidad.
Para obtener la ecuacion de correccién de la presion,

comenzamos con la ecuacién de continuidad
o(pu) o(pv) J(pw
a—'O+ (p )+ ('0 )+ (p ):O,{7.67}
ot OX oy 0z
y la discretizamos en volumenes finitos
AVol

@AVM +[(pu), = (pu), ] AX

[(pu), —(pU)s]%;' {7.68}

+[(pU)t—(pU)b]%)l=

Sustituimos ahora las expresiones de u, v y w halladas antes y
reordenamos para escribir

+

0

a,p's =B, {7.69}
donde
A, AVol
a=p———
E pe ae AX
_ A AVal
% =P a, AX
ay =pniw, etc. {7.70}
a, Ay

y el término de fuente B contiene todo los sobrantes:
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0
oL~ AVol
B = %AVM +[(pu *), —(pu *)e] Ax
. « TAVol
-I{(pu )S _(/)U )n Ay Arr

AVol

+[(pu), = (pu), J=

Notamos que se debe interpolar la densidad ya que
normalmente s6lo tenemos los valores en los centros de los
volimenes de control y no en las caras.

La solucion de la ecuacion de p’ produce una correccion que,
sumada a p~ produce la presion corregida. Mediante las ecuaciones
de correccion {7.62} también corregimos las velocidades, y con la
presién y temperatura recalculamos la densidad y procedemos a
iterar.

El haber descartado el término Z(au ) no afecta la

vecinos

solucion ya que, al avanzar en la iteracion, todos los valores prima
deben tender a cero.

Si no despreciamos el término Z(au ") sino que lo

vecinos
calculamos con los valores disponibles en esta iteracién obtenemos
el método SIMPLER.

En el método SIMPLEC se resta a la ecuacién de correccion de

velocidad el término u ’Z:(a)Vecinos , con lo que queda, para la cara e:
(ae - Z A ecinos )U Ie =
Z[a\/ecinos (U Ivecinos_ u 'e )] +( p IP_ p IE ) A\a

y ahora se descarta la sumatoria del segundo miembro ya que

da aproximadamente cero. Luego, la ecuacién de correccion de la
velocidad queda:

N
a, — Z QA ecinos

y la ecuacién de correccion de p es la misma que para
SIMPLER.

. {172}
u

(P'p=Pp'e) {7.73}
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CAPITULO 8

La grilla de célculo

8.1 Tipos de grillas

Para proceder a resolver las ecuaciones discretizadas es
necesario dividir el area o volumen de flujo en celdas, generando una
grilla de célculo.

Las grillas pueden ser estructuradas o no-estructuradas,
indicando con esto si son cuadrilateros (o0 hexaedros en 3D) o bien si
son triangulos (o tetraedros en 3D). Trataremos primero las grillas
estructuradas.

La grilla puede estar referida a ejes cartesianos, ya sean
coordenadas cartesianas ortogonales (x, y, z) U otro sistema mas
adecuado al problema (cilindricas, esféricas).

Las grillas cartesianas tienen la propiedad de ser ortogonales,
lo que simplifica la evaluacion de las areas normales a las
velocidades, y los volumenes de control. Por otra parte presentan
serias dificultades para discretizar fronteras inclinadas o curvas:

Figura 8.1: Frontera inclinada
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A menos que la region de flujo esté formada por
paralelepipedos es siempre aconsejable utilizar grillas ajustadas al
contorno:

Figura 8.2: Grilla ajustada al contorno

En todos los casos es necesario que las grillas sean ortogonales
para evitar complicaciones al calcular flujos de entrada y salida del
volumen de control.

La generacion de grillas estructuradas ajustadas al contorno
tridimensionales normalmente se realiza generando grillas
bidimensionales sobre las caras mas complejas y completando la
tercera dimension por union de puntos correspondientes. Esto hace
gue sea necesario que cada cara bidimensional tenga el mismo
namero de puntos.

De acuerdo a lo ya visto es aconsejable generar la grilla de
caras de los volimenes de control y colocar los centros en el centro
geométrico del cuerpo de seis caras resultante. Sin embargo, en
ciertos casos se generan grillas de centros, colocando las caras a
media distancia entre centros. Esto hace necesario calcular y
almacenar la ubicacion de los centros, como se vera.

8.2 Grillas cartesianas ortogonales

Dada una region (x, y, z) que incluya todo el campo de flujo,
los segmentos (0-x), (0-y) y (0-z) se dividen en (nx, ny, nz) partes
con lo que la grilla de caras queda generada.

La division puede ser uniforme o variada, en series
aritméticas, geométricas o arbitrarias. Se suele utiliza un espaciado
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no-uniforme para reducir el tamafio del volumen de control en zonas
donde se sospeche que el numero de Peclet excedera el valor 2, 0
donde simplemente se desea refinar el célculo:

1]
|
Y
——

Figura 8.3: Grilla cartesiana variada

Este procedimiento tiene dos defectos: uno que se corre el
riesgo de producir celdas con elevadas relaciones de aspecto
(largo/ancho) como la indicada en (1); esto puede provocar que la
discretizacion en una direccién sea implicita centrada y en la otra
corriente arriba, lo que causard dificultad en la convergencia. El
segundo defecto es que se generan celdas muy finas en zonas fuera
del flujo (2) o en regiones sin interés (3), causando computaciones
innecesarias.

Una solucion a este problema es el uso de grillas refinadas
localmente, que, si bien ahorran espacio de almacenamiento, retardan
el calculo por causa de los procesos de pasaje de la grilla gruesa a la
fina:
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Figura 8.4: Grilla refinada localmente

Por simplicidad las grillas se refinan dividiendo por dos en
cada direccion, y nuevamente pos dos si es necesario otro nivel de
refinacion.

El pasaje de una grilla fina a una gruesa se realiza por
procesos lineales:

Figura 8.5: Pasaje de fina a gruesa

Las velocidades en la grilla gruesa se hallan balanceando
flujos en las caras. Los escalares en la grilla gruesa por integracién
(con el area de la celda).

Para pasar de la grilla gruesa a la fina las velocidades se
interpolan linealmente:
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Figura 8.6: Interpolacion de velocidades

Los escalares centrados, por interpolacion bilineal entre cuatro
celdas gruesas:

G3 G1

G2 G4

Figura 8.7: Pasaje de escalares

En este caso, asumiendo areas iguales:

F =%(961+Gz +3G,+3G, ). {8.1}

En este dltimo caso seré necesario modificar esta formula si el
espaciado no es uniforme (los coeficientes 9, 1, 3 y 3 salen de la
interpolacién bilineal).

Es necesario generar un nimero de esquemas especiales para
grillas finas cerca de las fronteras, donde puede no haber suficientes
celdas gruesas en derredor para usar los procedimientos indicados.
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La solucion numérica se hace en la grilla gruesa, pasandose a
la grilla fina cuando se han resuelto las adyacentes gruesas.

El uso de grillas refinadas, si bien reduce considerablemente el
namero total de celdas, obliga a usar una cantidad de puntos de
decision que retardan notablemente la ejecucion del programa de
calculo, con lo que su uso no es siempre aconsejable.

Si se adopta el método de generar grillas de centros es
necesario almacenar la posicion de los centros respecto a los vértices:

Pj (1-9)

9

i

f (1-)

Figura 8.8: Localizacion de centros

ComUnmente esto se hace almacenando las fracciones
(Hamadas f y g en la figura) de la longitud de cara en la direccion
creciente de la ordenada.

Las formulas de pasaje de grilla fina a gruesa y viceversa
deben modificarse como corresponda. Por ejemplo, el flujo sobre una
cara (puA) requiere interpolar la densidad ya que no puede asumirse
la densidad en el centro como valida en el centro de la cara:

p
cara

*

P

centro

Figura 8.9: Escalares no centrados

Las coordenadas cilindricas normalmente se usan s6lo para
casos axisimétricos, vale decir, bidimensionales. En este caso se
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resuelve solo una cufia de abertura 1 radian. Se debe evitar utilizar
aberturas menores (digamos, un grado sexagesimal), ya que esto
genera celdas con mala relacion de aspecto:

/
\ f. .

; "
\ 6 f _/./"ﬁx
\ .f'!../‘/"

AV
Figura 8.10: Celda en coordenadas cilindricas

El area en el plano xy es AxAy mientras que el area yz es

2 ~
ony . Si hacemos Ax= Ay para tener una buena relacion de

aspecto en el plano xy, en el plano yz debera ser 8 = 1.

8.3 Grillas ajustadas al contorno (BFC)

La experiencia indica que la mejor grilla es aquella que es lo
mas paralela posible al flujo. Como el flujo normalmente sigue los
contornos del conducto, las grillas ajustadas al contorno son
preferibles a las cartesianas. Por otro lado, con su uso se ahorra en
espacio de almacenamiento y en algoritmos especiales para celdas de
frontera.

La generacion de grillas ajustadas al contorno consiste
esencialmente en un mapeo del plano (x, y, z, t) al plano (&n,v,7),
aunque normalmente el tiempo no se transforma, y como se dijo, se
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generan grillas ajustadas al contorno en planos y se concluye la grilla
uniendo los puntos correspondientes en la tercera dimension.

El requisito es que la grilla sea ortogonal para poder separar
las componentes de velocidad u y v y computar los flujos puA.
Igualmente se requiere que la grilla sea normal a las fronteras.

Es poco comln que estos requisitos se cumplan exactamente
en casos practicos. Salvo situaciones elementales (paralelepipedos en
coordenadas cartesianas, cilindros en coordenadas cilindricas) no es
matematicamente posible generar una grilla perfectamente ortogonal.
Por otro lado no es estrictamente necesario que la grilla sea
perfectamente ortogonal ya que la curvatura de las lineas de grilla no
se toma en cuenta al computar, por ejemplo, las areas:

Figura 8.11: Lineas de grilla

La generacion de grillas ajustadas al contorno puede hacerse
por resolucion de ecuaciones diferenciales parciales o por medios
algebraicos. En ambos casos la grilla transformada es una grilla
rectangular, ya que las variables transformadas (&,1) tienen el mismo
rango de variacion en dos fronteras opuestas. Por comodidad se suele
adoptar el indice de la celda (variando de 1 a Nl y de 1 a NJ) como la
variable transformada, ya que entonces A& =An =1, A=1.
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8.4 BFC, métodos diferenciales

Las grillas ajustadas al contorno pueden generarse por medio
de ecuaciones diferenciales elipticas, parabolicas e hiperbdlicas.

Las elipticas son preferidas por producir grillas més uniformes,
porque no producen lineas que se crucen, no propagan (mas bien
amortiguan) las discontinuidades o quiebres de las fronteras, ofrecen
control sobre el grado de ortogonalidad y concentracion de lineas y
son las més versétiles y adaptables. Sin embargo, requieren métodos
de solucién mas sofisticados y excelentes condiciones iniciales.

Las hiperbodlicas son mas eficientes y de solucién més sencilla
pero pueden propagar las discontinuidades al interior y sélo son
aplicables donde una direccidn de flujo es predominante.

Las grillas parabolicas son también de eficiente solucion y
amortiguan discontinuidades. Sin embargo, son menos utilizadas que
las elipticas.

Veremos la generacion de grillas elipticas.

Partimos del mapeado de (X, y)—>(&7) . con
0<£<1,y0<p<1, donde x=x(&,7)ey=y(&n), con el
Jacobiano de la transformacion

OX
J =Xy, XY (xg =a—§, etc.j. {8.2}

Hay tres propiedades del mapeado que nos interesan: la
gradualidad del cambio de espaciado, la ortogonalidad y la variacién
de &rea o volumen.

La primera la evaluamos por medio de

1= [[((a8)" +(an)" )axay. (8.3}
La segunda por medio de

1, = [[(agan)” dxdy, {8.4}
y la tercera por

I, :_UJ dxdy . {8.5}
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El minimo de la segunda debiera ser cero mientras que las
otras dos debieran tener un minimo. Es posible minimizar el

conjunto utilizando multiplicadores de Lagrange:

l=lL+4,1L,+4l,.

{8.6}

Por simplicidad veremos el caso de minimizar el cambio de

tamafio, o sea, I;

Para introducir la ortogonalidad consideramos una linea de

&=const. Luego,

d.fza—‘deJr%dy =0,
OX oy
de donde
& __&
dX &=const é:y
Escribimos

dy
o T
dX &=const 8%77 ,

X;;éx + yr]é:y = O 1
y con el Jacobiano obtenemos

y reemplazando

LT
7 §XX§+§yy§
J
y o3&
§XX§+§yy§

El denominador es
0

EXe +6, Ve =(—idX+a—§dyJ%=§:1.

0 oy

Luego, quedan

X
<

T .
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Igualmente, considerando lineas de 7=const obtenemos

X y

Con dxdy = Jd&d7 reemplazamos en {7.74} para obtener

l, = J.Olfol(xg +X+ Y2+ yj)%dgdn. {8.16}

Esta integral es una medida de los gradientes de la grilla. Se
puede demostrar que es minimizada por las expresiones

{ax&; —2%,, +yX,, =0

ay,: —2,8y§,7 +7Y,, =0; {8.17}
donde los coeficientes son
2 2
X+
o= nJ 3y,7
X X, +
2 2
. X:+Y;
J*

Si la grilla fuera ortogonal se cumplen las condiciones de
Cauchy-Riemann

X, =Y X: =Y, Y el sistema anterior se reduce a
Vx+V?y =0, {8.19}
con lo que la grilla queda definida por la ecuacion de Laplace.

Para dar mayor flexibilidad al método e introducir condiciones
de borde se adopta la forma

ax.. — 2%, +y%,, =—3°(Px. +Qx,)

QY. =2y, +7Y,, =—3%(Py: +Qy, ):{8.20}

donde P y Q son dos funciones que pueden utilizarse para
generar las condiciones de borde. Por ejemplo, Sorensen elige
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P(&m)=p(£)e™ +r(&)e ™
Q(&7)=q(&)e™ +s(£)e ™ :{8.21}

con a, b, ¢ y d constantes positivas; a y b controlan el
decaimiento exponencial del valor de frontera p o g hacia el interior
sobre lineas de 7=const; ¢ y d controlan el decaimiento exponencial
del valor de frontera r o s hacia el interior sobre lineas de &=const.

El método de generacidn de la grilla consiste en resolver las
ecuaciones {7.91} por diferencias finitas, satisfaciendo la ecuacion
en el interior y ajustando el valor en las fronteras. Por ejemplo, para
la frontera n=rmmax P y Q toman valores solamente con &.

Las ecuaciones {7.91} son un sistema de ecuaciones de
Poisson en las que se puede controlar tanto el espaciado como la
ortogonalidad de la grilla. Un control completo del espaciado y del
grado de ortogonalidad también puede obtenerse resolviendo
ecuaciones biarmonicas

VE+Vn=0, {8.22}

pero la solucion puede no ser biunivoca y deben extremarse
los cuidados al utilizarla.

8.5 BFC, métodos algebraicos

También se pueden generar grillas cuasi-ortogonales por
medios algebraicos, basicamente por interpolacion. La interpolacion
lineal entre fronteras no puede producir grillas cuasi-ortogonales ni
ofrecer control sobre el angulo de las lineas de grilla en la frontera;
es necesario utilizar funciones de interpolacion especiales.

Para el caso de un campo con cuatro fronteras
£=0,£=11n=0,n7=1 se puede utilizar el método de los
polinomios de Hermite, escribiendo por ejemplo, para las lineas de
&=const
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OX OX
X(&,nm)=x(&0)h +x(&1)h,+—| h,+—| h
(Em)=x(EOR+x(EDh Tl he b
o oy :
7)=y(&0)h+y(&1)h,+—| hy+—| h;
y(&m)=y(.0)h +y(&1)h, onl "oyl
{8.23}
Los polinomios de Hermite son:
h =2n°-3p" +1
h, =-21°+3n°
hy=7"-2n"+7
h, = 773 —772 X {8.24}
Se pueden plantear funciones similares para las lineas de
n=const .
La ortogonalidad en las fronteras se puede asegurar haciendo,
para =0
OX dy
on :_kl(é:)@
77 n=0 n=0
oy dx
— = k(&) {8.25}
onl, d&|,
y para =1
OX d
28 :—kz(g)—y
onl, d&|
dx
Y kX {8.26}
877 n=1 d§ n=1

donde k(&) y
fronteras =0y n=1.

ko(&) son funciones arbitrarias de & en las
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8.6 Transformacion de las ecuaciones de transporte

Las ecuaciones de transporte pueden ser reescritas en las
coordenadas (&, 7) utilizando las siguientes transformaciones

X—>¢&
y—n
u—-u
VoV, {8.27}
U= uy,-Vx,
V =-uy, +VX ; {8.28}
U= Ux. +VX,
J
Uy, +V
v %; {8.29}
Las derivadas cruzadas son nulas:
{xgx =X, = X,e =X, =0
Xy =X,y =X, =X, =0, etc. {8.30}
por lo que resulta
0 = U X +V,X,
J
— ny§ +ny;7
" J
_ Ux. +V,X,
Y J
Uy +V,y, .
v, :%, {8.31}
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X

U ,=uy,-VvX
U, =uy,-vX,
V, =-U, Y, +V, X,
V,=-UY, +V,X,; {8.32}
El elemento de volumen se transforma como
dV =dxdydz=Jdnd&dz
Un punto importante a recordar es que las métricas
(X Y, J, etc.) deben discretizarse en los mismos lugares y por el

mismo método que las variables; de lo contrario se introduciran
errores numéricos.

8.7 Grillas no estructuradas

Las grillas cartesianas y ajustadas al contorno ya vistas son
grillas estructuradas, indicando con esto que son formadas por
cuadrilateros en el plano o hexaedros en el espacio, de modo que un
indice constante identifica un lado o cara.

El desarrollo de los métodos de elementos finitos ha
proporcionado algoritmos y software muy eficientes, aptos para
generar grillas no-estructuradas, formadas por tridngulos o
tetraedros. Estas grillas tienen la ventaja de permitir un fécil
refinamiento local y pueden adaptarse al contorno tan bien o mejor
que las estructuradas.

En el trabajo de Mavriplis se halla una completa revision de las
técnicas para generar y utilizar estas grillas para el modelado de
escurrimientos. Una breve descripcion se da en lo siguiente.

Para generar grillas no estructuradas existen dos métodos
principales, el avance del frente y el método de Delaunay.

En ambos casos se dividen los bordes de frontera en
segmentos; si se trata de un caso tridimensional, la grilla se genera
inicialmente en la superficie de frontera, es decir, se comienza con
un problema bidimensional, e igualmente se dividen los bordes de la
superficie de frontera en segmentos.

Introduccién al modelado numérico de flujos reactivos | 127



En el método de avance del frente frente a cada segmento de
frontera se ubica un punto y se traza el tridngulo correspondiente.
Hecho esto se elimina del conjunto el segmento de frontera que se ha
utilizado y se afiaden a la frontera los dos nuevos lados del nuevo
triangulo:

Figura 8.12: Método de avance de frente

El método es muy sencillo pero tiene un problema en que no
hay un algoritmo robusto para decidir la ubicacion del nuevo vértice;
puede suceder que el nuevo Vértice resulte ubicado demasiado
cercano a otro vértice, generando un triangulo con pobre relacion de
aspecto (uno o mas angulos demasiado agudos). También puede
suceder que el nuevo Vvértice resulte ubicado dentro de otro tridngulo
ya existente.

En el método de Delaunay se crea inicialmente una grilla
gruesa (manualmente o con un algoritmo de avance de frente
sencillo) y luego se afiaden elementos refinando la grilla.

El principio se ejemplifica como sigue: dados tres tridngulos
consecutivos se trazan los circulos que los circunscriben. En la zona
donde los tres circulos se superponen se ubica un punto, y luego se
eliminan los tres triangulos; notar que, si los tres triangulos eran
parte de la malla gruesa, s6lo se eliminan algunos de los lados, ya
que otros lados pertenecen a otros triangulos. Hecho esto con el
nuevo punto se trazan cinco nuevos triangulos a los vértices que
guedaron libres:
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Figura 8.13: Método de Delaunay

Una vez generada la grilla sobre las superficies de frontera la
grilla tridimensional de interior se puede generar por un
procedimiento similar, si por el método de avance, ubicando un
punto en el inerior, creando el tetraedro correspondiente y avanzando
la superficie de frontera, si por el método de Delaunay, con una grilla
interior gruesa, creando las superficies esféricas que circunscriben a
los tetraedros, etc.

Una desventaja de las grillas no estructuradas es que requieren
generar tablas y algoritmos para identificar sus partes, proceso
denominado definir la conectividad. Es necesario identificar y
detallar para cada celda sus vértices, su centro, sus areas, el largo de
sus aristas, la orientacion espacial de caras y aristas, con qué otras
celdas se conectay qué elementos (vértices, aristas, caras) comparte.

La colocacidn de las variables, como en el caso de las grillas
estructuradas, puede hacerse en el centro de la celda o en los vértices.

La discretizacion de las ecuaciones de transporte se puede
realizar de manera similar a la ya vista, identificando un volumen de
control y realizando las integrales de flujos sobre las areas del
volumen de control, como se indica en la figura:
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Figura 8.14: Grilla de vértices

El valor de una variable sobre la cara del volumen de control
se obtiene por interpolacion lineal, en el caso de la figura entre
veértices. Si se utiliza el principio de colocar las variables en el
centroide de las celdas el volumen de control puede coincidir con las
caras de las celdas:

Figura 8.15: Grilla de centroides

Como se aprecia, las componentes de la velocidad en general
no coinciden con las direcciones normales y/o tangentes a las caras
del volumen de control lo que obliga a generar algoritmos para
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obtener los vectores normal y tangente y proyectar los flujos sobre
éstos para proceder a integrar con las areas. La discretizacion de los
gradientes y en especial de los términos disipativos (derivadas
segundas) puede resultar muy compleja.

La ecuacion discretizada es muy similar a las ya vistas, salvo
gue ahora el nimero de vecinos varia segin la plantilla de
discretizacion que se utilice, y si se utiliza la colocacion en vértices o
centroides.
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CAPITULO 9

Solucién del sistema de ecuaciones

9.1 General

El conjunto de ecuaciones de transporte discretizadas forma un
sistema de ecuaciones lineales donde las incdgnita son los valores de
los parametros en cada celda. Los pardmetros a computar son u; (3
componentes), p, k, €, y; (n especies), f, h, etc., o sea, con un minimo
de cuatro especies principales, aproximadamente 12 pardmetros. Si
no se utiliza un sistema de reacciones reducido n puede alcanzar
valores de 100 a 200.

Hay un juego de ecuaciones lineales por cada celda, por lo que
el total de ecuaciones lineales es Nx Ny Nz (10 — 200).

Con 100 celdas en cada direccion se alcanzan ndmeros de
ecuaciones en el orden de 10”-10%. Como los coeficientes de difusion
estan afectados del ndmero de Prandtl/Schmidt que no es
necesariamente el mismo para todas las variables, los coeficientes
son en general todos distintos.

La ecuacion general se escribe

ApPp = z(a¢)vecinos + SU ! {91}

donde @, =85 — @m0 — Sp + Y 105 Vecinos son en general

E, O, N, S, Ty B. Luego, son aproximadamente 10 coeficientes por
ecuacion, lo que implica un total de 10%-10° coeficientes y resultados
a almacenar.

Estos nimeros son demasiado altos para las capacidades de
memoria de las computadoras de escritorio y por lo tanto no es
comln que se resuelvan todas las variables simultaneamente. Los
resolvedores que asi lo hacen se denominan resolvedores
simultaneos, y los mas usuales resolvedores secuenciales. En el
segundo caso se resuelven las ecuaciones de transporte de un
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pardmetro a la vez y se itera el conjunto. La secuencia méas usual es
u,v,w,p k¢ f hvy.

Luego se recomputan las variables algebraicas (W, p, otras
especies, u, etc) y los coeficientes de las ecuaciones de transporte C,
D, Si, S, y se itera.

En ciertos casos es posible resolver simultdneamente las
ecuaciones de Navier-Stokes y de continuidad (u, v, w y p) y a estos
resolvedores se los denomina de Blogque Implicito.

La resolucion del sistema de ecuaciones para un parametro
solo en todo el campo de flujo (NX, Ny, Nz) puede hacerse en forma
Directa o Iterativa, y las soluciones pueden ser Sobre o Sub-
Relajadas.

9.2 Resolvedores directos

El sistema de ecuaciones lineales puede ser resuelto por el
método de eliminacion de Gauss, el algoritmo de Thomas (TDMA),
la factorizacion LU y otros.

El método de eliminacion de Gauss es el mas sencillo aunque
es computacionalmente costoso ya que requiere aproximadamente N°
operaciones para resolver un sistema de N ecuaciones.

Dado el sistema

{aij}[¢,] =[c]. {9.2}
el procedimiento consiste en restar a la fila i la primera fila
multiplicada por &, /&, con lo que se elimina ¢, de la columna 1.

Luego se resta a la fila i la segunda multiplicada por a,,/a,, (los

nuevos valores de a,, Yy a,,) para eliminar ¢, de la columna 2, y asi

siguiendo.
El método resulta en un sistema triangular:

134 | Eduardo A. Brizuela



a ¢ = iy {9.3}

Se obtiene ¢, de la ultima ecuacion y se calculan los ¢
sustituyendo progresivamente hacia arriba los valores calculados.

El método de Gauss no es recomendable para grandes sistemas
ya que se acumulan errores de truncado, reduciendo la precision. La
precision se puede mejorar algo reordenando el sistema para que la
diagonal @; sea predominante.

El algoritmo de Thomas es una variante del método de Gauss
gue se aplica si consideramos conocidos los valores laterales. Por
ejemplo, en dos dimensiones,

8o =8¢ +c¢ + APy +ash +S, {9.4}

Asumimos que los valores N y S son conocidos por el
momento y escribimos la ecuacién como

by, +dg, +ag. =c. {9.5}

Al recorrer la linea Oeste-Este en cuestion, el valor ¢, de la

primera celda y el valor ¢. de la Ultima celda son valores de

frontera, conocidos, que podemos resumir en el término
independiente del segundo término.
Queda entonces un sistema tri-diagonal:

1 e
d, & 0 0 O o ol |&
c
b2 d2 a, 0 O......... 0 0 ¢2 2
c
0 b, d, a O..... 0 0 # | _| G
Orcererererere 0 0 by d
NN NN _¢N_ _CN_
£9.6}
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La matriz de coeficientes puede llevarse a la forma triangular
derecha de Gauss con la substitucion

bj
dj=dj—4—a. {07}
j-1
bj
¢ =Ci—g Ci {98}

j-1
y las incégnitas se calculan por substitucion de abajo hacia
arriba como en el ultimo paso del método de Gauss:

c —a
¢k — k k¢k+l ) {99}
dk
El método LU consiste en dividir la matriz de los coeficientes
a, llamada Aj; en dos matrices L y U tales que

A=LU, {9.10}
siendo L la matriz diagonal inferior y U la matriz diagonal
superior.
Luego, abreviando la notacién matricial,
LUg=c, {9.11}
Ug=L"c, {9.12}

y obtenemos inmediatamente la forma final del método de
Gauss

Los métodos para dividir la matriz A en dos matrices
triangulares y para invertir L estan disponibles en libros de texto y
software por lo que se obvian.

En el método de Blogue Implicito, debido a Vanka, se aplican
las ecuaciones de Navier-Stokes a las cuatro caras de la celda, con lo

que las incognitas son Uy, Up, Ug, Uy Y Pp :
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~A
A }___/
|
UO—DI- p' e | b
Vg A E

Figura 9.1: Bloque Implicito

A estas cuatro ecuaciones se afiade la de continuidad escrita
como

—PoUo Ao + Pele Ar — Vs As + ppVp Ay =0.

{9.13}
El sistema que queda es de 5x5, de la forma:

u, u, V, v, p

a 0 0 0 3 G
0 a 0 0 a C,
0 0 a 0 a C
0 0 0 a a C,
a a a a, 0 0
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Este sistema se resuelve rapidamente haciendo

q:%i; i=1-4, {9.14}

con lo cual
C.—CI —C,,—C,,—C,I
pP:_5 11 2°2 3°3 44{915}
aisr1+az5r2 +a35r3 +a45r4
Luego,
Cc,— pP.a
v, = %" Pl e £9.16}
a44

La ventaja del sistema de bloque implicito es que computa las
velocidades y la presion satisfaciendo simultaneamente las
ecuaciones de Navier-Stokes y la de continuidad.

El método no se aplica a las variables primitivas como se ha
descripto sino a las correcciones a la iteracion anterior. Si escribimos
para la iteraciéon n+1:

X" =x"+x', {9.17}

y substituimos, obtenemos el mismo sistema con diferentes
segundos términos; en particular, ¢, #0.

9.3 Resolvedores iterativos

El mas comdn de los resolvedores iterativos es el de Gauss-
Seidel, que se ejemplifica con un sistema de 3x3:

QX X, +a3% =G
Ay X +35,X, +38,3X; =G,
Ay X + A5 X, + 855X =Gy {9-18}

gue podemos reordenar como
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_ G — 85X, — 5%,

%
&y
_ C, —auX — 85X
i 8,
X, = Cs_am;(i_aazxz : {9.19}
33

Comenzando con un par de valores supuestos ( X,,X; ),

iteramos hasta obtener X;, X, Y X; con la precision deseada.

El método de Gauss-Seidel puede ser mejorado mediante la
sobre- o sub-relajacion.

La sobre-relajacién es un método de aceleracién de la
convergencia. Supongamos que el valor previo de gera ¢'y el nuevo

sera ¢ *. Luego, ¢ ha sido corregido en una cantidad <¢"+1 —¢”).
Es entonces l6gico suponer que un valor mas apropiado para ¢™*
seria (/5 ' tal que

P =g +r(¢"—-¢"); 1<r<2. {920}

Si r =1 no hay sobre-relajacion. Para 1<r <2 estamos sobre-
corrigiendo ¢" en la direccion correcta:

¢n+l ¢ +r(¢n+1_¢ ) n+1+(r_1)(¢n+l_¢n).
{9.21}
un extra de la

n+1

vale decir, agregamos al nuevo valor ¢
-, 1 - - . -7
correccion (¢"+ —¢”), siendo el coeficiente de sobrecorreccion

(r—1), quevaleentre Oy 1.
Si r fuera mayor que 2 el cambio en una iteracion

¢(n+1)' _¢n+l (r 1)(¢n+1_¢n). {922}

iria aumentando en cada iteracion lo que haria divergente al
problema.
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El uso de sobre-relajacion puede acelerar la solucion un orden
de magnitud o més, por lo que es muy aconsejable. EI valor éptimo
de r no es en general calculable, pero valores de 1.5 a 2 son usuales.

Si el valor de r fuera menor que 1 el resultado es corregido en

menos que la cantidad (¢"”—¢”), procedimiento conocido como

sub-relajacion. Este método puede ser necesario para reducir las
oscilaciones de la solucion en las primeras iteraciones, en particular
si las condiciones iniciales no son muy adecuadas.

En general conviene comenzar a iterar con sub-relajacion,
pasando a sobre-relajacion cuando la solucion comienza a
estabilizarse hacia la convergencia.

Con respecto al barrido de las celdas, asumimos que los
indices (i,j) identifican filas y columnas de la grilla bidimensional. El
método de Gauss-Seidel puede aplicarse barriendo iy j en cualquier
orden. Sin embargo, normalmente se barre un indice primero y luego
se incrementa el otro. Esto se conoce como barrido por lineas.

En este caso, si se utiliza el stencil de cinco puntos:

*Z

%
*
*
—

*

Figura 9.2: Stencil de cinco puntos

Cada ecuacion sélo involucra tres incdgnitas (P, E y N), ya que
O se habria obtenido de la ecuacién en (i-1) y S de la linea en (j-1).

Luego, la linea i puede ser resuelta por TDMA o por Gauss-
Seidel. En ambos casos puede aplicarse un factor de relajacion.
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Alternativamente puede resolverse primero una linea y luego la
columna que la intercepta en P. Para ahorrar espacio de
almacenamiento el método mas comun es el Implicito de Direccién
Alternada (ADI), en el que primero se barren todas las filas y se
almacenan las soluciones. Luego se barren las columnas utilizando
las soluciones anteriores para las incdgnitas (N y E) y los valores
recién calculados para las conocidas (O y S). Es decir,

e Resolver por iteracion barriendo por linea i. Los

valores asi obtenidos son ¢ . Los anteriores, ¢“. En
esta pasada, Sy O son ¢k' , Ny E son ¢k :

e Resolver por iteracion barriendo por columnas j. Los
valores asi obtenidos son ¢k+1. Los anteriores, ¢k'. En
esta pasada, Sy O son ¢“"*, Ny E son ¢ .

Igualmente puede utilizarse un factor de relajacion en
lineas o columnas.

9.4 Método the Runge-Kutta

Para flujos en desarrollo en el tiempo el resolvedor iterativo
mas usual el el método de Runge-Kutta, aungque es igualmente
utilizable para flujos estables en el tiempo.

La ecuacion general de transporte se escribe:

o(p4) , o(p19) i[ﬁD a_g}a

ot ox,  ox; | ax
{9.23}
gue también podemos escribir
o(P9) §
— 2 —f(pp,t). 9.24
~—=(ph1) {9.24}
El método de Runge-Kutta se aplica a la ecuacion general
OX
—=f(xt). 9.25
=T (x) {925}

Introduccién al modelado numérico de flujos reactivos | 141



Si bien se puede plantear el método en un nimero variable de
pasos y en forma explicita o implicita, la forma méas usual es la
explicita de cuatro pasos.

Sea x" el valor actual de la funcion; el valor x™* luego de un
paso de tiempo h viene dado por

X" =x" +%(k1 +2Kk, +2k, +k,),  {9.26}

donde los valores intermedios se calculan como

k, = hf (x”,t), {9.27}

k, = hf (x”+%kl,t+%hj, {9.28}

k, = hf (x” +%k2,t+%h), {9.29}

k, = hf (x“+k3,t+h). {9.30}
Por ejemplo, tomemos la ecuacion diferencial
dx
— =xt 9.31
” {9.31}
t°=0 {9.32}
x° =1 {9.33}
cuya solucién es
t2
X=e %4 , {9.34}
y hallemos su valor para h=0.1.
k, = hf (x°,t°):o, {9.35}

k, = hf (x” +%kl,t+%hj =.005,  {9.36}

K, = hf (x” +%k2,t +%hj _0.0050125, {9.37}

k, = hf (X" +ky,t+h)=0.010050125. {9.38}
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Luego,
X" =x" +%(k1 +2k, + 2K, +k, ) =1.00501252.

{9.39}

El valor exacto es 1.00501252.

Para flujos estacionarios el valor de la ecuacion (9.23}, vale
decir, ky, debe ser cero. El paso de tiempo h puede ser variable para
cada celda.

Para flujos no estacionarios empleando esquemas explicitos el
paso de tiempo At debe ser el mismo en todas las celdas de célculo
y debe cumplir con la condicién de Courant-Friedrich-Levy

UAL
—<1, {9.40}
AX

u otra condicién de estabilidad; el método de Runge-Kutta se
emplea iterativamente dividiendo At en un nimero entero de partes
de tamafio h.

9.5 Convergencia, residuos

En una resolucion iterativa, o incluso en un paso de una
resolucion iterativa que incluya un resolvedor directo, las soluciones

k . . . .
¢ que se obtengan no satisfardn las ecuaciones lineales

perfectamente, ya sea porque la solucién sélo incluye un ndmero
finito de pasos, o por errores de truncado.

La diferencia entre el valor del segundo y primer miembros de
la ecuacion lineal es el residuo de esa celda:

R(i,i,k)=>(ag), . +S,—apd. {9.41}

La convergencia es el proceso por el cual la solucion de las
ecuaciones discretizadas se aproxima a la solucion de las ecuaciones
de transporte. Es posible demostrar que ambas soluciones tienden a

confundirse para una grilla infinitamente fina. Sin embargo, para una
grilla finita la solucién de las ecuaciones discretizadas, por mas que
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el residuo sea cero en todos los puntos, no sera igual a la solucion de
las ecuaciones de transporte.

Hecha esta salvedad, se denomina mas précticamente
convergencia a la reduccion monotonica de residuos, lo que indica la
bondad del conjunto de valores de las variables como solucién del
sistema de ecuaciones lineales.

La forma habitual de juzgar la convergencia es adoptar un
valor absoluto de los residuos y observar su disminucion, calculando

2[R, j.K)

Lik Rt {9.42}

El valor de referencia Ref puede ser un valor significativo de ¢
(méximo, minimo, valor de entrada)

Usualmente la evolucion del residuo total Y [R(i, j,k)| con el

i,jk
namero de iteraciones varia como lo ejemplifica la figura:
Z R
Ref .

numero de iteraciones

Figura 9.3: Residuos y convergencia

Si el programa de célculo permite arrancar y parar, o bien si se
almacena el residuo total, es aconsejable utilizar como valor de
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referencia el primer residuo de la curva descendente, como indica la
figura.
La curva debiera tender a cero. Si no lo hace (residuo
irreducible) usualmente se debe a una 0 méas de tres razones:
e Hay un error de programacion
e Valores de frontera mal elegidos
o No se ha respetado el principio de consistencia, que
indica que a ambos lados de una cara de la celda debe
utilizarse el mismo modelo de discretizacion
Si la curva desciende monotonicamente se continla iterando

2[R, j.K)

i,jk H
hasta que el valor de N Ref haya descendido hasta un

nivel preestablecido (10 0 107°), cuando se consideraré alcanzada la
convergencia.

No obstante lo anterior es conveniente analizar los residuos
individuales, al menos visualmente, para asegurar que no haya una o
mas celdas con residuos significativos o irreducibles.

Esto puede hacerse graficando a intervalos regulares el residuo
por planos como superficie tridimensional:

[ IR]
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Figura 9.4: Residuos en un plano

Durante el proceso de solucion es comdn observar oscilaciones
en los residuos, que debieran amortiguarse con la aproximacion a la
convergencia. Estas oscilaciones son normales y se deben a la
naturaleza de las ecuaciones de transporte.

Por ejemplo, si se adopta la grilla de 3x3, la ecuacion
diferencial de transporte queda discretizada en una ecuacién lineal
que, a lo sumo, conecta los valores de tres celdas contiguas.

Luego, una correccién en una celda no afecta mas alla de las
dos adyacentes, hasta el préximo paso de iteracion.

Si se barre por lineas y columnas, el residuo de una celda se va
transfiriendo a raz6n de una linea/columna por iteracién, proceso que
puede observarse claramente en un grafico por planos como el de la
figura anterior. La figura siguiente ejemplifica esto:
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Figura 9.5: Residuos en dos pasos de iteracion

Este proceso de barrido del error continta (y se inicia) en las
fronteras y solo se reduce con el numero de iteraciones a medida que
disminuyen los residuos en general.

Sin embargo, es importante observar la evolucion de los
residuos para asegurarse que estos picos de error sean acotados y
vayan siendo reducidos.
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En otros términos, el sistema de ecuaciones discretizadas acta
como un filtro pasabajos, atenuando rapidamente los errores de alta
frecuencia (celda a celda) y mucho maés lentamente los de baja
frecuencia, mayor longitud de onda (varias celdas).

El error de mas baja frecuencia (un valor de residuo constante
en toda la grilla) s6lo puede deberse a inconsistencia en las
condiciones de frontera, y no debiera existir.

Los residuos de méas baja frecuencia son los que mas tardan en
reducirse y consumen la mayor parte del esfuerzo de computacion.
Para reducirlos puede hacerse una de dos opciones:

e Usar una grilla més gruesa
e Usar un stencil mas extenso

Ambas son indeseables, la primera porque atenta contra la
exactitud de la solucién, y la segunda porgque requiere un mayor
esfuerzo computacional y complica las condiciones de borde.

Sin embargo ambas opciones se utilizan normalmente. La
primera, aplicando el método multigrilla ya visto, por el cual cada
cierto numero de iteraciones en la grilla fina se pasan todos los
resultados a una grilla mas gruesa y se realiza otro numero de pases
de iteracion para reducir los residuos de baja frecuencia. Luego se
vuelven a pasar todos los resultados a la grilla fina y se continla
resolviendo.

La segunda opcion consiste en el uso de métodos de
discretizacion de orden superior que involucran stenciles de 5x5,
7x7, etc., a veces combinados con métodos como Predictor/
Corrector, FCT, etc.

No es seguro que estos métodos reduzcan el esfuerzo
computacional requerido, aunque pueden producir reducciones
sustanciales del tiempo total de computo.
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CAPITULO 10

Velocidades de reaccion dominadas por la cinética
y por la mezcla

10.1 Reactantes no premezclados

10.1.1 Cinética dominante:

Vimos en el Capitulo 4 que la ecuacién de transporte de la
especie quimica Y; era:

o(p9,) , 2(P9,%) :ﬂ(,ﬁn @J W,
ot oX. OX;

i
J

{10.1}

J
donde

La velocidad de reaccion  puede utilizarse para estimar un
tiempo caracteristico de la quimica 7_; si también definimos un

tiempo caracteristico de la mezcla z,, podemos definir un nimero de
Damkohler
Da=r7,/7, {10.4}
de tal modo que si Dall 1 el tiempo 7z, [ 7,y la velocidad
de reaccion es la que domina por ser mas lenta que la mezcla.

En otras palabras, si Dall 1 tenemos el caso en que la
cinética es dominante.
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10.1.2 Mezcla dominante

Si la cinética es mucho més rapida que la mezcla, el estado
instantdneo de la mezcla estara totalmente determinado por la
composicion original, es decir, por la fraccion de mezcla f.

En el caso de flujo turbulento, la reaccion de mezcla f estara
descripta por una funcién aleatoria, y se conocerd su forma y sus
momentos de primero, segundo, etc, 6rdenes.

10.1.3 Modelo de mezcla rapida

Para el caso de mezcla dominante (mezcla lenta respecto a la
cinética), basamos el analisis en la ecuacion de un solo paso
introducido en el Capitulo 2. Consideremos la reaccién

F+rO0 (r+1)P, {10.5}

donde
F: “fuel”, uno de los reactantes, el que corresponde a f=1
O: “oxidante”, el reactante que corresponde a f=0
r: factor estequiométrico, kg de oxidante por kg de F
P: productos

La reaccion estd escrita en forma estequiométrica, y sin
balasto o especies inertes (ej: N,)
En este caso deducimos inmediatamente que hay dos zonas,

f>f y f<f, donde f, eselvalorestequiométrico de f.

Para f>f

S

Ye = yB(f - fs)
Yo =0 , {10.6}
Yo =(1+1)ys f (1- 1)
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ypara f < f,
Ye =
Yo =Yg (f, ) {107}
Yo =(1+1)ys f (1-f,)

donde
_ Yea Yoo
e =1_ frf,
, {10.8}
o Yo,
) ryF,l-i_yO,Z
siendo

{10.9}

Ye. =Y enelchorro 1
Yo, = Yo en el chorro 2

Esto produce el gréafico y-f tipico de la reaccion de un solo
paso visto en (2.2).

La fraccion de mezcla promedio responde a la ecuacion de
transporte

o(pf) o(puf) o (__ of
——+ ax.J :a—xj[pr&}.{lo.lo}

J J

Mas adelante se veran las posibilidades de modelar otros
momentos de f a fin de definir la ecuacién de distribucién de f en
flujo turbulento. Por el momento definimos la ecuacion de
distribucion turbulenta

P=P(p, f,X) {10.11}

gue nos determina la probabilidad de encontrar
simultdneamente los valores instantaneos de p y f en el punto
X=XY,Z.
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De aqui definimos la funcién Favre de distribucién
P( f,x):%j:pp(p, f,x)dp, {10.12}
de modo que si Q=Q(f)
Q= Q(f)Pdf etc. {1013}

En el caso de cinética rapida podemos considerar que las
concentraciones son las de equilibrio (a esa temperatura y presion),
por lo que

y=yi(f).  {10.14}

Luego,
V(%) = [ yi(f)Pdf, {10.15)
f(X):lee(f)f’df, £10.16}
-~ o P (OPG (), .0)dp  p(1)P(F,%)
p B(f,%) B(f.x)
{10.17}
En la Gltima
P(X)P(f,X)=p°(f)P(f,%), {10.18}
p(X )P(f( X)) P(f,X). {10.19}
Integrando con respecto a f
1
p(X)=—-— 10.20
p(X) jlp(f X)df {10.20}
o p°(f)
es decir
1 P(f)
== df , 10.21
/5 I P (f) Ho2t)
o0 bien
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5= jol 25 (F)P(f)df. £10.22}

Con estas definiciones podemos integrar las expresiones
instantaneas de yr , Yo € Yp para hallar los promedios:

1 ~
Ve = yBL (f —f,)Pdf, {10.23}
Yo =1Ys j'ofs (f,— f)Pdf, {10.24}
Jo = (r +1)y8[(1— )" Bt + 1,[ @ 1)Pdf }
£10.25}

donde hemos omitido X ya que estas expresiones se aplican a
unpunto X=X,Y,Z

El cambio de expresiones entre la zona pobre (f < f.) y rica
(f > f.) puede obviarse utilizando las expresiones

_ ey f—f
Ve = yF(f)WLocyBg%J1 , {10.26}

g%

e f—f
yo=yFo(f)+Otlrysg}/2~ll p , {10.27}

g 2

I e/s g s_F
yPyP(f)_a(r_'_l)yBg%‘]l( 7 J,{lO.ZB}

g 2

donde g = f " es la varianza o segundo momento de f, y

f_f’ fsf_fl"’ ~f—f
L] JRCELY Y o Pk -1 RTS S S Sl
{g%]L o v )g%
£10.29}

siendo H(f, - f) la funcion de Heaviside
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H=1paraf,— f >0
H=0paraf,— f<0

Los valores de equilibrio como yi(f) se obtienen de

{10.30}

programas de equilibrio como ya se vid, entrando con f y T . Para
reacciones irreversibles de un solo paso o =1, y para otras, algo
menor (digamos, 0.8).

J; es la integral de falta de mezclado, “unmixedness”, que
solo es funcion de la funcién de distribucion P . En la variable

f.—f
reducida z, = =2 :
° b

g

- J1

05 N \
vaf
o3l

02f

Figura 10.1: Funcién J;

La forma de J; es bastante independiente de la funcién P,y
puede ser simplemente aproximada por

J,(z)=0.45¢" {10.31}

Finalmente, para p y T :
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1 1-f,, fs}
é= 1 p(f) pO0) pQ 3,0%, {1032}
P p( ) fs(l_ fs)
SO LA (5 1 (O RS ALC) e
fs(l_ fs)
{10.33}
donde p(0) = p(f =0, equilibrio) :

T@Q)=T(f =1, equilibrio), etc.
Este modelo entonces permite calcular los promedios de
concentraciones, densidad y temperatura conociendo los valores de

f, g vy el equilibrio quimico. Como las condiciones de equilibrio

guimico son a su vez funcién de T, se requiere una solucidn iterativa.
Mas comunmente se adoptan como valores de equilibrio los de la
reaccion instantanea, dada por las relaciones lineales.

Ve (F)=ye () =ys(f - f,) paraf > f,
=0 paraf < f, etc.
Queda por determinar la funcion de distribucion

{10.34}

10.1.4 Funciones de distribucion

Si representamos la probabilidad de f en funcién de f para
distintos tipos de casos de mezcla obtenemos los diagramas tipicos:
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Fluido 1
=
—

—_—
Fluido 2

Figura 10.2: Distribuciones de probabilidades

Los picos en cero y uno indican que hay un nimero (alto) de
casos de medicion de fluido puro.
Una forma de modelar la funcién de distribucion de f es

asumir un grado de intermitencia | tal gue si I =0 estamos en
uno de los fluidos puros, y si I =1 estamos en el fluido mezcla. El
fluido mezcla tiene una funcién de distribucion de f B,(f), de media

f. yvarianza §, = f,"*, y definimos

f=If, {10.35}

)( f )2, {10.36}

(o))

Il
-
1
©
+
—_—
—_~ M
|
—
S~—

[N
L 1
+
—_
[EEN
|
-

—— ., {10.37}
9/ +1
"
1, =
g, —E(ft) , {10.38}
[(f—fzf]
pl(f):% . (Gaussiana), {10.39}
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P(f)=(1-T)o(f)+TR(f). {1040}
El procedimiento es como sigue:

1) Obtener f y § de ecuaciones de transporte.
2) Calcular ﬂ y §,.

3) Calcular 1,0<1 <1.

4) Formar P(f)

Otro método consiste en obtener f y § vy utilizar la funcién
Beta:

(BB as

(e T v

P(f)
donde
r(p)=[ x" e dx, {1042}

~[f~(1— f) }
p=T T—l 'y {10.43}

B =(1-f ){@—1], {10.44}

cuya forma (para una media de 0.5) es:
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Figura 10.3: Funcion Beta

Es decir, aparenta ser adecuada para flujos de mezcla, con
picos en f=0 y f=1 proporcionales a la posicion de f.

10.1.5 El segundo momento de f

Una ecuacién de transporte para § = f "

de la ecuacion de f, resultando

puede obtenerse

2
o9 — & 0 [—— of "
Puja—g=—2/0ujf __87(pujf 2)—2pD(—J :

X axj i axj

{10.45}

Esta ecuacién es modelada segun Jones y Whitelaw como
~ \2
_. g of 0 | 1 09 PE .
ad—=C,,|— | +—| —+—|-C,,—¢§.
S D'l[axJ o, {ag x| 7Y
{10.46}
donde C,, =28y C,,=20.
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~ \2
Notar que (iJ es en realidad
OX

j
iiz(ﬂj +(iJ +[qj . {10.47}
OX; 0X; OX oy oz

6f mn af mn
y=2D—— {10.48}
OX; OX;
es la disipacion del escalar, y es la medida en que f”
desaparece, 0 bien en que desaparece la inhomogeneidad de la
mezcla (aunque no la turbulencia). En el modelo de Jones y

Whitelaw

El término

7026%, {10.49}
K
lo que implica relacionar la disipacion escalar como el

cociente de la dispersion § y la escala de tiempo de la turbulencia
Kle.

Este modelo es muy importante ya que relaciona la mezcla
(basada en el escalar conservado f) y su disipacion u
homogeinizacién con el nivel de turbulencia y su velocidad de
disipacion ¢ .

10.1.6 La velocidad de reaccion

Bilger ha demostrado que

of of dzy.e
=—pD———=-. {10.50
= ox; ox; df’ {10.50}
Tomando promedios, y con
of of
=2D—— 10.51
d OX; OX { }
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5)=——

z, f)dydf , {1052}

siendo P(y, f) la funcion de distribucion Favre de y y f

conjuntas.
Para el combustible y para quimica rapida, la segunda

derivada de y; solo existe cerca de f; (el quiebre del diagrama).
Luego, la integral respecto a f se simplifica y nos queda

1 » ~
& == PYeZ(1)P(L), {1053}

donde y(f,) eslamediade y en f =f,.
Notar que esta formula relaciona la disipacion del escalar,
¥ , con la velocidad de reaccion @ . Estamos considerando

cinética rapida por lo que es razonable esperar que la velocidad de
reaccion dependa més de la mezcla que de la composicion.

10.1.7 El método EBU

El modelo de Eddy Break-up (ruptura de torbellinos) se debe
a Magnussen y otros. En esencia dice que la velocidad de reaccion en
el caso de cinética rapida es funcién de una concentraciéon y un
tiempo.

La concentracion es la del componente deficiente, o de
menor concentracion. En nuestra nomenclatura, sera Y. 0 bien

Yo lT.

El tiempo es aquel de vida de un torbellino, ya que en una
situacion de mezcla turbulenta dos torbellinos, uno de F y otro de O
deben destruirse para que las dos especies se mezclen hasta nivel
molecular, y la reaccién quimica pueda tener lugar. Un tiempo
adecuado es x/ & . Luego,
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& =~Ap—Y,. {1054}

Y. =YY, /r, {10.55}
donde A;, es una constante empirica.
El valor de A, es cominmente 2 aungue varios autores han
propuesto desde 0.4 hasta 7. Si adoptamos al modelo de Jones y
Whitelaw, donde

x. 12

x|

g, {1056}

y sabiendo que, de (10.3)

V.= Y¥s673,(z), {1057}
resulta

h

a - PE)

‘Jl(zs)

Estos valores han sido calculados para la funcién Beta y
Gaussiana, y sus gréaficas son tipicamente:

{10.58}

0.06

0.04

0 .02 .04 .06 .08 .1 .12 .14 .16 f .2

Figura 10.4: Pardmetro A,
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Una forma empirica de A; es

_ _& y ry
o =4pS Y |De 11050}

K (1+ Ve / YO) Yo
En resumen, el modelo EBU de Spalding tiene una base
tedrica (con la hipdtesis de Jones y Whitelaw), y se logran reproducir

los valores de las constantes experimentales.

10.1.8 Velocidad de reaccion

En el caso en que la velocidad de reaccion esté dominada por
la mezcla (cinética rapida) vimos que una expresiéon adecuada es la
forma EBU

_ & _
Ok gy :_Alpz Yo {10.60}

Si la velocidad de reaccién es dominada por la cinética, es
decir, la cinética es mucho mas lenta que la mezcla, las variaciones
turbulentas en la composicién media pueden ser despreciadas y
escribir la velocidad de reaccion, por ejemplo, para la reaccion
F+rO—(r+1)P, como

B e =P Ve Yoke T, {1061}

es decir, la expresion de Arrhenius con las concentraciones
medias.
Para formar la expresién general la forma empirica mas
adecuada parece ser la media armdnica, para dar preponderancia a la
velocidad de reaccion mas lenta de las dos:

@, = ! +_i . {10.62}

Or gy W

10.2 Reactantes premezclados
En el apartado (4.6) hemos visto la ecuacion de transporte
del avance de reaccion:
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+W,, .
X

228), 2208)_2 5 28]..

{10.63}
Queda por definir el modelo de la velocidad de reaccion @, .

10.2.1 Quimica rapida

Par el caso en que la zona de reaccion es delgada, vale decir,
quimica répida, se puede aplicar el modelo EBU como

@, U Cogy ﬁ%/@"z . {10.64}

donde C_g, es del orden de A;.

Si la zona de reaccion es muy delgada el avance de reaccion
® toma solo dos valores, cero en los reactantes y 1 en los productos.

Luego, podemos aproximar 0’ =0 y modelar
pO™ = pB(1-6), {10.65}
con lo que queda

@, ) Cegy p—0(1-0). {10.66}

|

10.2.2 Quimica lenta

En este caso modelamos en forma similar al caso no
premezclado. Asumimos que existe un modelo de composicién de la
mezcla en funcion del avance de reaccion, tal como fue descripto en
el apartado (2.2) o bien cinético (por ejemplo, de equilibrio quimico)
por lo que, si definimos una funcién de distribucion de
probabilidades P(®) las fracciones de masa se podran obtener de

5, = [ v,(@)P(©)de . {1067}

Igualmente la velocidad de reaccion se obtendra como
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@, = [, 2(©)P(©)d® . {10.68}

Para continuar es necesario definir la funcion de distribucién
que usualmente se asume ser la funcion Beta. Esto requiere el com

puto de la varianza §=©" .

10.2.3 El segundo momento del avance de reaccién

Una ecuacion de transporte para la varianza del avance de
reaccion se puede deducir a partir de la de avance {10.63},
obteniéndose:

G
Uu. —=
r ' ox,
~ 2 ~ —_—~ '
250 9| + 2| 5p, A |_22% 44 26" w(®)
OX; OX; OX; K

{10.69}

Se aprecia que es muy similar a la ecuacion de la varianza de

fraccién de mezcla, salvo por el agregado de la dltima correlacion,
gue se calcula como

0"0(0)= [ (0-6)(©)P(©)de. {10.70}

10.2.4 La velocidad de reaccion
Igualmente que en el caso de las reacciones no premezcladas,

es aconsejable adoptar la media armdnica de las velocidades de
reaccion EBU y cinéticas.
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CAPiTULO 11

Modelos de equilibrio y bases de datos

11.1 Bases de datos

Las propiedades fisicas, quimicas y de transporte de las
sustancias gaseosas pueden hallarse en varias Bases de Datos.

La referencia bésica la forman las tablas de JANAF (Joint
Army- Navy — Air Force), originalmente compiladas en los
laboratorios Dow en Michigan, USA. Estas tablas (y sus Addenda o
afiadidos) se obtienen del US Dept. of Commerce, National Bureau
of Standards, Institute for Applied Technology.

En estas Tablas se listan, para un gran nimero de gases y
algunos sélidos y liquidos, el calor especifico, la entropia, la entalpia
y la funcién de energia de libre de Gibbs en funcién de la
temperatura. También se dan las constantes de equilibrio, los calores
de formacidn y otras constantes.

Informacién mas facil de utilizar se encuentra en las bases de
datos de la NASA, principalmente en dos publicaciones:

- Gordon, S. , and McBride, B.J., “Computer program for
calculation of complex chemical equilibrium compositions,
Rocket performance, incident and reflected shocks, and
Chapman-Jouget detonations”, NASA Special Publication
SP-273 (1971)

- McBride, B.J.,, Gordon, S., Reno, M. “Coefficients for
calculating Thermodynamic and transport properties of
individual species”, NASA Technical Memorandum 4513
(1993)

En la primera, el calor especifico a volumen constante, la

entalpia total y la entropia se han expresado como series de potencias
de la temperatura:
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C—I_\)P:aﬁazT +a T +aT’+aT*, {111}
0
|_|—=a1+iT ;g2 Bags Bpa B

RT 2 3 4 5 T
{11.2}

0

S—=a1InT TP b TS SIS SN
R 2 3 4

{11.3}
El superindice 0 se refiere al estado estandar de 1atm, 0°C.
La informacion estd dada en el siguiente formato:

Registro 1

Registro 2

Registro 3

Registro 4

Registro 1: Nombre de la especie (18Al1), fecha (6Al),
simbolos atémicos y férmula (4(2A1,13), fase (S,L,G) (Al),
temperatura baja (E10.0), temperatura alta (E10.0) temperatura
comun (E8.0), mas simbolos atomicos y férmula (si es necesario)
2A1, 13, nimero 1.

Registro 2: coeficientes a;-as, intervalo superior de temperatura
(comun — alta), (5E15.0), nimero 2

Registro 3: coeficientes, as y a; del intervalo superior.
Coeficientes a;-az del intervalo inferior (5E15.0), nimero 3

Registro 4: coeficientes a;-a;, intervalo superior, nimero 4

En la version revisada de 1993 se listan coeficientes y
ademés, en el registro 4, Gltimo bloque, se da H® / R(298) .
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En esta version también se dan los parametros de transporte
viscosidad, conductividad térmica y un pardmetro de interaccién
viscosa. Para los tres:

Inn
B C

N4 =AInT+=+—+D. {114}
T T

Innij

La viscosidad resulta en micro Poise (uP), la conductividad
en pW/cm/K, y las unidades de n;; son las mismas que las de n.

La estructura es como la anterior pero con hasta 17 registros
gue contienen:

Registro 1: Nombre (A15), segunda especie (para n;) (A15),
V(AL), nimero de intervalos de viscosidad (1), C(Al), nimero de
intervalos de conductividad (I11), comentarios (A40).

Registro 2: V 6 C (Al), primera y Ultima temperatura del
intervalo (2F9.2), coeficientes A-D (4E15.8)

Registros 3-17: como el registro 2
Las nj;; slo estan dadas para He-Ar, Ar-Kr y CH,-CF,

11.2 Modelos de equilibrio

El més popular de los programas de equilibrio es
CHEMKIN, listado y publicado en

- Kee, RJ.; Miller, J.A.; and Jefferson, T.H.; “CHEMKIN: a
general-purpose, problem independent, transportable, fortran

chemical kinetics code package”; Sandia National
Laboratories Report SAND80-8003, March 1980
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La version PC de CHEMKIN (CHEMKIN-PC) esta
disponible para corer en 486 PC’s con un compilador FORTRAN.

El programa CHEMKIN requiere dos archivos de entrada:
Xxxx.dat y Xxxxx.in

El archivo xxxx.dat debe copiarse al archivo INRATE y
puede tener la estructura sencilla de:

ELEMENTS

CHON

SPECIES

CH4 CO2 H20 CO H2 N2 CH3 H O OH HCO HO2 CH20
02 CH30 H202 C

END

0 bien incluir reacciones con sus constantes A, By E de
k=AT Pe "™ {115}

El siguiente ejemplo es el archivo INRATE para la
combustién del Propano en aire:

ELEMENTS

HO CN

END

SPECIES

CH4 02 N2 H20 CO2 H O OH HO2 H2 CO HCO CH20
CH3 C3H8 N*C3H7 I*C3H7 C3H6 C2H6 C2H5 CH3HCO C2H4
C2H3 CH2CO C2H2 HCCO C2H CH2 CH

END

REACTIONS
02+H=0OH+O 1.200E17 -0.91 16530.
H2 + O=OH + H 1.5E7 2.0 7560.
H2 + OH=H20 + H 1.000E08 1.6 3300.
OH + OH=H20 + O 1.500E09 1.14 100.
H+02+M-HO2+M 2.00E18 -0.8 0.

H20/18.6/ CO2/4.2/ H2/2.86/ CO/2.11/ 02/0.0/ N2/1.26/

HO2 +H-OH +OH 1.500E14 0.0 1000.
HO2 +H-H2 +02 2.500E13 0.0 690.
HO2 +H-H20 +O 3.000E13 0.0 1720.
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HO2 +OH-H20 +02 2.000E13 0.0 0.0
CO +OH=CO2 +H 4.400E06 15 -740.

CH4 +H=H2+ CH3 2.200E04 3.0 8760.
CH4 + OH - H20 + CH3 1.600E06 2.1 2460.
CH3+0 -CH20+H 7.000E13 0. 0.
CH3+OH-CH20+H+H 4500E14 0. 15500.
CH3 + OH - CH20 + H2 8.000E12 0. 0.
CH3+H-CH4 1.9E36 -7.0 9066.
CH20 +H-HCO +H2 2.500E13 O 4000.
CH20 +OH - HCO +H20 3.000E13 0. 1200.
HCO+H-CO +H2 2.0E14 0. 0.
HCO + OH - CO + H20 1.0E14 0 0.
HCO +02- CO +HO2 3.000E12 O 0.
HCO +M - CO+H+M 7.100E14 O. 16820.
CH3 + CH3 - C2H6 1.0E38 -7.66 9500.
C2H6 + H - H2 + C2H5 5.400E02 35 5215.
C2H6 + OH - H20 + C2H5 6.300E06 2.0 645.
C2H5-C2H4 +H 1.0E38 -1.71 49000.
C2H5+H - CH3 + CH3 3.000E13 0. 0.
C2H5 + 02 - HO2 + C2H4 2.000E12 0. 5000.
C2H4 + OH - C2H3 + H20 7.000E13 0. 3000.
C2H3=C2H2 + H 1.600E32 -55 46290.
C2H3 + 02 - CH20 + HCO .500E12 0 0.
C2H3+0O-CH2CO+H 3.000E13 O 0.
CH2CO+H-CH3+ CO 7.000E12 O 3000.
CH2CO + OH -CH20 + HCO 1.000E13 O 0.
C2H2+O-HCCO +H 4.300E14 0. 12130.
C2H2+ 0O -CH2 + CO 4.100E08 1.5 1700.
C2H2 + OH - H20 + C2H 1.000E13 O 7000.
HCCO +H-CH2 + CO 3.000E13 O 0.
HCCO+0O-CO+CO+H 1.000E14 0. 0.
CH2 +02 - CO2 +H +H 6.500E12 0. 1500.
CH2 +02 - CO +OH +H 6.500E12 O 1500.
CH2 +H=CH +H2 4.000E13 O 0.
CH+02 - HCO +0 3.000E13 0.0 0.
C2H+02-HCCO+0O 5.000E13 0. 1500.
C2H+H2-C2H2 +H 1.100E13 0.0 2870.
CH3+H-CH2 + H2 1.800E14 O 15070.
CH3 + OH - CH2 + H20 1.5E13 0 5000.
CH2+OH-CH20 + H 2.5E13 0 0.
CH2 + OH - CH + H20 4.5E13 0 3000.
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CH+OH-HCO+H

C3H8 + H - N*C3H7 + H2

C3H8 + OH - N*C3H7 + H20

C3H8 + H - I*C3H7 + H2

C3H8 + OH - I*C3H7 + H20

N*C3H7 + H - C3H8

I*C3H7 + H - C3H8

N*C3H7 - C2H4 + CH3

N*C3H7 - C3H6 + H

N*C3H7 + O2 - C3H6 + HO2

I*C3H7 - C3H6 + H

I*C3H7 + 02 - C3H6 + HO2

C3H6 + OH - CH3HCO + CH3

CH3HCO +H-CH3 +CO + H2

CH3HCO + OH - CH3 + CO + H20
END

3.0E13
1.300E14
3.7E12
1.000E14
2.8E12
2.000E13
2.000E13
3.000E14
1.000E14
1.000E12
2.000E14
1.000E12
1.0E13
4.0E13
1.0E13

COOOOCOLOO0O0OO0O000O

9710.
1650.
8350.

860.

33033.
37340.
5000.
38730.
2990.

4210.

Notar que para las reacciones en las que el “gas de bafio” o
“tercer cuerpo” M interviene, se dan los coeficientes cataliticos tal

que:

[M]=2.ai].

{11.6}

Las reacciones irreversibles se indican con el signo -, y las

reversibles con =

Referencias al Capitulo 11

e NIST-JANAF Thermochemical Tables, 4th. Ed., Monograph
No. 9 (Parts | & Il), American Institute of Physics, 1998.
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CAPITULO 12

Postprocesado

12.1 Graficadores

La resolucion numérica de las ecuaciones de transporte y
relaciones algebraicas d4 como resultado matrices (en principio
tridimensionales) donde a cada celda, identificada por sus indices
(i,j,k) corresponden valores discretos de los pardmetros calculados.

El nimero de estos parametros es muy grande; mencionamos

X,y,Z del centro de la celda

X,y,z del vértice P

u, v, w

h, T,Cp, v

prk, e

xili], vi, Ti (i puede ser varias decenas)

Para poder analizar este cimulo de datos es necesario post-
procesar la informacién y presentarla en forma grafica. También es
necesario poder manipular los datos para realizar interpolaciones
(por ejemplo, a puntos de muestreo experimental) y cambios de
unidades.

Los postprocesadores graficos pueden ser de acceso libre
(freeware) o comerciales. Entre los gratuitos se pueden mencionar
XMGR (s6lo bidimensional) y GNUPLOT. XMGR es un excelente
generador de gréaficos X-Y y de isolineas, con gran variedad de fonts,
simbolos y colores; la version tridimensional, sin embargo es
comercial.

GNUPLOT es producido por la Free Software Foundation,
que también produce EMACS (editor), LEMACS, GHOSTVIEW
(visor de graficos postscript), GHOSTSCRIPT (visor de textos
postscript).
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GNUPLOT, en su version PC, se obtiene de INTERNET.
Produce graficos en 2 y 3 dimensiones, isolineas y de graficos de
puntos. Tiene un numero reducido de fonts y alguna capacidad de
gréficos en colores.

De los graficadotes comerciales el mas popular es
TECPLOT-3D. Es un graficador muy versétil, que produce
isosuperficies, sombreado, trayectorias, etc, con amplia gama de
colores, superposicién de gréaficos, etc.

Tanto GNUPLOT como TECPLOT proveen el manipuleo de
las variables para realizar cambios de unidades o creacion de otras
(ej: T =t + v%2c,). GNUPLOT incorpora también funciones Utiles
como la funcion Gamma, funciones de Bessel, etc.

Tanto GNUPLOT como TECPLOT producen gréaficos en
varios estandares como Bitmap (BMP), TIFF, Postscript (PS),
Postscript encapsulado en TIFF (EPS). Sin embargo, la baja
confiabilidad de los estandares hace que rara vez un procesador,
digamos de WINDOWS, puede aprovechar un grafico BMP o TIFF
producido por un procesador grafico cientifico como GNUPLOT o
TECPLOT. Es mas seguro producir los gréaficos como Postscript (PS
0 CPS, color postscript) e imprimirlos con un traductor que pueda
enviar PS o CPS a un impresor WINDOWS. El traductor gratis
(Freeware) es GHOSTVIEW, aungue no es muy confiable, y no es
seguro que funcione en color. Un traductor comercial de muy bajo
costo es USPC, que toma graficos (y texto) postscript e imprime
directamente en impresoras tipo deskjet y laserjet.

12.2 Postprocesado de especies menores

En ciertos casos hay especies quimicas que aparecen en
concentraciones tan bajas que las energias involucradas no afectan
los balances, y tampoco a las concentraciones de las especies
principales.

En este caso se pueden computar como un post-procesado.
Si las reacciones son rapidas esto puede hacerse con un
programa de equilibrio como CHEMKIN, afiadiendo las reacciones
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relevantes. Por ejemplo, para la produccién de éxidos de nitrégeno

del aire, se agregaria al archivo m.dat las reacciones siguientes:

N+NO<=>N2+0 3.500E+13 .000 330.00
N+02<=>NO+0 2.650E+12 .000 6400.00
N+OH<=>NO+H 7.333E+13 .000 1120.00
N20+0<=>N2+02 1.400E+12 .000 10810.00
N20+0<=>2NO 2.900E+13 .000 23150.00
N20+H<=>N2+0OH 4.400E+14 .000 18880.00
N20(+M)<=>N2+0(+M) 1.300E+11 .000 59620.00
HO2+NO<=>N02+0H 2.110E+12 .000 -480.00
NO+O+M<=>NO2+M 1.060E+20 -1.41 .00
NO2+0<=>NO+02 3.900E+12 .000 -240.00
NO2+H<=>NO+OH 1.320E+14 .000 360.00
NH+O<=>NO+H 5.000E+13 .000 .00
NH+H<=>N+H2 3.200E+13 | .000 330.00
NH+OH<=>HNO+H 2.000E+13 .000 .00
NH+OH<=>N+H20 2.000E+09 1.200 .00
NH+02<=>HNO+O 4.610E+05 2.000 6500.00
NH+02<=>NO+OH 1.280E+06 1.500 100.00
NH+N<=>N2+H 1.500E+13 .000 .00
NH+H20<=>HNO+H2 2.000E+13 .000 13850.00
NH+NO<=>N2+OH 2.160E+13 -.230 .00
NH+NO<=>N20+H 4.160E+14 -.450 .00
NH2+0<=>0H+NH 7.000E+12 .000 .00
NH2+0<=>H+HNO 4.600E+13 .000 .00
NH2+H<=>NH+H2 4.000E+13 .000 3650.00
NH2+OH<=>NH+H20 9.000E+07 1.500 -460.00
NNH+M<=>N2+H+M 1.300E+14 -.110 4980.00
NNH+02<=>HO2+N2 5.000E+12 .000 .00
NNH+O<=>0OH+N2 2.500E+13 .000 .00
NNH+0<=>NH+NO 7.000E+13 .000 .00
NNH+H<=>H2+N2 5.000E+13 .000 .00
NNH+OH<=>H20+N2 2.000E+13 .000 .00
NNH+CH3<=>CH4+N2 2.500E+13 .000 .00
H+NO+M<=>HNO+M 8.950E+19 -1.32 740.00
HNO+O<=>NO+OH 2.500E+13 .000 .00
HNO+H<=>H2+NO 4.500E+11 .720 660.00
HNO+OH<=>NO+H20 1.300E+07 1.900 -950.00
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HNO+02<=>HO2+NO 1.000E+13 | .000 13000.00
CN+0<=>CO+N 7.700E+13 | .000 00
CN+OH<=>NCO+H 4.000E+13 | .000 00
CN+H20<=>HCN+OH 8.000E+12 | .000 7460.00
CN+02<=>NCO+O0 6.140E+12 | .000 -440.00
CN+H2<=>HCN+H 2.100E+13 | .000 4710.00
NCO+0<=>NO+CO 2.350E+13 | .000 00
NCO+H<=>NH+CO 5.400E+13 | .000 00
NCO+OH<=>NO+H+CO 2.500E+12 | .000 00
NCO+02<=>NO+CO2 2.000E+12 | .000 20000.00
NCO+M<=>N+CO+M 8.800E+16 | -.500 48000.00
NCO+NO<=>N20+CO 2.850E+17 | -1.52 740.00
NCO+NO<=>N2+CO2 5700E+18 | -2.00 800.00
HCN+M<=>H+CN+M 1.040E+29 | -3.30 | 126600.00

HCN+O<=>NCO+H 1.107E+04 | 2.640 4980.00
HCN+O<=>NH+CO 2.767E+03 | 2.640 4980.00
HCN+O<=>CN+OH 2.134E+09 | 1.580 26600.00
HCN+OH<=>HOCN+H 1.100E+06 | 2.030 13370.00
HCN+OH<=>HNCO+H 4.400E+03 | 2.260 6400.00
HCN+OH<=>NH2+CO 1.600E+02 | 2.560 9000.00
H+HCN+M<=>H2CN+M 1.400E+26 | -3.40 1900.00
H2CN+N<=>N2+CH2 6.000E+13 | .000 400.00
C+N2<=>CN+N 6.300E+13 | .000 46020.00
CH+N2<=>HCN+N 2.857E+08 | 1.100 20400.00
CH+N2(+M)<=>HCNN(+M) | 3.100E+12 | .150 00
CH2(S)+N2<=>NH+HCN 1.000E+11 | .000 65000.00
C+NO<=>CN+O 1.900E+13 | .000 00
C+NO<=>CO+N 2.900E+13 | .000 00
CH+NO<=>HCN+O 5.000E+13 | .000 00
CH+NO<=>H+NCO 2.000E+13 | .000 00
CH+NO<=>N+HCO 3.000E+13 | .000 00
CH2+NO<=>H+HNCO 3.100E+17 | -1.38 1270.00
CH2+NO<=>OH+HCN 2.900E+14 | -.690 760.00
CH2+NO<=>H+HCNO 3.800E+13 | -.360 580.00
CH2(S)+NO<=>H+HNCO | 3.100E+17 | -1.38 1270.00
CH2(S)+NO<=>OH+HCN | 2.900E+14 | -.690 760.00
CH2(S)+NO<=>H+HCNO | 3.800E+13 | -.360 580.00
CH3+NO<=>HCN+H20 9.600E+13 | .000 28800.00
CH3+NO<=>H2CN+OH 1.000E+12 | .000 21750.00
HCNN+0O<=>CO+H+N2 2.200E+13 | .000 00

178 | Eduardo A. Brizuela



HCNN+O<=>HCN+NO 2.000E+12 .000 .00
HCNN+02<=>0+HCO+N2 | 1.200E+13 .000 .00
HCNN+OH<=>H+HCO+N2 | 1.200E+13 .000 .00
HCNN+H<=>CH2+N2 1.000E+14 .000 .00
HNCO+0<=>NH+CO2 9.800E+07 1.410 8500.00
HNCO+0<=>HNO+CO 1.500E+08 1.570 44000.00
HNCO+0<=>NCO+0OH 2.200E+06 2.110 11400.00
HCNN+0<=>CO+H+N2 2.200E+13 .000 .00
HCNN+O<=>HCN+NO 2.000E+12 .000 .00
HCNN+02<=>0+HCO+N2 | 1.200E+13 .000 .00
HCNN+OH<=>H+HCO+N2 | 1.200E+13 .000 .00
HCNN+H<=>CH2+N2 1.000E+14 .000 .00
HNCO+0O<=>NH+CO2 9.800E+07 1.410 8500.00
HNCO+0<=>HNO+CO 1.500E+08 1.570 44000.00
HNCO+0<=>NCO+0OH 2.200E+06 2.110 11400.00
HNCO+H<=>H2+NCO 1.050E+05 2.500 13300.00
HNCO+OH<=>NCO+H20 4.650E+12 .000 6850.00
HNCO+OH<=>NH2+CO2 1.550E+12 .000 6850.00
HNCO+M<=>NH+CO+M 1.180E+16 .000 84720.00
HCNO+H<=>H+HNCO 2.100E+15 -.690 2850.00
HCNO+H<=>0H+HCN 2.700E+11 .180 2120.00
HCNO+H<=>NH2+CO 1.700E+14 -.750 2890.00
HOCN+H<=>H+HNCO 2.000E+07 2.000 2000.00
HCCO+NO<=>HCNO+CO 2.350E+13 .000 .00
CH3+N<=>H2CN+H 6.100E+14 -.310 290.00
CH3+N<=>HCN+H2 3.700E+12 150 -90.00
NH3+H<=>NH2+H2 5.400E+05 2.400 9915.00
NH3+OH<=>NH2+H20 5.000E+07 1.600 955.00
NH3+0<=>NH2+0OH 9.400E+06 1.940 6460.00

(Las unidades son moles, cm?, seg, Kelvin, calorias/mol)

Las concentraciones asi obtenidas serian las de equilibrio
[NOJ°. Sin embargo, en el caso del Nitrégeno, las concentraciones de
NO en el escape son menores que las de equilibrio en la llama,
aunque mucho mayores que las de equilibrio a la temperatura de
escape.
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Para corregir estos e puede utilizar un parametro A, [velocidad

al equilibrio, en seg’] que, para una llama de hidrocarburos
estequiométrica se ilustra en la figura:
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Figura 12.1: Factor de velocidad al equilibrio

Por ejemplo, para llamas a presion ambiente y y 400K de
entrada al combustor, A, [15s™".

Si la llama no fuera estequiométrica se corrige A, con la
grafica siguiente:
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Figura 12.2: Correccién a A

Obtenido 4, y nuevamente, para pequefias concentraciones de
[NQ], puede calcularse

[NO]=AAt[NOT",  {12.1}

donde At es el tiempo de residencia en la zona de llama

donde fue calculado [NOJ°.
Referencias al Capitulo 12

Para XMGR: GRACE; http://plasma-gate.weizmann.ac.il
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Apéndices






Apéndice A: Sistemas esqueletales
Mecanismo GRI-Mech2.11 (Metano en aire)

ELEMENTOS
0]
H
C
N
AR

arwnE

ESPECIES
H2
H
o)
02
OH
H20
HO2
H202
C
10. CH
11. CH2
12. CH2(S)
13. CH3
14. CH4
15. O
16. 02
17. HCO
18. CH20
19. CH20H
20. CH30
21. CH30H
22. C2H
23. C2H2
24. C2H3
25. C2H4
26. C2H5
27. C2H6
28. HCCO

©oOoNoOR~WNE
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29. CH2CO
30. HCCOH
31. N
32. NH
33. NH2
34. NH3
35. NNH
36. NO
37. NO2
38. N20
39. HNO
40. CN
41. HCN
42. H2CN
43. HCNN
44. HCNO
45. HOCN
46. HNCO
47. NCO
48. N2
49. AR
REACCIONES Constante B E
20+M<=>02+M 1.200E+17 | -1.00 .00
O+H+M<=>0H+M 5.000E+17 | -1.00 .00
O+H2<=>H+OH 5.000E+04 | 2.67 6290.00
0+HO2<=>0H+02 2.000E+13 | .000 .00
0+H202<=>0H+HO02 9.630E+06 | 2.00 4000.00
0+CH<=>H+CO 5.700E+13 | .000 .00
0+CH2<=>H+HCO 8.000E+13 | .000 .00
0+CH2(S)<=>H2+CO 1.500E+13 | .000 .00
0+CH2(S)<=>H+HCO 1.500E+13 | .000 .00
0+CH3<=>H+CH20 8.430E+13 | .000 .00
0+CH4<=>0H+CH3 1.020E+09 | 1.500 8600.00
0+CO+M<=>C0O2+M 6.020E+14 | .000 3000.00
O+HCO<=>0H+CO 3.000E+13 | .000 .00
O+HCO<=>H+CO02 3.000E+13 | .000 .00
0+CH20<=>0H+HCO 3.900E+13 | .000 3540.00
0+CH20H<=>0H+CH20 1.000E+13 | .000 .00
0+CH30<=>0H+CH20 1.000E+13 | .000 .00
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0O+CH30H<=>0H+CH20H 3.880E+05 .500 3100.00
O+CH30H<=>0H+CH30 1.300E+05 | 2.500 5000.00
0+C2H<=>CH+CO 5.000E+13 .000 .00
0O+C2H2<=>H+HCCO 1.020E+07 | 2.000 1900.00
0+C2H2<=>CO+CH2 1.020E+07 | 2.000 1900.00
0+C2H3<=>H+CH2CO 3.000E+13 .000 .00
0+C2H4<=>CH3+HCO 1.920E+07 | 1.830 220.00
0+C2H5<=>CH3+CH20 1.320E+14 .000 .00
0+C2H6<=>0H+C2H5 8.980E+07 | 1.920 5690.00
O+HCCO<=>H+2CO 1.000E+14 .000 .00
0+CH2CO<=>0H+HCCO 1.000E+13 .000 8000.00
0+CH2CO<=>CH2+CO2 1.750E+12 .000 1350.00
02+C0O<=>0+C02 2.500E+12 .000 47800.00
02+CH20<=>HO2+HCO 1.000E+14 .000 40000.00
H+02+M<=>HO2+M 2.800E+18 | -.860 .00
H+202<=>H02+02 3.000E+20 | -1.72 .00
H+02+H20<=>HO02+H20 9.380E+18 -760 .00
H+02+N2<=>HO2+N2 3.750E+20 -.720 .00
H+02+AR<=>HO2+AR 7.000E+17 -.800 .00
H+02<=>0+0H 8.300E+13 .000 14413.00
2H+M<=>H2+M 1.000E+18 | -1.00 .00
2H+H2<=>2H2 9.000E+16 | -.600 .00
2H+H20<=>H2+H20 6.000E+19 | -1.25 .00
2H+C02<=>H2+C02 5.500E+20 | -2.00 .00
H+HO2<=>0+H20 3.970E+12 .000 671.00
H+HO2<=>02+H2 2.800E+13 .000 1068.00
H+HO2<=>20H 1.340E+14 .000 635.00
H+H202<=>HO2+H2 1.210E+07 2.00 5200.00
H+H202<=>0H+H20 1.000E+13 .000 3600.00
H+CH<=>C+H?2 1.100E+14 .000 .00
H+CH2(+M)<=>CH3(+M) 2.500E+16 -.80 .00
H+CH2(S)<=>CH+H2 3.000E+13 .000 .00
H+CH3(+M)<=>CH4(+M) 1.270E+16 | -.630 383.00
H+CH4<=>CH3+H2 6.600E+08 1.62 10840.00
H+HCO(+M)<=>CH20(+M) 1.090E+12 480 -260.00
H+HCO<=>H2+CO 7.340E+13 .000 .00
H+CH20(+M)<=>CH30(+M) 5.400E+11 454 2600.00
H+CH20<=>HCO+H?2 2.300E+10 1.05 3275.00
H+CH20H(+M)<=>CH30H(+M) 1.800E+13 .000 .00
H+CH20H<=>H2+CH20 2.000E+13 .000 .00
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H+CH20H<=>0H+CH3 1.200E+13 | .000 .00
H+CH20H<=>CH2(S)+H20 6.000E+12 | .000 .00
H+CH30(+M)<=>CH30H(+M) | 5.000E+13 | .000 .00
H+CH30<=>H+CH20H 3.400E+06 | 1.60 .00
H+CH30<=>H2+CH20 2.000E+13 | .000 .00
H+CH30<=>0H+CH3 3.200E+13 | .000 .00
H+CH30H<=>CH20H+H2 1.700E+07 | 2.10 4870.00
H+CH30H<=>CH30+H2 4.200E+06 | 2.10 4870.00
H+C2H(+M)<=>C2H2(+M) 1.000E+17 | -1.00 .00
H+C2H2(+M)<=>C2H3(+M) 5.600E+12 | .000 2400.00
H+C2H3(+M)<=>C2H4(+M) 6.080E+12 | .270 280.00
H+C2H3<=>H2+C2H2 3.000E+13 | .000 .00
H+C2H4(+M)<=>C2H5(+M) 1.080E+12 | 454 1820.00
H+C2H4<=>C2H3+H2 1.325E+06 | 253 | 12240.00
H+C2H5(+M)<=>C2H6(+M) 5210E+17 | -.99 1580.00
H+C2H5<=>H2+C2H4 2.000E+12 | .000 .00
H+C2H6<=>C2H5+H2 1.150E+08 | 1.90 7530.00
H+HCCO<=>CH2(S)+CO 1.000E+14 | .000 .00
H+CH2CO<=>HCCO+H2 5.000E+13 | .000 8000.00
H+CH2CO<=>CH3+CO 1.130E+13 | .000 3428.00
H+HCCOH<=>H+CH2CO 1.000E+13 | .000 .00
H2+CO(+M)<=>CH20(+M) 4300E+07 | 150 | 79600.00
OH-+H2<=>H+H20 2.160E+08 | 151 3430.00
20H(+M)<=>H202(+M) 7.400E+13 | -37 .00
20H<=>0+H20 3.570E+04 | 2.40 -2110.00
OH+HO2<=>02+H20 2.900E+13 | .000 -500.00
OH+H202<=>HO2+H20 1.750E+12 | .000 320.00
OH+H202<=>HO2+H20 5.800E+14 | .000 9560.00
OH+CH<=>H+HCO 3.000E+13 | .000 .00
OH+CH2<=>H+CH20 2.000E+13 | .000 .00
OH+CH2<=>CH+H20 1.130E+07 | 2.00 3000.00
OH+CH2(S)<=>H+CH20 3.000E+13 | .000 .00
OH+CH3(+M)<=>CH30H(+M) | 6.300E+13 | .000 .00
OH+CH3<=>CH2+H20 5.600E+07 | 1.60 5420.00
OH+CH3<=>CH2(S)+H20 2.501E+13 | .000 .00
OH+CH4<=>CH3+H20 1.000E+08 | 1.60 3120.00
OH+CO<=>H+CO2 4.760E+07 | 1.228 70.00
OH+HCO<=>H20+CO 5.000E+13 | .000 .00
OH+CH20<=>HCO+H20 3.430E+09 | 1.18 -447.00
OH+CH20H<=>H20+CH20 5.000E+12 | .000 .00
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OH+CH30<=>H20+CH20 5.000E+12 .000 .00
OH+CH30H<=>CH20H+H20 1.440E+06 2.00 -840.00
OH+CH30H<=>CH30+H20 6.300E+06 2.00 1500.00
OH+C2H<=>H+HCCO 2.000E+13 .000 .00
OH+C2H2<=>H+CH2CO 2.180E-04 4.50 -1000.00
OH+C2H2<=>H+HCCOH 5.040E+05 2.30 13500.00
OH+C2H2<=>C2H+H20 3.370E+07 2.00 14000.00
OH+C2H3<=>H20+C2H2 5.000E+12 .000 .00
OH+C2H4<=>C2H3+H20 3.600E+06 2.00 2500.00
OH+C2H6<=>C2H5+H20 3.540E+06 2.12 870.00
OH+CH2CO<=>HCCO+H20 7.500E+12 .000 2000.00
2HO02<=>02+H202 1.300E+11 .000 -1630.00
2H02<=>02+H202 4.200E+14 .000 12000.00
HO2+CH2<=>0H+CH20 2.000E+13 .000 .00
HO2+CH3<=>02+CH4 1.000E+12 .000 .00
HO2+CH3<=>0H+CH30 2.000E+13 .000 .00
HO2+CO<=>0H+CO2 1.500E+14 .000 23600.00
HO2+CH20<=>HCO+H202 1.000E+12 .000 8000.00
C+02<=>0+CO 5.800E+13 .000 576.00
C+CH2<=>H+C2H 5.000E+13 .000 .00
C+CH3<=>H+C2H2 5.000E+13 .000 .00
CH+02<=>0+HCO 3.300E+13 .000 .00
CH+H2<=>H+CH?2 1.107E+08 1.79 1670.00
CH+H20<=>H+CH20 1.713E+13 .000 -755.00
CH+CH2<=>H+C2H?2 4.000E+13 .000 .00
CH+CH3<=>H+C2H3 3.000E+13 .000 .00
CH+CH4<=>H+C2H4 6.000E+13 .000 .00
CH+C02<=>HCO+CO 3.400E+12 .000 690.00
CH+CH20<=>H+CH2CO 9.460E+13 .000 -515.00
CH+HCCO<=>CO+C2H2 5.000E+13 .000 .00
CH2+02<=>0H+HCO 1.320E+13 .000 1500.00
CH2+H2<=>H+CH3 5.000E+05 2.00 7230.00
2CH2<=>H2+C2H2 3.200E+13 .000 .00
CH2+CH3<=>H+C2H4 4.000E+13 .000 .00
CH2+CH4<=>2CH3 2.460E+06 2.00 8270.00
CH2+CO(+M)<=>CH2CO(+M) 8.100E+11 .500 4510.00
CH2+HCCO<=>C2H3+CO 3.000E+13 .000 .00
CH2(S)+N2<=>CH2+N?2 1.500E+13 .000 600.00
CH2(S)+AR<=>CH2+AR 9.000E+12 .000 600.00
CH2(S)+02<=>H+0OH+CO 2.800E+13 .000 .00
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CH2(S)+02<=>CO+H20 1.200E+13 | .000 .00
CH2(S)+H2<=>CH3+H 7.000E+13 | .000 .00
CH2(S)+H20(+M)<=>CH30H(+M) | 2.000E+13 | .000 .00
CH2(S)+H20<=>CH2+H20 3.000E+13 | .000 .00
CH2(S)+CH3<=>H+C2H4 1.200E+13 | .000 -570.00
CH2(S)+CH4<=>2CH3 1.600E+13 | .000 -570.00
CH2(S)+CO<=>CH2+CO 9.000E+12 | .000 .00
CH2(S)+C02<=>CH2+CO2 7.000E+12 | .000 .00
CH2(S)+C02<=>CO+CH20 1.400E+13 | .000 .00
CH2(S)+C2H6<=>CH3+C2H5 4.000E+13 | .000 -550.00
CH3+02<=>0+CH30 2.675E+13 | .000 | 28800.00
CH3+02<=>0H+CH20 3.600E+10 | .000 8940.00
CH3+H202<=>H02+CH4 2.450E+04 | 2.47 5180.00
2CH3(+M)<=>C2H6(+M) 2.120E+16 | -.970 620.00
2CH3<=>H+C2H5 4.990E+12 | .100 | 10600.00
CH3+HCO<=>CH4+CO 2.648E+13 | 000 .00
CH3+CH20<=>HCO+CH4 3.320E+03 | 2.81 5860.00
CH3+CH30H<=>CH20H+CH4 | 3.000E+07 | 1.50 9940.00
CH3+CH30H<=>CH30+CH4 1.000E+07 | 1.50 9940.00
CH3+C2H4<=>C2H3+CH4 2.270E+05 | 2.00 9200.00
HCO+H20<=>H+CO+H20 2.244E+18 | -1.00 | 17000.00
HCO+M<=>H+CO+M 1.870E+17 | -1.00 | 17000.00
HCO+02<=>H02+CO 7.600E+12 | .000 400.00
CH20H+02<=>H02+CH20 1.800E+13 | .000 900.00
CH30+02<=>H02+CH20 4.280E-13 | 7.60 | -3530.00
C2H+02<=>HCO+CO 5.000E+13 | .000 1500.00
C2H+H2<=>H+C2H2 4.070E+05 | 2.40 200.00
C2H3+02<=>HCO+CH20 3.980E+12 | .000 -240.00
C2HA(+M)<=>H2+C2H2(+M) 8.000E+12 | .440 | 88770.00
C2H5+02<=>H02+C2H4 8.400E+11 | .000 3875.00
HCCO+02<=>0H+2CO 1.600E+12 | .000 854.00
2HCCO<=>2CO+C2H?2 1.000E+13 | .000 .00
N+NO<=>N2+0 3.500E+13 | .000 330.00
N+02<=>NO+O0 2.650E+12 | 000 6400.00
N+OH<=>NO+H 7.333E+13 | 000 1120.00
N20+0<=>N2+02 1.400E+12 | .000 | 10810.00
N20+0<=>2NO 2.900E+13 | .000 | 23150.00
N20+H<=>N2+OH 4400E+14 | 000 | 18880.00
N20(+M)<=>N2+O(+M) 1.300E+11 | .000 | 59620.00
HO2+NO<=>NO2+OH 2.110E+12 | 000 -480.00
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NO+O+M<=>N0O2+M 1.060E+20 | -1.41 .00
NO2+0<=>NO+02 3.900E+12 .000 -240.00
NO2+H<=>NO+0OH 1.320E+14 .000 360.00

NH+O<=>NO+H 5.000E+13 .000 .00

NH+H<=>N+H2 3.200E+13 .000 330.00
NH+OH<=>HNO+H 2.000E+13 .000 .00
NH+OH<=>N+H20 2.000E+09 1.20 .00
NH+02<=>HNO+O 4.610E+05 2.00 6500.00
NH+02<=>NO+0OH 1.280E+06 1.50 100.00

NH+N<=>N2+H 1.500E+13 .000 .00

NH+H20<=>HNO+H2 2.000E+13 .000 13850.00
NH+NO<=>N2+OH 2.160E+13 | -.230 .00
NH+NO<=>N20+H 4.160E+14 | -.450 .00
NH2+0<=>0H+NH 7.000E+12 .000 .00
NH2+0<=>H+HNO 4.600E+13 .000 .00
NH2+H<=>NH+H2 4.000E+13 .000 3650.00

NH2+OH<=>NH+H20 9.000E+07 1.50 -460.00

NNH+M<=>N2+H+M 1.300E+14 -.110 4980.00

NNH+02<=>HO2+N2 5.000E+12 .000 .00
NNH+O<=>0H+N2 2.500E+13 .000 .00
NNH+0<=>NH+NO 7.000E+13 .000 .00
NNH+H<=>H2+N2 5.000E+13 .000 .00

NNH+OH<=>H20+N2 2.000E+13 .000 .00

NNH+CH3<=>CH4+N2 2.500E+13 .000 .00

H+NO+M<=>HNO+M 8.950E+19 | -1.32 740.00
HNO+0<=>NO+0OH 2.500E+13 .000 .00
HNO+H<=>H2+NO 4.500E+11 720 660.00

HNO+OH<=>NO+H20 1.300E+07 1.90 -950.00

HNO+02<=>HO0O2+NO 1.000E+13 .000 13000.00

CN+0<=>CO+N 7.700E+13 .000 .00
CN+OH<=>NCO+H 4.000E+13 .000 .00

CN+H20<=>HCN+OH 8.000E+12 .000 7460.00
CN+02<=>NCO+0 6.140E+12 .000 -440.00
CN+H2<=>HCN+H 2.100E+13 .000 4710.00
NCO+0<=>NO+CO 2.350E+13 .000 .00
NCO+H<=>NH+CO 5.400E+13 .000 .00

NCO+OH<=>NO+H+CO 2.500E+12 .000 .00

NCO+02<=>N0O+C02 2.000E+12 .000 20000.00

NCO+M<=>N+CO+M 8.800E+16 -.50 48000.00

NCO+NO<=>N20+CO 2.850E+17 | -1.52 740.00
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NCO+NO<=>N2+CO2 5.700E+18 | -2.00 800.00
HCN+M<=>H+CN+M 1.040E+29 | -3.30 126600.00
HCN+0<=>NCO+H 1.107E+04 | 2.64 4980.00
HCN+0O<=>NH+CO 2.767E+03 | 2.64 4980.00
HCN+O<=>CN+OH 2.134E+09 1.58 26600.00
HCN+OH<=>HOCN+H 1.100E+06 | 2.03 13370.00
HCN+OH<=>HNCO+H 4.400E+03 | 2.26 6400.00
HCN+OH<=>NH2+CO 1.600E+02 2.56 9000.00
H+HCN+M<=>H2CN+M 1.400E+26 | -3.40 1900.00
H2CN+N<=>N2+CH2 6.000E+13 .000 400.00
C+N2<=>CN+N 6.300E+13 .000 46020.00
CH+N2<=>HCN+N 2.857E+08 1.10 20400.00
CH+N2(+M)<=>HCNN(+M) 3.100E+12 150 .00
CH2(S)+N2<=>NH+HCN 1.000E+11 .000 65000.00
C+NO<=>CN+O 1.900E+13 .000 .00
C+NO<=>CO+N 2.900E+13 .000 .00
CH+NO<=>HCN+O 5.000E+13 .000 .00
CH+NO<=>H+NCO 2.000E+13 .000 .00
CH+NO<=>N+HCO 3.000E+13 .000 .00
CH2+NO<=>H+HNCO 3.100E+17 | -1.38 1270.00
CH2+NO<=>0OH+HCN 2.900E+14 | -.690 760.00
CH2+NO<=>H+HCNO 3.800E+13 | -.360 580.00
CH2(S)+NO<=>H+HNCO 3.100E+17 | -1.38 1270.00
CH2(S)+NO<=>0OH+HCN 2.900E+14 | -.690 760.00
CH2(S)+NO<=>H+HCNO 3.800E+13 | -.360 580.00
CH3+NO<=>HCN+H20 9.600E+13 .000 28800.00
CH3+NO<=>H2CN+OH 1.000E+12 .000 21750.00
HCNN+O<=>CO+H+N2 2.200E+13 .000 .00
HCNN+O<=>HCN+NO 2.000E+12 .000 .00
HCNN+02<=>0+HCO+N2 1.200E+13 .000 .00
HCNN+OH<=>H+HCO+N2 1.200E+13 .000 .00
HCNN+H<=>CH2+N2 1.000E+14 .000 .00
HNCO+0<=>NH+CO2 9.800E+07 1.41 8500.00
HNCO+0<=>HNO+CO 1.500E+08 1.57 44000.00
HNCO+0<=>NCO+0OH 2.200E+06 | 2.11 11400.00
HCNN+O<=>CO+H+N2 2.200E+13 .000 .00
HCNN+O<=>HCN+NO 2.000E+12 .000 .00
HCNN+02<=>0+HCO+N2 1.200E+13 .000 .00
HCNN+OH<=>H+HCO+N2 1.200E+13 .000 .00
HCNN+H<=>CH2+N2 1.000E+14 .000 .00
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HNCO+0O<=>NH+CO2 9.800E+07 1.41 8500.00
HNCO+0<=>HNO+CO 1.500E+08 1.57 44000.00
HNCO+0<=>NCO+0OH 2.200E+06 2.11 11400.00
HNCO+H<=>H2+NCO 1.050E+05 2.50 13300.00
HNCO+0OH<=>NCO+H20 4.650E+12 .000 6850.00
HNCO+0OH<=>NH2+CO02 1.550E+12 .000 6850.00
HNCO+M<=>NH+CO+M 1.180E+16 .000 84720.00
HCNO+H<=>H+HNCO 2.100E+15 | -.690 | 2850.00
HCNO+H<=>0OH+HCN 2.700E+11 .180 2120.00
HCNO+H<=>NH2+CO 1.700E+14 | -750 | 2890.00
HOCN+H<=>H+HNCO 2.000E+07 2.00 2000.00
HCCO+NO<=>HCNO+CO 2.350E+13 .000 .00
CH3+N<=>H2CN+H 6.100E+14 | -310 | 290.00
CH3+N<=>HCN+H2 3.700E+12 .150 -90.00
NH3+H<=>NH2+H2 5.400E+05 2.40 9915.00
NH3+0OH<=>NH2+H20 5.000E+07 1.60 955.00
NH3+0<=>NH2+0H 9.400E+06 1.94 6460.00
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Apéndice B: Reduccion de un sistema esqueletal

Comenzamos con un sistema esqueletal:

(1) CH,+H->CH,+H,
(2) CH, +OH > CH, +H,0
(3 CH;+0—>CH,0+H
(4) CH,0+H — CHO+H,
(5) CH,0+0OH — CHO +H,0
(6) CHO+H —CO+H,
(7) CHO+M - CO+H + M
(8) CHO+0, - CO+HO,
(99 CO+0OH - CO, +H
(10)H+0, > OH +0O
(11)O+H, > OH+H
(12)OH+H, > H,0+H
(13)OH +0OH -» H,0+0
(14H+0,+M - HO, + M
(155 H+OH+M -> H,0+M
(16) H + HO, — OH + OH
(17)H +HO, > H, +0,
(18) OH + HO, - H,0+0,
Hay 18 reacciones y 13 especies.
Las especies principales son CH,, O,, CO, yH,O . Otras
tres especies son significativas por su influencia en las velocidades
de reaccion, CO, H, yH . Luego, hay 7 especies en estado no-

estacionario, a mas del gas de bafio M
Consideramos 6 especies en estado estacionario:

OH, 0, HO,, CH,, CH,0y CHO.
Debemos encontrar

Introduccién al modelado numérico de flujos reactivos | 197



e Un juego de reacciones que solo incluya las 7 especies
no-estacionarias

o Las velocidades de reaccion del nuevo juego en
funcidn de las originales

e Las velocidades de formacién/destruccion de las 7 no-
estacionarias

e Las concentraciones de las 6 estacionarias

Comenzamos planteando que la velocidad de
creacion/destruccidn de las especies estacionarias es cero:

or, .
E‘:n =D VW, =0. {1.34}
i
Luego,
Do = =W, =Wy — W + W, + W,
—Wy, —2W;; — Wig + 2Ws — Wy =0
o =-W,+W,—-w,+w,=0
FHOZ =W + Wy, — Wy — Wy, — Wy =0
I‘CHS =W, +W,—-w, =0
FCHZO =W; =W, — W =0
FCHO =W, + W — W —W, —W =0
Utilizamos estas 6 ecuaciones para eliminar 6 velocidades de
reaccion; elegimos 3, 4, 7, 11, 12 y 17 (no importa cuales):
Wip = Wg + Wy, —Wpg —Wyg
W, =W, + W,
W, =W, +W, — W — W,
Wiy = =W, =W, + Wy + Wi
W, =W, —2W, — W, — W, +
2W10 — W3 — W5 + 2W16 — Wig
Utilizamos estas relaciones para reemplazar en la velocidad de
creacion/destruccion de las especies no-estacionarias:
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Ty o= =W+ W, — W, — W, + W, + W, —
Wyo + Wy + Wy, =Wy —Wig — Wi — Wy

FHZ =W+ W, + W — Wy — Wy, + Wy
1;,02 = —Wg — Wy — Wy + W7 +Wig
szo =W, + W, + W, + W, + W + W,
Lo =W, +W, + W, —W,

1;‘coz =Wy

FCHA =-W, - W,

Reemplazando y cancelando:

I\, =-2W, — 2w, — 2w, — 2W, +
2W,, — 2W,, — 2W, + 2W,,
Ty =AW, + AW, + W, +W, +

Wy —3W,, + W, + W,z —3W,

1_‘oz =Wy — W

[y =—W =W, =W, +2W,, + 2W,,

2

Tog =W, +W, —W,

1_‘coz =Wy

FCH4 =-W W,

Ahora debemos hallar un sistema de reacciones que solo
involucre estas siete especies y tal que las wvelocidades de
creacion/destruccion sean las de arriba.

Tomamos las reacciones 1, 9, 14 y 10 y probamos con
combinaciones de las reacciones 3, 4, 7, 11, 12 y 17 para eliminar las

6 especies estacionarias. Si fuera necesario probamos con las 5, 13 y
18 enlugar de 4,12 y 17.
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La eleccidn de las reacciones 1, 9, 14 y 10 implica que quedara
un sistema de 4 reacciones en las 7 especies no-estacionarias. La
eleccidn de las otras es por prueba y error.

Nos quedamos con:

0] 1,3,4,7,11y12

() 9,12

(mr 14,18y 12

(v) 10,11y12

VVeamos como balancear las reacciones elegidas:

Para la reaccion (1), tomamos la reaccion (1) y le sumamos las
3,4, 7, 11(directa) y 12(directa) multiplicadas por factores a, b, ¢, d y
e respectivamente. Balanceamos las especies estacionarias:

ParaCH; a=1

Para O a+d=0,luegod=-1
ParaCH,Ob=a ,luegob=1
ParaCHO c=b ,luegoc=1

Para OH e=d ,luegoe=-1

Luego debimos haber tomado las 11 y 12 reversas.
Verificamos sumando miembro a miembro:

(1) CH,+H—>CH,+H,

(3) CH;,+O0—>CH,O0+H
(4) CH,O+H ->CHO+H,
(7) CHO+M - CO+H+M
(11)OH+H - 0O +H,
(12)H,0+H - OH +H,

CH,+H,0+2H - CO+4H, (1)

Hemos hallado la reaccion reducida (). Las tres
restantes son mas sencillas:
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(99 CO+0OH —>CO, +H
(12)H,O0+H — OH + H, (reversa)

CO+H,0—->CO,+H, (II)

(12)H,0+H —» OH +H, (reversa)
(14 H+0,+M - HO, +M
(18)OH +HO, > H,0+0,

(10)H +0, > OH +O

(11)O+H, > OH +H

(12)OH +H, > H,0+H

(12)OH +H, > H,O0+ H (dos veces)

3H,+0, > 2H +2H,0 (IV)

Hemos obtenido un sistema de cuatro reacciones en las siete
especies no-estacionarias.

Hallamos ahora las velocidades de reaccion de estas nuevas
reacciones. Utilizando resultados anteriores:
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FCH4 =W, - W, =—W,

= W, =W, +W,

1L‘coz =Wo =W, — W, =W,

1;,02 =Wy —Wg = =W,y

> Wy =Wy + W

I, =-2w, — 2w, — 2w, — 2W, +

2W,, — 2W,, — 2W, + 2W,
=—2W, —2W,, +2W,,

Reemplazando w,, w,, y w,,

Wiy = W + Wy + Wy, + Wi

Las nuevas velocidades de reaccion se pueden calcular si
sabemos algunas de las velocidades de reaccion originales.
Verificamos si se pueden calcular:

W, = kl[CH4][H]

W, = kz[CH4][OH]

w, =k, [CHOJH]

Wy =Kg [CH ][02]

W, =k, [COJOH -k, [CO, [H]

Wyo = klOd[ ][O ] Kior [OH][O]
Wy, =k, [H]O,M]

= kis[H ]% HIM]

Wi —kle[ [Ho, ]

Luego, aparte de las especies no-estacionarias necesitamos las
concentraciones de CHO, HO,, OH y O. Para obtenerlas partimos de
las velocidades de creacion/destruccion de las especies estacionarias:
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Ty, =W, +W, —w, =0

1;cszo =Wy =W, =W, =0

Fopo =W, +W, —W, —W, —w, =0

Sumandolas obtenemos W, +W, =W, +W, + W, , que
escribimos:

kl[CH4][H]+k2 [CH4][OH ] -

ks [CHO][H]+k, [CHO][M ]+

ks [CHO][O,] (a)

También de [, =0 obtenemos
W, = W;g +W,; +W,g — W, que escribimos:

k14[H][02][M ] -

(ki +k; )[H][HO, ] +k, [OH][HO,]-

ks [CHO][O,] (b)

Hasta aqui sélo hemos utilizado la hipGtesis de estado
estacionario. Planteamos ahora que las reacciones 11 y 12 estan en

equilibrio:

[HIH,0]
K, O

Luego, con las especies no-estacionarias obtenemos [OH] de
(c), y sucesivamente [O] de (d), [CHO] de (a) y [HO,] de (b).

La concentracion del gas de bafio [M] se calcula de diversas
maneras para las distintas reacciones. En general M representa la
concentracion de la mezcla en moles por m®, y para la reaccion 3

M]=£. {1.35}

[OH]=
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Para las reacciones 14, 15 y Il se calcula utilizando las
eficiencias cataliticas recomendadas segun la formula

M]= 28 [i]. {1.36}

donde e; son las eficiencias cataliticas y [i] es la concentracion
de las especies. Tenemos

[M],,=8.6[H,O]+4.2[CO,]+2.86[H,]+
2.11[CO]+1.26[N;]
[M]1s=20.0[H.O]

[M]y; = 6.0[H,0]+2.0[H]+3.0[H,]

Finalmente, de I';,, =0 obtenemos w, =w, +W, ,
gue escribimos:
ks[CH, JO]=k;[CH, JH]+ k,[CH, JoH],
de donde obtenemos [CH3], y de I, o =0 obtenemos
W, =W, + W, que escribimos:
ks [CHs][O] =k, [CHzo][H ]"‘ K [CH 20][OH]
de donde obtenemos [CH,0].

Notamos que de las 7 especies no-estacionarias, 3 se pueden
obtener por balance de las especies atomicas C, O y H (conservacién
del nimero de atomos). Luego, sélo es necesario saber 4 especies no-
estacionarias para calcular las otras 3, y de ellas las restantes 6
estacionarias y el gas de bafio.

En resumen,

e Hemos asumido 6 especies en estado estacionario y
dos reacciones en equilibrio.

e Partiendo de una solucidn inicial aproximada de las
concentraciones, calculamos las velocidades w; del
sistema original y de ellas las w, a w;y. Notar que las
primeras responden a la ley de accion de masas, no asi
las segundas.

e Con las velocidades de reaccion del sistema reducido
resolveremos ecuaciones de transporte para cuatro
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especies  no-estacionarias, con  términos de
creacion/destruccién que seran, por ejemplo:

Lew, =-W,
l“co2 =W, ,etc.
e Obtenemos las otras tres no-estacionarias de relaciones
algebraicas (balance de 4&tomos)
e Obtenemos las 6 estacionarias de relaciones
algebraicas
e Calculamos la concentracion del gas de bafio
e Iteramos para ajustar la solucion
Las propiedades de la mezcla se calculan una vez obtenida un
juego de concentraciones como
1

_ W

RT
La eleccion de las cuatro reacciones para comenzar a generar
el sistema reducido se basa en experiencia. Por ejemplo, las
reacciones 1 y 9 se eligen por ser las mas lentas del conjunto,
mientras que las 14 y 10 se eligen por ser de inicio y terminacion del
sistema O-H.
Luego, el mecanismo de reaccion reducido es:

CH, +H,0+2H —CO+4H, (I)

W

CO+H,0—->CO, +H, ()
H+H+M > H,+M (nn
3H,+0, ->2H +2H,0 (V)

Si consideramos la reaccidn 111, cuya velocidad de reaccién es
muy alta, podemos sumarla con la IV para obtener un mecanismo de
tres pasos:

Introduccién al modelado numérico de flujos reactivos | 205



CH,+H,0+2H - CO+4H, (I'
CO+H,0—-5CO, +H, ()
2H, +0, - 2H,0 (1

La velocidad de III” es mucho mayor que la de I’ por lo

que si la multiplicamos por 2 y la sumamos a I’ obtenemos el

mecanismo de dos pasos (debemos también sumar la inversa
de H1):

CH,+20,+H, »>CO+3H,0 (I")
CO+H,0->CO, +H, ()

Y finalmente, si asumimos H, o CO en estado
estacionario obtenemos la reaccién de un solo paso:

CH, +20, —CO, +2H,0 (I"")
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Apéndice C: Ecuaciones de Navier-Stokes en varios
sistemas de coordenadas

Coordenadas cartesianas ortogonales X, v, z
Componente x
0
opu N opuu N opvu N opwu _ 0p [ 07y L9 or,,
ot OX oy 0z OX OX oy 0z

Componente y
opv N opuv N OpwW N opwv _ dp _ 0T, . or,, . or,,
ot OX oy oz oy ox oy oz

Componente z
OpW  Opuw  OpwW  dpww _ dp (0T, oz, 07,
ot OX oy oz 0z ox oy oz

Componentes del tensor de tensiones de Reynolds

ou 2
=—ul2—--0
=] 2220
T, =—U 2@—39
oy 3

ow 2
=—u|2—--6
=
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ror = {G_Uﬂ}
H 07 OX

e Coordenadas cilindricas r, ¢, z
Componente r (velocidad u)

2
opu N opuu N 1dpw  pv N opwu _
ot or r op r oz
_@_ la(rfrr) +167r(/) _Tﬂ_l_%
o (r or rop r oz
Componente ¢ (velocidad v)
opV N opuv N 13dpw N yoll\Y; N OpWv _
ot o r op r oz

2
1 op (ié(r Tr¢)+lﬁrw +61¢Z]

rop | rF or r dp oz
Componente z (velocidad w)
OopW N opuw N 1dpww N OpWW _

ot or r oe 0z

r 0

_@_ 18( Trz)+1 TZ(” +az—zz

oz \r or r op oz
Componentes del tensor de tensiones de Reynolds

Tr :_‘u[za_u_ge:l

or 3
1ov) 2
N ) I
Fov ’{ (I’@@) 3 }
ow 2
2 _Zp
‘. ;{ a 3}
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{Ou 8v}
z-rga:z-gor =—U|l —+t—

op or
s 212]
e 0z rop
s 2,2

oz or

10(ru) 1ov ow
=+ —+—
r or rop oz
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Apéndice D: Software de generacion de
coordenadas ajustadas al contorno

En el disco adjunto se encuentra la carpeta BFC que
contiene los programas FORTRAN para generar grillas
ajustadas al contorno. El uso de estos programas fue presentado
en un Congreso en el paper que se incluye en este Apéndice.

Se comienza por crear un archivo BOUN.DAT con los
datos del contorno a fin de poder correr el programa
BOUN.FOR, que creara los archivos de datos necesarios para
correr el generador de grilla.

La forma de describir las fronteras se describe en el paper
citado. El archivo BOUN.DAT se describe a continuacion para
el caso ejemplificado en el paper; lo indicado entre asteriscos
es comentario y no debe estar en el archivo:

1/ngrid*Numero de grillas*

3,1,3,3/nsxm, nsxp, nsym, nsyp *Numero de
segmentos en cada lado; son cuatro lados*

2,12, 22/jfxm *Primer indice de cada
segmento en el lado xm*

11,21, 31/3jlxm *Ultimo indice de cada

segmento en el lado xm*
2/jfxp *Idem para xp*
31/jlxp*Idem para xp*

2,57, 60/ifym *Idem para ym*
56,59,134/1i1lym *Idem para ym*

2,57, 60/ifyp *Idem para yp*
56,59,134/1i1lyp *Idem para yp*

1, 1, 1/nbitxm *Numero de trozos en que se

dividen los segmentos de xm*
1/nbitxp *Idem para xp*
3, 1, 5/nbitym *Idem para ym*

3, 1, 5/nbityp *Idem para yp*

1,1,1/nclxm *Clase de los trozos de =xm: 1:
recta; 2: arco de circulo; 3: curva de 5 puntos*

1/ncxp *Idem para xp*

2,2,3,1,2,2,3,2,2/nclym *Idem para ym*
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2,2,3,1,2,2,3,2,2/nclyp *Idem para yp*

14.000000,12.367763,12.367763,10.636224,10.636
224, 9.000000/xinxm *Coordenada x de los trozos
de xm; como son rectas se dan dos puntos*

12.692308,16.342345,16.342345,20.196117,20.196

117,23.846154/yinxm *Coordenada % de los
trozos, idem.*
53.928571,52.964286/xinxp *Idem para xp*
31.000000,40.000000/yinxp *Idem para xp*

*Siguen las coordenadas de los trozos de ym e
yp. Para los arcos de circulo se dan tres pares de

valores (x,y): dos extremos y el <centro del
circulo. Para las curvas de 5 puntos, 5 pares de
valores (x,V) . Para las rectas, dos pares de

valores (x,y). Por ejemplo, las coordenadas x para
ym,
que tiene clases (2,2,3,1,2,2,3,2,2) son:
14.000000,16.454335,18.200000, *arco*
18.200000,19.945665,23.802391, *arco*
23.802391,24.900000,29.500000,33.200000,34.200
000, *curva*
34.200000,35.000000, *recta*
35.000000,34.569587,35.442158, *arco*
35.442158,36.314730,35.900000, *arco*
35.900000,36.900000,40.500000,44.300000,45.814
672, *curva*
45.814672,43.219164,49.000000, *arco*
49.000000,54.780836,53.928571 *arco*

*Escritas todas en una sola linea:*

14.000000,16.454335,18.200000,18.200000,19.945
665,23.802391,23.802391,24.900000,29.500000,33.2000
00,34.200000,34.200000,35.000000,35.000000,34.56958
7,35.442158,35.442158,36.314730,35.900000,35.900000
,36.900000,40.500000,44.300000,45.814672,45.814672,
43.219164,49.000000,49.000000,54.780836,53.928571/x
inym (nsxm, nbit, npoint)

12.692308,
7.217252,12.957692,12.957692,18.698132,14.101865,14
.101865,15.003817,18.401760,20.738026,21.314857,21.
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314857,21.000000,21.000000,21.775002,21.618468,21.6
18468,21.461933,22.245440,22.245440,22.764380,24.46
6836,25.999182,26.538465,26.538465,34.105719,28.575
625,28.575625,23.045531,31.000000/yinym(nsxm, nbit,n
point)

9.000000,
7.200154,11.600154,11.600154,16.000154,13.800154,13
.800154,14.400000,21.300000,27.500000,28.500000,28.
500000,29.000000,29.000000,29.290641,29.911956,29.9
11956,30.533270,30.800000,30.800000,32.200000,38.50
0000,45.300000,46.408565,46.408565,46.639699,49.375
860,49.375860,52.112021,52.964286/xinyp (nsxm,nbit,n
point)

23.846154,27.861195,27.861195,27.861195,27.861
195,31.671707,31.671707,32.014049,35.415650,37.7115
04,38.020080,38.020080,39.000000,39.000000,37.99260
5,38.837167,38.837167,39.681729,38.667741,38.667741
,39.020442,40.232082,40.875115,40.916049,40.916049,
32.919389,40.436930,40.436930,47.954471,40.000000/y
inyp (nsxm, nbit, npoint)

La figura siguiente ilustra el caso a resolver:

% o
Bkt b et

Figura D.1: Fronteras y puntos
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Una vez generado el archivo BOUN.DAT se procede a
compilar y correr el programa BOUN.FOR con un compilador
FORTRAN.

Se crean asi dos archivos de salida, BOUN.OUT vy
BOUN.PLT. El primero sirve para una verificacion visual de
las coordenadas del contorno y el segundo se puede utilizar
para graficar el contorno utilizando el utilitario TECPLOT vy al
mismo tiempo sirve como archivo de entrada para el generador
de grilla.

Se procede a compilar y correr el programa
GRAPE.FOR. Esta es una versién modificada y ampliada del
programa GRAPE de Sorenson (ver el paper adjunto). El
programa original creaba grillas ajustadas al contorno para
formas (especialmente perfiles aerodindmicos) en un medio
infinito, por lo que habia dos fronteras: una interna (el perfil) y
una externa (el infinito); vale decir, era para flujos exteriores.
Este programa fue ampliado para generar grillas entre cuatro
fronteras y ser aplicable a flujos interiores.

El programa original no puede correr sin una solucion
inicial aproximada, por lo que el nuevo programa contiene una
seccion que crea una grilla inicial por interpolacion bilineal
entre las cuatro fronteras, como se describe en el paper. Esta
grilla inicial la escribe el programa en el archivo ICOND.OUT,
nuevamente para ser graficado por TECPLOT. La figura
siguiente ilustra la grilla inicial:
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Figura D.2: Grilla inicial

Otra diferencia entre el programa original y el presente es que
el resolvedor de las ecuaciones diferenciales discretizadas no puede
resolver casos en que una frontera sea perfectamente paralela a uno
de los ejes coordenados, por lo que el programa inicialmente gira
todo el problema 3 grados en direccion contraria a las agujas del
reloj.

Los parametros p, g, ry sy a, b, ¢, d (ver Capitulo 8) y otros
parametros del resolvedor se encuentran en el archivo GRAPE.DAT.

El programa genera un archivo de salida GRAPE.OUT que
contiene los datos de entrada y el progreso de la solucion, el archivo
MESH.DAT que contiene las métricas de la grilla (a, B, v,y el
jacobiano) y el archivo MESH.OUT que contiene la grilla terminada
para graficar con TECPLOT.

La figura siguiente ilustra el resultado final:
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Figura D.3: Grilla ajustada al contorno
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A public-domain quasi-orthogonal BFC meshing code

Eduardo Brizuela, Departamento de Mecéanica y Naval, Facultad de
Ingenieria, Universidad de Buenos Aires, Paseo Colon 850, (1063) Capital,
Argentina, ebrizue@fi.uba.ar

Victoria Echaniz, Departamento de Mecanica, Universidad Nacional
de Mar del Plata, J. B. Justo 4302, (7600) Mar del Plata, Argentina.

ABSTRACT
A set of programs is presented for the modelling of boundaries and
the generation of quasi-orthogonal, 2-D meshes in closed, four-boundary
domains by means of a Poisson equation. The programs are offered freely
in source code form to interested users.
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1.0 INTRODUCTION

The numerical solution of continuum problems requires the subdivision of the
computational domain into finite size cells by means of a mesh of lines. The simplest
manner to generate such a mesh is to use Cartesian coordinates, either rectilinear
(x,y,2), cylindrical (x,r, 6) or spherical (r, 0, ¢).

However, if the computational domain has boundaries which are sloping with
respect to the axes, are curved, or are broken into angled segments, the use of
Cartesian coordinates may produce meshes with large numbers of cells outside the
computational domain (dead cells), and model sloping and curved boundaries as
staircase lines. This results in wasted computational effort and poor modelling of the
physical boundaries.

In these cases it is advisable to use Boundary Fitted Coordinates (in two
dimensions, usually named &andn) by which means the mesh only covers the
computational domain (no dead cells) and follows the boundary with greater accuracy.
Transport and other equations to be solved numerically are transformed into
generalised coordinates by the known methods of calculus.

If the BFC mesh is perfectly orthogonal some terms in the transformed
equations (e.g., involving some cross-derivatives) may be simplified. However, it is
often difficult if not impossible to generate a perfectly orthogonal mesh inside
arbitrary boundaries, and an approximation (a quasi-orthogonal mesh) is usually
accepted, at the cost of retaining the cross-derivative terms.

The mesh described above is of the structured, simple type. Unstructured
(e.g., triangular) meshes and composite meshes (i.e., with zones of finer meshing) can
also be constructed. Meshes may be generated by algebraic or differential methods,
and they may also be suitable for multigrid schemes. They may also be generated in 2-
D or 3-D form.

There is an abundant body of literature on grid generation, and here we only
cite Gerolymos and Tsanga (1999), Shih et. al. (1990) and Thompson et. al. (1974) as
examples of reviews of previous work and of grid generation methods.

Despite the advanced state of grid generation techniques alluded to above,
BFC generating codes, particularly for closed, four boundary domains, are not readily
available in source code for the user or developer of numerical methods. Even less
material is publicly accessible regarding the generation of the mathematical model of
the boundaries as an input to the mesh generator.

In this work we present three programs which are thus put in the public
domain for:

o describing in a simple manner the four boundaries of a computational domain and
distributing points along those boundaries (program BOUN),

e Generating an algebraic mesh which will serve as initial condition for the
subsequent quasi-othogonal mesh generator (subroutine IC), and

e generating a quasi-orthogonal 2-D BFC mesh by the use of a Poisson differential
equation (program MESH).
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2.0 BOUNDARY DESCRIPTION

The computational domain is assumed bounded by four boundary lines,
joined at four vertices (which do not necessarily have to mark a discontinuity in
slope).

Each boundary may be divided into segments and these in turn into sub-
segments, to enable assigning the desired number of points to each chosen sector of
the boundary. Each sub-segment is described as belonging to one of three classes of
lines:

e astraight line, given by its two end points,
e anarc of circle, defined by its end points and its center, or
e ageneral 5-point line, defined by two end points and three internal points.

Slope matching between the 5-point curve and other curves may be achieved
by placing two of the internal points close to the end points (spline slope matching).

The program computes the length of boundary for each segment and places
the desired number of points along the segment (i.e., along consecutive sub-segments)
with an even spacing.

Note that a segment beginning and ending do not have to coincide with the
beginning or ending of a line of a class; e.g., an arc of circle may be shared between
two adjacent segments or sub-segments.

Given the flexibility in the subdivision of the boundary it has not been
considered necessary to provide for the distribution of points in other than an evenly
spaced manner. Arithmetic, geometric or other series, however, could easily be
implemented for better matching between segments with fine and coarse point
distributions.

By convention the boundaries where the generalised coordinate & and its
corresponding point index i are minimum and maximum are indicated XM and XP (x-
minus and X-plus), and the other pair of boundaries, where 1 and j are minimum and
maximum are YM and YP. For a structured grid, opposed boundaries (e.g., XM and
XP) must have the same number of points.

Fig 1 shows the point distribution produced for a domain similar to the
longitudinal section of a gas turbine combustor. For this example, XM and XP consist
of 3 and 1 segments respectively, all comprising only one sub-segment each of one
class (straight line). The three segments of XM have 10 cells each (total 31 points) and
the single segment of XP has 30 cells (31 points).
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XM %,

FIGURE 1: Example boundary and point distribution

YM and YP boundaries have been generated using 3 segments, each in turn
comprising 3, 1 and 5 sub-segments. For the first segment, the three sub-segments are
two arcs of circle and a 5-point curve. For the second segment, the sole sub-segment is
a straight line (the inlet slot for secondary air). The third segment has 5 sub-segments:
two arcs of circle for the secondary air slot joggle, one 5-point curve, and two arcs of
circle to join with XP. The three segments have 55, 3 and 75 cells each, for a total of
134 points along YM and YP.

3.0INITIAL CONDITIONS

The program which generates the quasi-orthogonal mesh requires a
reasonably good initial set of values for the coordinates of the internal mesh points;
the usual assumptions of all zeroes or all ones will result in failure to start.

Hence the mesh program starts with a subroutine 1C which generates an
initial mesh by double linear interpolation between the four boundaries using the point
distribution generated by program BOUN.

Consider the domain of Figure 2, where the four boundaries are known and,
for the mesh lines of index i and j and generalised coordinates & and m, all that is
unknown is the location of C; .
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FIGURE 2: General 2-D case

We start with a simplified case where the distances A;B; = A,B, = A3B;, and
the YM and YP boundaries are straight, parallel lines and so are A;B; and A,B; (see
Figure 3). For simplicity we assume AzB;to be the correct value (i.e., that of Figure
2).

BL Bs Bz
D1 - S U I D3‘ 77777 zﬁ
u
c, | Jc,
v C,
A, A, A,

FIGURE 3: Starting case
The generalised coordinates in this plane are u and v, and we interpolate:
u, =u, +r(u2 —ul) (1)
Vy =V, +r(V2 —Vl) (2)
D3

D
=—— (3)
DZD]
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where D; is the mid-point of A;B; .
To convert these (u,v) coordinates into (&,m) BFC we first scale triangles 1
and 2 by the scale factors A;B; /A;Bz and A,B, /A3B;:

AB A,B
& =u, A;B; 6 =, Asz 553 =uy (4)

v AB _y AB _
W =ViaB, > =VyaB,>T3=V; (5)

All that is left now is to shift triangles 1 and 2 to the true positions of D; and
D,, and to rotate the triangles to the true angular positions of A;B; and A,B, . Figure 4
illustrates the final position, which coincides with Figure 2, to clarify scaling, shift and

rotation.

o :?2
B, Totate —
4 |
Totate —. D \
D, /|| Dy 2 | shift
shift | |
[ ) ° CZ
¢ . '
& 1 C, A,
Al [ ]
A,

FIGURE 4: Scaling, shift and rotation

The result for the example case is shown in Figure 5. It is evident that the
algebraic mesh thus generated, although satisfactory as an initial condition, is far from
being orthogonal, and that some cells are unnecessarily distorted.
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FIGURE 5: Initial mesh

4.0 QUASI-ORTHOGONAL MESH GENERATION

The generation of the quasi-orthogonal BFC mesh is done in program MESH,
which is a heavily modified version of the program GRAPE (Sorenson, 1980).

MESH differs from GRAPE in that it has been altered and extended from two

to four boundaries and in that it is applied to internal domains, whereas GRAPE was
aimed at the simulation of external flows over submerged bodies.

However, MESH still solves the Poisson equations
2
AXgp =2 Xg, +yx,, =-1Px, +Qx, (6)

ay. 2By, +ry, =-1(Py.+Qy,| (7)
with the metrics

a=x,%,+y,¥, |
B =XX, TYeY, (9)
Y =XeXe+YeYe (10)

J=x.y,-X,y. (11)
and the decay functions

P& n) =plE)e™ +1(&)e ™ (12)
A&n) =q(&)e™ +o(£)e = (13)

where a, b, ¢, and d are numerical constants and p, g, r, and s are functions of
the auxiliary variables R; to Ry :

8)
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B |_0£X§§—2ﬂX§”+}/X,m—|

R, = 14
| B Jn_o (14)
[« -2 + ]
R, = Y ﬂjgfgn PYm | (g5)
- Z =0
ax. —20x. +yXx
R, = & 'Bchfﬂ 7 Xy (16)
T = max
a -2 +
R, | Y ﬂjém PYm | (49)
- T = max
ry R, -x,R ]
pl¢)=|7——"—| (18
1
[ x.R -y.R ]
a¢)=|=—5——| 19
1,
[y R, —x R, |
o) =| Tt ——| (20
1= a
[ x.R -y.R ]
(g)=|=——5——| (@

1= max

The four constants a, b, ¢, and d control how far into the mesh (from
the boundary inwards) will extend the preset condition of orthogonality between
boundary and mesh lines. With a smaller value of the constants the condition extends
further but convergence becomes more difficult.

Figures 6 and 7 show the finished mesh for a, b, ¢ and d equal to 0.01 and 0.2
respectively in the joggle region, and 0.2 elsewhere. The figures show these to be
more satisfactory meshes than the initial mesh, with quasi-orthogonal meshing, near-
orthogonal boundary intersects and lesser distortion of cells.
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FIGURE 7: Mesh with fast decay

5.0 CONCLUSION

A set of programs has been created to generate structured BFC meshes in
two-dimensional domains enclosed by four boundaries.

The programs allow for relatively easy generation of the boundaries and point
distribution along the same, and generate quasi-orthogonal meshes by means of a
Poisson equation, offering control of mesh line angles and other refinements.

The set of programs and examples are freely available in source code from
the authors.
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Apéndice E: Software para realizar calculos de equilibrio
aillimiecn
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En el disco adjunto se encuentra la carpeta EQUIL que contiene
los programas necesarios para calcular el equilibrio quimico de una
mezcla de gases, incluyendo fases condensadas. Esta es una version
para PC del codigo de equilibrio de la Universidad de Stanford
utilizando las subrutinas del cddigo original CHEMKIN de Sandia
Laboratorios. Es un conjunto de programas de uso publico. En el
Capitulo 11 se encuentra més informacion sobre este tema.

Para comenzar se requiere correr el programa DINTERPC.FOR
que interpreta (traduce al lenguaje de DEQUILPC) qué elementos y
especies quimicas se consideraran. Estos datos estan detallados en el
archivo INRATE, del cual se ilustra un ejemplo para el Metano con
cuatro elementos y 17 especies:

ELEMENTS

CHON

END

SPECIES

CH4 CO2 H20 CO H2 N2
CH3 H O OH HCO HO2
CH20 02 CH30 H202C
END

Este archivo puede contener hasta 8 elementos de la tabla
periddica y hasta 40 especies.

En la carpeta se incluyen dos ejemplos, uno para el Metano (el
ilustrado arriba) llamado INRATE_CHA4, y otro para el Etileno, llamado
INRATE_C2H4. Una vez compilado DINTERPC, se debe copiar uno
de los archivos ejemplo (o crear uno nuevo) al archivo INRATE, borrar
el archivo LINK.BIN (si existe) y correr DINTERPC.

DINTERPC hace uso de las tablas de propiedades termodinamicas
de la NASA contenidas en el archivo NASACOMB.DAT. Las especies
incluidas en INRATE deben estar tabuladas en NASACOMB.

La salida de DINTERPC es el archivo LINK.BIN, un archivo sin
formato que no puede leerse con los utilitarios comunes, que es archivo
de entrada para el programa de equilibrio.
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Para correr el programa de equilibrio se necesita también un

archivo de entrada como el CHA4.IN, que contiene los datos de la
mezcla.

de 1.

Este archivo de entrada tiene la siguiente estructura:

HP (0 TVo UV o TP)

P T

Especie 1 Concentracion
“ 2 Concentracion

3 Concentracion

13

END
END

Las opciones son:

TV: Temperatura y densidad fija a los valores de entrada
UV: idem, energia interna y densidad

HP: idem, entalpia y presion

TP: idem, temperatura y presion

Las presiones estan en atmosferas y la temperatura en Kelvin.
Las concentraciones estdn en moles; no es necesario que su suma
Por ejemplo

CH4 .05
N2 3.76
02 1

Los moles de N2 estan en la proporcion correcta para el aire

(3.76/1) con el 02. El programa corrige la composicién a

CH4  .05/4.81 = .0104
N2 3.76/4.81 = .7867
02 1/4.81 = 2079
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Lo contenido entre asteriscos es comentario y no debe estar en el
archivo:

HP *Modelo, en este caso, a presion y entalpia constantes*

1.00000 298.000  *presion en atm. Y temperatura en
Kelvin*

CH4  0.50000 *Moles de la especie*

N2 3.76200 *Ildem*

02 1.00000 *ldem*

END

END

Es posible hacer varias corridas sucesivas, como ilustra el archivo
C2H4.IN.

Para correr el programa de equilibrio se deben compilar y linkear
los programas

dequilpc.for (programa de equilibrio)
dsymnum.for (programa de céalculo numérico)
dcklib.for (biblioteca de subrutinas de CHEMKIN)
vis.for (calcula viscosidad de la mezcla)

La salida tipica DEQULPC.OUT se ilustra en la pagina
siguiente.

Notar el cambio de peso molecular entre los reactantes (27.321) y los
productos de equilibrio (25.910)

Notar también que la temperatura final es menor que la adiabatica, ya
gue las especies intermedias no han completado su reaccion.

ENTHALPY WILL BE EVALUATED AT THE [INPUT
CONDITIONS AND HELD FIXED. NORMALLY THE INPUT
TEMPERATURE WILL BE 300K. THE ADIABATIC FLAME
TEMPERATURE WILL BE OUTPUT.

INPUT PRESSURE(ATM) AND TEMPERATURE(K):
P= 0.1000E+01ATM TREF= 0.3360E+03K

INPUT MOLES OF NEXT SPECIES:
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CH4  0.645806

INPUT MOLES OF NEXT SPECIES:
N2  3.76000

INPUT MOLES OF NEXT SPECIES:
02  1.00000

INPUT MOLES OF NEXT SPECIES:

END

THE TOTAL ENTHALPY IS
COEFFICIENT OF VISCOSITY BASED ON MIXTURE 0.24714E-
06 WHICH GIVES A DYNAMIC VISCOSITY OF 0.43257E-04 KG/M-SEC

AT FINAL TEMPERATURE
(THIS IS ONLY A TEMPERATURE CORRECTION)

COMPOSITION AT T =2090.152 K

-0.2858E+10 ERGS/GM

P= 1.000 ATM.

INITIAL WT = 27.321 FINALWT = 25.910

SPECIES
GAS PHASE

CH4
COo2
H20
CO
H2
N2
CH3
H
0]
OH
HCO
HO2
CH20
02
CH30
H202

MOL.
FRACTION
IN
MIXTURE
0.63033E-12
0.53526E-01
0.18374E+00
0.59772E-01
0.42412E-01
0.65965E+00
0.22023E-12
0.60044E-03
0.30943E-05
0.30021E-03
0.10281E-07
0.38449E-08
0.16106E-08
0.57788E-05
0.15986E-15
0.11200E-08
0.24552E-15
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MASS
FRACTION
IN MIXTURE

0.39029E-12
0.90917E-01
0.12775E+00
0.64617E-01
0.32998E-02
0.71319E+00
0.12779E-12
0.23358E-04
0.19107E-05
0.19705E-03
0.11515E-07
0.48979E-08
0.18665E-08
0.71367E-05
0.19148E-15
0.14703E-08
0.11382E-15

MOL.
FRACTION
IN GAS
PHASE
0.63033E-12
0.53526E-01
0.18374E+00
0.59772E-01
0.42412E-01
0.65965E+00
0.22023E-12
0.60044E-03
0.30943E-05
0.30021E-03
0.10281E-07
0.38449E-08
0.16106E-08
0.57788E-05
0.15986E-15
0.11200E-08
0.24552E-15

O©CoOo~NO O, WNBE
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Apéndice F: Un programa de simulacion numerica de la
combustion
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En el disco adjunto se encuentra la carpeta UIFLOW que contiene
los programas necesarios para simular la combustion del caso de
Spadaccini et al. Es una version modificada y ampliada del original de
S. P. Vanka, que fuera publicado en la Tesis de Cope (ver las
referencias en el paper de Echaniz et al. adjunto).

El programa contiene subrutinas para simular la mezcla simple de
reactantes (model = 1), la reaccion de un solo paso (model = 2) (ver
Capitulo 2) y la reaccion de difusion turbulenta (model = 3) (ver
Capitulo 10).

También contiene subrutinas para modelar la correlacion p'u’
(ver Capitulo 5) segun varias alternativas: Utilizando un modelo de la
ley de Fick (Kolbe and Kollmann, 1980), una ecuacion de transporte
para estas correlaciones (Kollmann and Vandromme, 1979) o un
modelo heuristico.

En el primer caso se modelan:

St 1 Op )
S_m L1 op )

En el segundo caso se resuelven ecuaciones de transporte para las
correlaciones con términos de fuente:

__(rr‘_p’u’)+ﬂa_U8_p+rp'u’gp’v’_
OX OX Sc,, or or or

rp 'v’@—rc pZ o

PPV = TCup—p

(para p'u’) {F-3}

234 | Eduardo A. Brizuela



—i(rFQWjJr—_rM 9pu 6—'0+
ox\  0OX pSc,, or or

2rW§W+ c,, ;Kf;—f (para pv') {F-4}

— g ——
1C,, P L PV
K

donde los numeros de Schmidt tienen el valor de 1.5 y las
constantes
C

=10, C,, =01 yC,, =30

En el tercer caso las correlaciones se modelan segin una

expresion aproximada:
pu =Ryp* {F-53

de donde

W =R \/’_’7\/2. {F-6}
Je)

Para computar el valor cuadratico medio de la densidad «/p'z se

construyeron tablas de equilibrio quimico (ver Apéndice E) y se
computaron los valores

1_opP) g F-7
s iy D

1 e
p=[,p(p"(N)df,  {F-8}
(ver Capitulos 3y 10). Con esto, se puede obtener

Vo' =lpp 9

Para la funcion de distribucién p(f) se adoptd la funcién Beta

(ver Ecuaciones 10.41 y siguientes). Los factores de correlacion son R,
=1.0,R,=1.0.
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El programa también permite ensayar una versiéon modificada del
modelo k—¢ por la teoria RNG (ver Capitulo 5).

Todas estas opciones se seleccionan en el archivo de entrada
test*.in, donde el asterisco indica distintas combinaciones (reemplazar
uiflow.in, removiendo la primera linea antes de usar).

El programa también utiliza el meétodo multigrilla y las
coordenadas ajustadas al contorno.

Las salidas principales son plotec.out (para ver con TECPLOT) y
gnu.out (para ver con GNUPLOT). Los siguientes graficos de
temperatura y velocidad fueron creados con TECPLOT:

. — — ———1400—=1200— =
e S et —

Figura F-2: Vectores velocidad, x/d de 0 a 2
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NUMERICAL SIMULATION OF TURBULENT DIFFUSION FLAMES USING
A 4-STEP MECHANISM
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Dept. of Mech. and Mcchatronic Engincering, Univ. of Sydney, NSW 2006, Australia

SUMMARY

The combustion of hydrocarbons in air involves a large nmmber of chemical reactions. To gain insight into
the combustion process and for practical reasons a Reduced Reaction Scheme is used, with reaction rates
determined either by kinetics or by the Eddy Break-Up theory. Resulis of the simulation of a turbulent,
swirling, high pressure methane flame are presented and compared to experiment. Although results are satis-
Jactory, improvements to the mixing model are needed o adequately assess and refine the chemical models.

INTRODUCTION

The combustion of hydrocarbons- in air is govemed by
mullistep mechanisms comprising one hundred or more
reactions. Although it is not impossible to solve such systems,
Ihe solution process often obscures the progress of the reactions
and makes it difficult to gain insights into the nature of
combustion. Moreover, for practical calculations it is
convenient to reduce the number of steps to a small number of
significant reactions.

The method of reducing a full mechanism to a few
significant reactions has been formalized (Chen,1988) and even
coded for automalic generation of Reduced Reaction Schemes
(RRS) (Gotigens and Terhoven, 1992). For the combustion of
methane in air we have selected the scheme given by Bilger et.
al. (1990).

Ilaving selected a RRS, for nonpremixed flames, it is
necessary to consider the influence of mixing on the reaction
rates. Although more advanced models are being developed, the
Eddy Break-Up (EBU) model (Spalding, 1971 Magnussen and
Ilertjager, 1977) is still used, due to its simplicity, to give the
fast chemistry limil to the reaction rates. It has been shown
(Brizuela and Bilger, 1996) that a heuristic form of the EBU
reaction rate can be found that has a basis in theory, and this
form is used in the present computations.

Our current research task is the numerical simulation of a
turbulent diffusion flame of methane in air at elevated pressures
and comparison with experimental data from the literature. The

MOVABLE INJECTOA

REPLACEASLE

purpose of the present work is lo present the results pertaining
to the main scalars (flow field and major chemical species),
whilst work continues in computation of the minor species and
refinement of the models used.

EXPERIMENT AND DATA REDUCTION

Numerical simulalions are based on, and compared with,

experiments of Spadaccini el al (1976). This consisted in a
jet of methane gas reacting with a coaxial swirling flow of
heated air. The injector arrangement is shown in Figure |
(adapted from Spadaccini et al, 1976); there is also a rear-
facing step. The i of the was a
cylinder approxinately 2.4 m loug with a radius of 0.06115 m.

Several experiments were reported in the Reference, and
Test 4 was selected for the present work. In this Test the
turbulent diffusion flame took place at 3.8 atmospheres; the air
was heated to approximately 750 K, and it had a nominal swirl
velocity of 10 m/s at the inlet. Axial velocities of air and fuel
were 20 and 1 m/s respectively. Figure 2 shows computed
velocity vectors and streamlines to illustrate the resulting flow
pattern.

i data was ished in ical form, which
allowed interpolation to cover the whole of the combustor in
sufficient detail. Gas compositions were reported in percent
mole fractions on a dry basis; this was converted to species
mass fractions on a wel basis by the method detailed in the
Appendix.

WINDOW PORTS  /— EXMAUST
SAMPLING

PMAL VANES moste
17
LY
W -
ORIFICE
ELECTRIC -
gl INLET R SECTION —ot EXTENOER H
HEATER SECTION; reeTon I S 7
Figure 1 - Experimental bumer (from Spadaccini ct. al, 1976) s
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00 &) = x/D’
Figure 2 - c«mpuwd velocity ve:um uui melmlmu 3

Lragapod Equations. Conscrvation of mass is computed if
hmem.ea conservalive fonn (Favre, 1969, Bilger, 1975)

o,

Pxj
Conservation of linear momentum and of scalars is
computed in ic form in
coordinates (£,1 ) using lh: Favre-averaged general knn:perl
equation:

—(7173)+ rr#")- ""’llag agrbq,z

ﬂ 2 ¢
an ’a,,m"lla; M(an ?)+s

m

@
where ¢-is the quantity being transported, D the effective
e
M,
D-u*;ﬂ-’-- (©)

v
© Jand g are the metrics of the transformation of (x,r) into
@&n):

J=xn-xn “@

’"=’rr;,' x ®
Soemer r‘+1 x R ©

g +'[x‘ o

Uand Vm‘hewvafinnl volume fluxes per wnit angle

U =r(ur,~vx,) ®

V =r(w —ux,) )

and the Schmidt / Prandul number Sc and the source term S% are
listed in Table 1, wgelhu with other definitions.

Standard Dirichlet and Newmann
conditions were applied at the boundarics. Logaritmic law-of
the wall relations were enforced for the x-¢ model at solid
boundaries.

" Heat removal through the water-cooled walls was simulated
by means of ad-hoc sink terms in the enthalpy equation, along
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Table 1 - Source terms and Definitions
¢ Sc Source term
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the solid tat
the wall and to the surface area. The transmission coefTicient
-was pdjusted as required to produce the observed temperature-
distributions along the walls.

From Bilger el al (1991) the reduced

+ mechanism is:
CH,+H,0+21l - CO+4H, (U}
CO+H,0 & CO, + H, (an
2H,+0, - 2H,0 am
3H,+0, & 2H,0+2H av)
We compute the seven main species in this mechanism, i.c.,

CHy, 0. Hy0, COy. 11, CO, and Hy. We also compute cight
s spoiles impllle f Ut achess (Cli3, O, 110,, 11CO,
CII;O H,0,, CH:O OH) and the bath gas M.
The reactions rates of LIV according to the skeletal
mechanism are given in Bilger et. al (1991):



W, =y, 10
Wy = an
Wy = Wy = Wg W = Wy = Wy by, g, 12)

W =00 = W= Wb Wy = Wb Wy W = Wy, =y, (13)

We solve Partial DilTerential Equations (PDE) for four
main species. The remaining three main species arc found by
means of conserved scalars and the mixture fraction. Minor
specics are found by assuming steady state.

In the case of kinetic-limited chemistry, we solve PDE's
for four main species, Cllg, Oy, 11y and 11, while 11,0, €O,
and CO are found using conserved scalars.

From Iiquations 1-IV the molar ratcs of reaction per unit
volume for the four main specics are:

Wewa = =%, a9
Wor = =Wy = Wy s
Wiy = 4w, +wy = 2w, = 3w, 16)
Wy = 2w, +2w,, an
These rates are source lerms of the PDE::

L) =w, a8)

where 17 is the specific abundance cqual to the species mass.
fraction Y; divided by the molccular mass W;. The lincar
operator L applied to a gencral variable is:

18 = FIE 4594 -V (D V9) a9
We generale conserved sealars by, linear combinations of
Equations (10) - (13), for instance :
1 1 1
P lant3Tn+ 5 met 3 a0

Considering the houndary values at the fuel (stream 1) and
oxidant (strcam 2) boundaries, and the mixture fraction as:

f.ﬂ;.fL (B, =

L T =0 @D
=By Tenn 5
which is rearranged o obtain:
x 1
Tmo = Tena=2Tena= Tn=3 Ty @

Similary we obtain CO and CO,, using other scalars.

The remaining specics, O, CHy and gas bath M may be
calculated as detailed in Bilger et. al (1991).

For fast chemistry conditions we consider I1 in steady
state which reduccs the sysiem to three steps by cancelling 11
between [ and IV. )

CH,+0, - CO+ 11,0, +11, )
HO+CO I1,+C0, ®)
211,+0, - 21,0 ©)

‘We choose to relain the CO burnout reaction 11, to promote
EBU rates in the rich 7one, whilst reducing the system Lo two
steps. In the EBU model il is the concentration of the deficient
reactant which detennines the reaction rate, In the rich zone this
will be the oxidant, and Reactions (A) and (C') will have
comparable EBU rates. Jlence, they may be reduced to:

CH, 420, + 11, > CO+3H,0 (A)

11,0 +CO > H, +CO0, B

Lquation (A) is the sum of 1, I and IV and equation (B) is
1. The rates of reactions (A) and (B) will be obtained from
I:BU principles. The Fddy Break Up rate of the reaction
between fucl F and oxidant () is computed as in Brizuela and
Bilger (1996):

— ;f 23)
where Al is given by
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&1
oy @y
o

For reaction (A), A*=4.0 and
Ty = min( Ly ly) @5)
Tor =l (26)
s=2 an

and for reaction (13), A* = 0.4 and
Tog=1Tp @28)
Loy =y @9)
s=1 ©0)

In this case we will solve PDIi's for Cllq, O, 11y and €O,
and 110, €O, and 11 will be calculated from conservation of
atomic species. :

To change between Kinetically- and mixing-limited
chemistry we will compute the kinclic rates of reactions A and
13 using the results of above, i.e.:

Wt = Wy = Wy @n

Mame = Wy = Wy ©2)

Then compute the EBU rates and then , if WA Kin >
WA EBU 8nd W) 5

> wipny and Wa g > W,
conipute. mixing-linted fuel”and. oxidant ‘hacions be"EHL)
methods, and compute intermediates and products using.
algebraic relations and scalars. If either of the kinelic rates is
less than the EBU rate then compule all ‘specics using kinetic
rates and conserved scalars. ;

i i The set of transport_and
auxiliary equations was solved numerically using a finile
volume technique (Cope, 1991XVanka et al, 1989). In this
procedure the discretised equations are solved in a co-located
grid using the hybrid differencing sheme and a pressure
comeclion equation for the continuity equation (Patankar,
1980). An axisymmetric 120x36 grid of varying fineness was
used.

The solution method is decoupled: the discretised
momentum and conlinuity equations are solved first in a
multigrid scheme, yielding updated velocities and pressure; this
step includes integral mass flow adjustements. Scalar equations
are solved next, in the finest grid only, in the following order:
swirl velocity w, turbulence quantities x and &, mixture (raction
/ and specific total stagnation enthalpy /i (which includes
chemical potential). The 4-sicp flame model is solved last,
including computation of specics mass fractions y; and hence of
temperature T, 2

Finally, mixture molecular mass, density and updated

coeflicients are computed to complete one iteration
pass.

Limits The range of solutions of the PDF's must be
restricted to allowable limits (Chen and Dibble, 1991). For
example, for Cll4 the maximum is the unreacted value, and the
minumum is oblained selting Ty 2 0 in Reactions I to 1V:

Yoa =S 33)
- ,.&[’A}L [0
21+"m )

A model for wyy/wy as a function of [ was not available,
and a constant value of -0.2 was used on the basis of the
experimental results.

For oxygen the limits arc obtained seling I'y 2 0 and [y
20:

Veu = (1= s = X", NS =y O



[ z
2, 0w, v,
=1 Yors 5A+2US =y J—52)  G6)
% ¥ 1+

¥ Iv
These were simplified to
Yo = (V=S ) ¥Yorz = S = yous) 6N COMPUTED
Y = (1= 1) Yors -4 ©8) EXPERIMENTA
Limits for CO, Il ‘and 11 were obtained i a similar R L
manner, disregarding convection/diflusion; those for COg and
11,0 were deduced from the one-step reaction. 005001
~ I is noted that this area has not yet recéived suflicient o = 0\0 e
rescarch effot, and work is continuing in determining 0 g 7\%\
approprite allowable limits for thesc flames. e 0.0g———
» e
00 o5 10 15 20 23 D
DISCUSSION AND CONCLUSIONS Figure 4 - Contours of mass fractions of Oy
‘This is a report of work in progress and the ionsare =
perforce partial. The numerical model as a whole performed -

ntisl'adgily. and computed exhaust conditions generdfly _ ~

agreed with experiment both in composition and flow variables,
‘with exceptions noted below. -

The system showed considerable stiffness, indicating a
rigidly coupled set of reactions. The use of EBU reaction rates
should have prevented or at least alleviated this problem.

However, it is apparent that the turbulence model has interfered

with thig: Figure 3 shows computed and experimental contours
of mixture fraction; it is seen that the mixing model is not
salisfactory in that the gradient of mixture fraction in the
primary zone is too low. This is attributable to the x—¢ model,
whichilhmno(labeldequll:fwﬂmwithﬂm;
mdhmimuinﬂnmmngmw
vortex.”

b

é\ 01
P o i NS
0 (]

\l COMPUTED
EXPERIMENTAL

0.

Y] 0s 28 D

m s s
Figure 3 - Mixture fraction contours

As’a consequence of low turbulent transport by the vortex,
not enough oxygen reaches the primary zone, as evidenced in
Figure 4. In consequence, Reaction (A), although slower than
Reaction 1, is almost never faster than Reaction (B), and the
EBU model only operates in the shear zone at [ ~ 0.1. This
results ‘in the observed stiffness and lower levels of CO than
ohserved; Figures 5 and 6 compare computed and experimental
€O and CO; . Conversion of CO to CO, near the centreline is
proceeding ol kinctic rales, faster than observed. This also
results in higher centreline temperatures and lower exhaust
concentralions of CO.
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Figure 5 - Contours of mass fractions of CO
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Figure 6 - Contours of mass fractions of CO

It is noted that step Il was retained to ensure lower rates of
consumption of CO (EBU rates) in the primary zone. It is hence
concluded that it is necessary to improve the mixing rather than
the chemical model to improve predictions along the cefitreline
and in the primary zone.
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ALPENDIX

11X} 120 is the number of moles of Water removed to yield
one mole of dry mixture, the wet mole fraction of species i may
be found as :
. Py
Y= 14X,
The amount of water removed may be approximated by
assuming (hat only slable species are present and that the only
Iy present is the fuel CH4. Then, the Tydrogen to
Carbon ratio, which equals 4, may be also put as:
I _aXg,+ u'nz +2X,,
C 7 Xeme + Xegy + X,
N u"_ﬂ‘ oz,.i‘mqj'n an
Xewe ¥ Xeon + X,
Tlence,
Kiro = Uy + Keg)= Koy (O]
The mole fractions of .CO and €Oy were reported, not so
that of 1ly. This was computed by sssuming waler-gas
equilibrinm so that
XX,

(An

X = Kpo(T) =020 (A9
X o1
where Kyyg; is the equilibrium constant for the reaction
H,+C0, & H,0+CO (%)
The constant is computed with its definition:
KeolT) = &40 (A6)
where the change in Gibbs free energy is given by:
G (1) = Gaap(T)+GEo(T) -Giy(T) -Gip(T)  (AT)

The Gibbs free energy for a given species as a function of
lemperature'is obtained from standard tables.

Manipulating Equations (A3) and (Ad) the moles of water
may be computed as:
¥R +X,)

14 Kpo(T)X )/ X @8

Finally, the concentration of Hydrogen may be oblained
from Equation (A3), and wet basis molar [ractions computed
using Equation (Al). .

The wet basis molar fractions may be’ulilised to compute
the mixture molecular mass:

W =2 X, W, (A9

T

where W; are the species molecular masses. This further allows
computation of density:
A
=P
=R

Eo

(A10)
To compute the mixture fraction, consider the conserved
scalar 7, i.e., the mass fraction of Carbon clement. Then:
= Z.-2, W,
=T % o7 Zone (AL,
Tt %, o
The mass fraction of Carbon may be computed from:
W, W, W,
A A S A A12)
Py, I S
and, since X;=Y; Wy / W;
2z =’—,::¢(Xm *Xeos + Xws)
whence

T2 X + X+ Ken)

(A13)

(A14)
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