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Prefacio

Este libro es el resultado de muchos anos de dictar la materia Topologia en la Facultad de
Ciencias Exactas de la UNLP. Por otra parte, versiones previas de este libro fueron usadas
como apuntes base de la materia también por varios anos (incluso por otros profesores de la
Facultad) y pudimos verificar que el texto funciona muy bien para un curso cuatrimestral.

Hay muchos libros excelentes y entranables de esta teoria (no haremos aqui una propaganda
del tema, que ya tiene sobrada fama). Pero siempre existe una visién personal de los temas a
exponer, de ordenaciones, del énfasis en cada tema, el detalle y estilo de pruebas. Y porqué
no, de un lenguaje especifico, en este caso la variedad rioplatense del espanol, para expresar
ideas y razonamietos. Esto motivo la escritura de este texto.

La base de su contenido es una adaptacion (sobre todo en funcién del orden, del detalle
de las pruebas y de los comentarios sobre cada resultado) de los capitulos sobre Topologia
de los libros “Analysis Now” de G. K. Pedersen [3] y en parte también de “Real Analysis”
de G. Nagy [4], mechada con citas de libro de Kelley [1] y otros textos. El Capitulo sobre
Homotopia estd inspirado en la versién dada en el libro de Munkres [2]. También hay muchas
cosas de elaboracién propia, que fueron modificdndose con los anos de dictar la materia, hasta
asentarse. Por otra parte, los distintos capitulos incluyen al final numerosos ejercicios, que
surgen de seleccionarlos en la bibliografia y de las listas que se fueron usando para los TP
de la materia a lo largo de los anos.

Como no puede faltar en un texto de Topologia, el comienzo desarrolla una introduccién
a la teoria de conjuntos, mencionando la verson axiomatica que resuelve paradojas, pero
exponiendo con algo de detalle la version “naif”, suficientemente 1til para sus aplicaciones
topolégicas. Hay disgresiones no muy detalladas (y mayormente sin pruebas de las im-
plicaciones mutuas) acerca del Axioma de Eleccién, el Lema de Zorn y demds versiones
equivalentes, que se asumiran evidentemente como ciertas. También se incluye una breve
intro de cardinalidad y conjuntos numerables.

Luego empieza el cuerpo principal de 7 capitulos que exponen los resultados clasicos de
Topologia General (ver el Indice, que es bastante detallado). Con ello concluye la primera
parte. No haremos aqui disgresiones sobre la teoria y su relacién con la historia, con otras
especialidades matematicas y con otras ciencias. Eso se desarrolla dentro del texto en los
lugares que consideramos atinentes. Si podemos decir que el enfoque principal es el de una
visién relacionada con el Andlisis Funcional (como se deduce de las fuentes bibliograficas
mencionadas).



Otro comentario general es que los ejemplos de espacios topoldgicos concretos que se exponen
en el texto no son muy abundantes (de tltimas, estd toda la Matemética moderna como lista
de ejemplos). Hemos hecho hincapié en aquellos que, si bien no son muy relevantes en si
mismos, se exponen porque sirven para ilustrar probleméticas especificas de los resultados
topoldgicos del texto, mayormente como contraejemplos de implicaciones que no valen o
de conjeturas demasiado optimistas. Para ello estd el Capitulo 8, que los desarrolla en
detalle y menciona todas sus contracjemplaridades. Es usual que el trabajo con ejemplos
mas especificos se realice en las clases practicas de un curso que siga este texto. Parte de
esos ejercicios aparecen al final de los distintos capitulos.

La segunda parte del libro, llamada “Teorias mas especificas”, expone tres areas de apli-
cacion de la teoria que tienen gran desarrollo propio. Se trata de los grupos topoldgicos, los
espacios vectoriales topologicos (EVT) y los primeros pasos de topologia algebraica (grupos
de homotopia). En los tres casos se incluye un capitulo con una introduccién a los conceptos
mas importantes de cada tema. El més detallado es el de los EVT, que entronca con los
temas de otro libro-apunte nuestro, sobre Analisis Funcional. Como mencionabamos antes,
el ultimo Capitulo, sobre Homotopia, sigue lineas del libro de Munkres [2].



Parte 1

Topologia General



Capitulo 1

Teoria de conjuntos.

1.1 Generalidades

La topologia tiene una fuerte componente que es, directamente, teoria de conjuntos. Esta
teoria tiene una gran complejidad, dado que en algin momento aparecieron contradicciones
en su formulacién maés intuitiva, por lo que hizo falta reformularla con una familia infinita
de axiomas, algunos de ellos bastante sorprendentes.

En principio se deben aceptar ciertos conceptos primitivos, como por ejemplo los indi-
cados por los simbolos = y € . La idea basica es que todo objeto del que uno hable en
matematica debe ser una “clase”, y que muchas de ellas (las que no son demasiado grandes)
llegan a la categoria de “conjunto”. Al revés de lo que uno espera, una clase A es un conjunto
si existe otra clase B tal que A € B. Esto hace que, cuando uno plantea la clase

C={xz : = cumple cierta propiedad P} ,

[1Pe%3]

entonces un candidato “y” a ser elemento de C debe cumplir ahora DOS cosas:
1. que P(y) sea cierta,
2. que y sea un conjunto.

Por lo tanto, la maldita clase R = {x : # ¢ z} no crea més problemas. Lo cierto es que
R ¢ R porque R NO ES CONJUNTO, y a otra cosa (chau paradoja de Russell). Otra
tipica clase que no es conjunto es U = {x : = x}, o sea todo el mundo.

Entre los multiples axiomas de la teoria, estan los que dicen que existe el conjunto vacio,
que se denota @, y que numerosas operaciones entre conjuntos producen nuevos conjuntos
(no sélo clases). En particular todas las que uno usa en topologia (salvo algin ejemplo hecho
a proposito). Por ello, en este texto no expondremos la teoria axiomética de conjuntos, sino
que nos conformaremos con la llamada teoria naif, focalizando en operaciones complicadas
entre conjuntos y no en la entidad (natural o sobrenatural) de los resultados. Para una
exposicién detallada de la teorfa axiomadtica, recomendamos el libro de Kelley [1].



Notaciones basicas

Para no aburrir, no enumeraremos las definiciones de los simbolos mas usuales de la teoria.
A continuacién va una lista, donde solo definimos si sale bien cortito:

e AC Bsitodox € A cumple que x € B. Se pone A C B si uno sabe que A # B.
e AUB={z:2€ AV xe€ B}

e ANB={z:2€ A N xze€ B}

e A\B={zx:x€A N x ¢ B}

e AAB=(A\B) U (B\A)=(AUB) \ (AN B) (la diferencia simétrica).

o {A} = {z : x = A} es el “singuelete” cuyo tnico elemento es A. En forma similar,
{A,B} ={A} U{B} es el “doblete” y se sigue con las definiciones “por extension”.

e AxB={(z,y):x € A Ay € B}. Esto es el producto cartesiano de A y B. Los pares
ordenados (z,y) se pueden definir ad hoc, a partir de singueletes y dobletes. Pero no
entraremos en detalles.

e P(A) ={B: B C A} es llamado partes de A. Si A es conjunto, entonces P(A) es un
conjunto, y todo B C A es conjunto, por lo que B € P(A). Observar que A se puede
modelar dentro de P(A) como los singueletes de elementos de A.

e Denotaremos Py(A) = {B € P(A) : B # @} al conjunto de partes no vacias de A.

En topologia se necesitan usar las uniones e intersecciones de a muchos (o sea muy infinitas).
Esto hay dos maneras usuales de escribirlo. Una de ellas es definir

UA:{y :yeX paraalgin X € A},

lo que vendria a representar la unién de todos los elementos de A. En otras palabras, uno
forma la clase A de todos los conjuntos que quiere unir, y denota tal unién como [J A.
Anélogamente se define [ A.

La otra notacién, que es la mas usual, necesita el concepto de familias de conjuntos: Dada
una clase I, una familia de conjuntos {4;};c; es lo que uno se imagina. Su definicién se
puede formalizar usando funciones, sobre todo en el caso en que todos los A; vivan dentro de
un ambiente X, via tomar una f : I — P(X) y definir A; = f(i). Ahi uno puede considerar

U Aj={z:x € A; paraalgin 1€ [} y, andlogamente , ﬂ A; .

iel el
Si bien todo el mundo son conjuntos o clases, para no generar mucha confusién en los niveles
en los que uno labura, en general usaremos letras maytsculas (tipo A, B, X,Y’) para los
conjuntos en un nivel fijo; letras mintdsculas para sus elementos (ondaa € A,0x € X \Y)y
letras griegas o mayusculas itdlicas para clases formadas por algunos de nuestros conjuntos
medios (por ejemplo, la clase C = {A : les pasa algo } o 7 ={A C X : A es abierto }).
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Ejercicio 1.1.1. Verificar las siguiente propiedades algebraicas de las operaciones de con-
juntos: Sean {A;}ic1y {B;}jer dos familias de conjuntos, y sea X otro conjunto.

1.

Leyes de De Morgan:
X\(JAa=Nx\4 y x\(B=]X\B. (1.1)
el el jel jel

Por ejemplo, el primer conunto son los x € X que no estan en ningin A; .

i€l icl Jjel Jjel

3. Dados conjuntos A y B, se tiene que

AUB=B << ACB «<— AnNnB=A. A

1.2 Relaciones: funciones y equivalencias

Estas cosas ya se vieron muchas veces, pero las repasamos rapidamente para fijar notaciones.

Definicién 1.2.1. Sean A y B dos clases.

1.

Una relacion entre A y B es una clase R C A x B. A veces se abrevia x Ry para decir
que (z,y) € R.

. Si A= B, un tal R se llamara una relaciéon en A.

Una relacion R C A x B es una funcién si cumple que

(a) Para todo z € A existe un y € B tal que (z,y) € R.

(b) El tal y es tnico: si (z,y) € Ry también (x, z) € R, entonces y = z.
La notaciéon usual en tal caso es poner que la funcién es una f : A — B dada por
f(z) = y cuando el par (z,y) € R. Observar que la relaciéon R que define a f es lo que

usualmente se conoce como el gréifico de f. En efecto, R = {(z, f(z)) : « € A}. Otra
notaciéon usual es

BA={RC AxB:Res funcién } = { todas las funciones f: A — B} .

. La relacién R en A es un orden si cumple que

(a) R es reflexiva: La diagonal Ay = { (z,z):x € A} C R. O sea que todo xRx.
(b) R es antisimétrica: si Ry y también yRz, entonces x = y.

(c) R es transitiva: xRy y también yRz, entonces rRz.
Cuando R es un orden, se la suele reescribir como < , o versiones similares.

Una R C A x A es relacién de equivalencia si es reflexiva, simétrica (o sea que
xRy — yRx) y transitiva.

10



1.3 Funciones

Dejamos para el lector el repaso de las nociones de funciones inyectivas, suryectivas, biyec-
tivas, imagen de una funcién, composiciones, y de la existencia de la funciéon inversa de una
funcion biyectiva. Fijemos algunas notaciones tutiles: Dar una funcion f: A — B es dar la
“regla” que asigna a cada a € A su correspondiente f(a) € B. Esto a veces se denota por

A>a > una férmula que depende de a = f(a) € B .
Otra manera de escribirlo sera:
Sea f: A — B dada por f(a) = dicha férmula, para cada a € A.

Por ejemplo, si A C B, denotamos por J4 : A — B a la funcién inclusién, dada por
Ja(a) = a para cada a € A. El rol de B esté sobreentendido, por lo que el signo J4 serd el
mismo para cualquier tal B, salvo en un caso: Si B = A, a la indentidad de A la denotaremos
por Z4 . Recordemos la siguiente notacion:

B* = { todas las funciones f: A — B} .
1.3.1. Dada una f : A — B, se definen naturalmente dos funciones entre conjuntos:
f:P(A) —P(B) dadapor f(M)={f(z):x€ M} ,paracada M CA 'y

f1:P(B) = P(A) dadapor fT'(N)={re€A: f(xr) € N} ,paracada NC B,

llamadas imagen directa e imagen inversa por f. Obviamente la notacién es abusiva, pero
en general el contexto y los argumentos usados eliminan las ambigiiedades. Hay una que
subsiste: si f fuera biyectiva y N C B, entonces f~!(N) tiene dos significados (imagen
directa por f~! o inversa por f). Pero afortunadamente ambos dan el mismo resultado.

Necesitaremos usar varias propiedades de estas funciones, que enumeramos a continuacion:
Sea f: A — B una funcién, y tomemos familias {M;}ic1 en P(A) y {N,},e5 en P(B).

1. f( U MZ> = U f(M;) pero sélo vale que f( N Ml> C N f(M;), porque si la f
i€l i€l iel i€l
no es inyectiva se pueden cortar las “imagenes” aunque no se corten los M’s.

2. Siempre vale que f‘1< U Nj> =U i)y f_1< N Nj) =N fHN;) .

j€T j€T j€T j€J
3. Dados sendos N C By M C A, siempre se cumple la igualdad
JTHBA\N)=A\ [TH(N)={z € A: f(z) ¢ N}, (1.2)
pero NO siempre vale que f(A\ M) = B\ f(M) . Ninguna de las dos inclusiones es
cierta en general, salvo que f tenga propiedades adecuadas (cuales?). A

11



Una cuenta fécil dice que si nos dan dos conjuntos A y B no vacios, y existe una funcion
f A — B que es inyectiva, entonces seguro que debe existir una g : B — A (que serd
sobreyectiva) tal que g o f(x) = x para todo x € A (hay que invertir f en su imagen
Im(f), y mandar el resto de B a cualquier punto fijo de A). Puede probarse un resultado
analogo si uno empieza con una g : B — A que sea sobre, pero se necesita una herramienta
cualitativamente mas sutil: el axioma de eleccién que aprovechamos para enunciar:

1.3.2. Axioma de eleccién: (Se abrevia AdE) Sea A # @. Entonces existe una funcién
e:Py(A) - A talque e(B)€ B paratodo B € Py(A) .

En otras palabras, que se puede elegir simultdneamente un elemento e(B) de cada uno
de los los subconjuntos no vacios B C A. Observar que elegir de a uno (o de a finitos) no
necesita ningin axioma. La gracia es poder hacerlo de un saque para todos los subconjuntos
al mismo tiempo. A tales funcioines e se las llama funciones de eleccién para A. A

Volviendo a lo anterior, si uno tiene una funcién g : B — A, entonces
g es sobre <= ¢ '({z}) # @ para todo x € A .

Por lo tanto si existe una g sobre, podemos definir f : A — B por la férmula

flz)=e (g_l({x}) ) paracadaz € A |

donde e es una funcién de eleccién para B. Es claro por su construccion que g o f(z) = x
para todo x € A (en particular que f es inyectiva). Pero para probar esto se necesita usar
el AdE, para encontrar elementos de todas las contraimagenes a la vez (aun sabiendo que
todas ellas son no vacias).

1.3.3. Productos de a muchos: Sea A un conjunto de indices, y tomemos una famila
{Xa}aca de conjuntos. Definimos su producto cartesiano como el conjunto

H Xo={f:A—= U X, : fesunafuncidn,y z,=f(a) € Xo,V acA}. (1.3)

Q€A ac A

Como es usual, en vez la notacion de funciones, se usara la de A-uplas: Se identifica a un

elemento f € [ X, con {zy}taca = {f(a@)}aca . Usted podria decirme que esta definicién
acA
incluye la de A x B (necesaria para poder hablar de funciones) que ya habiamos hecho, y de

otra forma. La respuesta es: Y si, que le vamos a hacer. Ahora la cambiamos. Otra seria
decir que s6lo usaremos la definicién (1.3) si A tiene al menos 3 elementos (ole!).

En realidad no era un problema, porque en la definicién (1.3) las uplas NO son ordenadas,

asi que aun si A = {1, 2}, no es lo mismo [] X, que X; x X5 (pares desordenados vs.
ac A
ordenados).

12



Objetos usuales asociados a los productos son las proyecciones 75 : [[ X, — Xp dadas por
acA

T5({Tatacs) =25 obien ms(f) = f(8), para f={ratecr€ [[ Xa v BEA.
acA

Con respecto a estos productos, usaremos sistematicamente un suave abuso de notacion: Si
para cada a € A tenemos sendos subconjuntos Y, C X, , asumiremos que

I < I[x - (1.4)

El abuso consiste en que identificamos una

f:A— |J Y,conlamisma f:A— | X, ,

acA a€ A

siempre que sus valores caigan en el primer codominio. Con la notacién {x,}aca la cosa
parece mas legal, y seguiremos esa idea para simplificar notaciones.

Un hecho interesante, que influye en la polémica de si aceptar o no al AdE, es que este axioma
se puede reformular en términos de productos cartesianos de la siguiente forma: Dada una
familia de conjuntos {X,}aca , vale que

si X,#9@ paratodo a€ A = HXa;é@. (AdE 2)

ac A

En efecto, una implicacién es clara: para producir un elemento f € ][] X, , basta tomar

ac A
f(a) = e(X,) para cada o € A, donde e es una funcién de eleccién para el conjunto
X = |J X, . Lo interesante es que se puede probar el AdE general a partir de este nuevo

acA
AdE 2. Esto lo proponemos como ejercicio al lector puntilloso (es una sopa de letras, pero

no tiene mucha dificultad conceptual). Observar que el AdE 2 parece obvio, mientras que el
AdE anterior parece mas jugado. Y lo unico que cambia es la manera de denotar las cosas
para enunciarlos. A

1.3.4. Equivalencias y particiones: Hay tres conceptos en teoria de conjuntos que son
esencialmente el mismo:

1. Dar una relacién de equivalencia ~ en una clase X. Fijada ~ se suelen definir dos
nociones asociadas.

(a) Las clases: Para cada a € X definimos su clase de equivalencia como
a={reX :x~a}.

(b) Sistemas de representantes: Un A C X es un sistema de representantes (abre-
viamos SdR) de ~ si todo z € X es equivalente a un a € A, pero dos elementos
distintos de A no pueden ser equivalentes. Es decir que uno debe elegir UN ele-
mento de cada una de las clases de equivalencia. El AdE garantiza la existencia
de estos sistemas (Ejercicio: Verificarlo o leer el final de esto).
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2. Dar una particién de X: Esto es una familia {C;};c1 en Po(X) tal que
UQ’:X pero CNC; =0 sii#].
i€l

A veces la notacion familiar trae problemas. Otra manera de decirlo es dar una clase
C C P(X) con elementos disjuntos dos a dos, que cubren a X, o sea que | JC = X.

3. Dar una funcién suryectiva P : X — Y, para algin conjunto (o clase) Y.

Veamos porqué son méas o menos lo mismo:

1 <> 2: Dada la relacién ~ , fijémosle A C X un SdR. Luego el conjunto C = {G:a € A} es
una flamante particién de X. Si uno tenfa una particion C C P(X), recupera una Rel. de
Eq. diciendo que x ~ y si ambos pertenecen al mismo elemento de C.

1y 2 — 3: Fijadas ~ y A su SdR, se define el espacio cociente
X/wo={a:ae€ A} CP(X), ylaproyeccién Q: X — X/. , dadapor Q(z)=T,

que es suryectiva.

3 — 1y 2: Si empezamos con una funcién sobre P : X — Y, se define que x; ~ x5 cuando
P(xy) = P(x3), y nos queda una relacién de equivalencia con particién C = {P~!(y) : y € Y'}.

Acé sale facil que a ~ le existen SAR’s, basta usar el AdE para exhibir una funciéon g : ¥ — X
(inyectiva) tal que P o g = Zy . Definiendo A = ¢g(Y') C X, tenemos un lindo SAR para ~,
cuyas clases son @ = P~'({y}), para a = g(y),y € Y.

Asinos queda que X/ = {P7'({y}) : y € Y}, que se identifica naturalmente con Y. Mdédulo
esa identificacién (o biyeccién), recuperamos a P como la proyeccién ) asociada a ~. A

1.4 Ordenes, principios, lemas y axiomas

Lo que definimos como un orden en un conjunto, a veces se lo conoce como “orden parcial”,
porque no pedimos tricotomia. El ejemplo més elemental de un orden es la inclusion C en
el ambiente P(A), para un conjunto A. Y de tricotomia ni hablar.

Definicién 1.4.1. Sea < una relacién de orden en un conjunto A.

1. Dado B C A, un x € A se llama cota superior (y se abrevia CS) de B si todo b € B
cumple que b < z. Anédlogamente definimos cota inferior (CI).

2. Un z € A se llama maximal si la inica CS de {z} es el mismo z (o0 sea que si y € A
cumple que x < y, no queda otra que y = z). En forma similar se definen los elementos
minimales.
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3. Decimos que el orden < es dirigido si todo par de elementos (y por ende todo sub-
conjunto finito) de A tiene una CS. En otras palabras, si dados z,y € A siempre existe
un z € A tal que z < z e y < 2. Andlogamente definimos la nocién de dirigido
inferiormente.

4. Siun par z,y € A tiene una CS minima, esta se denota por zVy (o sea que, de existir,
cumple que si z,y < z € A, entonces z > x V y). Andlogamente, x A y denotaria a la
maxima CI del par z,y, siempre que tal cosa exista. Si tales cosas siempre existen, se
dice que el par (A, <) es un lattice o reticulado.

5. Diremos que < es un orden total (o que (A, <) es totalmente ordenado) si vale la
tricotomia: dados x,y € A, debe pasar que x < y o que y < .

6. Diremos que < es un buen orden si todo subconjunto no vacio B C A tiene un
primer elemento, lo que significa que existe un b € B que es CI de B (eso suele
notarse b = min B). A

Observar que se tienen las implicaciones triviales
buen orden = orden total = lattice = dirigdo (sup e inf)

Es facil encontrar contraejemplos de todas las implicaciones inversas. Observar que el par
(P(X),C) es un lattice con elementos méximo y minimo. Otro lindo ejemplo de lattice es
tomar en N el orden dado por n < m si m divide a n (quiénes son nVm y n A m?).

En cambio (N, <) es el prototipo del buen orden. De hecho, aceptar que (N, <) estd bien
ordenado es lo mismo que decir que vale el principio de inducciéon en N, en el sentido de
“si el subconjunto de los malos fuera no vacio, tendria primer elemento y se pudre el paso
inductivo”. Esto ya usamos en 3. de la Def. 1.4.1 (“quien dice para 2 dice para finitos...”).

Veamos ahora dos enunciados con historia, que son equivalentes al AdE 1.3.2:

1.4.2. Principio de buena ordenaciéon de Cantor: Todo conjunto X tiene un buen
orden. A

El otro enunciado, que es el mas comunmente aplicado en la matematica para hacer “induc-
ciones grandes”, es el Lema de Zorn, que necesita una definicién previa:

Definicién 1.4.3. Un orden < en un conjunto X se llama orden inductivo si se cumple
lo siguiente: Dado un A C X tal que el orden < restringido a A es total (para algunos aca
va dirigido), entonces existe una CS de A en X. A

1.4.4. Lema de Zorn: (Se abrevia LdZ) Todo conjunto no vacio e inductivamente ordenado
tiene al menos un elemento maximal. A
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Deciamos que el AdE (enunciado por Zermelo en 1904), el PBO de Cantor y el Lema de Zorn
(propuesto por Zorn en 1935, pero ya usado por Kuratowsky en 1922) son equivalentes entre
si. De hecho, Zermelo us6 su AdE para probar lo que Cantor habia enunciado mucho tiempo
antes (o sea, el PBO). En algin momento (otra ediciéon?) haremos una prueba detallada de
estas equivalencias. Mientras tanto, ver el libro de Pedersen [3] o el de Kelley [1]. En todo
lo que sigue aceptaremos la validez de estos enunciados, y los usaremos alegremente.

Hay muchas mas versiones de este tipo de apuestas a como se comportan las cosas infinitas.
No las mencionaremos aqui, porque no suelen usarse. Observar que el PBO permite hacer
lo que suele llamarse “induccion transfinita”, que es hacer algo parecido a la induccién en
conjuntos no numerables. Pero como dijimos antes, en la practica se usa el LdZ para ese
tipo de pruebas. De hecho, después de usarlo suficientes veces, uno abrevia diciendo que un
resultado “sale Zorneando” o “por Zorn...” (como ustedes dirfan “se ve por induccién”).

Veamos un ejemplo. Probaremos que todo espacio vectorial V # {0} tiene una base. Para
mostrarlo consideremos el conjunto C = {A C V : A es LI }, ordenado por inclusion.
Luego (C, C) es no vacio (V # {0}) e inductivamente ordenado. En efecto, dado un A C C
totalmente ordenado, es facil ver que A = JA es LI (porque las combinaciones lineales
deben ser finitas), por lo que A € C y es claramente una CS para A. El LdZ dice entonces
que hay elementos maximales en C, o sea familias LI maximales, que son bases.

Sin embargo, atin en el caso numerable, faltaria un enunciado especifico para justificar pro-
cesos “recursivos” infinitos, cosa que usaremos repetidamente en distintas pruebas de este
texto (sugerimos detectarlas). Son de la siguiente pinta: para cada n € N, podemos encon-
trar un conjunto A, ; que cumple algo, pero cuya construcciéon depende esencialmente de
quién era el conjunto A, que encontramos antes (por ejemplo, que cada A, tenga n elemen-
tos, pero pidiendo que cada A,, C 4,1 C X fijo). El tema es poder concluir que existe toda
la sucesion infinita {A, },en que cumple lo que querfamos para cada n € N.

Al respecto, digamos que cualquier formalizacién de estos métodos es muy pastosa y que,
pedagogicamente, oscurece mas que lo que aclara. Baste decir que este tipo argumentos
son muy convincentes, y que se puede enunciar una formalizalizacién de los mismos que es
también equivalente a los axiomas antes mencionados (sugerimos ver los excelentes Apéndices
del libro de Nagy [4]). Asi que, en lo que sigue, aceptaremos ese tipo de argumentos sin mayor
justificacién. De hecho, se los usa en toda la matematica y la mayoria de la gente ni se plantea
que puedan ser cuestionables.

1.5 Cardinales

Diremos que dos conjuntos A y B tienen el mismo cardinal si existe una funcién biyectiva
f A — B. Esto define una relacién de equivalencia en la clase & de todos los conjuntos.
Los ntimeros cardinales (o cardinales a secas) son las clases de equivalencia, que consisten
en todos los conjuntos con una “cantidad de elementos” igual a ese cardinal. Denotaremos
esto por Card (A) = #A = |A| = a, lo que significa que A es de la clase a.
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Esto no estd del todo bien (ni U ni las clases en cuestién son conjuntos). Pero la relacion
estd bien definida, esas clases son intuitivamente convincentes (a mi me enseniaron asi los
nimeros en la primaria), y la notacién |A| = « es muy practica. Asi que seguimos por este
camino. Los cardinales finitos los denominamos con el nimero de elementos. Para empezar,
tenemos que |@| = 0. Observar que si uno define los n € N con la siguiente regla: 0 = &,

1={2}={0} , 2={01}={@, {@}}, o, n+1=nU{n} ={0,1,...,n},...

entonces resulta que, en N, la relacién < equivale a € . Y ademas, cada nimero n € N es un
representante de su clase cardinal. Por ello los elegimos como representantes (y nombres) de
su clase. Ahora si, diremos que un conjunto A es finito si existe algin n € N tal que |A| = n,
0 sea que exista una funcién a : n — A biyectiva, que realice a A = {aq,..., a,_1}. Si no
hay tal cosa, diremos que A es infinito. Agreguemos dos nombres de cardinales infinitos:

INl=R vy [Rl=c.

El orden entre cardinales se define como sigue: Diremos que |A| < |B] si existe un C C B
tal que |A| = |C|. Obviamente esto equivale a que exista una f : A — B que sea inyectiva y,
por un resultado visto antes, a que exista una ¢ : B — A que sea sobre. Es facil ver que esta
relacion entre cardinales es reflexiva y transitiva. El famoso teorema de Cantor Bernstein
dice que es, ademas, antisimétrica y por ende un orden entre los cardinales. El teorema se
traduce a lo siguiente:

Teorema 1.5.1 (Cantor Bernstein). Dados conjuntos A y B, si existen sendas funciones
inyectivas f : A— By g: B — A, entonces existe una h : A — B biyectiva.

Demostracion. Ejercicio (Ver el libro de Kelley [1]). En realidad la prueba es bastante larga
y complicada, por lo que excede los objetivos de esta seccién. Pero estd muy buena, vayan
y léanla. [ |

En realidad, también vale que este orden es total, porque puede probarse que dados dos
conjuntos A y B, siempre existe una funcion inyectiva f: A — Bouna g : B — A. Esto es
un lindo ejercicio de Zornificaciéon que proponemos a los lectores.

La gracia de esta teoria, es que haya cardinales mas infinitos que otros. Esto fue el resultado
de Cantor que di6 inicio a la teoria de conjuntos. El probé que Xy < ¢ (0 sea que no puede
haber una f : N — R suryectiva). Su prueba (que siguié a una larga serie de pruebas
erréneas) usa lo que desde entonces es llamado el “argumento diagonal” de Cantor. Una
abstraccion de ese argumento da lugar al siguiente resultado mas general:

Teorema 1.5.2 (Cantor). Sea A # @. Entonces se tiene que
Al < [P(A)] .

Demostracion. La funcion A 3 a — {a} € P(A) es claramente inyectiva, por lo que
|A] < |P(A)|. Pero esta funcién no es sobre, porque @ no esta en su imagen. Tomemos

17



cualquier otra funcién f : A — P(A). Dado un = € A, tenemos que f(x) es un subconjunto
de A, por lo que uno puede preguntarse si x € f(x) o no. Definamos el conjunto

Cr ={xz€A:ax¢f(x)}eP(A.

Veremos que este C'y no puede estar en la imagen de f, por lo que ella no puede ser sobre
(en la del principio Cy = @ y no lo estaba). En efecto, si tuviéramos que C; = f(y) para
algin y € A, entonces nos podriamos preguntar si y € Cy o no. Observar que

yelCy = ye fly) = y¢Cy pero y¢Cy = y¢ fly) = yeCy.

Ambos casos son imposibles. Luego ninguna f puede ser sobre. [ |

El hecho antes mencionado de que Ry < ¢ se deduce ahora del teorema, porque |R| = |P(N)].
Esto tltimo puede mostrarse usando la numeracién binaria de los reales entre 0 y 1 (que son
biyectables a todo R). Hace falta observar que para todo conjunto A, se tiene que

|P(A)] = |24, donde 2% = { todas las funciones f: A — {0,1} } .

La biyeccién natural es la que manda cada B C A a su “funcion caracteristica”. La inversa
esta dada por 24 3 f — f71({1}).

1.6 Conjuntos Numerables

Diremos que un conjunto A es numerable si es finito o biyectable con N. En otras palabras,
si |[A] < Ng. Ahora veremos que los conjuntos infinitos numerables son los menos infinitos
posibles (lo que, de paso, justifica la observacién anterior).

Teorema 1.6.1. Sea A un conjunto infinito. Entonces existe un B C A tal que |B| =Xy (o
sea que B es infinito y numerable). En otras palabras, vale que Ry < a para todo cardinal
infinito a.

Demostracion. La prueba usa el proceso recursivo que menciondbamos antes: Como A # &,
podemos elegir un a; € A. Ademés tenemos que A\ {a1} # @, porque siné valdria que
|A] = 1 < oo. Asi que podemos elegir un a; € A\ {a1}. Seguimos asi indefinidamente,
eligiendo a,4+1 € A\ {a1,...,a,} # @ (ahora porque |A| # n), para cada n € N. Esto
produce una funcién inyectiva f : N — A. Luego basta tomar B = Im(f) = {a, : n € N},
yaque BC Ay |B|=1X,. |

Corolario 1.6.2. Un conjunto A es infinto si y sélo si existe un
X CA talque X # A pero Al =|X].

O sea que los infinitos son los que son biyectables a una parte propia.
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Demostracion. Observar que N es biyectable con 2N = { niimeros pares } via la funcién
N> n+— f(n) =2n € 2N. Es facil ver que esta propiedad se puede trasladar a cualquier
conjunto B con |B| = 8. Tomando ahora cualquier conjunto infinito A, por el Teo. 1.6.1
tenemos un tal B dentro de A. Luego definiendo una funcién como la identidad en A\ By
como la biyeccién anterior entre B y una mitad de B, obtenemos la biyeccién de A con una
parte propia que buscabamos. Por otra parte, es claro que los conjuntos finitos no pueden
tener esa propiedad. Una prueba formal podria hacerse por induccién, o mas bien por buena
ordenacion. Porque la tinica parte propia de un singuelete es el vacio. [ |

Enumeraremos ahora varias propiedades de los conjuntos numerables que se usaran intensa-

mente en el resto del texto:

1. Producto de dos numerables es numerable: Dados A y B numerables, entonces también
se tiene que |A x B| < Ny.

2. Unién numerable de numerables es numerable: Dada una sucesién { A, },en de conjun-

tos numerables, se tiene que | U An| < Ny.
neN

3. Partes finitas de un numerable es numerable: Dado un conjunto A, definamos
Pr(A)={BeP(A):|B| < oo} .
Si empezamos con un A numerable, entonces también |73F(A)‘ <Np.

Las pruebas se basan en el hecho de que se puede construir una biyeccion entre N y N x N.
Mas facil aun, dos inyecciones para ambos lados. Una es obvia. La otra puede ser

f:NxN—=N dadapor f(n,m)=2"3".

Este resultado se traslada para obtener 1. Y de ahi de deduce facilmente 2. En efecto,
fijando sendas funciones sobre f,, : N — A, (que se pueden elegir todas de un saque por el
AdE), tomamos la funcién sobre

F:NxN-— UA" dada por  F(n,m)= f.(m) .
neN

También se deduce de 1. (por induccién) que si A es numerable, entonces |A"| < Nq, para
todo n € N. Después se puede ver que |{B € P(A) : 0 < |[B| < n}| < |A"|. En efecto,
basta mandar cada n-upla (aq,...,a,) al conjunto B = {a;,...,a,}. Esa flecha da sobre.
Asi, 3. se deduce de 2.

1.7 Ejercicios

Ejercicio 1.7.1. Probar que un conjunto X es infinito si y solo si existe un subconjunto
propio A C X coordinable con X.
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Ejercicio 1.7.2. Mostrar que si A C X son tales que A es infinito, entonces X es infinito.

Ejercicio 1.7.3. Sea X un conjunto. Probar que existe una biyeccion entre el conjunto de
partes P(X) y el conjunto 2% := {(&)iex : & € {0,1}, Vi € X}. Concluir que 2V es un
conjunto no numerable.

Ejercicio 1.7.4. Mostrar que Q es un conjunto numerable.

Ejercicio 1.7.5. Mostrar que R es un conjunto no numerable. Deducir que hay ntmeros
reales no racionales (es decir, irracionales).

Ejercicio 1.7.6. Mostrar que Q[z] es un conjunto numerable. Concluir que:
e El espacio métrico (C([0,1)), ]| - |l«) es separable.

e El conjunto de ndmeros trascendentes (es decir, aquellos a € R que no satisfacen
P(a) = 0 para ningiin P € Q[z]) es no numerable (y en particular no vacio).

Ejercicio 1.7.7. Dados dos conjuntos A y B arbitrarios, probar que necesariamente |A| >
|B| o bien |B| > |A|.

Ejercicio 1.7.8. Si A es infinito entonces |A x N| = | A|.
Ejercicio 1.7.9. Si |A| > |B| y A es infinito, entonces |[A U B| = |A|.

Ejercicio 1.7.10. Dados un conjunto A infinito y un cacho B C A tales que |A| # |B] (es
decir que |A| > |B|), entonces vale que |[A\ B| = |A|.
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Capitulo 2
Espacios topologicos

Definir una topologia en un conjunto X es darle una familia 7 C P(X) de subconjuntos
abiertos. Este solo hecho sera suficiente para desarrollar gran parte del andlisis basico en X,
permitiendo definir nociones como

e Conjuntos cerrados.

e Clausuras, interior y borde de subconjuntos.

Entornos de un punto.

Convergencia (de redes, las sucesiones no alcanzan).

e Funciones continuas (que son las flechas de la categoria de espacios topoldgicos).
e Compacidad, conexidad, etc.

Este tipo de objetos y propiedades son las llamadas propiedades topolégicas de (X, 7). Esta
teoria es la abstraccién maxima de las propiedades basicas del andlisis, y es tan general
que se confunde con la misma teoria de conjuntos. Hay topologia en todas las ramas de la
matematica.

Las convenciones, definiciones y resultados béasicos de la topologia fueron desarrollados
en las primeras décadas del siglo XX, y fueron mejorandose hasta los minimos detalles hasta
estos dias. Por eso, hoy en dia estan tan “decantados” que la mayoria de las demostraciones
son, o bien cuasi-triviales, o bien algo mas complicadas pero ya no es posible mejorarlas o
simplificarlas.

Lo mas importante de la teoria es que desarrolla un lenguaje unificado que es comun
a todos los matematicos, y que resulta un abc de las herramientas de trabajo en todas las
ramas de la matemadtica. El desconocimiento de este lenguaje (o mas bien esta pauta de
concepcién de los objetos y sus propiedades) es lo que suele incomodar a los especialistas
de otras ciencias al tener que encarar problemas matematicos, y sobre todo al tener que
interactuar con matematicos al respecto.

Las definiciones, nombres y lineamientos de esta teoria son fuertemente convencionales,
en el sentido de que podrian haberse hecho de muchas otras maneras. Pero la version que
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hoy se estudia ha sido el fruto de muchos anos de discusiones, y de un consenso final (salvo
en algunos detalles menores) que, afortunadamente, hoy en dia abarca a toda la comunidad
matematica.

2.1 Definiciones basicas

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto. Una topologia en X es un sistema de subconjuntos
7 C P(X) que verifica las siguientes tres propiedades bésicas.

1. Si o C 7, entonces | Jo € 7.
2. Si F C 7 es finita, entonces [ F € 7.
3. gertyXer.

En otras palabras, 7 es una topologia si contiene a X y &, y es cerrada por uniones arbitrarias
y por intersecciones finitas.

En tal caso, decimos que el par (X, 7) es un espacio topolégico (ET). Si no hay ambigiiegdad
sobre qué topologia se estd usando, escribiremos X solo en lugar de (X, 7). Los elementos
de 7 se llamaran subconjuntos abiertos (o T-abiertos) de X. A

La familia mas conocida de espacios topologicos proviene de dotar a un conjunto X de una
métrica o distancia:

Definicién 2.1.2. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcién d : X x X — Rxg
que verifica las siguientes propiedades: Dados x,y, 2z € X,

1. d(z,y) = d(y, x), es decir que d es simétrica.

2. d(z,y) =0 <= x =1y (d es fiel).

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,7y), o sea que d cumple la desigualdad triagular.
En tal caso, (X, d) es un espacio métrico, y usaremos las notaciones:

1. Dados x € X y N € Ry, los conjuntos
B(x,N)={y€ X : dlz,y) <N} y B, N)={yeX : d(z,y) <N},
son la bola abierta y la bola cerrada de centro x y radio N.

2. Un conjunto A C X es abierto (o d-abierto) si para todo z € A existe un € > 0 tal que
B(z,e) C A.

3. Dados A, B C X, la distancia entre ellos es
d(A,B) = inf {d(z,y):x € A e ye€ B} .
Si x € X, escribiremos d(z, B) = inf {d(z,y) : y € B} en lugar de d({z}, B). A
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Observacion 2.1.3. Si (X, d) es un espacio métrico, es facil ver que el sistema de conjuntos
74 = {A C X : A es d-abierto } es una topologia en X. Pensando al revés, si 7 es una
topologia para X, diremos que el espacio topolégico (X, 7) es metrizable si existe alguna
distancia d en X tal que 7 = 74.

La mayoria de los espacios topoldgicos son metrizables. Sin embargo, hay dos razones im-
portantes para que las teorias topoldgica y métrica se desarrollen separadamente (o en par-
alelo). Por un lado, existen importantes ejemplos en la matemética de espacios topolégicos
no metrizables (pocos pero buenos). Por otro lado, las dos teorias hacen incapié en aspectos
bien diferenciados entre si, hasta el punto de que es usual hablar de propiedades topolégicas
(como las enumeradas al principio del capitulo) y de propiedades métricas. Como ejem-
plo de estas ultimas, podemos mencionar propiedades como “ser acotado”, ser “completo”,
diametro de suconjuntos, sucesiones de Cauchy, etc. Todas estas son puramente métricas y
no tienen un correlato topoldgico. A

A continuacién seguiremos introduciendo lenguaje topoldgico general:
Definicién 2.1.4. Sea (X, 7) un ET y fijemos un punto = € X.

1. Diremos que un conjunto
ACX esunentornodexsiexiste Ue€er talque z€UCA.

A se llamara entorno abierto de x si se tiene que x € A y el mismo A € 7.

2. Denotaremos por O(z) = {A C X : A es entorno de z} al filtro de entornos de z.
Llamaremos O%(x) = {A C X : A es entorno abierto de } = O(z) N 7. Cuando haga
falta especificar el espacio o la topologia en cuestion, escribiremos Ox(x) o también
O, (z). Lo mismo para O%(z).

3. Dado un conjunto ¥ C X denotaremos por
Yo={zeY:YeO@}={xeY: :Y esentornode z}, (2.1)
al interior de Y. Los elementos x € Y° se llamaran puntos interiores de Y. A

Observacién 2.1.5. Sea (X,7) un ET y tomemos un A C X. Entonces
A=J{ver:vca}. (2.2)

En efecto, dado un U € 7 tal que U C A, es claro por la Def.2.1.4 que todos los y € U
cumplen que A € O(y). Es decir que U C A°, lo que prueba una inclusién (2). La otra es
consecuencia directa de la definicién de entorno (miren y convénzanse).

La igualdad de arriba tiene varias consecuencias sobre el “tomar interior” de conjuntos que
se usaran sistematicamente en lo que sigue, y que deberian incorporar los alummnos como
cosa natural. Se enuncian a continuacion. A
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Proposicién 2.1.6. Sea (X, 7) un ET y sean A, B C X. Entonces
1. A° es abierto.
2. Si A C B, entonces A° C B°.
3. A es abierto siy sélosi A= A° o sea si A es entorno de todos sus puntos.
4. (A°)° = A°.
5. A° es el mayor abierto contenido en A.
6. (ANB)°=A°NB°.

Demostracion. Los primeros 5 items se deducen directamente de la igualdad (2.2). Como
A°N B° C AN By es abierto, de nuevo la igualdad (2.2) asegura que A° N B° C (AN B)°.
La otra inclusién se sigue del item 2, porque AN B C A = (AN B)° C A° y lo mismo
puede hacerse para B. [

2.2 Cerrados, limites y clausuras

Sea (X, 7) un ET. Los subconjuntos cerrados de X seran los complementos de los conjuntos
abiertos. Es decir, F' C X es cerrado siy sélosi X \ F' € 7. Usando la Def.2.1.1 y las leyes
de De Morgan (1.1), tenemos las siguientes propiedades:

e Intersecciones arbitrarias de cerrados son cerradas.
e Uniones finitas de cerrados son cerradas.
e Jy X son cerrados.

Usando estos hechos, podemos definir la nociéon de clausura de un subconjunto, que es la
dual de la nocién de interior (comparar con la Ec. (2.2) ):

Definicién 2.2.1. Sea (X, 7) un ET y sea A C X. El conjunto

Z:ﬂ{FQX:FescerradoyAQF} (2.3)

se denomina la clausura de A. Los elementos = € A se llamardn puntos limite de A. A

Veamos ahora la versién dual de la Prop. 2.1.6, cuya prueba dejamos como ejercicio.
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Proposicién 2.2.2. Sea (X, 7) un ET y sean A, B C X. Entonces

1. A es cerrado.
2. Si AC B, entonces A C B
3. Aes cerrado siy sélosi A= A.

(A) =4

~

5. A es el menor cerrado que contiene a A.

6. AUB=AUB. [

La dualidad mencionada se manifiesta mejor en la siguiente férmula:
Proposicién 2.2.3. Sea (X,7) un ET y sea A C X. Entonces
X\A=(X\A° y X\A=X\A.
Demostracion. Se deduce de las formulas (2.2) y (2.3). Por ejemplo,
X\ A L U{X\F : FescerradoyAgF}:U{UET:UQX\A}.
La otra igualdad se muestra en forma semejante. [ |

Daremos ahora una caracterizacion especial de ser punto limite:

Proposicién 2.2.4. Sea (X,7) un ET. Dados A C X y = € X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

l.rxeA
2. ANV # @ para todo V € O(x).
3. ANU # @ para todo U € O%zx).

Demostracion. Supongamos que ANV = & para cierto V € O(x). Entonces tenemos que
VCX\Aporloqueze (X\A)°=X\A. Esto prueba 1 — 2. Es claro que 2 — 3.

Finalmente, para ver que 3 — 1, supongamos que ¢ A. Como U L X \ A es abierto y
x € U, tenemos que U € O%z). Pero como A C A, se tiene que UN A = @. [ |

Por la Prop.2.2.4, un x € X es punto limite de un conjunto A C X si y sélo si se cumple
que ANV # @ paratodo V € O(z), o sea si A corta a todo entorno de z. En forma
similar, pero un poco mas sofisticada, se define la nocién de punto de acumulacién:

Definicién 2.2.5. Sea (X, 7) un ET. Dados A C X y x € X, decimos que
z es punto de acumulacién de A si (A\ {z}) NV # @ para todo V € O(z) .

Es decir, si A corta a todo entorno de = en algin punto y distinto de x. Denotaremos por
A" ={z € X : z es punto de acumulacién de A}. A
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Ejercicios 2.2.6. 1. Sea (X,7) un ET. Dado A C X, probar que A= AU A’
2. Sean (X,d) un EM y A C X. Probar que
r€A = 0=d(x,A).
Deducir que A es cerrado si y sélo si [ dly,A) =0 = yec A } A

Definicién 2.2.7. Sea (X, 7) un ET. Dado A C X, llamaremos borde de A al conjunto
0OA =ANX\A=A\A°
={zeX: ANV AT #(X\A) NV, paratodo V€ O(z)} .

Es facil ver que 0A = 0(X \ A). A

2.3 Bases y sub-bases

En esta seccion estudiaremos construcciones que producen nuevas topologias a partir de una
topologia dada, o basandose en familias arbitrarias de conjuntos.

Sean 71 y T2 dos topologias en X. Diremos que 7; es mas fuerte (o que es mayor) que 7y si
T9 C 71, es decir que 77 tiene mas conjuntos abiertos que 7, . La menor de todas las topologias
es la llamada trivial, y consiste de {@, X}. La mayor es la llamada topologia discreta, que
es tomar todo P(X) (en la que todos los puntos son abiertos). Se puede, ademés, construir
infimos y supremos de familias arbitrarias de topologias. En efecto, si {r; : i € I} es una
familia de topologias en X, entonces es facil ver que los sitemas

/\Ti:ﬂTi y \/Ti:/\{T:Tesunatopologfay UT@'QT}

i€l icl i€l 1€l

son topologias, la primera el infimo y la segunda el supremo de la familia {7; : i € I[}. Estas
construcciones permiten generar topologias a partir de familias arbitrarias de subconjuntos
de X, con la sola condicién de que cubran a X (para que no se arme lio en lo que le falta).

Definicién 2.3.1. Sea X un conjunto y sea p C P(X) tal que [Jp = X.

1. La topologia generada por p es la menor topologia que contiene a p, o sea
T(p) = /\ {7 : 7 es una topologia y pC 7} .

2. Dada una topologia 7 en X, diremos que p C 7 es una sub-base de 7 si 7 = 7(p).

3. Diremos que p es una base de 7 si 7 = 7(p) y todo V € 7 cumple que
V:U{UEp:UQV}. A
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En resumidas cuentas, sabemos generar una topologia en X a partir de una familia arbitraria
p C P(X), y sabemos qué queremos que cumpla una familia para ser base de una topologia
(notar la analogia con las bolas abiertas en una topologia que proviene de una métrica). El
problema es saber cuando una p es o no base de su 7(p), o bien cémo contruir una base de
7(p) a partir de p. Esto se responde ahora:

Proposicién 2.3.2. Sea X un conjunto y sea p C P(X) tal que |Jp = X.

1. Se tiene que p es base de 7(p) siy sélo si se cumple que

dados U, Vep y xelUNV, existe Wep talque ze W CUNV , (24)

o equivalentemente que U NV = [J{W € p: W C UNV}. Notar que, en particular,
esto pasa si p es cerrado por intersecciones finitas.

2. La siguiente familia es base de 7(p):
g={vinvan---NV, : neN y Vi,....,V, € p}, (2.5)
es decir que (8 consiste de las intersecciones finitas de elementos de p.
En conclusion, si p € P(X) cumple que | p = X, se tiene que
7(p) = { uniones arbitrarias de intersecciones finitas de elementos de p } . (2.6)

Demostracion. Si p es base de 7(p), la condicién (2.4) se verifica de inmediato (notar que
UNV er(p)). Supongamos ahora que p cumple la condicién (2.4), y consideremos

7=/ Ua:agp}:{ uniones de elementos de p } ,

Es claro que p € 7 C 7(p), ya que 7 estd contenido en toda topologia que contenga a p.
Probaremos que 7 es una topologia, de lo que podremos deducir que 7 = 7(p), por lo que p
serd una base de 7(p).

Tomando a = p, o bien o« = &, vemos que X y & estdn en 7 (recordar que |Jp = X). Por su
construccién, 7 es cerrado por uniones arbitrarias. Sélo falta ver que lo es para intersecciones
finitas. Es facil ver que la condicién (2.4) muestra que si U,V € p, entonces U NV € 7. Si
ahora tomamos «, v C p, y consideramos los conjuntos

A:Ua y B:UV en T, :>AOB:U UUQVGT.

Uca Vey

Inductivamente, se ve que 7 es cerrado para intersecciones finitas, lo que prueba 1.

El conjunto /5 de la Ec. (2.5) claramente cumple la condicién (2.4), puesto que § es cerrado
para intersecciones finitas. Por ello, [ es base de 7((3). Pero es facil ver que 7(p) = 7(f), lo
que prueba 2. La férmula (2.6) es consecuencia de lo visto anteriormente. [
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Proposicién 2.3.3. Sea (X, 7) un ET. Dada 5 C 7 tal que | 8 = X, son equivalentes:
1. B es base de 7 .
2. Para todo z € X y todo U € O(z) existe V € S tal que x € V C U.

Demostracion. Si f es base y U € O(z), sabemos que xz € U° =|J{V € f:V C U}. Basta
tomar uno de tales V tal que z € V. La reciproca es similar. [ |

Si ahora aislamos la condicién anterior para un z € X fijo, obtenemos la nocién natural de
base de entornos para ese x:

Definicién 2.3.4. Sea (X,7) un ET y sea z € X. Una base de entornos de x es una
subfamilia 3, C O%(z) tal que para todo U € O(z) existe V € 5, talque x € V C U. A

Observacién 2.3.5. Si 3, es base de entornos de un x € X, en todos los enunciados
anteriores (y en muchos que vendran), donde se decia “para todo U € O(z)” puede decirse
“para todo V' € (,” y obtener las mismas conclusiones. A

Ejemplos 2.3.6. 1. Sea (X, 7) un ET y sea  C 7 una base. Entonces, para todo =z € X,
Ol@)np={Uecp:xzecU} (2.7)
es una base de entornos de .

2. Sea (X,d) un EM, y pensémoslo como un ET (X, 7). Sea (a,)neny una sucesién en
R-( tal que a, —— 0. Entonces
n—oo

(a) Para todo = € X, la familia {B(z,a,) : n € N} es una base de entornos de z.

(b) Si D C X un subconjunto denso (i.e., tal que D = X) luego
B={B(y,a,):y€D y mneN} esunabasede 4.

Las pruebas de 1 y de 2 (a) son inmediatas a partir de las definiciones. La de 2 (b) es un
poquito més trabajosa: si z € U € 74, existe una B(x,e) C U. Tomemos un a, < 5 . Como
D es denso, en la bola B(x,a,) debe haber un y € D. Pero

y € B(z,a,) = d(z,y)<a, = z¢€ B(y,a,) C B(x,e) CU,

ya que cualquier z € B(y,a,) cumple que d(z,z) < d(x,y) + d(y,z) < 2a, < e. Ahora se
puede aplicar la Prop. 2.3.3 y deducir que 3 es base de 7, . A
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2.4 Clases de ET’s

La gracia de la topologia es que es tan general que se confunde con la teoria de conjuntos,
pero en cualquier ET se puede hacer algo de analisis. Sin embargo tanta generalidad hace
que pocos resultados interesantes y sofisticados puedan probarse para todo ET. Por eso,
la teorfa se construye definiendo diversas clases (o tipos) especificas de ET’s que tengan
algunas propiedades mas restrictivas, en las que se muestra que valen teoremas cada vez mas
ambiciosos. Un tipico teorema topolédgico tiene un enunciado del siguiente estilo:

Sea (X, 7) un ET de la clase tal y cual. Entonces en X wvale una propiedad sofisticada .

Este tipo de construccién tedrica a veces suena un poco acomodaticia. Se corre el riesgo de
hacer el siguiente procedimiento:

1. Primero uno averigua qué se necesita que cumpla X para que camine la demostracion,
que uno pensd, de que en X vale la propiedad P.

2. Luego uno define la clase de C' de los ET’s que cumplen esos prerrequisitos.
3. Se enuncia un Superteorema: Todo ET de la clase C' cumple la propiedad P !!

En realidad, este fue el procedimiento que se fue usando. Pero la teoria quedd bien, porque
hay propiedades P que son necesarias e importantes. Las clases C' donde ellas valen no se
definieron para que camine una prueba concreta, sino que se fueron extendiendo (mejorando
las pruebas) hasta llegar a los minimos prerrequisitos posibles en X para que valga P. Y
tuvieron prioridad las clases C' que fueran razonablemente faciles de detectar en la larga lista
de ejemplos importantes.

Luego de muchos anos de mezclar propiedades y clases, el proceso decanté en una buena
clasificacién de los ET’s, tal que combinando dos o tres de los ingredientes fijados (clases de
espacios) se encuentran hipétesis éptimas para la mayoria de las propiedades P que sirven
en la mayoria de las teorias matematicas donde se usa la topologia.

A continuacién enumeraremos las clasificaciones que quedaron aceptadas por consenso. A
lo largo de todo el texto se vera como estas clases se irdan combinando para ir obteniendo los
distintos teoremas de la teoria.

2.4.1 Numerabilidad

Recordemos que un EM se dice separable si tiene un subconjunto denso numerable. En el
contexto general de E'T’s, tenemos varias clases diferentes de numerarabilidad, que definire-
mos a continuacién. Para abreviar, si queremos decir que un conjunto D es numerable,
escribiremos |D| < Xy . Recordar que |D| es el cardinal de D y 8y = |NJ.

Definicién 2.4.1. Sea (X, 7) un ET, y asumamos que 7 estd fijada. Diremos que

1. X es separable si existe D C X tal que |D| < ¥y y D = X.
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2. X es N; (o que cumple el primer axioma de numerabildad), si para todo x € X
existe una base (3, de entornos de z tal que |5,] < Ny .

3. X es Ny (0 que cumple el segundo axioma de numerabildad), si existe una base
B de 7 tal que |5] < Ng.

4. X es de Lindeloff, si para todo cubrimiento abierto ¢ C 7 de X (i.e., Jo = X),
existe un subcumbrimiento numerable oy C o, (i.e., [ Jog = X y |oo] < Ny ). A

Proposicién 2.4.2. Sea (X, 7) un ET. Si X es Ny, entonces es separable, N7 y Lindeloff.

Demostracion. Sea [ = {U, : n € N} una base de 7 (si hay un § finito todo es muy fécil).
Usando la Ec. (2.7), es facil ver que N, = N;. Para ver la separabilidad, elijamos un
z, € U, para cadan € N. Se toma D = {x, : n € N}. Entonces D es denso, porque “toca”
todo entorno de todo punto de X (usar la Prop.2.3.3).

Para ver que X es Lindeloff, fijemos ¢ C 7 un cubrimiento de X. Sea
Jo={meN:U, CV paraalgin Veo} yv B, ={Un:meJ,}Cp.

Como o cubre X y [ es una base, podemos ver que U b, = U U,, = X. Elijamos ahora,
meJo

para cada m € J,, un V,,, € o tal que U,, CV,,. Luego la familia 09 = {V,,, :m € J,} Co

es numerable y cubre X. |

Ejercicio 2.4.3. Sea (X, 7) un ET y fijemos una base 8 de 7. Luego para probar que X es
Lindeloff se puede asumir que el cubrimiento inicial cumple que o C 3, o sea trabajar solo
con cubrimientos de abiertos de la base.

Sug: Dado un cubrimiento cualquiera o, cubrir con los de la base que estén dentro de abiertos
de o (como el 8, C f de arriba), y seguir adelante como recién. A

Observaciéon 2.4.4. Es falso en general que alguna de las otras 3 condiciones de separabil-
idad impliquen ser Ny o cualquier otra. Ello se vera en una serie de ejemplos mas adelante
(Ejem. 8.1.2). Pero si valen algunas de esas implicaciones en EM’s : A

Proposicién 2.4.5. Sea (X, d) un EM. Entonces
1. (X,74) es Ny (i.e. todo EM es Ny).
2. (X, 74) es Ny siy sélo si es Lindeloff siy sélo si es separable.

Demostracion. Todo EM es N; porque, para cada x € X, basta tomar la base de entornos
8. = {B(z,%) : n € N}. Ya vimos (para ET’s generales) que N, = Lindeloff. Si X es
Lindeloff, para cada n € N se puede cubrir a X con numerables bolas B(z,,, , %), m € N.
Tomando D = {z,,, : n,m € N}, obtenemos un denso numerable para X. Si asumimos que
X es separable, podemos ver que es Ny usando el item 2 (b) del Ejem. 2.3.6. [ |
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2.4.2 Separacion

Sea (X, 7) un ET. Si no se le pide algo especifico a 7, puede haber puntos distintos de X
que resulten indistingibles desde el punto de vista topolégico. Por ejemplo puede pasar que
existan z,y € X tales que x # y, pero O(z) = O(y). O que O(z) C O(y). Observar que
en tal caso, x € m, por lo que {y} no es cerrado. Pedir condiciones para que estas cosas
no pasen se llama dar propiedades de separacién a la topologia 7. Estas condiciones estan
estratificadas en cinco clases estandarizadas, denominadas T}, con 0 < k < 4.

Definicién 2.4.6. Sea (X, 7) un ET. Diremos que X es de la clase:
Ty : Sidados z,y € X distintos, existe
UeO(x) talque y¢U obien VeO(y) talque xz¢V.
Puede verse que esto equivale a que x #y = O(z) # O(y).

Ty : Si dados x,y € X distintos, existen U € O(z) y V € O(y) tales que x ¢ V ey ¢ U.
Otra forma de decirlo es que () O(z) = {z} (o que {z} es cerrado), para todo x € X.

T, : Sidados z,y € X distintos, existen
UeO(x) yv VeO(y talesque UNV=0.
Los ET’s de clase T, son méas conocidos como espacios de Hausdorff.
Ts: Si X es T y, para todo x € X y todo F' C X cerrado tales que = ¢ F, existen
UeO(x) y Ver talesque FCV y UnNV=g.
Los ET’s de clase T3 son también conocidos como espacios regulares.
T, : Si X es T}y, para todo par F;, Fy, C X de subconjuntos cerrados y disjuntos,
existen UyVer talesque F,CU, FK,CV vy UNV=g.
Los ET’s de clase Ty son conocidos como espacios normales. A

Observacion 2.4.7. Sea (X, 7) un ET. Vimos que X es T} siy sélo si [1O(x) = {z}, para
todo x € X. Es claro que esto a su vez equivale a que {y} sea cerrado para todo y € X.
Entonces las espacios 17 son aquellos en los que los puntos son cerrados.

Teniendo esto en cuenta, es inmediato verificar que las clases recién definidas son cada vez
mas restrictivas, en el sentido de que

X esdeclase T, = X esdeclaseT,_,, paratodo kel ,

o bien que: normal = regular = Hausdorff = puntos cerrados = T;. En el
capitulo de ejemplos veremos que ninguna de las implicaciones anteriores vale en el sentido
inverso, por lo que se justifica darle nombres distintos a las 5 clases (en 8.2.1 se da un ejemplo
de que regular # normal). Ahorita ya podemos ver que 717 % Hausdorff: A
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Ejemplo 2.4.8. Sea X un conjunto infinito. Consideremos en X la topologia cofinita:
Tor(X) = {0} U{X\V:V ePp(X)} ={0}U{U C X : X\ U es finito } .

Es facil ver que 7op(X) es una topologia. Este ejemplo es un caso bastante patoldgico, que
induce a pensar que los axiomas de la topologia pueden ser demasiado débiles si uno no pide
condiciones extra. Lo tnico bueno que tiene es que los puntos de X son cerrados.

Por lo tanto, una topologia 7 en un conjunto X es de tipo 77 si y sélo si 7¢p(X) C 7
(porque en tal caso los finitos serdn 7-cerrados, y son todos los 7opr(X)-cerrados). Sin
embargo (X, 7or(X) ) no es un Hausdorff, porque no tiene abiertos disjuntos (no vacios). A

La observacion que sigue da versiones equivalentes a la definicién de regularidad y normal-
idad. Todo es cuasi tautolégico, pero conviene tenerlo enunciado y aceptado claramente
desde el principio, para encarar mas cémodos y no enturbiar los argumentos de numerosas
demostraciones posteriores (con complementos, clausuras, interiores y més yerbas).

Observacion 2.4.9. Sea (X, 7) un ET de calse T} . Son equivalentes:
1. X es regular

2. Dados # € X y un abierto W € 0%(x), existe U € 7 tal que 2 € U CU C W.

3. Dados z € X y un cerrado F; tales que = ¢ Fy, se verifica que
existe un abierto U €7 talque z €U pero FHhbNU =2 .

Andlogamente, son equivalentes las condiciones
1. X es normal
2. Dados un cerrado F' C X y un abierto W € 7 tales que ' C W,

existe un abierto U €7 talque FCUCUCW.

3. Para todo par F', F, C X de subconjuntos cerrados y disjuntos,
existe un abierto U € 7 tal que F CU pero F,NU =@ .

Como deciamos antes, las pruebas son casi confusas de tan directas. Demostremos la segunda
tanda para dar una idea. Si X es normal y tenemos F' C W como en 2, se toma el cerrado
Fy, = X\W que no toca a F', y se los separa con abiertos disjuntos U 2 F'y Uy D F,. Ahora,
como U C X \ U, que es cerrado, podemos mostrar que F CU CU C X\U, C X\ F, = W.

Asumamos 2. Para probar 3, llamemos W = X \ F; D F. El abierto U que provee 2 cumple
que FCUyqueU CW,porloque Fh,NU =9 .

Asumamos ahora 3, y tomemos F'y Fy dos cerrados disjuntos. El abierto U que provee 3
cumple que F' C U y que el abierto Uy = X \ U que contiene a F» es disjunto con U. A
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En general, la normalidad es mucho mas restrictiva (y més 1til) que la regularidad. Pero
como veremos a continuacién, un poco de numerabilidad empata las cosas:

Proposicién 2.4.10. Sea (X,7) un ET que es regular y Lindeloff. Entonces X es normal.

Demostracion. Sean E y F' dos cerrados disjuntos. Por la regularidad y la Obs. 2.4.9, para
cada z € E existe un V, € O%x) tal que V,NF = @. Cubrimos a E con esos V, y
completamos a un cubrimiento de X agregando Vp = X'\ E. Como X es Lindeloff, podemos
concluir que existen nuemrables {x,, : n € N} C E tales que, llamando V,, =V, , se cumple

que EC UV, yV.NF =@ (neN). Andlogamente se construyen abiertos W,, tales que
neN

WnNE=@ paratodo meN y FC UWm (2.8)

meN

Usando que ahora son numerables (por la L), se los puede “disjuntar” entre si haciendo

Un:Vn\UWm y Zn:Wn\Uvm, para cada n €N .

m<n m<n

Estos cosos quedan abiertos porque una unién finita de cerrados queda cerrada. Y son
disjuntos: Si m < n, tenemos que U, C X \ W,, mientras que Z,, C W,,. Una cuenta
similar para n < m muestra que U, N Z,, = & para todo par n,m € N. Luego los abiertos

U:UUn y Z:UZm cumplenque UNZ=9, ECU y FCZ.

neN meN

Las inclusiones del final salen porque a los abiertos que cubrian E y F' sélo se les fue sacando
cosas que no los cortan. Por ejemplo, dado = € F, la Ec. (2.8) asegura que debe existir un
n € N tal que € W,,. Pero entonces € Z, para ese mismo n, (porque x ¢ V,, para
ningiin m € N). Por todo lo visto, concluimos que X es normal. [ |

La clasificacién no termina acd. Falta definir varias clases importantes de ET’s (por ejemplo
compactos, conexos, completamente regulares o de Tychonoff, etc), pero debemos posponerlo
porque nos faltan ver y estudiar las nociones involucradas en sus definiciones, o porque son
clases que ameritan capitulo propio, y se las definira entonces.

Las clases de separacion recién definidas carecen de interés entre los EM’s porque, como
veremos a continuacion, son todos normales. La prueba de esto pasa por una propiedad
que parece aun maés fuerte que la normalidad, pero que a la larga (y con notable esfuerzo)
veremos que equivale a ella para cualquier ET. Esta propiedad involucra el uso de funciones
continuas, que asumimos conocidas en el contexto de espacios métricos. En caso de esto no
ocurriera, se sugiere chusmear la Seccién 2.5.

Lema 2.4.11. Sea (X,d) un EM. Dado un A C X, la funcién d4 : X — R>( dada por
da(z) =d(z,A) =inf {d(z,2) : 2 € A}, paracada z€ X,

es continua. Ademds, se tiene que A = {z € X : d4(v) = 0}. O sea que ser punto limite se
describe como “distar cero” de A.
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Demostracion. Sean x,y € X. Para cada z € A tenemos que

d(z, A) < d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) = da(z) < d(w,y) + nf d(y, 2) = d(z,y) +da(y) -

Cambiando roles, también sale que da(y) < d(z,y) + da(x). Por lo tanto nos queda que
[da(x) —da(y)] < d(z,y) paratodopar =,y € X,

con lo que d4 es recontinua. Observar que, dado = € X, el hecho de que d a(z) = 0 equivale
a que en toda bola B(x,¢) haya puntos de A, o sea que x € A. [ |

Proposicién 2.4.12. Todo espacio métrico (X, d) es normal. Més ain, dados Fy y F» C X
dos cerrados disjuntos, existe una funciéon continua

f: X —=[0,1] CR tal que f|F150 y f‘FQEl.
Demostracion. Sean Fy y Fy C X dos cerrados disjuntos. Definamos la funcién continua

d(fL’, F1>

X .
- F1) n d(x,Fg) para x €

f:X —10,1 dada por f(x):d(

Observar que el denominador no puede anularse, puesto que
d(z,F;) =0 = z€F, (parai=1,2) yque FiNk=o.

Ahora bien, notar que si x € F} entonces f(x) =0, y que f(y) = 1 para todo y € Fy. Para
deducir la normalidad, basta tomar los conjuntos abiertos y disjuntos

U={zeX: flx)<1/3}2F y V={xeX:f(x)>2/3}2DF,
que separan a Fj y a Fj. [ |
Ejercicio 2.4.13. Sea (X, 7) un ET de clase T}, y sea A C X. Probar que
reA <= VNA esinfinito , paratodo V € O(x).

Mostrar también que lo anterior puede ser falso si X no era 77 . A

2.4.3 Topologia inducida y herencias

Sea (X, 7) un ET y fijemos un subconjunto ¥ C X. Hay una manera natural de dotar a Y
de una topologia a partir de 7: Consideremos el sistema

v = {UNY : Uer} = {ACY : existeU erTtalque A=UNY} CPY).

Usando las propiedades béasicas de conjuntos, se verifica sin dificultades que 7y es una
topologia en Y. Se la llamara la topologia inducida por 7 a Y. Enumeraremos a contin-
uacién varias propiedades del ET (Y, 7y) cuyas demostraciones son elementales:
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Proposicién 2.4.14. Sea (Y, 7y) C (X, 7) como recién. Dados y € Yy B C Y, se tiene que

1. El conjunto Oy (y) de my-entornos de y se calcula como Oy (y) ={VNY :V € O(y)}.
Analogamente se puede hacer con los entornos abiertos de y en Y.

2. Si (B es una base de 7, entonces fy = {U NY : U € 5} es una base de 7y . Lo mismo
puede hacerse con sub-bases de 7 y con bases de entornos de cada punto de Y.

3. B es 1y-cerrado si y sélo si existe un conjunto cerrado FF C X tal que B =Y N F.

Usar que (X \U)NY =Y\ (Y NnU).

4. La clausura B de Ben Y esiguala Y N B™. [

Una clase C' de ET’s se llama hereditaria, si para todo espacio X de clase C, se tiene
que cualquier subespacio Y C X sigue siendo C' con la topologia inducida. Veremos a
continuaciéon cuales de las clases antes definidas son o no hereditarias.

Proposicién 2.4.15. Las siguientes clases de ET’s son hereditarias:
Ny, Ny, Ty, Ty, To y Ty .
Las clases de espacios Lindeloff, separables y normales no son hereditarias.

Demostracion. Las clases Ny y N; dependen de la existencia de bases y de bases de en-
tornos. Las clases Ty, T7 y 15 dependen de la existencia de entornos de puntos con ciertas
propiedades. Usando eso es facil ver que todas ellas son hereditarias, via la la Prop.2.4.14.

El hecho de que las tres clases mencionadas no sean hereditarias se muestra en los ejemplos
(ver 8.2.1 para las tres). Solo queda probar el caso de la regularidad. Ahi va:

Sea (X, 7) un ET y sea Y C X. Dados un Y-cerrado BC Y y z € Y\ B, por la Prop.2.4.14
existe un cerrado F' C X tal que B =Y N F'. Pero

z€Y

2¢ B=YNF = z¢F.

Como X es regular, existen dos abiertos disjuntos U,V € 7 tales que z € U y F C V.
Basta entonces tomar Uy = U NY y V=V NY € 7y y estamos hechos (ser 77 también se
heredaba). Este argumento no camina para la normalidad, porque si tenemos dos conjuntos
A, B CY que son Y-cerrados y disjuntos, nadie nos garantiza que A N B* = @, por lo que
no se los puede separar “arriba” (como hicimos con el z ¢ F). n
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2.5 Continuidad basica

Definicién 2.5.1. Sean (X, 7) e (Y,0) dos ET’s, y sea f : X — Y una funcién.

1. Diremos que f es continua si
ff'V)={ze X : f(z)eV}er paratodo V€Eo.
Es decir, si la contraimagen por f de todo abierto de Y, queda abierta en X.

2. Diremos que f es continua en un punto x € X si

fY(A) e O.(z) paratodo A€ O,(f(x)).

3. Denotaremos por C’( (X,7),(Y, U)> = C’(X, Y) al conjunto de todas las funciones
continuas ¢ : (X, 7) — (Y, 0). A

Proposicién 2.5.2. Una funcién f : (X,7) — (Y, 0) es continua siy sélo si f en continua
en x para todo x € X.

Demostracion. Si f es continua, sean x € X y A € O,(f(z)). Luego existe un
Veo talque f(z)eVCA = f{(V)er y zefH(V)CfA.

Luego f~'(A) € O.(z). Si ahora asumimos que f es continua en todos los puntos de X
y tomamos un abierto V' € o, para cada x € f~1(V) se tiene que V € O,(f(x)). Por la
continuidad en z, vemos que f~1(V) € O,(z). Esto muestra que f~*(V) es entorno de todos
sus elementos. Y por la Prop. 2.1.6, deducimos que f~1(V) € 7. [ |

Observacion 2.5.3. Sea f: (X,7) — (Y, 0) una funcién. Luego
1. Dado un x € X, se tiene que f es continua en x siy sélo si
Para cada A € O,(f(z)) exiteun B € O,(x) tal que f(B)C A. (2.9)
De hecho, alcanza con que se cumpla (2.9) para los A en una base de entornos de f(x).

2. La f es continua (en todo X) siy sélo si f~'(F) es 7-cerrado para todo o-cerrado
F C Y. Esto se debe a que ser cerrado equivale a tener complemento abierto, y a que
la operacion A — f~1(A) tiene la siguiente propiedad:

ffY\A)=X\f"A) paratodo AecPY), (2.10)
cuya verificacién es inmediata.

3. Como el operador A — f~1(A) respeta también uniones e intersecciones arbitrarias,
para verificar que f es continua, basta testar que f~'(U) € 7 para los elementos U de
una base o incluso, via la Ec. (2.6), una sub-base de o. A
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Observacién 2.5.4. Sean X e Y dos EM’s y sea f: X — Y una funcién. Entonces f es
continua en un x € X siy solo si vale la férmula ¢, de siempre:

para todo € > 0 existe un § > 0 tal que dx(z,z) <0 = dy(f(2), f(z)) <e, (2.11)

donde estamos hablando de la continuidad relativa a las topologias inducidas por las métricas.
En efecto, basta aplicar la Ec. (2.9), mas el hecho de que las bolas centradas en ellos son
bases de entornos de ambos puntos (z y f(x)). A

A continuacién juntaremos en un enunciado numerosas propiedades de las funciones contin-
uas que, si bien parecen muy elementales, conviene testear cuidadosamente si uno las postula
en el contexto hipergeneral de ET’s.

Proposicién 2.5.5 (Misceldnea). Sea (X, 7) un ET. Se tienen las siguientes propiedades:
1. Toda funcién f: X — (Y, o) (otro ET) que sea constante es continua.
2. La composicién de dos funciones continuas es continua.

3. Sea A C X, pensado con la topologia inducida. La funcién inclusiéon J, : A — X
dada por Ja(z) =z (z € A) es continua.

4. Si f : X — Y es continua y A C X, entonces la restriccion f|A =foJs: A=Y

es continua. Si f(X) C Z C Y, entonces también la correstriccion f ‘Z : X — Z es
continua (en ambos casos con las topologias inducidas).
5. Dadauna f : X — Y y un cubrimiento {U, }aea de X (ie., |J U, = X) por conjuntos
acA

abiertos tales que f ‘U es continua para todo o € A, entonces f es continua.

6. Sean f,g: (X,7) - A C C dos funciones continuas. Entonces

(a) La funcién (f,g) : X — C* dada por (f,g)(z) = (f(z),g(x)) es continua.

(b) Las funciones x — f(z) + g(x) y x — f(z) - g(z) son continuas.
1

(¢) Si f(z) # 0 para todo x € X, entonces = — ) es continua.
x

(d) Si A CR, las funciones f A g =min{f, g} v fV g =max{f, g} son continuas.

Demostracion. Los ftems 1, 2, 3 y 4 se deducen directamente de las definiciones de con-
tinuidad y de la topologia inducida. Observar que, dado un subconjunto M C Y,

()7 () = T (£ () = AN f74(M)
y que, si f(X) C Z, entonces f~1(M) = f~1(MnNZ).
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5. Sea V € ¢g. Como cada U, es abierto, sus abiertos relativos estan en 7. Luego, como
para todo a € A sabemos que f ‘U es continua, se tiene que
[e3

(f‘Ua>1(V) = Y (V)NU, esabiertoen U, — fV)nU, e,

para todo a € A. Pero del hecho de que {U, }4ea sea un cubrimiento, podemos deducir
que [F1V)=U [fY(V)NnU, €.
acA

6. La parte (a) sale usando que (f,¢)"'(U x V) = f~1(U) n g~*(V), para cualquier
par de abiertos U,V C C. La parte (b) porque las funciones de C* a C dadas por
(s,t) —~» s+t y(s,t)— s-tson continuas (componiendo). La (c) porque la funcién
t — t7! es continua en C\ {0}. La (d) porque R? 5 (s,t) — min{s, ¢} es continua. Y
lo mismo con el méaximo. Los detalles quedan como ejercicio. [ |

Muchas veces uno tiene que definir una funcion en distintas partes de un espacio X, y después
necesita testear la continuidad de la f “pegoteada”. Por ejemplo, en los items 4 y 5 de la
Prop. 2.5.5 vimos que si me dan una f: (X,7) — (Y, 0) y una familia {U, },ca de abiertos
de 7 que cubren a X, entonces se tiene que

fEC((X,T),(Y,U)) = f‘Ua es continua , paratodo a € A .

Y no importa cudn grande sea el conjunto A. Algo parecido vale para cubrimientos con
cerrados, aunque ahi hace falta restringirse al caso de finitos:

Proposicién 2.5.6 (Lema del pegoteo). Sea f : (X,7) — (Y, 0). Sean F y F; dos cerrados
en X tales que I} U Fy, = X. Luego se tiene que

fle €CRLY) v [l €CFY) = [ €C(X,Y).

Otra manera de decir lo mismo que suele ser mas 1til es: Si tenemos dos funciones continuas
geC(F,Y)y heC(F,,Y) tales que g‘Fsz = h‘FmFQ , entonces la funcion

i F
f: X =Y dadapor f(x)= 9(x) S% ren es continua .
h(z) six € Fy

Demostracion. Con respecto al segundo enunciado, el hecho de que g y h coincidan en
Fy N Fy hace que f esté bien definida, y uno pueda testear que es continua usando el primer
enunciado. Sea A C Y un conjunto cerrado. Luego

FHA) = (AN R)U (AN E) =[fl ] (A Ulf],]7(A).

Por la continuidad de las restricciones, ambos conjuntos de la derecha son cerrados relativos,
y por ende cerrados a secas en X (acd se usa que F} y Fy son cerrados). Luego f~1(A) es
cerrado. Por la Obs. 2.5.3, deducimos que f € C(X,Y). |
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2.6 Ejercicios
Ejercicio 2.6.1. Sea (X, 7) un ET de clase T7, y sea A C X. Probar que
reA < VNA esinfinito , paratodo V € O(z).

Mostrar también que lo anterior puede ser falso si X no era 77 .

Ejercicio 2.6.2. Sean X un conjunto, y tomemos una funcién C : P(X) — P(X), que la va a jugar de
operador clausura. Asumamos que C' cumple que, dados A, B € P(X),

1. C(w)=2@.

2. ACC(A).

3. El operador C es idempotente, o sea que C(C(A)) = C(A).
4. C(AUB)=C(A)UC(B).

Definamos que un F C X es C-cerrado si F' = C(F) y que un U C X es C-abierto si X \ U es C-cerrado.
Probar que en tal caso:

(a) La familia 7 = {U C X : U es C-abierto } es una topologia en X.
(b) Para todo A € P(X) se tiene que A~ = C(A). A
Ejercicio 2.6.3. Sea (X, 7) un ET. Mostrar que:
1. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) XesTy.

(b) Los “puntos” de X son cerrados.
(¢) Para todo x € X vale que (| O(x) = {«}.

2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) XesTs.

(b) Paratodo x € X vale que (| U ={z}.
U€O(z)

(c) Six # y, entonces existe U € O(x) tal que y ¢ U.

3. Mostrar que Ny = Nj y que Ny =Lindeloff.
Ejercicio 2.6.4. Sea (X,7) un ET de calse T; . Probar que son equivalentes:
1. X es regular
2. Dados z € X y un abierto W € 0%x), existe U € 7 tal que x € U CU C W.

3. Dados x € X y un cerrado F; tales que = ¢ F5, se verifica que
existe un abierto U €7 talque z €U pero FoNU=0.

Anélogamente, probar que son equivalentes las condiciones

1. X es normal
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2. Dados un cerrado F' C X y un abierto W € 1 tales que FF C W,

existe un abierto U € 7 talque FCUCUCW .

3. Para todo par F', F; C X de subconjuntos cerrados y disjuntos,
existe un abierto U € 7 talque F CU pero FhoNU =0 .

Ejercicio 2.6.5. Sea (X, <) un conjunto ordenado. A partir del orden podemos definir dos topologias:

1. (Top. de los conjuntos hereditarios) U C ¥ es abierto sii < y, € U implica y € U. Verificar que
esta es una topologia y que B; = {[p) : p € £} es una base de entornos ( [p) ={¢g € X :p <gq}).

2. (Top. del orden) Definimos una base para esta topologia :
By ={(a,b):a<beX}U{[min3,b):be X} U{(a,maxX]:a € X}

en el caso en que existan maximo o minimo. Verificar que se trata de una base. Comparar esta top.
con la anterior. Verificar: la topologia del orden en X es la minima topologia en la cual el orden
es continuo. Esto es, si a,b € X y a < b entonces existen entornos U de a y V de b tales que:
xeUyeV =ux<y. (Cudl es la topologia del orden en R?)

Ejercicio 2.6.6. Sea (X, 7) un ET. Consideremos las siguientes propiedades:
(a) X es N,.
(b

) X es separable.

(¢) Todo subespacio discreto de X es a lo sumo numerable.
)
)

(d
(e

Demostrar que valen las implicaciones: a = b, a = ¢, a = d, a = e, b = d. Probar asimismo que, si X es
métrico, entonces b = a, d = a y e = b (y por lo tanto, en tales espacios, las propiedades son equivalentes).

Toda familia disjunta de abiertos es numerable.
X es de Lindeloft.

Ejercicio 2.6.7. Sea (X,7) un ET que es Ny y sea B una base de 7. Probar que existe una subfamilia
numerable C C B que sigue siendo base de 7.

Ejercicio 2.6.8. Sea f: X — Y una aplicacién entre espacios topolgicos. Probar que son equivalentes:

1. La f es continua

2. Para cualquier A C X se cumple que f( A ) C f(A).
3. Para todo cerrado F C Y vale que f~}(F) es cerrado en X.

Ejercicio 2.6.9. Sea (X, 7) un ET. En el producto X x X consideramos la topologfa 7 x 7 generada por la
base {U x V : U,V € 7}. Probar que

1. X es Ty <= el conjunto diagonal A = {(z,z) : x € X} es un cerrado en X x X. Asumiendo que X
es Ty , deducir los siguientes hechos:

2. Dadas f,g: X — Y ambas continuas, se tiene que A = {z € X : f(z) = g(x)} es un cerrado en X.
3. SiDe X esdensoy f |p=g |p, entonces f = g.
4. SiY es T entonces el gréfico p(f) = {(z, f(z)) : © € X} es cerrado en X x Y.

Ejercicio 2.6.10. Sea (X, 7) un ET regular y Lindeloff. Probar que X es normal.
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Capitulo 3

Conexos

3.1 Definiciones y caracterizaciones

Definicién 3.1.1. Sea (X, 7) un ET.

1. Un subconjunto U € X es clopen si U € 7y también V = X \ U € 7 (en castellano
podria ser “cerrierto” o “abirrado”, o ya que estamos “beodo”).

2. Decimos que X es conexo si los tinicos clopen que tiene son @ y X.

3. X es disconexo en caso contrario (si tiene algin clopen no trivial). A

La mayoria de ejemplos interesantes donde se plantea la conexidad es en el caso de subespa-
cios Y de un ET (X, 7) ambiente, pensando a Y con la inducida 7y . Ahi conviene poner
una notacién ad hoc:

Definicién 3.1.2. Sea (X, 7) un ET y sea Y C X. Una X-separacién fuerte de Y es un
par (U,V') de subconjuntos abiertos de X tal que

YCUUV , UnVNY=g pero UNY#SFVNY. (3.1)

Diremos que (U, V) es una X-separacion si se cumplen solamente las dos condiciones de la

izquierda en (3.1) (se permite que alguna de las dos intersecciones con Y dé vacia). A
Observacion 3.1.3. Sea (X,7) un ET y sea Y C X. Luego tenemos que

Y es disconexo siy solo si existe una X-separacion fuerte (U, V) de Y, (3.2)

porque en tal caso U N'Y queda clopen y propio (en esto se usa la fortaleza) en (Y, 7y). La
reciproca sale facil. Pero mas util para hacer las cuentas es la siguiente formulacién: A
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Proposicién 3.1.4. Sea (X,7) un ET y sea Y C X. Luego son equivalentes:
1. Y es conexo
2. Para toda X-separacién (U, V) de Y, tiene que pasar que Y C U o bien Y C V.

Demostracion. Sale usando la Ec.(3.2) y el hecho de que, dada cualquier X-separacién
(U,V)deY, el negar UNY # & #V NY equivale a decir que Y C U o bien Y C V. |

Teorema 3.1.5. Sea f : X — Y una funcién continua. Luego f manda conexos en conexos.

Demostracion. Basta observar que si A C X y (U, V) es una Y-separacion fuerte de f(A),
entonces (f1(U), f7(V)) es una X-separacién fuerte de A. |

Teorema 3.1.6. Sea (X, 7) un ET, y tomemos una familia { 4; },c1 de subconjuntos conexos
de X. Si asumimos que (| A; # &, entonces A = | J A; es conexo.

i€l i€l
Demostracion. Es claro que toda X-separacién (U, V') de A también lo es de cada A; . Como
éstos son conexos, tienen que caer dentro de U o de V. Pero como UNV NA = @ y todos
los A; se cortan, todos ellos tienen que caer del mismo lado. Por ello (Prop.3.1.4) no hay
separaciones fuertes de A, que resulta conexo. [ |

Teorema 3.1.7. Sea (X, 7) un ET. Si A C X es conexo, entonces todo conjunto B tal que
A C B C A es también conexo. En particular podemos asegurar que la clausura de un
COnexo es conexa.

Demostracion. Dada una X-separacién (U, K) de B, y por ende de A, podemos suponer que
A CU. Sihubieraun z € BNV, comoxz € Ay V € O%x), deberfa suceder que ANV # &,
lo que no vale, porque ANV = ANUNV = @. Asi que B C U y es conexo (Prop.3.1.4). B

3.2 Arcoconexos

Es bien conocido que los tinicos subconjuntos conexos de R son los intervalos (o sea que en
R conexo = convexo). Como este hecho es esencial para la nocién de arcoconexién, daremos
una prueba de ello, basdndonos en el axioma del supremo para R (que dice que todo A C R
acotado superiormente tiene un supremo). Recordemos que un A C R es convexo si dados
a,b € A (pongamos que a < b), entonces todo el intervalo [a,b] C A.

Teorema 3.2.1. Sea A C R (con la topologia usual). Luego
A es conexo <= A es convexo .

Demostracion. La implicacién = es clara, porque si a A le falta un puntito de [a, b]
separamos todo con dos semirrectas abiertas. La gracia es la otra. Para probarla basta ver
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que si a < b, entonces [a,b] es conexo (fijando a € A y tirando intervalos para cada lado
hasta cubrir A). Sea (U,V) una R-separacién de [a,b]. Asumamos que a € U. Llamemos

t=sup{z € [a,b] : [a,z) CU} .

Es claro que a < t < by que [a,t) C U. Observar que, como V es abierto y [a,b]NUNV = &,
podemos deducir que t ¢ V' y por lo tanto t € U. Pero sit < b, el hecho de que U sea abierto
no permitirfa que t sea el supremo del conjunto de arriba (porque [a,t+¢) C U N |a, b] para
cierto € > 0). Asi que t = b, por lo que [a,b] C U. |

Corolario 3.2.2. Sea (X,7) un ET. Dada una funcién continua v : [a,b] — X, la curva
I'={~(t): t € [a,b]} C X es conexa.

Demostracion. Usar los Teoremas 3.1.5 y 3.2.1. |

Corolario 3.2.3 (Teorema del valor medio). Sea f : [a,b] — R continua. Luego f toma
todos los valores posibles entre f(a) y f(b).

Demostracion. Observar que f([a,b]) es conexo en R, y por ello convexo. |

Ejercicio 3.2.4. Generalizar el Corolario anterior al caso en que el dominio de la f es
cualquier espacio conexo X, y uno elige dos puntos cualesquiera de X. A

Definicién 3.2.5. Sea (X,7) un ET. Diremos que X es arcoconexo (se abrevia ar-C) si
para todo par de puntos z,y € X, existe una curva continua v : [0,1] — X que “empiece”
en x (ie. y(0) = 2) y “termine” en y (i.e. y(1) =y). A

Observacion 3.2.6. Sea (X, 7) un ET. Se tienen las siguientes propiedades:
1. Si X es ar-C, es en particular conexo.

2. Vale el Teo. 3.1.6 para ar-C’s: Dada una familia {A;};c1 de subconjuntos ar-C’s de X,

si asumimos que [ A; # &, entonces A = |J A; es ar-C.
i€l i€l

3. No vale el Teo. 3.1.7 para arcoconexos: Es falso que A C X ar-C = A ar-C.

Las pruebas de los items 1 y 2 salen sin mucha dificultad, y se dejan como ejercicio. Hay que
hacer un dibujo psicodélico de curvas que salen de un punto hacia todos los otros. Observar
que si mostramos un ejemplo para confirmar el item 3, tendremos de paso un conjunto conexo
que no es ar-C (el A en cuestién es conexo, por serlo A).

El conjunto en cuestién, que vive en R?, es la vivorita
A = {(t,seni):te(0,1]}.

Su clausura consiste en agregarle el segmento verical B = {(0,s) : s € [—1,1]}. La verifi-
cacion de que A cumple todo lo pedido es bastante directa. Veremos solamente la prueba de
que que A = AU B no es ar-C:
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Supongamos que hubiera una curva continua 7 : [a,b] — A con v(0) € By v(1) € A. Como

B es cerrado, también lo es v~ '(B). Luego existe ¢ = max{t € [a,0] : 7(t) € B} < 1.

Quedémonos con la curva empezando en ¢, y reparametricemos « : [0,1] — A tal que
1

a(0) € B, pero a(t) = (z(t),y(t)) € A, por lo que y(t) = sen 2o » para todo ¢ > 0.

Obviamente « sigue siendo continua. Sin embargo, vamos a exhibir una sucesion t, —— 0
n—oo

tal que y(t,) = (—1)" para todo n € N. Para ello observemos que z(t) es una funcién
continua, que sélo vale 0 en t = 0. Para cada n € N, elijamos un u, € (0,$(%)) tal que
seni = (—1)". Luego, como x(0) = 0, aplicando el teorma del valor medio (Cor.3.2.3),
podemos obtener un ¢, € (0, % ) tal que x(t,,) = u, . Esa era la sucesién anunciada, que dice
que la curva 7 (o a, que es lo mismo) no puede existir. A

3.3 Componentes

Definicién 3.3.1. Sea (X, 7) un ET.
1. Definimos en X las siguientes relaciones de equivalencia: Sean x,y € X.

(a) Decimos que z Xy si existe un conexo Y C X tal que x,y € Y.

(b) Decimos que z < y si existe una curva continua v : [0,1] — X que va de = a y.
El hecho de que ambas lo sean es un ejercicio facil que dejamos al lector.

2. Las componentes conexas (resp. arcoconexas) de X son las clases de equivalencia de
., con arc
la relacién ~ (resp. ~). A

Como las relaciones mencionadas son de equivalencia, sus componentes forman sendas par-
ticiones de X (o sea que las componentes son disjuntas 2 a 2 y cubren a X). La gracia es
que estas componentes son lo que uno espera:

Proposicién 3.3.2. Sea (X, 7) un ET. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Cada componenete conexa (resp. arcoconexa) de X es un subconjunto conexo (resp.
arcoconexo) de X.

2. SiY C X es conexo (resp. arcoconexo), entonces existe una componente conexa (resp.
arcoconexa) C' de X tal que Y C C.

Demostracion. Las pruebas de los dos casos son parecidas. Haremos solo el caso “no arco”.
. con « ey ,
Si Y es conexo, todo par de elementos x,y € Y cumplen que z '~ y (por la definicién, via

el mismo conjunto Y ). Luego, deben estar todos en la misma clase - componente.

Fijemos una componente C' y un elemento z € C. Dado cualquier otro y € C, como z < y,
existe un conjunto conexo A, C X tal que z,y € A, . Por lo que vimos recién, sabemos que

A, C C. El hecho de que C sea conexa se deduce ahora de que C' = |J A, . Recordemos
yeC

que todos los A, se cortan en {z}. |
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Observar que el resultado anterior dice que las componentes conexas estan a su vez parti-
cionadas por las componentes arcoconexas que tienen adentro. Por ejemplo, en la vivorita
clausurada A = AU B de la Obs. 3.2.6, hay una sola componente conexa (porque el conjunto
total es conexo) que se divide en las dos componentes arcoconexas Ay B.

3.4 Espacios localmente conexos

Definicién 3.4.1. Sea (X, 7) un ET y sea z € X.

1. Decimos que X es localmente conexo en x si existe una base de entornos de x
formada por abiertos conexos. En otras palabras, si para todo V' € O(z) existe una
abierto conexo U tal que z € U C V.

2. El espacio X es localmente conexo si lo es en todos sus puntos.
En forma andloga se definen las nociones de localmente ar-C (en un punto y a secas). A
Observacion 3.4.2. Es importante notar que, en general, se tiene que
conexo # localmente conexo .

Para verlo, volvamos a nuestra vivorita A = AU B de la Obs.3.2.6. Vimos que ella es
conexa, pero no es loc. conexa porque todos los entornos pequenos de los puntos de B
tienen infinitos “cachitos” de la curva A, lo que los hace muy disconexos. A

Ejercicio 3.4.3. Probar que es falso que la un espacio ar-C sea localmente ar-C. Sugerimos
agregarle a la vivorita clausurada una curva que conecte sus dos mitades. A

Teorema 3.4.4. Sea (X, 7) un ET. Se tiene que X es localmente conexo (resp. loc. ar-C)
si y s6lo si las componentes conexas (resp. ar-C’s) de todo abierto son también abiertas.

Demostracion. Si X es localmente conexo y V € 7, toda vez que tomemos un x € V
sabemos que hay un abierto conexo U tal que x € U C V. Por lo tanto U esté contenido en
la componente conexa de x en V. Asi que esta es abierta. Reciprocamente, dado un x € X
yun V € O%x), si tomamos U como la componente conexa de x en V', ya estamos viendo
que X es localmente conexo en x. Las pruebas para el caso ar-C son idénticas. [ |

3.5 Ejercicios

Ejercicio 3.5.1 (Valor medio). Sea (X,7) un ET conexo, y sea f : X — R continua. Dados z,y € X,
probar que f toma todos los valores posibles entre f(x)y f(y).

Ejercicio 3.5.2. 1. Probar que es falso que la interseccién (aunque sea de dos) conexos deba ser conexa.
Pero si es cierto que interseccién de finitos LC’s es LC.

2. Probar que no es cierto que conexo implique localmente conexo.
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Capitulo 4

Redes, filtros y convergencia

4.1 Redes y subredes

Recordemos que un conjunto ordenado I (por el orden parcial <) esta dirigido si para todo
par i,j € I, existe un k € [ tal que 2+ < k y 7 < k. En tal caso, una induccién muestra que

si FCI es finito, existe kr €I tal que j < kp paratodo j€F . (4.1)

Decimos que un subconjunto J C I es cofinal si para todo ¢ € 1 existe un j € J tal que
j > 1. O sea que J tiene elementos mas grandes que cualquiera de I.

Ejercicio 4.1.1. Probar las siguientes afirmaciones:
1. Si un orden < en un conjunto I es total, entonces I esta dirigido por <.

2. Si X es un conjunto y ordenamos a P(X) con la inclusién al revés (o sea que U < V
si V. C U), entonces < dirige a P(X), pero no es un orden total.

3. Un subconjunto A C N es cofinal (con el orden usual de N) siy sélo si A es infinito.

4. Sin embargo A = {2 — % :n € N} es infinito y “creciente”, pero no es cofinal en R. A

Las redes, que reemplazaran en esta teoria a las sucesiones, son familias indexadas en con-
juntos dirigidos. Para entender la necesidad de este concepto, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1.2. Sea (X,7) un ET y sea x € X. Entonces el conjunto O(z), ordenado por
inclusién al revés (o sea que V' > U si V' C U), estd dirigido. Lo mismo pasa con cualquier
base de entornos [, de x. En efecto, si V.U € (., sabemos que existe W € 3, tal que
W CUNV. Luego U < W y V < W. Observar que un subconjunto 5 C O(x) es base de
entornos de x si y solo si es cofinal en O(x) con éste orden. A

Para poder definir adecuadamente la nocién de convergencia en ET’s generales (y describir
a través de ella las clausuras de conjuntos y, mas adelante, las nociones de continuidad y
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compacidad), serd crucial considerar redes indexadas en bases de entornos de puntos. La
insuficiencia de las sucesiones surge de que si X es un ET que no es N, para alguno de sus
puntos ninguna de estas bases sera numerable, por lo que tales redes no seran sucesiones. En
el caso de EM’s; ese proceso puede hacerse con las bolas B(x,1/n), n € N. Pero en general
uno no tiene ese recurso.

Una nocién alternativa para definir convergencia es la de filtros, que definiremos méas ade-
lante. El ejemplo que suguiere los axiomas que definen a un filtro es, nuevamente, el conjunto
O(x), para x € X, un ET. Las propiedades clave son:

e SiUe€O(x)yV DU, entonces V € O(x).
e O(x) es cerrado por intersecciones finitas y @ ¢ O(x).

Observar que ni O%(z) ni las bases de entornos f, cumple lo anterior. Por esta especie de
inflexibilidad de los filtros, y por el hecho de que las redes tienen mas “afinidad notacional”
con las sucesiones a las que estamos acostumbrados, es mayoritaria entre los especialistas
(salvo los muy francéfilos) la eleccion de las redes en vez de los filtros para describir la nocién
de convergencia.

Sin embargo, en algunos ambitos de aplicacién de la topologia, y en ciertos procesos max-
imales que veremos més adelante, los filtros (y los wultrafiltros) serdn una herramienta
necesaria. Esta es una vieja polémica retratada jocosamente por G. Pedersen como la eterna
discusion entre los net-men y los filter-fans. Nosotros estamos en el primer bando, pero
usaremos a los filtros como ayudantes de sus enemigas las redes.

El defecto més grave de las redes (ahif sacan ventaja los filtros) es que la nocién necesaria de
“subred” no es muy feliz, porque se empasta bastante. Pero igual le damos para adelante:

Definicién 4.1.3. Sea X un conjunto.

1. Una red en X es una funcién x : I — X, donde el conjunto I esta dirigido por un
orden <. Usaremos siempre la siguiente notaciéon mas agradable: la red se escribira
X = (2)ie1 , donde identificamos x; = x(7), i € L.

2. Fijada una red x = (x;);e1 en X, una subred de x serd otra red y = (y;);ec; dotada
de una funcién h : J — I tales que
(a) h es creciente, en el sentido de que 71 <y jo = h(j1) <1 h(jo).

(b) La imagen de h es un subconjunto cofinal de X (abreviaremos diciendo que la
funcion h es cofinal), o sea que para todo i € I, existe j € J tal que i < h(j).

(c) Se tiene que y = x o h, es decir que y; = ;) para todo j € J.

Observar que los tnicos datos relevantes de la red y, y de su entidad de subred de x, son el
conjunto dirigido J y la funcién creciente y cofinal h : J — I, ya que al tenerlos, la condicién
(c) determina automaticamente a la funcién y = x o h. A
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Ejercicio 4.1.4. Sea x una red y sea y una subred de x. Probar que si z es a su vez una
subred de y, entonces z es también subred de x. La primera parte del ejercicio es entender
qué significa este trabalenguas. Se podria resumir como “subred de subred es subred”. Se
sugiere componer las funciones que conectan los indices, y usar que son crecientes para ver
que la composicién es creciente y cofinal. A

Ejercicio 4.1.5. Sea x = (x;);e1 una red en un conjunto X. Probar que:

1. Dado K C I un subconjunto cofinal, o sea que para todo ¢ € I existe un k£ € K tal que
k > 1, entonces la red X‘K = (zk)rex es una subred de x. La h es la inclusién K < I.

2. En particular, fijado cualquier iy € I, la red (x;);>4, , que estd dada por el conjunto
Io={i€l:i>iy} CI, es subred de x. A

Observaciéon 4.1.6. Es evidente que hace falta aclarar un poco lo de las subredes. Repase-
mos con sucesiones: ellas seran las redes tales que I = N, con su orden usual. Es claro que
dar x : N — X dada por x(n) = z,, es la definicién formal de ser sucesién. En la notacién
anterior, una subsucesién de x serd una y que es subred de x, y a la vez es sucesién, o
sea que J = N. También hay que pedirle que h sea estrictamente creciente. Observar
que llamando h(k) = ny para k € N, tendriamos que n, < n, si k < r, y nos queda que
Y = (Yr)ken = (Zn, )ren como estamos acostumbrados. Otra manera de recuperar las sub-
sucesiones en este contexto es observar que un conjunto K C N es cofinal si y sélo si K es
infinito. Luego uno aplica el Ejer.4.1.5.

Releyendo la definicién de subred (ahora en el caso general), vemos que y toma sus valores
entre los de x, y que los indices de x que aparecen en y son “arbitrariamente grandes” (eso
es que sean un conjunto cofinal de los de x). Esto es parecido a las subsucesiones. Las dos
diferencias fundamentales son

e El conjunto que indexa a y no tiene porqué ser numerable.
e La funcién h no tiene que ser estrictamente creciente, ni siquiera inyectiva.

La primera diferencia es parecida a lo que pasa con las redes: hacen falta conjuntos bien
grandes de indices. La segunda es mas sutil y mas importante. Uno hubiese querido que
se eligiera al J como un subconjunto cofinal de I, y que h sélo sea la inclusién (o lo
que es lo mismo, que se pidiera que la h sea estrictamente creciente). Eso parece una
generalizacién honesta y razonable, si hacen falta conjuntos grandes. De hecho, estas son
subredes (Ejer.4.1.5). Y si habfamos empezado con una sucesién, todas sus subsucesiones
se construyen de ésta manera. El problema es que todas las subredes construidas de esa
manera (a partir de una sucesién) serfan subsucesiones.

Pero més adelante veremos que no alcanza con ellas para que la teoria camine (Ejem. 8.1.2).
Y en realidad la definicion dada enriquece la cosa, porque las subredes podran ser mucho
mds grandes que la red original, permitiendo refinarla poniendo muchisimos y;’s arriba de
cada x; del conjunto cofinal h(J), y complicar notablemente el tipo de orden de I. Esto es
completamente nuevo, y veremos que ademas de necesario, serd sumamente ttil. A
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Observacién 4.1.7. En muchos textos de topologia, en la definicién de subred no se pide que
la funcién h que conecta los indices sea creciente. Sélo que sea cofinal. La teoria, en tal caso se
hace mucho mas intrincada y dificil, pero gana un poco de generalidad. Nosotros preferimos
dar la versién con h creciente porque con ella se obtienen “almost all” los resultados que
uno quiere que arreglen las subredes, y se gana notablemente en “transparencia” para las
demostraciones. A

4.2 Convergencia

A continuacion daremos unas definiciones lingiiisticas sobre las redes, que seran convenientes
para manejarse con las nociones de convergencia y de puntos de acumulacién.

Definicién 4.2.1. Sean X un conjunto, A C X y x = (x;);e; una red en X.

1. Dado ig € I denotaremos por C;,(x) = {z; : i > iy} a la cola de la red x, pero pensada
como conjunto.

. . o E . E
2. Diremos que x estd eventualmente en A, y escribiremos x < A o bien (z;);e1 — A,
si existe un i € I tal que C;,(x) C A, o sea que z; € A para todo @ > ij.

3. La red x esta frecuentementemente en A, y escribiremos x < A, si para todo ¢ € 1
se tiene que C;(x) N A # &, o sea que existe un j € [ tal que j > iy x; € A. A

Ahora si podemos definir las nociones de convergencia y puntos de acumulacion para redes
en un ET:

Definicién 4.2.2. Sean (X,7) un ET, z € X y x = (2;);e1 una red en X. Diremos que
1. (z;)ie1 converge a x, y escribiremos x; T si para todo entorno U € O(z) se tiene
1€
que (z;)ier — U (i.e., que existe un iy € I tal que x; € U para todo i > iy ).

2. z es un punto de acumulacién (PA) de x si para todo entorno U € O(z) se tiene

que (x;)ier — U (i.e., que para todo ¢ € I existe un j € I tal que j > iy z; € U).

Observar que en ambas definiciones basta verificar que las condiciones pedidas se cumplen
para los entornos U de O%(x) o los de cualquier base (3, de O(z). A

Ejemplo 4.2.3 (Convergencia en EM’s). Sea (X,d) un EM, y pensémoslo como ET via la
topologia 7;. Dados un punto = € X y una red x = (x;);e1 en X, se tiene que

x; lﬂ>x < lareden R d(xi,x)—ﬂ>0,
ic ic

y que ambos equivalen a que x B (z,e) para todo € > 0. Para probarlo, basta recordar
que las bolas B(x,¢) son una base de O,,(x), y que las bolas Bg(0, €) son base de Or(0). A
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Ejercicio 4.2.4. Sea (X,7) un ET y sea x = ()1 una red en X.

1. Si A C X cumple que x & A, entonces toda subred y = (y;)je; de x también cumple

que y LA Para probar esto sera til usar que la funcién h : J — I que determina
a'y es creciente y cofinal, por lo que Cj(y) C Ch;)(x), y al h(j) se lo puede hacer tan
grande como haga falta.

2. Sia; —re X, toda subred y = (y;)je; de x también converge a x.
1€

3.Sixviveenun Y C X eyeV, entoncesxii?y = xi%y,dondeﬁ/ es la
ic i€

topologia inducida por 7 a Y. Lo mismo vale si el y es PA de x (en Y o en X).

4. Dado A C X, la E y la F dependen una de la otra de la siguiente forma:

x£>A<:>x~'7£>X\A y x£>A<:>x3lZ>X\A. (4.2)

. F
5. Siz; —H> xr € X,y me dan un cerrado F' C X tal que x — F', entonces x € F'. A
1€

Proposicién 4.2.5. Sea (X,7) un ET y sean x = (z;);e; unared en X y z € X. Las
siguientes propiedades son equivalentes:

1. Se tiene la convergencia r; — .
i€l

2. Toda subred de x tiene una subred que converge a x.
Demostracion. Si vale 1, las subredes enteras de x convergen a x, por el Ejer. 4.2.4.

Pero si fuera falso que x; 7 existiria un U € O%x) tal que x ‘7ZZ> U. Via la Ec. (4.2),
S

esto significaria que x L P x \ U. En otras palabras, J = {i € I : x; € F'} serfa cofinal

para I. Por ello la red x5 = (;);c5, donde h es la inclusién J < I, seria una subred de x.
Finalmente, como xj (toda ella) vive en el cerrado F', todas sus subredes convergentes (si las
tuviera) tendrian su limite en F' (por el Ejer.4.2.4). Como x ¢ F', vemos que X no tendria
subredes que puedan ir hacia el x en cuestion. [ |

El siguiente Teorema es la justificacion del nombre puntos limite para los elementos de la
clausura de un conjunto:

Teorema 4.2.6. Sea (X, 7) un ET. Dados A C X y z € X, son equivalentes:
1. z es punto limite de A, o sea z € A.

2. Existe una red x = (x;);e1 en A tal que z; —H> 2.
1€
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Demostracion. 2 — 1: La red vive en A C A que es cerrada. Luego z € A, por el Ejer. 4.2.4.

1 — 2: Si ahora suponemos que z € A, definamos una red cuyos indices se muevan en
el conjunto O(z), ordenado con la inclusién al revés, como en el Ejem.4.1.2. Para cada
U € O(z), como sabemos que U N A # &, elijamos un zy € U N A. Veamos que nuestra red
X = (zv)veo(z) converge a z. La prueba es tan simple que confunde: Si a un U € O(z) lo
pensamos como entorno de z, a partir del mismo U, pero ahora como indice, tenemos que

V>U = VCU vy entonces zy e VNACV CU.
E
Esto prueba que x — U, lo que demuestra la convergencia a z. [ |

Observacién 4.2.7. El resultado anterior muestra que el operador clausura A — A, que
determina la clase de los conjuntos cerrados, y por ello a la topologia 7, esta a su vez
caracterizado por la convergencia de redes en X. Luego para mostrar que dos topologias
coinciden en X, bastara ver que producen las mismas convergencias de las redes en X.

Maés aun, si tenemos o y 7 dos topologias en un conjunto X, se tiene que
cC1T — T-convergencia = o¢-convergencia ] .

La ida sale porque en 7 hay mas entornos. Para la vuelta se ve que dado A C X vale que
AT C A, por lo que o tiene “menos cerrados”’. En parte por eso es que, en tal caso, se dice
que 7 es mas fuerte que o, ya que se dice que una convergencia es mas débil en tanto sea
mas facil converger, y més fuerte si pocas redes pueden hacerlo.

Sin embargo, si no se ponen algunas restricciones, el fenémeno de la convergencia puede
tener propiedades raras (el tipico es que una red tenga méas de un limite). Para tener una
idea de esto veamos un ejemplo catastrofico: A

Ejemplo 4.2.8. Sea X un conjunto infinito y consideremos en X la topologia cofinita
T7or(X) que ya vimos en el Ejem.2.4.8. En este espacio, muchas redes convergen a todos
los puntos de X.

Por ejemplo, asumamos que una red x = (z;);e; en X cumple que I es infinito (sin dltimo
elemento), y que la funcién x : I — X es inyectiva. Luego, si U € 7¢p(X), el conjunto

. E .
{i €l:x; ¢ U} es finito, por lo que x — U. Y estamos hablando de todos los abiertos de
X, o sea los entornos de todos los puntos. Si la red cumple algo menos: que las colas

Ci(x) ={x;:j > i} son infinitas para todo i€l

entonces todo x € X es punto de acumulacion de x. A

La siguiente Proposicion muestra que los espacios de Hausdorff son un ambito en donde las
cosas son mas normales en este sentido:
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Proposicién 4.2.9. Sea (X, 7) un ET. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Toda red convergente en X tiene un tnico limite.
2. X es un espacio de Hausdorff.
Demostracion. Sea x = (z;);c1 una red tal que z; ZG—H> x,ysea z # x. Si X es de Hausdorff,

existen U € O(z) y V € O(z) disjuntos. Como x & U, es imposible que x &y Asi,
vemos que X no converge a z. Reciprocamente, supongamos que X no es Hausdorff. Entonces
tomemos z, y € X (distintos) tales que no tienen entornos disjuntos. Construiremos una
red que converge a ambos. Tomemos como conjunto de indices a I = O(z) x O(y), con el
orden (U, V) < (U, V') siU" C Uy V' CV (verificar que es dirigido). Por hipdtesis, para
cada (U,V) € I podemos elegir un xzyy € U NV. Sea entonces la red x = (zy,v)w,ver-
Es una red bien fiera, pero tiene la ventaja de que la verificacién de que converge tanto a x
como a y es cuasitrivial, asi que la dejamos como ejercicio. [ |

El siguiente paso es ver que los puntos de acumulacion son exactamente aquellos a los que les
converge alguna subred. Pero antes de probarlo necesitamos el siguiente lema, que también
serd 1til méds adelante (y que por esa razén lo escribimos un poco en complicado).

Lema 4.2.10. Sea X un conjunto con los siguientes objetos:

1. Una familia de subconjuntos @ # B C P(X) que estd dirigida por la inclusién al revés,
es decir que si A, B € B, existe otro C' € B tal que C C AN B.

2. Una red x = (7;);e1 en X tal que x SN A, para todo A € B.

E
Entonces existe una subred y de x tal que y — A, para todo A € B.

Demostracion. Consideremos el conjunto M = { (i,B) € [x B : z; € B }, con el orden
dado por

(i,B)<(j,A) si i<j y ACB.
Veamos que este orden dirige a M: Dados (i,B) y (j,A) € M, sea k € I tal quei < ky

j < k. Sea, ademas, C' € B tal que C C AN B. Como x SN C,exister eltalquer > ky
z, € C. Luego (r,C) € M y mayora a los dos pares (i, B) y (j, A). Definiremos la subred y
usando a M como conjunto de indices. Para ello usaremos la funcion h : M — I dada por

h(i,B)=1i, paratodo (i,B)€e M.

Observar que h es creciente. Veamos que es cofinal: Dado j € I, fijemos cualquier B € B.
Como x s B, existe i > j tal que z; € B. Luego (i, B) € M y entonces h(i, B) =i > j.
Por la Def. 4.1.3 de subredes, si definimos la red

y: M —= X dadapor yup) =xnup = para (i,B)e M,
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entonces y es subred de x. Para ver que y cumple lo pedido, fijemos un B € B. Como

F . . . . .
x — B, existe i € I tal que z; € B, o sea que (i, B) € M. Si tomamos cualquier

(4,A) e M tal que (j,A) > (i,B), tendremos que y,a =2; € AC B,

E
puesto que (j, A) € M. Esto muestra que y < B. Como B era cualquiera, finish. |

Con esto podemos probar el primer resultado basico de subredes:

Proposicién 4.2.11. Sea (X,7) un ET y sea x = (z;);e1 una red en X. Luego un punto
z € X es de acumulaciéon para x si y sélo si existe una subred y de x que converge a z.

Demostracion. Si z es punto de acumulacion de x, tomemos la familia de subconjuntos
B = O(z), y estamos justo en las hip6tesis del Lema 4.2.10. La subred y de x del Lema

cumple que y £> U para todo U € O(z), lo que dice que y converge a z.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una subred y = (y;);ej de x que converge a un
punto z. Dados un entorno U € O(z) y un indice i € I, existe un j € J tal que h(j) > i
(donde h es la funcién asociada con la subred y). Existe ademds un k € J tal que y; € U
para todo s > k. Tomemos un r € J mas grande que k y 7. Entonces h(r) € I cumple que

hr)>h(j)2i v awm=y-€U.

Eso dice que x — U. Como el U € O(z) era cualquiera, z es punto de acumulacién de x. W

Observacién 4.2.12. Tenemos dos apariciones del nombre punto de acumulacién (abre-
viemos PA): para conjuntos y para redes. Conviene aclarar que los conceptos son semejantes,
pero de equivalencias ni hablar. A pesar de que uno podria pensar en una red x = (x;);e1
en un (X, 7) y en el subconjunto Ay = {z; : ¢ € I} C X y en sus PA’s. Pero ninguna cosa
implica la otra. La palabra acumulacion refiere a que aparecen muchisimos términos cerca
del punto. Pero en el caso de conjuntos eso refiere a que sean distintos elementos, y en el de
las redes a que aparezcan en distintos momentos (apariciones muy frecuentes).

Observar que la red puede ser constantemente igual a un z € X. Alli x es PA de la red x
pero no de Ay . Incluso puede haber una cantidad cofinal de apariciones del x en x y que la
otra mitad se vaya a cualquier otro lado. Pasa lo mismo.

O bien puede pasar que x : [ — X sea inyectiva, y que haya un conjunto infinito numerable

J = {i, : n € N} C 1 tal que la sucesién x;, —— x. Entonces se tiene que = € A, . Pero si
n—oo

J no es cofinal en I (lo que bien puede pasar si, por ejemplo, I = R con su orden), nadie nos
asegura que z sea un PA de x.

Donde las cosas se parecen un poco mas es cuando se toman sucesiones. Ahi si puede verse
que, si x : N — X es inyectiva, entonces x es PA de x siy sélo si x € AL . A
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4.3 Sucesiones en espacios V;

En los espacios V7 (en particular todos los EM’s), las redes siguen siendo ttiles, pero no
son imprescindibles. Esto es algo complicado de formular explicitamente. A continuacién
enumeraremos los resultados concretos que nos permitiran trabajar sistematicamente con
sucesiones (y subsucesiones) cuando estemos en el contexto N;. Las pruebas salen a mano,
igual que en el contexto de EM’s.

Es importante notar que en el caso no N;, tanto las sucesiones como las subsucesiones no
son suficientes para caracterizar clausuras y puntos de acumulacién (y por eso hizo falta
todo el laburo anterior). Pero ahora si lo serdn. Veamos:

Proposicién 4.3.1. Sea (X, 7) un ET de tipo N; . Se tienen las siguientes propiedades

1. Dado A C X, un punto x € A si y slo si existe una sucesién y = (4, )nen en A tal
que y, — .
n—oo
2. Un 2 € X es punto de acumulacién de una sucesion x = (2, )neny en X siy sélo si
existe una subsucesion (z,, )ren de x tal que x,, k—> .
—00

Demostracion. Fijemos el z € X y {V,, : m € N} C 7 una base de O(z). Para cada n € N,
tomemos el abierto U, = (] V,,, € 7. Luego B, = {U,, : n € N} C 7 es otra base de O(x),

m=1
que ahora cumple que U, C U, para todo n € N. Para probar el item 1. basta tomar una

sucesion y = (Y )nen tal que y, € U, N A (# @ siz € A ) para todo n € N. La vuelta sale
porque las sucesiones son redes, via el Teo. 4.2.6.

Para el item 2., la vuelta sale como arriba, ahora por la Prop.4.2.11 (subsucesién es subred).
Si el z es PA de x = (2,)nen, empecemos tomando ny; € I tal que z,, € U;. Como

F . .
x — U, , podemos tomar ns > n, tal que z,, € Uy. Recursivamente, podemos construir la
subsucesion (x,, Jken de forma que cada x,, € U, . Como en el caso anterior, vemos que eso
implica que z,, — x. [
k—o0

Ejercicio 4.3.2. Volviendo a la Porp. anterior: Si el x es PA de x = (z,)nen, por la
Prop.4.2.11 existe una subred y = (y;);ey de x que converge a z. Si tomamos, de la subred
y, su funcién h : I — N cofinal creciente, sabemos que h(I) C N es infinito. Lo numeramos
en forma creciente h(I) = {n; : k& € N} y tomamos la subsucesién (z,, Jreny de x. Como h
es creciente y sabemos que y; je—J> T, Vemos que T, m x. Y san se acabd.

El ejercicio consiste en ver qué parte de lo de arriba esta mal (no vale decir que “san se acabd”
ya no se usa). No puede ser correcto porque no se usa que X sea Nj. Y ese enunciado es
falso en general, cosa que se puede comprobar mirando el Ejem. 8.1.2. A
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4.4 EM’s completos

Acabamos de ver que, si (X,d) es un EM, entonces pensado como ET con la topologia
métrica 7, es Ny, por lo que basta trabajar con sucesiones. Una nocién puramente métrica
que se puede definir tanto para sucesiones como para redes es la de ser de Cuachy, o sea
ser candidata fuerte a converger. La nocién de completitud consiste en que a todas esas
candidatas les existe el limite. Si eso no pasara, el proceso tradicional de completacién de
un EM es inventarse esos limites en un EM més grande, que quedara completo. Otra nocion
métrica (y que depende de la métrica especifica que se use) es la de didmetro:

Dado A C X definimos diam (A) = sup {d(z,y) : x,y € A} .
Observar que A es acotado si y s6lo si diam (A) < oo, puesto que diam (B(zx,¢) ) < 2e.
Definicién 4.4.1. Sea (X, d) un EM y sea x = (2;);e1 una red en X.

1. Diremos que x es una red de Cauchy si verifica que
para todo € > 0 existe unig € I tal que diam (Cy(x)) <e€ .

O sea que, dados 7,7 € I tales que ¢ > iy y j > ip, debe valer que d(z;,x;) < . En
: . E
particular, esto dice que x — B(z;, ,€).
2. Esto suele abreviarse como d(x; , ;) — 0.
1,]€

3. Para sucesiones (y,)nen en X, escribiremos d(y,, , ym) — 0. A
n,Mm—00

Observacion 4.4.2. Es facil ver que si una red x = (z;);c1 en X es convergente aun x € X,
entonces es de Cauchy. En efecto, dado el € > 0, basta elegir el iy € I tal que z; € B(z, )
para los i > i5. En cambio, si x fuera de Cauchy pero no convergente, lo que uno tiene
es el “lugar” al que debe converger, pero a X le falta un punto en ese lugar. Eso se puede
subsanar viendo que dicho lugar estda ocupado, ya sea como limite de una subred, o como
punto de acumulacién de x. Esto es cierto para redes, pero lo enunciaremos para sucesiones,
porque es lo que mas se usa en este contexto. Agregaremos una condicion propia de las
sucesiones, que usa puntos de acumulaciéon de conjuntos. A

Proposicién 4.4.3. Sea (X,d) un EM y sea x = (2, )nen una sucesiéon de Cauchy en X y
sea x € X un punto. Supongamos que se verifica alguna de las siguientes condiciones:

1. Existe una subsucesién (x,, )ken de x tal que z,, — x .
k—o0

2. El tal z es un punto de acumulacién de la sucesién (x,)ncn -
3. Nuestro z es punto de acumulacién del conjunto A = C}(x) = {z,, : n € N}.

Cualquiera de esas tres cosas implica que x,, — .
n—oo
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Demostracion. Es claro 1 <= 2, via la Prop.4.3.1. Supongamos que vale 1, tomemos un
€ >0yunng € Ntal quesin>ngym2>ng, entonces d(x, ,7,) < 5 .

Dada la subsucesién x,, — 7, tomemos un ko € N tal que d(x,, ,z) < 5 siempre que
— 00

k > ko (o lo que es lo mismo, que ng > ny,). Fijemos un k € N tal que ng > max{ny, ,no}.

Por fin, si ahora tomamos un n > ny (el de Cauchy con § para x), tenemos que

€ €
d(zp,z) <d(Tyn,xn,) +d(@y, ,2) < -+=-=¢ = x,——T.
2 2 n—00
Por otro lado, dado ¢ > 0, el hecho de que x € A’ asegura que se puede encontrar un
no lo suficientemente grande para que cumpla dos cosas: que z,, € AN B(z,5) y, por la

Cauchycidad, que x = B(n,,5) € B(x,¢). |

Definicién 4.4.4. Sea (X,d) un EM. Diremos que X es completo si toda sucesiéon de
Cauchy en X es convergente. A

Proposicién 4.4.5. Sea (X,d) un EM. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. X es completo.
2. Dada una familia {F, },en de subconjuntos cerrados de X tales que

(a) Para todo n € N, se tiene que F, 11 C F,, # &.

(b) La sucesién diam (F,) — 0.

n—oo

se debe cumplir que () F, # 2.
neN

Demostracion. Si X es completo y tenemos la sucesioén {F), },en como en el item 2, elijamos
un x, € F, para cada n € N. Las condiciones (a) y (b) aseguran que x = (Z,)nen es de

Cauchy (dado € > 0, basta tomar ny € N tal que diam (F},,) < €). Observar que x = E,
para todo n € N (por (a)). Si x, — =z, el hecho de los F,, sean todos cerrados termina
n—oo

de mostrar que z € [ F, # 9.
neN

Supongamos ahora que se cumple la condicién 2, e imaginemos que una sucesion de Cauchy
Y = (Yn)nen en X no tiene limite. Definamos F,, = C,(y) = {ym : m > n}. El hecho de
que y sea de Cauchy dice exactamente que diam (F,,) —— 0. Y los F,, estéan encajados por

n—oo
definicién. Como todas las colas y, = (Ym)m>n son también sucesiones de Cauchy, y estan

tan carentes de limite como y, la Prop.4.4.3 nos dice que F) = @ para todo n € N. Asi
llegamos a que cada F,, = F,,UF, = F,,, por lo que son todos cerrados. Y de que sean vacios

ni hablar. Podemos tomar entonces el z € (] F,,. Para cada n € N se tiene que tanto z,
neN
como z estan en F,,. Luego d(z, ,z) < diam (F,,) — 0 . Ya fué. |
n—oo

Ejercicio 4.4.6. Sea (X, d) un EM. Entonces se tiene que
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1. Existe un EM completo X¢ y una isometria f: X — X¢ tal que f(X) es denso en X°.

2. Mas atn, si me dan otro par (g,Y) que cumpla lo mismo (Y es completo y g manda
isométricamente a X a un denso de Y'), entonces existe una isometria sobre

(0 sea un hémeo isométrico) @ : X —Y talque Pof=g.

Esto se reinterpreta como que ¢ es “la identidad” en X, si preferimos pensar que las
completaciones X¢ e Y son conjuntos que contienen a X y que f y g son las inclusiones
de X en ellos.

Sugerimos construir X¢ como el conjunto de sucesiones de Cauchy en X, dividido por la
relacion de equivalencia “ir hacia el mismo lado” (o sea que d(x,, , y,) —— 0). El espacio
n—oo

X “entra” en X°¢ como las clases de las sucesiones contantes. A

4.5 Filtros versus Redes

Dados un conjunto X y una familia F C P(X), diremos que F es un filtro si
(a) F es cerrado por intersecciones finitas.
(b) Si A € F, todo B € P(X) tal que B D A también cumple que B € F.
(c) @ ¢ F.

Si tenemos una topologia 7 en X, diremos que F converge a un z € X si O(z) C F.
Observar que la nocion de convergencia de filtros caracteriza a 7, porque se tiene que

Uer < U e F paratodo filtro F que converge a algin z € U .

Los ejemplos mds naturales de filtros en un ET (X, 7) son las familias F = O(x), para un
x € X. Como en el Teo.4.2.6 para las redes (donde se elige un xy; € U para cada U € O(x) ),
el filtro O(z) es el que més evidentemente converge a .

La nocion de subfiltro es mucho méas amigable que la de subred: Un filtro G es subfiltro de
F simplemente si G C F. Pero en esta teoria los roles estan invertidos, porque es claro que
si G C F y G converge a algin x € X, entonces también F converge a x. Luego el papel
de las subredes lo juegan los filtros més grandes que uno dado. Cierta correlaciéon de ambos
enfoques la mostramos en el siguiente enunciado:

Proposicién 4.5.1. Sea (X, 7) un ET. Si x = (2;);e1 es una red en X, definamos

Fx = {BCX : (xi)ieﬂ‘gB}-

Luego Fx es un filtro, y Fx converge a un z € X siy solo si x; —H> zZ.
1€
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Demostracion. Para ver que Fy es filtro, basta mostrar que dados A, B € Fy, entonces

ANB € Fx. Y esto sale directamente de que x — A y también x — B (y de que I
estd dirigido). Observar que & ¢ F,, porque nadie puede estar eventualmente en &. La
equivalencia de las convergencias surge simplemente de cotejar ambas definiciones. [ |

Observacion 4.5.2. Sea (X, 7) un ET. Veamos una idea de cémo volver de los filtros a las
redes. La construccion no es del todo legal, pero es bastante convincente. Por suerte, igual,
no se la usa en lo que sigue. Tomemos F un filtro en X. Entonces el conjunto

A={(z,A)e X x F:x € A} conelorden (z,A) < (y,B) siempre que BC A

estd dirigido. Y la red x¥ = (%(y,4)) (g, 2)en dada por z(, 4) = y converge aun z € X siy sélo
si el filtro F converge a z. En efecto, dados (z, A), (y, B) € A, tenemos que C' = ANB € F.
Como @ ¢ F, basta tomar un z € C, y el par (z,C) € A mayora a (z,A) e (y, B). Luego
A estd dirigido y x” es una red. Supongamos que F converge a z, o sea que O(z) C F.
Para cada U € O(z), tomemos el indice (z,U) € A. Si un par A 3 (y, A) > (z,U), entonces

ACU,porloquezysy=yecACU. OseaquexfiU.

Si la red x” converge a z, y tomamos un U € O(z), existe un par (y,A) € A tal que
Ty = u € U para todo (u,V) > (y,A). Pero esto incluye a todos los pares (w, A) € A,
que recorren los w € A. Resumiendo, tenemos que A C U, por lo que U € F. Asi vemos
que O(z) C F y F converge a z. A

Observacion 4.5.3 (Ir y volver). Con las notaciones de la Obs. 4.5.2, si uno empieza con
el filtro F, construye la red x” y vuelve a los filtros con F,r , afortunadamente queda que
Fyr = F. Esto pasa porque vale la siguiente igualdad: si (y, A) € A, entonces

C(y,A)(X]:):{iL'(Z’B) :A>(2,B)>(x,A) }={z : A>(2,B) > (z,A) } =Ac F.

Sin embargo, si uno empieza con una red y = (y;);cr1, € itera como antes, queda que y es
una subred de la nueva red x* producida por el filtro F,, . En efecto, basta definir

h:T— A lafuncién dada por  h(i) = (y;, Ci(y)) €1,

donde Ci(y) = {y; : j > i} € F,. Notar que h es creciente, porque los C;(y) se achican al

agrandar ¢. Ademas h es cofinal, ya que si A € Fy , el hecho de que y oA equivale a haya
algun C;(y) C A. Por otra parte,

Th() = T(y,Ci(y)) = ¥i paratodo i€l. A

Observacién 4.5.4. En la Obs. 4.5.2 podria haberse construido otra red y* maés simple que
converja a lo mismo que el filtro F. Bastaba tomar y” = (y4) 4er tal que y4 € A para todo
A € F (en F se toma el orden < dado por 2). Lo malo de este proceso es que, al iterar
como antes, la tinica relacién entre la red x con la que se empieza e y™ es que Fy = Fy7s
(por lo que convergen a lo mismo, o ninguna converge).
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Lo bueno de la red x” del la Obs. 4.5.2 es que toda red z = (z:)ier tal que F, = F, debe ser
subred de x”, por la cuenta de arriba. Lo malo de ella es que el orden del conjunto A de la
Obs. 4.5.2 tiene un problema: Dado un A € F y dos elementos distintos z,y € A, entonces
los pares (z,A) e (y, A) son cada uno mayor que el otro, pero no son iguales. Asi que el <
que se define es un “preorden” y no un orden. Si bien la definicién de redes pide orden, en
este caso podemos dejar esa desprolijidad porque permite hacer una construccién global. La
alternativa seria dividir por los indistinguibles, con lo que quedaria tan solo F con su orden
de inclusién al revés. Y se tendria que elegir un elemento y4, € A para cada A € F como
mencionabamos antes. A

Definicién 4.5.5. Diremos que un filtro F en un conjunto X es un ultrafiltro si
para todo AC X obien A€ F obien X\ AeF.

Observacion 4.5.6. Sea F un ultrafiltro en un conjunto X. Observar que a F no se lo
puede agrandar y obtener otro filtro (en tal caso el nuevo filtro tendria al &, lo que no vale),
o sea que es maximal entre los filtros de X. Y vale la reciproca: A

Proposicién 4.5.7. Empecemos con un conjunto X.
1. Un filtro F en X es ultrafiltro <= es maximal entre los filtros.
2. Fijado un filtro F en X, siempre existe un ultrafiltro G en X tal que F C G.

Demostracion. Del item 1 ya vimos la ida. La vuelta sale usando algo mas general:

Claim. Sea F un filtro en X tal que existe un A C X tal queni A € Fni X\ A € F.
Construyamos una nueva familia de conjuntos con esos datos

G = {BEP(X):BQAHD, para algin DE.F}.

Resulta que este G es un nuevo filtro tal que F C Gy A € G (y es el minimo que cumple
esas cosas). En efecto, en principio podemos observar que si D € F, entonces D O AN D,
por lo que F C G. Ademéds A = ANX € G (porque X € F).

La verificacion de que G es un filtro es rutinaria. Se usa que JF es cerrado por intesecciones
finitas (intersecando a los D’s). Lo maés divertido es que & ¢ G porque, si AN D = & para
cierto D € F, entonces D C X \ A, lo que implicaria que X \ A € F. A

Volviendo al item 1., si un filtro F no es ultra, siempre podemos tomar un A C X que le
cumpla lo del Claim. Pero entonces el filtro G asociado seria estrictamente més grande que
F (ya que A € G), asf que F no era maximal.

Para el item 2., si tomamos un filtro cualquiera F en X, zorneando uno muestra que existe
un filtro G en X tal que G es maximal y F C G. Y vimos que con eso alcanza. [ |

Definicién 4.5.8. Sea u = (u;);er una red en X. Decimos que u es universal si el filtro
Fa={BCX:u = B} de la Prop.4.5.1 es un ultrafiltro. En otras palabas, la red u es
universal si, para todo A C X, se tiene que u & Ao bien u S X \ A. A
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Proposicién 4.5.9. Toda red x = (z;);e; en X tiene una subred universal.

Demostracion. Sea G un ultrafiltro que contiene al filtro Fx = {B C X : x = B}. Para

F . e .
todo A € G, debe suceder que x — A. En efecto, en caso contrario existiria un 7 € I tal que

E
z; ¢ A para todo j > 4. En otras palabras, x — X \ A. Pero en tal caso X \ A € x C G.
Y eso no es posible. Esto muestra que la red x y la familia G estan en las condiciones de la

Prop. 4.2.10, que nos provee de una subred u de x tal que u & para todo A € G. Luego

el filtro Fu ={D C X :u & D} contiene a G, por lo que deben ser iguales (recordar que G
es maximal). Por lo tanto u es la subred universal buscada. |

Observacion 4.5.10. La existencia de subredes universales es radicalmente contraria a la
costumbre de pensarlas como subsucesiones. Muestra que existen subredes abrumadora-
mente mas “grandes” que la red original. Se ve que el tomar subredes es un concepto mas
cercano al de “refinar” la red original que el de quedarse con un “cacho” de ella. Por ejemplo,
en un espacio Nj, uno cree que las sucesiones y subsucesiones alcanzan. Sin embargo, las
sucesiones tienen subredes universales, pero minga subsucesiones universales.

La Prop.4.5.9 serd sumamente 1til a la hora de relacionar el concepto de compacidad de
ET’s con el de convergencia de redes y subredes. La gracia estd en la siguiente propiedad
extrana de las redes universales: A

Proposicién 4.5.11. Sea (X, 7) un ET y sea u = (u;);c1 una red universal en X. Entonces

1. Para todo A C X se tiene que u £> A o bien u £> X\ A

2. Si z € X es un punto de acumulacién de u, entonces u; 0 (como las Cauchy).
1€
Demostracion. El punto 1 es un refraseo de la Def. 4.5.8. El punto 2 sale porque, si U € O(z),
el hecho de que u i) U hace que sea imposible que u £> X\ U. Como F, es un ultrafiltro,

E
no queda otra que u — U. Luego u; —H> z. |
i€

Observacién 4.5.12. La nocién de ultrafiltros, y por ende la de redes universales, suena a
cosa esotérica e inentendible. Algo de eso hay. Sin embargo hay ultrafiltros bien concretitos:
Si (X, 7) es un ET y fijamos un z € X, podemos ver inmediatamente que la familia

F.={AePX) : z€A}

debe ser un ultrafiltro. La macana de estos ejemplos, es que si una red x = (x;);er en X
cumple que Fy = F, para cierto z € X, entonces obligatoriamente debe pasar que la red x
es constante desde un iy en adelante. O sea que existe un iy € I tal que C; (x) = {z}. Esto
es asi porque el conjunto {z} € F,. Por lo tanto, la Prop.4.5.9 nos dice que debe haber
muchos ultrafiltros méds complicados que los “puntuales” (i.e., los F,), porque la mayoria de
las redes no tienen subredes constantes. A
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4.6 Ejercicios

Ejercicio 4.6.1. Sea I un conjunto dirigido con el orden <. Si no existe un elemento maximo iy; € I, probar
que para todo j € Thay un k € I tal que k > j (k > j pero k # j). Otra manera de decirlo: En un dirigido,
maximal = méximo.

Ejercicio 4.6.2. Probar que si z es una subred de una subred y de una red x, entonces z es una subred de x
(la primera parte del ejercicio es entender qué significa este trabalenguas). Se sugiere componer las funciones
que conectan los indices, y usar que son crecientes para ver que la composicion es creciente y cofinal.

Ejercicio 4.6.3. Sea x = (z;);c1 una red en un conjunto X. Probar que:

1. Dado K C I un subconjunto cofinal, o sea que para todo i € I existe un k € K tal que k > i, entonces
la red x|]K = (zk)rex es una subred de x. La h es la inclusién h = Jx : K — L

2. En particular, fijado cualquier ig € I, la red (x;);>4, , que estd dada por el conjunto Iy = {i € I: ¢ >
io} C 1, es subred de x.

Ejercicio 4.6.4. Sea (X,7) un ET y sea x = (z;);c1 una red en X.

E E
1. Si A C X cumple que x — A, entonces toda subred y = (y,);e5 de x también cumple que y — A .
Para probar esto sera util usar que la funcién h : J — I que determina a y es creciente y cofinal, por
lo que Cj(y) € Chjy(x), y al h(j) se lo puede hacer tan grande como haga falta.

2. Six; 7 € X, toda subred y = (y;)jer de x también converge a z.
1€

3. Maés aun, x; —H> x siy sélo si toda subred de x tiene una subred que converge a x. Para hacer la
ic

vuelta, alcanza elegir un subconjunto cofinal adecuado de 1.

4. Sixviveenun Y C X ey € Y, entonces x; Lﬂ) Yy = T—YH> y , donde 7y es la topologia
€ [4S]

inducida por 7 a Y. Lo mismo vale si el y es PA de x (en Y 0 en X).

E

5. Si z; —H> x € X, y me dan un cerrado F' C X tal que x — F', entonces x € F'.
1€

Ejercicio 4.6.5. Sea (X, d) un EM, y pensémoslo como ET via la topologia 7;. Dados un punto z € X y

una red x = (z;);e1 en X, probar que

x; ld?z <= lareden R d(xi,x)ﬁO,
ic i€

. E
y que ambos equivalen a que x — B(x,¢) para todo € > 0.

Ejercicio 4.6.6. En la Prop.4.3.1 vimos que lo siguiente vale:

Sea (X,7) un ET de tipo N;. Si una sucesién x = (z,)nen en X tiene una subred y = (y;)ic1 que

converge a un x € X, entonces existe una subsucesién (z,, )reny de x tal que z,, k—> x. Miremos la
— 00

siguiente prueba de esto:

Si tomamos la subred y con su h : I — N cofinal creciente, sabemos que h(I) C N es infinito. Lo numeramos
en forma creciente h(I) = {ny : k¥ € N} y tomamos la subsucesién (x,,)ren de x. Como h es creciente y
sabemos que y; —H> Z, Vemos que T, k—> z. Y san se acabd.

i€ —»00

El ejercicio consiste en ver qué parte de lo de arriba esta mal. No puede ser correcto porque no se usa que
X sea Ni. Ya que estamos, probar ese enunciado es falso en general.

Ejercicio 4.6.7. Sea (X,d) un EM. Entonces se tiene que
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. Existe un EM completo X ¢ y una isometria f : X — X¢ tal que f(X) es denso en X°©.

Més atin, si me dan otro par (g,Y’) que cumpla lo mismo (Y es completo y g manda isométricamente
a X a un denso de Y'), entonces existe una isometria sobre

(0 sea un hémeo isométrico) @:X°¢—Y talque Pof=g.

Esto se reinterpreta como que ® es “la identidad” en X, si preferimos pensar que las completaciones
X¢eY son conjuntos que contienen a X y que f y g son las inclusiones de X en ellos.

Sugerimos construir X ¢ como el conjunto de sucesiones de Cauchy en X, dividido por la relacién de equiva-
lencia “ir hacia el mismo lado” (o sea que d(zy,, yn) —— 0). El espacio X “entra” en X°¢ como las clases
n—oo

de las sucesiones contantes.

Ejercicio 4.6.8. Sea (X,7) un ET y sea x = (2;);e1 una red en X.

1.

2.

Six vive en un Y C X y es universal en Y, entonces también es universal si la pensamos como una
red en un conjunto Z, siempre que ¥ C Z C X.

Si x es universal (ahora en X)), toda subred de x también lo es.

Ejercicio 4.6.9. Llamemos Ny = NU {0}, y sea X = Ny X Ny. Le daremos al espacio X una topologia 7
bastante rara:

e Pongamos que todos los puntos distintos del (0,0) son abiertos.

e Los entornos del (0,0) son los U C X tales que, salvo finitos m € Ny, en la recta vertical L,, =

{(m,n) : n € Ng} hay sélo finitos puntos fuera de U, o sea que existe

My C Ny tal que |N0\MU|<oo y ‘Lmﬂ(X\U)|<oo para todo m € My

Aparte se pide que (0,0) € U. Notar que todo tal entorno es clopen. Probar que

1.

2.

10.

Esa 7 es una topologia para X.

Todo punto de X es la interseccién de numerables entornos clopen.

(X, 7) es Hausdorff y Lindeloff.

El conjunto Xy = X \ {(0,0)} es abierto y denso en X.

Hay redes en X, que convergen a (0, 0).

Sin embargo, ninguna sucesion x = (z,)nen en Xp lo hace.

A pesar de lo que dice 1, X no puede ser de la clase N7, porque 6 no se lo permite.

Peor ain, mostrar que hay una sucesién x = (z,)nen en Xg tal que (0,0) es un punto de acumulacién
de x.

En conclusién, existen subredes de la sucesién x de 8 que convergen a (0,0). Pero por el punto 6,
ninguna de ellas puede estar dada por un conjunto cofinal de N (o sea, una subsucesion).

No leer esto cuando haga la dltima parte del Ejercicio 4.6.6.
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Capitulo 5

Funciones continuas

Las “flechas” de la categoria de ET’s son las funciones continuas. La topologia sélo aspira
a estudiar propiedades de los espacios asociadas a sus funciones continuas, ya que cualquier
tipo de “suavidad” queda afuera de los parametros de la teoria. Por ello, veremos que
la equivalencia entre dos ET’s consistira en que exista entre ambos lo que llamaremos un
homeomorfismo, que es una funcién biyectiva y bicontinua. Esto proveera de una biyeccion
natural entre sus topologias. Ademas, utilizando las funciones continuas, se tendran her-
ramientas para construir nuevas topologias y refinar las propiedades de los ET’s. En el
Capitulo 2 hicimos una intro basica sobre las continuas. En la primera seccion repasaremos
esos resultados y aggiornaremos un poco las cosas. Empecemos.

5.1 Continuidad basica bis

Sean (X,7) e (Y,0) dos ET’s, y sea f: X — Y una funcién. Vimos que f es continua si
' Vy={zeX:f(xr)eV}ecr paratodo Vo

(alcanza con V en una sub-base de 7). Y que esto equivale a que f~!(F) sea T-cerrado para
todo o-cerrado F' C Y. Por otra parte, decimos que f es continua en un punto z € X si

fY(A) e O (x) paratodo A€ O,(f(z)),

y vimos que la f es continua (en X) siy sélo si es continua en z para todo = € X.
Recordemos que se denota por C’( (X,7), (Y, 0)) o también C’(X, Y), al conjunto de todas

las funciones continuas g : (X,7) — (Y,0). La operacién A — f~1(A) tiene la siguiente
propiedad:
F'Y\NA) =X\ f1A) paratodo AecPY), (5.1)

Vayamos ahora hacia una caracterizacién de la continuidad relacionada con la convergencia:
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Proposicién 5.1.1. Sean f : (X,7) — (Y,0) y x € X. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. f es continua en x.
2. Para cada A € O,(f(x)), existe un B € O.(x) tal que f(B) C A.

3. Para toda red x = (x;);c1 en X tal que z; — T, 8¢ tiene que f(z;) — f(z).
e S

Demostracion. 1 — 2 : Basta tomar B = f~!(A).
2 — 3 : Fijemos la red z; — Dado A € O,(f(x)), sea B € O.(z) tal que f(B) C A.
1€

Sabemos que x & B, por lo que fox & f(B) C A. Esto muestra que f(z;) — f(x).
1€
3 — 1: Si existiera un A € O,(f(z)) tal que f~'(A) ¢ O,(x), usando la Prop.2.2.3

que decia que X\ B°=X\DB,
y las ecuaciones (2.1) y (5.1), tendrfamos que = ¢ f~1(A)°, o sea que
€ X\ AP =(X\[HA4)) =11V \A4).

Por el Teo. 4.2.6, existirfa una red x = (;);e1 en f~1(Y '\ A) tal que z; pand Sin embargo,
f(x) vive toda ella en Y \ A, y A era entorno de f(z). O sea que f(x;) 7% f(z) |

Observacion 5.1.2. Sean X e Y dos EM’s y sea f : X — Y una funciéon. Entonces f es
continua en un x € X siy solo si vale la férmula €, de siempre:

para todo € >0 existe un d >0 tal que dx(z,2) <d = dy(f(2),f(zx))<e, (5.2)

donde estamos hablando de la continuidad relativa a las topologias inducidas por las métricas.
En efecto, basta aplicar la Prop. 5.1.1, mas el hecho de que las bolas alrededor de un punto
forman una base de entornos de ese punto. A

Ya que estamos, recordemos la siguiente consecuencia de la Prop.4.3.1:

Proposicién 5.1.3. Sean (X,7) y (Y,0) dos ET’s. Supongamos que X es de tipo Nj.
Entonces se tendra que una funcién f: (X, 7) — (Y o) es continua en un x € X siy sélo

si para toda sucesién (7,),cn en X tal que z,, —— x, debe pasar que f(z,) —> f(z).
n—00

En particular, esto se puede aplicar al caso en que el dominio X sea un EM.

Demostracion. Una implicacion sale usando la Prop.5.1.1 porque, al fin y al cabo, las
sucesiones son redes. La otra se muestra inspeccionando la prueba de 3 — 1 en la Prop. 5.1.1.
Alli uno tomaba una red en un conjunto que converge a alguien de su clausura (todo dentro
del dominio X'), usando el Teo.4.2.6. Pero por la Prop.4.3.1, ahora uno puede asumir que
existe una sucesion que hace eso. Despues se sigue igual que alla . [ |
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Definicién 5.1.4. Sean (X,7) e (Y,0) dos ET’s, y sea f : X — Y una funcién.

1.

2.

Diremos que f es abierta si f(U) = {f(x):x € U} € 0 para todo U € 7.

Diremos que f es un homeomorfismo (hémeo para los amigos) si es biyectiva, con-
tinua y abierta. Esto equivale a decir que tanto f como f~! sean funciones continuas.

. Diremos que X e Y son topoldgicamente equivalentes, y escribiremos X =Y si existe

f
un homeo f: X — Y. Si se quiere especificar el hémeo f, se escribirda X =Y. En este
caso, la aplicacién U — f(U) deviene en una biyeccion entre 7y o. A

Diremos que f es un embedding (o que f incrusta X dentro de Y') si cumple que

(a) Es inyectiva y continua.

(b) Si llamamos Z = f(X) C Y y consideramos en Z la topologia inducida por o,
Y/ ; .
entonces la correstriccién f ‘ : X — Z es un hémeo (o sea que es abierta).

f
En tal caso, médulo la identificacién via = | podremos asumir que X = Z C Y, y que
T es la topologia inducida por o a X. También escribiremos f: X — Y. A

Ejercicios 5.1.5. Sean X,Y dos ET’sy f: X — Y una funcién.

1.

La f es continua siy sélo si para toda red x = (x;);e; en X que converge a algin
x € X, se cumple que f(x;) — f(x).
e

A partir de ahora supongamos que f es continua.

2.

Sea D C X un denso. Si tenemos otra g € C'(X,Y), entonces para mostrar que f = g
alcanza con testear que f | D= g‘ - Otra manera de decirlo:

Y

“dos continuas que coinciden en un denso son iguales .’

Si f es sobre, entonces f(D) es denso en Y.

. Miés atin, dado un A C X se cumple que f( A ) C f(A).

Para que valga la igualdad f( A ) = f(A) para todo A C X no alcanza con que f sea
sobre. Pero si que sea sobre y abierta. A

5.2 Meétricas y topologias

Existen dos tipos de equivalencia entre las distintas métricas en un mismo espacio X. Esto
es asi porque puede haber dos métricas muy distintas que produzcan la misma topologia en
X, por lo que a la hora de definir equivalencias, hay que diferenciar si se tienen en cuenta el
punto de vista métrico o bien el puramente topoldgico .
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Definicién 5.2.1. Sea X un conjunto y sean d; y ds dos métricas en X. Diremos que son

T
1. Topolégicametne equivalentes, y notaremos d; = ds, si se tiene que 74, = Tq, .

2. Equivalentes (a secas) si existen nimeros m, M > 0 tales que

m dy(z,y) < di(z,y) < M dy(z,y) paratodopar x,y€ X . (5.3)

1=

En tal caso, notaremos que dy = d, . A

Vale la pena ver un ejemplo: la funcién f: R — (—1,1) dada por

t
t) = —— ara todo teR
es un homeo, si en ambos espacios consideramos la topologia usual. En efecto, su inversa

estd dada por la férmula f(s) = , para s € (—1,1), que es también continua.

s
1—|s|
Luego si en R consideramos las métricas

di(ty, t2) = [ti —ta| vy da(ti, t2) = |f(t1) — f(t2)| , paratodo par t,t; €R,

T
~

tendremos que d; dy, porque un A C R es dy-abierto siy sélo si f(A) es abierto en
(—1,1), lo que a su vez equivale a que A sea dj-abierto, por el hecho de que f es hémeo.

M
Sin embargo, no puede valer que d; = dy porque R es acotado para ds y no lo es para d; .
Otra manera de verlo es que d;(¢,t + 1) = 1 para todo t € R, mientras que, para t > 0 se

tiene que dy(t,t + 1) = (T D012 o 0, por lo que ningin M > 0 va a andar el la
Ec. (5.3).

Proposicién 5.2.2. Sea X un conjunto y sean d; y do dos métricas en X.
1. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Hay equivalencia topologica dy = dy .

(b) La funcién Zy : (X, dy) — (X, d2) es un hémeo.

(¢) Dado un z € X, se tiene que para todo ¢ > 0, existen d;(x) y da(x) > 0 (que
dependen de z) tales que

Bd1<x751(5€>) - de(a:,g) y de(x762(m)) C Bdl(l’,&‘) :
(d) Dada una sucesion (z,),en en X y un punto x € X, se tiene que

di(z, ,x) — 0 <= dy(z, ,x) —— 0.

n—o0 n—o0

(e) Dados z € X y A C X, se tiene que di(z,A) =0 <= ds(z,A)=0.
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(f) Dados z € X y B C X tales que x € B, se tiene que
Je; >0 talque By (z,61) C B <= dey3>0 talque By, (x,e2) C B.
2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

M
(a) Hay equivalencia métrica dy = ds .

(b) Las funciones Zx : (X,d;) — (X,d2) y su inversa Zx : (X,ds) — (X,d;) son
uniformemente continuas.

(c) Para todo € > 0, existen 6; y d5 > 0 (que NO dependen de z) tales que
Bd1<x761) - Bd2(l’,€) y Bd2(x752) - Bd1(x7€) )
para todo x € X.

M T
Por lo tanto tenemos muchas formas de mostrar que d; = dy = d; = d,.
Demostracion.

1. Es claro que el hecho de que Zx : (X, d;) — (X, dy) sea un hémeo equivale a que ambas
topologias coincidan. El item (c) describe la bicontinuidad de Zx : (X, d;) — (X, d2)
en términos de la Ec. (5.2). Por otra parte, hemos visto que tanto el fenémeno de
la convergencia (que en EM’s se describe completamente con sucesiones) como los
operadores A ++ Ay B — B° caracterizan a (y son caracterizados por) la topologia
en cuestion. Esto da las equivalencias con (d), (f) y, via el Lema 2.4.11, con (e).

2. Las pruebas son inmediatas. El enunciado se formula sobre todo para comparar con
las condiciones del item 1. [ |

5.3 Productos y cocientes

5.3.1 Topologia inicial

Definicién 5.3.1. Sea X un conjunto y sea F = {f, : « € A} una familia indexada en A
de funciones f, : X — (Y4, 7o) hacia sendos ET’s. Denotaremos por

7—]-‘:/\{7_ CP(X): 7 esuna topologia tal que f, € C((X,T),(YQ,TQ)> V o« EA}

O sea que 7 a la minima topologia en X que hace de todas las f, funciones continuas.
Esta 77 se llama la topologia inicial asociada a F, y se caracteriza por el hecho de que
tiene como sub-base a la familia

p}‘:U{f;1<U) : UETa}. (5.4)

ac A

Observar que si F = {f} (una sola funcién), entonces pr ya da toda 7. A
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Proposicién 5.3.2. Sea 7 la topologia inicial en X dada por la familia F = {f, : o € A}.
Dada una red x = (x;);e; en X y un punto z € X, se tiene que

T T—FH) r = falzy) T—? fo(z) paratodo «a€A.
1€ 1€

Demostracion. La flecha = es clara por la definicién de 77 y la Prop.5.1.1. Para ver la
reciproca, tomemos V' € O, (x). Por la Ec. (5.4) y la Prop. 2.3.2, deben existir

neN, a,...,a, €A yentornos Uy € O, (fo,(z)), k€L, ,

tales que z € (| f,'(Ux) € V. Como las redes fo,(z;) — for (z), para cada k € [,
kel, 1€
podemos tomar un i, € I tal que f,, (z;) € Uy para todo i > i) . Pero por la Ec. (4.1), existe

un 7y, € I que mayora a todos los i; . Luego,

sii>iy =  fa(v) €Uy paratodokel, = ux;€ ﬂ fa_kl(Uk) cV.
ke I,

E .
O sea que x — V. Como esto pasa para todo V € O, (x), deducimos que z; —H> x. [ |
(S

Corolario 5.3.3. Sea 7x la topologia inicial en X dada por la familia F = {f, : a € A},
con las fo : X = (Ya,Ta). Sea (Z,0) otro ET. Dada g : (Z,0) — (X, 7x), se tiene que

gEC((Z,J),(X,T;)) — faog€C<(Z,a),(Ya,7'a)> para todo « € A . (5.5)

Demostracion. Como antes, la flecha = es clara, y la gracia es la vuelta. Probaremos
la continuidad de g en cada z € Z usando la Prop.5.1.1. Para ello, tomemos un z € Z y

una red z = (z;);er en Z tal que z; — 2 Si asumimos lo que dice a la derecha de (5.5),
1€

sabremos que f,(g(2;)) T—? falg(2)) para todo a € A. Ahora, por la Prop.5.3.2, podemos
1€

deducir que g(z;) T—FH> g(z). O sea que g debe ser continua en cada z € Z. Pero entonces la
1€

Prop. 2.5.2 asegura que g es continua a secas. [

5.3.2 Topologia producto

Notaciones: (Repaso de 1.3.3) Sea ((Xa : Ta)> una familia de ET’s.

ac A

1. Llamemos P = [[ X, a su producto cartesiano.
ac€ A

2. Para no confundirnos con las redes, un elemento tipico de P se denotard por {4 }aca
(llaves en vez de paréntesis), donde cada z, € X, .

3. Para cada 8 € A, llamaremos 73 : P — Xz a la proyeccion que a un elemento
{Zo}aeca € P lo manda al correspondiente x5 (o sea “evaluar” en f3).
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4. Recordemos de la Ec. (1.4) que, si para cada o € A tenemos sendos subconjuntos
Y, € X, , asumiremos que [[,.,Ya <€ P A

Se busca una topologia para el conjunto P que tenga propiedades agradables. Se puede
pensar como modelo a R? donde, si bien la base comin de su topologfa estd formada por
bolas redondas, uno puede también tomar una base de rectangulitos abiertos

(a,b) x (¢, d) = ((a,b) xR) N (Rx (c,d)) — 7 ((a,0)) Nyt ((e.d)) .

Este serd, en efecto, el modelo a seguir para la construir lo que se llamard “la topologia
producto” en P. Pero hay una decisiéon a tomar: ;Qué se hace en el caso de que A sea
infinito? Una opcién seria multiplicar abiertos de cada 7, en todas las coordenadas. Esto
se llamara la topologia caja en P. La otra opcién (la buena), serd mirar el lado derecho de
la ecuacién de arriba, y compararla con la Ec. (5.4) de las topologias iniciales.

Pensando asi podemos tomar la familia de funciones F = {7Ta Ca € A}, y construir la
topologia inicial asociada a F que llamaremos 7 = 7. Ya vamos a ver qué pinta tienen sus
abiertos, pero de antemano, sin saber como son, sabemos que tendré las propiedades agrad-
ables en las que pensabamos, que son las traducciones a P de la Prop.5.3.2 y el Cor.5.3.3.
Formalizemos todo esto en el siguiente enunciado:

Proposicién 5.3.4. Sea ((Xa : Ta)> una familia de ET’s. Sea P = [[ X, , dotado de

ac A a€A
la topologia producto 7, que es la inicial asociada a la familia F = {7r(l Ca € A}. Se
tienen las siguientes propiedades:

1. Una base fp de 7p estd dada por los conjuntos construidos con el siguiente proceso:

(a) Sea F C A un subconjunto finito de indices.
(b) Sean U, € 7,, un abierto para cada a € F.

(¢) Un elemento de fp construido con estos datos sera:

U= W;I(Ua):{{xa}aeA Pz, €U, , aEIF}:H U x ] Xa -

a€cF aclF ag¢F

La base fp constara de todos los abiertos de este tipo, moviéndose en todos los con-
juntos finitos de indices ' C A y todas las elecciones de abiertos U, en los o € F.

2. Una f: Z — P sera continua siy sélo si cada f, = 7, o f es continua.
3. Unared x = ({xl”a}aeA)ieﬂ en P convergerd a un punto {z,}aca € P siy sélo si
cadared 7, 0xX = (T;4)icr en X, convergea z, ,

0 sea que T; o ——H—> Zq , para todo o € A (todo esto dentro de cada espacio X, y en su
1€

topologia 7).
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Demostracion. Cada item no es otra cosa de la traduccién a este caso particular de los tres
resultados vistos para topologias iniciales: El item 2. es el Cor.5.3.3, y el item 3. es la
Prop.5.3.2. El item 1. se basa en la Ec. (5.4). Aqui hace falta una aclaraciéon: al intersec-
tar finitas contraimdgenes de abiertos (o sea elementos de la sub-base pr), como indica la
Prop. 2.3.2, podrian aparecer varias correspondientes al mismo «, pero con distintos abiertos
de 7, . Sin embargo, eso no hace falta escribirlo al describir un elemento de [p, porque la
operacién V > m.1(V) respeta intersecciones. Luego uno puede intersectar primero todos
los abiertos correspondientes dentro del mismo 7, , y quedarse con un solo U, para cada «
que aparezca en la lista finita. [ |

Gracias a la Prop. 5.3.4 muchas propiedades de los espacios cordenados X, (si todos ellos
las tienen) siguen siendo validas en el espacio producto P, siempre que uno use la topologia
producto 7p . El caso méas importante sera la compacidad, que veremos més adelante (esto es
el famoso Teorema de Tychonoff). Este tipo de propiedades son las que justifican la eleccién
consensuada de usarla a ella y no a la de la caja, que podria verse como mas intuitiva. Demas
estd decir que en el caso de que A sea finito ambas coinciden. Esto muestra, por ejemplo,
que en R" la topologia usual (inducida por la métrica euclidea) coincide con la topologia
producto, que proviene de pensar a R" =R x --- x R.

Proposicién 5.3.5. Sea P = [[ X, , dotado de la topologia producto. Para cada o € A
acA
tomemos subconjuntos B, C X, . Luego la “cajita” B C P dada por

B:H B, , verifica que EzHEa.

ac A a€ A
En particular, si los B, eran todos cerrados (o densos), también B lo seré.

Demostracion. Si algin B, = & todo da el @ y a otra cosa. Asi que asumamos que todos

los B, # @ y sigamos. Llamemos C = [[ B,. Dado y = {yataca € C, tomemos un
ac A
entorno béasico de y de la forma V = [[ U, x [[ Xa., para cierto F C A finito. Para cada
acF ad¢F

a € F, tomemos un z, € B, N U, , que existe porque yo € B, . Rellenemos con z, € B,
cualesquiera para los a ¢ F. Luego x = {zy}aca € BN V. Esto muestra que C' C B.

Por otro lado, tomando redes en B y aplicando el item 3. de la Prop.5.3.4, uno muestra

inmediatamente que B C C. Otra forma de verlo es usar que P\C' = |J 7' (X,\Ba) € 75,
achA
por lo que C' debe ser cerrado. [ |

Proposiciéon 5.3.6. Sea ((Xa ,Ta)> una familia de ET’s, y sea P = [[ X, , dotado

ach acA
de la topologia producto 7p. Si todos los espacios (X, ,7,) son de una de las siguientes
clases: Ty, T, Hausdorff o regular, entonces P es también de esa clase. Sin embargo, P
puede no ser normal aunque todos los T, lo sean, incluso para el caso de A finito.

Demostracion. En los tres primeros casos (Ty, T1 y 1), el problema se describe a partir de
un par de puntos de P que, por ser distintos, deben diferir en alguna coordenada o € A. Y
la cosa se arregla operando en esa sola coordenada, con abiertos 7, '(U) de la sub-base pz .
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Probaremos en detalle solo el caso asociado a la regularidad, que no sale por aquel método.
Por la Obs. 2.4.9, basta ver que si * = {x,}aca € W € 7p, entonces existe V' € 7p tal que
r eV CV CW. Para empezar, por la Prop. 5.3.4 sabemos que existe

U:H UOCXHX&EBP (con F finito) , talque ze€eUCW .

aclF agF

Para cada o € F, tenemos que x, € U, y, por la regularidad de las coordenadas, existen

sendos V,, € 7, tales que z, € V, CV, C U,, para todo o € F. Finalmente, si tomamos

V:H VaxH X, €T, setiene que xEVQV:H VaxH X, CUCW,

acF ag¢F acF ag¢F

donde la igualdad de la derecha sobre las clausuras vale por la Prop.5.3.5. El hecho de que
la cosa no camina para espacios normales se vera en los ejemplos (ver 8.2.1). |

Ejercicio 5.3.7. Sea P = [[ (X4, 7a), dotado de la topologia producto 7p. Supongamos
acA
que, para cada a € A, tenemos un denso D, C X,. Por la Prop.5.3.5 sabemos que el

producto [],., Da es denso en P. Pero se puede construir un denso mucho més chico:
Asumamos que P # @, y fijemos un x = {x,}ac s € P. Definamos los conjuntos

Dy = H D, x H {ro} CP, paracada F e Pp(A).

aclF ac A\F

Luego el conjunto D = |J Dg es denso es P. A
Fe Pr(A)

Proposicién 5.3.8. Producto de conexos (con la topologia producto) es conexo. Lo mismo
pasa con los productos de arcoconexos (quedan idem).

Demostracion. Sea P = J[ X, , con todos los (X, , 7,) conexos. Como el vacio es conexo
acA
(porque todo subconjunto es impropio), podemos asumir que P # &.

Paso 1: Supongamos que A es finito. Por un argumento inductivo evidente podemos
reducirnos al caso A = {1,2}. Si fijamos un par (z;, z3) € P, consideremos las “cruces”

Co=(Xix{z}) U ({z:1} x X)), paracada z€X,.

Observar que P = |J X; x {2z} € |J C,. Ademas, el Teo.3.1.6 asegura que cada C, es

r€EXo r€Xo
conexo, porque los dos cachos se cortan en el punto (z;, z) . Finalmente, como sabemos

que (1, x2) € {z1} x Xo € (| C, # &, el mismo Teorema nos dice que P es conexo.
z€Xo

Paso 2: A lo que sea. Tomemos un & = {4 }aeca € P. Definamos los conjuntos

Brp = HXa X H {zo} CP paracada F e Pp(A).

a€clF a€A\F
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Como cada Bp (con la inducida de la producto) es hémeo al respectivo [[ X, , el paso
a€clF
anterior dice que todos los By son subconjuntos conexos de P. Por el Teo. 3.1.6, también

B = U Br  es conexo ( porque todos los By se cortan en x) .
Fe Pr(A)

Finalmente, el Ejer. 5.3.7 muestra que B es denso es P. Luego el Teo. 3.1.7 asegura que todo
P es conexo. La prueba para arcoconexos es mas facil:

Dados = = {Za}aca € ¥ = {Yataca € P, tomamos sendas curvas continuas v, : [0,1] — X,
que unan cada entrada x, con la respectiva y, , y definimos la curva

[0, =P dadapor Y() = {7a()}acs para te[0,1].
Esta v queda continua por el item 2 de la Prop. 5.3.4. Y une x con y. [ |

5.3.9 (Producto de funciones). Sean f, : X, — Y, una familia de funciones indexada por
a € A. Asumamos que todos los conjuntos involucrados son ET’s. Entonces definimos

I = H fo: H X, — H Y, , por F({I’a}aeA) = {fa(Ta)}aca

a€ A ac A ac A

la funcién producto, que opera como las f, en cada coordenada o € A. Si asumimos que
todas las f, tienen la propiedad P , se ve facilmente que también I’ tendra P | para las
propiedades de ser

inyectiva , suryectiva , continua , hémeo , embedding , suryectiva + abierta .

Observemos que, para cada a € A tenemos el diagrama conmutativo

I—[*oni> HYa

a€ A a€ A
Wﬁl iﬂﬁ
X Y,

B fa B

Eso, mas la el item 2 de la Prop. 5.3.4 muestra que F' es continua. Esto sale también usando
redes, aunque la notacion es engorrosa. La prueba de los otros casos es directa y se deja
€cOmo ejercicio. A

Ejercicios 5.3.10. Sea P = [[ (X, ,7,), dotado de la topologia producto 7p .
neN

1. Si suponemos que todos los X,, son de tipo N, entonces anche P es Ny .
2. Idem con N; y separable.

3. Si suponemos que todos los X}, son Lindeloff, ain si asumimos que P = X; x X5, puede
suceder que P no sea Lindeloff.
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4. Si cada 7, proviene de una métrica d, en X, , entonces

(a) Si para cada n € N, definimos d,(z,y) = min{d,(z,y), 1}, para z,y € X, ,
entonces d,; es otra métrica en X,, y se tiene que 7, = 74, = Ta! -

(b) La funcién dp : P x P — R, dada por

do(faad, (ny) = 32 BBl oy ) e

neN

es una métrica en P tal que 74, = 7p.

En otras palabras, producto numerable de metrizables es metrizable. A
Ejercicio 5.3.11. Sea (X, 7) un ET. Probar que
1. X es Hausdorff si y solo si la diagonal
Ay = {(r,y) eXxX : x=y}
es cerrada en la topologia producto de X x X.
2. Si X es Hausdorff, (Y, o) es otro ET y nos dan f, g € C(Y, X), entonces
Zig ={yeY : flyy=9(y)} escerradoen Y .

Lamentablemente no vale usar a f — g, porque X no siempre tiene — ni 0. A

Ejercicio 5.3.12. Sea (X,7) un ET que es regular y sean x = ()1 € y = (y;);jey dos
redes en X, ambas convergentes. Entonces son equivalentes:

e Las dos redes tienen el mismo limite.

e Lared “doble” (x,y) = (%;, y;)ijeixy, que vive en X x X, cumple que

(x,y) £>Uparatod0 abierto U C X x X tal que Ax = {(z,2):2 € X} CU .

El orden de I x J es en las dos entradas a la vez. A

5.3.3 Topologia final

Definicién 5.3.13. Sea Y un conjunto y sea G = {f, : @ € A} una familia indexada en A
de funciones g, : (X4, 7,) = Y con dominios en sendos ET’s. Denotaremos por

29— \/ {7— CP(Y): 7 esuna topologia tal que f, € C( (XarTa), (Y, 7')) V ae A}

O sea que 7¢ a la maxima topologia en Y que hace de todas las f, funciones continuas.
Esta 79 se llama la topologia final asociada a G, v se caracteriza por el hecho de que

Tg:{UQY:fa_l(U)GTa para todo aEA}. (5.6)

El hecho de que tal familia sea una topologia se deduce de las propiedades conjuntisticas del
operador “tomar contraimagen”. A
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Proposicién 5.3.14. Sea 79 la topologfa final en Y dada por la familia G = {f, : a € A},
con las f, : (X4, 7o) = Y. Sea (Z,0) otro ET. Entonces, dada g : Y — Z, se tiene que

g€ C’((Y, 79),(Z, a)) < gof, € C((XQ,TQ), (Z, a)) para todo a € A.  (5.7)

Demostracion. Como en el Cor.5.3.3, la flecha = es clara y lo nuevo es la vuelta. Si
todas las composiciones g o f, son continuas y tomamos un V' € o, tenemos que

(gofo) ' (V)=f"(g7'(V)) €7, paratodo a€A.

Por defincién, eso significa que g~1(V) € 79. O sea que g es continua. [

5.3.4 Cocientes

Recordemos que hay tres conceptos en teoria de conjuntos que son esencialmente el mismo:
1. Dar una relacién de equivalencia ~ en un conjunto X.
2. Dar una particion de X.
3. Dar una funcién suryectiva P : X — Y.

En efecto, dada ~, uno elige un sistema de represntantes A C X (i.e, todo x € X es
equivalente a un a € A, pero dos elementos distintos de A no pueden ser equivalentes) y uno
construye la particién de X que consiste en las clases de equivalencia @ = {z € X : x ~ a},
para los a € A.

Y uno tiene el espacio cociente X/ = {a: a € A}, y la proyeccién @ : X — X/. dada
por Q(z) = T, que es suryectiva. Y se tiene una funcién al revés, g : X/. — A C X dada
por g(a) = a, para cada a € A. Ella cumple que Qo g =Ty, .

Si empezamos con una P : X — Y, se define que z; ~ x5 cuando P(xy) = P(xs), y
nos queda una relacién de equivalencia. Ademds existe un funcién g : Y — X (inyectiva)
tal que P o g = Zy . Definiendo A = ¢g(Y), tenemos un sistema de representantes para ~,
cuyas clases son @ = P~1({y}), paraa = g(y),y € Y. Asi que X/. = {P'({y}) : y € Y},
que se identifica naturalmente con el conjunto Y. Médulo esa identificacion (o biyeccion),
recuperamos a P como la proyecciéon () asociada a ~.

El asunto ahora es suponer que tenemos una topologia 7 en X y queremos encontrar una
topologia piola en el espacio cociente X/ . O lo que es lo mismo, dada una funcién suryectiva
P : (X,7) = Y, se busca topologia para Y. Esto tiene un sentido geométrico mucho més
sabroso que la cosa conjuntista a secas: Podemos pensar, por ejemplo, al circulo S* como
un cociente del intevalo [0, 1] via “pegar” los bordes, identificando al 0 con el 1 y dejando
alos t € (0,1) solitos. Podemos pensarlo tomando P : [0,1] — S! dada por P(t) = ¢***¢,
donde solo pegamos P(0) = P(1) =1 € C. Y ya que estamos, seguimos: definimos ahora
P :R — S! con la misma férmula, enrollando R infinitas veces para cada lado (ah{ las clases
son todas infinitas y discretas). Y asi siguiendo aparecen las esferas, los toros y cuanta figura
a uno se le ocurra.
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El proceso de considerar la que llamaremos topologia cociente, ya sea en X/ o en Y,
de acuerdo a lo que convenga, nos permitira

1. Por un lado, topologizar espacios cocientes nuevos, lo que agranda la familia de ET’s,
pero también puede aportar al estudio del espacio X original.

2. Por otro lado, aplicar un paquete tedrico (las topologias finales) a espacios conocidos
como los de los ejemplos, al realizarlos como cocientes de otros mas simples de estudiar.

Hacia falta toda esta perorata, porque los espacios cociente son de lo mas complicado e
intrincado de la teoria. Asi que ahora que estamos remotivados, empezamos.

Definicién 5.3.15. Sea (X, 7) un ET, y sea g : X — Y una funcién suryectiva. Se define
la topologia cociente 7, en Y como la topologia final asociada a la familia unipersonal

G ={g}. Luego

7, ={UCY : g'(U) €7 }. (5.8)
En otras palabras, dado U C Y, tenemos que U € 7, siy sdlosi g~'(U) € 7. Observar que
también se tiene que un F' C Y es 7,-cerrado siy sélo si g~ (F) es T-cerrado. A

Proposicién 5.3.16. Sea (X,7) un ET, y sea g : X — Y una funcién suryectiva. Se toma
en Y la topologfa cociente 7,. Sea (Z,0) otro ET. Entonces una funcién

f:,7) = (Z,0) escontinua <= fog:(X,7)—=(Z,0) escontinua .
Demostracion. Esto no es otra cosa que la Prop. 5.3.14 en este caso particular. |

Observacién 5.3.17. Por el espiritu con que se contruye 7,, uno estd tentado de pensar
que la funcién cociente g : (X,7) = (Y, 7,) (se asume g suryectiva) deberfa ser abierta. O
cerrada. En realidad esto es suficiente pero no necesario.

En efecto, una aplicacién cociente no siempre tiene que ser abierta y /o cerrada, como veremos
en los ejemplos. Pero se tiene el siguiente resultado que explica en qué sentido ser abierta o
cerrada es una condicion suficiente: A

Proposicién 5.3.18. Sea g : (X, 7) — (Y, 0) una funcién suryectiva, continua y abierta (o
cerrada i.e. ¢ manda cerrados en cerrados). Entonces uno puede asegurar que ¢ no es otra
que la topologia cociente 7, .

Demostracion. Por ser g continua, sabemos que o C 7,, porque la topologia final es la
méxima de las que hacen continua a g. Si g fuera abierta, como cada V € 7, cumple que
g H(V) € 7, se tendrfa que g(g~'(V)) € 0. Pero el hecho de que g sea suryectiva asegura
que g(gfl(V)) = V. Asi se llega a que 7, C 0, y ambas coinciden. La versién de g cerrada
sale igual, usando la observacon final de la Def. 5.3.15. |

El siguiente resultado hace uso de conceptos del Capitulo 6. Lo adelantamos para usarlo en
algunos ejemplos de cocientes.
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Corolario 5.3.19. Sea g : (X,7) — (Y, 0) una funcién suryectiva y continua. Si asumimos
que X es compacto y que Y es Hausdorff, entonces o es la topologia cociente 7, .

Demostracion. Observar que g es cerrada, porque manda compactos en compactos. [ |

Ejemplo 5.3.20. La topologia usual del circulo S* (la que hereda de la inclusién S* C C)
es la topologia cociente de la funcién g : R — S dada por g(t) = €'*™ ¢ € R. En efecto, es
bien claro que g es suryectiva y continua. Pero ademas g es abierta, como se puede verificar
tomando intervalos abiertos U = (a,b) con b — a < 1/2, porque

g(U)=5"n {ZE(C : <z,g(a;b)> > COS b;a}’
a+tb

donde (z,w) = Re(zw) es el producto interno pensando C = R?. Se usa que g(%:°) es
ortogonal al vector g(b) — g(a), y cortamos a S* con el semiplano abierto con borde en la
recta generada por g(a) y g(b). El nimero cos %% se visualiza imaginando que %2 = 0.

También sale que g es abierta tomando una rama holomorfa adecuada del logaritmo.

En realidad, este ejemplo es interesante desde otro punto de vista: R y S! son grupos,
y ¢ es un morfismo. Por ello el nicleo de g, que es Z, es un subgrupo. Y las clases de
equivalencia (ahora pensamos en la ~ dada por g, que es la congruencia médulo Z) son las
coclases t - Z, para t € [0,1). En otras palabras, estamos diciendo que la topologia cociente
en el grupo cociente R/z, lo hace homeomorfo a S'. Este punto de vista da otra prueba
de que g es abierta (pensada con proyeccion al cociente): Si U C R es abierto, entonces
gt (g(U)) = JU+n=V. Como en R las traslaciones son hémeos, queda que V es

nez
abierto, por lo que g(U) lo es en S', para la topologia cociente. A
Ejercicio 5.3.21. Probar que la g : R — S* dada por g(t) = €'*™ no es cerrada. A

Definicién 5.3.22. Sea g : X — Y una funcién suryectiva y sea A C X. El g-saturado de
A es el conjunto Sy(A) = gil(g(A) ) Observar que la clase de g-equivalencia en X de un

z € X, es el conjunto T = g (g(x) ), y que S,(A) = U =. A
€A

Proposicién 5.3.23. Sea (X,7) un ET, y sea g : X — Y una funcién suryectiva. Se toma
en Y la topologia cociente 7,, con lo que g se torna la proyeccién al cociente. Se tiene que

1. La funcién g es abierta siy sélo si Sy(U) € 7 para todo U € 7.
2. La funcién g es cerrada siy solo si Sy(F') es cerrado para todo F' C X cerrado.

Demostracion. Recordar que g(U) € 7, siy sélosi g7 (g(U)) = S,(U) € 7. Con los
cerrados es igual. [ |

Observacién 5.3.24. Sigamos con las notaciones del Ejem.5.3.20. Se tenia la funcién
g : R — S' dada por g(t) = €?™, t € R. Consideremos ahora la funcién (suryectiva)
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g1 = g}[o K [0,1] — S, tomando en S* la topologia cociente asociada. En este caso g; no es
abierta, porque [0,1/2) es abierto en [0, 1], pero ¢;([0,1/2) ) no es abierto en S; . En efecto,

e (0,1/2)) = g7 (92([0,1/2))) = [0,1/2) U {1},

que no es abierto en [0, 1]. Sin embargo, en este caso la topologia cociente de S asociada a
g1 también coincide con su topologia usual. Esto sale porque [0, 1] es compacto, y se puede
aplicar el Cor.5.3.19. Desde este punto de vista, podemos ver de nuevo porqué ¢;([0,1/2))
no es abierto en S; . Basta dibujarlo. A

5.4 Meétricas uniformes en C(X,Y), con Y un EM

Como pasa siempre, una teoria produce objetos a los que se les aplica, a su vez, la teoria en
cuestion. En este caso, la topologia produce las funciones continuas, y uno quiere estudiar
los espacios de tales funciones desde un punto de vista topoldgico, con especial énfasis en
los distintos tipos de convergencias. Para hacerlo en general, necesitamos la nocién de
compacidad. Pero por ahora desarrollaremos el caso en que las funciones tomen valores en
un espacio métrico acotado Y (o bien pidamos que las funciones lo sean). Alli podemos
definir la métrica de la convergencia uniforme:

Definicién 5.4.1. Sean X un conjunto e (Y, d) un EM. Se definen
1 (*(X,Y)={f: X — Y acotadas } (o sea que f € {*(X,Y) si diam (f(X)) < 00).
2. En (>*(X,Y) se define la distancia uniforme: dadas f,g € (*(X,Y),

doo(f,9) = sup { d(f(x),9(x)) 2w e X }.
Es facil ver que do, estd bien definida (es < 00) y que es una métrica en £*(X,Y).

3. Si X tiene una topologia 7, consideraremos el espacio de funciones continuas y acotadas
Co(X,Y)=C(X,Y)NL2(X,Y) = {f € C(X,Y) : diam (f(X)) < 0} ,
donde también podemos usar la d, .

4. En el caso de que el espacio Y sea acotado, se tiene que £°(X,Y) =YX, o sea todas
las funciones f : X — Y. Ademaés sucede que Cp(X,Y) = C(X,Y). A

Observacion 5.4.2. La topologia de /°(X,Y") inducida por d, es aquella cuya convergencia
es la uniforme en X: Dada una sucesion (f,)neny en €°(X,Y) y una f € (*(X,Y),

fn%f — Ve ,dmeNtalquen>m = do(fu,f)<e, (5.9)
o sea que d(f,(z), f(z)) < e para todos los x € X a partir del mismo m. A
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El siguiente enunciado da la maxima generalidad a la conocida frase “limite uniforme de
funciones continuas es continua”.

Proposicién 5.4.3. Sean (X, 7) un ET e (Y,d) un EM. Entonces se tiene que Cp(X,Y) es
dso-cerrado en (*(X,Y). Si Y era acotado, reescribimos: C(X,Y) es d-cerrado en Y¥.

Demostracion. Sea (fy,)nen unasucesién en Cp(X,Y) ysea f € £°(X,Y) tal que f, d;“’> f.
Para ver que f es continua, tomemos una red x = (z;);e; en X tal que z; —> z. Dado

e > 0, la Ec. (5.9) asegura que existe un n € N tal que doo(fr, f) < £ . Como fn E C(X,Y),
existe un 7o € I tal que d(f,(7;), fn(z)) < § para todo i > ig. Luego

A, F@) <A, ) + dUale), @) + difale), 1)
<2doo(fu, f) + d(fu(zi), fu(x))

<ZE + d(falw), fu(z)) < e paratodoi> i .

Solo falta ver que el limite f es acotada (si todas las f, lo son). Pero si tomamos un n € N
tal que doo(fn, f) < 1, entonces es facil ver que

diam (f(X)) < 2+ diam(f,(X)) < oo, (5.10)
por lo que f € Cy(X,Y). [ |

Proposicién 5.4.4. Sean (X, 7) un ET e (Y,d) un EM completo. Entonces se tiene que
tanto £°(X,Y’) como su subespacio Cy,(X,Y") son d..-completos.

Demostracion. Sea (f,)nen una sucesion de Cauchy en ¢*°(X,Y). Dado un x € X, sabemos

que d(fx(z), fm(x)) < doo(fr, fm) para todo k,m € N. Luego cada sucesion (f,,(x) )nen €s
de Cauchy en Y. Como Y es completo, podemos definir la funcién

f:X—=Y dadapor f(x)= lim f,(z), paratodoxe X,
n—oo

que es nuestra candidata a limite. Nos falta verificar dos cosas:

doo(fur /) —=0 'y [er*(X,Y).

n—o0

Dado € > 0, sea n; € N tal que do(fx, fim) < § para todo k,m > n;. Luego, si k > ny,

d(fe(z), f(2)) = lm d(fu(2), fu(2)) < sup d(fi(2), fn(2)) <

m>ny

< e, (511)

DO |

para todos los z € X a la vez. La igualdad = se deduce de que f,,(x) — f(z), usando
el Lema 2.4.11. La Ec.(5.11) muestra que dw(fn, f) — 0. Tomando un n tal que
doo(frn, [) < 1, 1a Ec. (5.10) nos asegura que f € £*(X, Y) Llsto el caso (*(X,)Y).
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La completitud de C,(X,Y") sale usando ahora la Prop. 5.4.3, porque Cy(X,Y") es un cerrado
en el espacio completo /*°(X,Y). [ |

En el caso particular de que Y = R™ o C", los espacios £*(X,Y) y Cp(X,Y), ademds de
métricos, son espacios ‘normados”. Esto significa son espacios vectoriales y que la métrica
es homogénea e invariante por traslaciones. Por ejemplo, dada f € RX | se define

| flloc =sup |f(x)] . Observar que ||f||oc < oo siysélosi fel*(X,R). (5.12)
zeX

Ademas, si tenemos otra funcién g € ¢>°(X,R) y un escalar A € R, vale que

doo(f,9) = I =9l s [If +9lle < fllco +llglle v NA Flloo = [A[ [ flloo - (5:13)

Todo esto camina igual si las funciones viven en el subespacio cerrado Cy,(X,R) C (X, R).
Ademas, el hecho de que Cp(X,R) sea completo da sentido al siguiente enunciado:

Proposicién 5.4.5. Sea (X, 7) un ET. En (Cy(X,R),d), una seric absolutamente con-
vergente es convergente. Es decir que dada una sucesion (f,)nen en (Co(X,R), dw),

Z | falleo <00 = la serie Z fn converge a una f € Cy(X,R)

n=1 n=1
[e.e]
cuya norma verifica que || ]l < > |[falloo -
n=1
Demostracion. Por la Prop. 5.4.4, para mostrar la convergencia de la serie, basta ver que la

sucesion g, = > fr es de Cauchy para la d., . Pero si n < m, por la Ec. (5.13),
k=1

ol 90) = g~ gl = || 2 < X Ihile ——=0.
k=n+1  k=nt1 ’

o
por la hipdtesis de que > || fulle < 00. Ademads, como la funcién g — ||g||« €s continua,

n=1

n n o0
1Floe = lim galloo = Yim {2 Af| < tim D7 Ifilloe =D Ifelle -
k=1 k=1 k=1

con lo que culmina la prueba. [ |

El resultado anterior también vale en £>°(X,R). De hecho, vale en cualquier R o C espacio
vectorial normado completo (se los llama espacios de Banach). Lo enunciamos sélo para
Cy(X,R) porque es lo que necesitaremos mas adelante.

5.4.6 (Métrica uniforme). Si (Y, d) no es acotado, que se puede hacer en todo C(X,Y")?
Lo mas usual es cambiar d por una métrica acotada:
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Definicién 5.4.7. Sean (X, 7) un ET e (Y, d) un EM. Se definen
1. Otra métrica dy en Y, dada por do(y1,y2) = min{d(yi,y2),1} , para y;,y2 € Y. Ob-
T
servar que dy = d, pero (Y, dp) es acotado y con didmetro diamg, (V) < 1.

2. La métrica uniforme en Y* y C'(X,Y), dada por

du(f,9) = sup { do(f(2),9(z)) :z€ X}, fgeC(X)Y),

o sea que d, es la d,, asociada no a d, sino a d .

El hecho de que dy y d,, sean métricas en sus ambientes es de verificacion directa. A

La idea sigue siendo tomar la distancia supremo, que producird la convergencia uniforme de
funciones. El tema es que, si uno no esta en Cy(X,Y), la d, puede dar co. Por ello, para
estudiar convergencia entre funciones no acotadas, definimos la nueva métrica dy en Y. Eso
permite dar una definicién global de la d, . Pero si f y g estan “cerca”, o sea si

du(f,9) <e <1 = du(f,9) = d(f,9) = sup { d(f(z),9(z)): € X }, (5.14)

y uno la dy ni la usa. Observar, por otra parte, que al mirarlas operar en Cy(X,Y’), queda

T
que d, = dy , por lo que aqui también dan la misma convergencia. La topologia resultante
es aquella cuya convergencia es la uniforme en X: Dada una sucesion (fy,)nen en Y¥ y una
f €Y¥X setiene que

fo—2y f < dmeNtalque n>m = oo#de(fn,f) —0. (5.15)
n—oo n—oo

Los resultados anteriores se reescriben ahora en este setting del siguiente modo: Sean (X, 7)
un ET e (Y, d) un EM. Entonces se tiene que

Prop.5.4.3 con d, : C(X,Y) es d,-cerrado en YX.

Prop.5.4.4 con d, : SiY es completo, entonces (C(X,Y),d,) es completo. A

5.5 Existencia de muchas funciones continuas

5.5.1 Lema de Urysohn

Una de las técnicas mas tutiles de la topologia es modelar un espacio X usando las propiedades
de su espacio de funciones reales continuas Cj(X,R). Para que esto sea viable, hace falta
que Cy(X,R) tenga suficientes elementos, en el sentido que existan funciones que permitan
maniobrar adecuadamente con la topologia de X. Un adelanto de estas ideas se ha visto,
para el caso en que X sea un EM, en la Prop.2.4.12.

El primer resultado que daremos dice que en un ET normal la separacion de cerrados dis-
juntos se puede hacer usando funciones continuas. Es tal vez el resultado mas famoso y
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el que més aplicaciones tiene, en distintas ramas de la matematica, de toda la topologia.
Irénicamente, su primera aparicion fue tan solo como un modesto lema para obtener otro
teorema mucho menos recordado. Se lo conoce universalmente como el Lema de Urysohn:

Teorema 5.5.1. Sea (X,7) un ET normal. Entonces, dados F,F C X dos cerrados
disjuntos, existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f‘E =0y f‘F =1.

Demostracion. Si alguno de los cerrados era vacio, se puede elegir a la f constante (1 0 0) y
todo queda bien. Supongamos ahora que E # @ # F. Sea Ay = X \ F. Como E C A, €T,
la normalidad de X nos dice que

0 1
existe A%ET tal que EQA% QA% C A .

Estamos usando la definicién de normalidad que se sigue de la Obs. 2.4.9. Usando nuevamente

0 1
la normalidad de X, las inclusiones C y C producen abiertos A 1y A% tales que

o
—
—

Y _ —_D

0,0
EC AL C CAs C A . (5.16)

Y

Continuando indefinidamente este proceso, podemos definir abiertos A, para todo
m n
r € Do,y ::{Q—n:n,mENy0<m§2 },

los llamados ntimeros diddicos del (0, 1], con las siguientes propiedades:
1. EC A, C A, paratodor € Dy .
2. Dados r,s € D(g,1, se tiene que r < s — A, C A,.

En efecto, dados r < s ambos en Do), se igualan los denominadores al mds grande, y la
inclusion A, C A, se deduce de como aparecen A, y Ay en ese nivel de las definiciones, como
en la Ec. (5.16).

Podemos ahora definir la funcién buscada: Sea f: X — [0, 1] dada por
inf {r e Doyy:x €A} size |J A = A

flz) = reDo,1)
1 six ¢ Ay (le,si x€F).

Por su construccion, ya sabemos que f | s=0yf ‘ » = 1. El asunto es que todo el bolonqui
anterior fue hecho para que f sea continua. Verifiquémoslo. Para ello sera ttil notar que los

intervalos del tipo [0,t) v (s, 1] (para s,t € [0, 1] ), forman una sub-base de la topologia del
codominio [0, 1]. Estudiemos f~! en cada uno de ellos. Dado un t € (0, 1], se tiene que

f(x) <t <= =z € A, para algin D(0,1]9r<t} = f‘l([O,t)> = UAT eT.
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Veamos ahora los otros. Si s € [0,1), entonces f(z) < s siy sélo si

[s<r = f(z) <r] < paratodor>s, a:ef_1<[0,r)) = U 4,. (5.17)

p<rT

Por lo tanto, si asumimos que las letras r, p, q refieren a elementos de D(g 7, se tiene que

f_l([O,s])(;) ﬂ U A, . m A, , quees cerrado .

r>s p<r q > s
(%) (%%)
La igualdad = se deduce de lo que dice la Ec. (5.17), mientras que la = requiere algunas
cuentas: La inclusiéon C sale porque p < r = A, C A,, por loque |J A4, C A,.

p<r
Reciprocamente, para todo r > s existen b,c € Do) tales que s < b < c < r. Luego

N 4, €4 cA < | 4.

q > s p<r

En resumidas cuentas, vimos que f~'([0,s]) es cerrado, por lo que f~!((s,1]) es abierto,
como querfamos, para todo s € [0,1). Por la Obs.2.5.3, f € C(X,[0,1]). |

5.5.2 Teorema de Tietze

La versién del Lema de Urysohn para EM’s tiene una prueba cuasi-trivial en comparacion
con la versién ET’s normales (ver la Prop.2.4.12). En contraste, el siguiente resultado, que
tuvo origen en el contexto general de ET’s, fue novedoso anche para EM’s. Y se basa en
un uso intensivo del Lema de Urysohn. El tema es extender una funcién real continua y
acotada, definida en un cacho de X, a una funcién continua e igual de acotada ahora en
todo X. Hace falta que el cacho sea cerrado y que X sea normal:

Teorema 5.5.2 (Tietze). Sea (X, 7) un ET normal y sea F' C X un subconjunto cerrado.
Dada f € C,(F,R), existe una extension g € Cp( X, R) tal que g |F =fylgllec = IIfloo -

Demostracion. Reescribiendo a f como af + b para a,b € R adecuados (a # 0), podemos
asumir que f € C(F,[—1,1]) tocando el borde y encontrar a la g € C'(X,[—1,1]), para que
tengan la misma norma supremo. Consideremos los conjuntos

o= (1-151) v G=r([5]),

que son disjuntos y ambos cerrados en F' (por ser f continua). Acd se usa la hipdtesis de

que F es cerrado en X, por lo que los G; son también cerrados en X. Eso nos permite usar
—1)?

el Lema de Urysohn, que nos provee de una f; € C(X,[—1, £]) tal que fl}Gi = { 3) , para

i = 1,2. Observando separadamente en G1, Gy y F'\ (G1 U G3), se ve facil que

If = fillor = sup |f(x) — fu(z)] < diam ([_1 1}) _2
zeF
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Antes de seguir, hay que aclarar que alguno de los G; (o ambos) podrian ser vacios. Pero
en tal caso es facil ver que existe una f; constante que cumple todo lo pedido arriba, asi
que no nos preguntaremos mas (en este nivel y en los que siguen) si alguien da vacio o
no. Guardemos a esta f;. Si repetimos el proceso anterior, pero multiplicado por a =

empezando con la funcién f — fi|, € C(F, [-%,2]) = C(F, [—a,a]), obtendremos una

W

Y

B
feC(X, (a1 ab]) talawe [(F=fi)= follor < a* .

Y asi siguiendo, una sucesion ( fx)ren en Cp( X, R) tal que, para todo k € N se tendrd que

1

k
Ifille < 5 a™ oy If =D filloor < a" —0. (5.18)
j=1

La serie de las f; nos queda absolutamente convergente, puesto que

0
k=1

Ahora, la Prop.5.4.5 y la Ec. (5.18) aseguran que la serie converge, que

1

Zak—l _

1

Wl

o]
k=

Wl =
—_
|
wIN

g = ka € C(X7 [_17”) (porque HgHoo < 1) , Yy que Hf_g ||OO7F:O7
k=1

porloqueg’F:f. [ |

5.5.3 Embeddings

Definicién 5.5.3. Sean (X, 7) e (Y,0) dos ET’s, y sea F C C'(X,Y') una familia de funciones
continuas.

1. Diremos que F separa puntos si para todo par de puntos x # z en X, existe f € F

tal que f(z) # f(2).

2. Dados z € X y U € 7 tales que x € U, diremos que una f € C(X,Y) separa el par
(x,U) si existen y; # y2 en Y tales que f(x) = y; , mientras que f{X\U =1yy.

3. Diremos que F separa a X si para todo par (z,U) € X X 7 tal que = € U, existe una
f € F que separa a (z,U). A

Proposicién 5.5.4. Sean (X, 7) e (Y,0) dos ET’s, y sea F C C(X,Y) una familia de
funciones continuas. Tomemos la funcion

F:X—=Y7=][Y., dadapor F(z) = (f(x));.r , v€X. (5.19)
feFr

Si en Y7 tomamos la topologia producto o7, se tiene que
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1. FeC(X,Y7).
2. La familia F separa puntos si y solo si F' es inyectiva.
3. Si X eY son Ty F separa a X (i.e., todo par (z,U) con x € U es separado por una
f € F), entonces I es un embedding, es decir que X ~ F(X)CY7”.
Demostracion.
1. Esto es consecuencia de la Prop. 5.3.4.
2. F(x)=F(z) siysolosi f(x) = f(z) para toda f € F.

3. Llamemos p a la topologia inducida por 0% a F(X). La condicién de que X sea T}
asegura que al separar F a X, entonces separa puntos de X y F' es inyectiva. Luego
nos alcanzaria probar que la funcién (biyectiva) F': X — (F(X), p) es abierta.

Sea U € 7. Dado = € U, tomemos un “indice” g € F que separe al par (z,U). Sea
W e 0% (g(z)) tal que g(X \ U)NW = & (existe, porque g(X \ U) es un punto e Y
es T1). Consideremos el abierto V, = {{y;}jer € Y7 : y, € W} € 07 . Notemos que

F(z) e V, NF(X)C F(U) para el abierto relativo V, NF(X) € u .

Esto pasa para todo x € U (i.e., todo F(x) € F(U)). Luego F(U) € p. |

La clase de espacios X para los que Cy(X,R) separa a X son el ambito ideal de aplicacién
de la Prop. 5.5.4, y son importantes por otras razones que veremos méas adelante.

Definicién 5.5.5. Sea (X, 7) un ET. Diremos que X es completamente regular (CR) o
bien que es un Tychonoff, si X es T} y la familia F = C(X, [0, 1]) separa a X.

Reacomodando las funciones, esto equivale a decir que para todo par (z,U) € X x T con
x € U, existe una f € C(X,[0,1]) tal que f(z) =1, mientras que f’X\U =0. A

Corolario 5.5.6. Sea (X, 7) un ET de Tychonoff. Entonces la funcién definida en (5.19):
F:X<Q, donde Q eselcubo [0,1]7, para F=C(X,][0,1])
es un embedding. En otras palabras, dada una red x = (z;);e1 y un x en X, se tiene que

T T = f(z) — f(z) paratoda feC(X,[0,1]). (5.20)
1€ 1€
Demostracion. La Prop.5.5.4 nos dice que la F' es un embedding. Por lo tanto, la Ec. (5.20)

se deduce de que la convergencia en F(X) C Q = [0,1]” es la producto, o sea en cada
“coordenada” f € C(X,][0,1]). |

Observacién 5.5.7. Sea (X,7) un ET que es CR, y llamemos F = C'(X, [0, 1]). En vista
de la Ec. (5.20), el hecho de que la funcién F : X — [0,1]” sea un embedding nos dice que
topologia original 7 de X no era otra que la topologia inicial dada por la familia F. A
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Observacién 5.5.8. Que un espacio X sea CR significa que es regular y que uno tiene un
equivalente al Lema de Urysohn 5.5.1, pero para puntos y cerrados disjuntos. No es cierto
que todo regular sea CR (por eso el nombre nuevo, ver en los ejemplos). Sin embargo, gracias
al Lema de Urysohn 5.5.1 si sabemos que si X es normal, entonces debe ser CR. O sea que

normal =  Tychonoff (CR) =  regular

y ninguna reciproca vale. Observar que los CR’s tienen una ventaja sobre los normales: Si
(X, 7) es CR y tomamos cualquier subconjunto Y C X, entonces Y con la topologia inducida
por 7 es también CR. O sea que la clase CR es hereditaria, cosa que no pasa con la clase de
los normales. Las pruebas de estas afirmaciones son el siguiente: A

Ejercicio 5.5.9. Sea (X, 7) un ET. Probar que:
1. Si X es normal, entonces X es de Tychonoff-CR (Lema de Urysohn).
2. Si X es CR, todo Y C X es CR. O sea que la clase CR es hereditaria. A

5.5.4 Metrizaciéon de Urysohn

Como se vi6 en el Ejer.5.3.10, si tomamos el espacio @ = [0, 1] con la topologfa producto,
ademds de que es compacto (como veremos més adelante) nos queda que @) es un EM con

la distancia
o

|$n - yn|
d((xn)nEN 7(yn)n€N> = ; 2—71 )
que reproduce la topologia producto de (). El siguiente resultado de metrizacion, es aquel
para el cual el Lema de Urysohn era un lema previo.

Teorema 5.5.10 (Metrizacion de Urysohn). Sea (X,7) un ET normal y N;. Entonces
existe un embedding F': X — @Q = [0, 1]N. En particular se tiene que X es metrizable.

Demostracion. Por el Cor.5.5.6 (y el hecho de que X sea normal, y por ello CR), sabemos
que se puede incrustar a X en un cubo @Q; = [0, 1]¢X01) Lo que tenemos que ver es que,
usando que X es también N, , podamos quedarnos con apenas numerables coordenadas (o
sea funciones) de 1 y seguir teniendo un embedding.

Sea B = {U, : n € N} una base de 7. Sea J = {(k,n) € N?> : U, C U,} C N2, que
es un conjunto numerable. Como X es normal, para cada (k,n) € J existe una funcién
fr.n € C(X,]0,1]) tal que fk’”‘ﬁk =1y fen X\ = 0. Tomemos la familia numerable

F={fon:(k,n)eJCCX,[0,1]).

Veremos que F separa a X (recordar la Def.5.5.3). En tal caso, aplicando la Proposicién
5.5.4, obtendrfamos el anunciado embedding F': X — [0,1]7 “ =" Q. Las comillas aluden
a la sutil diferencia entre indexar con J o F y hacerlo con N.

F separa a X: Dado un par (z,U) € X X 7 tal que x € U, sigamos unos pasos:
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1. SeaU, € ftal que x € U, CU.

2. Ahora, por la normalidad, existe V € rtalquex € V.CV C U, .

3. Tomemos ahora un Uy, € 3 tal que 2 € U, C V (por lo que U C V).
4. Resumiendo, existe un (k, n) € J tal que vz € U, C U, C U, C U.

Ahora es inmediato verificar que fy , € F separa al par (z,U). Falta mencionar otra sutileza:
El que queda metrizable es F'(X), del que ahora sabemos que es hémeo con X. Dejamos como
ejercicio el convencerse de que la metrizabilidad se preserva por homeomorfismos (porque la
métrica se “transporta” usando el hémeo F'). |

Observacién 5.5.11. En el Teorema de Uryshon 5.5.10, se puede relajar notablemente las
hipétesis poniendo “regular y N,” en lugar de “normal y Ny” . Esto es asi por la Prop. 2.4.10,
que asegura que regular y Ny (y a fortiori Lindeloff) = normal. A

5.6 Ejercicios

Ejercicio 5.6.1. Sean X,Y dos ET’sy f: X — Y una funcion.

1. La f es continua siy sélo si para toda red x = (2;);c1 en X que converge a algun x € X, se cumple
que f(zi) — f().
i€l
A partir de ahora supongamos que f es continua.

2. Sea D C X un denso. Si tenemos otra g € C'(X,Y), entonces para mostrar que f = g alcanza con
testear que f ‘ D= g‘ p - Otra manera de decirlo:

)

“dos continuas que coinciden en un denso son iguales .’

3. Si f es sobre, entonces f(D) es denso en Y.

4. Dado un A C X se cumple que f(A) C f(A).

5. Para que valga la igualdad f( A ) = f(A) para todo A C X no alcanza con que f sea sobre. Pero sf
que sea sobre y abierta.

Ejercicio 5.6.2. Sean X un conjunto y o , 7 dos topologias en X, probar que son eq.
1. Se tiene que A~ C A 7 para todo A € P(X).
2. T-convergencia =—> o-convergencia (de redes en X).
3. Hay ma&s 7-abiertos que o-abiertos, o sea que o C 7.

En tal caso, decidir si o-C implica 7-C o vice versa, para cada clase C de ET’s de todas las definidas en la
materia. Por ejemplo, mostrar que 7-conexo = o¢-conexo, porque es al revés con disconexo.

Por la equivalencia de arriba se dice que 7 es més fuerte que o, ya que se dice que una convergencia es mas
débil en tanto sea mas facil converger, y mas fuerte si pocas series pueden hacerlo. Deducir que tanto el
operador clausura A — A, como la convergencia de redes determinan la topologia que los produce. A
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Ejercicio 5.6.3. SeaP = [[ (X4,7a), dotado de la topologia producto 7p. Supongamos que, para cada
ac A
a € A, tenemos un denso D, C X, .

1. Probar primero que el producto [, Da es denso en P. Pero se puede construir un denso mucho
maés chico:

2. Asumamos que P # @, y fijemos un = {4 }aca € P. Definamos los conjuntos

DF:HDOZX H{%}QP, para cada F € Pp(A) .

a€lF a€ A\F
Luego el conjunto D = |J  Dr es denso es P.
Fe Pr(A)

Ejercicio 5.6.4. SeaP = [[ (X, ,7), dotado de la topologia producto 7p .
neN

1. Si suponemos que todos los X,, son de tipo Na, entonces anche P es Ny .
2. Idem con N;j y separable.

3. Si suponemos que todos los X} son Lindeloff, atn si asumimos que P = X; x X5, puede suceder que
P no sea Lindeloff.

4. Si cada T, proviene de una métrica d,, en X,, , entonces

dp(z,y)

1+ dy(z,y)
métrica en X, y se tiene que 7, = 74, = T4/ .

(a) Si para cada n € N, definimos d;(x,y) , para x,y € X, , entonces d,; es otra

(b) La funcién dp : P x P — R>( dada por
ao () (}) = 30 Bl ey ) ep
neEN
es una métrica en P tal que 74, = 7p .
En otras palabras, producto numerable de metrizables es metrizable.
Ejercicio 5.6.5. Sea (X, 7) un ET. Probar que:
1. Si X es normal, entonces X es de Tychonoff-CR (Lema de Urysohn).
2. Si X es CR, todo Y C X es CR. O sea que la clase CR es hereditaria.
3. El producto de cualquier cantindad de CR’s sigue siendo CR.
Ejercicio 5.6.6. Sea (X, 7) un ET de Tychonoff.
1. Probar que, dada una red x = (z;);c1 y un z en X, se tiene que

T; ZE—ﬂ) z = f(z;) zE—H> f(z) paratoda feC(X,][0,1]) . (5.21)

2. Llamemos F = C(X, [0, 1]). Probar que topologia original 7 de X no era otra que la topologfa inicial
dada por la familia F.

Ejercicio 5.6.7. Sea (X, 7) un ET. Probar que
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1.

2.

X es Hausdorff si y sélo si la diagonal
Ax ={(z,y) eXxX : 2=y}
es cerrada en la topologia producto de X x X.
Si X es Hausdorff, (Y, o) es otro ET y nos dan f, g € C(Y, X), entonces

Zrg ={yeY : flyy=9(y)} escerradoen Y .

Lamentablemente no vale usar a f — g, porque X no siempre tiene — ni 0. A

Ejercicio 5.6.8. Sea (X,7) un ET que es regular y sean x = (2;)ict € y = (yj)jey dos redes en X, anbas
convergentes. Entonces son equivalentes:

e Las dos redes tienen el mismo limite.

e Lared “doble” (x,y) = (2;, yj)ijerxy, que vive en X x X, cumple que

(x,y) £>Upal’a todo abierto U C X x X tal que Ax ={(z,2):2 € X} CU .

El orden de I x J es en las dos entradas a la vez. A

Ejercicio 5.6.9. Sea f: X — Y, donde X e Y son dos ET’s. Probar que

feCX)Y) = Gry={(zr,f(z)):2€X}CXXY escerradoen X xY .

Probar que la reciproca es cierta si Y es compacto (usar la Prop.4.2.5). A

Ejercicio 5.6.10. Sea g : R — S! dada por g(t) = €'?™, para t € R.

1.

2.

Probar que la funcién g es continua suryectiva y abierta.

Probar que la topologia usual del circulo S* (la que hereda de la inclusién S C C) es la topologia
cociente de la funcién g : R — S1.

Como R y S! son grupos, mostrar que g es un morfismo.

Mostrar que ker g = Z. Y que la relacién de equivalencia ~ dada por g es la congruencia médulo Z.
Las clases son las coclases t - Z, para t € [0, 1).

En otras palabras, estamos diciendo que la topologia cociente en el grupo cociente R/z, lo hace

homeomorfo (e isomorfo) a S*. Dar una prueba “de grupos” de que g, pensada como proyeccién al
cociente, es abierta. A
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Capitulo 6

Compactos

6.1 Definiciones y caracterizaciones

Sea (X,7) un ET y sea K C X un subconjunto. Recordemos que llamamos cubrimiento
por abiertos de K a una familia

cCT1 talque K C Ua.

Un subcubrimiento de ¢ es un p C o que sigue cubriendo a K. A veces conviene escribirlos
en términos de indices: El cubrimiemto o se presentarda como una familia

Z/a a€ A tal que Z-Joé (S| para todo o € A ) ademas K C ZJQ .
acA

Y un subcubrimiento estarda dado por un F C A tal que siga pasando que K C |J U, .
acF

La versién dual de los cubrimientos se describe con intersecciones de cerrados: Dada una
familia F = {F, }aca de subconjuntos cerrados de X, se dice que

F tiene la PIF para K si KN () F, # @ para todo subconjunto finito F C A .
acelF

Las letras PIF aluden a la propiedad de la interseccion finita. Si K = X, se dice que F tiene
la PIF a secas. Comenzaremos con la definicién tradicional de compactos (onda Heine-Borel):

Definicién 6.1.1. Sea (X, 7) un ET. Un subconjunto K C X es compacto (en X) si todo
cubrimiento por abiertos de K tiene un subcubrimiento finito. En particular, diremos que
X es compacto si pasa lo anterior para los cubrimientos de todo el espacio X. A

Observacion 6.1.2. Hace falta aclarar algo de esta Definicion. Que el tal K C X sea
compacto (en X ), como se definié arriba, equivale a que el espacio entero (K, 7k ), donde 7
es la inducida por 7 a K, sea compacto (en si mismo). Esto es asi porque los cubrimientos
abiertos de K solito se levantan a cubrimietos abiertos de K dentro de X, y viceversa. En
adelante omitiremos las aclaraciones del tipo “(en X)”, salvo necesidad imperiosa. A
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Teorema 6.1.3. Sea (X, 7) un ET y tomemos un subconjunto K C X . Luego las siguientes
propiedades son equivalentes:

1. K es compacto.

2. Toda familia de cerrados F = {F, }aca con la PIF para K cumple que KN (] F, # .

ac A

3. Toda red en K tiene un punto de acumulacién en K.
4. Toda red universal en K converge a un punto de K.
5. Toda red en K tiene una subred que converge a un punto de K.

Demostracion. 1 <» 2: Llamemos U, = X \ F,, para todo o € A. Si F C A, se tiene que

KﬂﬂFazz — K C U U, .

acF aclF

Luego 2 se relee como “Dada una familia de abiertos {U, }aca , si ninguna subfamilia finita
{Uqs}aer cubre a K, entonces tampoco la familia completa lo cubre.” Esto es lo mismo que
la definicién de compacidad, sélo que dicho contrarreciprocamente.

2 — 3: Sea x = (x;);er una red en K. Para cada i € I, tomemos el cerrado
F, = Ci(x), donde Ci(x) = {z; : j>1i}.

Observar que los F; decrecen (para la C) cuando crecen los i € I. El hecho de que I sea
dirigido y el que x esté en K aseguran que la familia F = {F;}, tiene la PIF para K.
Entonces fijemos un z € K N (] F; y veamos que es z un punto de acumulacién de x.
i€l
Primero notemos que z € C;(x) para cada ¢ € 1. Luego, si U € O(x) e i € I, se tiene que
F
UNCi(x) # 2. O sea que x — U para todo U € O(x).

3 <> 4 <» 5: Todo esto es equivalente si uno usa las Proposiciones 4.2.11, 4.5.9 y 4.5.11. En
efecto, recordar que x es punto de acumulacién de una red x si y sélo si alguna subred de x
converge a x (5 <> 3), que toda red tiene subredes universales (4 — 5) y que las universales
deben converger a sus puntos de acumulacién (3 — 4). Observar que el punto x en cuestion
debe estar en K en los tres casos.

5 — 2: Supongamos que {F,}.ca es una familia de cerrados con la PIF para K. Sea

I =Pr(A) y armemos la familia de cerrados Gg = () F,, para todo F € I. Observar que
acF

mG]F: ﬂFa yvque GpCGy si HCF.

Fel a€cA

Por la PIF, para todo F € T existe un xp € K N Gr. Notar que I esta dirigido por el orden
dado por la inclusién. Tomemos la red x = (zp)per, que vive en K, y sea y = (y;)jey una
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subred de x que converge a un y € K. Sea h : J — I la funcién creciente y cofinal de y.
Como cada y; = xpj) € Gp(j), y los Gj(;) son cerrados y decrecientes con j, es facil ver que

Y‘gGh(j) paratodo je€ J] = yEﬂGh(j):ﬂGF: ﬂFa.

jel Fel ac A

Como también y € K, tenemos que K N [ F, # 2. [ |
acA

6.2 Primeras propiedades de los compactos

Observacién 6.2.1. Sea X un conjunto infinito y consideremos en X la topologia cofinita
Tor(X). Entonces todo K C X es compacto, porque lo que le falte cubrir al “primer” abierto
de cualquier cubrimiento, es un conjunto finito. Y esto se va cubriendo de a un abierto por
elemento. Asi vemos que hay compactos que no son Hausdorff.

Algunos autores incluyen la condicién de ser Hausdorff para la compacidad (como uno
pide T} para regularidad y normalidad). Sin embargo, hay ejemplos importantes (sobre todo
en geometria algebraica) de espacios compactos no Hausdorff, por lo que haremos la teoria
en el caso general, agregando la H cuando haga falta.

Observar que, si bien la convergencia de redes caracteriza la compacidad, en el caso no
Hausdorff hay limites multiples, por lo que convendra tener cuidado al usar técnicas de redes.

Por ejemplo, en un sentido genérico, las condiciones relativas a redes del Teo. 6.1.3 hacen
pensar que si un subconjunto K C X es compacto, deberia ser cerrado. O que un K que
sea cerrado dentro de un espacio compacto X debe ser también compacto (en ambos casos,
porque los limites se quedan dentro de K).

Veremos que la segunda presuncion es cierta siempre, pero la primera sélo cuando el
espacio ambiente X es Hausdorff (pensar en el ejemplo mencionado al principio). A

Proposicién 6.2.2. Sea (K,7) un ET compacto, y sea F' C K un subconjunto cerrado.
Entonces F' es compacto.

Demostracion. Toda red x en F' tiene una subred que converge a algin x € K. Pero como F
es cerrado, el limite x € F'. Por el Teo.6.1.3, F' es también compacto. Otra prueba directa
sale con cubrimientos (agregando el abierto K \ F). [

Proposicién 6.2.3. Sea (X, 7) un ET de Hausdorff. Entonces todo subconjunto compacto

K C X es cerrado en X.

Demostracion. Sea y € K, y tomemos una red y = (y;)icr en K tal que y; — Y Por el
1€

Teo.6.1.3, y tiene una subred z que converge a un z € K. Sin embargo, por ser subred de
y, la red z también converge a y. Como X es Hausdorff, por lo que los limites son Gnicos,
tenemos que y = z € K. Esto muestra que K es cerrado. [

Ahora veremos que en un espacio de Hausdorff, la propiedad de separar puntos se extiende
a separar subconjuntos compactos:
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Proposicién 6.2.4. Sea (X,7) un ET de Hausdorff. Dados K;,Ks C X compactos y
disjuntos, existen abiertos U,V € 7 tales que

KlgU, KQQV y UnNnv=go. (61)

Demostracion. Fijemos un x € K;. Como X es Hausdorff, para cada y € K, existen abiertos
disjuntos A, , B, € 7 tales que y € B, y v € A, . La familia {By},ck, es un cubrimiento de

K, , del que podemos extraer finitos By, , ..., By, que siguen cubriendo a K. Sean
Up = m Ay y Vo= U By,
k=1 k=1

Es claro que son abiertos, que z € U, y que K, € V,,. Como U, NB,, € A, N B, =
para todo k € I, , podemos deducir que U, NV, =U, N |J B, =92.
k=1

Hagamos este laburo en todos los z € K;. Obtenemos una familia {U,},cx, que es un
cubrimiento de K , acompanados de sendos abiertos V, O K, y tales que V, NU, = @ (para

todo = € Ky). Extraigamos finitos Uy, ,...,U,, que siguan cubriendo a K;. Sean

U:U Us, ¥ V=ﬂ Vi -
k=1

k=1

Es claro que son abiertos, que K; C U y que Ky C V. Como antes, podemos ver que
UNV =g, lo que termina de probar la férmula (6.1). [ |

Corolario 6.2.5. Sea (K, 7) un ET compacto Hausdorff. Entonces K es normal.

Demostracion. Sean F; y F, dos cerrados disjuntos en K. Como K es compacto, la
Prop.6.2.2 asegura que F; y F, son compactos. Como K es Hausdorff, la Prop.6.2.4 nos
provee de los abiertos disjuntos que los separan. [ |

Proposicién 6.2.6. Sea f : (X,7) — (Y, o) una funcién continua y sea K C X un subcon-
junto compacto. Entonces se tiene que f(K) es compacto en Y.

Demostracion. Notemos Z = f(K). Sea z = (z;);c1 unared en Z. Para cada i € I, elijamos

un z; € f71({z}) N K. Lared x = (z;);e1 , como vive en el compacto K, tiene una subred

y = (yj)jer tal que y; f—? y € K. Pero como f es continua, la red f(y;) f—? fly) € Z.
JE j€

Observar que, si b : J — I es la funcién cofinal creciente que define a la subred y, entonces
f(y;) = f(xn)) = 2ng) para todo j € J. Luego la red f oy es subred de z (con la misma
funcién h), y ademds es convergente a alguien de Z. [ |

Otra prueba bien facil de esto sale usando cubrimientos de f(K'). Sugerimos hacerla como
ejercicio, sobre todo si no gustan de tanta subred.
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Proposicién 6.2.7. Sea f € C(K, X) inyectiva, con K compacto y X Hausdorff. Entonces
f: K — X es un embedding, o sea que f : K — f(K) es un hémeo.

Demostracion. Llamemos Z = f(K). Es claro que f : K — Z es biyectiva y continua.
Veamos que es abierta: Sea F' C K un cerrado. Por la Prop.6.2.2, F' es compacto. Por la
Prop.6.2.6, f(F) es compacto en X. Al ser X un Hausdorff, la Prop.6.2.3 dice que f(F)
es cerrado en X, y por lo tanto también cerrado en Z. En resumen, f : K — Z manda
cerrados en cerrados. Como es biyectiva, también manda abiertos en abiertos. Por lo tanto
f: K — Z es homeo. |

Observaciéon 6.2.8. Sea (K,7) un ET compacto Hausdorff (en adelante abreviaremos es-
cribiendo K-H). Luego la topologia 7 es rigida, en el siguiente sentido: Si uno la agranda,
K es mas Hausdorff, pero ya no es mas compacto. Y si uno la achica, K es mas compacto,
pero deja de ser Hausdorff. Esto es consecuencia de la Prop.6.2.7.

En efecto si o D 7, entonces Iy € C((K,0),(K,7)). Si (K,0) fuera compacto, como (K, 7)
es Hausdorff, Zx quedaria hémeo. Y entonces o = 7.

Por otro lado, si o C 7, entonces Zx € C'((K,7),(K,0)). Si (K,o) siguiera siendo Haus-
dorff, como (K, T) es compacto, Zx también quedaria hémeo. Y entonces 7 = o. A

Ejercicio 6.2.9. Sea f: X — Y, donde X e Y son dos ET’s (con Y un H). Probar que
feCX)Y) = Gry={(zr,f(z)):2e€ X} CX XY escerradoen X xY .

Probar que la reciproca es cierta si Y es compacto (usar la Prop. 4.2.5). A

6.3 El Teorema de Tychonoff

Observacién 6.3.1. En el Capitulo 4 estudiamos las redes universales (abreviemos RU),
viendo que toda red tiene una sub-RU, y que las RU’s siempre convergen a todos sus puntos
de acumulacién. Igual las RU’s llaman la atencién por lo “extranas” que son, y uno trataba
de evitarlas. Sin embargo, el Teo.6.1.3 les da un nuevo relieve, ya que

K C X es compacto <= toda RU en K tiene limite en K.

Por ello, las RU son LAS redes asociadas a la compacidad, asi como las sucesiones de Cauchy
(que también son medio raritas) son LAS sucesiones de los EM completos. En conclusidn,
vamos a tener que superar los temores a lo sobrenatural, y acostumbrarnos a usar a las RU’s
y sus propiedades. Lo mas 1util de ellas es una propiedad de “concentracion” parecida a lo
que les pasa las Cauchy. También se las traslada adecuadamente (eso las Cauchy no). Vamos
a explicitar mejor estas propiedades para usarlas tranquilos: Recordemos que una red x en

X era una RU si para todo A C X vale que x <5 A o bien x & X\ A A
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Proposicién 6.3.2. Sea X un conjunto y x = (;);e; una RU en X.

1. Si tenemos una familia finita A;, ..., A, de subconjuntos de X, se tiene que
. E . E
si x>A=|J Ay = existeun k€, tal que x— A .
kel,

2. Dada f : X — Y una funcién, vale que fox = (f(xl)) es una RU de Y.

i€l
Demostracion.

1. Hagamos un argumento inductivo: En el caso n = 1 todo es tautolégico. Supongamos
E ) , E
que n > 1. Si x = A, listo. Sino, usando que x es una RU, sale que x — X \ A4,,.

., E
Como también x — A, llegamos que

n—1 n—1
x AN (X\A) C A = x5 4.
k=1 k=1

Ahora viene la HI, por lo que x £> Ap C Ap para algin k € 1,,_; .

2. Sea B C Y,y llamemos A = f~!(B). Luego X \ A= f~'(Y \ B). Por ello,

X£>A:>fOX£>f(A)gB o bien ng\A:>fox£>f(X\A)§Y\B.

En resumen, queda que fox = ( f (xl)) o ©s una RU de Y, como asegurabamos. M

1€l

El siguiente resultado es bastante esperable, y su prueba nos va a quedar cortita, porque el
laburo grosso lo fuimos haciendo antes. Pero es uno de los teoremas més importantes de la
teoria, en funcién de sus innumerables aplicaciones dentro y fuera de la topologia.

Teorema 6.3.3 (Tychonoff). Sea ((Xa ,Ta)> una familia de ET’s compactos. En-
ac A

tonces el producto P = J[ X, , con la topologia producto, es compacto. O sea que
ae A

“producto de compactos es compacto”, aunque sean “muchos” .

Demostracion. Tomemos una red universal x = ({xi,a}ae A)ieﬂ en P. Por la Prop. 6.3.2, para

todo B € A la proyeccién mz 0 x = (a:w)l.d[ es RU en su Xgz. Usando ahora el Teo.6.1.3 y
compacidad de los X3, vemos que cada red mg o x converge a un x5 € Xg.

Con esos limites como “coordenadas” generamos un elemento y = {zy}aca € Py, por la
Prop. 5.3.4, podemos deducir que la red original x converge a ese y (la convergencia en P
era coordenada a coordenada, o sea “contra todas las m5"). Finalmente, el Teo.6.1.3 nos
permite concluir que P es compacto. [ |
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Sugerimos hacer como ejercicio una prueba a mano del teorema anterior, pero asumiendo que
A es finito. Inductivamente se reduce al caso de P = X x Y, con X e Y compactos. Usando
redes comunes, eso sale iterando la toma de subredes. Con cubrimientos también sale, pero
es mas largo, aunque muy grafico y divertido (ver Munkres [2]). Sin embargo ambos métodos
colapsan en el caso infinito, donde las RU’s dan la prueba mas directa posible. Siempre hay
involucrada una bruta Zorneada, pero las RU’s ya la habian usado con los ultrafiltros. De
hecho se sabe que este Tychonoff implica el AdE. Les tienta probarlo?

6.4 Cmpactos en EM’s

Hay varias caracterizaciones y propiedades asociadas a la compacidad que son especificas de
los EM’s, y algunas mas para subespacios de R™. Ahi vamos:

6.4.1 Caracterizacion de la compacidad para EM’s

Sea (X,d) un EM. Si uno toma un compacto K C X y fija un € > 0, se puede cubrir a K
con bolas de radio ¢, y luego quedarse con finitas que sigan cubriendo. Esta propiedad sera
casi suficiente para la compacidad, asi que le ponemos nombre:

Definicién 6.4.1. Sea (X, d) un EM. Diremos que A C X es totalmente acotado (TA)

si, para todo € > 0, existen n(e) e Ny x1,..., 2, € X talesque AC |J B(zp,e). A
kEHn(E)

Las caracterizaciones de compacidad via redes pueden cambiarse, en el contexto de EM’s, a
sucesiones y subsucesiones. También se pueden usar los puntos de acumulacién (se abrevia
PA) de conjuntos. Antes de ir a los bifes, repasemos algunas de sus propiedades, particular-
mente en el contexto métrico:

6.4.2. Sea (X,d) un EM y sea A C X. Un x € X era un PA de A si
para todo € >0 existeun y # x tal que y € B(z,e)NA .
Se llama A’ al conjunto de los PA’s de A. Veamos alguna variaciones y casos particulares:
1. x € AY <= B(x,e) N A es infinito para todo € > 0.

2. Si A cumple que existe un ¢ > 0 tal que d(z,y) > J para todo par = # y en A, entonces
debe suceder que A" = @

3. En cambio, si (z,)nen es una sucesién de Cauchy en X, y llamamos

A={x,:neN} | entonces z€ A = z, — 1z .

n—o0

Las pruebas son elementales: Lo primero se deduce del Ejer.2.4.13 (esto vale en ET’s de
clase T1). Lo segundo sale porque en una bola B(z,d/2) sélo puede haber un elemento de
A. Por el diametro. Lo ultimo fue probado en la Prop.4.4.3. A
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Teorema 6.4.3. Sea (X,d) un EM y sea K C X. Son equivalentes:
1. K es compacto.
2. Toda sucesion en K tiene una subsucesion convergente, con su limite en K.
3. Todo A C K infinito tiene un PA en K (o sea que A'N K # @).
4. K es totalmente acotado y el EM (K, d) es completo.

Demostracion. 1 — 2: Una sucesién x en K es también una red. Por el Teo.6.1.3, existe
un y € K que es PA de x. Pero entonces la Prop. 4.3.1 asegura que x tiene una subsucesion
que converge a ese y € K.

2 — 3: Si A C K es infinito, existe una funcién inyectiva x : N — A, que puede pensarse
como una sucesion x = (x,),eny en A. Si alguna subsucesion y = (yx)ren de X converge a
un y € K, del hecho de que x sea inyectiva se deduce facilmente que y € A'N K.

3 — 4: Si K no fuera TA, existiria un € > 0 tal que ninguna unién finita de bolas ¢ cubre
a K. Tomemos ;1 € K. Después un xs € K \ B(z1,¢), por lo que d(x;,z3) > €. Después
un 3 € K\ (B(xl,s) U B(x2,¢) ) Siguiendo asi podriamos constrir un conjunto infinito
A =A{x,, :m e N} C K tal que d(z, ,x,) > e si m # n. Por 6.4.2 se tendria que A’ = @.

Si en cambio K no es completo, sea X = (x,)nen una sucesién de Cauchy sin limite en K.
Luego el conjunto A = {z, : n € N} C K debe ser infinito (verificarlo). Pero por 6.4.2, de
tener un punto de acumulacién deberia ser el limite, que no existe (o no esta en K).

4 — 1: Sea x = (x;);e1 una red universal en K. Cubramos a K con finitas bolas cerradas
de radio 1. Como la red x es universal, usando la Prop. 6.3.2 sabemos que hay una de esas

bolas B; = Bg(y1,1) := {2z € K : d(z,5) < 1} tal que x = B .

Ahora cubrimos B; con finitas bolas cerradas de radio 1/2 y, por el mismo argumento,

existird una de ellas By = Bk (y2,1/2) tal que x SN B1 N By. Continuando asi, para cada
k € N obtendremos una bola cerrada By, de radio 1/k tal que

X £> Fn:ﬂ B, , paratodo neN.

Como K es completo, existe un x € (| £, . Por lo tanto, para todo n € N tenemos que
1

r€B,=Bk(yn,t) = Bx(z,3)DB,DF, — x< Bx(z,2),
0 sea que x; Hﬂ x. El Teo.6.1.3 nos dice ahora que K es compacto. [ |
1€
Corolario 6.4.4. Sea (X,d) un EM completo y sea A C X. Entonces

A es compacto <= AesTA.
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En particular, si A es TA, toda red en A tiene una subred convergente (a alguien de A).

Demostracion. Observar que, por ser X completo, sus subconjuntos son completos si y
sélo si son cerrados (el limite de las Cauchy existe, el tema es dénde estd). El segundo
ingrediente es que A es TA <= A es TA. Esto es facil y se deja como ejercicio (recordar
que BUC = BUC, y quien dice dos...). [ |

Observacién 6.4.5. Sea (X,7) un ET. Un K C X es secuencialmente compacto (se
abrevia SK) si toda sucesién en K tiene una subsucesién convergente, con su limite en K.
Estos espacios son estudiados, sobre todo, por aquellos a los que les gustan de las sucesiones
pero les molestan las redes. El Teo.6.4.3 dice si X es un EM, las nociones de compacto y
SK coinciden. Por otra parte, si asumimos que X es Ny, se ve facil que K = SK (usando
primero el Teo.6.1.3 y después la Prop.4.3.1). Y ahora viene la pregunta:

., Enlos Ny , sera cierto que SK = K7 | ; Habra que pedirle algo mas a X 7

La respuesta la dejamos como un ejercicio inquietante para el lector. A

6.4.2 El nimero de Lebesgue

Hay otra propiedad clave de los EM compactos, que muchas veces es aun mas util que
los subcubrimientos finitos y las subsucesiones convergentes. Estamos hablando del famoso
“Lema del cubrimiento de Lebesgue”. La idea es que dado un cubrimiento o de un EM
compacto K, todo z € K tiene que tener una bolita B(x, J,) dentro de algin U € o que lo
cubra al x. El tema es que el tamano d, de la bolita depende del x. Ahi es donde vienen la
compacidad y Lebesgue para uniformar la cosa:

Lema 6.4.6 (Cubrimiento de Lebesgue). Sea (X,d) un EM y sea K C X un compacto. Si
o es un cubrimiento por abiertos de K, existe un § > 0 tal que, para todo x € K, la bola
B(z,0) (mismo delta para todos) esta dentro de alguno de los U € o.

Demostracion. Si esto no fuera cierto, para todo n € N existiria una bola B,, = B(z,, %),
con centro z, € K, tal que B,, € U, para ningiin U € ¢. Con ellos podriamos producir la
sucesion x = (z,)pen que vive en K, que por compacidad tendria una subsucesién

y = (xnk)kGN de x tal que Ty, — Yy € K 7
k—o00
y podriamos encontrar un U € o y € > 0 tales que B(y,c) C U. Como
1
<3

Para un tal k se tendria que B, = B(x,, , n—lk) C B(y,e) CU. Y eso no vale. |

y & B(y,5), existeun k€N talque =z, €B(y,5) vy

Observacién 6.4.7. Dados dos cubrimientos ¢ y p de un conjunto K C X, decimos que p
es un refinamiento de o si para todo V € p existeun U €0 talque V CU . El
lema de Lebesgue se refrasea en este lenguaje diciendo que “Si X es un EM y K C X es
compacto, para todo cubrimiento abierto o de K existe un § > 0 tal que la familia de todas
las bolas de radio delta, es decir p = {B(z,0) : € K}, es un refinamiento de o”. A
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Observaciéon 6.4.8. Notar que en la prueba del Lema, como uno supone que K es compacto,
se podria pensar que cambiar ¢ por un subcubrimiento finito permitiria a encontrar “a mano”
el 6. Sin embargo, hay que pedir compacidad ain si el cubrimiento ¢ original ya era finito.
Por ejemplo, si tomamos X = C, los abiertos

U={2:Imz2>0} y V={a+bi:b<—1}

la| + 1

cubren a X, pero la sucesién z,, = i
o sea que las bolas B,, = B(z,,, n) no estan dentro de U ni de V. La diferencia es que en C
no hay subsucesiones convergentes. Sugerimos hacer un ejemplo de dos abiertos que cubren
al (0,1) que tampoco tengan un § de Lebesgue.

Incluso cuando el cubrimiento de K es de un solo abierto, el Lema da informacién importante
)

y no trivial, como se ve en el item 4 de la siguiente Proposicién, que da una miscelanea de

propiedades de los conjuntos compactos. A

Proposicién 6.4.9. Sea (X,d) un EM y sea K C X un compacto. Entonces
1. Si f € C(X,R), se tiene que
(a) f(K) es acotado (esto vale también si f € C(X,Y), donde Y es otro EM).
(b) Existen xy y x1 € K tales que

fzo) =min{f(z):x € K} 'y f(x;) =max{f(z):2¢€ K}

2. Para todo z € X existe un k, € K tal que d(z, K) = d(x, k,), o sea que la distancia
entre K y x se realiza en un punto k, € K.

3. Existen kg y k1 € K tales que diam(K') = d(ko, , k1).
4. Dado un abierto U tal que K C U, existe un £ > 0 tal que el abierto
B(K,e) = {ze€X :dx,K) <e} CU.
Esto vendria a significar que la distancia de K al borde de U es mayor que cero.

Demostracion. 1. Si f € C(X,Y), entonces f(K) es compacto por la Prop.6.2.6. Luego
es acotado (totalmente!). Volvamos al caso en que Y = R. Sea x = (z,,)nen una sucesion
en K tal que f(x,) —m= inf{f(z) : x € K}. Por el Teo.6.4.3 existe una subsucesion

(@, Jken de x tal que xnk % € K. Luego f(zn,) — f(zo) = m. Para realizar en
un 1 € K el f(x;) = max{f( ) x € K} se razona 1gual

2. Para realizar la d(z, K), basta tomar la funcién d, € C(X,R) dada por d,(y) = d(y, z)
(para y € X) y observar que d(z, K) = min{d,(y) : y € K}.

3. Para realizar el didmetro de K, se toma la funcién d‘KxK € C(K x K, R).

4. Basta aplicarle el Lema de Lebesgue 6.4.6 al cubrimiento unitario 0 = {U} de K. Para

que quede mas claro, observar que B(K,¢) = |J B(y,¢). [
yeK
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6.4.3 Continuidad uniforme

Otro resultado que queda en la memoria es que “continua en un compacto es uniformemente
continua”. Para que esto tenga sentido, hace falta que el contexto sea el de EM’s, ya que la
frase clave es “para un ¢ dado, el § no depende de z” en la Ec. (5.2). Usando el Lema del
cubrimiento de Lebesgue podemos ahora probar esto en general:

Definicién 6.4.10. Sean X e Y dos EM’s. Una funcién f : X — Y es uniformemente
continua (se abrevia UC) si para todo € > 0 existe § = d(¢g) tal que

dados w,z € X | dx(w,2) <d = dy(f(w),f(z))<e. (6.2)

Notar que en tal caso f € C(X,Y), porque f(Bx(x,0)) C By(f(z),e) paratodo z € X. A

Como deciamos antes, la gracia de la continuidad uniforme es que, fijado el ¢, el § sea el
mismo para todos los € X. Veamos algunos ejemplos:

1. Sila f: X — Y es Lipschitz, o sea si existe un a > 0 tal que
dy (f(w), f(2)) < adx(w,z) paratodow,z€ X = f esUC,

porque basta tomar § = £ .

2. Perosi f: R — R estd dada por f(t) = t?, entonces f es continua por no es UC.

_1
=1

3. Lo mismo pasa con g : (0,1) — R dada por ¢(t)

Las verificaciones se dejan como ejercicios (facilongos). No es casual que en los dos ejemplos
malos hayamos tomado un dominio “no acotado” y el otro “no cerrado”. Veamos ahora el
resultado anunciado, que dice que los dominios buenos son los compactos:

Teorema 6.4.11. Sean X e Y dos EM’s, K C X un compacto y f: X — Y una funcién
continua . Entonces f|x : K — Y es uniformemente continua.

Demostracion. Fijemos el € > 0, y cubramos a f(K) con las bolas B, = By (f(z),5), donde
los @ recorren todo el compacto K. Luego o = {f"'(B,) : z € K} es un cubrimiento
por abiertos de K. Si d es el nimero de Lebesgue que da el Lema 6.4.6 asociado a este
cubrimiento o, y tomamos w, z € K tales que dx(w, z) < §, nos queda que

z € Bx(w,0) C fY(B,) para cierto r € K = f(w), f(z) € B, = By (f(m),%) )

Y por lo tanto, llegamos a que dy (f(w), f(2)) < €. |
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6.4.4 Dentro de R"

Es un hecho conocido que la bola cerrada B,, de radio uno en R™ es TA, aunque lo es cada
vez menos a medida aumenta la dimensién m (y que deja de serlo en dimensién infinita, ver
Ejem. 7.1.5). Observar que el n(e) de la Def. 6.4.1 asociado a la bola B,, sera del orden de
€~ ™, o sea que crece a lo loco con m. Vamos a dar una prueba de que los acotados de R™
son TA’s. Por lo anterior, serda més facil verlo primero en R y después aplicar el Teorema de
Tichonoff, como haremos a contunuacion.

Lema 6.4.12. Sean a < b en R. Entonces el intervalo I = [a,b] C R es compacto.

Demostracion. Como R es completo e I es cerrado en R, también I es completo. Dado
e > 0,sea N € N tal que Ne > b — a. Tomando las bolas

B(a+ke, e)= (a+(k—1)5, a—i—(k—i—l)s) , para 0<k<N-1,

cubrimos a I, por lo que I es TA. Por el Teo. 6.4.3, vemos que I es compacto. |

Proposicién 6.4.13. Un subconjunto K C R" es compacto con la topologia inducida por
la usual de R™ siy sélo si K es cerrado y acotado. En particular, si A C R”, entonces A es
compacto siy sélo si A es acotado.

Demostracion. Sea M € N tal que K C B(O,M) C Quy ={z € R" : |x;| < M , i € I,}.
Es facil ver que la topologia inducida por R™ a )3, coincide con la topologia producto, si
pensamos a @y = [—M, M]". Esto puede verse porque en ambos casos la convergencia es
coordenada a coordenada (también sale usando el hémeo de la Prop.6.2.7). Por el Teorema
de Tychonoff y el Lema 6.4.12, tenemos que ()y; es compacto. Como K es cerrado en R"
también lo es en @), . Por la Prop. 6.2.2 tenemos que K es compacto, por ser cerrado dentro
de un compacto.

Reciprocamente, en cualquier EM vale que un TA es acotado, y que un completo debe ser
cerrado. Por el Teo.6.4.3, vemos que si K es compacto debe ser cerrado y acotado (en
cualquier EM donde viva, en particular en R™). [ |

6.5 Compactificaciones
Definicién 6.5.1. Sea (X, 7) un ET. Una compactificacién de X es un par (g, K) tal que
1. (K,0) es un ET compacto.

2. g: X — K es un embedding (i.e. g es continua, inyectiva y hémeo con la imagen).

3. g(X) queda denso en K.
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Diremos que (g, K) es una H-compactificacién si K es, ademds, un espacio de Hausdorff.

Muchas veces, en presencia de una compactificacién (g, K), identificaremos a X con su
imagen ¢g(X), que estd dentro de K y tiene la topologia inducida por K.

Desde ese punto de vista, una compactificacién de un (Y, 7’) serfa un compacto (K, o) que
contenga a Y como un subespacio denso, y tal que 7’ sea la inducida a Y por o. A

Observacién 6.5.2. Por la Prop.6.2.2 (un cerrado en un compacto es compacto), si uno
tiene su espacio X incrustado dentro de un compacto K’ via un embedding g : X — K’,
entonces tomando K = ¢g(X) C K’ uno obtiene una compactificacién (g, K).

Como veremos mas adelante, todo ET tiene compactificaciones. El tema se pone mas intere-
sante si uno quiere ver si tiene alguna H-compactificacion. Sin embargo ese problema ya lo
tenemos resuelto de antes: A

Proposicién 6.5.3. Sea (X, 7) un ET. Luego X tiene una H-compactificacién si y sélo si
X es CR (o Tichonoft).

Demostracion. Hemos visto en el Cor.5.5.6 que, si X es de Tychonoff y si denotamos
F = C(X,][0,1]), entonces existe un embedding

F:X <@, donde @ eselcubo [0,1]” con su topologia producto .

Por el Teorema de Tychonoff 6.3.3, () es compacto, y por la Prop.5.3.6, Q) es de Hausdorff.
Luego X tiene la H-compactificacién (F, F(X)).

Si ahora suponemos que X tiene una H-compactificaciéon (g, K), entonces K es compacto
Hausdorff. Por el Cor. 6.2.5, K es normal. Como vimos en la Obs. 5.5.8, normal implica CR,
y ser CR es hereditario. Luego ¢g(X) es CR y X también. |

Corolario 6.5.4. Si P es un producto cartesiano de CR’s (con la topologia producto),
entonces P es CR.

Demostracion. Se incrusta cada coordenada en un compacto Hausdorff, lo que permite (via
5.3.9) incrustar a P en un producto de compactos Hausdorff. Por el Teorema de Tychonoff
y la Prop. 5.3.6, el producto grande es también compacto Hausdorff. [ |

6.5.1 Alexandrov: Un punto

Ahora veremos métodos para construir compactificaciones. El primero es lo mas simple
posible: agregar un punto. Se llama la compactificacion de Alexandrov. Lo tnico que hay
que pedirle a X para que el proceso camine es que él mismo no sea compacto. Ahora, el
tema de cudndo esta compactificacién queda Hausdorff es otra historia (y otro Capitulo).

Proposicién 6.5.5. Sea (X, 7) un ET que no es compacto. Inventemos un punto oo al que
sélo le pedimos que oo ¢ X. Sean X = X U {00} y 7o C P(X) dada por

T =T7UT , donde 7 ={VU{oc}:Ver y X\V escompactoen X }.

Luego T es una topologia en X tal que
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1. (X, 7s) es compacto.
2. T es la topologia inducida a X por 7 .
3. X queda denso y abierto en X.
O sea que la inclusiéon X C X es una compactificacion de X.

Demostracion. Es claro que @ € 7y Xer (porque el @ es compacto!). Observar que
T ={V' eP(X): c0eV y X\V' escerrado y compacto en X } . (6.3)

Veamos las uniones arbitrarias y las intersecciones finitas: Entre cosas de 7 no hay drama.
Dada una familia de abiertos V; € 7/ y sus complementos F; = X \ V/, para i € I, entonces

xX\vw=Ur v X\Uvw=N~r.
i€l iel i€l i€l
Cuando T es finito, la | J F; queda cerrada y compacta. Y la interseccién cumple eso siempre
i€l
(cerrado dentro de compacto). Luego operando en 7/ uno se queda en 7. Si hay de las dos
clases (tanto en N como en U ), uno primero reagrupa todas las de cada clase, y opera uno
(de 7) contra uno (de 7’). Pero alli pasa que si U € 7y V' = {co} UV € 7/, entonces

UnvV=UnVer y UUV ={cc}Uu(UUV)er.

Por lo tanto 7., es una topologia en X. Para ver que la inducida de 7., a X es 7, observar
que si V' € 7/; entonces V' N X € 7 (y los de 7 estaban todos en 7). Para ver la densidad,
observar que 7' no es otra cosa que 02 (00). Ademads, como X no es compacto, entonces
{oo} ¢ 7'. Luego todo V' € 02 (00) corta a X, lo que muestra que X es denso en X,

Veamos ahora que (X, 7,) es compacto: Como 7/ = 02 (00), si 0 C T es un cubrimiento
de X, existeun V' € o N 7’ (para cubrir al 0o). Sélo falta cubrir X \ V', que es compacto
(en X y en X). Y sabemos que o \ {V'} lo cubre. Entonces agregando finitos elementos de
o a V' cubrimos todo X, que por ello es compacto. [ |

Por ahora no vamos a hacer nada con esta compactacion que hemos construido. El resultado
se hace muy n1til cuando X es Hausdorff. Los espacios X que cumplen eso son los llamados
“localmente compactos” (Hausdorff). Para ellos usaremos sistematicamente su X, pero ese
laburo se hard en el Capitulo que viene (que es sobre esos espacios). Pero ahora daremos
unos ejemplos para entender un poco mejor la construccion.

Ejemplos 6.5.6. 1. Tomemos X = R con su topologia usual. Entonces R = S*. Esto se
puede mostrar con la proyeccion estereografica o, mejor dicho, su inversa que podemos

.. 2 .
explicitar: g(x) = ( xgil, izﬁ ) € SY, para x € R. Otra manera es hacer primero

R = (0,1) y después incrustar al (0,1) dentro de S* con la flecha ¢ — €™,

2. En forma andaloga se puede ver que R" & S™. que es la esfera de R**1.
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3. Sea ahora X = N con la topologia discreta. Observar que los tnicos compactos de
N son los finitos. Por lo tanto tendremos que 7 = P(N) mientras que 7" = 7¢r(N),
nuestra conocida topologia cofinita (agregdndoles el co). Con esto en mente, se puede
ver que N = {2 : n € N} U {0}, con la topologia inducida de R. Lo lindo de este

1
ejemplo es que el hdmeo que uno escribe justifica la polémica férmula — = 0.
00

4. Si tomamos X = (0,1) U (2,3), queda que X es un “ocho”, o el mismisimo oo. Y
si ponemos 3 o 4 intervalos abiertos disjuntos nos queda un trébol (sin el tallo, para
obtenerlo hay que agregar un semiabierto).

5. Los ejemplos anteriores justifican que se llame oo al punto que se agrega al hacer
Alexandrov. Sin embargo no siempre queda tan clarito “para donde” estd el infinito.
La cosa se pone méas brava si tomamos X = Q. Intuitivamente, en QQ tenemos al
infinito por todos lados, porque estd lleno de redes sin limites en Q, y no solo hacia los
dos costados. Lamentablemente no es facil dar un modelo de (@, porque los compactos
de Q, ademas de los finitos, incluyen sucesiones convergentes junto con sus limites, y
la cosa se complica bastante. De paso un ejercicio: Mostrar que, a diferencia de los
ejempos anteriores (donde X quedaba metrizable), Q no es ni Hausdorff. A

6.5.2 Stone Cech

Ahora vamos a mostrar otro método de compactificar, que es todo lo contrario del anterior,
porque es fabricar un compacto lo mas grande posible, agregandole al ET original montones
de puntos nuevos. Lo que queda es dificil de describir explicitamente, pero lo bueno es que
existe, y que permite extender cualquier funcién continua y acotada al compactado. Eso
requiere de muchos puntos nuevos, por las muchas maneras en que pueden comportarse esas
funciones en los bordes del espacio. Como nos va a quedar siempre un Hausdorff, no va a
quedar otra que pedirle al espacio base que sea CR (ver Prop.6.5.3).

Por ejemplo, si empezamos con R, vimos que su compactificacién de Alexandrov es S*. Las

funciones f € Cy(R,R) que se pueden extender al oo = (0,1) € S* son solo aquellas tales

que existen M = . h/r_{l f(t) ym= . lim f(t), y ademés cumplen que m = M = f(c0). Y
— 400 — —0

nadie duda de que hay muchas mas funciones acotadas que esas.

6.5.7. Sea (X, 7) un ET de Tychonoff. Llamemos F = C,(X), y consideremos el hiper-disco

Dy = H Dy, dondecada Dy={z€C:|z|<|flls} -
feFr

Por el Teorema de Tychonoff y la Prop.6.4.13, Dx es un compacto Hausdorff. El hecho de
que X sea CR significa que C'(X, [0, 1]), y a fortiori Cy(X), separan a X. Sabiendo esto, una
minima variacion de la la Prop.5.5.4 asegura que

F:X < Dy CC”, dadapor F(z)={f(2)}jer, v€X
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es un embedding, lo que también sale viendo que, si Fy = C(X,[0,1]) C F, convergencia en
F(X) = en 7r(F(X))C[o, 10010 G en X = en F(X) .

Llamemos 8(X) = F(X). Por la Obs.6.5.2, el par (F,3(X)) es una H-compactificacién de

X, que se llama la compactificaciéon de Stone Cech. A

Teorema 6.5.8. Sea (X,7) un ET de Tychonoff. Consideremos (F, 3(X)) su compactifi-
cacion de Stone Cech. Entonces

1. Para toda g € Cy(X) existe una tnica g € C(5(X)) que “extiende” a g, en el sentido
de que go F = g.

2. Para toda H-compactificacion (h, K) de X existe una ®x € C(4(X), K) tal que
(a) La funcién @y es continua y suryectiva.

(b) @k es “la identidad” en X, o sea que h = ®x o F.

3. Siuna H-compactificacién (h, K) de X tiene la misma propiedad que §(X) enunciada
en el item 1, entonces la funcion @ del item 2 es un hémeo.

Demostracion.

1. Fijada la g € Cy(X), consideremos la proyeccién II, : Dx — D, C C a la g-ésima
cordenanda. Es claro que II, es continua, por lo que también lo serd g = 7Tg| sx) €

C(B(X) ). Por otra parte, para todo x € X se tiene que

goF(x) =1Il,0 F(z) =L, ({f(2)}ser) = g(x) .
La unicidad de g se deduce del hecho de que F'(X) es denso en 5(X).

2. Como K es un compacto Hausdorff, es normal, por ende CR, y por ello
G: K —[0,1]9%00  dada por  G(k) = {f(k)}recuony » ke K

es un embedding. Sea m € C(G(K), K) la inversa del hémeo G : K — G(K).

Si existiera la @ que buscamos, tomando ¥ = G o @k : 5(X) — G(K), deberia pasar
que Vo F' = Go(PgoF) = Goh. Luego, mirando en cada coordenada f € C(K, [0, 1]),
deberfamos tener que mp(Vo F') =7;(Goh) = foh € C(X,]0,1]) C Cp(X).

Por lo tanto, las coordenadas de ¥ deberfan ser funciones gy € C(5(X) ) que cumplan
la igualdad gyo F' = foh. Afortunadamente, el item 1 nos provee de dichas funciones,
asi que empecemos por ellas, y construyamos ¥ desde abajo:

Para cada f € C(K,|0,1]), consideremos g = foh € Cy(X). Por el item 1, existe
una gy € C(B(X)) tal que gs o F' = gy. Como cada gy es continua, también lo serd

W B(X) — [0,1]°00M T dada por  U(y) = {3;(9)} recr o » v € BX) .
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Observar que las §; toman valores en [0, 1] por que las g; = f o h lo hacen, y porque
F(X) es denso en 5(X) (recordar que gy o F' = gy ). Ademas, para cada = € X,

U(F(x)) ={gs(®)} recux oy = {f(h(x))} recwx 01y = G(h(z)) . (6.4)

O sea que ¥ o F = G oh. Por la densidad de F(X) en 3(X), se tiene que ¥(3(X)) es
un compacto que coincide con la clausura de G(h(X) ), que no es otra cosa que G(K).

O sea que ¥(B(X)) = G(K). Tomemos finalmente @5 = mo ¥ € C(B(X), K). Por
todo lo anterior ya tenemos probado que la funcién ® i es continua y suryectiva. Pero
por la Ec. (6.4) vemos que

PyoF =moVoF=moGoh=~h.

3. En caso de que (h, K) cumpliese 1, podriamos rehacer el item 2, pero con los papeles
cambiados. Esto es porque sélo se usé de 5(X) el que tenga extensiones de las funciones
continuas acotadas en X. Ese laburo produciria una ®gx) € C(K,3(X)) tal que
Pgx)y o h = F. Pero estas condiciones funtoriales (la otra es ®x o F' = h) permiten
porbar que ambas composiciones de las ®’es coinciden con la identidad en los densos
F(X)y h(X). Luego son una la inversa de la otra y son hémeos. [

Observacién 6.5.9. Hay otras maneras de hacer la compactificacién de Stone Cech. A
continuacién delinearemos una de ellas, que es andloga a la completacién de EM’s a partir
de sus sucesiones de Cauchy (ver Ejer.4.4.6), pero usando las RU’s de X.

Asumamos que X es un ET de Tychonov, y llamemos RU(X) al conjunto de todas sus redes
universales. Dada una x = (z;);e; € RU(X) y una f € Cy(X), lared f ox es acotada y
universal en C, por lo que converge a un x; € C. Consideremos las funciones

o RU(X)— C dadas por ¢f(x)= llIIHlf(SL’z) =x;, para xé&€ RU(X).
1€
En RU(X) se define la relacion de equivalencia dada por

x~y st opix)=xr=yr=¢s(y) paratoda feCy(X). (6.5)

El conjunto que buscamos serd B(X) = RU(X)/ ~, que consta de las clases de equivalencia
(que notaremos X, para cada red universal x en X) de la relacién que acabamos de definir.
Es claro que, para cada f € Cy(X), su ¢y se “baja” bien al cociente B(X). Llamemos
ahora ¢y : B(X) — C a la funcién bajada dada ahora por ¢;(X) = x5 , x € RU(X). Sea
F =A{¢s: f € Cy(X)}. Notar que ahora F separa puntos de B(X).

La topologia para B(X) sed la inicial 7#, dada por la familia F. Y el embedding sera

G: X — B(X) dado por G(x)==¢,, donde c, es la sucesién constantemente igual a x .
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Se podria probar a mano que el espacio (B(X),7r) es compacto (Hausdorff es, porque F
separa puntos), pero es mas facil ver que hay un hémeo entre 5(X) y B(X) que conmuta
con los embeddings (lo que de paso mostrard que G era un embedding). Los detalles de esa
cuenta se dejan como ejercicio. En el Ejer.6.6.4 se sugieren los pasos necesarios.

La construccién anterior es en esencia la misma que la original, pero describe mejor qué
lo que se agrega a X: son los limites de redes en X hacia los “bordes”. La similitud esta
en que ambas se basan en la accién de Cy(X), ya sea en un producto o en las RU’s de X.
Esta accién es clave en este ejemplo porque es la que define la relacion de equivalencia de la
Ec. (6.5) en RU(X). A

Observacion 6.5.10. Una tercera manera de construir 5(.X) se basa en considerar al espacio
A = Cy(X) como una C-algebra (de Banach), junto con la topologia (mejor dicho, la métrica)
dada por la d., . Entonces nos aparece que

B(X) = My={p:CyX)— C: pes continuo, lineal y multiplicativo} , (6.6)

con la topologia de la convergencia puntual (o sea en cada f € Cy(X) ). Se usa el masculino
porque a esos @ se los suele llamar “los caracteres” de A.

Para verlo bien hace falta saber un poco de C*-algebras y de la transformada de Gelfand.
De hecho, el espacio de caracteres de un élgebra (también conocido por espectro maximal)
es una herramienta clave en esa teorfa. Asi que esta descripcién de 5(X) no es sélo otra
vuelta de tuerca notacional.

El embedding H : X — M4 estd dado por hacer X 3 x +— ¢, , donde @, actia en Cy(X)
por evaluacién en z. En forma similar, el homeo entre 5(X) y M4 se definie asi:

B(X)3y+— ¢, € My, dondeahora ,(f) = f(y) para f € Cy(X) .

Recordar que f es la extensién de f € Cy(X) a 8(X) que da el Teo.6.5.8. Por ejemplo
la ¢, queda multiplicativa porque dadas f, g € Cy(X), vale que (fg) = f -G (y después
se las evalia en y). La idea que estd detras de todo esto es que el Teo.6.5.8 nos dice que
Cy(X) =2 C(B(X) ), donde el simbolo 2 est4 significando que existe un homeo isométrico que
es isomorfismo de algebras, por lo que éstas tendran “el mismo” espacio de caracteres. Lo
que implementa ese = es la flecha f — f . Luego se usa que si K es un K-H, los caracteres
Mcxy = K, ya que todos ellos consisten en evaluar las f’s en un elemento de K. Y eso
sale, a su vez, identificando los caracteres con sus ntcleos, que son los ideales maximales
de C(K) (en realidad, esa identificacién funciona para toda dlgebra de Banach conmutativa
unital A). En la seccién de ejercicios daremos una version guiada de la propuesta anterior.
(ver los Ejes. 6.6.5y 6.6.6) A

Observacion 6.5.11 (Teorema de la Corona). Tomemos el dlgebra de Banach conmutativa
H>* = Hol(D) N L>*(D), es decir el espacio de funciones holomorfas en el disco que son
ademds acotadas alli, con la norma || ||, . Su espectro My« , que como vimos en la Ec. (6.6)
es el conjunto de los caracteres de H> con la topologia de la convergencia puntual, es un
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compacto Hausdorff (como todo espectro de un algebra). Es facil producir un embedding
del mismo disco D < My , definiendo

D>z ¢, € My donde @.(f) = f(z) paracada f € Ho .

El tema es que el H-compacto My es conocido como “la corona”, porque se puede ubicar a
todos los ¢ € My que no vienen de DD en algtin punto del borde S, pero “arriba” de cada
w € S' hay muchisimos caracteres (incluye ternarios de Cantor y cosas peores). Por eso uno
puede imaginarse que es una corona, con disefios complicados en el borde del circulo, y una
copia del disco en el medio. Y ahi viene la gran pregunta gran: Es ese disco denso en la
corona? O sea ;Hay suficientes formas de arrimarse al borde del disco como para que pinten
(como limite en esta intrincada topologia) todos los caracteres de la corona?

Observar que otra forma de formular eso es proponer a la corona como una H-compactacién
del disco (lo tinico que faltaba ver era la densidad). Por eso lo mencionamos aca, aparte de
que es un problema apasionante. Carleson en los 60 probd que si, y luego hubo polémica,
ya que la prueba era tan complicada que muchos no le crefan (los que venian apostando
de antes por la negativa). Lamentablemente nuestro crack Calderén quedé del lado de los
perdedores. Ahora hay pruebas relativamente féciles y creibles, (;jse le animan?). A

6.6 Ejercicios

Ejercicio 6.6.1. Sea (X,7) un ET. Un K C X es secuencialmente compacto (se abrevia SK) si toda
sucesién en K tiene una subsucesion convergente, con su limite en K.

1. Probar que si X es un EM, las nociones de compacto y SK coinciden.
2. Si asumimos que X es Ny, probar que K = SK.
3. ; Enlos Ny, serd cierto que SK = K ? | ; Ayudaria pedirle algo més a X 7

Ejercicio 6.6.2. Sea (X,d) un EM, y tomemos un subconjunto A C X. Llamemos K = A. Probar que las
siguientes propiedades son equivalentes:

1. A tiene clausura compacta (o sea que K es compacta).
2. Toda sucesién en A tiene un punto de acumulacién en X.
3. Toda sucesién en A tiene una subsucesién convergente.
(Es cierto lo anterior para ET’s generales, con redes en vez de sucesiones?

Ejercicio 6.6.3. Dado X un ET, notamos por X = X U {co} a su Alexandrov.

1. Tomemos X = R con su topologia usual. Entonces R = S'. Esto se puede mostrar con la proyeccién

7 . . . . . 27
estereogrifica o, mejor dicho, su inversa que podemos explicitar: g(z) = ( ng_‘fl , o J& ) € 81, para

x € R. Otra manera es hacer primero R = (0,1) y después incrustar al (0,1) dentro de S! con la
flecha t — €27,

2. En forma andloga se puede ver que R" & S™, que es la esfera de R™+1,
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3. Sea ahora X = N con la topologia discreta. Observar que los tnicos compactos de N son los finitos.
Por lo tanto tendremos que 7 = P(N) mientras que 7" = 7¢r(N), nuestra conocida topologfa cofinita

(agregéndoles el oo). Deducir que N 22 { 1+ n e N} U {0}, con la topologfa inducida de R. Lo lindo

1
de este ejemplo es que el hémeo que uno escribe justifica la polémica féormula — = 0.
00

4. Si tomamos X = (0,1) U (2,3), queda que X es un “ocho”, o el mismisimo co. Y si ponemos 3 o 4
intervalos abiertos disjuntos nos queda un trébol.

5. Mostrar que, a diferencia de los ejempos anteriores (donde X quedaba metrizable), Q no es ni H.
Ejercicio 6.6.4 (Stone Cech 2). Sea X es un ET de Tychonov, y llamemos
RU(X) al conjunto de todas sus redes universales .

1. Dada x = (z;)ic1 € RU(X) y f € Cp(X), probar que existe un x; € C tal que f(z;) = X

2. Consideremos las funciones

pf: RU(X) — C dadas por ¢(x)= hg]%f(x’) =x5, para x€RU(X),
K]

y llamemos F1 = {¢f : f € Cp(X)}. En RU(X) se define la relacién de equivalencia

x~y st oerx)=x5=y;r=¢;(y) paratoda [feCy(X).

Sea B(X) = RU(X)/ ~, el conjunto de las clases de equivalencia (que notaremos X, para cada red
universal x en X) de la relacién que acabamos de definir.

3. Mostrar que cada ¢y € F; se “baja” bien al cociente B(X). Llamemos ¢; : B(X) — C a la funcién
bajada dada por ¢;(X) = x5 , x € RU(X). Sea F el conjunto de estas ¢ bajadas. Probar que ahora
F separa puntos de B(X).

4. La topologia para B(X) sed la inicial 7x, dada por la familia F. Probar que queda Hausdorft.

5. Probar que la siguiente flecha es un embedding: G : X — B(X) dado por
G(x) =¢; , donde ¢, es la sucesién constantemente igual a x .

6. Probar que (B(X),7x) es un compacto Hausdorff y que el par (B(X), G) es una H-compactificacion
de X que es isomorfa a la de Stone Cech.

Para demostrar lo tltimo, sugerimos los siguientes pasos: Sea (5(X), F) la Stone Cech de X.
e Dada una x = (z;);c1 € RU(X) tal que F(x;) —ye B(X), probar que
1€
pf(x) =xp = ller%f(ail) = IIEI%f(F(wl)) = f(y) paratoda f € Cp(X) y f sulevantada a 3(X) .
7 K3

e Mostrar que, dadas x ey € RU(X), se tiene que x ~y <= Foxy Foy tienen el mismo limite en
B(X). Dado un y € 5(X), mostrar que existe alguna x, € RU(X) en X que converge (via F) a y.

e Sea U : B(X) — B(X) dada por ¥(y) = X, para y € B(X). Probar que U estd bien definida y es
inyectiva. Usar luego que S(X) es compacto para mostrar la suryectividad de .

108



e Usar que la topologfa de B(X) es la inicial de 7 para probar la continuidad de ¥. Deducir que ¥ es

hémeo y que Vo G = F.

Ejercicio 6.6.5. Sea K un ET compacto Hausdorff. Probar que

1.
2.
3.

Una f € C(K) es inversible (o sea que f~! € C(K)) <= f no se anula nunca.

El grupo G de f’s inversibles es abierto.

Si I C O(K) es un ideal propio, entonces su clausura I es otro ideal propio.

Si M C C(K) es un ideal maximal, entonces M es cerrado y existe un = € K tal que
M =M, ={feC(K): f(zx) =0} .

Acé la gracia estd en ver que todas las f € M se anulan en algin punto x € X, porque sino uno se
puede construir una g € M que sea inversible.

Maés ann, si I es un ideal cerrado, entonces existe un F' C K cerrado tal que
I=Ip={feC(K): fly)=0 paratodo y € F}.
Si I es un ideal cerrado, llamemos Fr = {x € K : f(x) = 0 para toda f € I'}. Luego
las flechas Fr—— Ip e I— Fy

son reciprocas. Se asume que los F' son cerrados de X y los I son ideales cerrados.

Sugerencia general: Usar que [|f - gllc < [|flloo l9llcc ¥ que [If + gllc < [Iflloc + llglloc para todo par
f,g € C(K). Eso hace que las operaciones + y - de C(K) sean continuas.

De paso mostrar que f — f~! es continua en el grupo G. Para ello usar que si z,5 € C*, entonces
ety = y -2y

Ejercicio 6.6.6 (Stone Cech 3). Sea X es un ET de Tychonov. Consideremos al espacio A = Cj(X) como
una C-algebra, junto con la métrica dada por la ds, . Probar que

B(X) =2 My ={p:Cpo(X)— C: ¢ es continuo, lineal y multiplicativo},

con la topologia de la convergencia puntual (o sea en cada f € Cp(X)). Se usa el masculino porque a esos
© se los suele llamar “los caracteres” de A. Usar los pasos:

1.

El embedding H : X — M4 estd dado por hacer X > = — ¢, , donde ¢, actia en Cy(X) por
evaluacién en z.

El hémeo entre (X)) y M4 se define asf:
B(X)>y+— ¢, € M4, donde ahora ¢,(f)= f(y) para f e Cy(X) .
Recordar que f es la extensién de f € Cy(X) a B(X) que da el Teorema de Stone Cech.

Mostrar que el Teorema de Stone Cech dice que Cy(X) = C(B(X)), donde el simbolo 2 esté signif-

~

icando que existe un hémeo isométrico que es isomorfismo de algebras. Lo que implementa ese = es
la flecha f — f.

Deducir que Cp(X) y C(B(X)) tendréan “el mismo” espacio de caracteres.

Probar que si K es un K-H, los caracteres Mg (x) = K, de C(K) son hémeos al espacio K, ya que
todos ellos consisten en evaluar las f’s en un elemento de K, y que las topologias coinciden por (5.20).

Probar que “tomar micleo” produce una biyeccién entre los caracteres de C(K) y el conjunto de
ideales maximales de C(K).
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Capitulo 7

Compacidad local

En este Capitulo estudiaremos tres formas de “localizar” dentro de un ET las maravillosas
propiedades de los espacios compactos. Esto nos dara tres clases de ET’s, a saber:

Localmente compactos , compactamente generados y paracompactos .

De las tres, la mas importante es la primera, porque es la més usada en andlisis y geometria
diferencial, y porque es la més facil de entender: los puntos deben tener entornos compactos.
De hecho hay ramas enteras de la matematica que empiezan diciendo “Sea X un espacio
localmente compacto Hausdorft” y sigue todo un libro de teorfas que parten de ese basamento.
Expondremos en detalle las propiedades de estos espacios, que reapareceran en el Capitulo
de grupos topologicos.

Las otras dos clases son bastante menos usadas, pero ambas tienen la ventaja de que son
menos restricitivas. Por ejemplo todo EM esta en ellas, pero esta lleno de EM’s que no
son localmente compactos. Igual, los paracompactos son muy famosos, y de ellos daremos
una lista bastante completa de propiedades y ejemplos, aunque dejaremos como ejercicio la
mayoria de las demostraciones.

Incluiremos en este Capitulo bastante material extra, que necesita como ingrediente los
resultados de compacidad local: El Teorema de Baire, la convergencia compacto abierta de
funciones continuas, las particiones de la unidad y el Teorema de Arzela Ascoli.

7.1 Espacios localmente compactos

7.1.1. Hicimos muchas compactificaciones, y sabemos que “alguna” de ellas es una H-
compactificacién si y soélo si el espacio base es de Tychonoff. Pero concentrémonos en la de
Alexandrov y preguntemos ;para qué espacios X tendremos que X es Hausdorff?

Con las notaciones de la Prop.6.5.5, vemos que si queremos separar un = € X del oo,
tendremos por un lado un V' € 7" y necesitaremos un U € O%(z) contenido en K = X \ V/,
que es compacto. O sea que hay un compacto K € O(x). Ya vimos que los ET’s que cumplen
esa condicion son importantes por muchas otras razones, y ahora los definimos: A
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Definicién 7.1.2. Sea (X,7) un ET. Diremos que X es localmente compacto (y abre-
viaremos LK) si todo x € X tiene algtin entorno compacto. A

Observacion 7.1.3. Si X es LK, y ademas le pedimos que sea Hausdorff, entonces todo
z € X tiene un U € O%(x) tal que U es compacto. En efecto, basta poner el U dentro de un
entorno compacto K de x. Como X es Hausdorff, K debe ser cerrado, por lo que también
U C K. Si X no fuera H, no hay garantia de lo anterior (de hecho, en breve veremos que
no pasa). A partir de ahora usaremos las siglas LKH para denotar localmente compacto +
Hausdorff. A

Proposicién 7.1.4. Sea (X, 7) un ET. Entonces
la compactificacién X = X U {oco} es Hausdorff si y sélo si X es LKH.

Demostracion. Usaremos las notaciones 7., = 7 U7’ de la Prop. 6.5.5. Una implicacién (=)
se vi6 en 7.1.1 (la H se agrega porque es hereditaria). Si X es LKH, la H asegura que los
puntos de X se separan usando 7 C 7., . Para separar a un x € X del oo, se toman

un compacto K € O (x) , un Ue O%z) talque UCK , y V' ={o0}UV ,
donde V' = X \ K. Como X es Hausdorff, K es cerrado, por loque Ve 7y V' € 7. [ |

Ejemplo 7.1.5. Todo subconjunto cerrado o abierto de algin R”, incluso todo ET que
“localmente” es hémeo con uno de esos (esto incluye a las variedades de la geometria difer-
encial) es automaticamente LKH. Atn asi, esta clase es muy restrictiva (la asuncién de ser
LKH es costosa), pero vale la pena estudiarla porque los LKH son los espacios mas usados
en analisis y geometria. Veremos ademés que tienen propiedades fuertes que justifican ese
interés.

Observemos que, al contrario de lo que uno puede pensar por exceso de R", existen EM’s
completos que no son LK. Y muchos. Veremos bastantes de ellos en el Capitulo de EVT’s,
pero mostremos ahora uno concretito. Sea (>°(N) el espacio de sucesiones acotadas de
numeros complejos con la métrica del supremo: Dados a = (z,)nen , b = (by)nen € (2(N),

ds(a, b) = ||a—Db|loc =sup |a, — by, -
neN
Es facil ver que dy es un métrica en ¢*°(N) (de hecho, (*(N) = C,(N,C) y a d ya la
conociamos). Para cada n € N consideremos el punto e, € /*°(N) que tiene un 1 en el lugar
n y todos los demds ceros. Todos los e, viven en la bola cerrada de centro 0 y radio uno,
pero do (e, , €,) = 1 siempre que n # m. Por ello dicha bola no es compacta. Trasladando
y achicando con multiplos, uno deduce en seguida que ninguna bola cerrada alrededor de
ningin punto de ¢*°(N) puede ser compacta. Como las bolas abiertas son una base de la
topologia de esta métrica, queda que ¢*°(N) no es LK. A

Observacion 7.1.6. Sea (X, 7) un ET que es LK. No es cierto en general que sus subcon-
juntos deban ser LK (LK no es hereditaria). Por ejemplo R es LKH, pero @ no puede ser
LKH, ya que ningtin (a,b) N Q tiene clausura compacta en Q (salvo que b < a).
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Por otra parte, si X es LKH, por las Proposiciones 6.5.3 y 7.1.4, sabemos que X debe
ser Tychonoff (CR). Ahora veremos que en los LKH vale una propiedad de separacién con
funciones continuas mucho més fina que la que define a los CR’s. Ella se basa en que X, al
ser KH, es normal. A

Proposicién 7.1.7. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Dados un compacto K C X y un abierto
U € 7 tales que K C U, existe una f € C(X, [0, 1]) tal que

1. f‘Kzlyf‘X\UEO.
2. sop(f) :=={xz € X : f(z) # 0} es compacto.
3. sop(f) CU.

Es decir que se puede separar un compacto K de un cerrado disjunto F' = X \ U mediante
una funcién continua que ademads tiene soporte compacto y “lejos” de F' (més que un €).

Demostracion. Empecemos tomando la compactificacién con un punto X = XU{oo}. Como
es un KH, el Cor.6.2.5 nos asegura que X es normal. Ademés, U € 7 C 7o y K, como es
compacto y cerrado en X (por la H), es cerrado en X. El Lema de Urysohn 5.5.1 nos brinda
una g € C(X,[O, 1]) tal que g‘K =1y 9|, =0, donde F' = F U {oo} :f(\U. Sea

heC(X,[0,1]) dadapor h(z)=méx {0, 2g(z) -1}, paratodo ze€X,

que es continua por la Prop.2.5.5. Finalmente, tomemos la funcién f = h} « - Is claro que
esta f cumple las condiciones del item 1, porque en K y en F' toma los mismos valores que
g (1 y 0). Veamos el soporte: como g es continua,

sop(f) = {xe X :h(x)#0}={r e X:g(x)>1/2}

Cl{reX g(x)>1/2} C {zeX:g(x)>0} CU.

Como g(oo) = 0, el conjunto Ky = {z € X : g(z) > 1/2} = {z € X : g(z) > 1/2}. Observar
que K es cerrado en X (g es continua), por lo que V = X \ K es abierto. Ademés oo ¢ K,
asi que oo € V € 7'. Luego Ky es compacto como subconjunto de X. Ahora tenemos
que sop(f) es un cerrado en X (por ser una clausura), y esa dentro de Ky. Luego, por la

Prop. 6.2.2, llegamos a que sop( f) es compacto. [ |
Definicién 7.1.8. Sea (X,7) un ET. Dado un U C X decimos que U es kabierto si es
abierto y K = U es compacto. Observar que la unién finita de kabiertos es kabierta. A

Observacién 7.1.9. Sea (X, 7) un ET que es LK. Por definicién, dado un x € X, existe un
entorno compacto K, de x. Por lo tanto, el conjunto

fo={A€O0%r): AC K.}

es una base de entornos de x y son todos relativamente compactos, o sea que estan contenidos
en un compacto. Si uno pide que X sea LKH, autométicamente la misma base de entornos
B, cumple que todos son kabiertos (tienen clausura compacta porque ahora sabemos que K,
es cerrado). Sin embargo, la Prop. 7.1.7 dice maés: A
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Corolario 7.1.10. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Entonces todo = € X tiene una base de
entornos compactos. O sea que si U € O(x), existe un compacto K € O(z) tal que K C U.

Demostracion. Dados x € X y U € O%x), podemos aplicar la Prop.7.1.7 al “compacto”
{z} y el abierto U. Obtendremos una f € C(X,[0,1]) tal que f(z) = 1y tal que K = sop(f)
es compacto y estd dentro de U. Notemos que K € O(x) porque es la clausura del kabierto

V={z€eX:f(z) >0}>ux. |

Corolario 7.1.11. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Entonces todo abierto U C X es también
LKH con la topologia inducida. Idem para un cerrado F' C X.

Demostracion. Dado x € U, pensemos a U € O%(x). El Cor.7.1.10 nos provee de un
compacto K, € Ox(z) tal que K, C U. Pensando ahora en U con su inducida, K, sigue
siendo compacto y entorno de z. Por todo ello, U es LK. La H ya se sabia. El caso de un
cerrado F' C X es facil y lo dejamos como ejercicio. [ |

Corolario 7.1.12 (Tietze para LKH’s). Sea (X,7) un ET que es LKH y sea K C X un
compacto. Entonces toda f € C(K, [a,b]) tiene una extensién f € C(X, [a,b]).

Demostracion. Sale porque K es cerrado en X, y por ello también en X (la de Alexandrov).
Y porque X es K-H y por ello normal. Ahora se usa el Tietze ya probado. [ |

Por comodidad notacional, en el préximo enunciado las compactificaciones serdan compactos
que contienen, como un denso, al espacio original (y le inducen la topologia que tenia).

Corolario 7.1.13. Sea (X, 7) un ET que es CR. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. X tiene alguna H-compactificacién K tal que X queda abierto en K.
2. X queda abierto dentro de toda H-compactificaciéon que tenga.
3. Dado x € X, existe un entorno abierto V' € O%(z) tal que V es compacto.
4. X era LKH.
Demostracion. 1 = 4 : Es consecuencia directa del Cor.7.1.11 (porque KH = LKH).

4 = 3: Lo vimos en la Obs. 7.1.3 (este Cor. incluye una reciproca de ella).

3= 2:Dadoz € X, sea V, € O%x) un kabierto (i.e. K, = V, es compacto). Si ahora
me dan una H-compactificaciéon K O X, veremos a continuacion que este V, sigue siendo
abierto en K (y por ello todo X quedard abierto en K).

En efecto, lo que si sabemos es que K, sigue siendo compacto dentro de K. Lo que nos
interesa de eso es que, como K es H, nuestro K, sigua siendo cerrado en K.

Sea U € 1x (un K-abierto) tal que V,, = X NU. Si hubiera un y € U \ X, en particular
y ¢ K, C X,y exisitirfa un entorno W € O0¢,_(y) tal que W N K, = @. Luego

UNWeO%(y) pero (UNW)NX=UnX)NWCK,NW=g2.
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Esto no vale, porque X era denso en K. Asi que V, = U N X = U, que era un K-abierto.
2 = 1:Como X era CR, tiene al menos una H-compactificacién. [ |

En el enunciado anterior, a uno le hace ruido la compactificacién de Alexandrov, en la que
todo X queda siempre abierto. Pero esta todo bien, porque X es LKH <= X era H.

Otro ruido que suena es lo siguiente: Si Y es un ET que es LKH, y asumimos que X C Y
cumple que K = X 7 era compacto, queda que K es una H-compactificacién de X y no
siempre va a pasar que X sea abierto en K (por ejemplo si tiene “un cacho del borde”). El
tema acé es que si X no era abierto en Y (o por lo menos en K), nadie asegura que X quede
LKH. Si era cerrado no pasa nada porque K = X.

Usando H-compactificaciones hemos visto que LKH =— CR (porque en un LKH la de
Alexandrov queda H). La condicién de ser LK no es de separacién, sino que indica que
el espacio es “localmente pequeno”. Sin embargo lo anterior muestra que ser LK también
asegura que la H alcanza para que valgan propiedades bastante mejores de separacion. Asi
que uno va por mas: ;Serd cierto que LKH implica normalidad?

Lamentablemente no. Para poder asegurar que un LKH es normal hace falta que tenga algu-
nas condiciones de numerabilidad. Concretamente, como habra notado el lector memorioso,
alcanzaria con que sea Lindeloff. Para no mezclar tantas condiciones distintas, se puede
también pedir algo mas compatible con la existencia de subconjuntos compactos:

Que un espacio X sea o-compacto (o- K) significa que X es unién de numerables subcon-
juntos compactos. Mirando fijo esa propiedad, se ve inmediatamente que 0-K = Lindeloff.
Y mirando fijo mas rato, sale también que si X ya era LKH, entonces Lindeloff <— o-K
(se podia cubrir con entornos kabiertos). Resumiendo:

Proposicién 7.1.14. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Entonces se tiene que

1. Si agregamos el dato de que X sea Lindeloff (o o-K), entonces X es normal.

2. Si encima X es Ny, entonces X queda metrizable.

Demostracion. Observar que LKH = regular. Luego 1 se deduce de la Prop.2.4.10. Si
aceptamos que X es Ny, como Ny = Lindeloff, lo anterior dice que X es normal y Ns.
Luego aplicamos el Teorema de metrizacion de Urysohn 5.5.10. |

Proposicién 7.1.15. Sea (X, 7) un ET que es LKH y Lindeloff. Entonces X es o-K. Mas
aun, existe un cubrimiento kabierto { £, },en de X tal que

el compacto E, C el abierto E, ., paratodon € N, (7.1)

como las bolas de radio n en un EM.

Demostracion. Como X es LKH, en cada punto x € X podemos tomar un kabierto
Uy, € O%z). Como cubren a X, por Lindeloff hay un cubrimiento kabierto {Vj}ren de
X. Pongamos E; = V. Por la Prop.7.1.7 (con U = X), existe un kabierto Wj tal que el
compacto E, CW, , v ponemos Fs = Wj UV,. Recursivamente, E,,1 = W, UV, .1, para
un kabierto W, tal que E,, C W,,. Estos E,, cubren a X y cumplen (7.1). [ |
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Observacién 7.1.16. Cuando un espacio (X, 7) es LKH, tiene sentido automatico hablar
de “los entornos del infinito”, que son los complementos de compactos. Por ello podemos
considerar las funciones que “se anulan en el infinito”. Antes de eso, podemos definir otra
clase, también muy 1til, sobre todo a partir de la Prop.7.1.7. A

Definicién 7.1.17. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Se definen los espacios de funciones
1. De soporte compacto: Ck(X,R) = {f € C(X,R) : sop(f) es compacto }.
2. Nulas en el infinito:

Co(X,R)={feC(X,R):Ve>0 3 K. CX compacto tal que sup |f(x)| <e} .
¢ K.

3. Andlogamente se definen Cx(X) = Cx(X,C) y Cy(X) = Co(X,C).

Observar que todos estos espacios estdn dentro de Cp(X, C). A

La Prop. 7.1.7 lo que dice es que las funciones de Cx (X, R) separan compactos de cerrados
disjuntos. Las de Cy(X,R) son, como cabria esperar, las que se pueden extender a C'(X,R)
poniendo f(oco) = 0.

Proposicién 7.1.18. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Sea X = X U{oc} su compactificacién
de Alexandrov con un punto. Entonces:

1. Toda f € Cy(X) se extiende a una funcién f € C(X) poniendo f(c0) = 0.

2. Si pensamos que Cy(X) C C(X) via esta extension, y tomamos 1 € C(X) la funcién
constantemente igual a 1, entonces C(X) = C -1 + Cp(X).

Los mismos enunciados valen para Cy(X,R) y C(X,R).

Demostracion. Ya tenemos definida a f . El tema es que sea continua. Y para ello basta
que sea continua en oo, porque en X, que es abierto, ya lo era (con el nombre f). Pero que

~ E ~
una red X = (7;);cr en X converja a 0o equivale a que x < X \ K para cualquier compacto
K C X. Por la definiciéon de Cy(X), eso asegura que f(z;) — 0= f(c0).
1€

Observar que el hiperplano {g € C(X) : g(co) = 0} consiste exactamente de las f que se
obtienen con el proceso anterior, porque la restriccién de una tal g a X debe caer en Cp(X).
Luego, para toda f € C(X) se tiene que g = f — f(o0) - 1 € Cy(X). [ |

Ejercicio 7.1.19. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Probar las siguientes afirmaciones:
1. Ck(X) C Cy(X) C Cp(X), vy son métricos con la dy, .
2. El espacio Ck(X) es duo -denso en Cp(X).

3. Dada f € Cy(X) y € >0, el conjunto {x € X : |f(x)| > €} es compacto en X.
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4. Si X era un EM, toda funcién f € Cy(X) es uniformemente continua. Sugerimos
mostrar que si dos sucesiones en X cumplen que |f(x,) — f(y,)| > ¢ > 0 para todo
n € N, entonces alguna de las dos tiene una subsucesion convergente.

También probar que los mismos resultados valen para Ck(X,R) y Co(X, R). A

Ejercicio 7.1.20. Sea (X,7) un ET que es LK y sea f € C(X,Y) una funcién que ademas
es suryectiva y abierta (por la que la topologia de Y es la cociente). Probar que

1. Y es también LK.
2. Para todo compacto C' C Y existe un compacto K C X tal que f(K) = C.

Sugerencia: Subir, cubrir, bajar y elegir. Pero con entornos compactos. A

El siguiente ejercicio intenta mostrar que las H-compactificaciones de un X que es LKH
(pero no compacto) tienen un orden natural, determinado por cudntas f € Cy(X , R) pueden
extenderse con continuidad al compacto. Damos sin embargo una definicién mas estructural:
Dadas dos H-compactificaciones (g, W) y (h, Z) de X, un morfismo entre ellas es una

becC(Z,W) talque g=®oh.

Esto se traduce (si pensamos que Z y W “contienen” a X), a que ®|xy = Zx . La densidad
de de X en Z hace que un morfismo, de existir, sea inico. El tema para que exista el tal ®
es que una red (en X) que tiene limite del lado de Z también converja a algo del lado de W.

Se dird que W < Z si existe un epimorfismo ¢ : 7 — W (morfismo sobre). En tal orden
habrd un maximo que sera 5(X) y el minimo sera la de Alexandrov X, como cualquiera
habria imaginado. Insistimos en que toda esta maquinaria sélo funciona si se empieza con
un espacio LKH. No camina tan redonda en cualquier CR (salvo lo ya visto en el Teo. 6.5.8)
porque uno necesita el Cor. 7.1.13, o sea que X quede siempre abierto en sus compactos.

Ejercicio 7.1.21. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff.
1. Dadas (¢, W) y (h, Z) dos H-compactificaciones de X, mostrar que son equivalentes:

(a) Que W < Z, o sea que exista un epimorfismo ¢ : 7 — W.
(b) Que toda funciéon f € Cy(g(X)) que se extiende con continuidad a todo W

satisfaga que la funcién f : h(X) — C dada por f(h(z)) = f(g(z)), para z € X,
se extiende con continuidad a Z.

Sugerencia: Usar la Prop.6.2.7 para hacer un embedding de W con esas efes. Después
seguir como en el Teo. 6.5.8.

2. Probar que toda f € Cy(X) se extiende a cualquier H-compactificacién (h, Z)
poniendo f(Z\h(X))=0 y f(h(z))=f(z) para z€ X,
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y que la tal f € C(Z).

3. Deducir que para cualquier H-compactificacién (h, Z) de X vale que X < Z. O sea
que existe un epimorfismo ® : Z — X, tal que ® o h = Tx. Sugerencia: Usar la
Prop. 7.1.18, para ver cuales son las f € Cy(X) que se extienden a X.

4. Reinterpretar el Teo. 6.5.8 como el hecho de que f(X) es la méxima H-compactificacién
de X,y que tal maximo es tnico médulo hémeo-isomorfismos.

5. Mirar el caso en que X = Q. Podemos hacer Q — R — R = S! (ver Ejem.6.5.6).
Observar que Q queda denso (por serlo en R), asi que esto es una H-compactificacién.
Pero Q no queda abierto en ella, lo no es tan raro porque Q no es LK. Encima, como
lo que le sobra a S! es denso en S, es imposible mandar S* sobre Q (la de un punto),
dejando fijo a @@, como se hace arriba con los LKH. A

7.2 Stone-Weierstrass

Sea (X,7) un ET compacto Hausdorff. Estudiaremos el dlgebra C'(X) con su || - ||oo . Més
precisamente, buscamos condiciones sobre una subalgebra A C C(X) para que sea uni-
formemente densa en C(X). Todo empez6 con el Teor. de Weierstrass de 1895 que
mostraba que los polinomios lo son en C([a,b], R). Con las décadas aparecieron numerosos
resultados semejantes, hasta que Stone probd en 1948 la version més conspicua, que incluye
a las que habia hasta entonces, y quedé ahi. Eso daremos ahora. Las cuentas se haran en
C(X, R), y al final veremos qué hace falta para que caminen también en el caso complejo.

Sirve el caso real, porque se usan los siguientes conceptos: Dadas f,g € C'(X , R), definimos

fVvg(z) =méx{f(z), g(x)} vy [Agle)=mn{f(z),g(x)}, paracada z€X.

Es claro que tanto el méximo fV g como el minimo fAg siguen en C'(X , R) (si no parece tan
claro, recordar la Prop. 2.5.5). Diremos que un A C C'(X , R) es cerrado por minimax si
cumple que

fVgy fANg €A siempreque fy g eA.

Lema 7.2.1. Sea (X,7) un ET compacto Hausdorff. Sea A C C(X, R) un subespacio
cerrado por minimax. Si f € C(X, R) cumple que para todo par z,y € X existe una

(fn)neN en A talque fn(x)mf(x) y fn(y)—)f(y)a

n—o0

entonces se tiene que f € A" o sea ||f — gnlloo — 0 para alguna (g,)nen de A.
n—oo

Demostracion. Fijemos un € > 0. Para cada par z,y € X existe una f,, € A tal que el
nitmero max{|f(z) — fuy(2)], |f(y) — fay(®)]} < . Sean

Uw={2€X:f(2) — fuy(z)<e} v Vy={reX: f,2)—f(z)<e}.
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Observar que ambos son abiertos, y que z,y € U,, N V,, . Fijando x y moviendo y, los Uy,

cubren a X. Por la compacidad, existen vy, ..., y, tales que X = Ukeﬂn Usy, - Como A era
cerrada por minimax, tenemos que el maximo f, = \/ fu, € A. Esta f, cumple que
kel,

f(z) = fo(2) <e = f(2) < fu(2) +e paratodo ze€X.

Pero también vale que f,(z) < f(2) + ¢, al menos para los z € W, = [\, Vay, - Ahora se

cubre a X con éstos abiertos W, , y se encuentran xy, ..., x,, tales que X = Ukeﬂm Wa, -
Podemos armar ahora la f. = A f., € Ay comprobar que
kel,,
fe(z) —e < f(2) < fo(2) +e¢ paratodo z€X. |

Lema 7.2.2. Sea (X, 7) un ET compacto Hausdorff. Si A C C(X, R) es una subalgebra
cerrada (con la || - ||) y 1 € A, entonces A es cerrada por minimax.

Demostracion. Observar que se pueden obtener los maximos y minimos con este curro:

_ fAg+If -4l
N 2

_frg—If-d

V
fVyg 5

fAg

Luego, para ver que A es cerrada por minimax, alcanzaria mostrar que es cerrada por “tomar
médulos”. Pero si f € A, tenemos que |f| = (f?)'/2. Como A era subdlgebra, f2 € A. Asi
que lo que hay que probar es que si 0 < g € A, entonces g'/? € A. Esto se hace extrapolando
un curro de Anélisis I. Veamos.

Dado un ¢ € (0, 1), tomemos la funcién A : [0,1] — R dada por h(t) = (t +¢2)V/2 t € [0, 1].
Esta h tiene un desarrollo en serie de potencias que le converge uniformemente en el intervalo
[0,1]. Para ello basta desarrollar en el punto medio ¢t = 1/2. Esto da un caso particular de
Weierstrass, o sea que existe un polinomio P € R[z] tal que ||h — Pl < &2 (en el [0, 1]).
Como 1 € A, que es una R-algebra, tenemos que P(f) € A para toda f € A. Fijemos ahora
una 0 < f € A con || f||e < 1. Entonces el elemento P(f) € A cumple que

IP() = 1o = sup [P(f(2)) = f(@)'] < sup [P(E) =17

te(0,1

<e?+ sup ((t4+e2)Y2—t12) =2+ sup

2
W < 2¢.
t€[0,1] te[0,1]

(t+e2)

Achicando con constantes y usando que A es || - [|o-cerrada, sale que A es cerrada por tomar
raices cuadradas. Por todo lo anterior, también para minimax. [ |
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Teorema 7.2.3 (Stone-Weierstrass). Sea (X, 7) un ET compacto Hausdorff. Sea A C C'(X)
una subalgebra que cumple las siguientes condiciones:

1. Bs cerrada por tomar conjugacién (f € A = f € A).

2. Las funciones constantes viven en A (i.e. 1 € A).

3. Separa puntos de X (si z # y ambos en X, existe f € A tal que f(x) # f(y)).
Entonces A es || - ||c-densa en C(X).
Demostracion. Llamemos Agx = AN C(X, R). Por la condicién 1,

e Si f € A, entonces tanto su parte real como su parte imaginaria se quedan en Agp .

e Por lo tanto también Ag separa puntos de X.

e Para ver que A es densa en C'(X), basta ver que B = Ag '~ = C(X, R).

Nuestra B es ahora una subdlgebra cerrada de C(X , R) (y 1 € Ag C B), por lo que se le
aplica el Lema 7.2.2 y B queda cerrada por minimax. Pero B también separa puntos de X.

Para probar que B = C'(X , R) bastaria ver que toda f € C(X, R) cumple (respecto de B)
la otra hipétesis del Lema 7.2.1, porque B ya es cerrada y tomar limites no le agrega nada.

Fijemos entonces una f € C'(X, R) y tomemos z,y en X tales que f(x) # f(y) (sino toco a

f en x e y con una constante, que estd en B). Como B separa puntos, existe una g € B tal

z)—f(y)

que g(x) # g(y). Cambiando g por Ag € B (para A = W € R), podemos asumir que

9(z) —g(y) = flx) — fly) = fla)—g(z) = fly) —gly) = M .

Luego, si definimos h = g+ M 1 € B, ella “toca” a f en x e y, ya que

hz)=g(@)+ (f(@) —g@)) =fx) v hy)=9w)+ (W) —9W) ="/, .

En resumen, hay funciones de B que tocan (mds que aproximan) a f en cualquier par de
puntos. Por el Lema 7.2.1 llegamos a que C'(X , R) = B por lo que A es densa en C'(X). Bl

Ahora viene la causa de que a este Teorema lo hayamos puesto en este Capitulo del libro de
Topologia: E1 TSW se generaliza a LKH’s :

Corolario 7.2.4. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Sea A C Cy(X) una subélgebra que cumple
las siguientes condiciones:

1. Es cerrada por tomar conjugacién (f € A = f € A).
2. Separa puntos de X (si z # y ambos en X, existe f € A tal que f(x) # f(y)).

3. Para todo x € X existe f € A tal que f(x) # 0.
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Entonces A es || - ||s-densa en Cy(X).

Demostracion. Metamos a X en su compactado X = X U {oo}. Metamos también el par
A C Cy(X) — C(X), haciendo f(oo) = 0. Ahora consideremos el algebra A; = A @® C1
pensada dentro de C (X ). Para ver que A; cumple las tres condiciones del Teo. 7.2.3, sélo
falta que separe al oo de los puntos de X. Pero eso se consigue con alguna f € A porque
todas ellas cumplen que f(oco) = 0, pero tenemos la condicién 3.

Por el Teor. de S-W 7.2.3, ya sabemos que A; es densa en C’(X' ). Ahora, si fijamos una
felCy(X)COX)yune >0, existe una h = g+ A1 € A; tal que || f — hlloo < €. Pero
|A| = |h(c0)| = | f(oc0) — h(c0)| < e. Por lo tanto || f — gllec < 2¢, con g € A. |

Ejemplos 7.2.5. Si en el Teor. de SW 7.2.3 trabajamos con una A C C(X , R), para que
sea densa en C'(X , R) alcanza que A cumpla las condiciones 2 y 3 (separa puntos y tiene
constantes). Esto sale haciendo de nuevo la cuenta, o fijaindose que eso era lo que cumplia
la Ag de alli. Lo mismo vale para el Teo.7.2.4 si A C Cy(X,R) para un X que es LKH.

Ya contamos que el teorema de Weierstrass decia que los polinomios de R[z] son uniforme-
mente densos en C([a,b], R) para cualquier intervalo cerrado (idem con C[z] en Cla, b)) ).
Esto es porque 1 € R[z] y = € R[z], y con ellos alcanza.

Otro caso es el de las f € C(R) que son 27 periddicas. Ellas se pueden identificar con
C(S") (enrolldndolas). Allf el denso posta son los polinomios en z y zZ (z € C). Observar
que no hay productos mezclados porque 2z = 1 en S*. Es ficil ver que, volviendo a R,
quedan los llamados polinomios tigonométricos (en sen nx y cosnx). Es interesante observar
que, si bien la serie de Fourier de una f periédica continua no siempre aproxima bien a f
(uniformemente), si hay siempre alguna sucesién de polis trigos que lo hace.

Veamos un ejemplo famoso en que no hay densidad porque falla la condicién “cerrada por
conjugacién”. Sea B = D = {z € C : |z| < 1}, el disco cerrado en C. Consideremos
H(D) C C(B) el élgebra de las f € C'(B) que son holomorfas en D. Es sabido (y facil de
probar) que H(D) es cerrada para la || - ||« , aunque separa puntos y tiene a las constantes.
De hecho, H(ID) es la clausura del élgebra de polinomios C[z] que también cumple aquello,
pero no llega a ser densa en todo C(B). Lo que les falta es Z. Por ello, como antes la
subdlgebra que sirve para C(B) es Cl[z,z]. A

7.3 Teoremas de Baire

Empecemos con un resultado facil que motivard lo que sigue: Sea (X, 7) un ET, y tomemos
A, B C X dos cerrados. Luego se tiene que

(AUBP#2 = A°#£0 o B4, (7.2)

y quien dice dos, dice finitos (la induccién es directa). En efecto, tomando complementos,
esto equivale a decir que, dados dos abiertos U,V C X, vale que

si tanto U como V son densos en X , también debe ser denso U NV .
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Veamos esto: Si me dan un x € X y un W € O%(z), usando que U es denso tenemos que
@ #WnNU € 7. Tomando cualquier y € W NU, nos queda que WNU € O%y). Ahora por
la densidad de V' arribamos a que W N (UNV) # &. Porello,z € UNV.

Como deciamos antes, estos resultados se extienden a uniones finitas de cerrados sin interior,
o intersecciones finitas de abiertos densos. Pensando en una generalizaciéon a uniones o
interseccioines infinitas, uno no puede aspirar a algo completamente general, porque en
cualquier espacio X que sea razonable, todo abierto es unién de cerrados sin interior (los
singueletes de todos sus elementos).

Pero imgindndose rectas en R? o superficies en R3, uno llegarfa a arriesgar que si la cantinad
de cerrados es numerable, podria valer una férmula tipo (7.2). Sin embargo, algunas re-
stricciones habra que poner. Por ejemplo, si X = Q, la obstruccion recién planteada seguiria
vigente (con numerables puntos uno llena lo que sea). De hecho, mirando el argumento de
arriba, si los abiertos fueran numerables haria falta “encajar” infinitos entornos y que quede
algo en todos a la vez.

Y ahora les contamos el final: Tenemos dos situaciones en las que se puede manejar bien
una interseccién numerable: Encajes de cerrados en un EM completo, y cerrados con la PIF
(si uno tiene alguna vecindad compacta). Y termina pasando lo mejor posible en esos casos:
Hay dos caminos para asegurarse la extensién de (7.2) al caso numerable: que X sea un
EMC, o que sea un ET localmente compacto Hausdorff. Y el “detective” que los descubrié
es René-Louis Baire.

Teorema 7.3.1 (Baire). Sea (X, 7) un ET que cumple alguna de estas dos hipdtesis:
EMC: X es un espacio métrico completo.
LKH: X es localmente compacto Hausdorff.
Entonces para toda familia numerable {F},},cn de cerrados de X se tiene que
F) =@ paratodo neN = (UF”) =0.
neN

Existen otras dos maneras de enunciar lo mismo, que conviene explicitar:
B2: Si < U Fn> # @& (por ejemplo si |J F, = X), entonces algin F? # @.
neN neN

B3: Dada una sucesién {U, },en de abiertos densos, se tiene que () U, es también densa.
neN

Demostracion. Probaremos en ambos casos el enunciado B3. Observar que, si tenemos
cerrados F,, como en B2, y para cada n € N hacemos U,, = X \ F},, queda que

Uo=X\F yae (U=x\{JF=x\(U Fn>o

neN neN neN
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Caso EMC: Sea x € X y ¢ > 0. Tomemos la bola cerrada By = BL:U, g). Como Uy es denso,
tenemos que @ # Uy N B(z,¢) € 7. Luego existe una bola By = B(x1,e1) C Uy N B(x,¢),
donde podemos asumir que g7 < % :

Ahora cortamos BY = B(xy,¢1) con Uy. Por la densidad de U; podemos armar una bola

cerrada By, de radio no mayor a % , tal que By € BYNU; C U; NUy. Recursivamente,

obtenemos una sucesiéon (By,),en de bolas cerradas tales que, para todo n € N,
€

B,C (YU, Bur1 €B;, y diam(B,)< 5 -

kely,

La Prop.4.4.5 nos dice ahora que existe un y € (] B, . Y la primera condicién de arriba

neN
fuerza a que y € [ U, , ademés de estar en B(z,¢), que era un entorno genérico del puntito
neN
z. Asi llegamos a que x estd en la clausura de () U, , para todo z € X. A
neN

Caso LKH: La construccién es similar. Recordemos que, como ahora X es LKH, el
Cor. 7.1.10 nos dice todo punto de X tiene una base de entornos compactos. Si me dan
reXyunV e O%x), como VNU; # @, encuentro un y € VN U;. Tomo un K; € O(y)
que sea compacto tal que K1 C V NU;. Después corto K7 con Us, y tomo un entorno com-
pacto K3 de algin punto de K7 NU; tal que Ky € KYNUy C U NU, (sabemos que K # @
porque K es entorno de y). Asi siguiendo, construyo la sucesién (K, ),en de compactos (con
interior) tales que, para todo n € N,

E.C(\U vy KnCEKCKCV.
kel

Ahora uso que K; es compacto, y que la sucesion (K, ),en tiene la PIF para K; (toda
interseccién finita me da el dltimo K, # @ y ademds K, C K;). Por ello, el Teo.6.1.3
asegura que puedo tomar un z € (] K, # @. Como en el caso anterior, me queda que

neN
zeVnN ) U,. ComoV € O%xz) era genérico, volvemos a llegar que z estd en la clausura
neN
de N U,, para todo x € X. [ |
neN

Observacion 7.3.2. Las pruebas de las dos mitades del Teorema de Baire son casi iguales,
pero no se puede usar un solo argumento para ambas. Esto es asi porque hay espacios LKH
que, aun siendo métricos no son completos, como el intervalo (0,1). Y porque hay EM’s
completos donde las bolas (cerradas) no pueden ser compactas. Esto pasa en el Ejem. 7.1.5,
y en todos los espacios de Banach de dimension infinita (ver el Capitulo de EVT’s). A

122



7.4 Convergencia compacto abierta

Recordemos que, dados X e Y dos conjuntos, denotamos por Y* al conjunto de todas
funciones f : X — Y. Si asumimos que X e Y son ET’s, daremos algunas topologias a este
conjunto, y por herencia al conjunto mas interesante C'(X,Y’). En el caso de que Y fuera
un EM (mejor si es acotado) ya tenemos las distancias d, y d , que no hay problemas para
definir en todo YX. Como vimos, la topologfa resultante es aquella cuya convergencia es
la uniforme en X (muy restrictiva, es lo mejor que uno puede esperar). Veamos ahora tres
topologias menos ambiciosas:

Definicién 7.4.1. Sean X un conjunto e (Y, o) un ET.

1. Se define la topologia de la convergencia puntual (o topologia punto-abierta) 7p

en Y¥ a la topologia producto de Y al pensarlo como Y* = [] Y. Los abiertos
zeX
sub-basicos, vistos como funciones, son:

Sev = {feY¥:f(x)eU} = o, (U), para z€X y Uco.

2. Si (X, 7) es también ET, se define topologia compacto-abierta 754 en Y como la
generada por la sub-base

Skv = {feY X f(K)CU}, para K CX compacto y U€co. (7.3)

3. Si ahora le pedimos a Y que sea un EM, con una métrica d (que da o = 74), entonces
se define en Y¥ la topologia de la convergencia uniforme en compactos 7y, como
la generada por la sub-base

Sere = {f €Y  tdr,c(fr9) = sup dy(f(),9(x)) <e}, (7.4)

zeK
para g € Y, K C X compacto, y € > 0.

Serd particularmente interesante las inducciones de estas topologias al espacio C'(X,Y).
Los entornos sub-bésicos de los tres tipos, cortados con C(X,Y’), mantendran los mismos
nombres ya que el contexto sea suficiente aclaracion. A

Observacién 7.4.2. Es claro que una red f = (fi)ic1 en Y¥ 7p-converge a una g € Y~
si y sblo si hay convergencia puntual, o sea que f;(z) — g(x) para todo = € X. Esto es
1€

asi porque “evaluar” en r € X es tomar la coordenada z-ésima de una f, y lo anterior es
conocido para productos (es la Prop.5.3.4).

Con respecto a la topologia Tk , observar que si uno fija ¢ € YX, entonces los abiertos
Sy, k.« de la Ec. (7.4) forman una base (no solo sub-base) de entornos de g. Es porque una
unién finita de compactos queda compacta. Y porque vale la igualdad

SQ7K178 N Sg,K%E = Sg,Klqu,a~
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Por ello es evidente que una red f = (f;);c1 en YX converge a una g € Y con respecto a
Tuk Siy solosi f; — g uniformemente en compactos, o sea que
i€l

di oo(fi, g) = sup dy(fi(z),g(z)) — 0 para todo compacto K C X . (7.5)
zeK 1€
Ahora veremos en qué casos C'(X,Y) queda cerrado para esta topologia. A

Ejercicio 7.4.3. Probar que los conjuntos abiertos S, g, . de la Ec. (7.4) forman una base
de toda la topologia 7k en YX y no sélo bases de entornos de cada f € Y. A

Proposicién 7.4.4. Sea (X, 7) un ET y sea (Y, d) un EM acotado. Entonces:
Si X es LK = C(X,Y) es tyg-cerrado en (Y 1) .

Demostracion. Sea K C X un conjunto compacto. Tomemos la proyeccién
7k YX = YE  dada por YX9f|—>f|K.

El conjunto YX es un EM con la métrica do, = dk ~ estudiada en la seccién 5.4. Por la
Ec. (7.5) la proyeccién mx queda 7yx — dg o continua. Ademds, en la Prop.5.4.3 vimos
que C(K,Y) es cerrado en Y| con esa métrica.

Por lo tanto, dada una red f = (fi)ic1 en C(X,Y) que 7yx-converge a un g € YX, entonces
tenemos que g (f;) — Tk(g) = g‘K. Pero mx(f;) € C(K,Y) para todo ¢ € I. Por lo dicho
(S

arriba, concuimos que g‘ x ©€s continua, para todo K C X compacto. Aca es donde usamos
que X es localmente compacto, y podemos deducir que g € C'(X,Y). [ |

Observacién 7.4.5. La Proposicién anterior sigue siendo vélida si a Y no le pedimos que
sea acotado. La prueba se arregla cambiando dg . por dg .~ (que se define igual, pero
usando la d, = min{1,d} en lugar de d) en donde haga falta.

Observar que en la Ec. (7.4), si uno toma ¢ < 1, entonces da lo mismo poner d, que d, por
lo que las dos topologias Ty resultantes quedan equivalentes en YX y en C(X,Y). A

Observacion 7.4.6. Sea (X, 7) un ET. Se dice que X es compactamente generado (se
abrevia KG) si todo subconjunto U € P(X) cumple que

Uer <= KnUEe€rk (lainducida de 7 en K) , para todo compacto K C X .
En tal caso, si f € Y para cierto espacio (Y, o), entonces
feldX)Y) << f}K € C(K,Y) para todo compacto K C X .

Esto sale usando que (f‘K)_l(V) = f~Y(V) N K para todo abierto V € ¢. Por lo tanto
la Prop.7.4.4 sigue siendo valida si uno reemplaza la hipdtesis localmente compacto por
compactamente generado. Es facil ver que LK = KG (hacen falta un par de cuentas:
hacerlas). Pero hay otra clase conocida de espacios que cae dentro de los compactamente
generados: Los Ny, y por lo tanto, todos los EM’s. A
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Proposicién 7.4.7. Sea (X, 7) un ET. Entonces se tiene que

1. Para que X sea KG, alcanza verificar que un F' C X es cerrado siempre que K N F'
sea cerrado en K para todo compacto K C X.

2. Si X es Ny, entonces es KG.

Demostracion. La primera afirmacion se deduce directamente de las definiciones ya que,
dados F, K C X, se tiene que (X \ F)NK = K\ (FNK) = {los de K que no estan en F'} .

Sea ahora FF C X y 2 € F. Si X es Ny la Prop. 4.3.1 dice que existe una sucesién (,,)nen
en F tal que x, —— x. Observar que K = {z} U {z, : n € N} es compacto. Si asumimos

n—oo
que K N F es cerrado en K (para todos los K, en particular este), entonces x € F. Luego
F' es cerrado en X, que debe ser KG por 1. |

Corolario 7.4.8. Sea (X, 7) un ET y sea (Y, d) un EM. Entonces:

Si X es KG (en particular, sies Ny) = C(X,Y) es yg-cerrado en (Y 7). M

A continuacién veremos que la topologia compacto abierta 7 4 coincide con 7y en C(X,Y),
siempre que Y sea un EM. La coincidencia de ambas topologias se interpreta como que los
abiertos Sk ¢ de la 7k 4 forman una nueva sub-base de la 7k , contruida de tal modo que
no se necesite usar el hecho que Y tenga una métrica. Por ello brinda una generalizacion
natural de ese “estilo” de convergencia de funciones continuas a los pares de espacios X, Y
que solamente son topologicos.

Proposicién 7.4.9. Sea (X, 7) un ET y sea (Y,d) un EM. Luego, en el espacio C'(X, Y),
las topologias Ty (uniforme en compactos) y Txa (compacto abierta) coinciden.

Demostracion. Mantendremos los nombres para los abiertos sub-basicos (Sk,v v Sy i, ) de
ambas restricciones a C'(X, Y'). Dados K C X compacto y U C Y abierto, sea f € Sk, v =
{9 € C(X,Y):g(K) CU}. Porla Prop.6.2.6, f(K) es compacto, y por la Prop.6.4.9
existe un € > 0 tal que By (f(K),e) C U. Pero si miran bien, verdn que

feSike = {geC(X,Y):sup,cx dy(f(z),g(x)) <e}
C {geCX,Y):g(K) C By(f(K),e) } C S -

Podemos deducir que todos los Sk v € Tyk , por lo que Tk C Tyk -

Reciprocamente, dados f € C(X,Y), K C X compacto y ¢ > 0, tomemos el abierto
V =S¢ k. Veamos que existe un W € 74 tal que f € W C V: Para cada x € K sea
U, € O%x) tal que f(U,) € By(f(z),$). Luego, como f es continua,

f(U:) € f(Us) € By(f(x),5) € By(f(2),5) € By (f(2),5)

W m
wlm
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Cubro a K con finitos U, ,...,U,, y tomo los compactos K; = U_xjﬂ K, para j € I,,. Luego

= - X, Y): =
f e W ' SKj,By(f(an),%) = {gGC( ) ) ig]g d(f($),g($))<€} V7

J€in
porquesig e Wy ze K, elijoel j €1, tal que z € K; C U_xj Luego, tanto f(z) como g(z)
estan en By ( f(z;), 5 ), que tiene didmetro menor que €.

Ahora bien, dado un U € 1y y una f € U, como los S; g . forman una base de O,

y f’ ) UK
Obs.7.4.2), lo que acabamos de mostrar nos asegura que que existe un W € 74 tal que
( ,loq gura que q q
feW CSskeCU,porloquequeU € 7g4. Es decir que 7y C Tga - [ |

Proposicién 7.4.10. Sea (X,7) un ET que es LKH y sea (Y,0) un ET cualquiera. Con-
sideremos en C(X,Y) la topologia compacto abierta 7x 4 . Entonces la evaluacién

E:XxCX,Y) - Y dadapor FE(x,f)=f(x), para(z,f)e X xC(X,Y),
es una funcién continua.

Demostracion. Sea (z, f) € X x C(X,Y) y sea V € o un entorno de E(z, f) = f(x). Como
f es continua y X es LKH, el Cor.7.1.10 asegura que existe entorno compacto K de x tal
que f(K) CV (porque z € f~*(V) que es abierto). Sea U = K° € O%x). Ahora podemos
tomar el abierto

M:UXSK7VeT><TKA

que es entorno de (z, f) y cumple que E(M) C V. [ |

Observacién 7.4.11. Tenemos varias topologias para el espacio C = C'(X,Y’), y nos pode-
mos preguntar qué propiedades topoldgicas tendrd, al pensarlo como un ET con cada una
de ellas. Cuando Y es métrico todas hacen de C un ET que es CR. Cuando Y no es métrico,
tenemos soélo la topologia 74 y la puntual. Lo que vale en tal caso es que el espacio (C , TK A)
es Hausdorff o regular siempre que Y lo sea (Idem con 7p).

Si se usa la dy, o la d,, nuestro C queda métrico y por ende normal. La puntual es la
producto en Y. Como el ser Tychonoff, regular o Hausdorff se hereda y se mantiene por
productos, también sale que C queda, con 7p, tan bueno como Y.

Con respecto a la x4, la férmula U C V. = Sgy 4 C Sky, que vale para todo par
de abiertos U,V de Y y todo compacto K C X, sirve para demostrar lo afirmado arriba.
Dejamos la prueba de los detalles como ejercicio para el lector inquieto. A
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7.5 Particiones de la unidad

Definicién 7.5.1. Sea (X, 7) un ET. Una particién de la unidad asociada a un cubrim-
iento abierto 0 = {U,;}ier de X es una familia de funciones {f;}ier en C(X,[0,1]) tales
que:

1. Para todo i € I se cumple que sop(f;) C U; .

2. La suma de todas las f; da la funcién constante 1 € C'(X, [0, 1]). A

Estas particiones son herramientas esenciales para poder laburar localmente en ciertas partes
“chicas” de X (adentro de cada U;), y luego globlalizar los resultados a todo X, multiplicando
cada funcion local por la f; respectiva, para “extenderla” a X.

Pero el hecho de poder sumar tantas f;’es y que la cosa no explote no parece facil a priori.
Sin embargo, todo tiene sentido si uno le pone condiciones fuertes al cubrimiento o. Lo que
debe cumplir es lo que suele llamarse ser un cubrimiento localmente finito:

Definicién 7.5.2. Sea (X,7) un ET. Una familia ¢ C P(X) de X es localmente finita
(se abrevia LF) si para cada x € X existe un U € O(z) tal que {V € 0 : VNU # O} es
finito, o sea que U corta sélo finitos conjuntos de o. A

Observacién 7.5.3. Si tenemos un cubrimiento abierto o = {U, };c1 de X que es LF, y nos
dan una familia de funciones {g;}ic1 en C(X, [0, 1]) tal que todos los sop(g;) € U, , entonces
si podemos decir que la suma ) | g; estd bien definida y es continua en todo X.
iel
En efecto, para cada z € X tenemos el entorno U € O(z) tal que > g,;|U es, en los hechos,
iel

una suma finita de funciones continuas, ya que todas las g; para las que U N U; = & se
anulan en U (porque sop(g;) € U;). Esto dice que la suma estd bien definida, y que es
continua en un entorno abierto U de cada punto x € X, por lo que es continua en todo X.

Ya vimos que si el cubrimiento es LF, las sumas mencionadas pueden hacerse. Pero nos
falta ver en qué espacios se pueden encontrar particiones de la unidad, es decir que sumen
la funcién 1. La hipdtesis que se necesita es que X sea normal. Esto se veia venir, porque
hay un olorcito al Lema de Urysohn. Pero ademés es necesario para poder hacer el siguiente
resultado técnico que es imprescindible para construir las tan buscadas particiones. A
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Lema 7.5.4. Sea (X,7) un ET normal y sea o = {U;}icr un cubrimiento de X que es
abierto y LF. Luego existe otro cubrimiento abierto {V;};c1 de X tal que todos los V; C U; .

Demostracion. Digamos que una familia de abiertos V = {V;},c; esta adaptada a o si

JCI , V,CU; paratodo i€J, ¥y <g%)u<igJUi>:X.

Consideremos el conjunto C = {V = {Vi}iecs : V estd adaptada a o }, ordenado por tener
mas indices y abiertos V; iguales en los comunes. El conjunto C # & porque la normalidad
de X asegura que para todo ¢ € I hay una familia unitaria {V;} € C, ya que el cerrado

E‘:X\<U#iU]‘> C U, , porloque F, CV; CV,; CU, para cierto abierto V; .

Dado un subconjuto A totalmente ordenado en C, definimos un ¥ tomando como J la unién
de las familias de indices, y poniendo a los V; que aparezcan (son siempre los mismos). Esta
familia V' cumple trivialmente las dos primeras condiciones para sera adaptada a o.
Para ver la tltima, fijemos un = € X. Si z € |J V;, estamos hechos. Sino, tampoco estara
ie]
en |J V; paraningin Vg = {V; }iex € A. Por lo tanto debe pasar que x € |J U, para todos
€K 1€l\K
esos conjuntos K. Como o es LF, sabemos que existe un W € O%(x) tal que
L={icel:xecU}C{iel:WNU,; # @} es finito .
Si pasara que x ¢ |J U; tendriamos que I C J. Haciendo crecer los Vi de A, podriamos
i€n\J
encontrar uno tal que . C K| lo que contradiria que z € |J U;. Asi que V € C.
iel\K
Todo esto dice que el orden de C es inductivo, por lo que el Lema de Zorn asegura que C
tiene un elemento Vy; = {V;}iey maximal. Veamos ahora que ese J tiene que ser todo I (lo
que en particular dird que tenemos un cubrimiento). En efecto, si hubiera un k ¢ J, miremos
los conjuntos

U:(U%)U( U Ui) y F=X\U quees cerrado .
€] 1€\ (JU{k})

Observar que F C U, . Por la normalidad, habrfa un V;, € 7 tal que F C V,, C V}, C U,
Agregandolo en el lugar k£ de J U {k}, contradirfamos la maximalidad V), . [ |

La prueba Zorneada de arriba tiene una particularidad interesante: el orden de C es rigido
en el sentido de que una vez que uno “empezé” con una familia {V;},cx € C, no la puede
“arreglar” agrandando los V;. Debera apechugar, y seguir tomando V;’s nuevos hasta llegar
a cubrir a todo X. El argumento de la prueba dice que siempre se puede hacer eso.

La hipoétesis de que el cubrimiento o sea LF es un poco excesiva. En realidad, basta asumir
que o sea “puntualmente finito”, o sea que cada x € X esté sélo en finitos U;’es. Sin embargo,
alguna finitud hay que asumir. Sugerimos mostrar que el resultado es falso sin ninguna tal
hipétesis, ain en el caso de que o sea numerable (finito no vale).
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Teorema 7.5.5. Sea (X, 7) un ET normal y sea {U,};c1 un cubrimiento abierto y LF de
X. Luego existe una familia de funciones {f;};c1 en C(X, [0, 1]) tales que

sop(f;) CU; paratodo i€l y > fi=1.
i€l
En otras palabras, en un ET normal todo cubrimiento abierto y LF tiene alguna particion
de la unidad asociada.

Demostracion. Por el Lema 7.5.4 tenemos un cubrimiento abierto {V;};c1 de X tal que todos
los V; C U;, por lo que también serd LF. Ya que estamos, tomemos otro cubrimiento {W;};c1
tal que todos los W; C V;. Para cada ¢ € I, el Lema de Urysohn 5.5.1 nos provee de una

g; € C(X,]0,1]) tal que gi(Wi)El y ¢6:(X\V) =0 = sop(gi)QViQUi i

Como se indica en la Obs.7.5.3, esto hace que la suma h = ) g; esté bien definida y sea
i€l
continua en X. Pero ademds h(x) > 1 para todo x € X, por que los W; cubren a X. La

historia termina definiendo f; = % € C(X,]0,1]) para cada i € L. |
Terminamos la seccién con un resultado sobre clausuras asociadas a cubrimientos LE’s :
Proposicién 7.5.6. Sea (X, 7) un ET y sea 0 = {U, };c1 un cubrimiento LF de X.

1. La familia & =< {U; };er es también LF.

2. Sea J C I. Entonces vale que si

V= JU entonces V = U . (7.6)

i€l i€l
Proof. 1. Se deduce del hecho de que si W € 7y U C X cumplen que
WNU=2 = WnNU=92 (porque U C X\ W que es cerrado) .

Asi que el mismo W que sirve para o (siempre que sea abierto) sirve para .

2. Usando que cada U; C V' (i € J) sale bien fécil que, si llamamos A e U U; , entonces
1e]

Vv C¢ A C V.,

por lo que alcanzaria ver que A es cerrado. Observar que para todo cacho finito F C J, el
def

subconjunto Ay = |J U; C A sf lo es, porque ahi seguro vale la igualdad |J U; = J U;.
i€F i€F i€F

Sea ahora x € Z._Por el item 1 (7 era LF) el z debe tener un entorno abierto W tal que

F={iel:WnU; # 2} esfinitoy WNAC Ar. Luego, dado cualquier U € O(x)

1€A = gAUNW)NACUNA = 2€Ap=Ar CA.

En resumen queda que A es cerrado y por ello V = |J U;. |
)
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Ejercicios 7.5.7. 1. Sea (X, 7) un ET y sea 0 = {U;};c1 un cubrimiento LF de X. Ver
que si X era compacto, entonces o es finito.

2. Mostrar un cubrimiento abierto de R sin subcubrimientos LF. (sirven las semirrectas
(—n, 00) para n € N). A

7.6 Paracompactos

Las particiones de la unidad son maravillosas. Pero para encontrar una (o al menos saber
que la hay), hace falta tener antes un cubrimiento abierto LF. En busca de condiciones
que garanticen la existencia de abundantes cubrimientos tan buenos, se define y estudia la
nociéon de paracompacidad. Y veremos que es mas comun de lo que pareceria. La idea clave
es definir una suave relajacion del concepto de subcubrimiento, cuya necesidad se advierte
en el dltimo item del Ejercicio anterior.

Definicién 7.6.1. Sea (X, 7) un ET.

1. Dados dos cubrimientos o y p de X, decimos que p es un refinamiento de o si
paratodo V €p existeun U €o talque V CU.

2. Decimos que X es paracompacto (abreviamos PK) si todo cubrimiento abierto de X
tiene un refinamiento abierto que es LF (y sigue cubriendo a X). A

La iniciativa de considerar espacios PK’s es, en forma similar a la de la clase de los LKH, la de
poder obtener localmente algunas de las propiedades de los espacios compactos (cubrimientos
“localmente” finitos). Los PK’s, como veremos en seguida, tienen la ventaja de ser més
comunes que los LKH, pero ninguna de las dos clases incluye a la otra.

Probaremos dos propiedades de los PK’s, que sirven para que cierren los resultados previos.
Si un espacio es PK tendrda abundantes cubrimientos LF, pero le falta ser normal para que
haya particiones de la unidad asociadas a ellos (via el Teo.7.5.5). Ahora veremos que si el
espacio era PK, le alcanza con ser Hausdorff para que todo funcione.

Proposicién 7.6.2. Sea (X, 7) un ET. Si X es PKH, entonces es normal.

Demostracion. La prueba es muy similar a la de que KH = normal, porque se labura
localmente. Veamos primero que X es regular. Si FF C X es cerrado y = ¢ F, para cada
y € F existen A, , B, € 7 tales que A,NB, =@,y € B,y x € A,. Esto hace que = ¢ B, .

La familia {B, },er , junto con X \ F', forman un cubrimiento abierto de X, que debe tener
un refinamiento abierto o que es LF. Sea p ={U € 0 : U N F # @}. Definamos entonces el

def

abirto V, = |Jp. Es claro que FF C V.

Para ver la regularidad bastaria probar que = ¢ V,, porque en tal caso existiria un A, €
O%(x) tal que A, NV, = @. Notemos que todo U € p estd dentro de uno de los B, (en
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X \ F no puede estar), y pasaba que = ¢ B, , asf que T ¢ U. Por ello, y por el hecho de que
la familia p es LF, la Ec. (7.6) nos dice que x ¢ |J {U : U € p} =V, . Listo el regular.

Si ahora me dan un cerrado E disjunto con F', defino abiertos disjuntos A, > x y V, O F
como los de arriba, para cada r € E. Luego cada A,NF = @. Cubro X conlos A, y X \ E,
y tomo otro refinamiento LF que llamo v. Sigo definiendo w = {U € v : UNE # @}y
W =Jw D E. Por la LF de 7y vemos que W = Uvew U. Como cada U € w tieneun z € E
tal que U C A, ,saleque UNF C A,NF = @ y llegamos a que

ECWCWCX\F

como queriamos. Renormalito nos quedé el X. [ |

La Prop. 7.6.2 dice, en particular, que los espacios de Hausdorff que no sean normales no
pueden ser PK (ver 8.2.1). Sin embargo, en la practica todo ET es PK, porque es dificil dar
contraejemplos concretos, y todos ellos son rebuscados y “armados” ad hoc.

La macana es que tampoco es facil asegurarse de que un ET si es PK. De las condiciones
conocidas que aseguran ser PK, la mas econdémica es pedir regular y Lindeloff. Como de-
mostrar esto es muy complicado, daremos un enunciado menos general cuya prueba sale un
poco mas rapido, y que cubre la mayoria de los casos utiles (sin ir las lejos, los R™):

Proposicién 7.6.3. Sea (X, 7) un ET. Si X es LKH y Lindeloff (o o-K), entonces es PK.

Demostracion. Soliamos decir que un U C X es kabierto si es abierto y U es compacto.
Observar que la unién finita de kabiertos es kabierta. Recordar que, como X es LKH y
Lindeloff, la Prop. 7.1.15 asegura que existe una sucesion { E, },ey en P(X) tal que

U E.=X , E, eskabierto y E, C E, ;1 paratodon e N .

neN
Llamemos Fy = E_, = @y K, = E, \ E,_1 (todos compactos) para n € N. Observar que
X=U (En \ En—l) C U K, . Ademss, es facil ver que cada K,, C F,,1 \ E,_ 5 € T.

neN neN

Conviene imaginarse a los F,, = B¢(0,n) en el plano complejo, por lo que los K, son los
anillos {z € C : n —1 < |z] < n} que sdlo se tocan en el borde. Y que los kabiertos
Eni1t\Ena ={2€C:n—-2<|z| <n+ 1}, que sdlo se cortan con dos o tres vecinos.

Sea ahora 0 = {Uy }reny un cubrimiento abierto de X (por Lindeloff asumimos que es numer-
able). Luego podemos cubrir a cada compacto K, con los kabiertos

Bin=U, N(Ew1\Ey2), kEN.

Luego existen sendos conjuntos finitos J, C N tales que cada K,, C |J By .. Llamemos
kel

A={(k,n) e N?: ke J,}y tomemos la sucesién de kabiertos p = {Bk n}km)es . Es claro
que p cubre a X y que es un refinamiento de 0. Ahora veremos que p es LF:
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Dado un = € X, se tiene que = estd en exactamente un conjunto F,; \ F,. Llamemos
entonces W, = E, .1\ E,_1 2 Epiq \ By, . Luego W, € O%x), y cumple que

Q#meBk,mg<En+l\Enfl> N (Em+1\Emf2> - n_1§m§n+2>

porque m <n—2 = FE,,;1 C E,_; mientras quen+3 <m — FE,;; C E,,_5. Luego

n+2
s#W,NBy,,m = (k,m)e U I, x{r},
r=n—1
que es un conjunto finito. Asi que p es un refinamiento LF de o. [ |

A continuacién enumeraremos una serie de resultados sobre la paracompacidad. Omitiremos
las demostraciones, asi que puede considerarse que es una lista de ejercicios. Una exposicion
completa de estos temas puede encontrarse en el libro de Munkres [2] o el de Kelley [1].

7.6.4. Sea (X,7) un ET.

1. Si X es compacto, entonces es PK.

2. Si X es unién disjunta de subconjuntos abiertos y PK’s, entonces X es PK.

3. Si X es regular y Lindeloff (o o-K), entonces es PK.

4. En particular, si X es LKH y Lindeloff (o o-K), entonces es PK (Prop. 7.6.3).
Asumamos ahora que X es PK. Se tiene que

5. Si X es Hausdorff (o sea que X es PKH), entonces es normal (Prop. 7.6.2).

6. Todo FF C X que sea cerrado queda PK con la inducida.

7. Si'Y es otro espacio que es compacto, entonces X x Y es PK.

8. Puede pasar que X x X deje de ser PK (adivinen el contraejemplo: Si, ver 8.2.1).

Un resultado mucho mas dificil, que es cierto pero no probaremos, es que
Todo espacio métrico (o todo ET metrizable) es PK .

Observar que este resultado garantiza que en todo EM (basta que sea PKH y por tanto
normal) se puede construir una particién de la unidad “subordinada” a cualquier cubrimiento
abierto fijo. La subordinacion significa que el soporte de cada f; vive adentro de “algin”
abierto del cubrimiento (aunque tengan distintos conjuntos de indices). A

Ejercicio 7.6.5. Veamos ahora otro ET que no es PK (aparte de 8.2.1): Sea A un conjunto
no numerable, y consideremos el espacio X = N4 = [I,c4 N, donde cada N es discreto y la
topologia de X es la producto de las discretas. Probar que no es PK. A
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7.7 Arzela Ascoli

Sea (X,7) un ET que es CR, o mejor aun normal. Nos preguntamos cémo caracterizar
aquellos conjuntos F C Cy(X) = Cy(X, C) que son compactos, o de clausura compacta (con
la || - || ). Esté claro que la respuesta es que sean TA, como en todo EM completo. Pero
eso es poco satisfactorio en la practica. Se busca otra caracterizacién en términos de las
propiedades de las funciones de F. Lo que describiremos a continuacién es una propiedad
que resolverd el problema planteado (si X era KH), llamada equicontinuidad:

Definicién 7.7.1. Sea (X, 7) un ET. Una familia F C C'(X) = C(X,C) es equicontinua
(abreviamos EC) en un punto z € X si para cualquier £ > 0 existe un U, € O(x) tal que

yelU. = |f(x)— f(y)] <e paratodaslas [fe&F.

Lo importante (es decir la equi) es que se puede usar el mismo U. € O(z) para todas las
f € F (cuando fijamos el ). En el caso de EM’s, suele decirse que “el § no depende de f”.
Otra manera de formularlo que muestra mejor ese fenémeno es que

para todo £ > 0 existe U, € O(x) tal que U, C ﬂ f N (Be(f(z),e)) . (7.7)
feF

Diremos que F es EC a secas si lo es para todo x € X. El hecho de haber elegido como
codominio a C es por simplicidad. Si Y es cualquier EM y pensamos que F C C(X,Y), la
Ec. (7.7) tiene sentido (cambiando B¢ por By), y define ECidad en z € X. A

Ejemplos 7.7.2. Fijemos Y un EM.

1. Si X =10,1], la familia F = {f,,(t) =t" : n € N} no es EC en z = 1, porque para todo
e € (0,1) se tiene que () f,*(B(1,¢e)) = {1}. En efecto, caulquier ¢ € [0,1) cumple
neN

que t" —— 0, por lo que t ¢ f,! (B(l, 5)) para n grande enough.
n—oo
2. Por otro lado, si la familia F C C'(X) es finita (y X es cualquier cosa), entonces F es

automaticamente EC, porque se pueden intersectar finitos entornos y queda entorno.
Como la onda era buscar compacidad, esto era de esperar.

3. Asumamos ahora que F C C3(X,Y) es EC. Un ejercicio interesante (sobre todo para
acostumbrarse a la intrincada definicién de EC) es demostrar que la clausura de la
familia F, con la métrica d,, de Cy(X,Y), sigue siendo EC (cuenta de £ si las hay).

Idem con la métrica d, de C(X,Y).

4. Otro ejercicio: si F C C(X,Y) CY¥X es EC (y X es cualquier ET), entonces

(a) La clausura puntual 7~ C Y¥ sigue siendo EC. En particular, los limites pun-
tuales de cosas en F se quedan en C(X , Y).

(b) Si F es “puntualmente acotada”, entonces es “acotada en compactos” de X.

Si no les salen, chusmeen la prueba del Teo. 7.7.6. A
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Teorema 7.7.3 (Arzela-Ascoli). Sea (X, 7) un ET compacto Hausdorff. En tal caso sucede
que C(X) = Cp(X), y alli usaremos la la || - || . Dada F C C(X) se tiene que

F es totalmente acotada <= F es acotada y EC . (7.8)

Demostracion. La parte facil es =. En efecto, si me dan € > 0, encuentro primero funciones

fi, .., fa € Ftalesque F C kql Boxy(fr, §) (las hay porque F era TA). Si fijamos ahora
€ln

z € X, podemos encontrar un U € O(z) tal que U € (| fi ' (Be(fi(z), £)). Haciendo el
kel

tipico argumento £ a partir de estos datos, sale que U C ) f~* (B@(f(x), €) )
feF

Veamos ahora < , que es la parte jodida. Asumamos que F C C(X) es EC y acotado.

Luego existe un M > 0 tal que ||f||cc < M para toda f € F. Fijemos € > 0. Para cada

r € X, tomemos un U, € O%zx) asociado a la EC para x, F y 5 . En otras palabras, tal
que U, € ffl(B(c(f(a:), ) ) Como X es compacto, podemos elegir
fer

i, ...,x, € X tales que X:Uka. (%)
kely,

Vamos ahora a Dy, = {z € C: |z| < M}, que es compacto. Tomemos

A={ar, ..., an} CDy talque Dy C J Belax, 5) - (% *)

k€ lnm
Construiremos funciones subindicadas en el conjunto A" que es finito (A" = m™). El
cubrimiento abierto o = {U,, }ker, de X dado en (x) es LF porque es finito. Por la Prop. 7.5.5

(K-H = normal), existe una particién de la unidad ¢, ..., ¢, de X asociada a 0. Para
cada b= (B, ..., fBn) € A", definamos la funcién

g € C(X) dadapor gy(z)= Z Br ¢r(x), para x€X .

kely,

Ahora si, podemos asegurar que F C |J Bex)(gs, €), lo que nos dird que F es TA.

beAn
Para probarlo, tomemos f € F, y la n-upla (f(z1),..., f(z,)) € D}, (porque || f|le < M).
Usando (%), podemos encontrar un b = (31, ..., f,) € A" tal que By — f(2x)| < 5 para

todo k € I, . Ahora veremos que f € Bex)(gs, €) para ese b € A". En efecto, dado z € X,

F@) = go(@)] = [ £(@) = 3 Budn(@)| 2| 30 (F(@) = B ()] < 3 |F(2) = Be énla)

kely, kel kely,

donde 2 vale porque Y. ¢p(x) = 1. Paralos k € I, tales que = € U,, , el coeficiente
ke,

[f(2) = Bl < |f(x) = flae)| + [flze) =Bl <5+ 5=2¢ ,
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donde el primer £ surge de la definicion de Uy, , y el segundo de cémo elegimos los [y, .

Observar que si x ¢ U,, el coeficiente no importa, porque ¢ (z) = 0. En resumidas cuentas,
de las desigualdades anteriores, y del hecho de que > ¢ = 1, deducimos que

kel
2e 2e 2e
1@~ a@)] < ¥ 1@ - Al o) < X X = Zaw =%
kel, kel
para todo z € X, por lo que [|f — gblloc < 2 € <. |

Corolario 7.7.4. Sea (X, 7) un ET compacto Hausdorff. Dado F C C(X) se tiene que
F  es compacto — F es cerrado, acotado y EC .

Otra versién: Vale que F es compacto <= F es acotado y EC.

Demostracion. Sélo hace falta aclarar que un cerrado en un completo queda completo, y que
la clausura uniforme de una familia EC sigue siendo EC (idem con acotada). |

Ejercicio 7.7.5. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Dada una familia F C Cy(X), se tiene que
FesTA <= F es acotada, EC y se anula uniformemente en el oo . (7.9)
Esto tltimo significa que para cada € > 0 existe un compacto K. tal que
sup { |f(z)| 2 € X\K. y [feF} <ce.
Insistimos: Fijado el ¢, sirve el mismo K. para todas las f € F a la vez. A

Si uno quiere cambiar C por otro espacio métrico Y en el Teorema de Arzela-Ascoli, le tiene
que pedir a Y que las bolas cerradas sean TA’s (fijarse en la Ec. (xx)). Ademads, hay que
asumir que el espacio Y es completo para generalizar el Cor.7.7.4. Esto incluye, por la
Prop. 6.4.13, a todos los R™. Siempre con la dy, de C(X,Y).

Existe una versién del Teorema de Arzela-Ascoli relativa a la topologia 1y de C(X) en
lugar de la uniforme que produce la d., . Observar que si X es compacto son la misma cosa,
asi que la onda es extenderse a dominios no compactos como en el Ejercicio de arriba. En
principio, para que una F C C(X) tenga 1y g-clausura que no se salga de C'(X), el Cor. 7.4.8
pedia que X sea al menos KG.

Sin embargo, teniendo la hipétesis de que F es EC ya eso no hace falta, y uno se extiende
tanto que basta con pedirle la H a X para que una F “puntualmente acotada” y EC tenga
clausura compacta en C(X) (todo con 7yk). En cambio la reciproca, que era lo facil cuando
X era compacto, si necesita hipétesis: Que X sea LKH.
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Teorema 7.7.6. Sea (X, 7) un ET que es Hausdorff , y sea F C C(X). Entonces:

1. Si F es EC y “puntualmente acotada”, es decir que
M, =sup{|f(z)]: fe F} <oo paracada ze€X (7.10)

(e.g. si F es acotada), entonces F tiene 1y g-clausura compacta dentro de C'(X).
2. La reciproca vale siempre que X sea LKH.

Demostracion. Para cada x € X, tomemos el disco D, = {z € C: |z|] < M, }. El espacio

P = J] D, es compacto con la topologia producto. Observar que F C P. Sean
zeX

e K CC(X)NP la myg-clausura de F en C(X) (que K C C(X) lo vemos en seguida).
e G la clausura de F en P con la topologia producto (i.e. puntual).

Tenemos dos cosas claras: Que K C G, y que G es compacta. Lo que probaremos es que son
iguales, y que en K las dos topologias coinciden, por lo que K serd compacta.

Fijemos z € X, uny € > 0, y tomemos un U € O%x) tal que |f(y) — f(z)| < € para toda
feFytodoyeUU (el tal U existe porque F era EC).

Dada una g € G, sea f = (f;)ier una red en F que converge puntualmente a g. Luego
19(y) = 9(2)| =lm|fi(y) - filz)| < e, paratodo yeU.
Verificando lo anterior para cada g € G (todas son limites puntuales) vemos que G (y por

ello también K) es EC. En particular esto dice que también K C G C C(X).

Tomemos ahora una red g = (g;):c1 en K tal que g; T—PH> h € G. Veamos que esa convergencia
1€

es también UK. Para ello, fijemos un compacto K C X (la H la hereda). La familia
Kk ={flk € C(K): f € K}

sigue siendo EC, ahora en el espacio métrico completo (C(K), dk ). Pero si asumimos la
Ec. (7.10) (para las f € K), ahora veremos que también sale que Kx es dg ~-acotada (se
usa que K es compacto y que K es EC y puntualmente acotada).

En efecto, pongamos € = 1 y para cada x € K tomemos un abierto V, C K tal que todas
las f € Kx cumplan que |f(y) — f(x)] < 1 para y € V, (eso es EC). Fijemos z1, ..., z,
tales que sus V,, cubran K y, recordando antes la Ec. (7.10), llamemos

M:méx{ sup |g(zx)] : 1 < k < r} = max M,, < oo .
gex 1<k<r

Se us6 que K es puntualmente acotada con los mismos M, que F (sale facil), y que los
puntos xj son finitos. Ahora si sale facil que ||g||x, < M + 1 para toda g € K.
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Por el Cor.7.7.4, K tiene clausura compacta. Luego cualquier subred de gx = (¢i|x )ier
tiene subredes convergentes con la dx o de C(K). Pero todas esas sub-subredes deben
converger a lo mismo, que es nuestra h, por la convergencia puntual. Por la Prop.4.2.5,

dr | oo , T
deducimos que g;|x K—H> hlk (todalared gr). Asivemos que g; U—? h'y, como G C C(X),
(IS 1€

que h € K. En resumen, llegamos a que G = K, y que en K las convergencias puntual y UK
coinciden. Luego la 7y de K es la producto, que la hace compacta.

La reciproca es facil usando el Cor. 7.7.4, porque asumiendo que X es LKH, para testear que
dada K C C(X), si K es 1yg-compacta =— K es EC,

basta hacerlo en los entornos compactos K de los puntos de X, donde las restricciones de
las f € K forman un dg  ~-compacto (y en los puntos solitos, para ver la Ec. (7.10) ). W

7.8 Ejercicios

Ejercicio 7.8.1. Probar que la clase de los LKH no es hereditaria, aunque si la heredan los subconjuntos
abiertos o cerrados.

Ejercicio 7.8.2 (Tietze para LKH’s). Sea (X,7) un ET que es LKH y sea K C X un compacto. Probar
que, dada una f € C(K, [a,b]), existe una extensién f € C(X, [a,b]).

Ejercicio 7.8.3. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Probar que las funciones de Cx (X, R) separan compactos
de cerrados disjuntos.

Ejercicio 7.8.4. Sea (X,7) un ET que es LKH. Sea X = X U {oo} su compactificacién de Alexandrov con
un punto. Probar que:

1. Toda f € Co(X,R) se extiende a una funcién f € C(X,R) poniendo f(co) = 0.

2. Si pensamos que Co(X,R) C C(X,R) via esta extensién, y tomamos 1 € C(X,R) la funcién constan-
temente igual a 1, entonces C'(X,R) =R -1 4 Co(X,R).

Los mismos enunciados valen para Co(X) y C(X) = C(X,C).

Ejercicio 7.8.5. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Probar que el espacio de funciones Ck (X, R) es 7y x-denso
en Cp(X,R). Lo mismo vale tomando a C como codominio.

Ejercicio 7.8.6. Sea (X, 7) un ET que es LKH. Probar las siguientes afirmaciones:
1. Ck(X) C Cy(X) C Cp(X), y son métricos con la d .
2. El espacio Cx(X) es doo -denso en Co(X).
3. Dada f € Cy(X) y € > 0, el conjunto {z € X : |f(x)| > ¢} es compacto en X.
4. Si X era un EM, toda funcién f € Cy(X) es uniformemente continua.

Sugerimos mostrar que si dos sucesiones en X cumplen que |f(z,) — f(yn)] > € > 0 para todo n € N,
entonces alguna de las dos tiene una subsucesién convergente.

Ojo: La gran tentacion es decir que f se sube a una continua en X que es compacto. Pero quién nos asegura
que X es un EM? De paso, mostrar un ejemplo de un X que sea métrico y LKH tal que X no sea metrizable.
Y también dar condiciones que aseguren la metrizabilidad de X.
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Ejercicio 7.8.7. Sea (X,7) un ET que es LK y sea f € C(X,Y) una funcién que ademds es suryectiva y
abierta (por la que la topologia de Y es la cociente). Probar que

1. Y es también LK.
2. Para todo compacto C' C'Y existe un compacto K C X tal que f(K) = C.

Sugerencia: Subir, cubrir, bajar y elegir. Pero con entornos compactos.

Ejercicio 7.8.8. Sea (X, 7) un ET que es CR. Las siguientes propiedades son equivalentes:
1. X tiene alguna H-compactificacién K tal que X queda abierto en K.
2. X queda abierto dentro de toda H-compactificacion que tenga.
3. X era LKH.

Ejercicio 7.8.9. Sea (X, 7) un ET que es LKH y sea A C X. Probar que

A es LKH (con la inducida) <=> A es abierto en A .
Sugerencia: Asumir primero que A es compacta. Luego generalizar cortando con entornos compactos.
Ejercicio 7.8.10. Probar que 0-K = Lindeloff. A
Ejercicio 7.8.11. Sea (X,7) un ET que es LKH y Lindeloff. Probar que entonces X es o-K. Més atin,

mostrar que existe un cubrimiento abierto {E, },en de X tal que

E, es compacto y E, C FE,11 paratodoneN. A

El siguiente ejercicio intenta mostrar que las H-compactificaciones de un X que es LKH (pero no compacto)
tienen un orden natural, determinado por cudntas f € Cy(X, R) pueden extenderse con continuidad al
compacto. Damos sin embargo una definicién mas estructural: Dadas dos H-compactificaciones (g, W) y
(h, Z) de X, un morfismo entre ellas es una

®ecC(Z,IW) talque g=®oh.

Esto se traduce (si pensamos que Z y W “contienen” a X), a que ®|x = Zx . La densidad de X en Z hace
que un morfismo, de existir, sea tnico. El tema para que exista el tal ® es que una red (en X) que tiene
limite del lado de Z también converja a algo del lado de W.

Se dird que W < Z si existe un epimorfismo @ : Z — W (o sea un morfismo sobre). En tal orden habrd un

méximo que serd (X) y el minimo serd la de Alexandrov X, como cualquiera habria imaginado. Insistimos
en que toda esta maquinaria s6lo funciona si se empieza con un espacio LKH. No camina tan redonda en
cualquier CR porque uno necesita el Ejer.7.1.13, o sea que X quede siempre abierto en sus compactos.

Ejercicio 7.8.12. Sea X un espacio localmente compacto Hausdorff.
1. Dadas (g,W) y (h, Z) dos H-compactificaciones de X, mostrar que son equivalentes:

(a) Que W < Z, o sea que exista un epimorfismo ® : Z — W.

(b) Que toda funcién f € Cy(g(X),R) que se extiende con continuidad a todo W satisfaga que la
funcién f: h(X) — R dada por f(h(z)) = f(g(z)), x € X, se extiende con continuidad a Z.

Sugerencia: Hacer un embedding de W con esas efes. Después seguir como en el Teo. 6.5.8.

2. Probar que toda f € Cy(X , R) se extiende a cualquier H-compactificacién (h, Z)

poniendo f(Z\ h(X))=0 y f(h(z))=f(z) para z€ X ,
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y que la tal f € C(Z, R).

3. Deducir que para cualquier H-compactificacién (h,Z) de X vale que X < Z. O sea que existe un
epimorfismo ® : Z — X, tal que ® o h = Tx . Sugerencia: Usar el Ejer. 7.1.18, para ver cuales son las
f € Cp(X,R) que se extienden a X.

4. Reinterpretar el Teorema de Stone-Cech como el hecho de que §(X) es la maxima H-compactificacion
de X, y que tal maximo es tnico médulo hémeo-isomorfismos.

5. Mirar el caso en que X = Q. Podemos hacer Q — R — R = S! (ver Ejer.6.5.6). Observar que Q
queda denso (por serlo en R), asi que esto es una H-compactificacién. Pero Q no queda abierto en
ella, lo no es tan raro porque Q no es LK. Encima, como lo que le sobra a S! es denso en S!, es
imposible mandar S! sobre Q (la de un punto), dejando fijo a Q, como se hace arriba con los LKH.

Ejercicio 7.8.13. Sea (X, 7) un ET. Recordar que KG significa ser compactamente generado.

1. Si X es KG, y nos dan una f € Y para cierto espacio (Y, o), probar que f € C(X,Y) < f|K €
C(K,Y) para todo compacto K C X.

2. Mostrar que localmente compacto implica compactamente generado.

3. Probar que ser Ny también implica ser KG (o sea que todo EM es KG).

4. Si asumimos que X es KG e (Y,d) que es EM, probar que C(X,Y) es cerrado en (Y X, 7).
Ejercicio 7.8.14. Sea (X,7) un ET y sea 0 = {U; }ieq un cubrimiento LF de X.

1. Si X es compacto, entonces J = {i € I : U; # @} es finito.

2. o' = {Uj; }ier es también LF.

3. Si J C1, entonces p = { U; }iey es también LF (aunque no cubra a X). Ademds, si

V= U U entonces V = U . (7.11)
ieJ ieJ

4. Si o es abierto, y nos dan una familia {g;}:c1 en C(X, 0, 1]) tal que todos los

sop(g:) =g; '((0,1]) € U;

probar que la suma g = > g; estd bien definida y es continua en todo X.
i€l

5. Aunque R es PK, mostrar un cubrimiento abierto de R sin subcubrimientos LF.

Ejercicio 7.8.15. Sea A un conjunto no numerable, y tomemos el espacio X = N4 = [I,c4 N, donde cada
N es discreto y la topologia de X es la producto de las discretas. Probar que X no es PK.

Ejercicio 7.8.16. Sea (X, 7) un ET. Probar las siguientes propiedades:
1. Si X es compacto, entonces es PK.
2. Si X es unién disjunta de subconjuntos abiertos y PK’s, entonces X es PK.
3. Ya que estamos, mostrar que R” es PK.

Asumamos ahora que X es PK. Se tiene que
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4. Todo F C X que sea cerrado queda PK con la inducida.
5. SiY es otro espacio que es compacto, entonces X x Y es PK.
6. Puede pasar que X x X deje de ser PK.

Ejercicio 7.8.17. Sea (X, 7) un ET normal y sea 0 = {U; };c1 un cubrimiento de X que es abierto y LF.
Luego existe otro cubrimiento abierto {V;}ic1 de X tal que todos los V; C U;. Probar que el resultado es
falso (en general) si no se pide que o sea LF. A

Ejercicio 7.8.18. Sean X es un ET de Hausdorff e Y es un EM. Sea F C C(X,Y). Probar que

1. Si F es EC y “puntualmente precompacta”, es decir que
la clausura de {f(z) : f € F} es compacta en Y, para todo z € X .

entonces F tiene 7y g-clausura compacta dentro de C(X,Y).

2. La reciproca vale siempre que X sea LKH.
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Capitulo 8

Algunos ejemplos

8.1 Primeros ejemplos
8.1.1. Topologia cofinita: Sea X un conjunto infinito. La topologia cofinita en X es:
Tor(X) ={2}U{X\V:VePpr(X)} ={0}U{U C X: X\U es finito } .

Es féacil ver que 7¢r(X) es una topologia. Este ejemplo es un caso bastante patolégico, que
induce a pensar que los axiomas de la topologia pueden ser demasiado débiles si uno no pide
condiciones extra. Lo tnico bueno que tiene es que los puntos de X son cerrados.

Por lo tanto, una topologia 7 en un conjunto X es de tipo 77 siy sélo si 7ep(X) C 7. Sin
embargo, es claro que (X, 7¢r(X)) no es un espacio de Hausdorff, porque no tiene abiertos
disjuntos (no vacios).

En este espacio, muchas redes convergen a todos los puntos de X. Por ejemplo, asumamos
que una red x = (x;);e1 en X cumple que I es infinito sin dltimo elemento, y que la funcién
x : I — X es inyectiva. Luego, si U € 7¢r(X), el conjunto {i € I : z; ¢ U} es finito, por lo

E . . . f1a-
que x — U (Ejercicio: probar eso usando que no hay ultimo elemento). Y estamos hablando
de todos los abiertos de X, o sea los entornos de todos los puntos. Si la red cumple algo
menos: que las colas

Ci(x) ={x;:j >} son infinitas paratodo i€,

entonces todo z € X es punto de acumulacion de x.

Observar que todo subconjunto K C X es compacto, porque lo que le falte cubrir al “primer”
abierto de cualquier cubrimiento, es un conjunto finito. Y esto se va cubriendo de a un abierto
por elemento. Asi vemos que hay compactos que no son Hausdorff. A
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8.1.2. Ni las sucesiones ni los cofinales alcanzan: Llamemos Ny = N U {0}, y sea
X =Ny x Ny. Le daremos a X una topologia 7 bastante rara:

def

e Pongamos que todos los puntos de Xy = X \ {(0,0)} son abiertos.

e Los entornos O.(0,0) del (0,0) son los U C X tales que (0,0) € U y ademads, salvo

para finitos m € Ny, en la recta vertical L,, = {(m,n) : n € Ny} hay soélo finitos
puntos fuera de U. O sea que existe

My C Ny tal que ‘ NO\MU| <00y ‘Lmﬂ(X\U)| < oo para todo m € My
Otra manera de decirlo es que

“existen cofinitos m € Ny tales que L,, corta a U en un conjunto cofinito” .

Es bien facil ver que 7 = P(Xy) U O,(0,0) forma una topologia para X. Notar que todos
los abiertos raros U € O.(0,0) son clopen. Vale que

1.
2.

AR

Todo punto de X es la interseccién de numerables entornos clopen. Esto sale facil.
(X, 7) es Hausdorff y Lindeloff. Mas facil.

El conjunto X es abierto y denso en X. Facil mal.

Luego hay redes en X, que convergen a (0, 0).

Sin embargo, ninguna sucesién x = (z,),en en Xg lo hace.

En efecto, si existe m € Ny tal que A,, = {n € N: z, € L,,} es infinito, tomamos
U={(0,00} UX\ A, ysond. En caso contrario sacamos todos los z,, y queda un U
de los buenos, porque faltan de a finitos por cada L,,. No va a quedar ninguno.

. A pesar de lo que dice 1, X no puede ser de la clase N7, porque 5 no se lo permite.

. Pero hay una sucesién x = (x,)nen en Xp tal que (0,0) es un punto de acumulacién

de x. En efecto, basta tomar una x : N — X, que sea biyectiva. Como todos los
U € 0,(0,0) son infinitos, cortan a cualquier cola de x (porque los anteriores a un z,,
son finitos).

. En conclusién, existen subredes de la sucesiéon x de 7 que convergen a (0,0). Pero por

el punto 5, ninguna de ellas puede estar dada por un conjunto cofinal de N (o sea, una
subsucesion). A

8.1.3. Topologia del orden: Sea (X, <) un conjunto dotado de un orden total y anti-
simétrico (en el sentido de que x &£ x). Esto se define como un < usual en X x X, sacdndole
la diagonal. Definamos la topologia del orden 7, en X como aquella dada por la sub-base

p={(-x,a):ac X} U {(a,+0) :a € X},

donde (—o0,a) ={r € X :x <a}y (a,+00) ={z € X : 2 > a}. Probar que
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1. El orden < es 7,-continuo: Dados a < b en X, existen U, , U, € 7, tales que
U, <U, , oseaque z€U, e yelU, = z<vy.

2. Ademas, 1y es la menor topologia con la propiedad anterior.

3. Es falso, en general, que si Y C X, entonces la topologia definida en Y por el orden
del ambiente es lo mismo que la inducida a Y por la 7, de X. ;Cudl es méas chica?

4. Si (X, 7,) es conexo, entonces < cumple el axioma del supremo (todo subconjunto
acotado superiormente y no vacio tiene supremo).

5. La reciproca vale siempre que X no tenga “gaps”, o sea pares a < b en X sin ningin
punto intermedio.

8.1.4. La recta larga. Sea (); un conjunto no numerable al que, axiomas mediante, le
damos un buen orden =< (y el simbolo < significard < pero #). Dado w € €, llamemos
My, ={veQ  :v<w} Sea A={w e Q : M, es no numerable }. Si A = &, ponemos
Q2 = Q. Sino, denotamos por w; al primer elemento de A, y Q = M,,, . Observar que cada
w € Q produce un “siguiente” w4+ 1 = min{v € Q : w < v}. Pero no todos tienen anterior.
El conjunto 2 es como muchas copias de Ny una después de la otra, y los princicpios de
cada copia de Ny son los que no tienen anterior. Insistimos en que () es no numerable, pero
para todo w € €, su M, es numerable.

Sea L = Qx[0,1)\ (wo, 0), donde wy es el primer elemento de €. A este L le damos el orden
lexicografico: Primero comparamos las “partes enteras” en 2, y si coinciden comparamos las
“mantisas” en [0,1).

Observar que, si en vez de ) poniamos a Ny con su buen orden usual, eso que armamos
quedaba “igual” a (0,4+00) y por lo tanto seria hémeo a R. Por eso L se llama la “recta
larga”. Va en singular porque (£2, <) es el primer ordinal no numerable.

La topologia que usaremos para L es la del orden vista en 8.1.3. Localmente, esta recta es
hémeo con la recta usual, incluso en los principios de cada ciclo infinito en © (los w € Q que
no tienen un elemento “anterior”). Més todavia, L es conexa.

Esto es medio dificultoso de probar, hacen falta inducciones transfinitas y mas yerbas con-
juntisticas. La idea base es que cada ciclo Ny de © produce una semirrecta tipo [0, +00), y
estas se “pegan” entre si como una semirrecta normal en R. Esto sale porque la cantidad de
cosas de €2 que hay antes de cualquier w € ) es numerable, por lo que en R hay lugar para
armar y pegar los ciclos anteriores a w. Asi que creamos en ello, y pensemos que pudimos
armar una recta sobre unos enteros que no son numerables.

Una cosa interesante de la recta larga es que, siendo localmente homeo a R, L es LKH. Sin
embargo, L no es PK.
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8.1.5. La Viborita del topélogo: El conjunto en cuestién, que vive en R?, es la viborita

A ={(t,senqi):te(0,1]},

con la topologfa inducida por la usual de R?. Este espacio cumple las siguientes propiedades
(aquellas no demostradas se dejan como ejercicio al lector):

1.

2.

Su clausura V = A consiste en agregarle el segmento vertical B = {(0,s) : s € [-1,1]}.
A es conexo (més ain, es ar-C), por lo que también V' = AU B es conexo.

Si embargo, V = A U B no es ar-C: Supongamos que hubiera una curva continua
v : [a,b] = A con (0) € By v(1) € A. Como B es cerrado, también lo es 7~ '(B).
Luego existe ¢ = max{t € [a,b] : 7(t) € B} < 1. Quedémonos con la curva empezando
en ¢, y reparametricemos « : [0, 1] — A tal que a(0) € B, pero a(t) = (z(t),y(t)) € A,

por lo que y(t) = sen ﬁ , para todo t > 0.

Obviamente « sigue siendo continua. Sin embargo, vamos a exhibir una sucesién
tn —— 0 tal que y(t,) = (—1)" para todo n € N. Para ello observemos que x(t)
es Snaoofuncién continua, que s6lo vale 0 en ¢t = 0. Para cada n € N, elijamos un
u, € (0,2(2)) tal que Sent = (—1)". Luego, aplicando el teorema del valor medio
(Cor. 3.2.3), podemos obtener un ¢, € (0,2) tal que z(t,) = u, . Esa era la sucesién
anunciada, que dice que la curva 7 (o a, que es lo mismo) no puede existir.

. Las componentes arcoconexas de V' son A y B.

. A pesar de ser conexo, el espacio V no es localmente conexo (ni loc. ar-C) en los

puntos de B, aunque si lo es en los puntos de A. Lo que pasa es que todos los
entornos pequenos de los puntos de B tienen infinitos “cachitos” de la curva A, lo
que los hace muy disconexos. Con respecto al Teo.3.4.4, si x € B y tomamos una
B(z,e) NV, casi todas sus componentes conexas son abiertas (los cachitos de la curva
A), salvo una de ellas: B(z,e) N B no es abierta en V. A

En breve usaremos un viejo ejercicio. Lo reenunciamos ahora por comodidad del lector:

Ejercicio 8.1.6. Sea (X, 7) un ETy sea  una base de 7. Luego para probar que X es
Lindeloff se puede asumir que el cubrimiento inicial cumple que ¢ C [, o sea trabajar con
cubrimientos de abiertos de la base.

Sug: Dado un cubrimiento cualquiera o, cubrir con los de la base que estén dentro de abiertos
de o y seguir adelante. A

144



8.2 R, y la maquina de hacer contraejemplos

8.2.1. Topologia semiabierta en R: Consideremos en R la familia
f={la,b) :a,bcR y a<b}.

La topologia semiabierta en R se define como 7, = 7(/3). El espacio Ry = (R, 7,) provee de
un verdadero potpurri de contraejemplos anunciados previamente. Para mostrarlo, tenemos
que estudiar numerosas propiedades de R, , que detallamos a continuacion:

1. (B es base de 74 (porque es cerrado por N’s finitas) y sus elementos son todos clopen.

2. Si 7 es la topologia usual de R, entonces 7 C 7,. En efecto, dados a < b en R, entonces
se tiene que (a,b) = |J [t,b) € 7s.
te(a,b)
3. R, es separable, N; y Lindeloff, pero no es Ny . En efecto:

(a) Separable: Q es tan denso en Ry como lo era en R.
(b) Ry es Ny: Sia € R, la familia { [a,a+ 1/n) : n € N} es una base de Og,(a).

(c¢) Lindeloff: Usando el Ejer.8.1.6, podemos asumir que tenemos un cubrimiento
o C B. Definamos ahora el 7-abierto V' que seria la unién de todos los intervalos
de o, pero sacandoles sus puntos iniciales (para que queden abiertos). O sea que

V:U{(a,b) la,b)ec} .

Por un lado, su complemento P = R \ V tiene que ser numerable. En efecto,
dado a € P, debe existir un b, > a tal que [a, b,) € o (porque si a € [c¢, b) € o,
no puede pasar que a € (¢, b) C V, asi que a = ¢). Entonces @ # (a, b,) C V.
Eligiendo un ¢, € (a, b,) N Q queda una flecha P 5 a — ¢, € Q que es inyectiva,
por ser estrictamente creciente: Notar que a < g, € V' y entre a y ¢, no hay nadie
de P ((a, q,) C(a,b,) CV). Luegosi c€ Pcumple a < ¢ = ¢, <c<q,.
Por otro lado, V' es unién de intervalos abiertos, de los cuales se puede extraer
numerables que lo sigan cubriendo, porque R con 7 es Ny y eso lo hereda V', que
por la Prop. 2.4.2 queda Lindeloff (con la inducida 7y de la usual de R, total los
intervalos que cubrian V' son 1y-abiertos por ser 7-abiertos dentro de V).

Ahora la terminamos eligiendo uno cualquiera de o para cada a € P y los numer-
ables intervalos que cubrian V' (agregandoles sus puntitos iniciales para que estén
en o) y asi cubrimos todo R con numerables de o.

(d) R4 no es Ny: Dada cualquier base p de 75, consideremos la familia
pPo = {B € p: B € pes acotado inferiormente } y A= { inf B: B € pg } :

Para cada a € R, la relacién a € [a,a + 1) debe producir un B € p, tal que
a € B Cla,a+ 1), 0sea que a =inf B € A. Luego la flecha py > B+ inf B € R
es suryectiva. Mal podria p ser numerable si contiene al tal pg .
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4.

4.5

Por ser N;, en R; alcanzan las sucesiones. Si (z,)nen estd en R,

s 1 .
T, —— = 1, — 1 y &, > salvo finitos meN,

n—oo n—o0

dado que ambas cosas implican que (z,)nen < |, + €). De esto podemos deducir
(S )
que (Z,)nen tiene una subsucesién decreciente que va al x.

R, es regular. Es T} porque es trivialmente Hausdorff. Si me dan un a € U € 75,
basta encontrar un b € R tal que a € [a, b) = [a, b)” C U, que debe existir por que 3
era base. Asi de facilonga la regularidad. Y esto més Lindeloff implica normal! (Prop.

2.4.10). El que no se crea mucho la prueba del item 3 (c), que lea lo que viene.

. Ry es normal. Que es 77 ya lo vimos. Dado un cerrado F' C U € 7, definamos, para

cada x € F, el numero a, = sup{b > z : [z,b] C F}. Luego el intervalo [z,a,) C F
(incluso si es vacio o es una semirrecta). Tenemos dos posibilidades:

(a) Sea F} el conjunto de los z € F tales que a, ¢ F (incluso si a, = +00). Los
x € F} cumplen que a, > x, por lo que x € [x,a,) C F.

(b) Sea F3 el conjunto de los = € F tales que a, € F, por lo que [z,a,] C F. Esto
incluye los casos en que a, = x, que pueden ser mayoritarios.

Cuando z € Fy, como a, € U existe un &, > 0 tal que [a,,a, +¢,) C U. Sean

Vi=J ) SFCU, Va= ] [Baate) v V=Viuhher.

zeF reF>

Es claro que F C V C U. Faltaver que V C U. Seaz € V y X = (7,)neny una

., . . . F
sucesion decreciente en V' tal que x,, —— z (existe por 4). Si x — F', sale que x € F.
n—oo

Sino, asumamos que x vive en V\ F C |J (a,,a, +¢,). Si existe un z € F, tal
zeF>

que X < (a,,a, + €, ), entonces = € [a,,a, +¢.,) C V. Sino, existe una subsucesién

v = (yx)ren de x tal que, para todo k € N se tiene que

Yk € (as, , 0z +€,, ) para elementos z; € F; tales que  ypy1 < @y, < Yi -

Luego las sucesiones a = (a,, )ken € y son ambas decrecientes y se entrelazan, por lo

T ., . ’
que a, —— x. Pero la sucesion a vive en F' (los zj, estaban en F3), asi que z € F.
k—ro00

En resumen, x € V', por lo que V era clopen. Esto no es muy sorprendente, ya que a
F' solo le agregamos cosas por la derecha.

En Ry x R, tomemos la topologia producto 74 X 75 (que incluye a la usual). Consid-
eremos al conjunto cerrado A = {(z,—z) : x € R} C Ry x Ry como un ET con la
topologia inducida por 75 X 75. Nos queda que A es un ET discreto. Por lo tanto
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(a)
(b)

Vimos que Ry es separable, y el Ejer.5.3.10 dice que Ry x R, también lo es. Sin
embargo A, al ser discreto, no hereda la separabilidad (ver Prop.2.4.15).

Veamos ahora que R, xR, no es normal. En efecto, tomemos los cerrados disjuntos
Ar={(z,—1):2€Q} y Ay={(s,—1):z€R\Q}.

El hecho de que son cerrados se prueba sin dificultad, usando que A es cerrado y
discreto. Si V' € 74 X 7, contiene a A, , para cada n € N llamemos

A, ={zeR\Q:[z,2+ )X [-z,—z+ ) CV}.
Luego R\Q = | A,,porloque R =QU (J A, . Por el Teorema de Baire 7.3.1

neN neN
(a Q lo pensamos como ¥, conjuntos de un elemento), eso implica que algtin A,
debe tener interior (usual de R), por lo que existe un ¢ € A, N Q. Entonces es
facil ver que, para cualquier € > 0 se tiene que [¢,q+¢) X [—¢,—q+ )NV # &
(basta tomar un z € A, tal que |z — q|*> < 2 min{e?, n~?} y usar Pitdgoras). Por
ello no puede haber un entorno U € 7, X 7, de A; que no corte a V.

7. El item 5 dice que Ry es normal, y por ello regular e incluso CR (por la Obs.5.5.8).
Estas propiedades suben a los productos (regularidad por la Prop.5.3.6 y ser CR por
el Cor.6.5.4). Por ello vemos que Ry x R, es regular y CR.

8. En resumen, R, x R; tiene las siguientes propiedades contraejemplares:

(a)

(b)
()

Es completamente regular pero anormal. Esto sélo ya es interesante (no tenfamos
un ejemplo de eso antes).

Da un ejemplo de un producto de normales que es anormal (ver Prop.5.3.6).

Como si ésto fuera poco, también permite dar un ejemplo de que la normalidad no
se hereda (ver Prop.2.4.15). Para ello basta incrustarlo en una H-compactacién
(las tiene por ser CR, via la Prop. 6.5.3). Luego su imagen seguira siendo anormal,
con la inducida de un ambiente que es compacto Hausdorff, y que por ello si es
normal.

Y para completar la oferta, dijimos que R, es Lindeloff, pero se puede ver que
R, x R no lo es. Una manera de convencerse es porque es regular pero anormal,
via la Prop. 2.4.10. Pero hagamos una prueba directa que es més lindo: Tomemos
el cubrimiento dado por un U que consiste de los puntos de R? que estan abajo de
A (o sealos (z,y) tales que x < —y), y luego los abiertos U; = [t, +00) X [—t, +00),
t € R, que cubren A y lo que tiene arriba. Es facil ver que sacando solo un abierto
de esos se deja de cubrir R?. Asi que minga Lindeloff.

El bendito espacio R, no es metrizable, porque si lo fuera también lo seria Ry xR, ,
y eso lo obligarfa a ser normal (o porque es separable pero no Ny). Léstima.

Tampoco es LK, porque si lo fuera podriamos poner un [a,b) adentro de un
compacto. Como [a,b) es cerrado, serfa él mismo un compacto, pero es facil ver
que no lo es.
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(g) Sin embargo, como Ry es regular y Lindeloff, entonces es paracompacto (por
7.6.4), a pesar de no ser ni metrizable, ni localmente compacto, ni N .

(h) Encima, como Ry x R, es Hausdorff pero anormal, no puede ser paracompacto
(por 7.6.4), aunque R, lo sea.
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Parte 11

Teorias mas especificas
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Capitulo 9

Grupos topoldégicos

9.1 Definiciones y ejemplos

Un grupo topoldgico (se abrevia GT) es un par (G,7) en que G es un grupo (a priori
con notacién multiplicativa y no abeliano) y 7 es un topologia en G que cumple ciertas
condiciones de compatibilidad: Las siguientes dos funciones relacionadas con la estructura
algebriica de G deben ser continuas (en G x G usamos la topologia producto 7 x 7).

e La funcién “producto” M : G x G — G dada por M(g,h) = gh, para g, h € G.

1

e La inversién Inv : G — G dada por Inv(g) = ¢~ !, para g € G.

Un ejercicio tradicional es verificar que las dos funciones anteriores quedan continuas si y
sélo si la funcién G x G > (g,h) — gh™' € G es continua. Con estos supuestos, aparecen
automaticamente un montén de homeomorfismos de G:

1. La inversion G > g — ¢g~! € G, cuya inversa (como funcién) es ella misma.
2. Fijando un g € G producimos dos “traslaciones” que son también hémeos:
L,y R,:G—G dadaspor L,(h)=gh y Ry(h)=hg para heG.

Sus inversas estdan dadas por las traslaciones asociadas a g=! (el inverso de g en G). La
continuidad de las traslaciones sale porque la funciéon G 5 h +— (g,h) € G X G (resp.
h+ (h,g)) es continua. Y luego se compone con M.

3. Las conjugaciones G 3 h — ghg™' € G. Observar que coinciden con L, o R,-1 .

Ejemplos 9.1.1. La mayoria de los grupos conocidos que tienen una topologia usual resultan
GT’s. Daremos ahora una primera lista de ejemplos (las pruebas son ejercicios):

1. Cualquier grupo “discreto” (esto es poniéndole la topologia discreta 7 = P(G) ). Esto
se usa para los grupos finitos y algunos numerables como Z y sus potencias.

2. Los grupos aditivos Q™, R" y C™ con las topologias usuales (de la métrica euclidea).
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3. Los grupos multimplicativos R* =R\ {0} y C* = C\ {0}, también con la euclidea.

4. Las matrices inversibles Gl,,(R ) y Gl,,(C) con la topologia usual de C"*", que coincide

con la inducida por la “norma” matricial [|A|| = ITnHaX ||Az||. En todos estos grupos la
operacién es el producto de matrices. Junto con los finitos son los primeros ejemplos

de GT’s no abelianos.

5. Sea (X,7) un ET. Llamemos H(X) = {g € C(X, X) : g es hémeo }, que es un grupo
con la composicién de funciones. Dotandolo de la topologia inducida por cualquiera
de las estudiadas en C(X,X) (puntual, KA, uniforme o UK si X era métrico, ver
Secciones 5.4 y 7.4), nos queda que H(X) es un GT.

6. Dado K un ET compacto Hausdorff, consideremos el grupo G(K) C C(K) = C(K,C)
de funciones “inversibles”, o sea las que no se anulan. La operacién puede ser tanto
la suma en todo C'(K) como el producto en G(K') (ambas operaciones se hacen en C
después de evaluar). Tanto (C(K),+) como (G(K),-) son GT’s con la métrica d,, de
C(K) (ver el dltimo item del Ejer.7.1.21).

7. Todos los subgrupos de los anteriores, con la topologia inducida. Entre ellos aparecen

(a) El circulo S* C C* y sus potencias que son toros.

(b) El grupo SLO,(C) C GI,(C) (las de determinante uno).
(¢) U,(C) C GI,(C) (matrices unitarias) y O,(R) (ortogonales).
)

(d) Las isometrias sobreyectivas de un EM.

Observar que algunos de estos grupos (los finitos, los toros, U, y O,,) son compactos.
Todos ellos (salvo algunos H(X) y sus isometrias) son métricos y LKH, menos los
grupos C'(K) y G(K) que son métricos pero no son LK a menos que K sea finito. A

9.2 Propiedades basicas

Sea (G,7) un GT. En adelante llamaremos e € G a su neutro. Fijaremos a continuacién
otras notaciones propias de grupos: Dados A, B C G, llamaremos

e A-B=M(AxB)={ab:ac Aybec B}.
e Cuando A = {a}, escribiremos aB = L,(B) = {ab: b € B}. Idem con Ba = R,(B).
e A7l =Tnv(A) = {a':a € A}. Diremos que A es simétrico si A = AL

Ahora haremos algunas reflexiones acerca de estos objetos:

e Observar que A- B = |J aB = |J Ab.

acA beB

e Por lo tanto si A como B son abiertos, también lo sera A - B.
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Ademas se ve que A C A - B siempre que e € B.
Por lo tanto, si U € O%(e), entonces A - U es un “entorno” del conjunto A.

Con respecto a clausuras, se tiene que A- B C A - B. En efecto, esto sale facil usando
redes (y que M es continua).

Para que valga la igualdad hay pedir cosas:

Si Ay B son compactos y G es Hausdorff = A-B=A-B . (9.1)

En efecto, en tal caso el producto A- B C A- B = M(A x B), que queda compacto y,
por la H, también cerrado.

Veremos a continuacién una serie de propiedades que tienen las bases de entornos de puntos
de un GT. Muchas veces estas permiten reproducir las técnicas usuales de “manipular” bolas
y sus tamanos, tipicas de los EM’s, en un contexto no necesariamente métrico.

Proposicién 9.2.1. Sea (G,7) un GT.

1.

2.
3.
4.

Si tenemos una base (. de entornos del e € G, entonces f, = af3. = {aU : U € B.} es
base de entornos de a € GG para cualquier tal a.

Existen bases . de O(e) tales que todos sus elementos son simétricos.
Dado U € O(e), existe otro V € O%e) tal que V- V1 C U.

Idem con W - W C U.

Demostracion.

1.
2.

Se deduce de que L, es un hémeo para cualquer a € G.

Dada una base 3. de O(e), cambiarla por 35 = {UNU': U € B.}. Como invertir era
hémeo, los nuevos siguen siendo entornos y encima son més chicos, y simétricos.

. Fijemos el U € O(e). Como G x G > (a,b) — ab™' € G es continua, existe un

entorno abierto basico V; x V; de (e,e) en G x G (o sea que Vi, V5 € O%e) ) tal que
{ab=': (a,b) € Vi x Vo} = V4 - V; 1 C U. Basta ahora tomar V = V; N V.

Sale usando la funcién M (a,b) = ab o usando el item 3 + los entornos simétricos. M

Estas propiedades especiales de los entornos permiten ver que en un GT las primeras clases
de separacién (las llamadas T}) resultan equivalentes entre si. La excepcién es ser Ty o
normal, que sigue siendo mas restrictiva que las demas.
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Proposicién 9.2.2. Sea (G, 7) un GT. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. G es Hausdorff (i.e. T5).

[\

. NO(e) ={e} (i.e. Ges Ty, o que los puntos de G son cerrados).
3. Ges Ty (i.e Oa) = O(b) = a=0).

I

. {e} es cerrado en G.

Demostracion. Es obvio que 1 = 2 = 3. Asumamos que G es Ty y veremos que entonces
G es Hausdorff. Para ello fijemos a # b en G. Multiplicando por a~! y usando que L,1 es
hémeo , vemos que nos alcanzaria encontrar entornos disjuntos de e y cualquier otro punto
(quedaria a~'b, pero lo renombramos b para abreviar).

Asumamos primero que existe U € O%(e) tal que b ¢ U. Por la Prop.9.2.1 existe V' € O%(e)
tal que V - V1 C U. Tomemos ahora los abiertos V € O%e) y bV € O%b). Ellos son
disjuntos, porque si ¢ € V N bV entonces existiria un d € V tal que ¢ = bd, por lo que
llegarfamos a que b =cd=* € V- V=1 C U. Como esto no vale, listo el pollo.

Si existe un W € O%(b) tal que e ¢ W, tomamos U = b~'W y caemos en el caso anterior
(entre e y b~'). Tomando los entornos disjuntos V' € O%e) y b~'V como arriba, pero con
un V' simétrico, queda que Vb € O%b) y VNVb = @. Asi que sale que si G es T entonces
es Hausdorff, por lo que 1 & 2 & 3.

Es claro que 2 = 4. Pero usando traslaciones vemos que 4 = que todo punto es cerrado,
que no es otra cosa que 2. [ |

Ejercicio 9.2.3. Mostrar que un GT es discreto <= tiene algin punto que es abierto
<= {e} es abierto. A

Observacion 9.2.4. Hemos visto (Prop. 6.2.4) que en un espacio Hausdorff se llega a alguito
menos que la normalidad: que compactos disjuntos tienen entornos disjuntos (finitas bolas
de cada lado y sale). En los GT’s (aun sin pedir Hausdorff) llegamos a algo mejor: A

Proposicién 9.2.5. Sea (G, 7) un GT. Si K, F' C G son un compacto y un cerrado disjuntos,
existe una abiertito W € O%(e) tal que los “entornos” abiertos K- W y F-W (de Ky F)
siguen siendo disjuntos. En particular, todo GT que es 77, ya con eso queda regular.

Demostracion. Para cada z € K tomo U, € O%e) tal que x-U, N F = &. Por la Prop.9.2.1
hay un V, € O%e) tal que V, -V, C U,. Y un paso mds, un W, € O%e) tal que

W, W, CV,. Como K C |J z-W,, nos quedamos con finitos tales que cubran a K.
rzeK
Finalmente, tomamos W € O%(e) la interseccién de esos finitos W, .

Si hubieraun y € K -W N EF - W, elegimos un z € W tal que yz=* € F y un v € W tal que
a=yv ! € K. Entonces a = xw € x - W, para alguno de los finitos de antes. Por ello,

Foyz' =avz ! =z(wuz™") = z[(wv)(ze) N €x-V,- V' Ca- U, ,

lo que es claramente ilegal. [ |
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El siguiente resultado es 1til pero muy especifico. Incluimos un sketch de la prueba sobre
todo porque ilustra sobre algunas de las técnicas tipicas de GT’s.

Proposicién 9.2.6. Sea (G,7) un GT. Si G es LKH, entonces también es PKH.

Demostracién. Sea U un entorno simétrico de e tal que U es compacto. Pongamos Uy = U- U.
Se define inductivamente Uy, = Uy - U, para k € N. Sea Gy = ;o Us -

Por un lado, por la Ec. (9.1), cada U, = i que es compacto. Los Uy son abiertos, y cada
Uy C Ugs1. Luego Go = |,y Um pOT lo que es abierto. Pero ademads, Gy es subgrupo de
G, porque U, - U,, C U1, v porque U era simétrico, asi que todos los U, lo son.

Por el Cor. 7.1.11, nuestro Gy es también LKH (porque es abierto), pero ahora sabemos que
es 0- K. Aplicando 7.6.4 llegamos a que G es PK. Pero como Gq es subgrupo, nos queda
que G es unién disjunta de coclases g - Go, que son todas homeomorfas a Go. Como una
union disjunta de abiertos PK’s sigue siendo PK, terminamos con la porfia. [ |

Con respecto a las clases de numerabilidad también pasan cosas buenas:

Proposiciéon 9.2.7. Entre los GT’s, se tiene que N; + separable = N, . [

En realidad pasa algo un poquito mas general, que dejamos para divertimento del lector:

Ejercicio 9.2.8. Sea (G, 7) un GT. Si D C G es un denso y (. una base de O%(e), entonces
B={d-U :deD y U€pB}

es una base de 7 (aunque no es cerrado por intersecciones finitas). A

9.3 Pseudonormas y grupos topoldgicos

En esta secciéon estudiaremos la nociéon de pseudonormas en grupos. Luego de mostrar
varias de sus propiedades, llegaremos a los dos resultados principales al respecto: Que toda
topologia que haga de un grupo G un GT de tipo T7 esta generada por familias de pseudonor-
mas, y que por ello tales GT’s deben ser completamente regulares (i.e. de Tychonoff), lo
que mejora lo visto en la Prop. 9.2.5.

9.3.1 Definiciones y propiedades

Empecemos con las definiciones bésicas:

Definicién 9.3.1. Sean G un grupo (con neutro ) y N : G — R una funcién. Diremos
que N es una pseudonorma (se abrevia SN) en G si N cumple que

N(e)=0 'y N(zy™") < N(z)+N(y) . (9.2)

para todo par x, y € G. A
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Lema 9.3.2. Sean G un grupo y N una SN en G. Luego N cumple que, dados z, y € G,
N(@™)=N(z), N(zy) <N(@)+N(y) v |[N@) Ny [<N@y) .  (93)
Observar que las primeras dos (junto con N(e) = 0) implican que N era SN.

Proof. Fijemos un = € G. En principio notemos que la Ec.(9.2) aplicada al par e y x
muestra que N(z™!) < N(z). Aplicando eso a 27! nos queda la igualdad N(z7') = N(z).
Esto ademds muestra la desigualdad del medio, a partir de la Ec. (9.2).

Sean ahora z,y € G. Por un lado, y usando las cosas que acabamos de ver, tenemos que
N(y) = N(y™") = N((y 'w)a™") < N(y~'z) + N(z) = N(z"'y) + N(z) .
Por otro lado,
N(x)=N(@) <N 'y) + Ny ') = N(z"y) + N(y) -

Todo eso claramente implica que | N(z) — N(y) |< N(z1y). [

Observacién 9.3.3. Sea G un grupo. Dados k € R>g y M, N dos pseudonormas en G,
entonces unas cuentas directas muestran que tanto

kN como N+ M son también SN’s en G.

También vale que se pueden truncar las SN’s; en el sentido de que

f

N, :G —1[0,1] dadapor Ni(z) = mim{N(z),1}, z€G (9.4)

es otra SN. En efecto, si N(zy™!) > 1 03 N(z)+ N(y) > 1. Luego en ese caso

Ni(zy™) =1 < Ni(z) + Ni(y) (si alguna cambia ya le alcanza, si no también) .

Y si N(zy™') < 1, sale argumentando igual. Obvio que N;(e) = 0. A

Proposicién 9.3.4. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos. Si M es una SN en H
entonces N = M o f es una SN en G.

Proof. Se deduce directamente de la Ec. (9.2) usando que

flec)=en yaue flzy™)=f(2)f(y)"" paratodopar z,y€C. u
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9.3.2 Hay muchas pseudonormas

Veremos en esta seccion lo que anunciamos antes: que toda topologia que haga de un grupo
G un GT, en realidad esta generada por una familia adecuada de SN’s en GG. Y con eso saldra
que si G era Hausdorff (o incluso 77), entonces més que regular, como decia la Prop.9.2.5,
queda completamente regular, o sea de Tychonoft.

Proposicién 9.3.5. Sea G un grupo. Si f : G — R es acotada, entonces la funcién

N:G—Rsy dadapor N(z)=sup]| f(yx)— f(y)| paracada z€G
yeG

es una pseudonorma en G.

Proof. El hecho de que N(e) = 0 es inmediato. Sean ahora x,y € G. Luego
N(ay™) =sup| f(zey™) = f(2) |
zE€

<sup | f(aay™) — f(a) | +sup | flzx) — £2)

= sup | flty™) = () | +N(z) = N(u™) + N(s)

Por otro lado, reemplazando en algiin momento z = yz~ !, vemos que

N =sup | flyz™") = fy) | =sup|f(z) - f(z2) |= N() .

yeG z€G

Entonces N(zy™) < N(y=!) + N(z) y N es una pseudonorma en G. |

Definicién 9.3.6. Sean G un GT y N una SN en G (por fin empezamos con la topologia).
La N sera una SN continua si N € C(G, R) (es continua como funcién).

Ejercicio 9.3.7. Sea (G, 7) un GT. Decidir lo siguiente: Dada una f : G — R acotada y
continua, entonces ;jsera también continua la N resultante de la Prop.9.3.57 A

Proposiciéon 9.3.8. Sean G un grupo y N una SN en G y y fijemos un g € G. Luego
N,:G — Rsy dadapor Ny(r)=N(g 'zg) paracada z€G

es otra SN en G. Ademas, si G era un GT, N, es continua siempre que N lo sea.

Proof. Llamemos ¢, : G — G al automorfismo (que es también un hémeo) dado por ¢,(z) =
gx g, para z € G. Luego N, no es otra cosa que N o ¢,. Ahora usar la Prop.9.3.4. [

Definicién 9.3.9. Sean GG un grupo y N una SN en (. Diremos que N es invariante si
N = N, (la de la Prop.9.3.8) para todo g € G. Es fécil ver que uno puede postular esta
definicion equivalente para ser una SN invariante:

N(yx) = N(zy) paratodopar x,yé€G. A
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Ejercicio 9.3.10. Sean GG un grupo y N una SN en GG. Probar que
1. El “nticleo” Ky = {x € G: N(x) = 0} es subgrupo de G.
2. Si N era invariente, también lo es Ky , ahora como subgrupo.

3. En tal caso se puede bajar N al grupo cociente G/Ky y queda una SN. A

9.3.3 SN’s continuas en GT’s

En esta seccion asumiremos que el grupo G es un GT con una topologia 7. Construiremos
y analizaremos las propiedades de las SN’s continuas en ese contexto.

Proposicién 9.3.11. Sean G un GT y N una SN en G. Luego N es continua si y sélo si
para todo &> 0 existe U € O(e) tal que U C By(e) € {z€G : N(z)<e}.

En particular, N es continua <=- N es continua en el neutro e.

Proof. Si N es continua, dado un € > 0 existe un U € O%(e) tal que
relU = N(x)=|N(z)|=| N(z) — N(e) |[<e = z € Bn(e) .
Si para todo € > 0 existe U. € O%(e) tal que U. C By(¢), cada y € G cumple que

zeylU. = ylzel. (9:'32|N(y)—]\7(z)\§ Ny '2)<e.

Como los conjuntos y U. € O%(y), llegamos a que N es continua en todo y € G. [

Repitamos la nueva notacion: las “bolas en el origen”
By(e) € {ze€G: Nx)<el y Cne) = {zeG: Nx) <e}.
Teorema 9.3.12. Sea G un GT. Si {U,},,y, s una sucesion decreciente tal que
U,€0() , U,=U," y U:,CU, paratodo neNg. (9.5)

Luego se puede definir una SN continua N : G — [0, 1] tal que

1 1
By <2—n) CU,CCy (2n_1> para todo n €Ny . (9.6)

Ademas, si los U,, cumplen que
y U,y CU, paratodo y€G ytodo n €Ny,

entonces a N se la puede definir como una SN invariante.
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Proof. Construiremos por induccién una familia creciente de entornos U(r) € O%(e) para
cadar € D ={& :neNy0<j<2"} los diddicos del (0, 1]: Empecemos poniendo

Ul) =Uy y U(3)=U, despuss U(H)=U, y UE)=U(3)U,.

Si asumimos ya definidos todos los U(5: L) para 0 < j < 2" para un cierto n (como de hecho
ya pasa hasta n = 2) seguimos hacia abaJo poniendo

1 2m +1 m
U (2n+1) = Un+1 y U (W) =U (2_n> Un+1 para 1 S m < 2" . (97)

Definimos sélo para numeradores impares para que no se repitan fracciones. Ademds, si

m > 2" tomamos U <2ﬁn) = (. Luego tenemos definido U(r) para todo r € Dy, los

diddicos de (0, co). Falta ver que es creciente. Para ello fijaremos un nivel on ¥ Veremos

que los U(r) crecen en “esa fila”. En efecto, probaremos por induccién sobre n que

U(@)U(i> §U<m+1) para todo m €N . (9.8)

2n 2n 2n

Los casos m > 2" son obvios. Empecemos con n = 1. Nos queda un solo caso (m = 1):

U(%) U(%) :UlUlgUozU(l):U(mTH>

Supongamos que la relacion vale para p < n. Probaremos que vale para n. Dos casos:

1. Si m es par, o sea que m = 2k < 2". Por la relaciones vistas tenemos que

m LY 7 k 0.7) 2k+1Y m—+1
U<27>U(27)_U(2n1)U U\ )7V e )

Notar que no importa si k es par o impar, y que aca (9.8) vale con igualdad.

2. Si m es impar, o sea que m = 2k + 1 < 2". Tenemos que
m 1 2k +1 97)

o(5)0 () -0 (55 oo (5

95) (

<2n 1

HI k+1
g U(2n—1)

)UnUn
i
)o ()
U(m+1).

En esta parte es donde se usa la hipdtesis de que U,U,, C U,,_; .
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Por lo tanto la Ec. (9.8) estd demostrada. Y con ella sale que los U(r) son crecientes. En

efecto si 7, s € D cumplen que 0 < r < s, podemos suponer que r = 2% y§= % con k <.
Pero la Ec. (9.8) (mirenla de nuevo) dice que vamos creciendo (con el m) si el divisor 2" esta

fijo (porque e € U(5)). Asi que r < s = U(r) C U(s). Definamos ahora la funcién
f:G—=10,1 dadapor f(z)=inf{r€eDy: xze€U(r)} para z€G.

Bien onda Uryson. Aclaremos que f(G) C [0, 1] (y esta definida para todo = € G) porque
U(r) = G sir > 1. Por otro lado, por la monotonia (y la def) tenemos las implicaciones

fl)<r = 2€U(r) = f(z)<r. (9.9)

1
En particular f(e) = 0, porque e € U (27) para todo n € N. Como f es acotada, la

Prop. 9.3.5 nos provee de una SN en G via la f: Como el didmetro del [0, 1] = 1, queda

N:G— 10,1 dadapor N(z)=sup| f(yx)— f(y)| paracada x€G. (9.10)

yeG

Encima de ser una SN, esta N cumple la Ec. (9.6) que buscabamos, es decir que

1 B c 1
By (2—n> CcC U, € Cy <2n_1) para todo n €Ny .

B 1
En efecto, para ver la C notemos que si © € By (—) entonces incluso si n = 0,

2n
1 (9 1 . 1
fl)=|flex) = fle) [sN(z) < o = we Ul 5 )=Ua, ie DBy(g5 ) CSUn.
c
Vamos ahora por la C. Dado cualquier y € G, existe un k£ € N tal que
k—1 k k
o < fly) < on ¥, en particular , ese yeU (Q—n) )

Si tomamos ahora un x € U,, (podemos suponer que n > 2 porque Cx(1) = G), sale que
k k k
yr €U (2—n> U, vytambién yzteU (27) U'lt=U (2—n> U, .

k k 1 k+1
La Ec. (9.8) decia que U (ﬁ) U,=U (2—n) U <2—n) cU (2;”) Por esto y lo de arriba,

. + . + . .
deducimos que f(zy) < TR también f(yz~') < - Si seguimos otro poco,

<k+1_kz—1 1 <k:+1_k—1 1 ‘
on on 2n—1

flye) = fly) < =5 o =g and flyeT) = fly) <
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Notar que ahora estas dos desigualdades valen para todo y € G (el k que trafa nuestro y
ya no figura). En particular, sustituyendo y por yx en la de la derecha queda que también

1
2n—1

fly) = flyz) < 2n1_1 = | flyz) — [(y) [< , paratodo yeG.

Es decir que cualquier x € U,, debe cumplir que

N(z) =sup | f(yz) — f(y) [<

yeG 2n71

1
= U, CCy <2n1) .
Lista la prueba de la Ec. (9.6), que de paso (el C de recién) asegura que N es continua (via

la Prop.9.3.11, por suerte no se usa el Ejer.9.3.7). En efecto, dado ¢ > 0, si

1
2n71

1
<e = U, CCy (2n1> C By (e) .

El tema de la invariancia cuando los U,, cumplian que y~! U, y C U,, para todo y € G sale
usando que todas las contrucciones anteriores cumplen eso mismo (los U(r), la f y por ende
también la N). Lo dejamos como ejercicio para el lector invariante. [ |

Teorema 9.3.13. Sea (G, 7) un GT. Entonces, para cualquier abierto U € O%(e) existe una
SN continua N en G tal que By(1) C U.

Proof. Construiremos una sucesion {Uy, }nen, en O%(e) como la de la Ec. (9.5), a saber
U,e0() , U,=U," vy U:,CU, paratodo neNg.

Empezamos con Uy = U N UL, Seguimos inductivamente. Si ya tengo el U, , definimos el
Unt1 € O%(e) pidiéndole que cumpla la condicién de ser simétrico y de que U2, C U,,. Tal
cosa seguro existe por la Prop.9.2.1.

Teniendo esta sucesién {U, }nen, podemos aplicarle el Teo. 9.3.12 que nos provee de una SN
continua N : G — [0, 1] tal que para todo n € Ny cumplia que

1 1
By (2—n> cU,CCy <2n_1) .

1
En particular, para n = 0 tenemos By (1) = By (@> CUyCU. [ |

Corolario 9.3.14. La topologia de cualquier grupo topoldgico (G, 7) se puede generar
mediante una familia de pseudonormas continuas.

Proof. Tomemos una base  de O%(e). Para cada U € ( tomamos la SN continua Ny del
Teo.9.3.13. Como son todas continuas, todas las bolas By, (¢) € 7 y forman otra base de
O%(e). Trasladandolas forman una base de 7. |

Finalmente, llegamos al resultado esperado:
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Teorema 9.3.15. Todo grupo topolégico Hasudorff es completamente regular.

Proof. Sea (G,7) un GT de clase T} . Dados x € G y U € O%x), entonces z~'U € O%e).
Por el Teo. 9.3.13 existe una SN continua N en G tal que By (1) C 27!U. Si la truncamos
con 1 como en la Ec. (9.4) cumple lo mismo. En realidad no hacfa falta truncar, porque por
construccion la N de la Ec. (9.10) ya lo estaba. Y es la que se usa en el Teo.9.3.13. Sea

f:G—1[0,1 dadapor f(y)=N(z'y) paracada ycG.
Es claro que f es continua (porque N lo es), y ademads ella cumple que
f(x)=N(z"'z)=N(e)=0.
Por otro lado, dado cualquier y € GG, tendremos que si
fy) =N 'y) <1 = 27'ye By(1) C27'U = yeU.

En otras palabras vemos que {y € G : f(y) < 1} C U. Repasando la Def. 5.5.5, es claro que
esto alcanza para que G sea completamente regular (porque f =1en F =G\ U). [

9.4 Subgrupos y cocientes

Ya lo dijimos pero va de nuevo: Si G es un GT, todo subgrupo con la topologia inducida es
también GT. Daremos a continuacién un listado de propiedades de dichos subgrupos, pero
ahora pensados en tanto subconjuntos de G:

9.4.1. Sea (G, 7) un GT y sea H C G un subgrupo.
1. H es abierto <= H° # @. Esto sale facil trasladando.
2. Si H es abierto, entonces es cerrado. Esto sale porque F =G\ H = F - H.
3. St C C* es cerrado pero no abierto. Idem Z C R y U,, C Gl,(C).
4. En cambio Q C R no es ni lo uno ni lo otro, aunque es denso.

5. La 7-clausura H es también subgrupo de GG. Sale con redes, usando que las operaciones
M e Inv son continuas en G.

6. Si H es invariante (¢Hg~! = H para todo g € ), también lo es H. Otra vez redes. A

Repasemos las definiciones del “cociente” G/H: Dado a € G, el conjunto @ = aH es la
coclase a izquierda de a por H. Estas son las clases de la relaciéon de equivalencia a ~p b si
b~ta € H. Y se toma la funcién cociente

Py:G—G/H={aH :a€ G} dadapor Pg(a)=aH paraacG.
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Si dotamos a G/H de la topologia cociente por Py , resulta que Py es una funcién abierta.
Esto sale porque el saturado de un U C G no es ni mas ni menos que U - H. Lo mismo pasa
con las coclases a derecha Ha y su espacio cociente. Sugerimos repasar la Prop. 5.3.23 y su
entorno.

En el caso de que H sea invariante, entonces GG/H es un grupo, con la operacién dada por
(aH)-(bH) = (ab)H vpara a,beG,

que esta bien definida. Este nuevo grupo cumple las siguientes propiedades:

Proposicién 9.4.2. Sea (G, 7) un GT y sea H C G un subgrupo invariante. Consideremos
en el grupo G/H la topologia cociente de Py : G — G/H. Entonces

1. Py es un epimorfismo, continuo y abierto.

2. G/H es él también un GT.

3. G/H hereda de G el ser N; o Ny.

4. Si G es LK, también lo serd G/H.

5. G/H es regular (77 o Hausdorff) <= H era cerrado en G.
6. G/H es discreto <= H era abierto en G.

Demostracion. Las propiedades de Py ya las habiamos visto. La prueba de que G/H es
un GT es algo engorrosa. Como es importante la hacemos: Dados a,b € G, tomamos un
entorno abierto W de

Py(a)Py(b) ' =aH - (bH) ' =aH -b'H=0ab"'H en G/H.

Entonces sale que U = Py (W) € O%(ab™'). Como G es un GT, existen V, € O%(a)
y Vi € O%(b) tales que V, - V,7! C U. Luego tomamos el entorno Py(V,) x Pg(V;) de
(aH ,bH) en G/H x G/H , que cae adentro de W al multiplicar el primero por el inverso
del segundo. Juntando todo esto, sale que G/H es un GT.

Sabemos que regularidad de un GT equivale a tener puntos cerrados. Eso da 5, porque
alguien es cerrado abajo siy sélo si P! de él es cerrado en G. Y para cualquier a € G
tenemos que Py ({Py(a)}) = aH C G. La prueba de 6 es exactamente igual (puntos
abiertos). Las de 3 y 4 son bien féciles. Salen por las propiedades antes mencionadas de Py .
Recordar que, por ser continua, Py manda compactos en compactos. [ |

Definicién 9.4.3. Sean G| y G5 dos GT’s.
1. Llamaremos MC(Gy, G2) = C(Gy1, G2)N Hom(G, , G3), los morfismos continuos.

2. Siuna f es un iso y estd en MC(G;, G3), nadie nos garantiza que f~! sea continuo.
A los que si les pasa eso los llamaremos iso-hémeos.
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3. De existir un iso-hémeo entre ellos, diremos que G; = G, . A

Ejercicio 9.4.4. Sean GG; y G5 dos GT’s. Probar que

1. Si f: Gy — G5 es un morfismo de grupos, entonces
feMC(Gy, Gy) < fescotinuoen e € Gy .

2. Dado f € MC(Gy, Gs) con ker f = H, se tiene que
(a) El bajado f: Gy/H — Gy vive en MC(G1/H , Gy)

(b) Si f es epi, entonces f es un iso-hémeo <= f es abierto. A

9.4.5. Sean (G; y G5 dos GT’s. Se dice que ellos son localmente isomorfos si existen
sendos entornos abiertos U; y Uy de sus neutros y una funcién f : Uy — U, tales que f es un
hémeo , y que tanto f como f~! respetan productos, siempre que se queden en sus dominios.
Tales funciones f se llaman iso-homeos locales.

Si G esun GT y H C G es un subgrupo invariante y discreto, hay un entorno U de e en
G tal que PH|U : U — Py (U) es un iso-hémeo local, por lo que G y y G/H son localmente
isomorfos. En efecto, basta tomar un

UecOLle) talque V=U"1-U cumplaque VNH=/{e}.

En tal caso Py ’ ., satisface todo lo que le pedimos. Es inyectiva porque si x e y van a lo mismo
entonces 'y € H. Es sobre por definicién. Y como U es abierto, también la restriccién
Py |, es continua y abierta, por lo que es un homeo. Observar que el codominio Py (U) es
un abierto en el cociente G/H que contiene a su neutro. La parte algebrdica es trivial. A

En el caso en que G =Ry H = Z, vemos que R y S = R/Z quedan localmente isomorfos.
Recordar que la topologia cociente de S* coincide con la que hereda de C*.

Veamos algunas cosas mads, relativas a las componentes conexas de un GT:

Ejercicio 9.4.6. Sea (G, 7) un GT. Probar que
1. La componente conexa GG, de e en GG es un subgrupo invariante y cerrado de G.

2. Para otro a € (G, su componente conexa es G, = a - G.. En otras palabras, se tiene
. con . .
que las relaciones ~ y ~¢, coinciden.

3. La componente ar-C de e es un subgrupo invariante (por ahi no es cerrado).
4. La componente G, es abierta <= G es localmente conexo (remember Teo. 3.4.4).

5. En tal caso G/G. es un GT discreto y ademéas G es localmente isomorfo a G, . A
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Observacién 9.4.7. Si GG es un grupo finito, la inica topologia seria que lo hace GT es la
discreta. Pero como poder, se pueden poner otras. En tal caso no queda 77, porque un ET
finito de clase T; debe ser discreto (el complemento de un punto es unién finita de cerrados).
Es fécil ver que, en esta situacion, el menor abierto que contiene al neutro es () O%(e) y que
este coincide con la componente G, . Dividiendo por esos elementos “indistinguibles” (desde
el punto de vista topoldgico) queda G/G. , que ahora si es un GT discreto. A

9.5 Grupos LKH abelianos

Sea (G, 7) un GT. Diremos que G es LKHA si es localmente compacto, abeliano y Hausdorff.
Estos grupos son muy interesantes, porque en ellos se puede desarrollar el andlisis armoénico
(transformadas de Fourier, convoluciones, etc). Esto se debe a que tienen una (inica) medida
boreliana regular que es invariante por traslaciones (i.e. m(g-A) = m(A) para todo boreliano
A C Gy todo g € G), que se llama la medida de Haar del grupo. Esta medida también
existe en el caso LKH no abeliano, pero son dos (una a derecha y otra a izquierda) que no
siempre coinciden, lo que complica y enriquece notablemente el asunto.

Lamentablemente toda la teoria arménica antes mencionada (aun la abeliana) excede los
objetivos de este texto. Sin embargo, hay cosas mas elementales que podemos estudiar de
estos grupos, que estan orientadas en aquella direccion. Particularmente, describiremos al
grupo dual de un LKHA, y veremos algunas de sus propiedades.

9.5.1 El grupo dual
Definicién 9.5.1. Sea (G, 7) un GT que es LKHA.
e El dual de G es el grupo
I'={y€C(G,S") : v es morfismo algebréico } ,

con el producto punto a punto y dotado de la topologia inducida por la 7x 4 (compacto
abierta, ver Seccién 7.4) del ambiente C(G, S') o de Cy(G).

e A los elementos 7 € I se los llama los caracteres del grupo G.
e Cunado haga falta, se aclararda que I'=T'g o I' = G. A
Observacién 9.5.2. Veamos algunas propiedades del grupo I' que se prueban al toque:

1. T es cerrado en C(G,S'), porque alcanza con la convergencia puntual para que un
limite de morfismos sea morfismo.

2. La Prop. 7.4.9 aclara que la convergencia entre caracteres, con la topologia 744 de I,
es la convergencia uniforme en compactos (de G) (i.e., Tk4 = Tyx en I').

3. Ademas, como G es LKH, la Prop.7.4.4 nos dice que I' es también 71y x-cerrado en
todo (S1)%, o sea que un 7y g-limite de caracteres es siempre un caracter. A
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Usaremos una notacion ad hoc para la dualidad entre G y I': Dados g € Gy v € T,
denotaremos por (g,7v) = v(g). A partir de las definiciones, es facil ver que la flecha

GxT3(g,7) — (g.7) =(g) € S'

es continua en cada coordenada. Mas aun, la Prop. 7.4.10 nos asegura que es continua como
funcién de dos variables (porque consiste en evaluar, G es LKH y en I' C C(G, S') usamos
la Tk 4 como se pide alli). De hecho, esta es una de las razones claves por las cuales la teoria
de dualidad se hace en grupos LKH.

Antes de dar los ejemplos mas interesantes necesitamos probar algunas propiedades generales
del grupo dual de un LKHA. Estéd por ver que I' es un GT con su 754 . Ahora veremos no
s6lo eso, sino que ademas I' es otro grupo LKHA. Sin usar andlisis arménico nos llevara
bastante laburo, pero viene bien porque sirve para ver como se pueden usar las propiedades
especificas de los abiertos en un GT:

Teorema 9.5.3. Sea (G, 7) un GT que es LKHA. Entonces su dual
(I, 7k a) es un GT, y es también LKHA .

Demostracion. La flecha v — v~! =7 es continua porque la conjugacién, pensada de S! en

S1, es isométrica. Sean ahora v, p € I'. Fijados € > 0y K C G compacto, definamos
€ £
W={ael:lalg) =gl <5, Vge K} x{Bel:|8(g)—plo)l <5 Vg K},

que es un entorno abierto de (v, p) en la topologia Ty X Tyx de I' x I Dado un par
(a, ) € W yun g € K tenemos que

la(g) B(g) —v(9) p(9)] < lalg) B(g) —(9) B(g)l + |7(9) B(g) —v(g) p(g)]

= |a(g) —v(g)| +[8(g9) — p(g)| < e .

Por lo tanto la “multiplicaiéon” manda a W adentro del entorno bésico

{6€T:10(9) —v(9)p(9)l <e,Vge K}

alrededor de v - p. Con esto vimos que multiplicar es continua, por lo que I' es un GT. El
grupo I' es abeliano porque S* lo es. Y es Hausdorff por lo mismo.

Dado un compacto K C G y un a € R, , llamemos
Fro={v€T:|y(g9) -1 <a, paratodo g € K} (9.11)

Para ver que I' es LK, basta mostrar que si tomamos un compacto Ky € Og(e), entonces
el conjunto Fk, 1 es un entorno compacto de v = 1 (ya vimos que I' es un GT). Que es
entorno es inmediato. También sale facil (por la Ec. (9.11), tomando redes) que es cerrado
en C(G) con la 7y = T4 . La compacidad nos llevara algo de trabajo. Veamos que

Claim: Ik, ; es equicontinuo en todo punto de G.
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En efecto, si A = {w € S': |w— 1] < 1}, se tiene que existe una constante ¢ € (0,1) tal que
lw — 1| < c|w? — 1| para todo w € A. Esto sale con ¢ = 2/3 porque si w € A, entonces

3
|w2—1|:|w—|—1|-|w—1|ZRe(w+1)-|w—1|2§|w—1|.

Se usa que min{Rew : w € A} = 1/2, lo que se ve al dibujar a A. La éptima es ¢ = 1/y/3.
Por otro lado, usando la Prop.9.2.1 (y que G es LKH) sabemos que existe un compacto

Ky € Ogle) talque ee€ K1 C K- K CK, .

Luego, si g € K1y 7 € Fig 1, tenemos que |y(g) — 1| < c[v(g9)* — 1| = ¢|7(¢*) — 1| < ¢, por
lo que Fg, 1 C Fk, .. Tomemos ahora otro compacto

KQGOG(t?) talque 66KQ§K2'K2§K1QKO .

Por la misma cuenta sale que Fg, 1 C Fg, . C Fk, . Asi siguiendo, podemos ver que
para todo € > 0 existe un entorno compacto K. del e tal que F, 1 C Fi_ ..

Fijados g € G y € > 0, encontramos el entorno g - K. € Og(g) que cumple lo que uno pide:
si h€g-K., entonces |y(h)—~(9)] =|y(¢g7'h)— 1| <e paratoda vy € Fg, 1,
porque g 'h € K. y Fg, 1 C Fx. .. Listo el Claim. A

Asf que tenemos que Fg, 1 es EC, cerrado y acotado (toma valores en S'). Por el Teorema
de Arcela-Ascoli generalizado 7.7.6, podemos afirmar que Fy, 1 es compacto dentro de C(G)
con la 7k , que allf coincide con la 7k 4 . Como I' es un GT, trasladando F, 1 a otros puntos
vemos que [' era LK. [ |

Proposicién 9.5.4. Sea (G,7) un GT que es LKHA. Sea I' su dual. Entonces
1. Si G es discreto = [ es compacto.
2. Si G es compacto = I es discreto.

Demostracion. Si G es discreto, la convergencia en I' no es otra que la puntual, porque los
unicos compactos de G son los finitos. En otras palabras, la topologia de I' es la inducida
por la topologia producto de la inclusién I' C (S')¢. Como vimos antes, el producto (S')¢
es compacto. Como I' era cerrado alli, queda que él también es compacto.

Si G es compacto, queda que la convergencia de los caracteres de I' es la uniforme tutti, o
sea que la topologia de T es la inducida por la métrica do(f,g) = ||f — 9|l de C(G,S?).
Esto hace que I' sea discreto, siempre que creamos en lo siguiente:

Claim: Dados v,w € S, si se tiene que [v" — w"| < 1 para todo n € Z, entonces v = w.

En efecto, si llamamos a = w™ v, tenemos que |a" — 1| = |[w™(a™ — 1)| = [v" — w"| < 1 para
todo n € Z. Pero a™ va “dando vueltas” por S, asf que si a # 1 tiene que haber un n tal
que |a™ — 1| > 1 (basta que quede con parte real negativa). A
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Volviendo a lo nuestro, si ahora tenemos un par 7y , 2 € I tales que ||71 —72]|c0 < 1, entonces
el Claim asegura que 7, = 7, porque dado cualquier g € G vale que

71(9)" = 72(9)" = I1(9") —7(9")] < |l —12lle <1 paratodo neZ,

asi que 71(g9) = 72(¢g). En resumen, probamos que I" es discreto. |

9.5.2 Los tres ejemplos mas famosos

[

Entre GT’s usaremos el signo = para denotar que hay un isomorfisomo que es a la vez
un hémeo entre los grupos en cuestién. En los tres ejemplos que siguen exhibiremos estos
iso-hémeos entre un grupo dual y otro grupo conocido. La parte “iso” (el que la flecha sea
morfismo de grupos) sera trivial en los tres casos, y no la demostraremos.

1. Si tomamos G = Z con la discreta, entonces queda que 78 1 via el iso-hémeo
Slaw»—>7wei, dado por v,(n)=w", nez,

cuya inversa esta dada por Z> v w="v(1) € S*. Esto sale porque 1 es un generador
de Z, y porque Z es discreto, asi que cualquier morfismo v : Z — S1 es continuo. La
topologia de Z es la usual de S!, porque para que los ¥’s converjan, alcanza con que
lo hagan evaluados en el 1 € Z. Observar que (n,w) = w".

2. Si ahora G = S', como uno sospecharia queda que ST = 7. Fl iso-hémeo es
ZBnI—WVnEéT, dado por ,(w) =w", we S,

asi que ahora (w,n) = w™ de nuevo. La idea de la prueba es usar que el subgrupo de
todas las raices de la unidad

Goo=|JGn={e?": qeQ}=Q/z

neN

es denso en S! y coincide con el conjunto de elementos de S que tienen orden finito (la
torsién). Esto hace que 7(Go) € Go para todo 7y € ST, Luego cada 7|Goo se levanta
a un morfismo (de grupos aditivos) de Q en Q que manda Z en Z (repasar un poco
de dlgebra). Como estos estan caracterizados por su valor en 1, no queda otra que
“multiplicar” por algin n € Z. Finalmente, la densidad hace que la restriccién de v a
(G, caracterice a . El hecho de que ST sea discreto se deduce de que S! es compacto,
como vimos hace poquito (en realidad, el Claim de allf era esto).

3. Si G =R, queda que también R R, via el iso-hémeo

_l2mt-x

Rat%wte]ﬁ, dado por v,(z) , reER,
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el de la transformada de Fourier usual. La prueba de que esto es un hémeo (entre R y
R con su topologia usual) es bastante més complicado que los casos anteriores: Dada

v E ]IA%, como 7(0) = 1y «y es continua, existe un a > 0 tal que

a = /Oav(t)dt#().

Usando que y(z 4+ t) = vy(z) y(t) para todo par x,t € R (%), sale que

ar@) =) [ awat= [ aerna= [T awar.

Como 7 es continua, la integral de la derecha es derivable (respecto de x). Asi que v lo
es. Derivando la expresion (%) respecto de ¢ (con z fijo), queda la ecuacién diferencial

v'(x) = z~(x), donde z=+'(0)eC.

Usando que v(0) = 1 y que 7 es acotada, resulta de algin curso de ecuaciones que
v(x) = e** y que z es imaginario puro, por lo que podemos escribir que z = i 27t para
algin t € R. Llegamos a que 7 = 7; y nuestra flecha es sobre. Que es inyectiva es facil.
Con respecto a las topologias, observemos que los abiertos

Bgyn:{%e@:|%(s)—1|<€ siempre que |s|<n}, neN, 0<e<2,

forman una base de Oz(1). Pero es facil ver que v, € B.,,, <= mn|t| < arcsen §

2
(si no le parece tan facil, haga un dibujo). Como las bases de entornos se trasladan de

los dos lados, esto muestra que la flecha t +— 7; es un hémeo. A

9.5.3 Algunas cosas mas

9.5.5 (Dual del cociente). Sea (G, 7) un GT que es LKHA, y sea H un subgrupo de G (que
es automaticamente invariante). Hemos visto que entonces G/H es un GT y es LKA. Para
que sea Hausdorff se necesita que H sea cerrado. En este caso, nos interesa calcular su dual

—

G/H. Veremos que es un subgrupo de G que ahora definimos. Es el anulador de H,
AH)={y € G: H C ker v}, que es un subgrupo cerrado de G .

Si Py : G — G/H es la de siempre, la aplicacion 5/?] S p+— poPy € A(H) es el iso-hémeo
que anunciamos. Su inversa estd dada por la flecha A(H) > v+—— 7 € CT/?I , donde 7 es el
“bajado” al cociente de v, que existe porque H C ker~y. La Prop.5.3.16 nos asegura que 7
es continuo. Las cuestiones topoldgicas salen bien, y las dejamos como ejercicio. Sugerimos
repasar el Ejer. 7.1.20 para “levantar” compactos de G/H. A

9.5.6 (Potpurri de teoremas sin pruebas). Si uno observa atentamente, las hipdtesis
generales de que G sea LKHA solo se usaron fuertemente al probar que I' es LK y que
es cerrado en (S1)¢. Son ademds esenciales para que valgan varios teoremas importantes
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que nos estan faltando, sobre todo el hecho de que I' tenga siempre “suficientes” elementos.
Lamentablemente las pruebas de esos teoremas necesitan un montén de teoria armonica
y de algebras de Banach que no estamos dispuestos a desarrollar aqui. Como soluciéon
de compromiso, enunciaremos varios resultados que redondean la cosa, pero sin agregar
demostraciones:

Sean G un grupo LKHA y I' su dual.
e [ separa puntos de GG, o sea que siempre hay bastantes caracteres.

e Dualidad de Pontryagin: Sea ahora T el dual de T Luego vale que la flecha
G>g—gel dadapor g(v) =~(g) para ~veT (9.12)

que manda a G “dentro” de f, es un iso-hémeo. O sea que el dual de I' es justo G.

Para esto faltan varias cosas: que esté bien definida (o sea que g € f, esta sale), que
sea inyectiva (usa que I' separa puntos), suryectiva (esta es complicada) y hémeo (no
tanto). Lo unico facil es que es un morfismo.

e Todo grupo LKHA era entonces el dual de alguien, y vale la Prop. 9.5.4 al revés.

e Si H C G es un subgrupo cerrado, vale que el doble anulador A(A(H )) = H via la
flecha de (9.12), y por lo tanto, que H = T'/A(H). A

Para quien sepa del tema, damos un esbozo de por qué lado va la cosa: Si G es LKHA, existe
su medida de Haar, y se considera el dlgebra de Banach conmutativa L'(G), con el producto
de convolucion, todo respecto de la medida de Haar. Luego se prueba que los caracteres de
ésta dlgebra se identifican con los del grupo (o sea nuestro I'), mediante la flecha

Doy [L(G)3 f o f(0) = [ f@)(e7) dz | € My

Estos quedan caracteres de L'(G) porque la transformada de Fourier cambia convolucién
por producto. Y son todos. Después se muestra que nuestra 7y en I' viaja justo a la
topologia de Gelfand de los caracteres de L'(G) (la que heredan de la w* del dual de L'(G)
como espacio de Banach). Como la de Gelfand es LK, eso muestra de una que I' es LK.
Ademds, alli se puede usar que los caracteres de L'(G) separan f’s de L'(G), con el curro
de los ideales maximales y Zorn. Y de eso se puede deducir que I' separa puntos de G.

La prueba de la dualidad Pontryagin usa muchas mas cosas: transformada inversa, Bochner,
Plancherel y la mar en coche. Recomendamos el libro de W. Rudin [6] para estudiar a fondo
esta teorfa. Obviamente también el del mismisimo L S. Pontryagin [5].

9.5.4 Compactaciéon de Bohr

Sea (G, 7) un GT que es LKHA. Tomemos su dual I' y llamemos I'; al mismo I pero pensado
con la topologia discreta, que también lo hace GT y LKHA.
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Luego I'y tiene un grupo dual B(G) que, amén de ser un GT abeliano y Hausdorff, es
compacto por la Prop.9.5.4. Por otra parte, podemos mandar a G dentro de B(G) usando
la Ec. (9.12) que reescribimos: Sea F': G — B(G) el morfismo definido por

G395 F(g)=§eB(G) dadopor §(7)=(g,7) =7(9) para ~yeTy. (9.13)

A continuacién mostraremos las propiedades de esta flecha, pero basdandonos en los resultados
“divulgados” en la seccién anterior.

Teorema 9.5.7. Sea (G, 7) un GT que es LKHA. Luego el la funcién F' : G — B(G) definida
en (9.13) cumple las siguientes propiedades:

1. Es un monomorfismo.
2. Es continua.
3. La imagen F(G) es densa en B(G).

Esto dice que G se puede “modelar” dentro del compacto B(G) y que los caracteres continuos
de T" son densos en los algebraicos. Sin embargo, F' no es en general un embedding.

Demostracion. El hecho de que F' sea morfismo es de verificacion directa. Es inyectiva
porque I' separa puntos de GG. Es continua porque la convergencia en B(G) es la puntual
(porque I'y es discreto). Y como los v € I' son continuos en G, tenemos que

99 (en G) = 4:(v) =7(g:) 7 7(9) =3(7) paracada ~yel.
Sali6 que F' es continua. Sea H = F(G), que es un subgrupo de B(G). Si no fuera todo, el
cociente B(G)/H serfa un GT compacto Hausdorff abeliano no trivial. Dado un

peB(G)\H , oseatalque p-H #e-H en B(G)/H,

existiria un caracter continuo ¢ de B(G)/H tal que p(p- H) # 1. Ahora bien, la composicién
¢ o Py resulta ser un caracter continuo en B(G). Por la Dualidad de Pontryagin, po Py =4
para cierto v € I'y = I', y v no serfa constante porque ¢ no lo era 'y Py es epi.

Sin embargo, 4(H) = 1, por 1o que 4(F(G)) = L. Luego 4(F(g)) = 4(3) = (1) = 1(g) = 1

para todo g € G. Esta absurdidad provino de suponer que F'(G) no era todo B(G). [ |

Observacién 9.5.8. Usamos la palabra “compactacién” para la de Bhor porque en general
no es una compactificaciéon en el sentido de los capitulos anteriores, ya que no es un embed-
ding. Y uno no puede esperar que lo sea, porque si G es un GT que es LKH (y no compacto),
es imposible encontrar un GT compacto Hausdorft K y un morfismo F : G — Kg que
sea una H-compactificacion. Esto es asi porque, como G es LKH, su imagen seria abierta
en K¢ (se usa el Cor.7.1.13). Pero un subgrupo abierto es cerrado y no puede ser denso.

Recordar que, si tomamos G = R, la compactificacién de Alexandrov (un punto) de R da
justo S, un excelente GT compacto y Hausdorff. Pero lamentablemente ninguna de las
flechas que incrustan densamente a R en S puede ser morfismo. A
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9.6 Ejercicios

Ejercicio 9.6.1. Probar que todos los grupos de los Ejemplos 9.1.1 son GT’s y verificar las propiedades alli
mencionadas.

Ejercicio 9.6.2. Mostrar que un GT es discreto <> tiene algin punto que es abierto <= {e} es abierto.
Ejercicio 9.6.3. Sea (G,7) un GT. Si D C G es un denso y . una base de O%(e), entonces

B={d-U:deD y U€pB}

es una base de 7 (aunque no es cerrado por intersecciones finitas).

Ejercicio 9.6.4. Sea (G, 7) un GT. Decidir lo siguiente: Dada una f : G — R acotada y continua, entonces
jserd también continua la N resultante de la Prop.9.3.57

Ejercicio 9.6.5. Sean GG un grupo y N una SN en G. Probar que
1. El “nicleo” Ky = {x € G : N(x) = 0} es subgrupo de G.
2. Si N era invariente, también lo es K , ahora como subgrupo.

3. En tal caso se puede bajar N al grupo cociente G/Kx y queda una SN.
Ejercicio 9.6.6. Sean GG; y G2 dos GT’s. Probar que

1. Si f:G1 — G2 es un morfismo de grupos, entonces
feMC(Gy, G2) < fescotinuwoene€ Gy .
2. Dado f € MC(G1, G2) con ker f = H, se tiene que
(a) Elbajado f: Gy/H — Gy vive en MC(G1/H , G3)
(b) Si f es epi, entonces f es un iso-hémeo <= f es abierto.

Ejercicio 9.6.7. Sea (G,7) un GT. Probar que
1. La componente conexa G, de e en G es un subgrupo invariante y cerrado de G.

2. Para otro a € GG, su componente conexa es G, = a- G, . En otras palabras, se tiene que las relaciones
. . con . .
de equivalencia ~ y ~¢_ coinciden.

3. La componente ar-C de e es un subgrupo invariante (por ahi no es cerrado).
4. La componente G, es abierta <= G es localmente conexo (remember Teo. 3.4.4).

5. En tal caso G/G. es un GT discreto y ademés G es localmente isomorfo a G, .

Ejercicios nuevos

Sea (G,7) un GT y sea f € C(G,C). Aunque G no sea métrico, podemos definir una nocién de continuidad
uniforme para f. Ella es G-uniformemente continua si, para todo € > 0,

existeun U € O%e) talque h lgelU = |f(9)— f(h)|<e.
Ejercicio 9.6.8. Sea (G,7) un GT. Probar que

1. Si G era métrico, las dos nociones de continuidad uniforme pueden no coincidir.

2. Si G es LKH, entonces toda funcién f € Cy(G) es G-uniformemente continua.
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Capitulo 10

Espacios vectoriales

10.1 EVT’s

Llamemos K =R o C. Un espacio vectorial topolégico (EVT) es un espacio topolégico
(E,7) en el que E es un K-espacio vectorial, y la topologia 7 es de Hausdorff y cumple que
las operaciones vectoriales

ExE>(x,y)—»ax+yeFE y CxEs3(\, z)—= A z€EFE (10.1)

son continuas, cuando en ' X F y en C x E se usan las topologias producto. En particular
esto hace que, para cada = € E fijo, las aplicaciones T, : E — E dada por T,,(y) =z +vy

y M,:C—FE dadapor M.\ =z (10.2)

sean continuas. Luego E es en particular un GT (invertir con A = —1). Ya habiamos visto
entonces que las traslaciones T}, son homeos, con inversa 17", . Esto dice que, fijadoun x € F,
podemos calcular siempre los entornos de x como

O-(z) = 2 +0,(0) :== {z+U=T,(U) : UeO,(0)}.

O sea que para dar una topologia de EVT, basta con conocer una base (o sub-base) de
entornos del cero de E.

Como al introducir los E'T’s generales, en este caso también veremos en principio los ejemplos
dados por una métrica. En el contexto de espacios vectoriales, interesan particularmante las
métricas d que cumplen dos condiciones de compatibilidad con la estructura: que d sea
invariante por traslaciones (ie. d(z + z,y + z) = d(r, y)) y que sea homogénea (i.e.
dAz, \y) = |\ d(x, y)). Estas métricas se definen a través de la nocién de norma en el
espacio vectorial.
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10.1.1. Fijemos un K-espacio vectorial E. Diremos que una funcién || - || : E — R* es

1. Una norma, si cumple que
(&) llozl| = laf lz] (o€ K,z € E).
(b) [l +yll < llzll + Myl (z,y € E).
(c) Dado = € F | se tiene que ||z|| =0 siy sélosi x = 0.
La métrica resultante se define como d(z,y) = ||z — y||, para x,y € E. El par (E, | -||)

pasa a llamarse una espacio normado. Y se llamara espacio de Banach si F resulta
completo con la métrica d.

2. Si (E,||-]]) es un espacio normado, denotaremos por Bg = {x € E : ||z|| < 1} a su
bola cerrada de radio uno.

3. || - || es una seminorma, si cumple (a) y (b) pero no necesariamente (c).

4. Una funcién ¢ : £ — R se llama sublineal si cumple la desigualdad triangular (simil
(b) de arriba) y una versién débil de (a):

g(Axz) = Ag(xz) (sin médulo) , paratodo x € E'y todo A € R, . A

Vimos que una sola norma produce una estructura métrica en E. Una seminorma no alcanza
(la d asociada es solo un seudodistancia, como la || - ||, antes de cocientar a L?). Sin embargo,
es muy comun construir topologias en espacios vectoriales usando familias de muchas semi-
normas (dejamos para este caso general el ver que dan EVT’s). Como se pide Hausdorff,
hagamos una definicion:

Definicién 10.1.2. Sea E un K-espacio vectorial.

1. Una familia F de seminormas en F se llama separadora si para cada par de puntos
x # y de E existe p € F tal que p(z —y) # 0. Esto implica que la familia de funciones
d.,: E — R* dadas por d, ,(z) = p(r—=z), para x € E (con parametros (z,p) € ExF)
separe los puntos de F.

2. Llamaremos o(FE, F) a la topologia inicial inducida por esta familia de funciones. Es
decir, la menor topologfa sobre E que hace continuas a las funciones d,, (para todo
z € EytodapeF).

Observaciones: 10.1.3. Si la familia F de seminormas separa puntos de E, resulta que
o(E, F) es una topologia de Hausdorff. En efecto, observar que:

1. Dado z € E, una sub-base de entornos de x esta constituida por conjuntos de la forma

Uspe={y €L :|dpy) —d.p(x)| <e} ={y € E:|p(y — 2) —plx — 2)| <e},

donde z € E,pe Fye>N0.
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. Més atin, para obtener una sub-base de O, g r)(x) alcanza con tomar los conjuntos
Uppe=U,.={yeE:ply—z)<e} paratodopar peF, €>0.
En efecto, la desigualdad triangular asegura que U, . C U, , . para todo z € E.

. Con estos semibasicos alcanza para testear que o(E,F) es Hausdorff. Para verlo
alcanza con recordar que fijados z,y € E, se tiene que p(z —y) < p(x — z) + p(y — 2)
para todo z € F y toda p € F.

. Una base de Oy g 7)(x) estd formada por conjuntos de la forma

ﬂUpk,‘g:{yEE:pk(y—x)<6,kE]In}, (10.3)

ke,
moviendo n € N, n-uplas (px)ger, en F y € > 0.

. Es facil ver que o(F, F) hace de E un EVT. En efecto, como es una topologia inicial,
el Cor. 5.3.3 dice que basta ver que las funciones

ExE>s(z,y)—»ple+y—z) v CxE>3\, z)—pAe—2)
son continuas para todo z € E'y toda p € F. Para ello usemos que
p(z+y—2)—pla'+y —2)| <pla+y—2' —y) <pla—2)+ply—y) .

Si tomamos (2/,y") € Uy p.c X Uy p.c, entonces p(x — ') + p(y —y') < 2¢, lo que
muestra la continuidad de la primera funcién. Por otra parte,

Ip(Az —2) —pNa2' —2)| <pQAx—-Nz')=pAz—-Nx+Nzx—-Na')
< A= Np(z) + N|p(x —2') .

Tomando entornos adecuados, sale la continuidad como antes. A

La verdadera utilidad de estos procesos para producir topologias EVT radica en que ellos
permiten encontrar la topologia que se adecue a una convergencia dada en el espacio FE.
Sin entrar en detalles, pensemos en convergencias “de la f y de todas sus derivadas”, o
convergencia uniforme en compactos, etc. Una familia muy importante de convergencias en el
contexto de espacios normados (llamadas “la débil w” y “la débil estrella w* ”), acompanadas
de sus topologias onda o(F, F), se vera en las secciones siguientes. Veamos ahora en qué
sentido la topologia o(E, F) se describe en términos de convergencias:

Proposicién 10.1.4. Sea F un K-EV, y sea o(FE, F) la topologia inducida por una familia
F de seminormas que separa puntos de £. Dada una red x = (z;);c1 en E, se tiene que

x; —>”(?7;) t€E < plr—u) 31? 0 paratoda peF. (104)
ic 1€
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Demostracion. Para mostrarlo basta fijarse quienes son los o(E, F)-entornos del x, como se
describe en la Ec. (10.3). O bien, recordar qué pasaba con las topologias iniciales. [ |

La Proposicién anterior ayuda notablemente a la hora de testear si una funcién dada (que
sale de, o que llega a un EVT dado por seminormas) es continua. Como estamos en un
contexto “lineal”, lo primero que uno debe estudiar es la continuidad de los operadores
lineales. Para ello pongamos algunos nombres:

Notaciones 10.1.5. Sea F un K-EV.

1.
2.

Denotaremos por E' = {¢ : E— K : ¢ es lineal } al espacio dual algebrdico de E.

Los ejemplos mas usuales de seminormas en E consisten en tomar una funcional lineal
¢ € By definir p = p, = |p|.

Por lo general, uno toma un subespacio F' C E’ de funcionales, le pide que separe
puntos de E, y toma la familia separadora de seminormas F = {p,, : ¢ € F'}. En tal
caso suele escribirse o(E, F') en lugar de o(E, F).

Si me dan cualquier topologia 7 que haga de F un EVT, no toda ¢ € E’ debe ser
automaticamente continua. De hecho, si dim F = oo, la “mayoria” de las funcionales
no lo son. Por ello de denomina dual “topolégico” de E al K-EV

E:=(E,7)*={p€eFE :¢ es T-continua } = E'N C’( (E,T),K) : (10.5)
En el caso que T provenga de una norma || - ||, se escribird E* a secas.

Observar que para cualquier ¢ € E’, se tiene que ¢ € (E,7)* <= ¢ es T-continua en
el punto 0 € E. Esto se debe a la igualdad ¢(z) — ¢(y) = p(z —y) (y a que ¢(0) = 0).
Recordar que la condicién (10.1) asegura que una red z; P S R 0.

1€ 1€
Si E era un C-EV, denotaremos por E y (E, )% a sus duales pensandolo como R-EV
(o sea las funcionales ¢ : E'— R que son R-lineales). Si era normado, ponemos Ej . A

Proposicién 10.1.6. Sea ' un K-EV y sea ¢ € E'.

1.

2.

Dada una familia separadora F de seminormas, se tiene que ¢ es o(F, F)-continua si
y sblo si existen un M > 0 y una n-upla (pg)rer, en F tales que

lp(x)] < M I]?%x pr(x), paratodo zxz€FE .
e n

Si tenemos una norma || - || en E, entonces

pe BN = ol = sup |p(x)] <00

En tal caso, se tiene la siguiente igualdad:

lol| = sup |p(z)| = min{M >0:|p(x)| < M|z| paratodo x € E} . (10.6)

flzf|=1

Ademsds, ¢ — ||| es una norma en E*, con la que resulta ser un espacio de Banach.
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Demostracion. Si ¢ € (E,0(E,F))*, por ser continua en 0 debe existir un entorno bdsico
del 0, pongamos que dado por un £ > 0 y una n-upla (pg)rer, en F, tales que

(N {z€E plx)<e} C{z € E:p(z) <1} . (10.7)

Es algo engorroso, aunque elemental, verificar que esto implica que

1
< - mé E.
(@) < - méx pi(z), paratodo =€

En efecto, el caso |p(x)| = 0 no tiene gracia. Si |p(x)| > 0y sucediera que pi(z) < e|o(z)|
para todo k € I, , la Ec. (10.7) aseguraria que vale la siguiente contradiccién flagrante:

x o ()] x
pk(m)<5 para todo k €1, - 1:|:Z(:E)|:‘<'D(|<p(x)|>‘<1'

1
Poniendo M = — | tenemos una implicaciéon del item 1. La reciproca es inmediata, ya que

las py son continuas en 0 por hipdtesis.

El item 2 se deduce del 1, porque ahora hay una sola seminorma. La prueba de la Ec. (10.6)
es un ejercicio facil. Llamemos By = {z € E : ||z|| < 1}. El hecho de que E* es Banach
se deduce de que se lo puede identificar (isométricamente) con un subespacio cerrado de

(Cb(BE, K), [l ), que es un Banach por la Prop.5.4.4. [

Teorema 10.1.7. Sea E un K-espacio vectorial y sea F' C E’ un subespacio vectorial que
separa puntos de F. Consideremos en F la topologia o(E, F'). Luego se tiene que

( E, o(E, F)) - F. (10.8)
Es decir que las tnicas funcionales lineales sobre E que son o(FE, F')-continuas son las que

ya estaban en F'.

Demostracion. Es claro que toda ¢ € F' queda o(E, F')-continua (si no lo ve claro, repase la
Ec. (10.4) ). Para la reciproca, hace falta el siguiente lema algebraico:

Lema 10.1.8. Sean f y (fx)rer, funcionales lineales en el K-espacio vectorial E. Las sigu-
ientes condiciones son equivalentes:

1. f= > o fr, para ciertas oy, ..., a, € K.
kel

2. Existe a > 0 tal que |f(z)| < ocrgle]’%x | fx(x)| para todo x € E.
cln

3. () ker fx Cker f.

kely,
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Demostracion. La unica implicacién que no es evidente es (3) = (1). Si A: E — K" es el
operador lineal Az = (fi(x), ..., fu(z)), consideremos el diagrama

E 4. K~

\g
! v

K

Como ker A = () ker fr C ker f, existe una funcional lineal g : K* — C tal que go A = f.
kel
O, si se prefiere, la condicién ker A C ker f permite definirla (bien) como

g:R(A) - K dadapor g(Azx)= f(z),
y luego extenderla K". Pero toda funcional lineal sobre K" es de la forma

g(Z):Z ap 2z para  z=(z1,...,2,) € K" .
kel,,

En particular, tomando z = Az = (f1(z), ..., fu(x) ) obtenemos que

flz) =g(Azx) = Z ar fr(r) paratodo z€FE, A

kel,

Seguimos con el Teorema: Si ¢ € E' es o(FE, F)-continua, la Prop.10.1.6 asegura que
existen M > 0 una n-upla (¢ )ker, en F tales que

Lema 10.1.8 n
p@)] < M mix|py(z)]  paratodo weE = o= ;ak Pk
para ciertos aj en K. Esto dice que ¢ € F. [ |

10.2 Espacios localmente convexos.

Una de las ventajas de trabajar en K-espacios vectoriales es que en ellos tiene sentido la
nocion de convexidad. Ya vimos una definicién en el caso EF = R. Veamos la general: Sea F
un K-EV, y sea A C E. Decimos que A es convexo si, dados z,y € A se tiene que

[z,y] = {(1—-t)x+ty : t€]0,1]} C A.

Observar que [z, y] denota al “segmento” recto que une a x con y dentro de E. La teoria de
conjuntos convexos dentro de EVT’s esta muy desarrollada, y algunas cosas de ella veremos
en lo que sigue. Empecemos con algunas propiedades quasitriviales, para entrar en tema.

Proposiciéon 10.2.1. Sea F un K-EV. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La interseccion de cualquier cantidad de conjuntos convexos en F queda convexa.
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2. El trasladar a un convexo le conserva esa propiedad. Es decir que si A C FE es convexo,
también lo serd A+ 2 = {a+2:a € A}, para todo z € E.

3. Si A C F es convexo, para todo A € K se tiene que AA = {Aa : a € A} es convexo.

4. Dada un topologia 7 que haga de E un EVT, y un A C E convexo, se tiene que A
es también convexo.

Demostracion. Es un ejercicio ideal para rumiar la definicién de convexidad. Hagamos el
item 4, que no es tan facil: Si z € A pero y € A ", tomemos una red y = (yi)ic1 en A tal
que y; — y. Entonces, para todo A € [0, 1] sale que

1€

A3y, + (1 - Nz — M+ (1-Nz = [z,y]CA".
1€

Haciendo lo mismo, pero ahora del lado del z, sale que A~ es también convexo. [ |

Volviendo a la seccién anterior, en particular a la Ec.(10.3), notamos que si nos dan una
familia F separadora de seminormas en F, resulta que la topologia o(F,F) tiene, en cada
punto x € E, una base de entornos formada por abiertos convexos. A esta propiedad le
daremos un nombre:

Definicién 10.2.2. Sea (E, 7) un ETV. Decimos que E es un espacio localmente convexo
(se abrevia ELC) si, para cada « € E existe una base §, de O%(x) que consiste de abiertos
CONVexOs. A

Observacién 10.2.3. Dado (E,7) un ETV, se tiene que
1. Si queremos verificar que F es ELC, la condicién anterior (bases de entornos convexos

para cada punto x) basta testearla en z = 0, porque todo U € O%(z) se puede escribir
como U =W +x con W € O%(0).

2. Si uno sabe que E es un ELC, se puede asumir que la base [, consta de convexos
simétricos, en el sentido de que V = -V ={—-z: 2z € V}.

En efecto, dado un W de la base que uno tenia, se lo cambia por V. =W N —W, que
es méas chico, sigue siendo abierto y convexo, pero ahora queda simétrico.

3. Maés ain, se puede hacer una base de O%(0) que consta de abiertos de la forma
V=U-U={r—y:2,ye U} paraalgin U abierto convexo .

Para ello, observemos que si V' es simétrico y convexo como en 2, y tomamos U =
entonces V' = U — U. En efecto, si z,y € U, luego x — y = %(29& +2(—y)) eV.

N[

v,
A

Esta observacién serd clave a la hora de sacarle el jugo al siguiente Teorema de Minkowski,
que de alguna manera dice que toda topologia en E que lo haga FLC' viene dada como una
o(E,F) via una familia adecuada de R-seminormas.
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Recordemos que, dado F un K-EV, una funcién ¢ : E — R se llamaba sublineal si cumple
la desigualdad triangular (¢(z +y) < q(z) + ¢(y) para todo par z,y € E) y ademds

q(Az) = Ag(z) (sin médulo) , paratodox € Eytodo A € R, . (10.9)

Teorema 10.2.4. Sean F un ETV y U C E un abierto convexo tal que 0 € U. Entonces

1. La funcién py : £ — R, dada por

1
pu(z)=mf{s>0 : —zxe€U}, para z€k, (10.10)
s

es una funcién sublineal, y se denomina la funcional de Minkowski de U.
2. Se tiene ademas que U = {z € E : py(x) <1}.

Demostracion. Recordemos que, por la Ec. (10.1), si fijamos un x € F se tiene que la funcién
K > A = Az es continua. En particular, tenemos que = —— 0 € U, por lo que %x elU

n—oo
a partir de cierto ng. Luego py(x) < ny < oco. La comprobacién que py es homogénea

respecto a escalares positivos es un ejercicio elemental sobre infimos, que omitiremos.

Fijemos z,y € E y tomemos escalares s,t > 0 tales que % Ty %y € U. Como U es convexo

t 1
(-y)elU = py(x+y) <s+t.

(z+y) = (éx)+s+t t

s+t s+t

Esto muestra que py(z+y) < py(z)+pu(y). Veamos ahora el item 2: Si z € U, debe existir
un € > 0 tal que también (1+¢)x € U (de nuevo porque K 5 X — A x es continua). Entonces
tenemos que py(z) < 1+r€ < 1. Reciprocamente, si py(x) < 1, debe existir un s < 1 tal que
ia: € U. Como 0 € U y U es convexo nos queda que = = (1 —8)04—8% xel. [ |

Observacién 10.2.5. Si uno asume que (E, 7) es un R-ELC, y toma (3, una base de entornos
abiertos, convexos y simétricos del 0 € F (se usa la Obs. 10.2.3), cada U € [y produce, via
el Teo. 10.2.4 una sublineal py tal que U = {z € E : py(z) < 1}. Ahora bien, el hecho de
que los U’es sean simétricos implica que py(—x) = py(z) para todo z € E (esto se deduce
de la Ec. (10.10) ). Pero esto sumado a la homogeneidad para t > 0, asegura que las py son
R-seminormas. Si ahora uno toma la familia

F:{pU:U€60}7

es facil ver que 7 = o(E, F), como asegurdbamos antes. A

10.3 Hahn Banach:
Existencia de muchas funcionales continuas

En este nivel tenemos un problema. La idea del capitulo es estudiar EVT’s desde un punto de
vista topolégico. Sin embargo, la teoria detallada de los espacios normados y de Banach entra
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en el territorio de la materia Andlisis Funcional (AF), en el que no queremos inmiscuirnos
demasiado. Pero para poder seguir con las ideas principales de los ETV’s necesitamos un
teorema tradicional del AF, que es el Hahn-Banach. Este resultado sera calve para poder
ver que los EVT’s dados por familias de seminormas tienen muchas funcionales continuas
(por ejemplo, familias que separen puntos del dominio, como usdbamos recién). También
sera clave para tratar las propiedades de los conjuntos convexos en estos espacios.

Como solucién de compromiso, daremos un esbozo minimo de su prueba, y seguiremos
adelante sin desarrollar demasiado sus aplicaciones clasicas del AF, pero si aquellas que son
de espiritu esencialmente topoldgico, incluso dentro del mundo de los espacios de Banach.

10.3.1 H-B onda normados

Observacién 10.3.1. Como muchas cuentas se hacen con funcioneales R-lineales, sus ex-
tensiones al caso complejo se haran tomando partes reales de funcionales complejas. Para
que esto camine bien, hacen falta unas cuentitas: Sea F un C-EV.

1. Dada ¢ € E} (R-lineal), se verifica que la funcional
¢c: = C dadapor ¢c(z)=d(x)—i¢(iz), v€ L, (10.11)
es C-lineal (o sea que ¢c € E') y cumple que Re ¢¢c = ¢.
2. Dada ¢ € E’ (C-lineal), se tiene que Rey € E v que ¢ = (Rep)c .
3. Por lo tanto, dadas ¢, w3 € E’, vemos que Rep; = Reypy = o1 = .
4. Si me dan una C-seminorma p para F, y una funcional ¢ € Ep , vale que
p<p <= |oc|<p.

La implicacién < es obvia (¢ = Re¢c). Veamos la otra: Dado un punto = € FE,
pongamos que ¢c(x) = e |pe(r)|, y consideremos ahora y = e~ x € E. Luego

e ()| = e de(x) = dc(y) = Redely) = o(y) < ply) = p(e™ x) = p(x) .
Observar que podemos decir lo mismo al revés: Si p € E', |p| <p <= Rep <p. A

Teorema 10.3.2. [Hahn-Banach] Sea £ un R-EV, ¢ : E — R una funcién sublineal,
S C FE un subespacio y ¢ € S” una funcional que cumple la acotacién

e(y) < qly), paratodo yeS.
Entonces existe una funcional ® € E’ que cumple lo siguiente:
1. ®(z) < ¢(x), para todo z € E.

2. & extiende a ¢, o sea que ®(y) = ¢(y), para todo y € S.
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Demostracion. Por una Zornificacién, alcanza hacer el “paso inductivo”, que consiste en
suponer que £ = S@R-x para cualquier = ¢ S. En tal caso, cualquier ® € E’ que extienda
a @ actia asi: (y+tx) =p(y)+ta, (y €S, teR) para algin o = p(x) € R a elegir. La
pregunta es si existe algiin a que cumpla lo otro, que se traduce a que

oy)+ta < q(y—l—tm), para todopar ye€ S ,teR.

Unas intrincadas cuentas elementales (que el lector ya vera/vi6 en AF, y que puede encarar

como ejercicio si gusta) muestran que un tal o siempre existe. Y con ese a uno se construye
la ® buscada. |

Teorema 10.3.3 (H-B con seminormas y médulos). Sea E un K-EV, p : £ — R, una
seminorma, S C F un subespacio y ¢ € S’ una funcional que cumple la acotacién

le()| < ply), paratodo yeS.
Entonces existe una funcional ® € E’ que cumple lo siguiente:
1. |®(x)] < p(x), para todo x € E.
2. ® extiende a ¢, 0 sea que ®(y) = ¢(y), para todo y € S.

Demostracion. El caso K = R sale usando que las seminormas son sublineales, y que
p(—x) = p(z) para todo = € E. El caso K = C, se deduce del anterior usando la Obs. 10.3.1:
Empiezo con una C-lineal ¢ € S’) y llamo ¢ = Rep, que también estd acotada por p.
Extiendo ¢ a una R-lineal ¥ € Ep , y tomo ahora ® = ¢ . Luego @ sigue acotada por p, y
veo que tanto ¢ como <I>| ¢ tienen la misma parte real ¢, por lo que deben coincidir. [

Corolarios 10.3.4. Sea E un espacio normado.
1. El espacio dual topolégico (respecto a la norma) E* separa puntos de E.
2. Més aun, dado = € E, existe una ¢ € E* tal que
lell =1 v le@@)] = =l .
3. Esto dice que se puede calcular ||z|| en forma dual usando a E*. Es decir que

para cualquier z € E vale que |z|| = méx {|p(z)] : p € E* y |l¢]=1}. (10.12)

4. Como E* es también un normado (es un Banach), podemos considerar a su dual
topolégico E** = (E*)*. Definamos J : E — E** al morfismo inducido por la dualidad
(x,¢) = (x,p) = @(x). O sea que, dado un z € E, definimos

Jr, € E** por la formula  J.(p) = p(z), paratoda p € E* . (10.13)

La Ec. (10.6) nos dice que J reduce normas (en particular que las funcionales J, son
continuas en E*). Pero ahora aseguramos que J es isométrica: ||.J, |

Ex*x = ||.:C||E .
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Demostracion. Estos son resultados usuales de AF, y su prueba es directa a partir del
Teo.10.3.3. Veamos minimamente la prueba de 2. La clave es definir una buena ¢, en el
dual del subespacio S = span {x} = Kz. Buena significa que

wo(x) = |[zll  porloque [po(Az)| = [A[[|lz] = [[Az]  paratodo A € K.

Es decir que ¢y cumple que || < || - || en todo S. Si ¢ € E* extiende a ¢y y cumple que
lo(y)| < ||ly|| para todo y € E, es claro que ||¢| = 1 como aspirdbamos. A partir de 2, los
otros 3 items se deducen sin dificultad. [

10.3.2 H-B onda separar convexos en EVT’s

Teorema 10.3.5 (de separacién de H-B). Sea (E,7) un EVT y sean U,V C E dos convexos
disjuntos y no vacios, tales que U es abierto. Luego existen ¢ € (E,7)* y t € R tales que

Rep(r) <t <Reyp(y) paratodopar ze€U,yel .

Demostracion. Caso real. Fijemos xg € U, yg € V', y consideremos el conjunto
yeVv

vemos que W es abierto. Es claro que 0 € W, y una cuenta directa muestra que W es,
ademas, convexo. Tomemos la funcional de Minkowski py de la Teo.10.2.4 y el punto
2 = yo— xo. Usando que U NV = (), concluimos que z ¢ W, por lo que py(z) > 1.
Definamos g : Rz — R por ¢g(az) = a, (a € R). Entonces si a > 0, se tiene que

vo(az) = a < apw(z) = pw(az) .

Si a < 0, tenemos que go(az) = a < 0 < py(az). Asi, po < pw en todo Rz. Por el
teorema de Hahn-Banach 10.3.2, podemos extender ¢, a una funcional R-lineal ¢ : £ — R
tal que p(x) < pw(z), ahora para todo x € E. Veamos que esta ¢ € (E,7)*. Basta ver la
continuidad en 0 € E. Para ello, observemos que si x € W, se tiene que ¢(z) < py(z) < 1.
Si ahora me dan un € > 0, podemos deducir de lo anterior que

lp(z)] <& paratodo z€ —eWNeW,

que es un entorno de 0. Lista la continuidad. Si x € U, y € V entonces

p(2)=1

r—y+zeW = plz—y+2)<1l = px)<ely).

Ademas p(U) y ¢(V) son intervalos reales disjuntos, puesto que U y V' son convexos y ¢ es
lineal. Por otra parte ¢(U) es abierto pues U lo es. Basta entonces tomar ¢t = sup p(U). A

Caso complejo. Consideremos a E' como R-EV, y encontremos, por el caso anterior, una
funcional R-lineal ¢ € (F, 7)) tal que

o(U) <t <¢(V), paracierto teR.

Luego p(x) = ¢(x) — i¢(iz) cumple que es C-lineal, T-continua, y que Re ¢ = ¢. [ |
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Corolario 10.3.6. Si (E,7) es un ELC, su dual Ef = (E, 7)* separa puntos de E.

Demostracion. Sabemos que E es Hausdorff. Luego, dados z,y € E distintos, existe un
UeO%x)tal que y ¢ U. Y como E es ELC, podemos asumir que U es convexo. Aplicamos
ahora el teorema de separaciéon de HB 10.3.5 para separar los convexos U e {y}, y nos aparece

la p € EF tal que p(x) # ¢(y). |

10.4 Krein-Milman

Definicién 10.4.1. Sea E es un K-EV y fijemos K C F.

1. Un subconjunto A C K es extremal en K si para cada par x,y € K se cumple que
(1, y)NA#o = x,y € A,
donde (z,y) ={(1 =Nz +Ay: A€ (0,1)} es el segmento “abierto” que va de x a y.

2. Un z € K es un punto extremal de K si el conjunto {z} es extremal en K, o sea si
para cada par z,y € K se cumple que

z€(xyy) = x=y==2.

3. Denotaremos por Ext(K) al conjunto de puntos extremales de K.

Ejemplo 10.4.2. Sea FE es un K-EV y sea K C E. Los subconjuntos extremales de K se
pueden visualizar como vértices, lados o caras de K (sobre todo si es convexo y cerrado).

Intuitivamente, una manera de encontrar ese tipo de partes es cortar a K con un hiper-
plano de FE, e ir corriéndose hasta los dos bordes, a ver que queda. Esto se puede hacer
analiticamente cortando a K con hiperplanos afines del tipo {z € E : p(x) = A} para una
p € Ej , y distintos valores de A. En efecto, si K es acotado, los conjuntos

my(K) ={z € K:p(a) = f o(y)} v M (K)={z €K :p(z)=suply)} (10.14)

yeK

son, efectivamente, extremales para K. La prueba es directa, y queda como ejercicio.

Lo interesante es que, si K era compacto, entonces m,(K) # @ # M,(K). Esto se prueba

tomando, por ejemplo, una red x = (x;);e1 en K tal que ¢(x;) — in}f{gp(y), y luego una
1€ ye

subred convergente, cuyo limite debe caer en m,(K). A

Ejercicio 10.4.3. Sea F es un K-EV y sea K C E. Si me dan un conjunto Ay C K que
es extremal para K, y otro A; C Ay que es extremal para Ag, probar que A; es también
extremal para K. A

183



Proposicién 10.4.4. Sea F un K-ELC. Si K C F es compacto, entonces Ext(K) # &.

Demostracion. Sea C = {A C K : @ # A, que es extremal en K y cerrado }, ordenado por la
inclusion al revés. C # @ porque K € C. Para usar el Lema de Zorn, veamos que el orden de
C es inductivo: Sea A una familia totalmente ordenada dentro de C. Llamemos A =[] A.
Como @ ¢ C y el orden en A es total, vemos que A tiene la PIF. Como K es compacto, el
Teo.6.1.3 nos da que A # &. El hecho de que una intereseccién de extremales es extremal
es bien facil. Y de cerrados ni hablar.

Asi que A € C y es una buena cota inferior de A. Ahora si, Zorn asegura que existe un
Ap € C maximal (o sea que Ay es minimal para la C). Veremos que Ay contiene un tnico
punto, que sera entonces un punto extremal de K.

Supongamos que existieran xq, ro € Ay dos puntos distintos. Como E es un ELC, el
Cor. 10.3.6 nos asegura que existe una ¢ € Ef tal que ¢(x1) # ¢(x2). Observar que, como
Ag es cerrado y vive en K, debe ser compacto. Por el Ejem. 10.4.2, el conjunto

mp(Ao) ={z € Ao : p(z) = Imf o(y)} C Ao

es cerrado, no vacio y extremal para Ag. Por el Ejer. 10.4.3, vemos que m,(Ag) es también
extremal para K. Sin embargo, tenemos que Ay # my,(Ag), porque my,(Ap) no puede
contener simultdneamente a los puntos z; y x3. Como esto contradice la maximalidad-
minimalidad de Ay, vemos que Ay = {z} y que = € Ext(K). |

El resultado mas importante de esta seccion es el Teorema de Krein Milman, que formaliza
un enunciado intuitivamente natural: un convexo compacto es el conjunto de combinaciones
convexas de sus puntos extremales. Uno se imagina poligonos o elipses y parece convincente.
Ademas, ahora ya sabemos que los compactos en un ELC tienen extremales. Definamos
ahora las capsulas convexas:

Definicién 10.4.5. Sea F un R-EV, y sea A C E. La cépsula convexa de A es el conjunto
Conv (A) = { combinaciones convexas de elementos de A } .

O sea que los elementos de Conv (A) son todos los del tipo > Agay, donde los ap € Ay

k€l
los Ay viven en R, y cumplen que ) A, = 1. Si ahora tenemos que (E,7) es un EVT,
ke,
denotaremos por Conv (A) = Conv"(A) a la 7-clausura de Conv (A). A

Veamos ahora una propiedades obvias de estas nociones: Sea E un EVT, y sea A C F.
1. Tanto Conv (A) como Conv (A) son convexos.

2. Mas ain, se puede caracterizar a Conv (A) (resp. Conv (A) ) como el menor convexo
(resp. convexo cerrado) que contiene a A.

3. Aes convexo siy sélosi A= Conv (A).
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4. Conv (Conv (A)) = Conv (A). A
Teorema 10.4.6 (Krein - Milman). Sea £ un ELC y sea K € E compacto. Entonces
K C Conv Ext(K) .
En particular, se tienen las siguiente igualdades:
1. Conv Ext(K) = Conv K.
2. Si asumimos que K es convexo (y compacto), entonces K = Conv Ext(K).

Demostracion. Llamemos Ky = Conv Ext(K), y supongamos que existe un zo € K \ Ky .
Por el teorema de separacion de Hahn-Banach 10.3.5, deben existir ¢ € Ef y t € R tales que
o(zg) <t < p(Kp). Llamemos K; = m,(K) C K, que ya sabemos que es un subconjunto
no vacio, cerrado (luego compacto) y extremal en K. Por la Prop.10.4.4, podemos tomar
un = € Ext(K;) que, por el Ejer. 10.4.3 es tanbién extremal para K. Sin embargo,

pl) = Inf o(y) < plzg) <t < @(Bxi(K)) .

Esta contradiccién muestra que K C Conv Ext(K). [
Ejercicio 10.4.7. Sean (F,7) un ELC y K C E un un compacto.

1. Dado z ¢ K, existe U € O%(0) convexo tal que (x +U)N (K +U) = @.

2. Deducir que, si K fuera también convexo, existe ¢ € Ej tal que

plr) <t<t+e<p(K) paraciertos teR y €>0.

3. Encontrar un compacto K (ahora no convexo) tal que Conv K no es compacto.

4. En cambio, si también Conv K es compacto, entonces Ext( Conv K ) C K. A

10.5 Topologias débiles en espacios normados y ELC’s

Sea E un espacio de Banach. Se dice que E es reflexivo si la imagen de E por la isometria
Jg : E — E* es todo el espacio E**. En otras palabras, si las tinicas funcionales continuas
sobre E* son las evaluaciones en puntos de F.

Esto es siempre asi cuando dim £ < oo, y también para los LP(X,>, u) y los 7, para
1 < p < oo. Pero muchas veces deja de pasar en el caso infinitodimensional (sin ir mas
lejos, L'(X, ¥, 1) no es reflexivo). Mucha teorfa de espacios de Banach sale bien redonda
en los espacios reflexivos, por lo que estd muy desarrollado el estudio de condiciones que
aseguren la reflexividad. Algunos de estos criterios, en particular aquellos que involucran el
comportamiento de F relativo a sus topologias débiles, seran tratados en este texto.
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Sin embargo, la mayoria de los espacios de Banach importantes no son reflexivos. Para
desfacer este entuerto, las topologias débiles también ayudan lo suyo. Esto se debe a una
especie de reflexividad débil que es automadtica, como veremos enseguida. Otras grandes
ventajas de usarlas provienen de dos teoremas muy profundos, el de Goldstine (que da otro
suceddneo de la reflexividad), y fundamentalmente el de Alaoglu, que asegura que en ciertos
espacios de Banach (aquellos que son el dual de otro) la bola es, al menos, w*-compacta.

10.5.1. Hay dos ejemplos importantes de topologias inducidas por seminormas, en el con-
texto de espacios normados y ELC:

1. Sea E un espacio normado y E* su dual (topoldgico). Consideremos sobre E la familia
de seminormas

F={p,:p€E}, donde py(z)=p(z) , (zr€kE).

Como ya vimos, la topologia inducida por F sobre E se denota o(F, E*) y se denomina

W,y

la topologia débil de E. A veces se la abrevia como “w”.

2. La topologia o(E*, E) en E*, es la inducida por la familia de seminormas

Fei{p:ceB}, dode p(g)=|h(g)l=lo@)]| . (p€E).  (10.15)
A o(E*, FE) se la denomina topologia débil x de E*, y se la abrevia con w*.

3. Observar que, en realidad, la o(E*, F) esta producida por un subespacio de E**, que
no es otro que Jg(F), donde Jg : E — E** es la isometria definida en la Ec. (10.13).
Pero como la accién de estas funcionales sobre E* es justamente operar por evaluacion
en los © € E, la notacién o(E*, E) es justa, y por supuesto es mas econémica que
poner o(E*, Jg(E)).

4. Més ain, si ahora suponemos que (E,7) es solo un ELC, también tenemos un dual
topolégico EX = (E,T)* que separa puntos. Luego podemos definir:

(a) En E una topologia débil o(F, E), también llamada w.

(b) En EZ, que a priori no tiene ninguna topologia el pobre, ponemos también la
topologia w*, o sea la o(E*, E), con la misma definicién que en la Ec. (10.15)
(pero acé el J, € (EX)").

5. Observar que o(E, EY) y o(EZ, E) tienen una linda propiedad (esto incluye el caso en
que E es normado): Por el Teo. 10.1.7, vemos que

I

(B.oBE)) =B v (E.oE.B) =E, (10.16)
donde el = es lo que uno se imagina.

6. Estas dos topologias se describen bien por convergencias: Por la Ec. (10.4), se tiene
que
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(a) z; L{ r <= ¢(;) — ¢(x) para toda ¢ € E* (0 ¢ € EY).
S 1€

(b) ¥i Z—f v <= pi(x) — ¢(z) para todo x € E.

En otras palabras, la convergencia w es la convergencia “contra toda ¢ del dual”, y la
w* es ni mas ni menos que la puntual. Observar que estas caracterizaciones muestran,
en particular, que las topologias débiles recién definidas son efectivemente més débiles
que las del ambiente (cuando las hay). Veremos ahora una importantisima consecuencia
del teorema de separacién de HB 10.3.5, que va en la otra direccién: A

Proposicién 10.5.2. Sea (£, 7) un ELC, y sea A C E un conjunto convexo. Luego

—- T — o(E,EY)

= A

Es decir que, para un convexo, las clausuras fuerte y débil coinciden.

Demostracion. Es claro que o(E,E*)C17 = A~ C 4 U(E’ET), por ejemplo porque en T

es més diffcil converger. Tomemos ahora cualquier » € F\ A ". Como E es ELC, existe un
entorno abierto y convexo U de z tal que UNA " = @. Ademés, la Prop. 10.2.1 nos asegura

que A " sigue siendo convexo. Estamos en las condiciones del Teo.10.3.5, que asegura la
existencia de una ¢ € (EX)g y un t € R tales que

p(U) <t<e(A") = opa)=to<t<p(Ad").

Por un lado, tenemos que A~ C F = {y € E : ¢(y) > t}. Si recordamos que ¢ € (Ef)g,
deducimos que F' es o(E, E¥)-cerrado. Pero ademds tenemos que x ¢ F, por lo que menos

) — o(E, B . — o(E,EY) _ —
podria estar en A ol ) C F. Con todo esto vimos que A o CA". [ |

Corolario 10.5.3. Sea (£, 7) un ELC. Si A C E es convexo y 7-cerrado, entonces debe ser
también o(E , E*)-cerrado. Observar que podemos aplicar esto a subespacios 7-cerrados vy,
en el caso de que E fuera normado, a las bolas cerradas. Esto dice que la convergencia w no
puede “agrandar normas”. [ |

Ejercicio 10.5.4. Sea E un espacio normado. Dada una sucesién z,, —— 0, probar que
n—oo
. ., . I
existe otra sucesion (z,)nen que ahora vive en Conv {z,, : n € N} tal que z, — 0. A
n—oo

El siguiente resultado dice, en particular, que el Cor.10.5.3 falla si no pedimos que los
conjuntos sean convexos. Por lo general, sucede el fenémeno de que las clausuras débiles
“llenan agujeros”, como veremos a continuacién:

Proposicién 10.5.5. Si F es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces la
clausura de Sp = {x € E : ||z|| = 1} en la topologia w = o(FE, E*) es toda la bola Bp .
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Demostracion. Antes que nada, el Cor.10.5.3 asegura que Bg es o(E, E*)-cerrada. Para

probar que B; = {xr € E: ||z|| <1} C Sg 7 pasta demostrar que todo entorno V' de
todo xy € B; corta a la esfera Sg. Tomemos un bésico

V={xeFE:lp(r)—pr(zo)| <e, kel,},

para ciertos € > 0y ¢1,..., p, € E*. Observemos que M = [ kery, # {0}, porque si
kel,
no la funcién lineal £ 3 z — (p1(2), ..., ¢n(2)) € C™ serfa inyectiva, por lo que E tendria

dimensién finita. Pero zg+ M C V. Tomemos un zo € M \ {0}, y la funcién
f:R—=R, dadapor f(t)=|xo+tz] -

Es claro que f es continua, f(0) = [jzo|| <1y th’m f(t) = +o0. Luego existe un ¢, € R tal
—00
que ||z + tozo]| = f(to) = 1, lo que significa que xg + tpzo € VN Sk . [ ]

La Prop.10.5.2 estudia clausuras con la topologia w de un normado. En caso de que este
sea el dual de alguien, tiene también su w* (que es mdas debil ain que su w, porque usa
solo funcionales de su pre-dual, que son muchas menos que las de su post-dual). Veremos a
continuacion el renombrado teorema de Goldstine que dice que clausuras en norma y en la
w* pueden no coincidir, ain en conjuntos convexos, y muy famosos. Pero antes de enunciarlo
repasemos unas cosas.

Recordemos que, dado un espacio normado FE, denotamos por Jg : F — E** denota a la
isometria natural, que en general no es epi. Por ello, Jg(Bg) es cerrada en la norma de E**
(siempre que F sea un Banach), pero por lo general (si E no es reflexivo) es mucho més
chica que B+« . Sin embargo, para la otra topologia usual de E**, que es la o(E**, E*) (o
sea la w* de E**), veremos que Jg(Bg) es siempre densa en E**:

Teorema 10.5.6 (Goldstine). Sea E es un espacio normado y Jg : E < E** es la isometria
natural. Llamemos B = Jg(Bg) C E** (que es || - ||-cerrada). Luego vale que

*

—_— L w

B eso(E*™, E*) densaen Bpgs , oseaque Jg(Bg) = Bge . (10.17)
Si bien esta formulacién es muy rimbombante, demos también esta otra mas concreta:
Para toda p € Bg« existe unared x = (2;);er en Bpg tal que ¢(x;) — p(e),
1€

para todas las ¢ € E* (con la misma red).

., .. - w* ..
Demostracion. En principio hace falta ver que B~ C Bpg« , lo que significa que el tomar
limites w* no agranda las normas. En efecto, si tomamos una red x = (z;);e; en Bg, y
. w*
asumimos que Jgr; — p € E**, para cada ¢ € Bg+ nos da que
il

plp) = lim Jp 2i(p) = lim p(z;) .
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Como todos los términos ¢(z;) cumplen que |o(x;)| < ||¢] ||| < 1, vemos que [p(¢p)| < 1.
Como ¢ € Bp+ era cualquiera, deducimos que ||p|| < 1, o sea que p € Bp« .

Llamemos A = B ", que es convexo y w*-cerrado (incluso més: en breve veremos que es
w*-compacto por Alaoglu). Supongamos que existe un p € Bgs« \ A. Como (E**,w*) es un
ELC, podemos encontrar un abierto U € o(E**, E*) que cumpla las siguientes condiciones:

Uesconvexo , pelU y UNA=9.

Les podemos aplicar el teorema separacién de H-B 10.3.5 a los convexos A y U (con éste
ultimos w*-abierto). El nos dice que existe una funcional ® € (E** | w*)* tal que

ReCID(A) < t < ReCI)(U), para ciertot € R .
Como 0 € A, vemos que t > 0. Observar que, por el Teo. 10.1.7, sabemos que
(B, o(E™, E*)) = Jp:(E*) C B = &= Jp-p paracierta o€ E*.
Asi que, si tomamos un x € Bg, como Jgx € A, tendremos que
t > Re ®(Jpz) =Re Jp- ¢(Jpx) = Re Jpz (¢) = Re ¢(z) .
Pero si ¢(z) = €?|¢(x)|, la misma desigualdad vale para y = ez € By . Luego,

()] = e p(z) = o(y) = Rep(y) <t .

Esto dice que ||®|| = ||¢|| = sup |p(z)| < t. Lamentablemente, por otro lado tendremos que

z€EBR

@] <t < Re®(p) < [®(p)| <[] lpll < [[®]]  (porque p estaba en Bp--) .

Este desastre provino de suponer que Bp« \ A # &, y a otra cosa mariposa. [ |

Observacién 10.5.7. El Teorema de Goldstine tiene aplicaciones en la direccién de carac-
terizar la reflexividad de espacios de Banach (que ya veremos). Sin embargo, su formulacién
concreta es también muy 1til en varios contextos. El mas interesante lo contaremos somer-
amente a continuacion, a pesar de que habra que creer un montén de cosas.

Sea X un ET compacto Hausdorff. Tomemos el espacio de Banach C'(X) = C(X,C), con la
norma || - |« . Un famoso teorema de Riesz dice que C(X)* = M(X), que es el espacio de
medidas Borelianas, complejas y regulares, dotado de la norma ||u|| = |p|(X), donde |u| es
la variacion total de p (que es una medida positiva finita). Las definiciones de estas cosas
pueden encontrarse en cualquier tratado de teoria de la medida, o de AF, asi que sigamos
sin entrar en detalles. La accién de M (X) sobre C'(X) estda dada por la integracién. O sea:

Fijada € M(X) , hacemos ¢, (f) = / fdu, paracada feC(X).
X
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Ahora bien, el espacio C(X)™ = M(X)* es inabordable. Pero uno conoce muchos de sus
elementos. Por ejemplo, si g : X — C es medible Borel y acotada, se puede definir

py € M(X)* dadapor p,(p) = / gdu, paracada pe M(X).
X
Més atin, es facil ver (si uno sabe algo de estas cosas) que ||py|| = ||g|l . Por ejemplo,

[ o] = [ ol < Nl el = gl i

La otra desigualdad sale usando las medidas puntuales §, € M(X), (z € X) que integran
evaluando en x y tienen norma uno. Ahora llegamos al Teorema de Goldstine 10.5.6. El
nos dice que, para cada g : X — C medible Borel y acotada, se puede encontrar una red
f = (fi)icr en C(X) tal que ||filloo < ||pgll = ||9]loc Para todo i € I, que ademdas cumple que

/fi dp — / gdu, paratoda pe M(X). (10.18)
< el Jy

Es divertido observar que el hecho de que f; w—} g significaba que convergen “puntualmente”,
1€

pero que en este contexto los “puntos” vendrian a ser todas las medidas p € M,(X). Como
ellas incluyen a las pu, para los x € X, eso es decir mucho mas que la otra nociéon de
convergencia “puntual” dada por f;(x) — g(z) para todo = € X.

1€

La Ec.(10.18) da una aproximacién débil de las acotadas por las continuas (del mismo
tamano y para todas las medidas con una sola red) que es interesante en si misma, pero sobre
todo es de capital importancia al estudiar el teorema espectral para operadores acotados
autoadjuntos en espacios de Hilbert.

Todo lo anterior se puede generalizar al caso en que X sea tan solo LKH, y el Banach sea
Co(X), cuyo dual sigue siendo M (X). Aplicando esto a X = N con la topologia discreta,
releemos lo anterior como:

co*=10"=MN) , ({')*=(* y que truncar aproxima w* a los elementos de /> .

Esto sale a mano, pero da una idea del tipo de teorema que hemos visto. A

10.6 Alaoglu

El siguiente teorema es lo mas importante de todo el Capitulo. Para medir su impacto, baste
decir que ningin espacio normado infinitodimensional puede tener bolas compactas. La
prueba de eso es elemental, pero la dejamos para AF. El tema es que los espacios de Banach,
atin siendo métricos completos, no son casi nunca localmente compactos. Y para peor, la
falta compacidad local hace fallar casi la mitad de los teoremas que uno quisiera probar, y
que hasta uno se cree que deben ser ciertos, porque en caso finito parecen elementales. Pero
el hecho de que, en ciertos casos, uno pueda usar que la bola es compacta, aunque sea para
una topologia drasticamente mas débil, muchas veces saca las papas del fuego.
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Teorema 10.6.1 (Alaoglu). Sea E un espacio normado. Entonces se tiene que
Bp = {p € E": ||p|| <1} eso(E", E)- compacta .

Demostracion. Abreviemos Bg = B. Los ¢ € B cumplen que |p(z)| < ||z| para cada x €
E. Llamemos D, = {\ € K : |A| < ||z||}. Entonces p(z) € D, para cada = € E. Hagamos

el producto D = [] D,, dotado de la topologia producto. Sabemos que D es compacto,
el
por el teorema de Tychonoff. Para probar el teorema mostraremos que (B,o(E*, E)) es

homeomorfo a un subconjunto cerrado de D.

Definamos @ : B — D, por ®(¢) = {¢(x)}.cr, para ¢ € B. Veamos que, si
C = {{)\x}er ED: Ny =N+ Ay ¥V Aoz =, paratodo z,y € E, aGK} ,

entonces ®(B) = C. En efecto, si ¢ € B entonces ®(p) cumple las condiciones de linealidad
que definen a C. Reciprocamente, si A = {\,},.cg € C, entonces consideremos la funcional

oy E—K dadapor ¢y(x)=A\,, para zxz€F.

Las propiedades del conjunto C hacen que ¢, sea lineal. Pero ademds |¢y(z)| = |X:| < ||z,
para todo x € E. Luego tenemos que que ¢, € B. De lo anterior deducimos que ® es
una biyeccion de B sobre C. Para ver que C es cerrado, basta notar que C coincide con la
intersecciéon de los ntcleos de las funcionales continuas de D en C de la forma

Doadx= A=A —A (y,z€E) vy DaX=Ay—a), (yeE ackK).

Solo falta ver que que ® : B — C es hdmeo (si en C usamos la topologia inducida por la
producto de D). Pero esto tltimo es inmediato, pues basta observar que en ambos conjuntos
la convergencias coinciden: ambas son la convergencia coordenada a coordenada, para cada
x € E. En C porque asi es la la topologia producto. En B porque alli usamos la w*. [ |

Este resultado da una interpretacion infinitodimensional al céntico de los estudiantes de
Nunez las marchas: “Exactas, Exactas, las bolas bien compactas”.

Corolario 10.6.2. Todo espacio de Banach E es isométricamente isomorfo a un subespacio
cerrado de C'(K) para un conveniente ET compacto Hausdorff K.

Demostracion. Sea K = (BE*,U<E*, E) ), que sabemos que es compacto por el teorema de
Alaoglu. Definamos ahora la funciéon 7' : E — C(K') dada por la composicién

.|BE*

B2 B 2EL O(K), o sea T(x):JE:c|BE*, rek.

Es facil ver que T(z) = Jg x‘BE* es o(E*, F)-continua, porque esta topologia es la de la
convergencia puntual, y T'(x) actia en Bg- por evaluacién en el punto z.
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Por otro lado, la funcion T', ademas de ser evidentemente lineal, es isométrica. Esto se testea
directamente a partir de las definiciones invlucradas (se usa la Ec. (10.12) ). La imagen de
T es un subespacio cerrado de C'(K), pues E es completo y T' es isométrica. |

Mejoraremos el resultado anterior en el caso en que E es separable. Para ello, necesitamos
un lema especifico:

Lema 10.6.3. Sea (K, 7) un ET compacto tal que C(K) tiene un subconjunto numerable
F que separa puntos de K. Entonces el espacio K es metrizable.

Demostracion. Pongamos que F = {p, : n € N} C C(X) separa puntos de K. Entonces

d(x,y)zzl @) —onl g

= 2" 14 |on() = on(y)]

define una distancia sobre K. Como todas las ¢, son 7-continuas, también lo seran las
funciones d, : K — R dadas por d,(y) = d(z,y), (y € K). Como By(z,e) = d,'(—¢,¢) € T,
deducimos que la topologia métrica 7; C 7. Por otro lado, si F' C K es 7-cerrado, entonces
F es T-compacto, y por ende 74-compacto. Como 74 es de Hausdorff (es métrica), queda que
F' es también 74-cerrado. Todo esto dice que 7, = 7. O sea que K era metrizable. [ |

Proposicién 10.6.4. Si E es un espacio de Banach separable, entonces todo subconjunto
o(E*, E)-compacto K de E* es metrizable.

Demostracion. Si {x, : n € N} es denso en F entonces {Jg x, : n € N} distingue los puntos
de E* y, con mayor razén, los de K. Luego se aplica el lema anterior. [ |

Corolario 10.6.5. Si E es un Banach separable, entonces (BE*,O'(E*, E)) es un ET com-
pacto metrizable y E es isométricamente isomorfo a un subespacio cerrado de C'(Bg~). W

Observacion 10.6.6. Fijemos un espacio de Banach E con dim £ = co. En la demostracion
de la Prop. 10.5.5 hemos probado que todo entorno bésico del 0 en o(FE, E*) contiene sube-
spacios de codimension finita. En particular, esto muestra que todos los entornos basicos
son no acotados. Pero sirve ademéds para probar que la topologia o(F, E*) no puede ser Nj .

Observar que, en el caso en que F sea separable, reflexivo y por ello en F coincidan la w con
la w* de su predual (esto lo probaremos detalladamente en breve), esto marca una diferencia
esencial entre el comportamiento de las topologias débiles, entre su restriccion a una bola
cerrada (donde queda metrizable), y lo que pasa en todo el espacio (no es ni Ny).

Veamos que no queda Ny : Supongamos que tenemos 3 = {U, : n € N} una familia numer-
able en entornos bésicos del 0. Para cada U, € (3, definamos por S, C E* al subespacio
generado por las finitas funcionales de E* que lo generan. Llamemos

M, =S = ﬂ kero C E
pESn
que es un subespacio cerrado de codimension finita (basta intersectar los nucleos de los finitos

generadores del entorno U,,). Observar que M, C U, para todo n € N.
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Por el Teorema de Baire 7.3.1, una unién numerable de subespacios finitodimensionales no
puede cubrir a todo el Banach E* (son cerrados de interior vacio). Tomemos entonces una

funcional py € E*\ |J S, # @. Para cada n € N, el Lema 10.1.8 nos dice que
neN

wo & S, — M,= ﬂ ker ¢ Z ker ¢ , (10.19)

PESH

de nuevo porque podemos realizar a M, como una interseccién finita de nicleos. Ahora
bien, tomemos el entorno Uy = {z € E : |po(z)| < 1}. Si me dan cualquier n € N, por
la Ec. (10.19) puedo encontrar un z,, € M, tal que yo(z,) # 0. Luego existe un N € R*
tal que |po(Nz,)| = N|po(z,)| > 1, por lo que Nz, ¢ Uy, aunque sigue pasando que
Nz, € M,, CU, . En otras palabras, ningin U,, vive adentro de Uy, asi que  no puede ser
una base de entornos del cero. Por todo ello, (E, o(E, E*)) NO es Nj. A

10.7 Una caracterizacion de la reflexividad

Teorema 10.7.1. Si E es un espacio de Banach, entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. F es reflexivo.

2. E* es reflexivo.

3. o(E*, E) = o(E*, E*), o sea que, en E* coinciden la w y la w*.
4. Bp es o(E, E*)-compacta (i.e., la bola de E es w-compacta).

Demostracion. 1 = 3: Como Jg : E — E** es sobre, las topologias o(E*, E) y o(E*, E**)
estdn generadas por las mismas funcionales, por lo que coinciden.

4 = 1: Llamemos F = Jg(E) C E**. Como Jg es isométrica, Br = Jg(Bg). La biyeccion
JE permite trasladar la topologia o(E, E*) a F', donde es claro que coincide con la inducida
por o(E**, E*) sobre F. Luego, por 4, Br es o( E**, E*)-compacta y por lo tanto o(E**, E*)-
cerrada. Sin embargo, el teorema de Goldstine 10.5.6 dice que Bp es o(E**, E*)-densa en
Bpg«. Ambos hechos prueban que Br = Bg«, por lo que Jg debe ser epi, y F reflexivo.

3 = 2: Por el teorema de Alaoglu 10.6.1, Bg« es o(E*, E)-compacta. Por la condicién
3, Bp~ es o(E*, E**)-compacta. Apliquemos ahora al espacio E* la implicacién 4 = 1 ya
demostrada, y resulta que E* es reflexivo.

2 = 1: Sigamos con la notacién Jg(E) = F C E**. Recordemos que, por la Prop.10.5.2, la
bola Bp C E**, al ser || - ||-cerrada y convexa, debe ser también o(E**, E***)-cerrada. Como
E* es reflexivo B es también o(E**, E*)-cerrada (ya vimos que 1 = 3). Pero por el teorema
de Goldstine 10.5.6, Bp es o(E*™*, E*)-densa en Bg«. Asi, Bp coincide con Bgs y, como en
4 = 1, E nos queda reflexivo.
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1 = 4: El teorema de Alaoglu 10.6.1 dice que Bp« es o(E**, E*)-compacta. Pero si E es
reflexivo, pasa que F' = E** y Br = B+, que es o(E**, E*)-compacta. Volviendo a E con
la biyeccién J;', que manda By en Bg y transforma a o(E**, E*) en o(E, E*), tenemos que
Bp es o(E, E*)-compacta. [

10.8 Ejercicios

Ejercicio 10.8.1. Sea E un K-EV. Se tienen las siguientes propiedades:
1. La interseccién de cualquier cantidad de conjuntos convexos en F queda convexa.

2. El trasladar a un convexo le conserva esa propiedad. Es decir que si A C E es convexo, también lo
serd A+ ={a+x:a€ A}, para todo z € E.

3. M4s atin, si A, B C E son ambos convexos, también A+ B ={a+b:a € Ay b€ B} queda convexo.
4. Si A C E es convexo, para todo A € K se tiene que AA = {Aa : a € A} es convexo.

5. Dada un topologia 7 que haga de E un EVT, para todo convexo A C F se tiene que su 7-clausura
A" es también convexo.

Ejercicio 10.8.2. Sea (E,7) es un ELC. Dados K C FE convexo compacto y F' C E convexo cerrado tales
que K NF = @, existen una ¢ € (E,7); y un a € R tales que

3 < mi . A
méx () <o < min e(y)

Ejercicio 10.8.3. Sea E es un EVT. Dados K C E y ¢ € Ey, probar que

1. Los siguientes dos conjuntos son extremales para K (o vacios):

my(K) = {x e K : o(x) :;glf(cp(y)} y My(K)={zeK:q) :Sglgw(y)} :

2. Si E era un ELC, K era compacto y ¢ € E*, entonces my,(K) # @ # M, (K).
3. En las condiciones anteriores, si € Ext(K), existe una ¢ € E* tal que x € my(K).

4. Haciendo dibujos de convexos en R? uno podria arriesgar que en el item anterior se podria conseguir
una ¢ € E* tal que my(K) = {z} solito. Pero eso es falso en general (ain si K es compacto).

Contraejemplificarlo en R2. A

Ejercicio 10.8.4. Sea E es un K-EV y sea K C E. Si me dan un conjunto 4y C K que es extremal para
K,y otro A; C Ap que es extremal para Ay, probar que A; es también extremal para K. A

Ejercicio 10.8.5. Sea F es un K-EV. Sean K C F un convexo, y x € K. Probar que
x € Ext(K) <= K\ {z} sigue siendo convexo . A

Ejercicio 10.8.6. Sea (E,7) un ELC.

1. Encontrar un compacto K C F (ahora no convexo) tal que Conv K no es compacto.

2. En cambio, si también Conv K es compacto, entonces Ext( Conv K) CK. A
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Ejercicio 10.8.7. Encontrar dentro de R® un conjunto convexo compacto K tal que HExt(K) no sea
cerrado. A

Ejercicio 10.8.8. Sean F un EN, z € E y una sucesiéon x = (z,)nen en E tales que z, —~ - z, probar
n—oo
que

1. Nuestra x = (z,,)nen debe ser acotada en norma.

2. Ademss ||z|| < liminf |,
n— oo

3. Existe otra sucesion (z,)nen que ahora vive en la cdpsula convexa Conv {z,, : n € N} que cumple la

. [ Il
condiciéon mas fuerte z, —— 0. A
n—oo

~ ~

Ejercicio 10.8.9. Probar que no existe ningtin normado E tal que E* = L'(R) donde 2 significa iso
isométrico sobre (idem para R™ o el [0, 1]). Esto suele resumirse como que L!(R) “no es el dual de nadie”.

Sug: Si existiera el tal E se podrian aplicar eventuales teoremas de Alaoglu y Krein-Milman para mostrar
que la Brir) deberfa tener puntos extremales. ;Los tiene?

Ejercicio 10.8.10. Sea F un EB. Dados z € E' y una sucesién (x,)nen en E, probar que

. w
1. Si z,, —— x entonces x,, — x.
n— oo n— o0

2. Sidim E < oo, ahf vale que z, —— = <= z, — .
n—oo n—oo

Ejercicio 10.8.11. Sean FE y F espacios de Banach y T : E — F una transformacion lineal. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es acotada.
2. T*(F*) C E*.
3. T es continua de (E,w) en (F,w).

Ejercicio 10.8.12. Sea F un EB de dimensién infinita. Probar que la bola B% = {z € E : ||z|| < 1} tiene
interior vacio (!!) si la pensamos en (E, w).

Ejercicio 10.8.13. Sea F un EB. Dados ¢ € E* y una sucesién (¢, )nen en E*, probar que

1. o — ¢ = @nLMp == @L)w.
n—oo

n—oo n—oo
2. Sidim F < oo, las tres convergencias son equivalentes.

Ejercicio 10.8.14. Sea E = (>°(N). Si (¢n)nen es la sucesiéon en E* dada por ¢,(x) = z, para x =
(zn)nen € E'y n € N. Probar que

1. Las ¢, € Bg+ para todon € N.
2. Sin embargo, (@, )nen no tiene ninguna subsucesién w*—convergente.

i Contradice esto el hecho de que Bg+ es w*—compacta?

Ejercicio 10.8.15. Sean 1 < p < oo. Dados x, x(") € ¢» (n € N), probar que

xW — 5 x = sup x|, <oc y lim x,(gn) =z, paratodo keN.

Ejercicio 10.8.16. Sea H un EH. Dados « € H y una sucesion (z,)nen en H, probar que
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1. 2, —— 1z <= (vn,y) — (z, y) para todo y € H (este es Rieszible).

n—o0 n—oo

2. Si {e, : n € N} es un SON en H, entonces e,, —— 0.

n—oo

Ejercicio 10.8.17. Sean cp € L°°[O 1] ( n)neN una sucesién en L0, 1]. Consideremos los operadores de
multiplicacién asociados M, y M, (n € N) todos ellos en L(L?[0,1]). Probar que

on -2 en L®[0,1]=LY0,1]" <= M, f—">+M,f paratoda fe L2[0,1].
n— 00

n—oo

Ejercicio 10.8.18. Probar que C[0, 1] es cerrado en L*°[0, 1] con la topologia inducida por la norma || - ||
pero no en la topologia w*.

Ejercicio 10.8.19. Sea F un EVT. Dados K, V C F tales que K es compacto y V es abierto y K C V,
probar que existe un entorno U del cero tal que K +U C V.

Ejercicio 10.8.20. Sea E un espacio vectorial y A y B subconjuntos convexos de E. Probar que para todo
par de numeros reales a y b el conjunto aA + bB es convexo.

Ejercicio 10.8.21. Sea E un espacio vectorial y A un subconjunto convexo de E. Probar que
si €A and yed = [r,y) ¥ {(1-Nz+iy: Ae0,1)} C A°.

Ejercicio 10.8.22. Sea E un espacio de Banach reflexivo y F' un subespacio cerrado de E. Probar que para
todo x ¢ F existe un un o € F tal que ||z — x¢|| = min{||lz — y|| : y € F}.

Ejercicio 10.8.23. Sean E, F dos EB y sea T € L(E, F). Probar que T* pensado como T* : (F*, w*) —
(E*, w*) es también continua. Deducir que T*(Bp+) es || - || cerrada en E*.

Sug: Si ¢; w—> pen F*yx € E, entonces T v = ¢;(T ) = o(Tx)=T;w.
Veamos un ejemplo: Sea T € L(¢2, ¢') dada por Tx = (2),en para X = (T, )nen € 2.

n

1. Usando Cauchy-Schwarz mostrar que ||T||* <>\ 1/n?.

2. Su adjunto T* € L(£>°, £?) se define (en las entradas) igual que T', multiplicando por %
3. Mostrar que T*(Bye) es compacta. A

Definicién 10.8.24. Sean F y F' dos EB’s. Fijemos una red T = (T;);c1 y un 7', todos en L(E, F).

1. Decimos que T; % T (se lee “T; converge fuertemente a 7”) si para cualquier x € E se tiene que
1€

Txu>Tx (en la norma de F).

2. En cambio T; M> T (se lee “T; converge débilmente a T”) si para cualquier x € E se tiene que

T, x A]? Tx (en la débil o(F, F*) de F). En otras palabras, si
1€

(Tix, ¢) — (Tx,p) paratodopar z€E, peF*. A
1€

Ejercicio 10.8.25. Sean E y F dos EB’s. En L(FE, F) se consideran las topologias S.0.T y W.O.T via las
convergencias homénimas.

1. Caracterizar las familias de seminormas que producen las topologias S.O0.T y W.0.T de L(E, F).

2. Describir los entornos (sub)bésicos del 0 de las mismas.
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Capitulo 11

Homotopia

Este capitulo esta basado en las notas escritas por C. Eugenio Echagiie y Gisela Tartaglia,
que a su vez se basaron el el capitulo correspondiente del libro de Munkres [2].

11.1 Homotopia de curvas

A lo largo de este Capitulo llamaremos I al intervalo cerrado [0, 1] C R.
Definicién 11.1.1. Sean X e Y dos ET’s. Dadas dos funciones fy, f1 € C(X,Y’), decimos
que fo es homotdpica a f; (y escribimos fy & f1), si existe una funcién continua

F:XxI—=Y tal que F(x,0)= fo(x) vy F(z,1)= fi(xr) paracadaze X . (11.1)

A una tal funciéon F se la llama homotopia entre fo v fi. Si fi es una funcién constante,
diremos que f, es homotépicamente nula. A

Si pensamos al pardmetro ¢ como representante del tiempo, la homotopia F' describe una
deformacién continua de fy en f;, cuando t se mueve de 0 a 1, donde las deformaciones
intermedias (para t € (0,1)) serfan las funciones f; € C(X,Y) dadas por fi(z) = F(x, t),
x € X. Un caso particularmente importante de funciones son las curvas entre dos puntos.
Para ellas se define una relacién de homotopia mas restrictiva:

Definicién 11.1.2. Sea (X, 7) un ET.

1. Dados zg, x; € X, diremos que una funcién v € C(I, X) es una curva de xy a x; si
v(0) = xo y v(1) = ;. Los puntos z y x; se llamaran punto inicial y final de .

2. Dadas dos curvas v y p, ambas de xy a x;, decimos que son homotdpicas como
curvas si existe entre ellas una homotopia que fija los puntos zy y 7 todo el “tiempo”

F:IxI— X comoen (11.1) tal que F(0,t) =x¢ y F(1,t) =, paratodo t €I,

cosa que llamaremos “una homotopia de curvas” (o p-homotopia). En tal caso es-
cribiremos que v =, p, y también diremos que 7 y p son p-homotopicas. A
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Observacién 11.1.3. Sea A un subconjunto convexo de R™. Entonces, dos curvas cua-
lesquiera v, p en A de zy a x; son p-homotodpicas en A, ya que la funcién

F:IxI— A dadapor F(x,t)=(1—1t)vy(z) + tp(x), para (z,t) € xI
es una p-homotopia entre v y p. A una tal F se la llama homotopia por rectas. A

Observacion 11.1.4. Tanto = como =, son relaciones de equivalencia. Las demostraciones
son tediosas pero elementales, se basan en reparametrizar y “pegar” homotopias, trabajo
que dejamos como ejercicio. La herramienta principal es el Lema del pegoteo (2.5.6).

Dada una curva v, denotaremos por [y] a su clase de equivalencia segin la relaciéon =, .
Notar que todos los elementos de [7] tienen el mismo principio y el mismo fin. A

Definicién 11.1.5. Sea (X, 7) un ET. Si v es una curva en X de xy a 21 y p una curva en
X de x1 a x5, definimos el producto 7 * p como la funciéon « dada por

a(s) = { 7(2s) s€ [0, 3] : (11.2)

p(2s — 1) se [3.1]

La buena definicién y la continuidad de « se deducen del Lema del pegoteo 2.5.6. El resultado
a =y * p es una curva de xy a x5, cuya primera mitad es v y su segunda mitad p. A

Observacién 11.1.6. El producto de curvas induce una operaciéon bien definida sobre las
clases de p-homotopia, dada por la ecuacién

Dol =[xl -
Para mostrarlo bastaria ver que si v1 =, 72 y p1 =, p2, entonces v * p1 =, ¥2 * p2. Sean F'
una p-homotopia entre v; y 72 y G otra entre p; y ps. Definimos

_JF@esy  se [0, 3]
H(S’t)_{a(zs—l,t) selz, 1]

La nueva funcién H estd bien definida y es continua por el Lema del pegoteo 2.5.6 (cuando

s = % se pegan bien: G(0,t) = F(1,t) = x;) y es la p-homotopia requerida. A

Para probar las principales propiedades de la operacién %, conviene hacer un par de obser-
vaciones previas: Supongamos que tenemos dos curvas v =, p en un espacio X, a través de
la p-homotopia F': I x I — X. Dada una g € C(X,Y), se ve facilmente que las curvas

goy 'y gop son p-homotépicas via la p-homotopia goF:Ix1—Y . (11.3)

Maés atin, componer con g es compatible con la operacion *, tanto en curvas concretas como
en las clases: (go)*(gop)=go(y*p) y [gor]*[gop]=I[go(v*p)).
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Lema 11.1.7. La operacién * entre clases tiene las siguientes propiedades:

1. Asociatividad. Si [y]* ([p]*[a]) estd definido (si sus inicios y finales son coherentes),
entonces también lo estd ([7] = ([p] ) * [a] y son iguales. Los llamaremos [y] * [p] * [a].

2. Neutro a izquierda y a derecha. Dado = € X, denotemos por e, la curva constante
e, = x. Si 7y es una curva en X de xy a xy, entonces

flxlea] =11 v lea] * [T =1/

3. Inverso. Dada la curva v en X de zy a x1, sea 7 la curva de x; a xg definida por
I> s~ 75(s) =~(1—s), mentada como la inversa de 7. Entonces vale que

DBl =lew] v Blxhl=lea]

Demostracion. La idea de todas las pruebas es mostrar las identidades operando en el
intervalo I (que es convexo), y luego componer con las curvas originales para que aparezcan
las operaciones con * . Por ejemplo, si llamamos ey : I — I a la funcién constante eq = 0,

2 e [o,1
y m : I — I dada por m(s) = N N [ 2} , cuya grafica es tipo A, la

2 —2s se [3,1]

Obs. 11.1.3 nos dice que ey =, m. Por ello (y porque 2 —2s = 1 —(2s — 1) ) también lo seran

Czg = VO € Zp YOM=7*7 y €y =70€ =pYOom=7%7.

Algo muy similar prueba el item 2. En cambio el 1 es algo més engorroso. La idea es mostrar
que existe una curva zigzageante h : I — I que cumple las siguientes dos condiciones:

1. h(0) =0y h(1) =1, por lo que h =, Z; (dada por Z;(s) = s).
2. (yxp)xa={yx(pxa)}oh

Luego ~ * (p*a) = {7* (p*a)}OI[ =, {7* (p*a)}oh: (V*P) x . Dejamos la
construccién explicita de h como ejercicio para el lector aplicado. [ |

11.2 El grupo fundamental
El conjunto de clases de homotopia de curvas en un espacio X no es un grupo con la nueva
operacién x porque el producto de dos clases de equivalencia no esta siempre definido.

Pero si tomamos un punto zy de X como base y nos restringimos a aquellas curvas que
comienzan y terminan en xg, ahi si el conjunto de sus clases de p-homotopia resulta ser un
grupo con la operacién *. Eso serd el grupo fundamental de X (en z).
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Definicién 11.2.1. Sea (X, 7) un ET y fijemos xy un punto de X.
1. A una curva en X que comienza y termina en x, se lo llama xy-rulo.

2. El conjunto de las clases de p-homotopia de xp-rulos, dotado de la operacion x*, se
denomina grupo fundamental (GF) de X relativo al punto base zg .

3. A este grupo se lo denota por (X, x). A

Veamos ahora como relacionar a los m; de X basados en distintos puntos:
Definiciéon 11.2.2. Sea « una curva en X de z; a xg. Definimos el “morfismo”
a:m(X, zg) = m(X, z1) dadopor a([y]) = [a]*[y]*[a] ,
para cada xg-rulo . La funcién & estd bien definida, por estarlo la operacion . A

Teorema 11.2.3. Sea (X, 7) un ET, y sean zy, x; dos puntos de X tales que existe una
curva a en X de z7 a xy. Luego, la flecha a : 7 (X, z9) — m (X, z1) es un isomorfismo.

Demostracion. Veamos que @ es un morfismo de grupos: Dados xg-rulos v y p,

a() =a(lpl) = ([@l* [ =la]) = ([a] = [p] x[a] ) = [@]*[7] * [p] * [a] = @([7] = [p]) -

Veamos que @ es iso: Sea = @, que va de xy en x; . Entonces, para un [0] € m1 (X, x1),
B(I0) =lal = (8] [@), = a(B([o]) ) =[al*(le][o]«[al) o] =[] .

De manera similar se muestra que 3 (a([v]) ) = [7] para todo [] € mi (X, zo). |

Corolario 11.2.4. Si X es arco-conexo y xg y x1 son dos puntos de X, entonces

T (X, mo) es isomorfo a m (X, z1) . [ |

Sean X un ET, y C una componente arco-conexa de X que contiene a un punto xy. Es
facil ver que m (C,zo) = m (X, xo), ya que todos los rulos y p-homotopias en X que estén
basados en xy deben permanecer en el subespacio C. De este modo, m1(X , o) depende sélo
de la componente arco-conexa de X que contenga a g, y no nos ofrece ninguna informacién
del resto de X. Por esta razon, es muy usual trabajar sélo con espacios arco-conexos cuando
se estudia el grupo fundamental.

Definicién 11.2.5. Decimos que un espacio X es simplemente conexo si es arco-conexo
y m (X, o) es el grupo trivial para algin zo € X, y por tanto, para todo zy € X. A

Ejercicio 11.2.6. Probar que, en un espacio simplemente conexo, dos curvas cualesquiera
con los mismos puntos inicial y final son p-homotodpicas. Se sugiere considerar el rulo 7 * p,
y aprovechar lo que le pasa. A
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Ahora veamos como se comporta nuestro funtor 7; con las flechas entre ET’s. Supongamos
que f € C(X,Y) lleva el punto zo € X al punto yy € Y. Denotaremos esto por

(X, m0) > (Vo) obien  feC((X,w0), (Vo))

Si v es un xp-rulo, entonces la composicion fo~y: I — Y es un yg-rulo en Y. La correspon-
dencia v — f o7 nos conduce a una aplicacién que lleva 71 (X , z¢) a m (Y, yo):

Definicién 11.2.7. Sea f € C( (X, zo), (Y, y0)>. Definimos el morfismo

form(X, @) = m(Yoy) dadopor  fi([y]) =[fon]. para [y]€m(X, z).
Se lo llama el morfismo inducido por f, relativo al punto base z . A

La aplicacién f, esta bien definida ya que, si F' es una p-homotopia entre v y p, entonces
f o F es una p-homotopia de curvas entre entre f o~y y fop. El hecho de que f, sea un
morfismo se sigue de la igualdad (f o) (fop) = fo(y*p), que se deduce de la Ec. (11.3).

El morfismo f, no sélo depende de f sino también del punto base zy. En el caso en que
haga falta, lo haremos notar escribiendo (fy,). . Veamos mds funtorialidades covariantes:

Proposicién 11.2.8. Sean (X, xg), (Y,v0) ¥ (Z, z) tres ET’s punteados. Entonces
1. Si f S C( (X7 l’o) ) (Yuy(])) yg€ C( (Y7y0) ) (Z7ZO> )7 entonces (g © f)* =g+ ©° f* .
2. SiZ: (X, z9) = (X, z9) es la funcién identidad, entonces Z, es el morfismo identidad.

Demostracion. Mas largo el enunciado que la prueba: Observar que

gso ful([V]) = g (f(7]) ) = gl [for]) =lgo(fonN]=go f)or] = (g0 f)([7]) .

Por otro lado, Z,([y]) = [Z o] = [1], ¥ que la clase de 7 se toma en el mismo conjunto. M

Corolario 11.2.9. Si f : (X, x9) — (Y, yo) es un hémeo, entonces f,. es un isomorfismo
entre m (X, zo) vy m1 (Y, 90).

Demostracion. Funtorialidad clasica. [ |

11.3 Revestimientos

Definicién 11.3.1. Sea p : E — B una funcién continua y suryectiva.

1. Se dice que un abierto U C B esta regularmente cubierto (o feteado) por p si la
preimagen p~1(U) puede escribirse como unién disjunta de abiertos V,, C E tales que,
para cada « la restriccion de p|y, : V, — U es un homeomorfismo.

2. La coleccién {V,} serd denominada una particién de p~!(U) en rebanadas.
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3. Si asumimos que F es de Hausdorff y todo punto de b de B tiene un entorno feteado
U, entonces se dice que p: ' — B es un revestimiento. A

Observacién 11.3.2. Sip: E — B es un revestimiento, para cada b € B, la fibra p~!(b) es
discreta. En efecto, si U es un entorno feteado de b, cada rebanada V,, de p~1(U) es abierta
en £y corta a p~'(b) en un solo punto (y hay fetas para todos). A

Observacion 11.3.3. Sip : F — B es un revestimiento, entonces p es una funcion abierta.
Maés aun, p es un homeomorfismo local entre ' y B. Es decir, cada punto e € E tiene
un entorno que se aplica por p homeomorficamente sobre un subconjunto abierto de B.

En efecto, dado a € E'y x = p(a) € B, podemos elegir un entorno abierto y feteado U de z,
y una feta V,, de p~1(U) tal que a € V,,. Pero ya sabemos que V, es abierto y que p : V, — U
es homeo. Es muy facil ver que ser homeo local implica ser abierta. A

Ejemplo 11.3.4. La funcién p : R — S! C C dada por la ecuacién

p(x) = €'*™® = cos 2w + i sen 27rx , parar €R |

es un revestimiento.

Demostracién. Consideremos el subconjunto U = {z € S* : Rez > 0} C S'. Luego
p H(U)={r € R:cos 2mz > 0} = U V., donde cada V,, = (n—}l, n—i—}l) :

neZ

Tenemos que p restringida a cualquier intervalo cerrado V,, es inyectiva, porque allf la funcién
x +— sen 2mx es estrictamente creciente. Ademéds p(V,,) = U, y p(V,)) = U, , en ambos casos
por el Teorema del valor medio 3.2.3 (de nuevo para x — sen 27z).

Como cada V,, es compacto, se ve que ply;, : V, — U es hémeo. En particular, ply, lo
es. Podemos aplicar un razonamiento similar a las intersecciones de S* con los semiplanos
abiertos superior e inferior, y con el semiplano abierto izquierdo. Estos conjuntos abiertos
cubren S* y cada uno de ellos estd feteado por p. [ |

Teorema 11.3.5. Sean p; : Fy — By y ps : Es — By dos revestimientos. Entonces
p1 X po: By x By — By X By también es un revestimiento

donde py X pa(x1, T2) = (p1(21), P2(22) ) € By X By, para (v1, 22) € By X Ej.

Demostracion. Sea (by, by) € By X By. Entonces existen U; y Uy entornos de by y b,
respectivamente, que estan feteados por p; y po, respectivamente. Sean {V,}o vy {Ws}s las
fetas de p; ' (Ur) y (p2) "' (Us). Entonces (p; x p2) = (Uy x Us ) (que es un entorno de (by, bo) )
es la unién de todos los conjuntos de V, x Wjs. Estos conjuntos son abiertos disjuntos en

FE| x Es, y cada uno de ellos se aplica homeomorficamente sobre U; x Uy por p; X p,. W
Corolario 11.3.6. La aplicacién P : R* — S* x S dada por P(s,t) = (€*"%, ¢?""), para
s,t € R, es un revestimiento del toro S' x S*. [ ]
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11.4 Levantes

Definicién 11.4.1. Sean E, B e Y tres ET’s. Fijemos p € C(E, B). Dada f € C(Y, B),
una f € C (Y, E) es una levantada de f si cumple que p o f=f, 0sea que el diagrama

E
= 7
!
Y —>B
f
conmuta. Observar que, para llamarla levantada, le pedimos a f que sea continua. A

En una serie de lemas veremos que, si p : E — B es un revestimiento, entonces se pueden
levantar a F todas las curvas y p-homotopias de B. El primer lema nos asegurard de
antemano la unicidad de dichas levantadas:

Lema 11.4.2. Sea p : E — B un revestimiento con p(eg) = by. Sea Y un ET conexo, y
sea f € C(Y,B). Fijemos un punto yg € Y. Luego dos levantadas de f que coincidan en yq
deben ser la misma. O sea que la levantada, con una condicion inicial, si existe es tnica.

Demostracion. Sean g,h € C(Y,FE) dos levantadas de f tales que ¢(yo) = h(yo). Sea
Z={yeY :g9(y) =h(y)}. Como E es Hausdorff, la diagonal Ap de E' x E es cerrada, asi
que nuestro Z = (g x h)"!(A) es cerrado. Como Y es conexo, bastaria ver que Z es abierto.

Dado y € Z, tomemos un entorno feteado U € O%(f(y)), y sea V C p~'(U) la feta que
contiene al punto g(y) = h(y). Consideremos el abierto

W=g'(V)Nnh'(V)e O4(y). Luego g(W)Uh(W) C V.

Como ply : V — U es un hémeo, hay una tinica manera de levantar a f|y desde U hacia V/,
y tanto gy como h|y lo hacen. Nos queda que W C Z, por lo que Z tiene que ser abierto.
Ademas, Z # @ porque yy € Z. Asi que Z =Y y por ende g = h. |

Lema 11.4.3. Sea p : E — B un revestimiento con p(ey) = by. Cualquier curva v en B con
inicio en by tiene una tinica levantada 7 a E' que comienza en e .

Demostracién. Se cubre el dominio I con 4! de entornos feteados, se toma el & de Lebesgue
6.4.6 para ese cubrimiento, y se divide a I en finitos intervalitos de longitud menor que ese
0. Luego se levanta a v localmente, usando el hémeo entre cada entorno feteado y la feta
por la que esta pasando la levantada hasta ese momento. En el comienzo, se usa la feta que
tiene al ey . En los siguientes pasos, se usa que cada intervalito va a parar por v adentro de
un entorno feteado, pero el borde izquierdo ya tenia definida su levantada del paso anterior.
Todo se pega bien por el Lema del pegoteo 2.5.6. La unicidad sale por el Lema 11.4.2. M

Lema 11.4.4. Sea p : E — B un revestimiento con p(eg) = by. Sea F' € C(I x I, B) tal que
F(0,0) = by. Luego existe una unica levantada F' € C(I x I, E) de F tal que F(0,0) = ¢y .
Ademas, si F' era una p-homotopia, entonces también F' lo sera.
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Demostracion. Levantemos primero a F' en el borde de abajo I x {0}, usando el Lema 11.4.3.
Después, con el mismo Lema, levantamos a la F' en cada intervalo {s} x I, empezando por el
punto 2 (s,0) que encontramos antes. Si I’ era una p-homotopia, es constante en los bordes
laterales, por lo que se levanta como una constante en ellos por la unicidad. El tema es ver
que la F' resultante sea continua.

Para verlo se toma un d de Lebesgue como en el Lema anterior, ahora para I x I. Fijado
un s € I, tomamos la columnita I x I, donde Iy = [s — g, s — g] NI, y la dividimos en
cuadraditos que F' mande adentro de sendos entornos feteados. Subiendo paso a paso, y
usando los homeos correspondientes con la feta que marca el paso anterior, vamos viendo
que F queda continua en cada columnita. Como finitas columnas de estas cubren I x I,
podemos terminar usando el Lema del pegoteo 2.5.6. Dejamos los detalles (tediosos pero
elementales) de ésta cuenta y la anterior como ejercicio para el lector abnegado. [ |

Ahora si podemos empezar a sacarle el jugo a los revestimientos para caracterizar al grupo
fundamental de la base:

Teorema 11.4.5. Sea p : E — B un revestimiento con p(eg) = by. Sean v =, p dos curvas
en B de by en by, y sean 7 y p sus respectivas levantadas a curvas en E tales que ambas
empiezan en ep. Entonces 7 y p terminan en el mismo punto de E y son p-homotdpicas.

Demostracion. Sea F' : I x I — B la p-homotopia entre v y p. Entonces F(0,0) = by. Sea
F:1x1I— Elalevantada de F' a E tal que F(0,0) = ey. Por el Lema 11.4.4, tenemos que
F' es una p-homotopia, de manera que F({0} x I) ={eq} v F({1} x I) = {e1}.

La restriccion ﬁ\fx{o} de I al borde de abajo de I x I es una levantada de F|;xq0; =y que
comienza en €. Por la unicidad que da el Lema 11.4.3, podemos asegurar que F (s,0) =7(s)
para todo s € I. Analogamente, ﬁ|]x{1} = 7 (se usa que F(0,1) = ¢y). Por lo tanto, las dos
levantadas 7 y p terminan en e; y F es una p-homotopia entre ellas. |

Definicién 11.4.6. Sea p : E — B un revestimiento con p(eg) = by . Sea
¢ :m(B,bo) = p~'(b) © B dadapor ¢([r])=7(1),

donde 7 es la levantada de v a una curva en E que comience en eg. A esta ¢ se la conoce
como la correspondencia de levantamiento (CL) del revestimiento p. Esta bien definida
por el Teo. 11.4.5, aunque depende de la eleccién del punto ey € p~t(bp). A

Teorema 11.4.7. Sea p : F — B un revestimiento con p(eg) = bo.
1. Si F es ar-C, entonces la CL ¢ : m1(B, by) — p~'(bo) es suryectiva.
2. Si encima F es simplemente conexo, entonces ¢ es biyectiva.

Demostracién. Si E es ar-C y tomamos cualquier e; € p~!(by), existe una curva 7 en E de
ep a e;. Por ende v = po# es un rulo en B con base by tal que ¢([v]) = e;.

Supongamos ahora que E es simplemente conexo. Sean [v] y [p] dos elementos de (B, by)
tales que ¢([v]) = o([p]). Sean 7 y p las levantadas de v y p a curvas en E que empiezan
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en eg. Entonces 7(1) = p(1). Como E es simplemente conexo, el Ejer.11.2.6 asegura que
existe una p-homotopia F' en E entre 7 y p. Entonces p o F' es una p-homotopia en B entre
vy p,y ast [y] = [p]. u

Corolario 11.4.8. El GF de S! es isomorfo al grupo aditivo de los enteros.

Demostracion. Sea p : R — S! el revestimiento del Ejem. 11.3.4, pongamos ¢y = 0 y sea
bo = 1 = p(eg). Entonces el conjunto p~!(by) es el conjunto Z de los enteros. Dado que R es
simplemente conexo, la CL ¢ : m (S, by) — Z es biyectiva.

Probemos que ¢ es un morfismo: Dados [y] y [p] en m1(S*,b) , sean 7 y p sus respectivas
levantadas a curvas en R comenzando en 0. Sean n = 7(1) y m = p(1). Entonces ¢([y]) =n
y &([p]) = m. Fijado ese n € Z, llamemos p,, : I — R a la curva

Pu(s)=n+p(s), para sel.

Como p(n + z) = p(x), para todo = en R, esta p, es la levantada de p que comienza en n.

o~

Entonces el producto f p, esta definido y es la levantada de 7 * p que comienza en 0. Como

pn(1) = n+m, se tiene que ¢([7] x [p]) = n+m = ¢([7]) + &([p])- u
Ejercicio 11.4.9. Probar que m(S' x S', (1,1)) = Z2. Se sugiere usar el revestimiento del
plano R? sobre el toro que brinda el Teo. 11.3.5. A

Ejercicio 11.4.10. Sea p : E — B un revestimiento con p(ey) = by. Probar que
1. El morfismo p, : m(E, eg) — m (B, by) es mono.

2. Sea H la imagen de p,. Dado un rulo v en (B, by), se tiene que
[v] € H <= 7 se levanta a un rulo en F .

Deducir que H es subgrupo normal de 71 (B, by). Sea G = w1 (B, by)/H, que es grupo.

3. La CL induce una flecha inyectiva ® : G — p~(b) , que también es suryectiva, siempre
que E sea ar-C.

4. Concluir que si E es ar-C, entonces p~!(y) tiene una estructura natural de grupo, y
que ese grupo es iso con (B, by) cuando E es simplemente conexo. A
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11.5 Productos

Veremos ahora que el m; se comporta bien con el producto cartesiano finito de ET’s:

Teorema 11.5.1. Sean (X, x) e (Y, yo) dos ET’s punteados. Luego 71 (X X Y, (zg,v0)) es
isomorfo al producto directo m1 (X, o) X 7 (Y, yo).

Demostracion. Seanp: X xY — X yq: X XY — Y las dos proyecciones. Con los puntos
base indicados en el enunciado, tenemos los morfismos inducidos

D+ 7T1(X X Y7 (xOJyO)) — 7T1(X7 JJO) ) y qx - 7T1(X X Y? (I(J?y(])) — 7T1(Y7 y0) .
Definamos el morfismo ® : w1 (X X Y, (zo,y0) ) — m (X, zo) X m1(Y, y) dado por

m(X XY, (20,0)) 2 [ — (1) = (1)), &-(B])) = ([pon]. lgon]) -

Es claro que ® es un morfismo de grupos. Falta ver que es un isomorfismo.

Vemos que ¢ es epi: Sea p un xg-rulo en X y 5 un yg-rulo en Y. Definimos la curva
vyeC(,X xY) dadapor ~(s)=(p(s),5(s)), sel.
Nos queda que 7 es un (zg, yo)-rulo en X x Y. Ademés se tiene que

O([y]) = ([ponl laon]) = ([o], [8]) -

Veamos que ¢ es mono: Sea v un (xg,yo)-rulo en X x Y tal que ®([7]) es “nulo”. Esto
significa que poy =, e,, (en X) y que goy =, e,, (en Y). Sean G y H las p-homotopias
asociadas. Entonces la funcién F : I x I — X x Y definida por F(s,t) = (G(s,t), H(s,t))
implementa la relacion v =, ey, en X x Y. n

Corolario 11.5.2. El grupo fundamental del toro T' = S* x S! es isomorfo al grupo Z2.

11.6 Retractos por deformacion

Definicién 11.6.1. Sea (X, 7) un ET. Si A C X, una retraccién de X en A es una
re C(X,A) tal que r|A =74 , lafuncién identidad de A .
En tal caso decimos que A es un retracto de X. A

Proposicién 11.6.2. Sea (X, 7) un ET. Supongamos que A es un retracto de X. Si tomamos
un a € A y llamamos J4 : A — X (la inclusién), entonces el morfismo de grupos

(Ja)s : (A a) = m(X,a) es un monomorfismo split .

Demostracion. Sir : X — A es una retraccién, entonces ro Jy = 7"|A =74 . Luego r.0(J4)«
es el morfismo identidad de 7 (A, a), de manera que (J4). tiene inversa a izquierda, que es
el morfismo r* : m (X, a) — m (A, a). Por ello (J4). es mono y es split. |
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En todo lo que sigue usaremos la notaciéon B = D = {z € C : |z| < 1} para el disco cerrado.
Corolario 11.6.3. (Teorema de la no-retracciéon) El borde S C B no es retracto de B.

Demostracién. Si ello sucediera, tendriamos que (Jg1). : m1(St, 1) — 71(B, 1) seria mono.
Pero m (S, 1) & Z, mientras que 7 (B, 1) es trivial (porque B es convexo). |

Observacién 11.6.4. Otra aplicacion natural de este método es para ver que la inclusion
Jsn + 8™ — R\ {0} induce un monomorfismo de grupos fundamentales. El tema es que
acd es facil encontrar una retraccién para Js». No es otra que la r € C(R*™\ {0}, S™) dada
por r(z) = ﬁ . Pero en seguida veremos que (Js» ), mas que mono es iso. Pasa que esta r
es una retraccién de las muy buenas, como iremos viendo en esta seccién. Pero empecemos
ahora con un método general para comparar morfismos inducidos por funciones. Luego lo

aplicaremos a retracciones e identidades. A
Proposicién 11.6.5. Sean h, k € C(X,Y) tales que h(zo) = k(z9) = yo. Supongamos que:
1. h y k son homotopicas.
2. La homotopia H : X x I — Y entre h y k cumple que H(xg, t) = yo, para todo t € I.

Entonces los morfismos h, y k. : m (X, z9) = m (Y, yo) coinciden.

Demostracion. Si  es un rulo en X basado en zq, la composicién

IxI XM x <1y

es una homotopia entre h o~y y k o~. Més atin, es una p-homotopia porque v es un xy-rulo
y la H aplica zo X I en yo. O sea que h.([7]) = [hor] = [k o] =k ([7]) en m (Y 5). W

Corolario 11.6.6. La inclusién Jg» : S™ — R"*\ {0} induce un isomorfismo de grupos
fundamentales.

Demostracidn. Para abreviar, notemos X = R™™\ {0} y by = (1,0,...,0). Sea
r: X — 8" lafuncién dada por r(z) = Hx—“ parazr € X .
x

Observar que 7 o Jgn = Zgn , de manera que 7, © (Jsn)« = Ly (sn,,) - Consideremos ahora

la composicién Jgn o7 : X — S 5% X, Esta funcién no es la identidad de X , pero es
homotépica a ella. En efecto, la homotopia por rectas

H:XxI—X dadapor H(x,t)=(1—-t)z+t=

[l

toma valores en X (no se anula) y es alli una homotopia entre Zx y Jgn o r. El punto by
permanece fijo durante la homotopia (al igual que cualquier b € S™) ya que ||by|| = 1. Por
la Prop.11.6.5, también (Jgn). 07 = (Jsn 0 7)s = (Lx)s = Lry(Xb0) - |

. Qué hace que la demostracion anterior funcione? Hablando a grandes rasgos, su realizacién
es posible porque disponemos de una manera natural de deformar la funcién identidad de
R — 0 a una funcién que colapsa todo R"** — 0 sobre S™. La deformacién H colapsa
gradualmente cada recta radial que parte del origen al punto donde se corta con S”, y cada
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punto de S™ permanece fijo durante esta deformacion. Estos comentarios nos conducen a
formular una situacion mas general en la cual se aplica el mismo procedimiento.

Definicién 11.6.7. Sea (X, 7) un ET. Dado A C X, notemos J4 : A — X es la inclusién.

1. Diremos que A es un retracto por deformacién (se abrevia RD) de X si Zx es
homotdpica a alguna retraccion de X en A, y tal que cada punto de A permanece fijo
durante la homotopia. O sea que existe una H € C'(X x I, X) tal que

(a) H(z,0) =z y H(x,1) € A, para todo z € X.
(b) H(a,t) = a, para todo a € Ay todot € I.

2. Una tal homotopia H se llama retracciéon por deformacion de X en A.

3. La funcién r : X — A definida por r(x) = H(z,1) (z € X) es la retracciéon de X en
A mencionada. Hablando con precisién, H es una homotopia entre Zx y J4 o r en
C(X, X) en el estilo de las de la Prop. 11.6.5 (para cualquier a € A). A

Teorema 11.6.8. Sea (X, 7) un ET y sea A un RD de X. Fijemos un xy, € A. Entonces la
inclusién Jy : (A, z9) = (X, x0) induce un isomorfismo de grupos fundamentales.

Demostracion. Como A es RD de X, existe H € C(X x I, X) tal que
H(z,0)=2 , H(z,1)=r(z)€e A y H(z,t)=2 paratodo € A.

Como r € C(X, A) es una retraccion de X en A (roJx = Z4), vemos que 7.0 (Ja)« = (Za)-
Por otro lado, Ja o7 : (X,29) — (X, 20) es homotdpica (via H) a Ix v H|(gg}x1 = €a -
Luego la Prop. 11.6.5 dice que (Ja)« o7 = (Zx)s, por lo que (J4). es iso. [ |

Ejemplo 11.6.9. 1. Sea R? =R*\ {(0,0)} = C\ {0} = C*, el plano pinchado. Si

H:C* x1— R} dadapor H(zt)= para (z,t) € C* x I,

2
(1—1t)+t]z| ’

obtenemos una retraccién por deformacién de C* sobre S, que le queda como RD.
Entonces el Teo. 11.6.8 nos dice que m;(C*, 1) = (S, 1) X Z.

2. Llamemos R, al eje z de R? y consideremos el espacio ]R?z) = R3\ R, . Este tiene,
como un retracto por deformacion, al plano x y agujereado Rf, x {0}. La funcién

H:R?

o X1 = R?Z) dada por H(z,y,z,t) = (z,y,(1 —t)2), (z,y,2,t) ER}, x T,

(2)

es una retraccién por deformacién de R?Z) sobre Rg x {0}, por lo que el plano pinchado
queda RD. Concluimos que ]R‘E’Z) tiene grupo fundamental Z. A
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11.7 Puntos fijos

Recordar que una funcién que sale de un cociente es continua siempre que compuesta con la
proyeccién lo sea (Prop. 5.3.16). Usaremos esto un par de veces en lo que viene. Por ejemplo,
nos dice que un zg-rulo se puede pensar, via la Obs. 5.3.24, como una h € C(S*, X) tal que
h(1) = xy. En efecto, si p: [0, 1] — S* es cocientar los bordes (p(t) = ™), entonces la
topologia usual de S! coincide con la cociente (por ser [0, 1] compacto), asi que un zy-rulo
7 es continuo si y sélo si el “bajado” h: S' — X (tal que hop =) lo es. Asi que por un
rato los zo-rulos tendran dominio en S*' y mandan al 1 € S' a z.

Fijensé que este enfoque tiene una ventaja. Un rulo con dominio [ tiene que inducir un
morfismo nulo, porque I es convexo. Eso no es bueno, porque el rulo es un rulo y le pasan
cosas. En cambio pensado como una h € C(S*, X), su h, se puede poner interesante. Por
ejemplo, mirando cémo quedan las p-homotopias aca (ver abajo), la Prop.11.6.5 nos dice
que rulos equivalentes produciran el mismo morfismo inducido.

Las p-homotopias entre estos rulos son ahora las funciones H € C(S! x I, X) definidas en
el “cilindro” y tales que H(1,t) = xy para todo t € I. Observar que a las p-homotopias
comunes se las puede “enrrollar” con la flecha px Id : I x I — S' x I porque eran constantes
(x0) en los bordes laterales. Y quedan continuas “si y sélo si” por lo mismo de antes (el
cuadrado es compacto y la topologia cociente del cilindro).

Es interesante que dadas dos funciones cualesquiera f, g € C'(S', X), si son homotdpicas
(como funciones, nomds), la homotopia que las une es también una H € C(S!' x I, X)
definida en el cilindro. La diferencia es que esta H no tiene que ser constante en la “costura
del borde”, i.e. la curva a(t) = H(1,t) no es necesariamente constante (y tampoco se
necesita que f(1) = ¢(1)). Esta diferencia se marca en lo que sigue porque dada una
h € C(S', X) tal que h(1) = xg, no es (a priori) lo mismo ser p-homotépica a un punto
como zo-rulo (h =, e, o también 0 = [h] € m (X, z0) ) que ser homotdépicamente nula como
funcién (h = e, para algin z € X). Todo depende de si la curva a queda constante o no. Sin
embargo ahora veremos que ambas propiedades son equivalentes y veremos también otras
condiciones para que estos raros rulos nuevos sean triviales en (X, zo):

Proposicién 11.7.1. Sea (X, 7) un ET. Dada una h € C(S*, X), son equivalentes:
1. SiA(1) =z, la clase [h] € m (X, zo) es nula (o sea h =, e,, como zp-rulos) .
2. La h es homot6pica a un punto z € X, es decir que h = e, en el ambiente C'(S*, X).
3. Nuestra h tiene una extensién continua k:B={z e C: |z| <1} — X.

4. El morfismo h, : m1(S, 1) — m (X, x0) asociado a h es nulo.
Demostracion. 1. = 2. Ma” vale. Recordar que ahora las p-homotopias salen de S! x I.

2. = 3. Supongamos que existe una homotopia H € C(S* x I, X) entre h y e, . Definamos
7 :S' x I — B dada por 7(w,t) = (1 — t)w, que es continua y suryectiva. Como S' x [
es compacto, el Cor.5.3.19 dice que la topologia usual del disco B es la cociente por 7. Eso
muestra la continuidad de la funcién £ : B — X dada por
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k(z) = H(w,t) , siempre que (w,t) € S*x I cumplaque w(w,t)=z€B,

va que ko = H. La buena definicién de k surge de que 7 es biyectiva entre S x [0, 1) y
B\ {0} mientras que la flecha w — H(w, 1) no es otra que la constante e, , asi que hay un
s6lo valor de k(0) para elegir. Ademads, si w € S*, queda que k(w) = H(w, 0) = h(w).

3 = 4. Sea Jg1 : S' — B la inclusién. Si existe la extensién k, entonces h = k|g1 = ko Jg .
Por lo tanto h, = ky o (Js1)«. Pero k. es nula porque B es convexo = m(B, 1) = {0}.

4 < 1. Hagamos las cuentas entre rulos definidos en S* (al que no le gusten hace todo desde
I y cocienta). Tomemos el 1-rulo “z”, o sea p € C(S*, S*) dado por p(z) = z. Su clase [p]
genera el grupo m1(S1, 1) & Z, porque su levantada a R “termina” en 1 € Z. Ahora bien,

h,:m(S', 1) = m(X,20) manda h,([p]) =[hop] = [h] € T (X, z0) .

Luego el morfismo h, es nulo <= [h] =0 en m (X, o). |

Corolario 11.7.2. Sea k € C'(B, C*), que podria pensarse como un “campo” en B que no
se anula. Luego existen v, w € S! tales que k(v) = M y k(w) = —pw para sendos A, > 0.

Demostracion. Una de las tesis se deduce de la otra cambiando k por —k. Probaremos que
existen el w y el p. Sea h = k|g1 : S' — C*. La funcién F : S x I — X dada por

F(z,t) =tz + (1 —t)h(z) , para (z,t) €S x 1

es una homotopia (en C) entre h y Jsi. Por un lado, si esta F' se anulara en un punto
(w,t) € S* x I, es claro que 0 # t # 1 porque h(w) # 0 # w. Entonces nos quedarfa que

—t
0=tw+ (1-t)h(w) = h(w) = T v = hMw)=—pz con p= —— >0
Asi que si la F' se anula, tenemos los w y u buscados. Por otro lado, si la F' no se anulase,
seria una homotopia entre h y Js1, pero ahora en C*. Veamos que eso no es posible:

En principio, por la Prop.11.7.1, la clase [h] € m(C*, h(1)) es nula, ya que existe nuestra
funcién k y ella extiende a h a todo B. Luego, como Jg1 = h 2, €51y en C(S*, C*), la misma
Prop.11.7.1 (2 = 4) asegura que el morfismo (Js1). : 71(S', 1) — 7 (C*, 1) deberfa ser
nulo. Pero minga nulo, recordemos que el Cor.11.6.6 mostraba que es un iso. En resumen,
la F' debe anularse, por lo que el resultado queda probado. [ |

Observacién 11.7.3. Otra manera de enunciar el Cor. 11.7.2 es la siguiente: Sea (X, 7) un
ET. Dada una h € C(S', X) que cumple las condiciones de la Prop. 11.7.2 (por ejemplo si h
es homotépicamente nula) entonces existen los puntos v, w € S* que h manda para el mismo
lado y para el lado contrario. A

Corolario 11.7.4 (Punto fijo de Brouwer). Sea f € C'(B, B). Luego f tiene punto fijo, o
sea que existe un z € B tal que f(z) = z.
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Demostracion. Sea k € C(B,C) dada por k(z) = f(z) — 2z, para z € B. Si f no tuviera
punto fijo, en realidad nos quedaria que k € C'(B,C*), porque f(z) # z para todo z € B.

Por el Cor.11.7.2, podriamos tomar un v € S' tal que k(v) = Av con A > 0. Pero en tal
caso, f(v) =v+k(v) =(1+ N)v ¢ B, porque |v|] =1y 1+ X > 1. [

Es bien facil ver, via un cuadrado conmutativo, que si X es un ET que es hémeo con el
disco B, entonces también las f € C'(X , X) tienen puntos fijos. Usando esta idea salen dos
interesantes aplicaciones:

Ejercicio 11.7.5. Sea A € R**3 una matriz tal que todas sus entradas son positivas. Probar
que tiene un autovalor positivo, con un autovector de entradas positivas. Sugerimos operar
con A en el “tridngulo” de la esfera que consiste de los vectores de norma uno que tienen
sus tres entradas no negativas. Y usar que esa region es homeo con B. A

Ejercicio 11.7.6. Sea T el triangulo en C cuyos vértices son 0, 1 e i. Probar que si ¢ < i ,
todo cubrimiento o de T" hecho con bolas € cumple que al menos un punto de T esta dentro
de 3 bolas de 0. Deducir que todo cubrimiento abierto de T tiene un refinamiento que
cumple lo anterior.

Sugerimos asignar habilmente un vértice a cada U € o, y luego usar una particién de la
unidad para definir una funciéon continua que mandaria a todo T hacia su borde, de tal
modo que cada arista de T' es mandada a sf misma. Después comparar con B y S*. A

11.8 Equivalencias homotdépicas

Vimos hace poco que si A C X es un RD, entonces los GF’s de A y de X “coinciden”.
Ahora buscamos condiciones més generales que nos aseguren que dos espacios tengan sus
GF’s isomorfos. Lo que expondremos ahora sera una tal condicion:

Definicién 11.8.1. Sean f € C(X,Y) y g € C(Y, X). Supongamos que
gof:X — X eshomotopicaaZy y fog:Y —Y es homotopica a Zy .

Entonces f y g se denominan equivalencias homotépicas y cada una de ellas se dice que
es una inversa homotdépica de la otra. En presencia de tales equivalencias, se dice que X

e Y son homotépicamente equivalentes, y se escribe X =5 Y o X =5 Y. A

f h hof
Es facil ver que si X =g Y y también ¥ =g Z, entonces X =g Z. O sea que la

equivalencia homotépica es una relacién de equivalencia entre los ET’s.

Ja
Por ejemplo, si A es un RD de X, entonces A =y X. En efecto, la inclusiéon J4 : A - X
tiene como inversa homotodpica a una retraccién r : X — A. Observar que ro J4 = Z4 y que
Jaor es homotopica a Zx y de hecho cada punto de A permanece fijo durante la homotopia.

Habiamos anunciado que si dos espacios son homotopicamente equivalentes, entonces sus
GF’s deben ser isomorfos. Para llegar a ello, necesitamos estudiar qué sucede cuando tenemos
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una homotopia entre dos funciones continuas de X en Y tales que el punto base de X no
permanece fijo durante la homotopia. Va como lema técnico:

Lema 11.8.2. Sean h,k € C(X,Y) tales que h(zo) = yo y k(z9) = y1 . Asumamos que h y
k son homotépicas via una H : X x I — Y, y llamemos a € C([,Y) la curva (de yo a y1)
dada por a(t) = H(xg, t), para t € I. Luego se tiene que k, = @ o h,, o0 sea que

h*
7T1(X7 550) 4>771(Y,yo)

Tl

YS! (Y7 3/1) .

Demostracion. Sea vy : I — X un rulo en X basado en xy. Debemos mostrar que

k() £ alha(lr])) . oseaque [kor]=[a]#[hor]x[a].

Probaremos otra férmula equivalente a la anterior: [a] * [k o 7] < [ho~] *[a] . Para ello,

consideremos los rulos 7y v 1 en el espacio X X I dados por las ecuaciones

Y(s) = (7(5),0) v m(s) = (y(s),1) paracada sé€ I.

Consideremos también la curva ¢ en X x I dada por la ecuacion
c(t) = (xo,t) paracada tel.

Componiéndolas con H obtenemos que H oy = hoyy Ho~y; = ko~y, mientras que Hoc = a.
Sea F': I x I — X x [ la funcién dada por F(s,t) = (7(s),t). Consideremos las siguientes
curvas en I x I, que se mueven a lo largo de los cuatro lados de I x I:

Po(s) = (5,00, Buls)=(s,1) d()=(0,8) vy &) =(1,1).

Entonces F'o By =y y F o5y =7, mientras que F'ody = F o d; = c¢. Las curvas (rectas
a trozos) By * 01y dp * f1 viven en I x [ y van de (0,0) a (1,1). Como I x I es convexo,
existe una p-homotopia G entre ellas. Entonces F' o GG es una p-homotopia en X x [ entre
las curvas o *x ¢y ¢ xy; . Asi llegamos a que H o (F o G) es una p-homotopia en Y entre

(Hovo)x (Hoc)=(hoy)xa y (Hoc)x(Hom)=ax(kor). N

Corolario 11.8.3. Sean h,k € C(X,Y) tales que h(xo) = yo v k(x¢) = y1 . Asumamos que
h y k homotépicas. Entonces si tenemos que el morfismo h, es mono, epi, iso o nulo siy
sélo si k, lo es. En particular, si h es homot6picamente nula (o sea que es homotdpica a una
k que es constante), entonces h, es el morfismo nulo.

Demostracion. Basta observar que, si « € C(1,Y) es la curva del Lema 11.8.2, entonces h,
difiere de k. en el isomorfismo & (recordar el Teo.11.2.3). Lo segundo se deduce de que una
funcion constante induce el morfismo trivial. [

Teorema 11.8.4. Sea f € C(X,Y) tal que f(zg) = yo. Si f es una equivalencia homotépica
entonces f, : m (X, x9) = m (Y, y0) es un isomorfismo.

Demostracion. Sea g € C(Y, X) una inversa homotépica de f. Consideremos las aplicaciones
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(X, 20) L (Yiy0) S (X, 21) 5 (V,m0),

donde x; = g(yo) e y1 = f(x1). Tenemos los correspondientes morfismos inducidos:

(fzg)
US! (X 3 xO) s T (Y7 Z/O)

i

(X, xl)ﬁﬂ-l<ya Y1)

Sabemos que go f : (X,z9) — (X,z1) es homotépica a Zyx . Luego, por el Lema 11.8.2,
existe una curva a en X, de xy en x1, tal que

(go fla=ao(ix)s=a Teo 1423 (g0 f)e = gso (fu)s €s un isomorfismo .

Como fog es homotdpica a Zy, el morfismo (fog). = (fz,)«© g« también es un isomorfismo.

Lo primero implica que g, es suryectiva, y lo segundo que g, es inyectiva. Por lo tanto, g,
es un isomorfismo. Aplicando la primera ecuaciéon una vez mas, concluimos que

(fao)s = (gx)toa@ = (fz,)« s también un isomorfismo .

Observemos que, aunque ¢ es una inversa homotépica para f, se tiene que g, no es necesa-
riamente el morfismo inverso de (fy, ) - [

11.9 El teorema de Seifert-van Kampen, version 1

Teorema 11.9.1. Sea (X, 7) un ET y sean U,V € 7 tales que X = U U V. Supongamos
que U NV es arcoconexo y que zo € U N V. Entonces las imagenes de los morfismos

(J)s - m(Uyxg) = (X, 20) vy (Jv)s:m(V,xg) = (X, 20)

generan todo el grupo 7 (X, xo).

Demostracion. Traduciendo el enunciado, tenemos que probar que, dado un xg-rulo v en X,
éste debe ser p-homotopico a un producto de la forma p; * ps * ... % p,, , donde cada p; es un
zo-rulo en X enteramente contenido en U o en V.

Paso 1: Probemos que existe una subdivision 0 = ag < a1 < ... < a, = 1 del intervalo I tal
que v(a;) € UNV y ademds v([a;—1 , a;]) estd contenido en U o V, para cada i € [, .

Por el Lema del cubrimento de Lebesgue 6.4.6, podemos elegir una subdivision
bo, ..., by, de I tal que cada curvita ~y([b;—1,b;]) esté contenida en U o en V' . (11.4)

Si alguno de los f(b;) ¢ U NV, nos fijamos adonde cae. Si f(b;) € U\ V, es facil ver que
toda la curvita v([b;—1, b;11]) € U (porque ninguna de las dos mitades puede caer en V). Lo
mismo pasa si f(b;) caiga en V' \ U. Por ende podemos borrar al b; de la subdivisién, y nos
queda otra que sigue cumpliendo (11.4). Luego de un nimero finito de borradas de este tipo,
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llegaremos a una subdivisién como la anunciada, porque si la curva switchea de un abierto
al otro, en el borde tiene que caer en U N V.

Paso 2: Fijemos la subdivisién ag, ..., a,, de arriba. Para cada i € [,, definamos v; € C(I, X)
como la funcién lineal de [0, 1] en [a;_1, a;] compuesta con «. Entonces cada +; es ahora una
curva contenida en U o en V, y una cuentita directa (onda el Lema 11.1.7) muestra que

(V] = [l * el * % [va]

Nos queda el problema de que los bordes de las 7; no dan justito xo. Ahora lo arreglamos:
Para cada i € I[,, U{0}, elijamos una curva o; en U NV de zy a v(a;). Acé estamos usando
la hipétesis clave de que U NV es ar-C. Dado que v(ag) = v(a,) = o, podemos asumir que
tanto g como «,, son la curva constante xy. Definamos ahora

pi = (1 *7v;)*a; , paracada i€, .
Ahora si, cada p; es un zp-rulo en X, que esta contenido en U o en V. Finalmente,

[p1] * [p2] * - [pn] = 1] * [v2] % -.[m] = 7] - u

Recordemos que se decia que un espacio X era simplemente conexo si es arcoconexo y
m1 (X, xg) es el grupo trivial para algin zy € X, y por tanto, para todo zo € X.
Corolario 11.9.2. Sea (X, 7) un ET que es ar-C. Si existen U, V' € 7 tales que

e X =UUV,

e UNVesar-Cy

e tanto U como V son simplemente conexos,
entonces podemos deducir que el espacio X es simplemente conexo.
Demostracion. Se aplica directamente el Teo. 11.9.1. [ |

Observacion 11.9.3. Con las notaciones del corolario anterior, notar que la hipdtesis de
que X es ar-C (y por ello conexo) nos asegura que U NV # @. Por otro lado, si uno asume
que los abiertos U y V' cumplen todo lo que alli se pide, y ademés que U NV # &, entonces
no hace falta pedirle a X que sea ar-C, porque ello se deduce de que U y V' lo son (y de que
cortan), via la Obs. 3.2.6. A

Corolario 11.9.4. Dado n € N tal que n > 2, la esfera S™ C R"™! es simplemente conexa.
Demostracién. Sea p = e,11 = (0,...,0,1) € R"" y ¢ = —p, los polos norte y sur de S".

Paso 1: Veamos que S™ \ {p} = S"\ {¢} = R". En principio, observemos que la flecha
x +— —zx implementa tranquilamente un hémeo entre S™\ {p} y 5™\ {¢}. Definamos ahora
el otro homeo anunciado: Sea f:.S™\ {p} — R™ dada por

fx) =f(xy, ., xpy1) = (1,..., ) , para x€S™\{p}.

La funcién f se denomina proyeccién estereografica. Se comprueba que es un homeo-
morfismo viendo que su inversa es la funcién g : R® — 5™\ {p} dada por

1_ZE'rH»l
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(y) = g( ) = 291 2yn  yll>=1 ara c R”
JW) = G oo TP+ Tyl ™1 ) > P Y '

Paso 2: Tomemos los conjuntos abiertos U = 5™\ {p} y V = 5"\ {¢}. Obviamente
UuV = 8" Tanto U como V son simplemente conexos al ser homeomorfos a R”, que es
convexo. Pero UNV = 8"\ {p,q} = R\ {0}, que es ar-C (Ejercicio facil que el lector
deberfa hacer antes de seguir leyendo). Ahora basta aplicar el Teo. 11.9.1. |

11.10 El teorema de Seifert-van Kampen tutti

11.10.1 Productos libres de grupos

Sea G un grupo con neutro e. Si {Ga},; s una familia de subgrupos de G, diremos que

estos grupos generan G si el conjunto A = U G, es un sistema de generadores de G. O

ael
sea que todo elemento de GG puede escribirse como un producto finito de elementos de los

grupos GG, . M4s precisamente, que existe una sucesién finita x = (x1, ..., x,) de elementos
de A tal que x = z1 - x9 - -+ - z,,. Una tal x se denomina palabra (de longitud n) en los
grupos G, , y se dice que ella representa al elemento x de G.

Si z; v w;41 pertenecen al mismo grupo G, podemos agruparlos para obtener la palabra

x' = (x1,.., Tj * Tiz1, ..., Ty) de longitud n — 1 que también representa a x .

Ademas, si cualquiera de los x; es igual al neutro e, entonces podemos suprimirlo de la
sucesion, obteniendo de nuevo una palabra mas corta que también representa a x.

Aplicando estas operaciones de reduccion repetidamente, podemos obtener en general una
palabray = (y1, ..., ¥m) que represente a x tal que ningtin grupo G, contiene a dos elementos
consecutivos y; e y; 11, v tal que y; # e para todo ¢ € I,,,. Una tal y se denomina palabra
reducida. Utilizaremos la convencién de que el conjunto vacio es una palabra reducida (de
longitud cero) que representa al elemento neutro e.

Definicién 11.10.1. Sea G un grupo con neutro e. Sea {G,},.; una familia de subgrupos
que generan a (G. Supongamos que G, N Gg = {e} siempre que o # .

Diremos que G es el producto libre de los grupos G, si para cada x € GG existe una unica
palabra reducida en los grupos G, que representa a x. En este caso escribiremos

G:HGa o, enelcaso finito, G=G;*..xG, .

ae]

Observar que si GG es un producto libre, la operacion entre dos elementos de G consiste en
“yuxtaponer” las palabras que los representan, y luego simplificar hasta reducir. A
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Proposicién 11.10.2. Sea G un grupo y fijemos {G4},.; una familia de subgrupos tales

que G = [] G, . Entonces G satisface la siguiente condicién: Dado un grupo H y una familia
a€cl
de morfismos h, : G, — H (uno para cada « € J), existe un unico morfismo h : G - H

cuya restriccién a G, coincide con h,, para cada o € J.

Demostracion. Dada una palabra reducida x = (1, ..., z,,) que representa a un = € G,
n
ponemos h(x) = [] ha,(z;) , donde asumimos que cada z; € G, .
i=1
La buena definicién es gratis por la unicidad de dichas palabras (y porque los G, no se cortan
salvo en e). También es barata la unicidad de h (si existiera una, deberia actuar asi en dichas
palabras). La cuenta de que h es morfismo la dejamos como un ejercicio straightforward (esto
es mas dificil de escribir que yuxtaponer). [ |

11.10.3 (Version externa). El producto libre se puede definir también en forma “externa”,
o sea asumiendo que los G, son el dato, y que al G = [[ G, hay que construirlo. La idea

a€l
€S:

e Definir a GG como el conjunto de palabras reducidas, con letras en los G, .

e El producto de las palabras se hace, como mencionabamos antes, yuxtaponiendo y
simplificando hasta reducir. El neutro es la palabra vacia (el silencio es neutro).

e El inverso de una palabra es ella misma leida al revés, y cambiando cada letra por
su inversa. Observar que al multiplicarla por la palabra original, se van tachando las
letras una por una hasta llegar a la nada.

e A los GG, se los incrusta en ese G como las palabras de una letra.

En éste contexto, el grupo G es el producto libre (en el sentido de la Def. 11.10.1) de los
subgrupos G, incrustados dentro de GG. Por ello sigue valiendo la Prop. 11.10.2. A

11.10.2 El teorema de Seifert-van Kampen

Ahora tenemos el esquema para completar la caracterizacion del GF de un espacio X que
puede escribirse como la unién de dos subconjuntos abiertos U y V' con interseccion arco-
conexa (y tales que “conocemos” sus GF’s).

Habiamos visto (Teo.11.9.1) que si xy € U NV, las imagenes de los grupos m (U, xy) y
m1(V, x), bajo los morfismos inducidos por la inclusién, generan el GF de X. Esto se puede
reescribir ahora diciendo que el morfismo definido en el producto libre

J: 7T1(U, il')o) *7T1<V, 513'0) — 7Tl<X, 513'0)
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que extiende los morfismos (Jy)« y (Jv )« es un epimorfismo. Lo que nos faltaria entonces
es poder calcular el ker J, con lo que tendriamos la expresion con “generadores y relaciones”

m (X, xo) = m (U, xo) * m(V, x0) / ker J .

En teoria parece viable, y lo es, aunque después de bastante laburo. Y la caracterizacion que
uno obtiene del ker J tampoco es maravillosa. Pero en muchos casos alcanza para calcular
razonablemente el grupo. Asi que a laburar.

La herramienta que necesitamos es una infernal sopa de diagramas y morfismos, cuya prueba
nos llevara varias paginas. Lo podemos llamar el Lema S-vK. Ahi va.

Teorema 11.10.4 (Lema S-vK). Sea (X,7) un ET tal que X = U UV, donde U y V son
abiertos en X. Supongamos que U, V, y UNV son ar-C. Fijemos un xy € UNV (asumimos
que existe uno). Dado ahora un grupo H y sendos morfismos

¢ :mUzg) = H y  ¢p:m(Viwg) = H,

consideremos el siguiente diagrama, donde los morfismos 7; y J> son los inducidos por las
inclusiones correspondientes:

T (U7 ZU())

/ l(J&

m(U NV, x) —=m (X, 20) 2= H

\7 *
1 (V7 xO)
Si el diagrama es conmutativo, o sea que ¢10J; = ¢90. 7o, entonces existe un inico morfismo

¢ m (X, x9) = H quelo hace més conmutativo, o sea que o (Jy)s = ¢1 v Po(Ty )« = 02

La gracia del asunto es encontrar qué tipo de compatibilidad deben tener los dos morfismos
1y @2 (que trabajan en U y V') para que induzcan un morfismo ® desde todo (X, x¢) que
conmute con las “inclusiones”. Graficamente es tan solo que las composiciones “por arriba”
y “por abajo” del diagrama (que salen de la inteseccién) coincidan. Mirando el grafico se ve
que esa condicién es la de minima, porque es necesaria para que pueda existir la ®.

Demostracion. Por el Teo.11.9.1, dado un z¢-rulo v en X, éste debe ser p-homotépico a
un producto de la forma p; * pg * ... ¥ p,, donde cada p; es un zy-rulo en X enteramente
contenido en U o en V. Es claro que habria que definir

®([7]) = éw, ([o1]) - Pn ([0n])

donde los k; = 1 si p; vive en U y k; = 2 si p; vive en V. Si en el proceso anterior
hubiera buena definicién (o sea que ®([y]) no dependa de la factorizacién de ), entonces
serfa automaticamente un morfismo que haria conmutativo el diagrama. Y aparte el tinico.
Sin embargo asi la cosa no camina, aunque alcanza para probar unicidad. Vamos a elegir
coherentemente las factorizaciones para poder refinarlas y probar la BD.
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En las cuentas que siguen vamos a aceptar que las curvas tengan como dominio intervalos
variables. Siempre se puede componer con una lineal desde I, pero no escribiremos ese paso
en las cuentas. Otra notacion que usaremos es que si una curva f vive en un conjunto A C X,
ponemos [f]4 a su clase de p-homotopia relativa al conjunto A (que puedeser U, V, UNV
o todo X). Dado un x¢-rulo v en X, la idea es subdividir I en varios subintervalos tales que
la restriccion de v a ellos se quede en U o en V. El tema es que esos cachos de v no son
rulos. Empecemos entonces a laburar con esas cosas:

Para cada = € X fijemos una curva «, de zy a x, de tal manera que si x € U, la curva a,
se quede en U, lo mismo si x € V' y también si x € U N V. Encima ponemos que a,, sea
constante. Total se puede elegir muchas curvas de un saque, si creemos en el AdE.

En general, para una curva f que viaja por U o por V y que va de x a y, definimos
f = ag * f*a, que es un xp-rulo también en U o en V. Para estas f definimos una flecha

0(f)=¢1<mU)€H o bien a(f):qbg([f]V)EH (11.5)

de acuerdo a por dénde iba la f. Falta ver una BD en caso de que f viva en U NV. Eso
sale porque en tal caso también el rulo f viviriaen UNV,y

¢1([]E]U) =¢10$([f]Umv) :¢20j2([f]UﬂV> =¢2([f]v) ;

donde la igualdad del medio sale por la condicién ¢, o J; = ¢ 0o Jo de que el diagrama sea
conmutativo. Varias cuentas estandar muestran que dada otra curva g semejante,

a. Si [flu = [gv o [f]lv = [g]v (p-homotopia) = o(f) =0(g). Y o(ca) = en (a € X).
b. Si ambas viven en U o en V' y tiene sentido f*g entonce vale que o(fxg) = o(f)-no(g)
c. Si f ya era un z¢-rulo, entonces [fly = [flv = o(f) = ¢1([f]v) v lo mismo con V.

Fijado el zg-rulo v en X, ahora si subdividimos el dominio I en varios subintervalos I, =
[sk, Sk+1] (para k =1, ..., n) de tal modo que cada vy, = 7|, vivaen U o en V (via el
Lema de Lebesgue). Queda que v = 7 % - - - x 7y, pero las 44 no son rulos. Sin embargo ahora
podemos proponer una definicién: Pongamos h(7) = O’("}/l) . .a(fyn) €eHy

(X, 20) 3 [Vx — @(W]x) =h(v)=0c(m)...0(wm) € H . (11.6)

Esto necesita mucha verificacion de BD. Por un lado h anda bien porque lo de la eleccion de
distintas particiones de I no genera problemas. Se pueden refinar ambas y no cambian los
resultados finales por la propiedad b. de arriba. Ademads, en caso de estar bien definida P,
cumplirfa todo lo pedido: serfa morfismo (eso sale poniendo de prepo el 1/2 en la particién
de un producto 7 * ) y haria conmutativo el diagrama, porque si 7y vive “de un lado”,
(11.6) (11.5)
O(Tu(hlv)) ="o() = ¢1llhlv) o (Tv(lv)) =a(y) = d2llv)
por las definiciones. Se usa c. de arriba. El problema que subsiste es que si dos xg-rulos
v =, B, tenemos que probar que h(y) = h(3), para que la férmula (11.6) tenga sentido.
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La prueba de eso es bastante agreste, pero al menos es viable (no como lo primero que se
planteaba). Lo vamos a contar a grosso modo (el lector puntilloso puede ir a ver mas detalles
en el libro de Munkres, o hacerlos como abnegado ejercicio).

Se fija una p-homotopia F' : I x I — X entre v y 3, y se la subdivide en N x m rectangulitos
que vayan a parar por F'a U o a V (Lebesgue again). Eso produce una lista finita de nuevos
xo-rulos pi: Las imagenes por F' de las m+-1 lineas largas horizontales de la particién. Notar
que po =7y pm = B. Lo bueno es que al comparar pg con pgi1, ahora cada cachito de sus
N subdivisiones es homotdpico al de arriba, pero en U o en V' (por uno de los rectangulitos
mencionados). Cuidado acd, porque estas no son p-homotopias.

Para arreglarlo, fijado el nivel horizontal k, llamemos b; v b;11 a las curvas que resultan
de aplicar F' a los dos bordecitos verticales del rectangulo i-ésimo, y f; y g; los cachitos
correspondientes de pi v pr+1 (abajo y arriba). Notemos que la primera by y la tltima by
son constantes porque F' era p-homotopia. Pensando al rectangulito como un “rombo” para
que s la juege de p-homotopia (en U o en V') y usando a. y b. de arriba, nos queda que

bi* g =y fixbisy = o(b;)-0(g:) = o(fi) - o(biy1) = o(g:) =o(b;)" o(fi) o(bisr) -

Multiplicando todos esos cachos y usando que en los bordes hay constantes, nos queda que

o(g1)0(ga) ... olgn) = a(by) " o(fi)o(fa) ... o(fn) o(bnsr) = o(f1)o(fa) .. o(fn) -

En otras palabras, si miramos fijo, lo que mostramos es que h(pg11) = h(px). Haciendo esto
en cada nivel k, subiendo escalén a escalén llegamos con esfuerzo a que h(S) = h(y). Eso
termina de probar la BD de ® en (11.6) y el Teorema. [ |

Lo que llamamos Lema S-vK es en realidad la formulacién moderna del Teorema homoénimo.
Muy algebroso para mi gusto, pero asi son las cosas. Veamos como se lo usa para calcular
el nucleo ker J que buscabamos y asi dar una caracterizacién del GF completo de X.

Teorema 11.10.5 (S-vK: Versién cldsica). Con las hipétesis del Lema S-vK, sea
J m (U, zg) x w1 (V, o) — m (X, 20)
el morfismo del producto libre que extiende los morfismos (Jy)« v (Jv )« -

Entonces J es suryectivo y su nucleo ker J se puede caracterizar como el menor subgrupo
normal de (U, zo) * m1(V, 29) que contiene todas las palabras de la forma

Ji(g)™t - Jolg) , para gem(UNV,xg) .

Demostracion. El Teo. 11.9.1 asegura que (X , o) estd generado por la imagenes de (Jy )«
y (Ju)«, por lo que J es suryectiva. Sea N el grupo mencionado en el enunciado. Veamos
primero que N C ker J. Como ker J es normal, bastarfa ver que J1(g) " - J2(g) € ker J para
todo g € m (U NV, x0). Si Jyay : UNV — X es la funcién inclusion, entonces

JoJi(g9) = (Jv)« o T1(9) = (Juav)«(g) = (Tv)s 0 Ta(g) = J o Ja(g) -
De ahi sale que J;(g9)™" - J2(g) € ker J. Luego J induce un epimorfismo
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K : [m(U, xo) * w1 (V, xo)}/N — m (X, z).

Ahora nos bastaria mostrar que este K es mono. Y para verlo seria suficiente probar que K
tiene una inversa a izquierda. Abreviemos H = [m(U, xg) * m(V, SBO)] /N . Ahi se viene el

Lema S-vK. Definamos ¢, : 71 (U, xy) — H como la inclusién de 1 (U, ) en el producto libre
compuesta con la proyeccién del producto libre en su cociente con N. Sea ¢o : m(V, x9) — H
la funcion definida de modo analogo. Consideremos el diagrama

T (U7 .CCO)

% l (JU&

7T1(UﬂV,:r;O) —>7T1(X’ 370) . H

-

K
k T(j‘/)* ®2

T (V7 [EO)

Veamos que ¢ 0 Jy = ¢pa0Jo: Sig e m(UNV,xg), entonces ¢1(J1(g)) es la clase J1(g) - N
en H,y ¢o(Ja(g)) es la clase Jo(g) - N. Como J;(g)~" - Jo(g) € N, las clases son iguales.

Por el teorema anterior que existe un morfismo ® : m (X, z9) — H que hace conmutativo
el diagrama de arriba. Esta ® es el inverso a izquierda de K que buscamos. Para probarlo
veamos que ® o K deja indemne a cualquier generador de H. Esto es, a cualquier clase g- N,
para g € m(U,xg) o g € m(V, xy). Por ejemplo, si g € m1(U, ), tenemos que

K(g-N)=J(g) = (Jv).(9) = ®oK(gN)=oo(Jv).(9) = di(g) =9 -N
como desedbamos. Un razonamiento similar se aplica al caso g € m(V, xy). [

“El menor subgrupo normal tal que bla, bla...”. Magoya lo calcula al N = kerJ. Lo
importante es que depende sélo de los rulos en U N V. Su aplicacion mas directa es el:

Corolario 11.10.6. Bajo las hipdtesis del teorema de Seifert-van Kampen, si ademés asum-
imos que U NV es simplemente conexo, entonces se tiene que

(U, x0) * m(V,20) =2 m (X, 70) .

Demostracion. El isomorfismo lo implementa la J del Teo. 11.10.5. Para ver que es un iso,
basta fijarse que su nicleo esta generado por palabras que dependen de los g € m (UNV, xg),
que ahora sabemos que “son todos lo mismo”. [ |

Ejemplos 11.10.7.

1. Pensemos en la figura 8 o el mismisimo oco. Podemos verlos como dos circulos pegados
en un puntito de sus bordes. Pongamos que los dos abiertos (del co) sean un U = «
(el cacho izquierdo de oo con dos patitas) y V una « al revés a la derecha. Entonces
oo = U UV, mientras que U NV es la x del medio, que es claramente simplemente
conexa. En cambio tanto U como V' se deforman en circulos (achicando de a poco las
patitas). Luego S-vK nos dice que mi(0c0,p) 2 Z*xZ =T, .
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2. Algo parecido se puede hacer con la “figura 6” pensada como un circulo con una raya
horizontal al medio. Pongamos ahora U sacarle a § un cachito de arriba (incluso un
puntito sirve), y V sacar un cacho de abajo. Nuevamente U y V' se pueden deformar en
circulos (gracias a la raya del medio) y UNV es una suerte de “H”, también deformable
a un punto. Queda nuevamente que m(0,p) X Z*x7Z =T, .

3. Se puede probar que el “doble toro” T||T (una suerte de toro con dos asas, onda pretzel)
tiene a la figura oo como un retracto. Lo podemos pensar dibujando el oo arribita de
T||T, luego aplanar todo (queda un oo gruesito) y después afinar hasta que quede
sélo la linea de la figura co. Por ser retracto, el morfismo de inclusién del oo al T||T
pruduce un monomorfismo entre sus GF’s. Asi que aunque no sepamos bien qué es
m (T[T, p), si sabemos que es enorme y no abeliano, dado que tiene un Fy adentro. A

11.11 Ejercicos

Ejercicio 11.11.1. Probar que, en un espacio simplemente conexo, dos curvas cualesquiera
con los mismos puntos inicial y final son p-homotoépicas. Se sugiere considerar el rulo 7 * p,
y aprovechar lo que le pasa. A

Ejercicio 11.11.2. Probar que 7;(S* x S', (1,1)) = Z?. Se sugiere usar el revestimiento
del plano R? sobre el toro que brinda el Teo. 11.3.5. A

Ejercicio 11.11.3. Sea p : E — B un revestimiento con p(eg) = byg. Probar que
1. El morfismo p, : m(E, eg) = m (B, by) es mono.

2. Sea H la imagen de p, . Dado un rulo v en (B, by), se tiene que
[v7] € H <= 7 se levanta a un rulo en F .

Deducir que H es subgrupo normal de 71 (B, by). Sea G = m(B, by)/H, que es grupo.

3. La CL induce una flecha inyectiva ® : G — p~(by) , que también es suryectiva, siempre
que FE sea ar-C.

4. Concluir que si E es ar-C, entonces p~!(by) tiene una estructura natural de grupo, y
que ese grupo es iso con (B, by) cuando E es simplemente conexo. A

Ejercicio 11.11.4. Sea A € R®*3 una matriz tal que todas sus entradas son positivas.
Probar que tiene un autovalor positivo, con un autovector de entradas positivas. Sugerimos
operar con A en el “triangulo” de la esfera que consiste de los vectores de norma uno que
tienen sus tres entradas no negativas. Y usar que esa region es hémeo con B. A

Ejercicio 11.11.5. Sea T el triangulo en C cuyos vértices son 0, 1 e . Probar que si ¢ < %1 ,
todo cubrimiento o de T" hecho con bolas £ cumple que al menos un punto de 7" estd dentro
de 3 bolas de o. Deducir que todo cubrimiento abierto de T tiene un refinamiento que
cumple lo anterior. A
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Ejercicio 11.11.6. Probar los detalles de los Ejemplos 11.10.7.
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