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1.7. SUBESPACIOS INVARIANTES. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES 33
Dado que, en esas condiciones,
(z,Ay) = (Az,y) = (z,ATy), Vz,y € E, (1.6.7)
un operador simétrico acotado coincide con su adjunto, At = A.
Un operador que coincide con su adjunto se dice autoadjunto.

Los elementos de matriz de un operador simétrico A en un espacio euclideo de

dimensién finita, generado por la base ortonormal {ey, ..., e}, satisfacen
(Aei,e5) = (e, Aer)" = Aj; = (en, Aeg) = Ay . (1.6.8)
En consecuencia, la matriz asociada a A es autoadjunta (coincide con su traspuesta

conjugada), AT = A.

1.7. Subespacios invariantes. Autovectores y autovalores

Un subespacio de un espacio euclideo, E' C E, se dice invariante frente a la

accién del operador A : E — E si
VzeE, AzcE'. (1.7.1)

Ejemplo 1.29. Los subespacios triviales E y {0} son invariantes frente a la

acci6én de todo operador lineal sobre E.

Ejemplo 1.30. Todo subespacio de E es invariante frente a la accién de los

operadores O y 1.

Ejemplo 1.31. El operador de proyeccién P sobre un subespacio de dimensién
finita E, C E (definido en la ec. (1.3.3)) deja invariante al subespacio E, y a su

complemento ortogonal Ex. En efecto,

Pu=uecE,, YueE,, Pv=0cEl VulE,. (1.7.2)

Ejemplo 1.32. El operador diagonal de la ec. (1.3.6) deja invariante el subes-

pacio generado por cualquier subconjunto de vectores de la base.

Ejemplo 1.33. El operador de multiplicacién de la ec. (1.3.8), definido sobre
Cy(a,b) como Az(t) = ¢(t) z(t), con ¢(t) continua, deja invariante el subespacio de

las funciones continuas en [a, b] que se anulan idénticamente en el intervalo A C [a, b].

1015 diferencia entre los términos simétrico y autoadjunto se pondra en evidencia mas adelante,

al considerar operadores no acotados.
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1.6. El operador adjunto

Sefialemos primero que dos operadores acotados que tienen los mismos elementos

de matriz son iguales. En efecto, si
(z,Ay) = (z,By) , Vz,yeE (1.6.1)

entonces (A — B)y es ortogonal todo z € E, en particular, ortogonal a s{ mismo. En
un espacio Euclideo, el axioma de positividad implica que (A — B)y = 0, cualquiera
que sea y € E. Por lo tanto A—B=0= A=B.

Dado un operador lineal acotado A, definido sobre todo un espacio euclideo E,
A: E — E, se define su operador adjunto, Af, como aquel operador que satisface

(v.A2) = (Ay, ) = (z,Ay)" , Va,y € B. (162)

En el caso de un espacio euclideo de dimensién finita, generado por la base orto-
normal {e;, ..., e,}, la matriz asociada al operador adjunto, .A’, tiene por elementos

de matriz a

(A')g]- = (‘fiaAT Ej) = (Aei, ) = (¢j,Ae;)" = (‘A);i = (Ai) ij °

ij

(1.63)

Es decir, la matriz asociada al operador adjunto A es la matriz adjunta (tras-
puesta y conjugada) de aquella asociada al operador A: A' = AT = (A%)*.

Si A es un operador acotado, la norma del operador adjunto coincide con la

norma de A. En efecto,

| AT 1= $UP ey wnitariosy | (2, AT 9) | = SUP oy wnitarion) |(4, A2)'| = Al (1.6.4)

Si zo (unitario) es un vector méximo de A # O (es decir, | Azo || = || A || > 0),

entonces yo = Azo/ || A || (también unitario) es un vector méximo de Af. En efecto,

I AIP=l Azo [P= (w0, AT Azo) <[l 2o ||| AT Ao || <
<IAMN Azo =l AT [T A =]l A = (1.6.5)

= [ Alyo |=] ATl

Un operador acotado A definido sobre un espacio euclideo E se dice simétrico
si

(Az,y) = (2, 4y), Yo,y € E. (166)
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Ejemplo 1.38. Para el operador diferencial D z(t) = 2'(t), definido sobre el
subespacio de las funciones diferenciables en (a, b), la ecuacién de autovalores tiene
solucién VA € C:

2'(t) = Az(t) = z(t) ~ e (1.7.7)

Si —0o < a < b < 00, tenemos que || €** || < oo, y ese es un vector del espacio
VieC.

En consecuencia, este operador tiene un conjunto infinito de autovectores corres-

pondientes a autovalores diferentes.

1.8. Propiedades de los autovectores

Teorema 1.4. Los autovectores x1,Tq,...,Tm,... de un operador lineal A, co-
rrespondientes a autovalores distintos Ai,Aa, ..., Am,..., son linealmente indepen-
dientes.

La prueba se hace inductivamente, por reduccién al absurdo. Supongamos que
los m — 1 primeros autovectores son linealmente independientes, pero que podemos

formar una combinacién lineal nula con los m primeros autovectores,
arit+ezrt o+ em1Tm1temIm =0, (1.8.1)

con no todos los coeficientes ¢, nulos. Aplicando el operador (A — A, I) a ambos

miembros de esta ecuacién obtenemos

M=) azi+ Ao —An) 2o+ -+ (A1 — Am) €1 Tme1 + 02, = 0, (1.8.2)

lo que requiere que ¢, = 0 para k = 1,2,...,m — 1. Pero entonces, de (1.8.1) resulta

que ¢, T, = 0, en contradiccién con la hipStesis. m}

De aquf resulta, en particular, que un operador lineal definido sobre un espacio
de dimensién finita n no puede tener mds de n autovectores correspondientes a

autovalores distintos.

Teorema 1.5. Los autovectores de un operador lineal A correspondientes a un

mismo autovalor X conforman un subespacio lineal Ey C E.

En efecto, si
Azy =Xz, Azo=Azy = Al +e232) = Narz +e212). (1.8.3)
O

E, es llamado subespacio caracteristico correspondiente al autovalor A.

En el caso de operadores simétricos, también valen los siguientes resultados.





index-35_1.png
34 1. ESPACIOS EUCLIDEOS

Ejemplo 1.34. El conjunto de las combinaciones lineales de las funciones cost y
sint,
L{cost,sint} C Cy(—m, ), es un subespacio invariante frente a la accién del opera-
dor diferencial D z(t) = z/(t).

Los subespacios unidimensionales invariantes respecto de un operador lineal A
juegan un papel especial. Todo vector no nulo de esas direcciones invariantes es

un autovector de A.
Dado un autovector z € E, Az es necesariamente colineal con z,
Az = Az, para un cierto A € C. (1.7.3)

Todo otro vector y de esa direccién invariante es también colineal con z y puede
escribirse como y = cz, con ¢ € C. Entonces, Ay = A(cz) = cAz = Ay, de
modo que el nimero A, llamado autovalor de A correspondiente al autovector z,
es independiente del vector no nulo seleccionado, siendo una caracteristica de ese

subespacio unidimensional invariante.

Ejemplo 1.35. Todo vector no nulo z € E es un autovector de los operadores
Oel
Oz=0z, Iz=1z. (1.7.4)

Ejemplo 1.36. Para el operador de proyeccién tenemos

Pu=1u,VueE,, Pv=0v, Vv LlE,. (1.7.5)

Ejemplo 1.37. El operador de multiplicacién por una funcién ¢(t) real mondto-
na no tiene autovectores.

En efecto, consideremos la ecuacién de autovalores
Az(t) = p(t)z(t) = Az(t) . (1.7.6)

Si z(t) € Cs(a,b) es no nula en un punto ¢ = ty, entonces es no nula en todo un
entorno de dicho punto A C (a,b). En consecuencia, V¢ € A debe ser ¢(t) = A,
ecuacién que no tiene solucién para A si ¢(t) es mondtona creciente o decreciente.
Por lo tanto, no existe ninguna funcién continua z(t), no idénticamente nula, que

satisfaga la ec. (1.7.6).
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para i = 1,...,n, correspondiente al vector unitario emer de la base ortonormal

considerada. Entonces,

I AlP= SUP{||z)=1} | Az |*=

; (153)
= SUP({|g, 24 +[gn [2=1} Z INil? &1 < | Amaz|® -
=
Por otra parte, || A emaz || = [Amaz|- Por lo tanto, || A || = |Amaz| ¥ €maz €s un vector
méximo de A.
Ejemplo 1.27. El operador nulo O tiene norma nula,
lOol= SUP{|iz||=1} [[of=0. (1.5.4)
Inversamente, si A tiene norma nula y || z ||=1,
[Al=0=0<||Az ||<0 = Az=0,VzeE. (1.5.5)

Por lo tanto, | A||=0 < A=0.

Lema 1.4. En un espacio euclideo de dimensidn finita, todo operador lineal re-

sulta acotado y tiene un vector mdzimo.

En efecto, consideremos el caso de un espacio real de dimensién finita n, E,,
donde un vector genérico tiene el desarrollo z = & e; + -+ + &, €,, con & € R,

respecto de cierta base ortonormal. La funcional

F(z) :=| Az |*>0 (1.5.6)
se reduce a (ver ec. (1.3.15))
F@) =Y (A4u&)’ = (&, &) €R, (15.7)
k=1

donde f(&,...,&) es una funcién cuadritica de n variables reales’”. Esta es una
funcién continua que debe ser analizada en la esfera de radio 1 de E,, donde & +
---+ &2 =1, lo que corresponde a una regién acotada y cerrada de R™.

Ahora bien, toda funcién continua en una regién acotada y cerrada de R™

estd acotada, y como todo conjunto acotado de nimeros reales tiene un supremo,
entonces existe || A ||> 0 tal que Fi(z) <|| A ||%.

7El caso de un espacio complejo de dimensién 7 s enteramente similar, resultando f(€) una
funcién real, cuadrética en 2n variables reales.
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donde hemos empleado la propiedad (1.5.11). Entonces, M < || A ||. Por otra parte,
Vz unitario tal que Az # 0,y cony =| Az ||7! Az (también unitario y paralelo
a Az), resulta

[, Ax)| =l ylll Azll=]| Az || < M, (15.14)

de modo que supz_yy || Az [|=] A || < M. Porlo tanto, M =|| A . ]

Sean A, B operadores lineales acotados sobre un espacio euclideo E. Su suma es

también un operador acotado,
lA+BlI<IAl+1BI, (15.15)
como consecuencia de la desigualdad triangular para la norma de los vectores en E,
I(A+B)z <]l Az ||+ || Bz, Yz € . (15.16)

Esto significa que el conjunto de los operadores lineales acotados sobre E constituye
un subespacio del espacio vectorial de los operadores lineales.

Ademéds, la norma de operadores acotados satisface las siguientes propiedades:

lA=0 vy [[All=0&A=0,
(1.5.17)
I XAll= A1 All, YAecC.

Las ecs. (1.5.15) y (1.5.17) muestran que los operadores lineales acotados sobre

un espacio euclideo forman un espacio de Banach® o espacio normado®.

Por otra parte,
TABI<IANNIBI, (1.5.19)

dado que

IAB)z <[ Alll BzlI<I ANl BIlz], Yz eE. (1.5.20)

8Stefan Banach (1892 - 1945).
9Un espacio de Banach F es un espacio lineal que tiene definida una norma que, V4, ¢ € F,

satisface las siguientes propiedades:

% 1>0 y | ¢]=0<% 1 =0 (clemento neutro de F),

IAd = A+ 1, vAeC, (1.5.18)

Ty+oli<iieli+lel-

Un espacio euclideo es automaticamente un espacio de Banach, dado que el producto escalar

permite definir una norma con esas propiedades.
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Por otra parte, toda funcién continua f(&i,...,&) en una regién acotada y
cerrada alcanza un valor méximo (que naturalmente coincide con su supremo). Su-
pongamos que ello ocurre en un punto de coordenadas &7, ..., £5. Ese punto de R™

define un vector unitario 7o = &) e; +--- + &2 e, € E,, para el cual es
I Azo IP=f(&,....&0 =1 AT (1.5.8)
¥, en consecuencia, es un maximo de A. m}

A diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en el caso de espacios de
dimensién infinita los operadores pueden ser no acotados (de norma no finita) o,

siéndolo, pueden no tener un vector maximo.

Ejemplo 1.28. Consideremos el operador diferencial de la ec. (1.3.10) y una
funcién de la forma et € Cy(a, b), entonces

D I=ll (@) = A = AT IT & (1.5.9)

donde A € C. En consecuencia, || D z(t) || no esté acotado sobre la esfera de radio

1 del subespacio de funciones diferenciables de Cy(a,b).

Sea A un operador lineal acotado sobre E y z € E un vector no nulo. Entonces

y=zx/ | z | es un vector unitario, de modo que

T 1
A ‘ =gl Azli<lAll=lAzli<[ Al - (1.5.10)
‘ [E2 NES
Por otra parte, si z = 0, || Az |[=0=]| A ||| z ||. En consecuencia, tenemos el
siguiente

Lema 1.5. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio euclideo E,

Az <[ Alllz|, VzeE. (1.5.11)

Equivalentemente, la norma de un operador acotado A también puede definirse

como

M = SUD (s wntaroy (0, A2)] (1512)

En efecto, para todo par de vectores unitarios z,y € E tenemos

[ A2 <[yl AzlI<l ALz =1l AT, (15.13)
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es el subespacio de polinomios P(t) de grado < k, y las funciones ortogonales

yk(t) = Pi(t) que se obtienen son los polinomios de Legendre®,

Fo(t) = yolt) = zo(t) = 1,

P =1 = 2a0) = 0 )

_ () — (0 72) (g, @) e 1
Bo(t) = 3a(t) = 200 (%0, %) 08 o) ==z (142)
Pu(t) = (t) = an(t) — ((ZZ ;:)) olt) = — % wea(t).

1.5. Operadores acotados

Dado un operador lineal sobre un espacio euclideo, A : E — E, se define su
norma, || A ||, como la minima cota superior o supremo de la funcional || Az ||
tomada sobre el conjunto de vectores de longitud 1 (vectores unitarios) de ese

espacio,
1A= SUP{2¢E | ||z|l=1} Az . (1.5.1)

Si || A ||< oo, el operador A se dice acotado.

Todo vector unitario zo € E para el cual esa cota es alcanzada se dice vector

maximo de A.

Ejemplo 1.25. El operador identidad, I, tiene norma || I ||=1,
[ T||=supgzj—y | Tz ||= supgey—yy I =1, (1.5.2)

y todo vector unitario es un vector mdximo de I.

Ejemplo 1.26. Consideremos un operador diagonal en un espacio de dimensién

finita n, Ae; = i€, y sea Amqe €l autovalor de méximo médulo, |Xi| < [Amazls

6Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833).
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De hecho, D tiene infinitas inversas a derecha,

t
D / P(s)ds — P(t). (1.3.26)
to
Pero D no tiene una inversa a izquierda, puesto que
DP(t)=0+a1 +2ast +--- +na "', Vao (1.3.27)

(dicho de otro modo, D(agt®) = 0, Y ao # 0).

1.4. Sistemas de vectores ortogonales

Teorema 1.3. Sea z1, s, ..., Tk, ... una secuencia (finita o infinita) de vectores
de un espacio euclideo E, y sea L(z1,...,zx) la variedad lineal generada por los k
primeros vectores de la secuencia. Entonces, siempre existe un sistema de vectores

Y1,Y2, - Yk, - .. tales que, VE,

Ly, y) = L(@1,. . 7)
(1.4.1)

Yt L L1 Y8) -

Este resultado puede demostrarse por induccién completa. En efecto, suponga-
mos que han sido construidos los primeros vectores y;,¥a, . . ., Yx con esas propieda-
des. En particular, para k = 1 basta con tomar y; = z; (si z; # 0).

Para un dado k, la variedad lineal L(y;,...,y) es un subespacio de dimensién
finita de E, de modo que el vector zx41 puede escribirse como la suma zp41 =
Upy1 + Vg1, donde upyy € L(y1, .-, Yk) ¥ V1 L L(y1,...,yx) (ver Lema 1.3). En
consecuencia, tomando yj4+1 = vkt se satisface la segunda condicién.

Por otra parte, por hipétesis L(yi,...,yx) = L(z1,...,Zx), mientras que Ty =
Y1 + urpr. Por lo tanto, L(z1, ..., Zk, k1) C L(Y1, - -+, Yk, Yk1)-

Similarmente, dado que ug41 € L(z1,...,Tk) ¥ Ye+1 = Th+1 — Uks1, entonces

L(y1, - Yy Yrr1) C L1, -, Ty Teg)-

Finalmente, si yx = 0 para algin k, eso significa que zj no es linealmente in-
dependiente de los vectores {z1,...,zx_1} y puede ser descartado de la secuencia
original. Ademés, los vectores y # 0 pueden ser normalizados de modo de obtener

una secuencia ortonormal. m}

Ejemplo 1.24. Consideremos la secuencia de funciones linealmente independien-
tes {zo(t) = 1,21(t) =t,...,z(t) = t¥,...} C Cy(—1,1). En este caso, L(zo, - .., Tx)
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= la multiplicacién o producto de un operador lineal A por un niimero A

es un operador lineal definido por
(MA)z :=XAz), VzeE; (1.3.18)

(mostrar en ambos casos que el operador resultante es lineal).
Si O es el operador nulo, y —A = (—1)A, como consecuencia de las operaciones

lineales definidas sobre vectores se verifica de inmediato que

= A+B=B+A,

= (A+B)+C=A+(B+C),

= A+O0=A,

n A+(-A)=0,

n1A=A,

A (A A) = (M)A,

(A +M)A=MA+ XA,

s \(A+B)=XA+\B.
Esto muestra que el conjunto de todos los operadores lineales definidos sobre un
espacio euclideo E forman ellos mismos un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo

que E.

También es posible introducir un producto o composicién de operadores linea-
les, que corresponde al producto usual de matrices. Si A, B son operadores lineales

sobre E, la composicién C' = A B es el operador lineal definido por
Cz=(AB)z:=A(Bz), VzeE. (1.3.19)
En efecto, el producto A B asf definido es lineal:
(AB)as+By) = A(@Bz+BBy) =a(AB)s+BAB)y.  (13.20)

Con esta definicién también se verifica que
= A(BC)=(AB)C,
= ABB+C)=AB+AC,
= (A+B)C=AC+BC,
n M(AB)=(AA)B=A(\B),
s JA=AI=A,
pero en general

=« AB£BA.

Esto es, la composicién de operadores es asociativa, distributiva y no conmutativa
(al igual que el producto de matrices cuadradas).
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Un operador lineal definido sobre un espacio euclideo de dimensién finita queda
determinado completamente por los valores que toma sobre una base ortonormal de
ese espacio. En efecto, consideremos un espacio de dimensién n, E,, generado por
un sistema ortonormal completo {ey,...,e,}. El operador A aplica los vectores de

la base en una combinacién lineal de esos mismos vectores,

n
Aei=) ejAji, i=1,...,n, (1.3.14)

j=1

mientras que para un vector arbitrario z =, e; + - - - + &, €, tenemos

AI:Z&AC*':ZSJZAJiEh (1.3.15)
i=1 i=1 i=1

El vector imagen y = Az =1y e; + - - - + 1), €, tiene por coeficientes de Fourier

an; =Y, A;j; &, o bien, en notacién matricial,

mn A oo A &
: = : : : . (1.3.16)

7 Ant oo Aun) \&

En consecuencia, haciendo uso del isomorfismo que existe entre el espacio com-
plejo (real) E, y el espacio C* (R"), vemos que todo operador lineal A puede ser
representado por una matriz A de n x n (operador lineal sobre el espacio de la n-
uplas), cuyos elementos de matriz (relativos a la base considerada) estdn dados
por Aij = (e, Aej).

Inversamente, dada una base ortonormal en E,, toda matriz de n x n define un
operador lineal sobre dicho espacio mediante la relacién (1.3.15). En consecuencia,
existe una correspondencia biunfvoca entre operadores lineales sobre E,, y matrices

de n x n (operadores lineales sobre el espacio de la n-uplas).

Dos operadores lineales A y B definidos sobre un espacio euclideo E son iguales
siAz =Bz, VzeE.

Al igual que con las matrices, es posible definir operaciones de suma y multipli-
cacién por niimeros de operadores lineales sobre un espacio euclideo.
En efecto, sean A, B,C operadores lineales sobre E, y A, A, Ay nimeros; las

siguientes operaciones definen nuevos operadores lineales sobre E:

= la suma o adicién de dos operadores lineales, C' = A + B, es un operador
lineal definido por

Cz:=Az+ Bz, VzeE; (1.3.17)
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La asociatividad del producto permite definir potencias positivas de un operador
lineal,
A=A, A2:=AA, .., A= AA"  ete (1.3.21)
También se define A° :=1I. De esto resulta que A" A™ = A"*™ Vn m e NU{0}.

Un operador B que satisface B A = I se dice inverso a izquierda de A. Simi-
larmente, si C satisface AC =1 se dice inverso a derecha de A.

Estos inversos en general no existen (similarmente a lo que ocurre en el caso de
las matrices cuadradas). Una condicién necesaria para la existencia del inverso a
izquierda es que si Azg = 0 = zo = 0. En efecto, B(Azo) = B0 =0= (BA)zo =

Tzg=1xg.

En el caso de espacios de dimensién finita, el problema de hallar el operador
inverso a izquierda de A se reduce al de invertir la matriz A asociada al operador,
relativa a una base ortonormal del espacio euclideo. Eso requiere que el determinante
det A # 0, en cuyo caso el inverso a derecha coincide con el inverso a izquierda, y

ambos se denotan por A~!, operador correspondiente a la matriz inversa A~'.

En el caso de espacios euclideos de dimensién infinita, el problema del inverso
es més delicado. En particular, la existencia de un inverso a izquierda no implica la
existencia de un inverso a derecha. De la misma manera, un inverso a izquierda no
necesariamente tiene a su vez un inverso a izquierda. Esto se ilustra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.23. Consideremos el espacio lineal formado por el conjunto de los

polinomios en t a coeficientes reales, en el intervalo [—a, a],
Pa(—a,a) ={P(t) =ap+art+ayt>+ -+ +a,t", neN, q e R}. (1.3.22)

Como subespacio del espacio de las funciones reales y continuas C3(—a, a), se trata
de un espacio euclideo, que tiene dimensién infinita como consecuencia de que las
potencias de ¢, {t",n =0,1,2,...} forman un conjunto linealmente independiente.

En este espacio, el operador integral A : Py(—a,a) — Pa(—a,a) definido por

t 2 g+l
AP(t)::/DP(s)ds:uot+a1§+~<+a,."+1, (1.323)
tiene por inversa a izquierda al operador diferencial D : Py(—a,a) — Po(—a,a)
definido por
DP(t):=P(t). (1.3.24)
En efecto,

DAP(®) = % /0 " P(s)ds = P(t). (1.3.25)
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Por ejemplo, si Q(y) = BP1+a ~ S, entonces f(y) = AP_3/5(y) * P11aly) =
a-3/2
Aéa—l/2(y) ~Yy -
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102. Calcular las transformadas de Fourier de las distribuciones regulares sin(az),
cos(az), sinh(az) y cosh(az).

103. Mostrar que si Sop(f), Sop(g) C R* con f, g € K*, entonces Sop(f*g) C R.

104. Se desea regular el flujo de un rio mediante la construccién de una represa
con una abertura que permita un cierto flujo Q(z) en funcién de la altura =
del agua contenida. Se trata entonces de disenar la forma adecuada de esa
abertura, z = f(y), donde z es la coordenada horizontal medida desde el
centro de la base de una abertura simétrica e y es la coordenada vertical
medida desde ese mismo punto. (Sugerencia: aplicar el principio de Bernoulli
para establecer la velocidad de salida del agua por la abertura de ancho
2f(y) como funcién de la altura y y calcular el flujo total por integracién.

Despreciar la velocidad del agua en la superficie del embalse.)

A.20. Solucién de ejercicios seleccionados

= Ejercicio 87: Definimos Py(z) := —i¢/(x) sobre el dominio D(P) := C§° (RT\{0}).

Entonces, el operador adjunto est4d densamente definido en el conjunto
D(P') = {¢(z) = ¢1(2) + ¢s(a)|

P1(x) € AC (R*) N Ly (RY) ;41 (2 < 0) = 091 () € Ly (RY)

Pa(z) € AC(RT) MLy (R7);4h5(z > 0) = 03¢y (z) € L2 (R7) },

con Pf(z) = —it)/(z) para o # 0. Similarmente, para la clausura del ope-
rador resulta que

D(P) = {¢(z) = p(x) + ¢a()|

é1(z) € AC(RY) NLy (RY); é1(z < 0) = 0; ¢4 (2) € Ly (RY);

$a(z) € AC(RT) N Lz (R7); do(z > 0) = 0,4 (x) e Ly (RT) },

con Pé(z) = —i¢/(z).
Como P no coincide con P?, el operador P no es esencialmente autoad-
junto. Para determinar sus indices de deficiencia consideramos el problema

de autovalores

Py (z) = —itfl, () = +ips(2)
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Determinar la suma de la serie de distribuciones regulares
o0
Z cos(2k — 1)z
k=1

(Sugerencia: tener en cuenta que Y5, %15)3 = I[Z —|z|] - Ver Table

of Integrals, Series and Products, 1.S. Gradshteyn y I.M. Ryzhik, Academic
Press, 2000).
Para el Ejemplo 7.9 (pagina 197), verificar que y = VP es solucién de

zy' +y = 0. (Sugerencia: tener en cuenta que

() L2
([ [) G
+ H"h{(/ier/l) Mh} )

Dada una distribucién f : K — C de soporte compacto contenido en el in-

tervalo [—a, a], mostrar que su transformada de Fourier es una distribucién
regular g : 2 — C definida por una funcién analitica entera de crecimiento
polinomial en la direccién de eje real. (Sugerencia: tener en cuenta que toda
distribucién es la derivada de cierto orden de una distribucién regular defi-
nida por una funcién continua y que si he(z) € C°[—(a + ¢€),a + €] tal que
he(z) = 1 para = € [—a, a] entonces (f, p(z)) = (f, he(z)p(z))).

Mostrar que si ¥n(0) — (o) en Z, también converge la secuencia de fun-
ciones desplazadas, ¥,(c — h) — ¥(c — h), con h € C.

Teniendo en cuenta que el Laplaciano en coordenadas esféricas en R™ estd da-
do por

-1
A=02+"

1
O+ — Da,
T T

donde Ag es el Laplaciano sobre la esfera de radio 1 de ese espacio, mostrar

que la funcién de Green del Laplaciano es

r2n 92
Gp= Q=
"TEene, T T/
paran >3y
logr
Gy =
2= 5

para n = 2.
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H. Falomir

Como H no coincide con H, el operador H no es esencialmente autoad-
junto. Para determinar sus indices de deficiencia consideramos el problema

de autovalores

His(e) = —fi (z) = +ivhu(x)

cuyas soluciones en D(HT) son, respectivamente,

) (@ 20,
L (@) =
0, =<0,

0, z>0
@) (z) — ] ,
L (@) {e(%), <0,

1 2 _

con [ = [[¢@]] =27
Entonces, ny(H) =2 y H admite toda una familia de extensiones auto-
adjuntas que estdn en correspondencia uno a uno con las isometrias (apli-

caciones que preservan la norma) entre los espacios bidimensionales Ky y
K_.

(1)
Por comodidad, definimos V4 (z) := (izj @)
Yy (z)

v -- () ( - ) Tale).

Podemos escribir los dominios de las extensiones autoadjuntas de H como
D (Hy) = {x(z) = 6(z) + (A B) - (¥+(2) + U_(@))|
#(z) € D(H); A,B € C},
para cada matriz unitaria de 2 x 2, UTU = 1, (U € U(2)), las que dependen

de cuatro pardmetros reales (Ver Introduccidn a la teoria de grupos, Curso
de Métodos de la Fisica Matematica, Vol. II, H. Falomir).

Sobre tales funciones tenemos que

Hyx(e) := H'x(z) = —¢"(2) +i (A B) - (V+(z) — U¥_(a)).

) € K. Nétese ademds

que

Por otra parte, como esas funciones y sus derivadas primeras tienen limi-

tes laterales bien definidos en el origen, resulta que

(x(0*) x(07)) = (A B) [12 + U],

oy =um () ()01 (5 0).

lo que corresponde a dos condiciones sobre dichos limites laterales.
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cuyas soluciones en D(P') son, respectivamente,

balo) = { o

0, =<0,

ef, =<0
TMI):{ 0, z>0.

Por lo tanto, ny(P) = 1 y P admite toda una familia de extensiones
autoadjuntas dependiente de un pardmetro. Sus dominios estdn conformados

por los conjuntos

D(P,) = {x(z) = ¢(z) + A (¢+(z) + €79_(2)) |$(x) € D(P); A€ C},

para cada y € [0,27). Sobre tales funciones el operador actiia como

Pyx(@) = Px(z) = —i¢/ (z) + iA (4.(2) — €79 (2)) .
Nétese que

X(0F) =0+ A(1+€70)=A

W(0-) = 04 A0+ 1) = A } = x(0F) = e x(07).

Finalmente, si definimos H,, := P,? sobre el dominio
D (H,) := {x(z) € D(P,) [Pyx(x) € D(P)},

estas funciones deben tener derivadas primeras absolutamente continuas en
(R*™\{0}), derivadas segundas en L, (R) y satisfacer ademds la condicién

X'(0%) = e™7x'(07).

= Ejercicio 88: Sobre el dominio D(H) := C§° (R*\{0}) se define Hyp(z) =

—¢"(z). El operador adjunto est4 definido sobre el conjunto de funciones

D(H') = {¢(z) € C" (R\{0}) Lz (R) |

¥'(z) € AC (R\{0});¢"(z) € Lo (R)} ,

sobre las que actiia segin HTi(z) = —1"(z), mientras que su clausura

estd definida sobre el dominio

D(H) = {é(z) €C' (R) N L (R) |

#(z) € AC(R);¢"(z) € Ly (R);6(0) =0 =4 (0)} ,

en el cual también actia como Ho(z) = —¢"(z).
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Ejemplo 1.20. La multiplicacién de elementos de Cy(a, b) por una funcién con-

tinua fija ¢(t) define un operador lineal,
Vz(t) € Co(a,b), Ax(t) :=¢(t)z(t) € Ca(a,b). (1.3.8)

Ejemplo 1.21. El operador integral de Fredholm®, A : Cy(a,b) — Cy(a,b),

estd definido por
y(t) = Az(t) == /b K(t,s)z(s)ds, Vz(t) € C(a,b), (1.3.9)
donde el nicleo del operador, K ;t, s), es una funcién continua de sus dos variables.
Ejemplo 1.22. Los operadores de los dos ejemplos anteriores estdn definidos

sobre todo el espacio Cz(a, b). Pero eventualmente es necesario considerar operadores

definidos tinicamente sobre ciertos subespacios de Cz(a, b). Un ejemplo es el operador
diferencial

Dz(t) :=2(t), (1.3.10)
definido sélo sobre el conjunto de aquellas funciones de Cs(a,b) que tienen una
derivada primera continua, z'(t) € Cy(a, b).

El Ejemplo 1.18 permite establecer el siguiente

Lema 1.3. Dado un subespacio de dimensidn finita de un espacio euclideo, todo

vector puede ser representado como la suma de dos vectores ortogonales entre si,

z=u+v, dndeu=PzeE,, yv=(1—-P)z LE,. (1.3.11)

El niicleo (kernel) o subespacio nulo de un operador lineal A, Ker (A), es el

conjunto de vectores z € E que son aplicados en el vector nulo por la accién de A,
Az=0, VzeKer(A)CE (1.3.12)
(mostrar que se trata de un subespacio).

El rango o imagen de un operador lineal A, Rank (A), es el conjunto de vectores

y € E que son la imagen por A de algiin vector de z € E,
VyeRank(A)CE, d3z€E|y=Az. (1.3.13)

S5Erik Ivar Fredholm (1866 - 1927).
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A. EJERCICIOS PROPUESTOS

o2

. Mostrar que las funciones de Hermite ¢,(z) = H,(z)e 7, donde los po-
linomios de Hermite se expresan como H,(z) = (—1)"e*" (%)"e’“‘z, son
autovectores del operador F (transformacién de Fourier) correspondientes a

autovalores (—1)™.

A.18. Operadores no acotados

. Considerar los operadores T} y T definidos sobre los dominios
D(Ty) = {p € ACRY) NLy(RY) | ¢/(0) + 2 (a) € Lo(R")}
y
D(Tz) = {p € ACR") NLy(RY) | ¢/(z) +zp(z) € Lo(RT); 0(0) = 0}
respectivamente, y que actiian como operadores diferenciales segin

Tia (@) = ¢'(a) + 7 (x).

a) Decir si esos dominios de definicién son densos en Ly(R™).
b) Mostrar que sus espectros puntuales son o(T}) = C y o(T3) = 0 (Suge-
rencia: buscar el factor integrante de la ecuacién de autovalores).
¢) Identificar los operadores adjuntos Tlt , y mostrar que sus espectros pun-
tuales son ambos vacios, a(Tli’z) =0.
d) Mostrar que T y T, son ambos cerrados (Sugerencia: de ser posible,
determinar los operadores Tlﬁz)
€) Mostrar que los espectros residuales de los adjuntos son o,(T}) = C y
or(T]) = 0.
. Mostrar que el operador impulso de la Mecdnica Cuéntica, definido por
Py(z) = —ig/(z) sobre D(P) = CP(R), es esencialmente autoadjunto y
determinar su (dnica) extensién autoadjunta (Sugerencia: identificar el ope-
rador adjunto P! para determinar los indices de deficiencia de P).
Mostrar que el operador impulso radial de la Mecénica Cuéntica en D di-
mensiones, definido por P.p(r,Q) = —i (5, + %) o(r, ) sobre D(P) =
CP(R)@C®(SP~1) (donde SP es la esfera de radio 1 en el espacio euclideo
D-dimensional), no admite extensiones autoadjuntas y, por lo tanto, no co-
rresponde a un observable (Sugerencia: idem Ejercicio anterior; notar que
basta con considerar funciones de 7).
Mostrar que el operador definido como T'p(z) = —i¢/(z) sobre el dominio
D(T) = C§°(0,1) es simétrico pero no esencialmente autoadjunto. Determi-

nar los subespacios de deficiencia de T' para mostrar que admite una familia
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b) que, entonces, +i € p(T), de modo que Rank(T + i) es denso en H y
(T +14)~" : Rank(T + i) — D(T) es acotado,

¢) paraw = (T +i)u con u € D(T), Vw = (T —i)u, de modo que V' es una
isometta: Va2 = [Tull* + Jul = ],

d) finalmente, Vw = 0 = v = 0 = w = 0, de modo que KerV = {0} y V'

es unitario (isometria con inversa).

Mostrar que la transformacién inversa estd dada por T' = —i(V+1)(V —1)71,
con V unitario y T’ autoadjunto definido sobre D(T') = Rank(V —1), siempre
que Ker(V — 1) = {0}.

A.19. Teoria de Distribuciones

91. Demostrar el siguiente limite débil de distribuciones regulares en C* a la

distribucién singular & de Dirac:

92. Mostrar que zVPi =1 (distribucién regular definida por la funcién idénti-
camente igual a 1).

93. Considerar la distribucién regular definida por la funcién

logz, z>0,
lgze =1 4 <0
s <0.

Recurrir a la definicién de derivada de una distribucién para determinar

(log z4+)' y mostrar que no se trata de una distribucién regular.
94. a) Calcular la derivada de la distribucién definida por el limite débil

log(z £ i0) := lim log(z +iy).

y—0t
b) Mostrar que
(z+40)™" == lim (z+diy) " =VP (1) F iwé(z).
z

y—=0t

¢) Mostrar que la distribucién singular (z+i0)~! es la derivada de un orden
finito de una distribucién regular definida por una funcién continua en
la recta (Sugerencia: calcular una primitiva de log(z + i0)).

95. Resolver la ecuacién diferencial zy' = 0 en el espacio K*.
96. Mostrar el limite débil

lim vFe”* =0, YE>O0.

v—00
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de extensiones autoadjuntas dependientes de un pardmetro continuo. Espe-
cificar sus dominios. Mostrar que esas extensiones autoadjuntas pueden ser
caracterizadas mediante condiciones de contorno (es decir, mediante una re-
lacién entre los valores que la funcién toma en los extremos del intervalo

[0,1]) y determinar sus espectros (puntuales).

. Considerar el operador con dominio

D(A) = {p(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1),9(0) = 0 = p(1)},

sobre el cual estd definido como Ap(z) = —i¢/(z).

a) Determinar el adjunto Af.

b) Mostrar que A es cerrado.

¢) Definir adecuadamente las composiciones de operadores ATA y AAf| y

mostrar que se trata de operadores autoadjuntos.
d) Determinar a qué extensiones autoadjuntas del operador definido como
L= 7;: sobre el dominio C§°(0, 1) corresponden esas composiciones.

Definir el operador momento lineal de una particula cudntica libre confinada
a una recta a la que le falta un punto. Construir el operador Hamiltoniano
como el cuadrado del momento lineal (Sugerencia: considerar el operador
simétrico P = —id,, definido sobre el dominio D(P) = C5° (R\{0}), deter-
minar su adjunto y sus extensiones auto-adjuntas).
Definir el operador Hamiltoniano de una particula cudntica libre confinada a
una recta a la que le falta un punto; construir sus extensiones autoadjuntas
y determinar bajo qué condiciones resultan ser el cuadrado del operador mo-
mento lineal del ejercicio anterior (Sugerencia: considerar el operador simétri-
co H = —82, definido sobre el dominio D(H) = C° (R\{0}), determinar su
adjunto y sus extensiones auto-adjuntas).
Caracterizar las extensiones autoadjuntas del Ejercicio anterior en términos
de los valores de borde de las funciones a ambos lados del origen. Para ello
definir el operador Hp(z) = —¢"(z) con dominio D(H) c C' (R\{0}) N
L, (R\{0}), con ¢"(z) € Ly (R) y considerar la diferencia (¢, Hp) — (H1, p)
para establecer las condiciones adicionales sobre las funciones que determinen
los dominios de las extensiones.
Sea T un operador autoadjunto. Mostrar que su transformado de Cayley,
V = (T —4)(T +4)~! con dominio D(V) = Rank(T + i), es un operador
unitario. Para ello,

a) tener en cuenta que T es cerrado con dominio denso en H y espectro
o(T) CR,





index-109_1.png
108 3. FORMAS Y OPERADORES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT

donde las funciones C(t) son dos veces diferenciables. Esta expresién debe ser
reemplazada en (3.8.8), lo que da lugar a una primera ecuacién que involucra a
estas dos funciones.

Para la derivada de y(t) tenemos

') = Cr(t) wa (b) + Calt) w5 (t) + C1(8) ua (8) + Co(t) walt) - (38.13)

Como necesitamos una segunda ecuacién para determinar las dos funciones Ci(t)
y Ca(t) (y a los efectos de simplificar los célculos evitando la aparicién de las deri-

vadas segundas de estas funciones), podemos imponer que
Ci() wa(t) + Cyt) ua(t) =0, (3.8.14)
de donde resulta que
(0 = GO (1) + Cot) () + CLO (D) + CoO ). (38.15)
Reemplazando (3.8.12-3.8.15) en (3.8.8) obtenemos

Ly®) = u()) Lun(®) + Caft) Lua(t)+
(3.8.16)
+2(0) (GO (8) + G5 wa(0)) = ().

Entonces, de (3.8.11), (3.8.14) y (3.8.16) obtenemos un sistema de ecuaciones

algebraicas para las derivadas de las funciones que tratamos de determinar,

(p(t) i (1) p(t)u;a)) (G{(t)) _ (z(t)) A (3817)
w(t)  w@) ) \Gw) \ o

El discriminante del sistema,

et (p(t) w(t) pl) u'za)) _
w(t) () (3818)
=pO{4(0) wt) —ua(t) (0} = p(t) W, ws](t) = Co

(donde W uy, us) es el Wronskiano de las dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacién homogénea), es una constante no nula, como puede verificarse facil-
mente tomando su derivada y empleando la ecuacién (3.8.11), y teniendo en cuenta

que

Co = p(@) v (a) ual@) = —p(b) ws (5) (1) (3.819)
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tiene una derivada segunda continua y satisface las condiciones de contorno (3.8.2),
ademds de ser (la tnica) solucién de la ecuacién Ly(t) = z(t). En esas condiciones,
A es inverso de L a derecha:

Ly(t) = LAz(t) = z(t), Va(t) € Cs(a,b). (3.8.6)

Inversamente, si y(t) € D(L) entonces Ly(t) = z(t) € C(a,b). Como la solucién
de esta ecuacién es tnica, y(t) puede ser representada como en (3.8.5), de modo que

A también resulta ser inverso de L a izquierda:

Aa(t) = ALy(®) = y(t), VYy(t) € D(L). (3.87)

Para determinar el operador inverso de L, dada cualquier funcién continua z(t),

debemos hallar la solucién de la ecuacidn diferencial inhomogénea

Ly(t) =p(t)y"(6) + P () ¥/ (1) + a() y(t) = 2(2) (3838)
que satisfaga las condiciones de contorno locales especificadas en (3.8.2). En la ecua-
cién (3.8.8), L es entendido sélo como un operador diferencial (sin un dominio res-
tringido més all4 de la existencia de la derivada segunda de las funciones sobre las
que opera).

Para fijar ideas, en lo que sigue adoptaremos las condiciones de contorno de

Dirichlet!! en ambos extremos!?,
Y@) =0, y(b)=0. (3810)

Toda ecuacién diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes conti-
nuos, como L u(t) = 0, tiene dos soluciones linealmente independientes, us(£) y us(t)
(funciones dos veces diferenciables). Estas pueden ser elegidas de manera que satis-
fagan la condicién de contorno (3.8.10) en uno de los extremos del intervalo [a, b] (y

sélo en uno, dado que estamos suponiendo que L es no singular),
Luys(t) =0, Vi€ (a,b), w(a)=0, uy(b)=0. (3.8.11)

Para construir la solucién de (3.8.8) podemos seguir el método de los coeficientes

indeterminados y proponer
Y(t) = Ci(O)(0) + Colt) wa(t), (38.12)

1Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859).
12La construccién del inverso para las condiciones de Neumann (Carl Gottfried Neumann

(1832 - 1925)),

y'(a)=0, y(b)=0, (3.8.9)
o para las mas generales condiciones de Robin (Victor Gustave Robin (1855 - 1897)) , ec.
(3.8.2), es enteramente similar.
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En esas condiciones,

(c«t)) _ (p(t) (1) p(t)u;a)) h (z(t)) _
Cy(t) wa(t) us(t) 0

(3.8.20)
1 ( us(t) —p(t)u;a)) (z(t))
Co \—u(t) pt)u(t) o)’
de donde resulta que
cit) = us(t) 2(t) Cyt) = _u(®)e(®) . (3.8.21)

Cy Co
Ahora debemos elegir primitivas de estas funciones que garanticen que y(t) sa-

tisfaga las condiciones de contorno requeridas, ec. (3.8.10). Esto se logra con

Cl(t)zf‘/t'b%:(”d“h Cz(t):7lt%:(s)d& (3.8.22)

Por lo tanto, dada z(t) € Ci(a,b), la funcién dos veces diferenciable que es

solucién de la ec. (3.8.8) y que satisface las condiciones de contorno (3.8.10) estd dada

por
b t
y(t) = ,Cio {[ un(t) ua(s) z(s) ds+/ ur(5) ua(t) z(s)ds} =
(3.8.23)
- / " K(t,5) () ds = Aa(t) € D(L),
donde el nicleo del operador integral A,
() ua(s)
Co , t<s,
K(t,s) = (3.8.24)
uy(s) up(t)
T , t>s,

es una funcién continua de sus dos variables, incluso en t = s.

Dado que K(t,s), cona < t,s < b, es real, simétrico y est4 acotado, A es un ope-
rador integral de Fredholm simétrico y completamente continuo, que entonces tiene
un conjunto ortonormal y completo de autovectores. Como el operador asi cons-
truido es el inverso de L, por el Teorema 3.6 concluimos que L tiene un conjunto

ortonormal y completo de autovectores que corresponden a autovalores no nulos.

Senalemos que, para t # s, el niicleo es una funcién dos veces diferenciable de la

variable ¢ (puesto que u;(t) y us(t) lo son), satisface la ecuacién diferencial

LK(t,s)=0, parat+#s, (3.8.25)
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H. Falomir

es decir, con M una matriz simpléctica (M € Sp(2,R) - Ver Introduccidn a
la teoria de grupos, Curso de Métodos de la Fisica Matemadtica, Vol. II, H.
Falomir).

En efecto, supongamos que

(2
(r o)) (@ 5)-(50)

Entonces A*C,B*D € Ry (A*D — C*B) = 1, de modo que

A B § b
= ° , conabecdeR, yad—bc=1.
C D cd

Por ejemplo, tomando a =1 =d, b =0y c indeterminado, tenemos ¢(07) =
@(0%) y ©(07) = (¢'(07) — ¢'(0%)) /e, de modo que en el limite ¢ — oo

recobramos la extensién definida por las condiciones ¢(07) = 0 = ¢(0%).

con

Ejercicio 104: Supongamos que la abertura en el dique es simétrica y que
su forma estd dada por la relacién z = f(y). Dado que tanto el agua en la
superficie del embalse (a altura z) como la que sale por la abertura (a altura
y) estd sometida a la presién atmosférica, el principio de Bernoulli permite
escribir que

1
gz =pgyt o) = wy) = V2 (-9,

donde hemos despreciado la velocidad del agua en la superficie. El flujo de
agua que sale por la abertura entre las alturas y e y + dy es entonces

dQy) =v(y) 2f (W) dy,
de modo que el flujo total es
Q) = [ Va0 21(0) dy = O+ 2),

donde C' = 2,/2gT'(3/2). En esas condiciones, podemos despejar la distribu-

cién f por convolucién de ambos miembros con ®_3/2,

Fy) =C7'®_30(y) * Qy) = CT'_s(y) * B1/2(y) * Qy) =

_c QR ¥ _ ot QP
=T {f \/dez} TR S





index-10_1.png
Indice general

PREFACIO

Capitulo 1. ESPACIOS EUCLIDEOS
1.1. Espacios euclideos
1.2. Formas lineales sobre espacios euclideos
1.3. Operadores lineales sobre espacios euclideos
1.4. Sistemas de vectores ortogonales
1.5. Operadores acotados
1.6. El operador adjunto
1.7. Subespacios invariantes. Autovectores y autovalores
1.8. Propiedades de los autovectores
1.9. Distancia y limite en espacios euclideos

1.10. Continuidad en espacios euclideos

Capitulo 2. ESPACIOS DE HILBERT
2.1. Conjuntos densos en espacios euclideos
2.2. Conjuntos numerables
2.3. Secuencias de Cauchy en espacios euclideos
2.4. Espacios completos
2.5. El espacio Lo
2.6. Completamiento de espacios euclideos
2.7. La integral de Lebesgue
2.8. El espacio Ly(a,b)
2.9. Complementos ortogonales
2.10. Desarrollos ortogonales

Capitulo 3. FORMAS Y OPERADORES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT
3.1. Funcionales lineales acotadas en espacios completos
3.2. El operador integral de Fredholm
3.3.  Operadores completamente continuos
3.4. Autovectores y autovalores de operadores completamente continuos
3.5.  Autovectores de operadores de Fredholm
3.6. Ecuaciones integrales inhomogéneas
3.7. Operadores no acotados con inversas completamente continuas
3.8. El operador de Sturm - Liouville

13
13
20
22
27
28
32
33
35
41
44

49
49
52
54
56
57
61
64
68
71
74

83
83
84
85
90
94
97

103
106





index-256_1.png
A.20. SOLUCION DE EJERCICIOS SELECCIONADOS 255

Por ejemplo, si U = —1,, entonces x(0%) = 0 = x(07). Similarmente, si
U = i1, entonces x/(07) =0 = x’(07). En general, si U # —1,,

((0%) X'(07)) =

= (0%) XN [+ U1 () 1+ (35) 0] ( oo ) :

lo que establece un par de relaciones lineales entre los limites laterales en
el origen de las funciones y sus derivadas primeras, las que caracterizan el

dominio de la extensién.

Ejercicio 89: Si H es autoadjunto, para todo par de funciones en su dominio
de definicién debe ser

(¥, Ho) — (Hy, ) =

= [} A @) o) + (@) (@) de =
_(wen ) [0 1) [ e
“\won ) L= 0) \won ) F
+( ¥(07) )*( 0 1) ( (07) ):oA
#(07) “10)\ g0

Sip(0t) =06 ¢'(07) =0y ¢(07) =06 ¢'(07) = 0 (dos condiciones,
una de cada lado del origen) se logra la anulacién de cada término inde-
pendientemente. Pero ademds puede imponerse a las funciones sobre las que

estd defina la extensién autoadjunta una condicién més general que hace que

se cancele la suma de ambos términos. Llamando

o ( #(0) ) 5, = ( ©(0%) )
@(07) @(0%)

con 6 € [0,27) y

imponemos
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Ejemplo 3.9. Consideremos el operador Ly(t) = y”(t), definido sobre el subes-
pacio de Cy(0,7) formado por las funciones dos veces diferenciables que satisfacen
las condiciones de contorno y(0) = 0, y(m) = 0.

Se trata de un operador de Sturm - Liouville no singular. En efecto, y”(t) = 0 =
y(t) = a+bt, pero y(0) =a =0y y(r) = b = 0 requieren que y(t) = 0.

Por lo tanto, L asi definido tiene una inversa simétrica y completamente continua,
y sus autofunciones, e (t) = sin(kt) , k € N, correspondientes a los autovalores i, =
—k?, forman un sistema ortonormal y completo en Ly(0,7) (cosa que ya sabfamos).

Ademéds, toda funcién dos veces diferenciable que se anula en ¢ = 0,7 tiene un
desarrollo en serie de senos que no sélo converge en media, sino también absoluta y

uniformemente.

Consideremos ahora el caso de un operador de Sturm - Liouville singular, es
decir, un operador simétrico L, como el definido por las ecuaciones (3.8.1) y (3.8.2),
que tiene un autovalor nulo.

Teniendo en cuenta que autovectores de un operador simétrico correspondientes a
autovalores distintos son ortogonales entre si, y que en un espacio de Hilbert, como
es Ly(a,b), no puede haber més que una cantidad infinita numerable de vectores
ortogonales entre si, vemos que no todo niimero real puede ser un autovalor de L.

Supongamos que po € R no es autovalor de L, y definamos sobre el mismo
dominio un nuevo operador: L; := L — pyI, con D(Ly) = D(L). L, es también
un operador de Sturm - Liouville simétrico, que difiere del anterior sélo en que
q(t) — (g(t) — po)- Pero, a diferencia de L, L, es no singular.

En esas condiciones, valen para L; las propiedades antes descritas. En particular,
L, tiene un conjunto ortonormal y completo de autofunciones correspondientes a

autovalores no nulos,

Ly ex(t) = prex(t) = Ler(t) = (e + po) ex(t) - (3.8.30)

Pero entonces L también tiene un sistema ortonormal completo de autofunciones
ex(t) correspondientes a autovalores A = i + 1o, uno de los cuales es nulo. Y toda
funcién y(t) € D(L) tiene un desarrollo en serie de autofunciones de L que converge

absoluta y uniformemente.

Ejemplo 3.10. Los polinomios de Legendre son los autovectores del operador
de Sturm - Liouville definido sobre el subespacio de las funciones dos veces diferen-

ciables en (—1,1), sobre las que actiia como

Ly(t) = %([t2 | %) . (3.8.31)
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(puesto que Luys(t) = 0) y también las condiciones de contorno del problema,

Ko, = ~020) g, “eu®)

Por otra parte, su derivada primera presenta una discontinuidad en ¢ = s,

KL | 0K

K(bs) = — 0. (3.8.26)

[
(3.8.27)

Co Co T op(s)”

Entonces, si adoptamos la regla usual de derivacién de funciones diferenciables a

_(w(s)uh(s) —wi(s) ua(s) Wi, ul(s) 1

trozos que tienen discontinuidades de altura finita!3, que prescribe sumar a la deriva-
da de la funcién una Delta de Dirac'* concentrada en cada punto de discontinuidad
y multiplicada por la altura de esa discontinuidad, obtenemos

LK () =) (2

+O7K(t, 3)) +
(3.8.28)

+p/(t) K (t,5) + q(t) K(t,s) = 6(t — s).
Esto muestra que el niicleo K (¢, s) del operador integral inverso de L, ec. (3.8.24),

es la funcién de Green'® del problema de condiciones de contorno considerado.

Desde luego que toda funcién y(t) € D(L) es el limite (en media) de su desarrollo

de Fourier respecto del sistema ortonormal completo de autofunciones de L,

YO = A2() = 3 M (en2) alt) (3829)

k=1

donde z(t) = Ly(t).
Teniendo en cuenta que D(L) C Rank(A) y que el nicleo continuo K(t,s)
satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, ec. (3.5.9), vemos que la serie en (3.8.29)

también converge absoluta y uniformemente, de acuerdo con el Teorema 3.5.

Estos resultados permiten establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.7. Todo operador de Sturm - Liowville no singular tiene un conjunto
ortonormal completo de autofunciones ey(t) € D(L),k € N. Ademds, toda funcidn
dos veces diferenciable que satisfaga las condiciones de contorno que especifican el
dominio del operador, y(t) € D(L), tiene un desarrollo de Fourier respecto de los

autovectores ex(t) que converge absoluta y uniformemente.

13Regla que justificaremos més adelante, cuando tratemos la teorfa de distribuciones.
14paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984).
15George Green (1793 - 1841).
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48. Para cada nimero natural k € N se definen las funciones f*(t),- - , ,gk) (t)
para t € [0,1] como

,-“"(t):{ 1 (i—1)/k<t<i/k

0 en todo otro caso.

Mostrar que la sucesién F; = 1(1), F= 1(2), F= 2(2), F= 1(3), F5= 153)

- converge en Ly, pero no converge puntualmente para ningtin valor de ¢.

A.7. Integral de Lebesgue

49. Mostrar que una funcién que toma valores no negativos y es continua salvo
por una discontinuidad aislada de altura finita es sumable y que su integral
de Lebesgue coincide con su integral impropia de Riemann. Mostrar que lo
mismo ocurre cuando la funcién tiene un nimero finito o infinito numerable
de discontinuidades aisladas.

50. Mostrar que la funcién f(t) = ¢! con t € [0, 1] es medible pero no sumable,
de modo que tampoco tiene una integral de Lebesgue.

A.8. Desarrollos ortogonales - Sistemas completos

51. Dado un subespacio de un espacio euclideo completo, F' C E, mostrar que

a) F (clausura de F) es un espacio completo,

b) E=F & F!, donde F = (FL)L (Sugerencia: ver Teorema 2.4),

¢) RankAT = (KerA)* (Ver Ejercicio 23).

52. Mostrar que siempre existen vectores no nulos ortogonales a un dado subes-
pacio no denso de un espacio de Hilbert.

53. Muestre que puede construirse un sistema de funciones ortonornales que
resulte completo en Cy(a,b), pero cuyas combinaciones lineales no generen
un subespacio denso en Ly(a,b). Para ello,

a) Considere la ortogonalizacién de una secuencia de funciones formada
por una primera funcién discontinua (normalizada) fija, x(t), y por la
secuencia de los polinomios a coeficientes racionales (conjunto denso nu-
merable).

b) Diga si el conjunto asi obtenido, {x(t), e1(t),e2(t), ...}, es completo en
Ly(a,b).

¢) Muestre que una funcién continua f(t) € Cy(a,b) (C La(a,b)) que sea
ortogonal a toda e(t) con k = 1,2,3,..., es necesariamente la funcién
idénticamente nula, de modo que el conjunto {e(t),e2(t), es(t),...} es

completo en Cy(a, b).
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Mostrar que el subespacio nulo de un operador lineal acotado A definido
sobre un espacio euclideo E es un conjunto cerrado.
Dado un subespacio de un espacio euclideo, F' C E, mostrar que

a) (Fi)l > F (clausura de F).

b) Volver al Ejercicio 23 y mostrar que

RankAT C (KerA)* .

Demostrar que los polinomios trigonométricos (combinaciones lineales
de cos(kt) y sin(lt)) forman un conjunto denso en Cy(—,m) (Sugerencia:
considere el conjunto de las funciones continuas en [—m, 7] que pueden ser
extendidas a toda la recta como funciones diferenciables y 2m-periédicas;
muestre que ese conjunto es denso en Pp(—m,T) y tenga en cuenta que la

serie de Fourier converge uniformemente para tales funciones).

A.6. Espacios completos

Mostrar que el conjunto de las funciones continuas C([a, b]) es completo res-
pecto de la distancia definida en el punto 37a.

Considerar el espacio lineal formado por las funciones continuas y acotadas
sobre el eje real, estructurado con las operaciones usuales de suma y producto

por reales. Mostrar que la forma
o5,9) = swp1£(6) — o)
teR

define una distancia sobre ese espacio. Decir si ese espacio métrico es completo
(Sugerencia: considerar una secuencia fundamental y mostrar que converge

a una funcién continua y acotada en toda la recta).
Dada f(t) € La(a,b), con (b—a) < co, demostrar la desigualdad

[/ s dt]z <o [ o @

(Sugerencia: considerar el producto escalar con la funcién caracteristica
del intervalo [a,b]: Xja5(t) = 1Vt € [a,b] y nula fuera de ese intervalo).

Mostrar que la secuencia de funciones de cuadrado sumable

[ va te@©1/n)
RO = { 0 t&(0,1/n)

converge a 0 puntualmente V¢ € [0, 1] pero no converge en L,(0,1).





index-245_1.png
244 A. EJERCICIOS PROPUESTOS

a)
Ap(s) = / (cos® s cos 2t + cos 3s cos® t) o(t)dt
b)
Asgle) = [ (a2t pl0)
€)

1
Aaglo) = [ (05— VD) plo)i
o
A.12. El método de Rayleigh-Ritz

63. Hallar mediante el método de Rayleigh-Ritz los autovalores no nulos del
operador integral cuyo nicleo estd dado por K(t,s) = ts € Ly([0,1] x
[0,1]) (Sugerencia: tener en cuenta qué se trata con un operador de nicleo
degenerado).

64. Utilice el método de Rayleigh-Ritz para obtener en forma aproximada algu-
nos autovalores y autovectores del operador integral cuyo nicleo simétrico
estd dado, para t < s, por K(t,s) =t € Ly([0,1] x [0,1]). Utilice distintas
bases del espacio de Hilbert y compare el resultado con la solucién exacta

(Sugerencia: busque la inversa).

A.13. Operadores no acotados con inversas compactas

65. Hallar la funcién de Green del problema
Laz(t) = 2"(t) + k2xz(t) ,
z(0) =z(1)=0.
Determinar la inversa de L, si existe. Determinar su rango y dominio. Co-
mentar acerca de las propiedades de los autovalores y autovectores de L y
de la convergencia de desarrollos en serie de autofunciones de L.

66. Hallar los autovalores y autovectores del operador de Fredholm de nticleo de
cuadrado sumable dado por

Aot = [ " K(s, 000,

donde

K(s,) cosssint 0<s<t
s,t) =
’ costsins t<s<m

a) Decir si estos autovectores forman un sistema completo en Ly (0, 7) (jus-
tificar!).
b) Dada z(t) € L2(0,7), decir si converge (y en qué sentido) su serie de

Fourier generalizada respecto de dicho sistema.
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d) Muestre que la variedad lineal generada por las funciones {e;(t), ea(t),
e3(t), ...} no es densa en Ly(a,b) (Sugerencia: recuerde que no hay vec-
tores no nulos ortogonales a subespacios densos).

Nota: este ejemplo muestra la necesidad de considerar sistemas ortonormales
que resulten completos en un espacio euclideo completo.

Mostrar que el conjunto de los polinomios de Legendre es completo en
Ly(—1,1) (Ver Ejercicio 17).

Mostrar que todo espacio de Hilbert construido sobre el cuerpo de los com-

plejos es isomorfo a la extensién compleja del espacio Lo.

A.9. Funcionales lineales y continuas

El espacio lineal formado por las funcionales lineales y continuas definidas
sobre un espacio lineal E se llama espacio dual y se denota por E*. Mostrar
que todo espacio euclideo completo es (como espacio lineal) isomorfo a su

espacio dual.

A.10. Operadores compactos

Mostrar que si A y B son operadores completamente continuos (o compac-
tos), entonces A + B es completamente continuo.

Mostrar que el conjunto de operadores compactos sobre un espacio de Hilbert
E es un subespacio cerrado del espacio de Banach de los operadores acotados
sobre E (Sugerencia: recordar el Lema 3.2).

Mostrar que si A completamente continuo y B es acotado, entonces ABy BA
son completamente continuos (Sugerencia: muestre que un operador acotado

B aplica una secuencia fundamental en otra secuencia fundamental).

A.11. Operadores integrales de Fredholm

Mostrar que si el nicleo K(t,s) es continuo en el intervalo cerrado [a, b],

entonces
b
() = / K(t, s)o(s)ds

es continua Vz(s) € La(a,b).

Mostar que si el nicleo K (s,t) admite n derivadas continuas en el intervalo
cerrado [a, b], entonces las funciones en el rango del operador integral que
define también admiten admiten n derivadas continuas.

Hallar las autofunciones correspondientes a autovalores no nulos de los si-

guientes operadores de Fredholm de nicleo degenerado
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1.3. Operadores lineales sobre espacios euclideos

Un operador sobre un espacio euclideo E es una funcién a valores vectoriales
definida sobre E, A: E — E.
Un operador A se dice lineal si

A(az+By)=aAz+pAy, Vz,y€E, Va,€C (0 R). (1.3.1)

Para un operador lineal se cumple que A0 =0, y

k 3
AZCM.'I:':ZH:'AI:'~ (1.3.2)
o1 =)

Ejemplo 1.16. El operador nulo, Oz =0, Yz € E, es un operador lineal.

Ejemplo 1.17. El operador identidad, Iz = z, V& € E, es un operador
lineal.

Ejemplo 1.18. Consideremos un subespacio de dimensién finita n de un espacio
euclideo arbitrario, E, C E, y sea {ey,...,€,} un sistema ortonormal y completo en

E,. Se define el operador de proyeccién sobre el subespacio E,, por la relacién
n
Pz= Z ei(ei, ). (1.3.3)
=1

Se trata de un operador lineal idempotente: P(Pz) = Pz, Yz € E. En efecto,

como Pe; = e;, tenemos

n

P(Pz) = PZe,- (ei,2) = Z(e,-,z) Pe;=Pzx, VzeE. (1.3.4)
i=1

i=1
El proyector sobre el complemento ortogonal de E, estd dado por P =1 — P.
En efecto, Vze EyVi=1,...,n,

(6 (1= P)a) = (e6,2) = 3 (eny) (e5,2) = 0. (1.35)

Ejemplo 1.19. En un espacio de dimensién finita E, generado por el sistema

ortonormal y completo {ey,...,e,}, un operador lineal tal que
Aep = Meer, k=1,...,n, (1.3.6)

con A, nimeros dados, se dice diagonal. Esos nimeros, llamados autovalores de

A, definen completamente su accién sobre un vector arbitrario:

Az=Albier+ - +ée) =h&er+ -+ Ménen. (1.3.7)
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A.4. Distancia, limite y continuidad en espacios euclideos

Mostrar que la convergencia uniforme en intervalos no acotados no implica
convergencia en media. Para ello considerar la secuencia de funciones conti-

nuas definidas como

0,t>k,

y extendidas a la semirecta negativa como funciones pares. Mostrar que

a) la secuencia zj(t) converge uniformemente a 0 en R,

b) la secuencia zx(t) no converge en media a 0(t) = 0.
Mostrar con un ejemplo que la convergencia puntual en todo punto de un
intervalo finito no implica convergencia uniforme (Sugerencia: considerar una
secuencia de funciones continuas z(t) en el intervalo [0, 1], que toman valores
entre 0 y 1, nulas para 1/k < t < 1, tales que zx(0) = 0 y que alcancen el
valor 1 para algin 0 < ¢t < 1/k).
Mostrar con un ejemplo que la convergencia puntual en todo punto de un
intervalo finito no implica convergencia en media (Sugerencia: considerar
una secuencia de funciones continuas zx(t) en el intervalo [0, 1], nulas para
1/k <t <1, tales que z4(0) =0y que fol (zx(t))? dt = 1).
Demostrar la desigualdad triangular para la distancia en un espacio métrico

se generaliza como

p(@1,20) < p(21,22) + p(22,23) + -+ + (L1, Tn)-

Mostrar que las siguientes formas definen distancias sobre el espacio de las
funciones continuas C(a, b):

a) p(x,y) = sup,gqpla(t) — y(t)].

b) p(e,) = [ alt) — (D).

o) PP(x,y) = [} la(t) — y()Pdt.
Dadas dos secuencias convergentes en un espacio euclideo E, {zx} = z y

{yx} — y, mostrar que {azi + Byi} es también una secuencia convergente y
hallar su limite.

A.5. Conjuntos cerrados, conjuntos densos

Mostrar que la clausura A de un subespacio A de un espacio euclideo E es

también un subespacio de E.

Volver al Ejercicio 7 y mostrar que F* = F---,
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A.3. Subespacios invariantes. Autovectores y autovalores

. Qué forma tiene la matriz asociada a un operador lineal A definido sobre
un espacio euclideo n-dimensional (con n < co), si los primeros k vectores
de la base ortonormal del espacio generan un subespacio invariante? ;Y si el
complemento ortogonal de ese espacio también es invariante?
Mostrar que si un subespacio F' de un espacio euclideo E es dejado inva-
riante por la accién del operador lineal acotado A, entonces su complemento
ortogonal F'- es invariante frente a Af.
Sean Ay B dos operadores lineales que conmutan entre si. Mostrar que

a) laimagen por B de todo subespacio invariante de A es también invariante

frente a A,

b) todo subespacio caracteristico de A es invariante frente a B.

Un operador lineal A es una homotecia si A = AI, con A en el cuerpo del
espacio euclideo E. Mostrar que todo vector de E es un autovector de A siy
sélo si A es una homotecia.

Mostrar que el cuadrado de la norma de un operador A definido en un espacio
euclideo de dimensién finita, || A||%, es igual al méximo autovalor del operador
AT A (Sugerencia: ver Ejercicio 25).

Un operador se dice isométrico si conserva los productos escalares,
(Uz,Uy) = (z,y), Vz,y € E

(st el espacio E estd construido sobre el cuerpo de los reales, tal operador se
dice ortogonal, mientras que si E es complejo se dice unitario).
a) Mostrar que |U|| =1,y que UTU = I.
b) Si un operador lineal A se descompone como producto de un operador
isométrico U y otro simétrico S, A = US, mostrar que ATA = S2.
¢) Mostrar que todo operador A definido sobre un espacio de dimensién
finita que tenga asociada una matriz de determinante no nulo puede ser
descompuesto como producto de un operador isométrico y otro simétrico
positivo, y que esta descomposicién es tnica.
Considerar el operador de Sturm-Liouville L definido por las funciones p(t) =
1y q(t) = 0, simétrico en el espacio de funciones continuas en [0,7] y
dos veces diferenciables en el intervalo (0,7) que satisfacen las condicio-
nes de contorno de Dirichlet, z(0) = 0 = z(r). Encontrar sus autofunciones
y autovalores. Hacer lo propio para condiciones de contorno de Neumann,
2'(0) = 0 = 2(), y comparar. Observar que los autovalores crecen sin limite

(se trata de un operadores no acotados!).
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A.15. Resolvente de ecuaciones integrales

70. Hallar la resolvente de los operadores de Fredholm definidos por los niicleos
a)
K(t,s) =sin(t —2s), 0<t,s<2m

b)
K(t,s)=t—s, 0<ts<1

9

K(t,s) t+s, 0<t<s
s) =
’ t—s, s<t<l1

(aproximar mediante los primeros nicleos iterados). Establecer en cada caso
una condicién suficiente para la existencia del operador resolvente R,,.

71. Decir para qué valores de p1 € C existe el operador resolvente la ecuacién

o0 = [ tspteds = f0).

Determinar dicho operador en un entorno del origen del plano complejo de
la variable p. Si recurre a un desarrollo en serie, decir cual es su radio de
convergencia y en qué sentido converge. Estimar la distancia entre la solucién
de la ecuacién integral y la aproximacién que da una suma parcial de dicha
serie.

De ser posible, determinar el nicleo I'(t, s; 1) para |p| > 3 (Justificar la
respuesta). Analizar la resolubilidad de la ecuacién integral para p = 3.

72. Hallar el operador resolvente para los nicleos de Volterra

a)
K(t,s):{ Lotzs

0, t<s
b)

exp(t—s t>s
K(ts)={ P9, 12
0, t<s
Determinar para qué valores de 1 € C existe el niicleo I'(t,s;p) y dar su
expresién. Si recurre a un desarrollo en serie, decir cudl es su radio de con-

vergencia y en qué sentido converge.

73. Resolver la ecuacién integral

#(0) = [ exp(t = #)o()ds = exp(®?).
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¢) Dada una funcién u(t) € L2(0, 7) tal que u”(t) es continua y satisface las
condiciones /(0) = 0 y u(m) = 0, decir en qué sentido converge su serie
de Fourier generalizada respecto del sistema de autovectores de A.
(Sugerencia: determinar si el nicleo K(t,s) es simétrico y, en ese caso, de-
terminar si el operador A tiene por inversa un operador de Sturm-Liouville,
lo que permitirfa reducir el problema de autovalores de A a ecuaciones dife-
renciales con condiciones de contorno).

67. Resolver las siguientes ecuaciones integrales de nicleo simétrico y continuo

a)
o) = [ Kot =s,

con
K(s,t) = s(t—1) 0<s<t,
T Hs—1) t<s<1,
b) )
(s) 7/ K(s,t) ¢(t) dt = cosms,
o
con

K(s,1) (s+1)t 0<s<t,
s,t) =
(t+1)s t<s<l1.

(Sugerencia: determinar las inversas de estos operadores integrales).

A.14. Ecuaciones integrales de ntcleo de cuadrado sumable

68. Resolver las siguientes ecuaciones integrales

)

x
o(t) — (tcoss+ s®sint + costsins) p(s)ds =t,

-

b)
/2
o(t) — 4/ (sint)*p(s)ds =2t — .
o
69. Estudiar la resolubilidad de las ecuaciones integrales
a)
1
plo) =i [ (552 =) ol =,
o
b)
1
(o) = [ sinlins) (0 =2,
o

como funcién del pardmetro p (Sugerencia: emplear el corolario de la Alter-
nativa de Fredholm).
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Emplear el método de los determinantes de Fredholm para hallar la resolvente

de los nicleos
K(t;s) =tespls),  K(t,9)=exp(t—s), en[0,1]x[0,1]

y resolver la ecuacién integral

200 = [ K(3) o(e)ds = exp(—t), con £ 1.

A.16. El espacio Ly

Sean el intervalo cerrado [a, b], con —co < a < b < co. Mostrar mediante un
ejemplo que, si bien Ly(a,b) C Li(a,b) (ver Ejercicio 46), no toda funcién
f(z) € Li(a,b) es de cuadrado sumable en ese intervalo.

Mostrar (mediante ejemplos) que, a diferencia de lo que ocurre en intervalos
compactos, Ly(R) no estd contenido en L; (R).

Mostrar que si f(t) es sumable en un intervalo [a, b], entonces

/ " {(0) sin(Ne) dt - 0

cuando N — co. (Sugerencia: Mostrar primero que el enunciado es correcto
para la funcién caracteristica de un intervalo [c,d] C [a,b], y notar que lo
mismo vale para cualquier funcién escalonada h(t) € Li(a,b), por ser una
combinacién lineal de un ndmero finito de funciones caracteristicas. Final-
mente, tener en cuenta que el conjunto de las escalonadas es denso en Ly (a, b),

de modo que Ve > 0 existe una funcién escalonada h(t) € Li(a,b) tal que
[17®) = ROl < &/2)

A.17. La Transformacién de Fourier

Mostrar que si ¢, — ¢ en L;(R), entonces la secuencia de trasformadas
de Fourier {¢,,(0)} est4 uniformemente acotada en toda la recta: ¥,(c) <
M ,Yo,n y para algin M > 0 (Sugerencia: tener en cuenta que ||p,|); <
Il + llen = ll)-

Mostrar que las funciones pn(z) = 2"e*2, n = 0,1,2,..., forman un
sistema completo en Ly(R™). Obtener por ortogonalizacién de esa secuencia

las primeras funciones de Laguérre, Ly (z) e~%/2/n!.

. Mostrar que las funciones g,(z) = z"e™*/2, n = 0,1,2,..., forman un

sistema completo en La(R). Obtener por ortogonalizacién de esa secuencia

2
las primeras funciones de Hermite H,(z)e 7.
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Pero esa solucién no es tinica®, dado que los n coeficientes de Fourier (&, ¢) quedan

indeterminados.
La solucién general de (3.6.2) se escribe como la suma de ¢(t) y la solucién

general de la ecuacién homogénea:

P(t) = ¢(t) + 1 (t) =

A (3.6.12)
=ft+ Y. AE e+ i),
(1=X)
{ex | Ax#0,1}
donde ¢1(t) = c1 £1(t)++ - ~4cn En(t) es un autovector arbitrario de A correspondiente
al autovalor 1. Esto significa que la solucién estd determinada a menos de la eleccién

de n constantes arbitrarias.

Finalmente, si f(¢) no es ortogonal al subespacio caracteristico correspondiente

al autovalor 1 la ecuacién integral (3.6.2) no tiene solucién’.

Nétese que (p(t) — f(t)) = Ap(t) € Rank(A), de modo que si el niicleo K(t, s)
satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, entonces la serie en el miembro de la
derecha de la ec. (3.6.9) no sélo converge en media, sino también absoluta y unifor-
memente.

En particular, si el niicleo K(t, s) es continuo, entonces la diferencia (io(t) — f(t))

es una funcién continua.

3.6.1. Cdlculo de autofunciones y autovalores de un operador inte-
gral. Hemos visto que la expresién de la solucién de la ecuacién integral (3.6.2)
requiere del conocimiento de las autofunciones del operador integral correspondien-
tes a autovalores no nulos (ver ec. (3.6.12)).

En lo que sigue veremos c6mo calcular esas autofunciones en el caso de un ope-

rador de Fredholm de nicleo degenerado (no necesariamente simétrico).

Consideremos un operador integral A definido por el niicleo
K(t,s) = o) dr(s)",  ou(t),9i(t) € La(a,b), (3.6.14)
k=1

SEn efecto, si A = 1 es autovalor de 4, la ecuacién homogénea (I — A)g; = 0 tiene soluciones
no triviales. Entonces, si existe una solucién para la ecuacién inhomogénea (I — A)¢ = f, ella no

es tnica puesto que (I— A)(¢+ ¢1) = f.
"En efecto, si (I— A)p = f,y (I— A)¢1 = 0, entonces

(61, (1= A)p) = (- A)61,¢) = (0,¢) = 0= (61, ). (36.13)
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Bajo ciertas condiciones de regularidad del nicleo K(t,s) que no discutiremos
en este curso®, estas aproximaciones convergen a los autovalores y autofunciones del

niicleo original.

3.6.2. El método de Rayleigh y Ritz. Consideremos una funcional real
F[p] definida sobre un espacio euclideo E. Los extremos de la funcional son aquellos
vectores ¢ € E para los cuales la diferencia (F[¢ + £h] — F[p]) toma el mismo signo
cualquiera que sea el vector unitario h € E, siempre que € € R sea suficientemente
pequetio.

La primera variacién de la funcional F[p| se denota por 6F [y, ch] y se define
como la parte lineal en ¢ de la diferencia

Flp+¢ch] — Flg] = 6F[p,eh] + O(e?), conh€E. (3.6.19)

Los extremos de F[g| corresponden a aquellos vectores ¢ € E que, para todo h,
anulan a su primera variacién. En efecto, como [y, ch] es lineal en ¢, si 6F[p, ch] #
0 para algin h unitario, entonces hay vectores préximos de ¢, de la forma (¢ + ch)
con |¢| < 1, para los cuales Fp + ch] es mayor o menor que F[gp], segiin sea
el signo de €. En consecuencia, la existencia de un extremo de F[p| requiere que
6F[p,ch] = 0.

Consideremos ahora un operador simétrico (no necesariamente acotado) A, defi-

nido sobre un dominio D(A) denso en un espacio euclideo completo E, y definamos

la funcional (real)
(o, Ap)
(#,9)

Flyg] =
Para ¢, h € D(A) tenemos
(@, Ap) = (ch, Ap) + (p, Ach) =

p€E. (3.6.20)

=c{(h,Ap) + (Ap,h)} =2eR(h, Ap), (3.6.21)
Bpr) ™ = s () + . B} = s R ().
de modo que
5Flp.eh] = 25 R (b Ap— Flgly). (3:6.22)

Los extremos de la funcional corresponden a los vectores que satisfacen
6F[p,eh] =0, Vh = Ap—Flple=0, (3.6.23)

8Ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics - Vol. I, R. Courant y D. Hilbert
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donde los conjuntos {¢r,k =1,...,n} y {¢,k =1,...,n} son linealmente inde-
pendientes.

Esté claro que todo vector no nulo ortogonal a los {¢,k=1,--- ,n} es un
autovector del operador integral A correspondiente al autovalor 0. Como A apli-
ca todo Ly(a,b) en el subespacio de dimensién finita generado por las funciones
{¢r,k =1,...,n}, todo autovector correspondiente a un autovalor no nulo deber
estar contenido en ese subespacio.

Proponemos entonces para un autovector e(t) tal que
Ae(t) = Xe(t), con A#0, (3.6.15)

una combinacién lineal de la forma
(=3 el (36.16)
k=1

que, reemplazada en la ecuacién de autovalores, conduce a

(A=AT)e®) =D @u(t) (tr,€) — Ae(t) =
k=1

(3.6.17)

=1

= i:‘f’k(t) {2": [(Wrs 1) — A Cz} =0.

Dado que las funciones ¢ (t) son linealmente independientes, la ec. (3.6.17) se

reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas,

(M—-A1)e=0, come=| : |, (3.6.18)
Cn

donde My = (Yr, 1) y 1 es la matriz identidad de n x n.
Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales para aquellos valores de
A que sean ceros del determinante det(IM — A1), que es un polinomio de grado n en

. Dichas soluciones determinan las autofunciones del operador A a través de la ec.
(3.6.16).

Si el nicleo K (t, s) es no degenerado, siempre puede ser aproximado (en la métri-
ca de Ly ((a,b) x (a,b))) por una suma parcial de su desarrollo de Fourier respecto de
algtin sistema ortonormal y completo, K, (¢, s), que si es un niicleo degenerado. Los
autovalores y autovectores de este tltimo pueden ser determinados por el método

antes descrito.
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Entonces, restringidos a ese subespacio n-dimensional, proponemos como mejor
aproximacién al extremo de la funcional al vector unitario determinado por un pro-

blema de extremos condicionados de una funcién ordinaria de n variables,

99(§) _ 9f()

—oA& =0, k=1,...,n

) % O&
9EA) =FE) -A(E-1) =
8!](5) _ 2
“on C1TE=0
(3.6.30)
El mdximo absoluto de esa funcién permite determinar un vector unitario
Pn=8ai+ &+ + bz (3.6.31)

(que en general no coincidird con ;).

Si la secuencia {@n,n € N} también tiene por limite al autovector e;, dada la

continuidad de F[¢], el autovalor de maximo valor absoluto puede obtenerse como
A = lim F[p,]. (3.6.32)
n—c0

No obstante, €l problema de la convergencia de la secuencia {@,,n € N} al auto-
vector e; es mucho més delicado, pues depende de la apropiada eleccién del sistema

completo en E en relacién al operador A considerado y debe ser analizado en cada
caso particular®.

3.7. Operadores no acotados con inversas completamente continuas

Consideremos un operador lineal no acotado L, definido sobre un subespacio
D(L) de un espacio euclideo E. Un operador lineal acotado A, definido sobre todo
E, se dice inverso de L si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Vz € E se cumple que Az € D(L) y LAz =z,

b) VyeD(L) es ALy =y,

Es decir, A es el inverso de L si es su inverso tanto a izquierda como a derecha.

Ejemplo 3.8. Consideremos el operador diferencial

Dy(t) :=4(1), (3.7.1)

definido sobre el conjunto D(D) formado por las funciones absolutamente conti-

nuas'” en [a, b, tales que y(a) = 0 y su derivada primera y/(t) € La(a,b).

9Ver, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics - Vol. 1, pag.
175.

10Una funcién ¢(t) se dice absolutamente continua, (t) € AC(a,b), si es una funcién
continua en (a,b) cuya derivada (en el sentido de limite de cociente incremental) existe en casi
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dado que el dominio de definicién de A es un subespacio denso (y no existen vectores
no nulos ortogonales a subespacios densos). Es decir, los extremos corresponden a

los autovectores de A,

Ap=Xp, con=F[yg]. (3.6.24)

Si A es acotado, entonces esta funcional es acotada:

|Flel| = 1@ A@I <N AR <I AL, con e=g/lell.  (3:625)

Y si ademds A es compacto, sabemos que existe un autovector e; de autovalor \;
tal que M| = A .

Para A acotado, la funcional (no lineal) F[¢] también resulta continua, dado que

IFlel - Il = | (¢ =, 4¢) + (d, 40 - )| <

< <

o|(a60-9)

(- 49)

<le-d 1 {lagl+14d 1} <

< o || e =0 -aer-sne < o
STelmv ¢ ¢ =
2 Al {
Sy Y -+ =1l Il <
Tol ol Il 1 =+ {llell = Il [ 1 1
2[| Al LAl
<o o —vi=a1 2oy,
Tel ey 2o —vi=4yle=vl
en virtud de la desigualdad triangular.
Entonces, si {z1,Z3,...,%k,... } es un sistema ortonormal y completo en el es-
pacio completo E y e; es el limite del desarrollo de Fourier
61:7]&2090", pon=b1x1+Exa+ + Enn, (3.6.27)
tenemos que
A = Flei] = lim Flg,]. (3.6.28)
n—o0

En esas condiciones, podemos intentar aproximar el autovalor de A de mayor
valor absoluto reteniendo sélo una suma parcial de su serie de Fourier. La funcional

F[y] evaluada en ¢, se reduce a una funcién de n variables,

Flpn] = f(&,--- &), tal que [f(§)] = [Flen]| <[ Al - (3:6.29)
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En esas condiciones, z(t) tiene una primitiva y(t) € AC(a,b),

y(t) = / ' z(s)ds +y(a), (3.7.10)

cuya derivada es y/(t) = z(t) en casi todo punto. Si elegimos que y(a) = 0, entonces
y(t) € D(D).

Por lo tanto, D : D(D) — Ls(a, b), mientras que A : Ly(a,b) — D(D). Ademés,

se satisface en casi todo punto que

e ADy(t) = [, ¥/(s)ds =y(t) —y(a) =y(t), Vy(t) e D(D),
) (3.7.11)
o DAx(t) = ( [ta(s) ds) =a(t), Va(t) € Ly(a,b).

Es decir, A es el inverso de D.

Lema 3.8. Supongamos que un operador lineal simétrico y completamente con-
tinuo A, definido sobre un espacio euclideo E, es el inverso de un operador lineal no

acotado L, definido sobre un subespacio D(L) C E. Entonces

= los autovalores de A son todos no nulos,
= los autovalores de L son todos no nulos,
u todo autovector de A correspondiente al autovalor A es también un autovector

de L correspondiente al autovalor p=1/\.

Supongamos que Az = 0, entonces z = (LA)z = L(Az) = L0 = 0. Pero z = 0
no es un autovector de A.

Similarmente se prueba que si Ly = 0=y =0.

Supongamos ahora que Az = Az, con A # 0. Entonces, z = (LA)z = L(Az) =
L(Az)=ALx= Lz =px, conp=1/X\ ]

Teorema 3.6. Sea L un operador lineal no acotado, definido sobre un subespacio
D(L) de un espacio de Hilbert E. Si L tiene por inversa a un operador lineal simétrico
y completamente continuo A, entonces L también tiene un sistema ortonormal y
completo de autovectores correspondientes a autovalores no nulos. En particular, L

estd densamente definido.

En efecto, si A es simétrico y compacto en un espacio de Hilbert, por el Teo-
rema 3.4 sabemos que tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores.

Segtin el Lema 3.8, esos autovectores corresponden a autovalores no nulos, y son
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Ya sabemos que las funciones diferenciables en (a,b) que se anulan indéntica-
mente en entornos de los extremos de ese intervalo forman un conjunto denso en
Cy(a,b). Como esas funciones son absolutamente continuas, resulta que D(D) es un

subespacio denso de Cy(a,b).

Veremos que el operador integral A definido como

t b
Aa(t) = / o(s)ds — / Ot — 5) a(s) ds, (3.7.6)
donde

1, t>s,
O(t—s) ::{ 0 t<s (3.7.7)

es el inverso de D. Tratdndose de un operador de Fredholm de ntcleo de cuadrado
sumable (siempre que (b — a) < 00), A es completamente continuo y estd definido
sobre todo Ly(a,b).

Tengamos en cuenta que si z(t) € Ly(a, b), entonces z(t) es sumable en [a,b] (y,
por lo tanto, localmente sumable). En efecto, dado que 1(t) = 1 € Ly(a,b) (para

(b—a) < 00), tenemos que

b
a0.0) = [ 1xle@lde <INl al=Vo=alall. (379
Por lo tanto,

b1
[ et < Vi=a el Yorbie o, (379

1

todo punto de ese intervalo y es una funcién localmente sumable:
by
#(t) € L{*)(a,b) = / [¢/(®)ldt < oo, Vai,bi|a<ar<b <b. (3.7.2)
s

Las funciones absolutamente continuas forman un subespacio denso en el espacio Cs(a, b), dado
que Ps(a,b) C AC(a,b). Se puede demostrar que estas funciones pueden ser reconstruidas a partir

de su derivada mediante la regla de Barrow,
.

olt) € AC(a,b) = ¢(H) € L{*(a,b) v o(t) = / /() ds + p(ar) - (3.7.3)

a
Inversamente, si %(t) € L{'**)(a,b) entonces tiene una primitiva o (t) = [}, (s) ds € AC(a,b)
tal que ¢/(t) = h(t) en casi todo punto.
Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integracién por partes.
En efecto, si g1(t), ¢(t) € AC(a,b), entonces 1 (t) pa(t) € AC(a,b), la derivada del producto es

(1) 28)) = A1) @2(t) + 21 () £h(2) € LE(a,b), (3.7.4)

[ o6 ds =t et - pilan e - [ A mods. 013
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simultdneamente autovectores de L: para todo k € N tenemos

1
Aep=Meg, My 0 = Lep = pp e, con pk:)‘—kA (3.7.12)

En particular, e = p Aer, € D(L).
Por lo tanto, D(L) contiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores
de L correspondientes a autovalores no nulos. Por el Teorema 2.6, resulta que D(L)

es un subespacio denso en E.

3.8. El operador de Sturm - Liouville

Un operador de Sturm - Liouville definido sobre un espacio de funciones con una
derivada segunda continua, y”(t) € Cy(a,b), donde —co < a < b < oo, opera de la

forma

Ly®) = (p)y®) +a®)y(e) = 2(0), (381)

con z(t) € Cy(a,b) si las funciones reales p(t), p'(t) y q(t) son continuas en [a,b].
Si p(a) # 0 # p(b), este operador resulta simétrico si las funciones pertenecientes
a su domino de definicién, D(L), satisfacen ademds condiciones de contorno locales

homogéneas de la forma
ay(a)+By'(a)=0, vyb)+dy () =0, (3.8.2)

con a? + B2 #0 #£~% + 62

Un operador de esas caracteristicas se dice no singular si la ecuacién Ly(t) =

0(¢) no tiene en D(L) soluciones no triviales.

Supongamos que L sea no singular, y que la ecuacién
Ly(®) = o(t) € Cala,b) (383)

tenga una solucién y(t) € D(L). Entonces esa solucién es tinica, puesto si tenemos
que también es L z(t) = z(t), con z(t) € D(L), entonces

L(y(®) ~ =) = a(t) — a(t) = 0(t) = 2(t) = y(t). (38.4)

Mostraremos que para todo operador de Sturm - Liouville no singular L :
D(L) — Cs(a,b) existe un operador integral de Fredholm A : Cs(a,b) — D(L),
cuyo niicleo K (¢, s) es una funcién real simétrica y continua, que tiene la propiedad

de que para toda funcién continua z(t), la funcién

b
() = Aw(t) = / K(t,5)(s)ds (385)
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En particular, para ¢(z) = ¢(z),

@e)s=llelk’ = 10a9sl - (7.17.13)
A

Esta ecuacién es una generalizacidn de la igualdad de Parseval (que, a su vez, gene-

raliza el teorema de Pitdgoras), lo que justifica el término ortogonal.

Estos resultados se extienden a todo el espacio de Hilbert Ly(R) = S en el
siguiente sentido: si f(z) es una funcién de cuadrado sumable en la recta, entonces
la distribucién regular que ella define es el limite débil de un desarrollo de la forma

=Y v, (7.17.14)
A

donde los coeficientes de ese desarrollo satisfacen

et =37l - (717.15)
A

Ejemplo 7.18. El operador impulso, definido como P = —i- sobre D(P) = S,
es simétrico y continuo sobre S y admite una ({nica) extensién autoadjunta en
L,(R) (ver Ejemplo 6.6 - Capitulo 6).

Su extensién a S* estd dada por P*f = —if’ para toda f € S*, que es un

operador continuo sobre ese espacio. En efecto, V¢ € S tenemos

(P*1,0)s = (fy=ig)s = (=il ¢)s - (7.17.16)

Las funcionales propias de P* son distribuciones regulares que, convenientemente
s
AT
€

ors

que para $()) # 0 no se obtiene una distribucién temperada).

normalizadas, est4n dadas por las funciones y,(z) =

para todo A € R (ndtese

Segtin el teorema anterior, para ¢(z) € S C §* se tiene

£IAT

Ver

olz) = [ " @A) dx (7.17.17)

en el sentido de la convergencia débil, donde

_ AT 00 —iAT
B0 = ( m,p(z)) - [ el s (7.17.18)

En efecto, en este caso $(\) no es otra cosa que la transformada de Fourier de

¢(z) € S € Li(R) y la integral en (7.17.17) converge uniformemente en z (ver
Lema 5.1 - Capitulo 5 ).
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En esas condiciones, podemos decir que el adjunto de A en §*, que denotaremos

por A*| esté definido sobre todo ese espacio de modo que
Af=g. (7.17.7)

Asi definido, A* es evidentemente lineal y continuo respecto de la convergencia
débil. En efecto, si f, — f en §*, V¢(z) € S tenemos

i (A°fu @)s = I (fu, Ag)s = (f, Ag)s = (A°F,0)s (7.17.8)

n—o0

En particular, Vi)(z) € S C 8* y Vp(z) € S, y teniendo en cuenta que A es

simétrico y que Ay(z) € S, tenemos

(A", 9)s = (¥, Ap)s = (¥, AW)LZ(R) = (49, (P)Lz(]k) = (A%, 9)s - (7.17.9)

En consecuencia, la distribucién A*(z) coincide con la distribucién regular A(z)

para toda ¢ € S. En ese sentido, A* constituye una extension de A a todo S*.

Por otra parte, una distribucién'? y, es una funcional propia de A* correspon-
diente al autovalor A si

A'xa = Axa - (7.17.10)

Se puede demostrar el siguiente teorema (ver I. M. Guelfand y G. E. Chilov, Les
distributions, Vol. I - IV).

Teorema 7.1. Si el operador lineal A: S — S es simétrico y continuo y admite
una extension autoadjunta en Ly(R), entonces la extensién de A a S*, A*, admite
en ese espacio un sistema ortogonal y completo de distribuciones propias (en un

sentido que se aclara a continuacidn) correspondientes a autovalores reales.

En ese enunciado, completo significa que toda funcional regular ¢ definida por
una funcién ¥(z) € S (denso en Ly(R)) es el limite de un desarrollo débilmente

convergente de la forma

Y= (xnP)sxa (7.17.11)
A

(donde las distribuciones propias x de A* han sido apropiadamente normalizadas).
Esto significa que V¢(z) € S se tiene

W, 0)s = @, Oy = O (0 )5 (00, 9)s - (7.17.12)

A

1TRecordemos que toda distribucién sobre S es la derivada de cierto orden (finito) de una
distribucién regular definida por una funcién continua en la recta, cuyo crecimiento es a lo sumo

polinomial.
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O bien, por abuso de notacién, decir que el operador identidad en S C S* admite

el desarrollo

I=3"x) (ol - (7.17.27)
X
Similarmente, para toda 1) € S C §* y para toda ¢ € S tenemos
(A"Pl) = (A", )5 = (1, Ap)s = Y (X0 1) (Xa, AP)s
X
=Y o5 A )s =D )5 A, 0)s = 3 Wha) A (ale)
* * * (7.17.28)

de modo que concluimos que

WA= (4% = 3 Who) Al , (7.17.29)
A

o bien, que la extensién del operador A (simétrico y continuo en S) al espacio de

las distribuciones temperadas admite en S C S* la descomposicién espectral

A=) Al - (7.17.30)
X
Bibliografia:
» [. M. Guelfand y G. E. Shilov, Les distributions, Vol. I - III, Dunod, Parfs,
1964 - 1968.

» A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin, Elementos de la Teoria de Funciones y del
Andlisis Funcional. Editorial MIR, Moscd, 1975.

u L. Schwartz, Théorie des Distributions, Hermann & Cie, Paris, 1966.

» V.S. Vladimirov, Methods of the theory of generalized functions, Analytical
Methods and Special Functions, Vol. 6, Taylor & Francis Inc., New York,
2002. ISBN: 0-415-27356-0

= Bogoljub Stankovié¢, Generalized functions and their applications, Novi Sad
J. Math. Vol. 28, 1998, 145.
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La condicién de ortogonalidad en este caso estd garantizada por el Teorema de
Plancherel,

e ll2* :/ B dA = 11 & 2" (7.17.19)

Por otra parte, dada f(z) € L(R), la funcional regular que ella define es el
limite débil de una integral de la forma

N iz
f@) = Jim. [ ROE=T (7.17.20)

donde f()) € Ly(R) y satisface || f(A) [la=| f(z) [l2- En efecto, f(A) es aquf la
transformada de Fourier de f(z) (en el sentido de Ly(R)) y la convergencia en media
del lado derecho de (7.17.20) (ver Teorema 5.1) garantiza su convergencia débil (en
razén de la continuidad del producto escalar en Ly(R)).

Ejemplo 7.19. Similarmente, con las distribuciones propias del operador posi-

cién podemos escribir para toda f(z) € Ly(R),

@) = / FO) 8z — A)dA (7.17.21)
en el sentido de convergencia débil de la integral. En efecto, V¢ € S tenemos

Lo F)* (8(z = A), () dA =
(7.17.22)

= [TV PN dA = (f, gy = (1 0)s -

Finalmente, mencionemos que en la notacién de Dirac las funcionales son

representadas mediante el simbolo

(fl=(f")s - (7.17.23)

El resultado del Teorema 7.1 (Ec. (7.17.11)) queda entonces expresado como

W= (00 0 )s = 3 00 )5 (o ds = 3 (o) bl » - (7.17.24)
A

A A

para ) € S C §*. Y si convenimos en expresar

Oon¥)s=(al) vy (o ¥)s = @lha (7.17.25)
podemos representar a la distribucién regular ¢ mediante la notacién
@1=Y @ho) (ol - (7.17.26)

A
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7.17. Descomposicién en distribuciones propias

Los operadores (esencialmente autoadjuntos) que representan a los observables
de la Mecanica Cudntica posicidn e impulso no tienen autovectores en Ly(R) . En
efecto,

(2= Np(@) =0 p() =0 a. . = p(x) = () € Lo(R),
(7.17.1)
(—i—x) (2) =05 p(a) ~ e ¢ Ly(R)
i p(x) = o(x) ~ € 2(R).

No obstante, esos problemas de autovalores s tienen solucién en §*, porque
(z—=N)déz—A)=0,YAeR, (7.17.2)

mientras que e** € S* VA € R.
Veremos en qué sentido estas distribuciones propias conforman sistemas ortogo-

nales y completos.

Primero senalemos que, identificando las funcionales regulares con las funciones

que les dan origen, podemos escribir
S cLy(R)cS*. (7.17.3)

Consideremos ahora un operador lineal A : § — S, simétrico y continuo respecto

de la convergencia en ese espacio. Entonces

(1, Ap2),®) = (A1, P2),m): Vr(a),p2(2) €S,
(7.17.4)
lim Ap,(z) = Ap(z) en S, Vu(z) > p(z) en S.

n—o0

Su adjunto en Ly(R), A, est definido en un dominio D(AT) > S, y su grafica
contiene a la de toda extensién simétrica de A en el espacio de Hilbert.

Por otra parte, para toda funcional f € S*, la expresién

(9,9)s = (f, Ap)s (7.17.5)

define una distribucién sobre S. En efecto, la linealidad de g es evidente a partir
de la linealidad de A y de f. En cuanto a la continuidad, tomemos una secuencia

convergente ¢,(z) — ¢(z) € S. Entonces

lim (9, p0)s = lim (£, Agn)s = (£, lim Apn) = (£, 4¢)s = (9,05, (T176)

dada la continuidad de f y de A.





index-22_1.png
1.2. FORMAS LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS 21

resulta que f estd representada en este dltimo espacio por el producto escalar por
1

un vector fijo, ¢ := : < z=cie; + -+ cpen.

cn

Ejemplo 1.12. El producto escalar por un vector fijo de un espacio euclideo

arbitrario define una funcional lineal sobre ese espacio. En efecto, si z € E,
f(x):=(2,2), Ve e E (1.2.4)

define una forma lineal como consecuencia de la linealidad del producto escalar.

Ejemplo 1.13. En particular, si z(t) es una funcién continua en el intervalo

[a, b], entonces
b
Fa) = / ()" 2(t) dt (1.2.5)
define una funcional lineal sobre Cy(a,b).
Ejemplo 1.14. Pero no toda funcional lineal en un espacio de dimensién infinita

puede ser representada en la forma de un producto escalar por un vector fijo del

espacio. En efecto, consideremos nuevamente el espacio Ca(a, b), y sea to € [a, b]. El

valor que z(t) € Cy(a,b) toma en el punto ¢, define una forma lineal,

f(@) = 2(to) - (1.2.6)

Téngase en cuenta que no existe ninguna funcién continua (¢, o) tal que

[ 3020 @t = a0, va) € 0. (127

Una funcional f(z) se dice acotada si existe una constante 0 < K < oo tal que

@I <Kz, VzecE. (128)

Ejemplo 1.15. El producto escalar por un vector fijo de un espacio euclideo
arbitrario define una funcional lineal acotada. En efecto, en virtud de la desigualdad
de Cauchy - Schwarz,

F@I=1Eal<lzll=z], Ve cB. (1.2.9)
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Mostraremos que en este caso el operador resolvente toma la forma
R,=T1+T,, (475)
donde T, es un operador integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable, que

depende del pardmetro p.
Dado que Ry, en (4.7.4) estd expresado en términos de potencias del operador A,

primero debemos estudiar la composicién de operadores integrales.

Para ello, consideremos un segundo operador de Fredholm

b
Bolt) = [ Lit.5)ple)ds, 76)
con
b b
L2 || L(t,s) 2= / / IL(t, )| dtds < oo. @
Su composicién con A es, por definicién,
ABo(t) = f: K(t,s) {f: L(s,r) ¢(r) dr} ds =
(4.7.8)
= j;f {f: K(t,s) L(s,r) ds} o(r)dr,
donde el cambio en el orden de las integrales estd justificado por el Teorema de
Fubini, dado que todas las funciones que alli aparecen son de cuadrado sumable y
la integral doble existe.

En consecuencia, AB es también un operador integral cuyo ntcleo es
b
Mit,r) = / K(t,5) L(s,r) ds. (@7.9)

Como K(t,s) y L(s,r) son funciones de cuadrado sumable de la variable s (para
casi todos los valores de ¢ y de ), el nicleo M(t,r) puede ser interpretado como el
producto escalar

M(t,r) = (K(t,5)", L(s,7) - (7.10)
Por aplicacién de la desigualdad de Cauchy - Schwarz, esto permite escribir

M, < kO, (4711)

donde
k() = [PIK(t,s) ds = [Pk(t)*dt = K?,
(4.7.12)
Ir)? = [P |L(s,r)[* ds = [U(r)dr=L7.
Por lo tanto, M(t,r) € La((a,b) x (a,b)), y su norma

b b
M :/ / M) dtdr <KL = M<KL. (47.13)
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Téngase en cuenta que ARy, es completamente continuo, dado que Ry, es acotado
y A es compacto. En consecuencia, valen para esta serie todas las consideraciones
hechas en la Seccién anterior acerca de la convergencia del desarrollo del operador

resolvente en un entorno del origen.

Por lo tanto, R, existe como una funcién analitica de la variable & (que toma
valores que son operadores sobre E) en toda una regién abierta del plano complejo,
la que sélo excluye a los valores singulares de A (puntos aislados que corresponden
a las inversas de los autovalores de A).

En particular, si R, es conocido en cierta regién abierta del plano complejo,
este operador puede ser prolongado analiticamente desde allf, evitando los puntos

singulares.

También puede probarse facilmente que el operador resolvente tomado para dis-
tintos valores regulares conmuta.

En efecto, para A, 1 valores regulares de A compacto podemos escribir que
PR, — ARy =pR,(I-XA)Ry — R,(I— pA)ARy =

(4.63)
— (4= NE,Ri.
Entonces, si A # p,
RuRy = ”RZ# =R\R,. (4.6.4)

4.7. Resolvente de operadores integrales

Consideremos un operador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable,

b
Apl) = [ K(t.9)pte)ds, @
con
b b
K2 = | K(t,s) |*= / / [K(t,s) deds < oo. “72)
Dado que A es completamente continuo, y su norma
lAl<K, (4.7.3)
sabemos que el operador resolvente R, es el limite de una serie de potencias en p
de la forma

0
Ry=T+) pkAk, (4.7.4)

k=1
convergente (en el sentido de la norma de los operadores acotados) en el circulo

|u| <0/K,con0<6<1.
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Este resultado permite concluir que las potencias enteras positivas de un opera-
dor integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable son también operadores

integrales de Fredholm,

o= [ Kt ) ple) s, (714)
cuyos ntcleos, llamados niicleos iterados, se obtienen recursivamente de la relacién
K (t5) = / " Kt r) Kl 9)dr, Ka(tys) = K(t,5), (4.7.15)

son de cuadrado sumable, y su norma satisface

Ki = Ki(t,9) [ < K || Kia(t,5) | < - < K*. (4.7.16)

En esas condiciones, cada suma parcial de la serie en el miembro de la derecha
de la ec. (4.7.4) corresponde a un operador integral de Fredholm,

n b
Sun £0)= 3 2 1(0) = [ Suttsim) 1(5) s, (4717)
k=1 @
cuyo niicleo (de cuadrado sumable) estd dado por la suma
Sultysii) = 3 1 Ki(t,5) € La((ab) x (a,b)) - (7.19)
k=1

Ahora bien, la secuencia formada por los nicleos Sy,(t, s; ) es fundamental en
L:((a,b) x (a,b)). En efecto,

| Snim(t, 85 ) — Sult, 53 1)

ZpKkts)

k=nt1
(4.7.19)
n+m ntm ontt
<SRG < S IaF K< S e
k=n+1 k=n+1 k=n+1
cuando n — oo, Vm.
Por lo tanto, existe el limite de la serie

D(t,s0) = Y p* Ki(t, s) € La((a,b) % (a,0)) (4.7.20)

k=1
que es ademds una funcién analitica de la variable z en un entorno del origen.

Esta funcién de cuadrado sumable permite definir un nuevo operador integral de
Fredholm,

b
R )= [ Tlesi 1(5)ds, (47.21)
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Por lo tanto, para | p | K =|p | (#) < 6 < 1, tenemos

- k - w1 . t pets
T, s51) = E nt Kt s) = E M ( 3 ) et = P (4.7.28)
k=1 k=1 —n ()

La suma de esta serie es una funcién analitica de p que admite una extensién
meromorfa al plano complejo, la que presenta como tnica singularidad un polo
simple en p = ﬁ De ese modo, el operador integral de niicleo e'** tiene un tinico

valor singular en ese punto.

Eso se explica por el hecho de que este operador integral aplica todo L(0,1)
en el subespacio unidimensional generado por la funcién ¥ (t) = €', de modo que

todo autovector correspondiente a un autovalor no nulo debe ser proporcional a esa

funcién,
1 —1 e —1
Ae‘:/e”‘“esds:( 3 )et:>)\:( 3 ) (4.7.29)
o

En esas condiciones, si p # 222?1 la ecuacién integral

w0 = [ € ple) ds= 10 (4.7.30)

tiene solucién tnica V f(t) € Ly(0,1), la que estd dada por

— k- lets s)ds —
o0 = 10+ 7y [ 004

(4.7.31)

PP LS PPN
=0+ e | < S0

Si, por el contrario, p = Ezzjl, entonces la ecuacién integral sélo tiene solucién si

f(t) L€, en cuyo caso no es tnica,
p(t)=f(t)+ce, ceC (4.7.32)

(donde hemos tenido en cuenta las propiedades de los nicleos simétricos - ver ec.
(3.6.12)). En efecto,

{f(t)+ce'} — 2¢

e?—1

/ e {f(s)+ce'tds =
° (4.7.33)

=f(t)+ce —ce =f(t).

La condicién | 1 | K < 6 < 1 ha sido obtenida como una condicién suficiente

para la convergencia de la serie de nicleos iterados, pero hay situaciones en las que
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A. EJERCICIOS PROPUESTOS

5. Encontrar los dngulos internos del tridngulo formado por los siguientes vec-
tores del espacio de funciones reales continuas C3(a,b): z,(t) = 1, z,(t) = ¢,

23(t) = 1—t (recordar que, por definicién, el 4ngulo 6 entre dos vectores x,y

(x.y) )
Il Iyl
6. Considerar el subespacio F' € R* generado por los vectores (1,1,0,0) y

viene dado por cosf =

(1,1,1,1) y hallar el complemento ortogonal.

a) Hallar los elementos de matriz del operador proyeccién P sobre F' en
la base canénica, asf como los del operador de proyeccién P sobre su
complemento ortogonal.

b) Verificar las relaciones de completitud, P+ P = 14, y de ortogonalidad
entre los mismos, PP = O = P P.

¢) Escribir los elementos de matriz de esos operadores referidos a una base
que se obtiene de la canénica mediante una rotacién en un 4ngulo 7/4
en el plano (z1,z2).

7. Sean G C F, subespacios de un espacio euclideo E. Mostrar que F* ¢ G,
FcFY y Ftc FHE

8. Sea ® una funcional lineal definida sobre un espacio euclideo de dimensién
finita £, ® : E — K, donde K es el cuerpo real 6 complejo. Probar que
existe un vector tnico z € E, tal que ®(x) = (z,x), para todo Vx € E.

9. Definir de la manera natural la suma de formas lineales definidas sobre un
espacio euclideo E, (f + g)(x) := f(x) + g(x), y su producto por nimeros,
(Af)(x) == Af(x), Vx € E,YX € C. Mostrar que el conjunto de formas
lineales forma un espacio lineal respecto de esas operaciones, que es llamado

espacio dual E*. Si la dimensién de E es finita n, jcudl es la dimensién de
E*?

10. Decir cuales de los siguientes operadores son lineales:

a) Ax = x +a, con a no nulo, en R? (traslacién),
b) Ax = ax, con a € R, y x € R* (homotecia),
¢) Ax = (27; — 73,7,0) en R3,

d) Ax(t) =x(t) + %, con x(t) € Co(—1,1).

11. Muestre que todo operador lineal A definido sobre un espacio euclideo E que

conmuta con todo otro operador lineal sobre E es una homotecia (A = AI,
con A € cuerpo del espacio) (Sugerencia: considerar operadores de proyeccién

sobre subespacios unidimensionales, P. = e(e, -))

12. En un espacio euclideo n-dimensional (con n < o), escribir las matrices

asociadas a los operadores nulo, identidad y homotecias relativas a una base

ortonormal. Seleccionar algunos elementos de la base y escribir el operador
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que resulta ser el limite de la serie

n—oo

=Yy A* = lim S, , (4.7.22)

En efecto, dado que tanto I, como S, , son operadores integrales de Fredholm, tam-
bién lo es su diferencia, 'y — Sy »n. Y como la norma de tales operadores esta acotada

por la norma de sus nicleos, tenemos que
Il T = Spm | <N Tt 55 ) = Salt, s;) || = 0 (4.7.23)
cuando n — oo. O

En consecuencia, la solucién de una ecuacién integral de la forma

b
w0 = [ K9 0(s)ds = 1), (4.7.29)

donde K(t,s) y f(t) son funciones de cuadrado sumable dadas y p € C satisface
| 1| K <6 <1, puede escribirse como

b
#(0 = By S0 = 1)+ [ Tt,si0) £0) s, (47.25)
donde T'(t,s; 1) € Ly((a,b) x (a,b)) es una funcién analitica de y que corresponde
al limite de la serie de nicleos iterados, ec. (4.7.20).

Si la serie de nucleos iterados puede ser sumada a una funcién I'(¢, s; i), holo-
morfa en un circulo | | K < 0 < 1, ésta ha de admitir una prolongacién analitica
(que es tnica) a todo el plano complejo de la variable 4, la que sélo presentard sin-
gularidades aisladas en los valores singulares del nicleo K(t, s).

Ejemplo 4.2. Consideremos el niicleo K (t,s) = '+, con 0 < ¢, s < 1. Entonces,

1 1 2
K? = etts "z:/ / 249) g g — ( —
0 0

y los nicleos iterados son

Ka(t,s) = fol T s dp — (ez—l) et

1)2 . (4.7.26)

2

e K. 2-1\7 ths
K(t,s) = j;, r,s)dr*( 5 ) etts (@727

’ k-1
Kilt,) = [y 47 Kia(ry5)dr = (52) e+,
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EJERCICIOS PROPUESTOS

A.1. Espacios Euclideos

1. Sea E un espacio euclideo con producto escalar (-, -). Demostrar que Vx € E:
a) (0,x) =0.
b) (x,y)=0,Vye E=>x=0.
2. Probar que las siguientes definiciones son productos escalares:
ay b
a) X'y =arby +---+agby, parax=| : |,y=| : | eRn
a, by
b) (A, B) = tr(A'B) con A, B € R™", matrices reales de n x n.
c) (f,9) = f: f(t) g(t) dt con f, g funciones reales y continuas en el intervalo
[a, b].
d) Extender las anteriores definiciones al caso complejo.
€) Decir si el producto de las normas de dos vectores define un producto
escalar.
3. Sea E un espacio euclideo. Probar que la suma de dos productos escalares
definidos sobre el espacio E, definen un nuevo producto escalar sobre E.
i Puede decirse lo mismo de la diferencia?
4. Considerar una forma sesquilineal f(z,y) definida sobre un espacio euclideo
complejo.

a) Mostrar que f satisface la férmula de polarizacién:

f(=,y) :i > af(az+yaz+ty)

a=tLi

b) Tomando f(z,y) = (z,y), mostrar que el producto escalar en un espacio

euclideo complejo puede recuperarse de la norma de los vectores:

1
(z,y) = 1 3 allez +y|?

a=tl1i
(Notar que esto no es posible en un espacio euclideo real).
1Sesquilineal significa lineal respecto del argumento de la derecha, f(z, az + fy) = af(z, ) +

Bf(2,), y antilineal respecto del argumento de la izquierda, f(az + By, 2) = a* f(z, 2) + B* f(y, 2)-
235
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En este caso,

ntm
S Kt || < S5 1l Kutts) 1<
k=n+1 k=n+1
(4.7.42)
k Mk
<cZ |”| — 0 cuandon —oo0,VmeN.
k=nt1
Entonces, la serie de nicleos iterados
o0
D(t,s;p) =Y p* Kilt,s), (4.7.43)

converge en Ly (a, b) para todo complejo 4, y un nicleo con esas propiedades no tiene
valores singulares.

Esa situacién se presenta, en particular, en el caso de operadores integrales

de Volterra? de niicleo acotado,
t
Agl) = [ K(t.o)p(e)ds, | K(e.s) <M. (4.7.49)

Se trata de un caso particular de operadores de Fredholm para los cuales el nicleo
K(t,s) =0 para s > t.

Consideremos el segundo nicleo iterado,

b /tK(t,r)K(r,s)dr, t>s,
Koty s) = / K(t,r) K(r,s)dr = ' (4.7.45)

0, t<s,
que es también un nicleo de Volterra acotado,
t
| Ka(t,s) | < / | K(t,r) K(r,s) | dr < M?*(t—s) < M*(b—a). (4.7.46)
Para el tercer nicleo iterado tenemos

. [ Ken Ko, 155,
Kt s) = / K(t,r) Ka(r,s)dr = *° (@7.47)

0, t<s,

2Vito Volterra (1860 - 1940).
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19.

21.

22.

23.

24.

25.

A. EJERCICIOS PROPUESTOS

Sean A y B dos operadores lineales definidos sobre un espacio euclideo E
tales que su conmutador sea [A, B] = I. Mostrar que no pueden ser ambos
acotados (Sugerencia: tener en cuenta el punto 14¢) del Ejercicio 14 y emplear

la desigualdad triangular).

Mostrar que la relacién
(v, A'z) = (4y,2) = (2, 4y)*, Yo,y € E

define univocamente al operador adjunto de A. Qué parte de esa demostra-
cién no serfa vélida en el caso de un operador no acotado? (Sugerencia: tener
en cuenta, por ejemplo, las condiciones en que puede definirse un operador
diferencial).

Probar que, de acuerdo a la definicién del operador adjunto de un operador

lineal acotado, se satisface que

(Aht =4 (A+B)t = At + Bf
(M)t = XAt (AB)f = BtAf

Mostrar que para un operador lineal acotado, || Af|| = || Al|, y que si x¢ es un
vector mximo de A, entonces Axo/||Al| es un vector méximo de Af.
Mostrar que el subespacio nulo de Af coincide con el complemento ortogonal

de la imagen de A:
KerA' = (RankA)*

(Sugerencia: considerar primero el producto escalar de un vector pertene-
clente a (Ra.nkA)l con el vector Ax, y luego el producto escalar de un vec-
tor perteneciente a KerA! con Ax). Similarmente se muestra que KerA =
(RankA}')l, de donde se deduce que

[(Ranka?) '] = (Kera)* .

Un operador lineal definido sobre un espacio euclideo E se dice positivo
si (z,Az) > 0, Yz € E. Muestre que todo operador positivo acotado es
autoadjunto. Para ello tenga en cuenta que en ese caso (Az,z) = (v, Az)* =
(z, Az) > 0. Finalmente, aplique la férmula de polarizacién (ver Ejercicio 4.)
a la forma sesquilineal f(z,y) := (z, Ay) — (Az,y) (Note que este resultado
no es cierto para el caso de un espacio euclideo real).

Muestre que, dado un operador lineal acotado A definido sobre un espacio
euclideo E, el operador AtA es positivo (y, por el Ejercicio 24, autoadjunto

en un espacio euclideo complejo).
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su radio de convergencia es mayor. Y alli donde la serie (4.7.20) converge, ella se

suma al nicleo I'(¢, s; ).

Un ejemplo de esta situacién corresponde al caso en que algin niicleo iterado se
anule idénticamente, Kn41(t, s) = 0, lo que hace que todos los que le siguen también
sean nulos, Ki(t,s) = 0,Yk > n. En esas condiciones, la serie en la ec. (4.7.20) se

reduce a un polinomio de grado n en p,

n

D(t,sm) = p* Kt s), (47.34)
k=1

que es una funcidn entera (analitica en todo el plano complejo). En tal caso, el
operador integral de niicleo K (¢, s) no tiene valores singulares (es decir, el operador

integral no tiene autovalores no nulos).

Ejemplo 4.3. Esa situacién ocurre, en particular, para nicleos degenerados de

la forma
Kts) = 3 m®a(s), conm®) La®), ki=1...,n. @735
k=1

En este caso, Ks(t,s) =0, de modo que I'(¢, s; ) = p K(t, s).

Ese es el caso de

K(t,s) = sin(t — 2s) = sin(t) cos(2s) — cos(t) sin(2s) . (4.7.36)
Evidentemente,
Ky(t,s) = /" sin(t — 2r) sin(r — 2s)dr =0, (4.7.37)
de modo que -
T(t,s;p) = psin(t —2s), VpeC, (4.7.38)
y la ecuacién integral
o) — / " sin(t — 25) p(s)ds = f(1), (4.7.39)
tiene solucién tnica V f(t) € La(a,b), dada por
o) = 1) +u / " sin(t — 26) f(s) ds. (4.7.40)

La serie para I'(t, s; ) también converge V. € C si las normas de los niicleos

iterados estdn acotadas por constantes de la forma

| Ki(t,s) | < e (4.7.41)
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A.2. OPERADORES ACOTADOS 237

proyeccién sobre el subespacio generado por esos elementos. Definir algin
operador diagonal.

Muestre que todo espacio euclideo es un espacio de Banach.

En el espacio de todos los polinomios en ¢, Py(a, b), sean D y T los operadores
definidos por Dp(t) = p'(t) y Tp(t) = tp(t).

a) Mostrar que son operadores lineales.

b) Mostrar que DT # TD.

¢) El conmutador de dos operadores lineales A y B se define por [A, B] :=

AB — BA. Mostrar que [A B, C|]= A [B,C] + [A,C] B.

d) Mostrar que [D,T] = 1.

e) Probar que [D™,T] = m D™ .

Sea A un operador lineal definido sobre todo un espacio euclideo E y sean
dos operadores lineales B y C' tales que

a) Rank(A) =Dom(B),

b) BAx=x,Yx€E,

¢) ACy =y,Vy € Dom(C).
Tales operadores se dicen inversas de A a izquierda y derecha respectivamen-
te. Mostar que Dom(C') C Dom(B) y que By = Cy,V y € Dom(C). En
particular, si Dom(C) = Dom(B), entonces B = C = A™!, inversa de A.
En el espacio de los polinomios en t, Py(a,b) C Cy(a,b), sean A y B los
operadores definidos por

a) Alapt" + -+ art +ag) = apt" 4+ -~ +ast +ai,

b) B(ant™ +--- + a1t + ao) = ant™ + - -+ + a1t® + aot.
Mostrar que A y B son operadores lineales y que A es inversa de B a iz-
quierda, pero que no es su inversa a derecha. Decir si el operador A tiene
inversa.
Aplicar el método de ortonormalizacién de vectores en un espacio euclideo
a la secuencia de funciones 1,t,t%,--- C Cao(—1,1) para obtener el cuarto

polinomio de Legendre.

A.2. Operadores acotados

Sean A y B dos operadores lineales acotados, definidos sobre un espacio

euclideo E. De acuerdo a la definicién de su norma, verificar que se satisfacen

las desigualdades

lA+ Bl < [lAl+1IBIl  [ABI < [lAllIBI|
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Si se elige ¢o = 0, entonces

k-1
er=f, p=pAf+f, -, =D pAf, -, (4.5.16)
=0

de modo que la solucién de (4.4.1) para f € E arbitraria corresponde al limite de la

serie
o0 k
_ koak e _ 1 1l
p=1 uA ff,jggo{(Zu A)f}, (45.17)
k=0 =0
cuya convergencia estd garantizada para

0
|p|§m, con0<f<1. (4.5.18)

De esta expresién surge que, en un entorno del origen del plano complejo p, el
operador resolvente del operador completamente continuo A es el limite de una serie
de operadores,

o0 k
Ry=>"prAk=lim >~ u' A, (4.5.19)
k=0

k—o0
1=0

serie que converge en el sentido de la norma y que coincide con el desarrollo formal
de (I— [LA)71 en serie de potencias de f.

Para verificar la convergencia de esta serie debemos considerar la distancia que
media entre R, y una suma parcial en el espacio normado de los operadores acotados.

Para ello, tengamos en cuenta que para todo vector unitario f € E es

| (Ra—Shorta) £ | =l o=l <
(4.5.20)
9k+1 9’=+1

< =
<y 1=

donde ¢ es la solucién de (4.4.1) correspondiente a una inhomogeneidad f, @pi1
es la (k + 1)-ésima aproximacién a esa solucién, y donde hemos empleado la cota
establecida en la ec. (4.5.15). Entonces,

|| R, - Z;‘:o pA || =
(4.5.21)

=S {ser |11} ” (R“ - Thot! AI) / ” = lelirlé’ -0

cuando k — oo, dado que 6 < 1.
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de donde se deduce que

Il s — o | <

<N orrt = @it |+ | et — Prsrz |+ -+ [ o1 — e | <

4.5.9
SO ) == (59
-1 o
=6 ;97 [Fer— o Il < -6 e =0 l-
Por lo tanto,
Jim || s = | =0, VI (4.5.10)
Como E es un espacio completo, existe el limite de esta secuencia,

@ = ltm o (4.5.11)

Y como B es contractivo, este vector es un punto fijo de B. En efecto,
IBe—rsll=IlBe—Bee[|<O]o—pr |0 (4.5.12)

cuando k — oo, de modo que, por la unicidad del limite en E, tenemos
Be=lim ¢ =¢. (4.5.13)

ko0

Para ver que este punto fijo es tinico, supongamos que existe otro vector ¢ € E
que satisface B = 1. Entonces, si || ¢ — ¢ || #0,

le=vl=IBe-Bel<blle—¢l=0=1, (45.14)
en contradiccién con la eleccién de p, ec. (4.5.3). Por lo tanto, ¥ = ¢.

Finalmente, senalemos que esta construccién nos permite aprozimar la solucién
de la ec. (4.4.1) en el sentido de la distancia en el espacio E. En efecto, tomando
el limite para | — oo en la ecuacién (4.5.9) obtenemos para la distancia entre la

solucién y el k-ésimo elemento de la secuencia (4.5.7)

91:
le—eell< 1= I Beo—soll - (45.15)

La solucién de la ecuacién (4.4.1) corresponde al tinico punto fijo del operador
contractivo B, que se obtiene como el limite de la secuencia (4.5.7) cualquiera que

sea el vector inicial @y que se emplee para generarla.
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Podemos verificar que la serie en (4.5.19) converge efectivamente al inverso de

(I— pA) teniendo en cuenta que

(T-n4) (kiu’A’> = (kiu’A’) (T-n4a)=

(4.5.22)
=T AF - 1
cuando k — oo, dado que p* A¥ — O. En efecto,
A <A A < < Pl AF< O 50 (4529)

cuando k — oo, pues 0 < 0 < 1.

4.6. Extensién analitica de R,

El operador resolvente de un operador completamente continuo existe en casi
todo punto del plano complejo de la variable p. Es tnicamente para los valores
singulares de p, que forman (a lo sumo) una secuencia numerable que diverge al
infinito, que R, no estd definido.

En la Seccién anterior hemos mostrado que la condicién | p ||| A [|[< 6 <
1 es suficiente para que R, pueda representarse como el limite (en el sentido de
la distancia en el espacio de Banach de los operadores acotados) de una serie de
potencias en la variable . En esas condiciones, se puede decir que R, es una funcidn

analitica de la variable p (a valores operadores) en un entorno del origen.

Mostraremos que R, es una funcién analitica de p en un entorno de todo valor
regular.

Sea 1o un valor regular de un operador completamente continuo A. Entonces,
R, = (I — [LOA) ! existe y es un operador acotado. Ademés, como los valores
singulares de A son puntos aislados, existe todo un entorno de yq libre de ellos.

Podemos entonces considerar el operador resolvente en un punto p préximo de
Ho,

Ry=(I—pA) " = (T—poA—(n—po)A) " =
(4.6.1)

= Rup(T— (= 10) ARyo) " = Rug D (11— o) (ARy,)",
k=0

donde la serie en el miembro de la derecha converge en el sentido de la norma de los

operadores para

L= pio || AR,y | <0< 1. (462)
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Por lo tanto, una funcién y(t) € Rank(A) es el limite en media de un desarrollo

en serie de autovectores de A correspondientes a autovalores no nulos.

Teorema 3.5. Si el nicleo K(t,s), hermitico y de cuadrado sumable, satisface
la condicién de Hilbert - Schmidt?,

k(1) = / " K (o) ds < M2, (3.5.9)

donde M es una constante independiente de t, entonces toda funcidn y(t) en el
rango del operador integral A que define ese nicleo tiene un desarrollo en serie de
autofunciones de A que no sélo converge en media a y(t), sino también absoluta y

uniformemente.

Consideremos una suma parcial de la serie para y(t) en el miembro de la derecha
de la ec. (3.5.8),

N
Z ak Ak ex(t)
k=1

N
<Y ol Peer(®)]- (3.5.10)
k=1

Teniendo en cuenta que, por la desigualdad de Bessel,
N
Slaf<lz|?, YNeN, @5.11)
k=1
¥ que, por hipétesis, de la ec. (3.5.4) tenemos
N
SN e <k(t)?<M?, YNeN, Vielal], (3.5.12)
k=1
aplicando la desigualdad de Cauchy - Schwarz en RY obtenemos

N
>l e <@ || M, VNeN, Vielab]. (35.13)
k=1

Por lo tanto, si se satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, la serie en (3.5.8)

converge absoluta y uniformemente a la funcién y(t) en el intervalo [a, b]. ]

La condicién de Hilbert - Schmidt se satisface, en particular, cuando el nicleo

de cuadrado sumable K(t,s) es continuo. En ese caso Rank(A) C Cs(a,b) (ver
ecuaciones (3.3.15-3.3.16)), lo que implica que las autofunciones del operador integral

correspondientes a autovalores no nulos son también continuas.

4Erhard Schmidt (1876 - 1959).
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La solucién de esa ecuacién para la cual la condicién inicial es p(z) = 6(z),
G(z,t), es llamada solucién fundamental. Una vez conocida G(z,t), la solucién

del problema de Cauchy se expresa como
u(z,t) = G(z,t) * p(z), (7.15.24)

suponiendo que la convolucién en el miembro de la derecha esté bien definida. En

efecto, para ¢ > 0 tenemos

(ar (@

= {%—P(%)}G(z,t)*p(z) =0%px) =0,

mientras que

(7.15.25)

lim u(z,t) = m G(z,t) * p(z) = §(z) * p(z) = p(z). (7.15.26)

=0t =0t

7.15.3. Ecuaciones hiperbélicas. Una solucién fundamental de la ecua-

ci6n de las ondas en una dimensién,

Pu u
G5 5 =0 (7.15.27)
estd dada por
Clot) = % B +0) — b — 1)} . (7.15.28)
En efecto, es inmediato mostrar que'!
G  0°G
— ——=0. 7.15.31
o2 Oz? ( )
En cuanto a la condicién inicial, es evidente que
t]ilr‘;:I+ G(z,t) =0,
(7.15.32)
. (1 _
L"Si 0,G(z,t) = t];‘»‘gl* 3 {8(z+t)+6(z—t)} =6(z).
La derivada débil de f(z — t) respecto de ¢ esta definida por
0 (0(z — 1), p(x)) = 19:/t p(z)dz = —p(t) = = (8(z — 1), 9()) , (7.15.29)
de modo que 8,8(z — t) = —8(z — t). Similarmente,
0 (8(z — 1), p(x)) = Bep(t) = ¢'(t) = (=0"(z — 1), 0(x)) , (7.15.30)

de donde 9,0(x — t) = —8'(x — t).
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Un operador con esas caracteristicas estd definido sobre todo el espacio de Hilbert
Ls(a,b) (ver Seccién 3.2), es simétrico (ver ec. (1.8.20)) y completamente continuo
(ver Teorema 3.2). Entonces, tiene un sistema ortonormal y completo de autovecto-
res, y todo vector z(t) € La(a,b) es el limite de su desarrollo de Fourier respecto de

ese sistema.

Los autovectores de A satisfacen
b
Aew(t) = / K(t, 5) ex(s) ds = Meex(t). (352)
En consecuencia, podemos escribir que

Aeex(t) = (ex(s), K(t,9)%), (3.5.3)

de modo que Ay ex(t)* puede ser considerado como el coeficiente de Fourier de (la
funcién de cuadrado sumable de la variable s) K(t,s)* correspondiente al vector

ex(s).
Entonces, la desigualdad de Bessel implica que, V N,

N b
Yool < [IK P ds = ko (3.5.4)
k=1 a

segun la notacién adoptada en la Seccién 3.2. Integrando ambos miembros en ¢ entre

a 'y b obtenemos

N N b
SR ) =32 5/ k(?di = K?, VN eN. (355)
k=1 k=1 a

Por lo tanto, la serie formada con los cuadrados de los autovalores de un operador

integral de Fredholm de nicleo hermitico y de cuadrado sumable es convergente,
S M<K’ < (3.5.6)
k=1

(resultado que no es vélido en general para otros operadores simétricos y compac-
tos).

Una funcién en la imagen del operador es de la forma

y(t) = Az(t) = A {ff o eka)} , (357)
k=1

donde ai = (ex,z). Dado que la serie en el segundo miembro converge al vector z,

por la continuidad de A podemos escribir

y(t) = i aAet)= Y Meare(t). (3.5.8)
k=1

{ex [ A0}
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La derivada débil de u(z, t) respecto de ese pardmetro estd dada por

z? z?

eiﬂ 87@

du(z,t) =0, m*u(z) =0 it

* p(z), (7.15.17)

en razén de las propiedades de continuidad de la convolucién antes mencionadas.

Por otra parte,

z? z?

e 4t e 4t

i *pu(z) | =02 i * p(z). (7.15.18)

Bu(w,t) = 62

22

Finalmente, teniendo en cuenta que 'i/% € C> (R x (R*\{0})), de modo que

sus derivadas como distribucién y derivada débil coinciden con las distribuciones

regulares definidas por las respectivas derivadas parciales como funcién de ambas

variables!'®, y dado que
2

_r
o 0% \e 4
{Efﬁ} =0 (7.15.20)
vemos que u(z,t) satisface la ecuacién diferencial
o o
{E - @}u(z,t) —o. (7.15.21)
Ademés, para t — 07 también satisface la condicién inicial,
a? z?
875 675
1i = I =0 = 7.15.22
L v ) | = lim | * w(x) =0(z) * p(x) = p(z)  ( )

(ver ecuacién (7.4.11)).

En el caso general, dada la ecuacién diferencial a coeficientes constantes

u 9
—=P 7.15.23
donde u(z,t) es una distribucién en la variable z que depende ademés del pardmetro
t, el problema de Cauchy consiste en hallar una solucién que se reduzca a una

distribucién dada p(z) para t — 0F.

10En efecto,

=2 ale] s .
( Gl )) i .,M"‘( vm) pla)dz, (7.15.19)

puesto que esta integral converge uniformemente para ¢ > 0.
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(recordemos que los autovalores de un operador simétrico completamente continuo

forman una secuencia que converge al origen - ver Lema 3.6), podemos escribir

2 I(ex, N)I*
Z lax|” = Z (T= )2 <
{ex | Me#1} {er | Ae#1}
(3.6.7)

<MY e HP<M| £,
{ex | A1}
en virtud de la desigualdad de Bessel. Por lo tanto (ver Teorema 2.7), la serie

o)=Y ae(t) (3.6.8)

{ex | Ae#1}

converge a un vector del espacio Ly(a, b).

Si A = 1 no es un autovalor de A, el conjunto {e; |\ # 1} es un sistema

ortonormal completo en Ly(a, b), y la ec. (3.6.2) tiene una tnica solucién dada por®

s= 3 {enn+ g en)an -

{ex | A1}

(3.6.9)

—F0+ Y ) a0

{ex | Ax#0,1} (

En efecto, teniendo en cuenta la continuidad de los operadores acotados, podemos

escribir
(-0 -a-a ¥ JeBapn-
{ex | Me#1}
(3.6.10)
(ex, f)
= (I—A)ex(t) = (ex, fex(t) = (1)
{e%;%u =) ’ {Eklif\t:%l} b

Por otra parte, si A = 1 es autovalor de A, entonces el subespacio caracteristico
correspondiente, E(1), tiene dimensién finita (dado que A es completamente continuo
- ver Lema 3.6).

Sea {&,(t),...,En(t)} una base ortonormal de E(;y. La ecuacién (3.6.4) implica

que
(1= (&p)=0=(f), k=12,

Esto es una contradiccién a menos que f(t) L &(t),k = 1,2,...,n. En este

(3.6.11)

caso, el vector ¢(t) (ec. (3.6.9)) es una solucién particular de la ecuacién (3.6.2).

SNétese que con esta expresién sélo es necesario conocer las autofunciones de A correspondien-

tes a autovalores no nulos.
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en términos de la distribucién ug trasladada. Si ademds u; es regular'?, obtenemos
la solucién de d Alembert,

() = % {0z + 1) + uo(w — 1)} + % / T ) dy. (7.15.42)

—t

Para el caso general de una ecuacién de orden m en ¢, si P(z,t) es un polinomio
en dos variables a coeficientes constantes y de orden m en t, el problema de Cauchy

consiste en hallar la solucién de la ecuacién diferencial

P (a%’ %) w(z,t) =0 (7.15.43)

que satisfaga las condiciones iniciales

u(@,t = 0) = up(z), du(z,t=0) =w(z), ...,
(7.15.44)
O tu(a,t = 0) = un-1(a) .
Se llama solucién fundamental a aquella distribucién Gy(z,t) que satisface la

ecuacién homogénea (7.15.43) y las condiciones iniciales

Go(z,t =0) =0, 8,Go(z,t =0) =0, ..., " 'Go(z,t =0) = 6(z). (7.15.45)
Nétese que
o 0 a9 0
P (a a) BGolw,t) =0, P (a 5) AGo(wt) =0, (T1546)

dado que P tiene coeficientes constantes, y que ademés

EGo(x,t=0)=0, 8,05Go(z,t=0)=0, ...,
O 10k Gy (z,t = 0) = 6M(z)
0,Go(z,t=0)=0, 8,0,Go(z,t=0)=0, ..., (7.15.47)
0" *0,Go(z,t = 0) = b(x),

O 9,Go(z,t) = Q (%, %) Go(z,1),

2para uy regular tenemos
(G, 1)+ ur(2), () = (w1 (9), (G, ), + ) =
(7.15.41)
= Jui) (3 pla) de) dy = [ (32 wiv) dy) oo da.
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3.6. Ecuaciones integrales inhomogéneas

Consideremos la ecuacién integral

b
o0 =10+ [ Klt,5)o5)ds, (361)

donde f(t) y K(t,s) son funciones conocidas, y la funcién incégnita ¢(t) aparece
bajo el signo integral.

Si f(t) € La(a,b) y K(t,s) = K(s,t)* € Ly((a,b) x (a,b)), la anterior ecuacién
integral puede ser interpretada como

p(t) = f(t) + Ap(t), (36.2)

donde A es el operador integral de Fredholm cuyo nicleo (hermitico y de cuadrado
sumable) es K(t, s).

Como el operador A asi definido es simétrico y compacto, tiene un sistema or-
tonormal completo de autovectores, A ex(t) = Arex(t),k € N.

Si existe una solucién ¢(t) € Ly(a,b) para la ec. (3.6.2), ella puede ser represen-
tada como el limite de su desarrollo de Fourier respecto de ese sistema completo.

Por lo tanto, tiene sentido tratar de determinar sus coeficientes de Fourier.

Tomando el producto escalar de ambos miembros de la ec. (3.6.2) con el auto-

vector ey(t) obtenemos
(e, p) = (ex, ) + (en, Ap) =
(3.6.3)
= (en, )+ (Aex, 0) = (ex, ) + M (e, 9) »

dado que A es simétrico. Resulta entonces que
(1= Xe) (ex, ) = (ex, f) - (3.6.4)

Esta ecuacién sélo permite determinar univocamente los coeficientes de Fourier

de ¢(t) correspondientes a los (numerables) autovectores de autovalor distinto de la
unidad:

(C))
a, = (e, ) = (li/\k)
(3.6.5)
A
=)+ gy D)y WAL

Comprobemos que estos coeficientes de Fourier definen efectivamente un vector
de Ly(a, b). Si llamamos

1
M = maxy 1 { o ll} (3.6.6)
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Llamemos G(z,t) a la derivada débil de G(, t) respecto de t,
Clo,t) = 0,C () = % {5z +1) + bz — 1)} . (7.15.33)

Ella constituye una segunda solucién fundamental, que difiere de la primera en las
condiciones iniciales que satisface.
En efecto, también resulta inmediato verificar que
»’G &G
— ——=0. 7.15.34
o2 Oz? ( )
Por otra parte,

lim G(z,t) = lim 8,G(z,t) = 6(x),

t—0t t—0t
(7.15.35)
. ; o 2 . 2 _
Jim 0.G(a,0) = lim G(x,) = Jim 92G(z,1) =0,
ya que
lim (02G(z, 1), ¢(x)) = lim (G(a, 1), 0%p(x)) = 0 (7.15.36)

t—=0+ t—0+

por (7.15.32).

En esas condiciones, la solucién de (7.15.27) que satisface las condiciones iniciales
u(z,t = 0) = up(x), dyu(z,t = 0) = uy(z), estd dada por

u(z,t) = G(z,t) % uy (z) + G(z,t) * ug(z) . (7.15.37)

En efecto, por las propiedades de la convolucién resulta evidente que

2
{ﬁ — @}u(z,t) =

(7.15.38)
= {% — %}G(z,t) *uy(z) + {% - %}G(I,t) *uo(z) =0.
Por otra parte,
w(@,07) = 0w s (@) + 5(z) = uo(a) = o).
(7.15.39)

Auu(z,t) = 0(z) * ur(x) + 0 % uo(z) = wi ().

Nétese que, siendo G(z,t) y G(z,t) de soporte compacto V¢ > 0, la ecuacién
(7.15.37) tiene sentido Vug, u; € K*. Por otra parte, la solucién puede ser escrita

u(e, 1) = Gla, 1) # (@) + 3 10(z +) +0(z — )} » ) =
(7.15.40)
= Gl 1) v @) + 5 Tuole + 1) + e — 1),
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limite de una suma que se extiende sobre el conjunto de autovectores ortonormales

de A correspondientes a autovalores no nulos,

u= Z aper con ap = (e, ), (3.4.13)
{ex | A0}

y donde v es un autovector de A correspondiente al autovalor nulo,

Av=0=0v. (3.4.14)

Si E es un espacio de Hilbert, es separable. Entonces E contiene un conjunto
denso numerable, G = {z;,k € N} C E, cuyos elementos también tienen una
descomposicién tnica como sumas de la forma zx = ug + vk, con ux € F y v, € F*.

Dado un vector arbitrario z € E y un nimero € > 0, siempre es posible encontrar

un vector zx € G tal que
E>lz -z P=lu—w P+ v —v P2 v = ||, (34.15)

de donde resulta que el conjunto numerable {v; , k € N} es denso en F+. Entonces,
F! es un espacio completo y separable.

En virtud del Teorema 2.6, por ortogonalizacién de la secuencia {vi,k € N} se
obtiene un sistema ortonormal y completo en F-, cuyos elementos son autovectores

de A correspondientes todos ellos al autovalor nulo,

{&,8, . &} | (&, &) = 0u; A& =0 = 0. (3.4.16)
Por lo tanto, todo vector v € F* es el limite de un desarrollo de Fourier de la
forma
v=Y beé, dondeb=(&,v)= (&, 2). (3.4.17)
{&k [ Me=0}

Estos resultados, junto con el Teorema 3.3, prueban el siguiente Teorema de
Hilbert:

Teorema 3.4. Todo operador simétrico y completamente continuo definido sobre

un espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal completo de autovectores.

3.5. Autovectores de operadores de Fredholm

Consideremos un operador integral de Fredholm A de nicleo hermitico y de
cuadrado sumable,

K(s,) = K(t,9)", K=||K(t,5) < oo. (35.1)
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Teniendo en cuenta que 72", funcién homogénea de grado (2—n), verifica Ar?>™ =

0, tenemos que

(Ar ) = lim [ {0100 + 40 (n =2 7}

=0t

=0t

- i {,E [ oeinn =2 [ o0 dnn} - (7.15.11)

=0+(2-n)2p(0) = (2— 1) L (3(x), p(x)) ,
para toda p(x) € Cg°(R™).

En consecuencia,

A (@Tj%)n) —6(x), (7.15.12)

para n > 3. Para dimensién n = 2, un cdlculo enteramente similar muestra que

A (l‘;f:) = 0(x). (7.15.13)

7.15.2. Ecuaciones parabdlicas. En la teorfa de la transmisién del calor, la

temperatura de una barra infinita evoluciona segiin la ecuacién

ou 0%
= (7.15.14)

donde u(z,t) tiene una derivada primera respecto de ¢ y una derivada segunda
respecto de z continuas para t > 0. Si la distribucién inicial de temperatura en la

barra estd dada por la funcién u(z,t = 0) = (), la solucién de (7.15.14) para t > 0

es
e (z—y)

u(z,t) = Tt e 4 p(y)dy. (7.15.15)

Si pu(z) € L1(R), esta integral (que existe para una clase mas amplia de funciones)

puede ser escrita como la convolucién

* p(z). (7.15.16)

En el caso general, podemos suponer que p(z) es una distribucién arbitraria
de soporte compacto (incluso una regular de crecimiento polinomial), mientras que
u(z,t) en (7.15.16) es una distribucién en la variable  que también depende del

pardmetro t.
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Lema 3.7. Si un vector no nulo z € E es ortogonal a todos los autovectores
ey correspondientes a autovalores no nulos de un operador simétrico completamente
continuo A, definido sobre un espacio euclideo completo E, entonces z es un auto-

vector de A correspondiente al autovalor 0.

Consideremos la variedad lineal generada por (todos) los autovectores de A co-

rrespondientes a autovalores no nulos: L{ey, €s,..., €. ..}, donde
Aer=Meer, M#0. (3.4.10)
Llamemos F a su clausura, F = L{e;, ey, ...,€x...}, y F* a su complemento orto-
gonal.
Dado que A es simétricoy L{e1,es,...,ek. ..} es invariante, F* es un subespacio

cerrado invariante frente a la accién de A. En esas condiciones, podemos considerar
la restriccién del operador A al subespacio FL, que es él mismo un espacio euclideo
completo.

Sea

M := sy Az |, 3.4.11
P{ } Azl ( )

zeFL | Jlell =1

la norma de la restriccién de A al subespacio F*. Si M > 0, por el Lemma 3.5,
sabemos que A tendria un autovector de autovalor A = £M # 0. Pero, por hipétesis,
eso no ocurre, ya que todos los autovectores correspondientes a autovalores no nulos

estdn contenidos en F.
Por lo tanto, M =0 = A2 =0, Yz € F*. m}

Ahora bien, por el Teorema 2.4, sabemos que todo vector z € E tiene una
descomposicién tnica como la suma z = u 4 v, conu € F y v € FL.

Por otra parte, en las condiciones del Lema 3.7, el conjunto de autovectores de A
correspondientes a autovalores no nulos, {ej,...,€x...}, constituye (por construc-
cién) un sistema ortonormal y completo en F que, por ser un subespacio cerrado de
un espacio completo, es él mismo un espacio euclideo completo.

En consecuencia, todo vector v € F es el limite de su desarrollo de Fourier

respecto de dicho sistema ortonormal,

u= Z arer, conar= (ex,u)= (ex,z). (3.4.12)
{ex | A0}

Estos resultados prueban el siguiente
Teorema 3.3. Sea A un operador simétrico completamente continuo definido

sobre un espacio euclideo completo E. Entonces, todo vector x € E puede ser repre-

sentado como la suma de dos vectores ortogonales entre si, * = u+v, donde u es el
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La existencia de soluciones no triviales para el problema adjunto homogéneo (es

decir, la existencia de autovectores de A correspondientes al autovalor 1),

() — AT () = 0(1), (4.2.6)

condiciona la existencia de soluciones para la ec. (4.2.4). En efecto, el producto

escalar de 9 (t) por ambos miembros de (4.2.4) da lugar a la ecuacién
@) = (b0 (1= )0) = (1= AY9r.9) = 0,6) =0, (427)

que es una contradiccién a menos que la inhomogeneidad f(t) sea ortogonal al sub-
espacio caracteristico de Af correspondiente al autovalor 1 (subespacio de dimensién
finita, dado que A' es compacto). Si ese no es el caso, no existen soluciones para la

ecuacién (4.2.4).

Por otra parte, la existencia de soluciones no triviales para la ecuacién homogénea

i) — Aga(t) = 0(1) (4.28)

(es decir, la existencia de autovectores del operador A correspondientes al autovalor
1, los que también forman un subespacio de dimensién finita dado que A es com-
pacto) implica que, de existir una solucién para la ec. (4.2.4), ella no sea tinica. En

efecto, en ese caso también tenemos que
(T—4) [ol) +(0)] = £0). (42.9)
Puede demostrarse el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Consideremos la ecuacidn homogénea (4.2.8). Dos casos son po-
sibles:
I) esa ecuacidn tiene solucidn inica, ¢, (t) = 0(t),

II) o bien tiene una solucidn no trivial py(t) # 0(t).

En el caso 1) la ecuacidn inhomogénea (4.2.4) tiene solucidn inicaV f(t) € La(a,b),
lo mismo que la ec. (4.2.5)V g(t) € Ly(a,b).

En el caso II), las ecuaciones homogéneas (4.2.8) y (4.2.6) tienen el mismo
nidmero finito n de soluciones linealmente independientes. La ecuacidn imhomogénea
(4-2.4) tiene solucidn si y sélo si f(t) es ortogonal a las n soluciones linealmente
independientes de ({.2.6), y en ese caso no es tnica, sino que estd definida a menos

de una solucidn arbitraria de (4.2.8). (Evidentemente, algo similar vale para la ec.
4.25).)

Para el caso de nicleos degenerados la demostracién es inmediata, puesto que

los operadores A y A' aplican todo Ly(a,b) en subespacios de dimensién finita,
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¢(2) = 1/sinf(z), por lo que el problema se reduce a resolver la ecuacién integral
de Abel

B gy, (7.16.21)

V2g(z — z)

Nétese que se trata de una ecuacién integral de primera especie, del tipo de Volterra,

cuyo nticleo no es de cuadrado sumable.

Mi4s generalmente, se llama ecuacién de Abel generalizada a

/ 1“(1701) e(2)dz = f(z), (7.16.22)

donde 0 < a < 1, ¢(z) es la incégnita y f(z) es una funcién dada. En particular,
para a > 1/2 el nicleo de ese operador integral de Volterra no es de cuadrado

integrable.
Ahora bien, esta ecuacién también puede interpretarse como
z*
Tt k=P k= 7.16.23
I1l—a) ¥ 1axp=1f, ( )

que tiene sentido Va € C, y V f € K* de soporte contenido en R*. Su solucién en el

espacio de distribuciones estd dada simplemente por

=B x (Praxp) =Pp1x f=BaxP_1xf=Dux f. (7.16.24)

Supongamos ahora que f sea una distribucién regular definida por una funcién

f(z) diferenciable para z # 0 y nula para z < 0. Entonces, su derivada como

4 (=)

distribucién es

fl(z) = = + f(0%)é(z), (7.16.25)
y la solucién de (7.16.23) se reduce a
p(z) = Po(z) * d];(zz) + f(0T) Ba(z). (7.16.26)
En particular, para a > 0 (lo que hace a ®, regular) se tiene
a-1 z a1
o (@ —2)°7" df(2)
o(z) = f(0 )I‘(a) +/D o) e dz, (7.16.27)
para z > 0.
Volviendo al problema original (donde a = 1/2), si tomamos, por ejemplo,

f(z) =T4/2g/7 constante, entonces % =0y obtenemos

1 Ty
sinf(z)  w/z '’

lo que conduce a una cicloide (tautécrona) para la trayectoria de la particula.

p(z) =

(7.16.28)
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y el problema se reduce a mostrar la existencia de soluciones para un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales.

Nucleos de cuadrado sumable arbitrarios pueden ser aproximados en la métrica
de Ly((a,b) x (a,b)) por las sumas parciales de sus series de Fourier respecto de
alglin sistema ortonormal y completo de funciones. La continuidad completa de
estos operadores permite establecer el resultado también en este caso!.

De este teorema se deduce el siguiente corolario:

Corolario 4.1.1. (de la alternativa de Fredholm) Si A es un operador integral
de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable, entonces se tiene una de las siguientes
dos posibilidades excluyentes:

1) la ecuacidn p(t) — Ap(t) = f(t) tiene una solucién V f(t) € La(a,b) (en
cuyo caso la solucidn es inica),

II) o bien la ecuacidn homogénea ¢,(t) — A (t) = 0(t) tiene una solucidn no

trivial.

4.3. Ecuaciones integrales dependientes de un parametro complejo

Consideremos una familia de ecuaciones integrales que incluyan un pardmetro

complejo 1 multiplicando al nicleo de cuadrado sumable K (¢, s),

b
o0 i [ K(t.5) o) ds = (L= n )0 = 0. (43.1)
Por el corolario de la alternativa de Fredholm sabemos que, para cada p € C,
puede darse sélo una de las siguientes dos posibilidades:
I) la ecuacién (4.3.1) tiene una solucién V f(t) € La(a,b) (en cuyo caso es tnica),

II) o bien la ecuacién homogénea

(T—pA)pa(t) = 0) (432)

tiene una solucién no trivial, que corresponde a un autovector del operador A con

autovalor 1/p,
1
Api(t) = u Pi(t). (4.3.3)

En el primer caso, p es un valor regular de la ecuacién (4.3.1), mientras que

en el segundo caso se dice que p es un valor singular de esa ecuacién.

Ya sabemos que los autovalores no nulos de un operador completamente conti-

nuo forman, a lo sumo, una secuencia numerable que converge al origen del plano

Wer, por ejemplo, The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov.
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Nétese que, Vk, | pr |> % > % = %, de modo que L es no singular, y existe un
circulo de radio < % en el plano complejo de la variable 1 que no contiene valores
singulares.
Como A es simétrico y completamente continuo, tiene un conjunto ortonormal
y completo de autovectores, A eg(t) = Apex(t), para k =0,1,2,..., donde
ex(t) = % sin((k+1/2)1), con N = Hlk - WI)ZA (4.3.10)

Entonces,
(T A)p(t) = ) >
Lo (43.11)
(1= 1) (e ) = (e ) = WA sin ((k+1/2)1) (1) dt.

Por lo tanto, para todo valor regular p # ., Yk, la solucién de (4.3.5) existe y
es tnica V f(t) € Ly(0, ), y estd dada por

@) = f(t) + Z a’*fi’;i )) n ((k+1/2)1), (4.3.12)

donde la serie en el segundo miembro converge absoluta y uniformemente (dado
que el niicleo K(t,s) satisface la condicién de Hilbert - Schmidt y la diferencia
(¢(t) — f(t)) € Rank(A)). En particular, (¢(t) — f(t)) es continua.

Si, por el contrario, p coincide con un valor singular /i, entonces la solucién no
existe a menos que f(t) L ex,(t), en cuyo caso no es tnica. En efecto, si (ex,, f) =0

entonces

ot) = ft)+
(4.3.13)
A (ex, f) c

Ig’;(lim) o ((k+1/2)1) + = sin (ko 1/2)1),

con ¢ € C arbitrario.

4.4. Operador resolvente
Sea p € C un valor regular de la ecuacién

(-pd)eo=f. (44.)

donde A es un operador completamente continuo definido sobre un espacio de Hilbert
E. Entonces (4.4.1) tiene una solucién tnica V f € E, de modo que existe una

correspondencia biunivoca entre la solucién ¢ y la inhomogeneidad f.
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Nétese que Sop(g(1)) € R*. En efecto, si Sop(p(z)) N R* = @ entonces

X(@) = (0y), p(z +9)) = [ ply)dy =0,Yz > 0=
(7.16.5)

= (9(x), X(x)) = 0= (90 (2), () =0.
Por lo tanto, gy es la primitiva de g que tiene su soporte contenido en R.
En la Seccién 7.7 hemos visto que la distribucién & = 2}~ /T()), que es regular
para R(\) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo del pardmetro

A como una distribucién con soporte en R*. En efecto, dado que z}™' y T'()) sélo
presentan polos simples en A = —k, con k € N, de (7.7.16) y (7.7.9) tenemos

Resad™![,_,  (=1)4®(a)/k!

lim &, = =o® 7.16.6
BT ResTN (—1)k/k! @ (7.166)
para k=0,—-1,-2,...
En consecuencia, la convolucién
gy =g * B (7.16.7)

tiene sentido Vg € K* con soporte contenido en R* y se extiende analiticamente a
todo el plano A como una distribucién con soporte en esa semirecta'. En particular,

para A = 0 tenemos
9oy =9g*Po=g*d(z) =g, (7.16.8)

mientras que para valores enteros negativos de A,
Jemy =g * P =gx 6(")(1) = g(") (7.16.9)
se reduce a la derivada n-ésima de g (como distribucién).

Vemos entonces que una misma expresién, la convolucién en el miembro de la de-
recha de la ec. (7.16.7), da las derivadas y primitivas de la distribucién g para valores
enteros de A. Pero esa convolucién tiene también sentido VA € C, por lo que pode-
mos llamar a g := g, la derivada de orden (—\) de g (o, equivalentemente,

su primitiva de orden \).

Esta operacién de derivacién (o integracién) de orden complejo tiene algunas

propiedades de la derivacién usual. Por ejemplo, la derivada de orden —p de la

00 A—1

13En efecto, si Sop(¢(z)) NRY = 0, entonces x(z) == (Bx(y), p(z +y)) = /0 i"(/\) oz +

y)dy = 0,Yz > 0,YR(A) > 0 y, por extensién analitica, también VA € C. En consecuencia,
(9(2), %(2)) =0, es decir, (g(r)(2), ¢(z)) =0.
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complejo, y que estid contenida en un circulo de radio || A ||. Si A es un ope-
rador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable, tenemos ademds que
A<l K@, s) lI=K.

En consecuencia, los valores singulares de la ecuacién (4.3.1) forman, a lo sumo,
una secuencia numerable que diverge al infinito y est4 contenida en el exterior de
un cfrculo de radio (8/K), con 0 < 6 < 1. En particular, existe un entorno de p =0
libre de valores singulares.

Ejemplo 4.1. Consideremos el nicleo

K(t,s) = { sin(t) cos(s), t<s,

cos(t) sin(s), t>s, (4.3.4)

con 0 <t,s <, cuya norma es K = || K(¢,s) |=7/2, y la ecuacién integral

b
w0 = [ K9 0(s)ds = (). (435)

Para determinar sus valores singulares tengamos en cuenta que este niicleo es

simétrico y continuo, satisface la ecuacién diferencial
—OBK(t,5) = K(t,5), parat#s, (43.6)

también las condiciones de contorno K(0,s) = 0, §,K(m,s) = 0, y su derivada

primera respecto de ¢ tiene una discontinuidad en ¢ = s de altura
9K(t, 3)|t:‘3+ — 0K (t, s)lt:r = —sin®(s) — cos?(s) = —1. (4.3.7)

Ademés, el Wroskiano W sin(t), cos(t)] = 1.
En esas condiciones, K(t, s) puede ser considerado como la funcién de Green del

operador de Sturm - Liouville definido como

Ly(t) = —¢"(t) — ¢(t) (4.3.8)

sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las con-
diciones de contorno ¥(0) =0 y ¢/(r) = 0.

Entonces, el operador integral A de niicleo K (¢, s) tiene las mismas autofunciones
que el operador L, y los autovalores de éste coinciden con los valores singulares de

la ecuacién integral (4.3.5):

Lp(t) = —0(t) — ¥u(t) = me i), ¥1(0) =0,Yp(m) =0 =
(4.3.9)
Ui(t) :si.n((k+%)t), con p = (k+%)271, k=0,1,2,...
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donde Q(z,t) es un polinomio de orden m — 1 en ¢, de modo que

2]

O18,Go(z,t = 0) = Ay (E) o(z). (7.15.48)

Se ve entonces que, tomando combinaciones lineales de 8,Gy(z,t), Go(z,t) y de
sus derivadas respecto de z, es posible construir una segunda solucién fundamental

G (z,t) que satisfaga (7.15.43) y las condiciones iniciales

Gi(z,t=0)=0, 8Gi(z,t=0)=0, ..., &' *Ca(z,t = 0) = §(x),
(7.15.49)
A 1Gy (2t =0) = 0.

Este proceso puede continuarse para construir nuevas soluciones fundamentales
Gi(z,t), con k = 1,2,...,m — 1, con derivadas nulas en t = 0 a excepcién de
0FGy(z,t = 0) = §(), para finalmente expresar la solucién de (7.15.43) y (7.15.44)

como

u(z,t) = Gm-1(z,t) xuo(z) + Gm—o(z, t) xus (z) ++ - -+ Go(z, t) *um—1(z) . (7.15.50)

7.16. Derivacién e integracién de orden arbitrario

Sea g(z) una funcién localmente integrable con soporte en la semirrecta z > 0.
La primitiva de orden n de g(z) que se anula en z = 0 est4 dada por la férmula de

Cauchy,

d(@) = gy [ 9 @9, (16.)

paran =1,2,..., como puede comprobarse ficilmente integrando por partes.

El segundo miembro de esta igualdad también puede ser entendido como el pro-
ducto de convolucién de dos distribuciones regulares,

9m)(7) = g(x) * ﬁ;) =g(z) * Pn, (7.16.2)

dado que ambas funcionales tienen soporte contenido en R (ver ec. (7.14.4)).
Pero el miembro de la derecha de (7.16.2) tiene sentido, no sélo para distribu-
ciones regulares, sino para toda distribucién con soporte en R*. En particular, para

n =1 tenemos

0
!
9 (@) = g(z) * 75 = g(x) = 0(x), (7.16.3)
(1)
lo que corresponde a una primitiva de g como distribucién, ya que

goy(a) = % (0() * g()) = 0'(z) * g(z) = §(2) * g(=) = g(2). (7.16.4)
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4.5. Construccién de R, en un entorno del origen

Dado que existe un entorno del origen en el plano complejo de la variable p que
no contiene valores singulares, el operador resolvente existe para valores de | p |
suficientemente pequenios. En lo que sigue daremos una expresién explicita para R,

en esa regién.
Consideremos el operador (no lineal) definido sobre E por la relacién
Bo=pAp+f, (4.5.1)

y evaluemos la distancia entre las imédgenes de dos vectores arbitrarios ¢, € E,

IBo-Bul=lnAe-¥)I<lull Allp-vl. (452

Tomando p € C tal que
lullAll<o<1 (45.3)

obtenemos que
[Be=BolI<blle—pli<lle—vIl - (4.54)

Un operador B con estas propiedades se dice contractivo.

Mostraremos que todo operador contractivo tiene un Unico punto fijo, es decir,

un tnico vector ¢ € E que satisface que
Bep=¢. (4.5.5)

En nuestro caso, este vector corresponderd a la tinica solucién de la ec. (4.4.1) para

una inhomogeneidad f,

p=Bo=pAp+f. (4.5.6)
Partiendo de un vector arbitrario o € E, formemos la secuencia

w01 =Bwo,pr=Bp1 =B go,...,pn=Bor1=Bp,...  (457)

Veremos que ésta es una secuencia de Cauchy.

Para ello, primero tomemos la distancia entre dos elementos consecutivos,

Il o1 =@ ll=1l Bor = Boror <0 |l o — pra | <
(4.5.8)

<O lora—pra << llor—woll,
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que su dindmica macroscépica sélo admita una descripcién mediante ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Estos modelos fraccionarios han encontrando aplicacién
en diversos campos de la Fisica, la Quimica, la Biologfa, la Economia y, en particular,
en la teorfa del control y el procesamiento de sefiales e imagenes'®.

En lo que sigue consideraremos un problema de la Mecdnica Clésica que perma-

necié durante mucho tiempo como el tnico ejemplo de su aplicacién.

Ejemplo 7.17. El problema de Abel'® (1823): Consideremos una masa m que
puede deslizarse sin rozamiento, bajo la accién de la gravedad, sobre una curva en
un plano vertical. Se trata de estudiar el tiempo (z) que le toma a esa particula
alcanzar el nivel z = 0, si parte desde el reposo a una altura z = z.

De la conservacién de la energia tenemos

1

imv(z)2 =mg(x —z) = |v(z)| = V29(z — 2). (7.16.18)

Entonces, la componente vertical de la velocidad a una altura z estd dada por
d
I: = /29— 2) sinf(z), (7.16.19)
donde 6(z) es el dngulo que forma la tangente a la curva en ese punto con una recta
horizontal.
Si la forma de la curva fuese conocida, digamos y = y(z), tendriamos que
cotf(z) = dy/dz, y la solucién estarfa dada por

(7.16.20)

* dz
te) = A V/29(x = 2) sinf(z)

En cambio, la pregunta que se pretende responder aqui es cual es la curva y(z)
que hace que el tiempo de caida, t(z), sea una funcién dada de la altura z desde la

cual es soltada la particula. Para ello basta con determinar de (7.16.20) la funcién

15Ver, por ejemplo,

= A Brief History And Exposition Of The Fundamental Theory Of Fractional
Calculus, Bertram Ross, en Fractional Calculus and its Applications, Springer Lecture
Notes in Mathematics, volume 57, 1975, pp.1-36.

« Theory and Applications of Fractional Differential Equations, Kilbas, A. A.;
Srivastava, H. M.; and Trujillo, J. J. Amsterdam, Netherlands, Elsevier (2006). ISBN
0-444-51832-0.

» Fractional Calculus. An Introduction for Physicists, Richard Herrmann. World
Scientific, Singapore (2011). ISBN: 978-981-4462-07-5 (ebook).

16Niels Henrik Abel (1802 - 1829).
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En esas condiciones existe el inverso de (I —p A), y podemos expresar la solucién
de (4.4.1) como

¢=R,f, donde R,,:(prA)ile%E, (4.4.2)

llamado operador resolvente de A, est4 definido sobre todo el espacio de Hilbert
y su rango es Rank (R,) = E.

El operador R, es evidentemente lineal, dado que la ecuacién (4.4.1) es lineal.

En efecto, si (I - [.I.A) ©12 = fi,2 entonces la solucién de

(1-pd)o=afit+Bf (4.43)

estd dada por
Ri(afi+Bf)=p=ap+Bp2=aR, fi+BR,f>. (4.4.4)

Mostraremos que el operador R, es también acotado. Para ello supongamos que
Ry, que sélo existe para valores regulares de y, sea no acotado. En ese caso es
posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios {fx € E,k € N} tales que
las correspondientes soluciones de (4.4.1), ¢ = Ry, fi, tengan normas || ¢y || = oo
cuando k — oco.

Dada la linealidad de la ec. (4.4.1), para los vectores unitarios ex = ¢/ || @& ||

tenemos
e =gr+pAer, (4.4.5)

donde, por construccién, gr = fi/ || @& || = 0 cuando k — oco.

Como A es completamente continuo, el conjunto {Ae,,k € N} contiene una
secuencia fundamental. Descartando los vectores e cuyas imégenes no pertenezcan
a esa secuencia, podemos suponer que {Ae;,k € N} es una secuencia convergente
en el espacio de Hilbert E.

En esas condiciones, la secuencia {ex,k € N} es convergente en E: existe un
vector no nulo e € E tal que

e=limeg, con [[e|=1lm [[e|=1. (4.4.6)
k00

k—o0

Como A es continuo,
e=lim {gr +pAer} =0+pAe#0. (4.4.7)
=

Pero esto indicaria que p es un valor singular, en contradiccién con la hipétesis de

la existencia de R,,. Por lo tanto, R, es necesariamente un operador acotado.
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derivada de orden —A es la derivada de orden —(A + y). En efecto, consideremos la

convolucién -
Dy P, = Tt 7.16.10
=T T T (1610

Para R(\) > 0y R(u) > 0, se trata de la convolucién de distribuciones regulares
con soporte en R* que, por (7.14.3) y (7.14.4), se reduce a la distribucién regular

definida por la funcién

T (g A1 u-l

et 1
T T Jo

paraz >0,y (®) * ®,) (z) = 0 para z < 0. La integral en el miembro de la derecha
de (7.16.11) es la funcién de Euler

(7.16.11)
1 =21 dz

! LT (1)
B(), ::/ 1— )\l = 2 7.16.12
o= [(a-2 e (16,12
En consecuencia, para R()), R(x) > 0 tenemos que
it
By xd, = F E (7.16.13)

TO+m ™
Pero, en virtud de la unicidad de la extensién analitica de ambos miembros (en A y
en p), esta igualdad vale VA, i € C.

Entonces,
(g ®y) %P, =g (PaxP,) =g*Pryy, VA peC. (7.16.14)
En particular, si p = —A,
(g# @)+ D_y=gxBy=g*d(x)=g, (7.16.15)

de donde resulta que las operaciones de derivacién e integracién de orden arbitrario

son la inversa una de la otra.

Otras consecuencias:

By A= \#0(z) =Dy A+ D x0(z) =D, x0(z) =0V (x), (7.16.16)

A1\ @
(ﬁ) =Py kP =Dy, =D, =0"(z). (7.16.17)
—n

El cdlculo con derivadas de orden arbitrario (concepto discutido primeramente
por Leibniz!* en 1695) ha sido utilizado en afios recientes para modelar procesos

fisicos y de la ingenierfa con comportamientos microscépicos tan complejos que hacen

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716).





index-114_1.png
3.8. EL OPERADOR DE STURM - LIOUVILLE 113

En conclusién, toda funcién dos veces diferenciable en el intervalo (—1,1) tiene
un desarrollo en serie de polinomios de Legendre que converge absoluta y uniforme-

mente.

Bibliografia:

» Georgi Ye. Shilov, An Introduction To The Theory of Linear Spaces. Prentice-
Hall International, London, 1961.

= Georgi Ye. Shilov, Mathematical Analysis, A Special Course. Pergamon Press,
Oxford, 1965.

» A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin, Elementos de la Teoria de Funciones y del
Andlisis Funcional. Editorial MIR, Moscd, 1975.

= R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. Iy II. John
Wiley & Sons, New York, 1953.

u Michael Reed y Barry Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Vol.
I, Functional Analysis. Academic Press, San Diego, 1975.

= M. Krasnov, A. Kiseliov, G. Macarenko, Ecuaciones Integrales. Editorial
MIR, Mosct, 1977.

u Carlos Marfa Naén, Ratil Dante Rossignoli y Eve Mariel Santangelo, Ecua-
ciones Diferenciales En Fisica. Editorial de la Universidad Nacional de La
Plata, 2014. E-Book. ISBN 978-950-34-1074-5.
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En este caso tenemos que g(t) = 0, mientras que p(t) = t* — 1 se anula en los
extremos del intervalo. En esas condiciones, el operador es simétrico sin necesidad
de imponer condiciones de contorno adicionales.

Los polinomios de Legendre estdn dados por la expresién

1 d oy, Kk
Pt) = 5o @([t —1] ) (3.8.32)
y satisfacen
LPy(t) =k(k+1)P(t), k=0,1,2,..., (3.8.33)
lo que muestra que L es singular.

Supongamos que Ly(t) = py(t), con p # k(k+1), parak =0,1,2,. ... Entonces
y(t) L Py(t), Yk, porque L es simétrico. Pero esto implica que y(t) = 0(t), dado que
los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal y completo.

Por lo tanto, p no es autovalor de L y Ly = L — p1 es no singular, de modo que

satisface las condiciones del Teorema 3.7%6.

16En esas condiciones, L; tiene una inversa simétrica y completamente continua, que puede
construirse de manera similar a la del caso en que p(t) no se anula en los extremos del intervalo con-
siderado. Por ejemplo, tomando u = 1 # k(k+1),¥k = 0,1,2,.
independientes de la ecuacién diferencial homogénea

, las dos soluciones linealmente

. d dy _
Ly = (#-1%) v =0 (3834)
pueden ser elegidas como las funciones de Legendre

ui(t) = Pysoa (=), wa(t) =P (t). (3.8.35)
5 5
El comportamiento de las funciones de Legendre Py(t) cerca de los extremos del intervalo
[~1,1] esté dado por
1+0(1-1t), t~1,
Py(t) = (3.8.36)
—log(1+8) +0(1+¢)°, t~-1,
de modo que u; () es regular en t = —1 (mientras que ua(t) lo es en ¢t = 1), presentado en el
extremo opuesto una singularidad integrable.
En esas condiciones, el miicleo del operador inverso de L; esté dado como en la ec. (3.8.24),

con uy(t) y us(t) dadas en la ec. (3.8.35) y la constante Cy = 0,59335. La solucién (continua y dos

veces diferenciable) de la ecuacién inhomogénea
Ly =2() €C(-1,1), (3.8.37)

est dada por (ver ec. (3.8.23))

1 t
y(t) = 70% {Pg(—t) /: P (s)a(s)ds+ Puia (0 [ Paa(o) I(s)ds} . (3.83%)
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si | < k. Entonces,
| Aer — Ae |*=

2
R R Dy =TRISVEPRENES S/ NP PYEN = (4.16)

> Aeer 7= M [>> 6% > 0.

Por lo tanto, el conjunto {Ae;, Aes, ..., Aeg, ...} no contiene ninguna secuencia
de Cauchy. Entonces, como A es compacto, el conjunto {ey, €3, . .., €k, ... } debe tener
un nimero finito de elementos, lo que significa que el subespacio lineal generado por

los vectores del conjunto F, £{z1,zs,...,Zk, ...}, tiene dimensién finita.

En consecuencia, los autovalores no nulos de un operador completamente conti-
nuo forman en el plano complejo, a lo sumo, una secuencia numerable que converge

al origen. Ademés, la multiplicidad de cualquier autovalor no nulo es finita.

4.2. Ecuaciones integrales de ntcleo no hermitico

Consideremos la ecuacién integral

b
- [ Ktoeis = s, (21)

donde K(t,s) € Ly((a,b) x (a,b)) y f(t) € La(a,b) son funciones conocidas y
¢(t) € Ly(a,b) es la incégnita.
El nicleo de cuadrado sumable K (¢, s) define un operador integral de Fredholm

completamente continuo,

b
Apl) = [ K(t.5)pte)ds, (422

que, en general, serd no simétrico.
Como consecuencia del Teorema de Fubini (que autoriza a cambiar el orden de

integracién cuando una integral doble existe), el operador adjunto Af resulta definido

como ,
Ao = [ K.t 00e) ds. (123)
La ecuacién integral (4.2.1) puede ser escrita como
o0) — Alt) = 10), (12,0
mientras que el problema equivalente para el operador adjunto serfa
(e — ATH(0) = g(0), (425)

con g(t) € Ly(a,b).
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4.1. Autovalores de operadores compactos
Sea A un operador completamente continuo definido sobre un espacio euclideo

E. En particular, A es acotado, de modo que

lAzl<[Allz], YreE. (411)

Como no estamos suponiendo que este operador sea simétrico, sus autovalores
(sl existen) serdn, en general, nimeros complejos de médulo |A| < || A ||. Y los au-
tovectores correspondientes a autovalores distintos no serdn, en general, ortogonales

entre si.

Supongamos que F = {z,2,,...,,...} C E sea un conjunto de autovecto-
res linealmente independientes de A correspondientes a autovalores que en médulo

superan a un ntmero positivo 4,
Az =My, con [[A|>[N]>6>0, Vk. (4.1.2)

Mediante el proceso usual de ortonormalizacién de una secuencia podemos ge-

nerar el conjunto ortonormal {ey, ey, ... €k, .. }, donde
3
ek:Zaka]-, con e Lz, paral <k. (4.1.3)
=1

En esas condiciones, A e puede escribirse como la suma de dos vectores ortogo-

nales entre sf,

k-1

k
Aep = Z agj Az = Mper + Z ar; (Aj — k) zj, (4.1.4)

j=1 j=1
lo mismo que la diferencia

k-1

1
Aep —Aey=Meer + {Z a; (A — M) 25 — Zalj A Ij} (4.1.5)
=1

j=

115
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vectores unitarios, {1, €2, ..., €k, ... }, que no contiene ninguna secuencia de Cauchy
dado que

plewsef =ll e — e [P=2, Yk £1, k€N, (3.31)

Lema 3.1. Todo conjunto compacto en un espacio euclideo E es acotado.

Supongamos que el conjunto F C E no sea acotado. Entonces, para todo k € N
es posible encontrar un vector zx € F tal que || z | > k.

En esas condiciones, el conjunto ' = {z),k € N} C F no contiene ninguna
secuencia fundamental formada con puntos distintos, dado que toda secuencia de
Cauchy es acotada.

Por lo tanto, si F es no acotado entonces es no compacto, lo que implica que si

F es compacto entonces es acotado. O

Un operador lineal A, definido sobre un espacio euclideo E, se dice comple-
tamente continuo o compacto si aplica la esfera de radio 1 del espacio en un

conjunto compacto.

Ejemplo 3.5. Todo operador lineal A en un espacio euclideo de dimensién finita

es compacto. En efecto, en ese caso A es acotado y satisface que
Azl < Alll=] - (3.3.2)

Por lo tanto, A aplica la esfera de radio 1 en un conjunto acotado que, en un

espacio de dimensién finita, es también compacto.

Ejemplo 3.6. En un espacio de Hilbert, el operador identidad I (que es acotado)
no es compacto, puesto que aplica en s{ misma a la esfera de radio 1 del espacio,

que no es una regién compacta.

Ejemplo 3.7. Si A es un operador acotado que aplica un espacio de dimensién
infinita E en un subespacio de dimensién finita E’, entonces A es un operador
compacto.

En efecto, tal operador aplica la esfera de radio 1 del espacio E en una regién

acotada de E’, que es también compacta.

Lema 3.2. Sea A1, As, ..., Ag,... una secuencia de operadores lineales definidos

sobre un espacio euclideo E, y supongamos que esa secuencia converge al operador
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Por otra parte, dado que ¢(z,y) € C*, por el teorema del valor medio podemos

escribir

€
(7.12.3)
= |0:050(x +e1,y) — 0Dy p(x,y)| = |1 B205p(x + €2,9)| <
< el Mi[p] 6500, Va,ycRVEeN,
donde || > |e1] > [ea| > 0.

Entonces,

Hn&w =8,0(z,y), en Ky, Vz €R (7.12.4)
i

(donde 8,¢(z,y) € C°(R?)). En consecuencia, como g es una funcional continua,

Vz € R tenemos

V(@) =ty (at), LEEELEED) ) 00000 (125)
Con el mismo argumento vemos que, en general,
X" (@) = (9(), el y)) - (7.12.6)
Por lo tanto, x(z) € C2(R), y el producto directo est4 bien definido:
(@) x 9f0), ) = (F@) X(@) - (12)

7.13. Producto de convolucién en L;(R)

Sean f(z), g(z) € Li1(R). La funcién definida por la convolucién de f(z) y g(x),

Wa) = (29 @)= [ Ja- ey eL®. (@13
En efecto,

1A= [ Z i< [ Z / : 1z — )l o) dy dz =
(7.13.2)

= 7 [ 1r@listl sy = 1511 ol

donde se ha cambiado el orden de integracién (lo que est4 justificado por el teorema
de Fubini, ya que la integral doble existe), y se ha cambiado la variable de integracién
T —=xT+y.

Asi definido, el producto de convolucién es asociativo y conmutativo,

(fxg)xh=fx(gxh), fxg=gxf. (7.13.3)
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De la desigualdad de Cauchy - Schwarz resulta que

P = (K9, () < k©O? |« |2, (3:28)

y de la ec. (3.2.6) concluimos que y(t) = Az(t) € Ly(a,b). En efecto,

b
I Az P=1ly I|2:/ ly@)de < K* ||z [* . (3:29)

Por lo tanto, un operador integral de Fredholm de nticleo de cuadrado integrable
como el de la ec. (3.2.1), es un operador acotado, definido sobre todo Ls(a, b), cuya
norma no supera a la norma de su nicleo como funcién de cuadrado sumable de sus

dos variables,

Al <K= Kts)| - (3:210)

3.3. Operadores completamente continuos

Un conjunto de elementos F de un espacio euclideo E se dice compacto? si todo
subconjunto infinito F' C F contiene al menos una secuencia de Cauchy (construida

con elementos distintos).

Ejemplo 3.1. Todo conjunto finito puede ser considerado compacto.

Ejemplo 3.2. Todo conjunto infinito acotado en la recta R es compacto, en
virtud del Teorema de Bolzano - Weierstrass.

Por el contrario, todo conjunto F no acotado en R es no compacto. En efecto,
en ese caso se puede seleccionar el subconjunto infinito {z;, € F, k € N, tales que

|zx| > k}, que no contiene ninguna secuencia fundamental.

Ejemplo 3.3. Similarmente, resulta inmediato mostrar que todo conjunto in-
finito de elementos de un espacio de dimensién finita es compacto si y sélo si es

acotado. Ese es al caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en el espacio.

Ejemplo 3.4. Sibien compacidady acotamiento son caracteristicas equivalentes
en todo espacio de dimensién finita, en espacios euclideos de dimensién infinita
existen conjuntos acotados que no son compactos.

Ese es el caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en un espacio de Hilbert. En

efecto, por ser separable, este espacio contiene un conjunto ortogonal completo de

2También suele emplearse la denominacién de localmente compacto, reservando el término
compacto para aquellos conjuntos cuyos subconjunto infinitos contienen al menos una secuencia

convergente.
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7.11. Distribuciones temperadas

El conjunto de las funcionales lineales y continuas (respecto de la convergencia
uniforme de las derivadas de todo orden en toda la recta) definidas sobre €l espacio
de Schwartz, § D K, constituye el espacio de las distribuciones temperadas,
S*c k.

El nombre se justifica por el hecho de que este subespacio de K* no contiene
distribuciones regulares de crecimiento répido, como €’ con R(b) # 0, que sf tienen
sentido sobre K.

Las definiciones de las operaciones lineales, de derivacién y pasaje al limite en
S* son enteramente similares a las dadas anteriormente, y no serén repetidas aqui.

También se puede definir el producto de distribuciones temperadas por funciones

con derivadas de todo orden de crecimiento polinomial: h(z) € C*°(R) tales que
[RO(@)| < Cq(1+ |z, ¢=0,1,2,..., (7.11.1)

para ciertas constantes Cy y kg que dependen de h(z).

Se puede demostrar que toda distribucién sobre el espacio S es la derivada de
cierto orden finito de una distribucién regular definida por una funcién continua de
crecimiento a lo sumo polinomial.

Por otra parte, dado que F : S ++ S, resulta que las transformadas de Fourier de
distribuciones sobre S son también funcionales sobre ese mismo espacio. De hecho,

F es una aplicacién biunivoca sobre S*,

F:8 oS (7.11.2)

7.12. Producto directo de distribuciones

Sea ¢(z,y) € C°(R?). Puede definirse una funcional lineal y continua (respecto
de la convergencia uniforme de las derivadas parciales de todo orden) sobre ese

espacio mediante el producto directo de dos distribuciones en una variable:

(f(z) x g(y), ¢(z,9)) = (f(2), (9(y), p(z,¥))) - (7.12.1)

En efecto, para z fijo, ¢(z,y) € K,, de modo que tiene sentido tomar

x(@) = (9(y), ¢(z,9)) , (7.12.2)

lo que define una funcién de soporte compacto (dado que ¢(z,y) es de soporte
compacto en R, y se anula para |z| > a[g], Vy).

INétese que, como Z C S = §* C Z*
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Entonces,
I Aye = Ay =1l Ay — ) I =

=11 (A=An) (e —y) + An (e —w) | <
< (A=An) (e —y) |+ 1 An (e —3) I < (3.3.7)
SIA=Anllllye =yl + | Ang — Ay Il <

€ €
< 1 X2+ 5= €
En resumen, dado un conjunto numerable arbitrario de vectores unitarios, siem-
pre es posible extraer de él un subconjunto infinito que es aplicado por el operador
A en una secuencia de Cauchy.

Por lo tanto, A es un operador completamente continuo. m}

Teorema 3.2. Todo operador integral de Fredholm de micleo de cuadrado suma-

ble es compacto.

Consideremos primero el caso de un operador A, de nicleo degenerado,

Kalt,s) = ou(t) ta(s)",  con @i(t), d(t) € La(a,b). (3.38)
k=1
Nétese que siempre es posible suponer que las funciones @ (t),k = 1,...,n son

linealmente independientes. En caso contrario, algunas de ellas pueden ser elimina-
das en favor de un subconjunto linealmente independiente, obteniéndose una suma
con un menor nimero de términos. Por la misma razén, puede suponerse que las
funciones ¢ (t) ,k = 1,...,n son linealmente independientes.

Como sabemos, la norma de este niicleo es una cota superior para la norma del

operador integral,

K2 = Kult,s) = / / 3 ult) v (s) lt) (o) deds =

@ k=1
(3.3.9)

=3 (er®), 0(®)) (%a(s),%e(5)) 2| An [ -

k=1

La accién del operador A, sobre una funcién z(t) € L (a,b) se reduce a

Anz(t) =) (e, 2) @ilt), (3.3.10)
k=1
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Supongamos ahora que el soporte de g(y) sélo esté acotado de un lado, digamos
por abajo. Como el soporte de ¢(z + y) se desplaza hacia la izquierda cuando =
crece, para z suficientemente grande la interseccién de ambos soportes es vacfa. En
consecuencia, existe un afp| tal que si z > a[p)], entonces la funcién x(z) = 0. Es
decir, en este caso x(z) € C*(R), y su soporte estd acotado por arriba.

Ahora bien, si el soporte de la funcién f(z) también est4 acotado por abajo, la
interseccién de los soportes de f(x) y x(z), Sop(f(x)) () Sop(x(z)), es un compacto.
La integral en el segundo miembro de (7.13.8) sélo es sensible a los valores de x(z)
en esa interseccién, y su valor no cambia si cambiamos la funcién x(z) por otra
funcién de C§°(R) que coincida con ella en el soporte de f(z):

x(z) = x(z) € K, tal que X(z) = x(z), Vz € Sop(f(z)). (7.13.10)

En esas condiciones,
(o= [ s@@do= [~ fers@d= 0. (s

Similares conclusiones se obtienen para el caso en que los soportes de f(z) y g(z)
estén ambos acotados por arriba.
Vemos entonces que, al menos cuando

= una de las funciones f(z) o g(z) tiene soporte compacto,

= ambas funciones tienen soporte acotado del mismo lado,

la distribucién regular definida por el producto de convolucién f+*g puede describirse

como

(f*g.0)=(£,%) (6 (X)) » (7.13.12)
donde X(z) € K es tal que

R(z) = x(z) = (9(9), p(x +9)), Yz € Sop(f(=)) - (7.13.13)

Nétese que en ambos casos la interseccién

Sop(f(z) x g(y)) N Sop(p(z +y)) (7.13.14)

es un compacto en el plano. Con un razonamiento similar al anterior, también

podriamos cambiar

p(z +y) = §(z,y) € CF(R?), tal que
(7.13.15)

@(z,y) = p(z +y), V(z,y) € Sop(f(2) x 9(y)),

y representar a la distribucién f * g como un producto directo de distribuciones,

((f % 9) (@), p(2)) = (f(z) x 9(v), $(=,9)) - (7.13.16)





index-88_1.png
3.3. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS 87

A (en el sentido de la distancia en el espacio de Banach de los operadores lineales

acotados sobre E),
Iim || Ax—A|=0. (3.3.3)
koo

En esas condiciones, si para todo k el operador Ay, es compacto, entonces A es

también compacto.

Debemos mostrar que, dado un conjunto infinito de vectores unitarios F =
{z1,22,...,%k,...} C E, siempre es posible hallar una secuencia fundamental con-
tenida en el conjunto de sus imégenes, A (F) = {Az, k € N}.

Consideremos primero el conjunto A; (F) = {A; z, k € N}. Este es un conjunto
compacto, puesto que A; es completamente continuo.

Por lo tanto, es posible hallar contenida en A; (F) una secuencia de Cauchy
(formada por vectores diferentes), que corresponde a las im4genes de un subconjunto
(también infinito) de la secuencia original, F; = {z{", «{" ..., zs), ...} CF.

Tenemos entonces que la secuencia A; (F;) = {4, z;cl) ,k € N} es fundamental.

Consideremos ahora el conjunto A, (F;) = {4, zg), k € N}, también compacto
dado que A es completamente continuo. Entonces, siempre es posible hallar conte-
nida en A, (F;) una secuencia de Cauchy, que corresponde a las imdgenes de un sub-
conjunto infinito de la secuencia original, Fy = {z®,z{? ... ,z;‘z), ...}CF, CF.

Por construccién, tenemos que tanto la secuencia Ay (F3) = {A, zf), k e N},
cuanto A; (F2) = {4, zf) , k € N} son fundamentales (ya que F5 C Fy).

Por idénticas consideraciones, vemos que siempre es posible seleccionar un sub-
conjunto infinito Fr, = {zﬁ"),z(zﬂ) A“,z;‘"), .} CFpy C - C Fy CF, tal que
Ap, (Fp) = {An zi"), k € N}, con m=1,2,...,n, sea una secuencia fundamental.

Formemos ahora el conjunto
G={m=2pp=20 =2, }cF. (33.4)

Teniendo en cuenta que {yr,k > n} C Fy, vemos que las secuencias A, (G) =

{A, yk, k € N} son fundamentales para todo n.
Mostraremos que la secuencia A (G) = {Ayx, k € N} es fundamental. Para ello,

dado € > 0, tomemos n suficientemente grande como para que la norma
€
1A A,0<, (335)

y sea m tal que
| An i — At ||<g, VkI>m. (3.3.6)
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Por ejemplo,
Gra@ = [ sa-nowdr= [~ 1@ae-9d:= D). (139

donde se ha cambiado la variable de integracién por z =z — y.

La convolucién (f * g) (z) € Li(R) permite definir una distribucién regular sobre
K,

Graor= [ [ sa-naw dy}* @)z, (1135)

donde p(z) € K. Como esta funcién es acotada, la integral doble existe; entonces
se puede cambiar el orden de las integrales y la variable de integracién z — = + y,

para obtener

Grae)= [ [ s o eta dedy -
(7.13.6)

= [ [ @ atrearnisdy= [~ e ). pta+u) ds,
ya que la funcién desplazada ¢(z +y) € K.
En la Seccién anterior hemos visto que la funcién

X(@) = (9(y), p(z +y)) € C*(R) (7.13.7)

como consecuencia de la continuidad de g y de que p(z +y) € C®(R?). Pero, en
general, x(z) no es una funcién de soporte compacto en la recta debido a que ¢(z+y)
no es de soporte compacto en el plano, sino que toma valores constantes sobre las
rectas z + y = constante.

No obstante, existen ciertos casos en los que

(ro) = [ f@rx@s (7.138)

puede interpretarse como el valor que la distribucién f toma sobre una funcién del

espacio K.

Por ejemplo, supongamos que la funcién g(y) sea de soporte compacto en la recta
y. Como ¢(z + y) también lo es, y su soporte se desplaza a medida que se varia z,
se ve que para |z| suficientemente grande la interseccién de ambos soportes es vacia.

En esas condiciones, x(z) € C°(R) y

(fxg,0)=(f,x) - (7.13.9)

Como el producto de convolucién es simétrico, la misma conclusién se obtiene si

f(z) es de soporte compacto, intercambiando los roles de g(z) y f(z).
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En esas condiciones
f(@) =Af(e) + f(v) = f(e) (e,7) = (2,2), con 2z = f(e)"e. (3.15)

Este vector z es tnico, puesto que si también tenemos que f(z) = (/,z), Vz €

E, entonces
(z—2,2)=0,Vz = [|z2—2|’=0 = 2/ ==z. (3.1.6)
O

3.2. El operador integral de Fredholm

Ya hemos senalado que todo operador lineal acotado es continuo. Un ejemplo
importante de operador acotado en Ly(a, b) es el operador integral de Fredholm de
niicleo de cuadrado sumable, definido por

b
Aa(t) = / K(t,5)a(s)ds, (321)

donde el nicleo del operador integral, K(t,s), es una funcién de dos variables de
(médulo) cuadrado sumable en la regién a < t,s < b,

K= /b/b|K(t, ) deds < oo (3:22)
Esto equivale a decir que
K(t,s) € La((a,b) x (a,b)) , (3.2.3)
¥ que su norma en ese espacio es
I Kt,s) = K. (3:24)

En esas condiciones, el Teorema de Fubini garantiza que la integral

b
Koy = [ K@) ds (3.2.5)

existe para casi todos los valores de ¢ € [a,b], y define una funcién sumable cuya

integral es
b
/ k() dt = K. (3.26)

Entonces, para casi todos los valores de ¢, K (¢, s) puede ser considerada como una
funcién de cuadrado sumable de la variable s € [a,b], de norma k(t) = +/k(t)?, y la
accién del operador A sobre cualquier funcién z(s) € Ly (a,b) puede ser representada

como

y(t) = Az(t) = (K(t,)",2(5)), a.e. (3.27)
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En efecto, aplicando F a ambos miembros de la ecuacién anterior, y tenien-

do en cuenta que integrando por partes resulta que Flp® (z)](0) = —ob(0) y
Flz*p(a))(0) = ,¢(2)(0), tenemos
7 4n(0) ~¥{(0) = (20 + 1)¢n(0) . (5.4.18)

Esto significa que F deja invariantes los subespacios caracteristicos del operador

L. Y como éstos son unidimensionales, resulta que ¢n(z) es un autovector de F,

Flen(@)](0) = tn pn(0)-
Por otra parte, como F2[p(z)] = ¢(—=z), se tiene que F* = I. En consecuencia,

los autovalores de F son raices cuartas de la unidad, 2 = 1 (estrictamente®, p, =

(=)")-

5.5. Teorema de Plancherel

Consideremos primero una funcién ¢(z) € Ly(R) de soporte compacto contenido
en [a,b]. Como ¢(z) € L;(R), tiene una transformada de Fourier en el sentido usual,
que es una funcién continua y que tiende a 0 cuando || — co.

La funcién ¢(z) puede ser aproximada (en media) por una secuencia de funciones

¢n(z) € C3°(R), con soporte también contenido en el intervalo [a, b]:
¢n — ¢ en Ly(a,b), con p,(z) =0 para z ¢ (a,b). (5.5.1)
En esas condiciones, ¢, — ¢ en L;(a,b), puesto que
llen —¢lls < Vb —allpn —plla — 0 paran — oo (55.2)

Por lo tanto, (como esas funciones son nulas fuera del intervalo [a,b]) se tiene
que ¢, — ¢ en Li(R) y, en consecuencia, sus transformadas de Fourier convergen

uniformemente en toda la recta a la transformada del limite:
Yn(0) = ¥(0) = Flp](0), uniformemente en R. (5.5.3)

Esto garantiza también la convergencia en media de 9,(0) — 9(0) en todo compacto

sobre la recta o.

SEn efecto,

Flen@)(0) = =[5 e e T (-1 [(£)" e do =

2

.
= A I [ ] e e = o % [(#) e | o= (5a29)

(i) [ et e e dr = (e [ ()" e ] = (-i)enlo).
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Por otra parte, supongamos que ¢1(z), ¢2(x) € S tienen la misma transformada
de Fourier, F[p1](0) = Flpo](c). Como la transformacién es lineal, en virtud de
(5.4.9) tenemos

Flor—@a(0) =0 = Jlor =l =0 = ¢i(z) = pa(2). (5.4.11)

En consecuencia, F es una aplicacién biunivoca de S en S, cuya inversa es la

transformacién inversa (5.4.7).

De ese modo, la restriccién de F al espacio de Schwartz es un operador unitario.

En efecto, V1, p € S tenemos que
(p1,2) = (Fopr, Fpg) = (<P1 ,]:1]:902) = ]:1]:|s =1, (5.4.12)
mientras que V), p € S resulta que

W.Fo)= (Flv.¢) = (FFl,Fg) = FF| =1I. (5.4.13)

Aunque F no es completamente continuo®, tiene un conjunto completo de auto-
funciones en S. Esto es asi porque tiene los mismos autovectores que el operador de
Sturm - Liouville no singular definido sobre S (denso en Ly(R)) como

d?
Ly(z) := {7@ + zz} o(z). (5.4.15)
Los autovectores de L son las funciones de Hermite,

onle) = How) e 7,

(5.4.16)

2

Ha(z) = (~1)"e” ()" ™,

que forman un sistema ortogonal y completo (ver Ejemplos en la Seccién 5.6), y

satisfacen la ecuacién
Lon(@) = —¢li@) + 2% u(a) = @20+ Dgn(a), (5.417)
donde los autovalores (2n + 1), con n =0, 1,2, ..., son no degenerados.

5En efecto, supongamos que {¢ , k € N} es una secuencia de vectores ortonormales contenida
en 8. Entonces, de 5.4.9 resulta que

[[bn = Ymll2® = llon — @mlls® =2, paran#m, (5.4.14)

de modo que el conjunto de sus transformadas de Fourier, {t)x,k € N}, no contiene ninguna
secuencia fundamental.
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ESPACIOS EUCLIDEOS

1.1. Espacios euclideos

Un espacio lineal E (sobre el cuerpo de los complejos o los reales) se dice
euclideo! si tiene definida una regla que a todo par de vectores de E le asigna
un nimero complejo (real en el segundo caso), llamado producto escalar, que sa-
tisface los siguientes axiomas: Vz,y,2 € Ey Va,8 € C (o R), el producto escalar

es

= lineal respecto del segundo argumento,

(sraz+By) = alza) +B(,y), (1.1.1)

= Hermitico? (simétrico en un espacio real),

(y,7) = (z,9)" (1.1.2)

(donde A* indica el complejo conjugado de A),

= positivo definido,
(z,) >0, y (x,2)=0&2=0, (1.1.3)

donde 0 € E es el vector nulo de ese espacio.

Nétese que los primeros dos axiomas implican que el producto escalar en un

espacio complejo es antilineal respecto de su primer argumento (sesquilineal),

(az+By,2) = (5,02 + By)" =a’(z,2) + B (,2), (1.14)

mientras que en un espacio real es bilineal.
Toda forma cuadritica definida sobre un espacio vectorial E, que sea lineal,
Hermitica y positiva definida puede ser tomada como producto escalar, para asf darle

a E la estructura de un espacio euclideo.

1Buclides de Alejandria (325 - 265 a.c.).
2Charles Hermite (1822 - 1901).

13
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Dos espacios euclideos, E y E/, se dicen isomorfos si es posible establecer entre
sus elementos una correspondencia biunivoca que preserve las operaciones lineales

y los productos escalares:

Vz,yec EJdz/,y e E' talquesizc < &/, y > ¢y =
az+ By ar’+By,Va,€C(0R), (1.1.39)

(@ 9)e=("y)e-

Evidentemente, el isomorfismo de espacios euclideos establece una relacién de equi-

valencia.

Ejemplo 1.10. Dos espacios euclideos reales cualesquiera de dimensién finita
n son isomorfos entre si (y, por lo tanto, isomorfos a R™). Para mostrarlo basta
con establecer una correspondencia uno a uno entre los n vectores de dos de sus
respectivas bases ortonormales. Similarmente, todo espacio euclideo complejo de

dimensién n es isomorfo a C™.

1.2. Formas lineales sobre espacios euclideos

Una funcién escalar (a valores numéricos) definida sobre un espacio euclideo E,

f:E — C (o R), es llamada forma o funcional lineal si satisface

flez+By)=af(x)+Bf(y), Y2,y €E, Vo, C (0 R). (1.2.1)

Evidentemente, para una forma lineal tenemos que f(0) =0, y

3 3
f (Eakzk) :Zakf(zk)~ (12.2)

Ejemplo 1.11. En un espacio n-dimensional E,,, generado por la base {e;, ..., €.},
y para x = & ey + -+ - + &y €, tenemos

n n

f@) =Y & fle) = 26}‘ &, con ¢ = f(e;)*. (1.2.3)

=1
Por lo tanto, una funcional lineal en un espacio de dimensién finita queda deter-

minada por los valores que ella toma sobre los vectores de un sistema completo.

Ademés, del isomorfismo entre E,, y el espacio de las n-uplas de niimeros complejos,
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Lema 3.6. Sea A un operador simétrico completamente continuo en un espacio
euclideo completo. Entonces A tiene un conjunto finito de autovectores ortonormales
entre si correspondientes a autovalores que, en valor absoluto, superan a un nimero
6>0.

Supongamos que, por el contrario, contamos con un conjunto infinito de tales

autovectores,
{e1,e2,... k... } | (ex,et) = 0m; Aer = e con|Ax| >8>0, (3.4.7)

y consideremos el conjunto de sus im4genes por A, {\.ex,k € N}.
Este no es un conjunto compacto puesto que, siendo infinito, no contiene ninguna
secuencia de Cauchy. En efecto, la distancia entre dos cualesquiera de sus elementos

satisface
| Aex = Aer [P =1l Meer = Aer [IP= [ M + N[> > 26%, VE AL (3.4.8)

En esas condiciones, resulta imposible seleccionar una subsecuencia fundamental, lo
que estd en contradiccién con la hipétesis de compacidad del operador A.
Por lo tanto, el conjunto de autovectores ortonormales de la ec. (3.4.7) ha de

contener un nimero finito de elementos. O

El Lema 3.6 implica que si un operador simétrico completamente continuo tiene
un nimero infinito de autovalores no nulos, ellos forman una secuencia que converge
al origen. Ademés, la degeneracién de cualquier autovalor no nulo es finita (es decir,

los subespacios caracteristicos correspondientes a autovalores A # 0 son de dimensién
finita).

A partir de estos resultados podemos concluir que si un operador simétrico com-
pletamente continuo A tiene un conjunto infinito de autovalores no nulos, éstos
pueden ser dispuestos en orden decreciente de sus valores absolutos, de modo que
formen una secuencia convergente a 0. Los correspondientes autovectores son, por
construccién, ortogonales entre si, ain cuando correspondan al mismo autovalor.

En esas condiciones, obtenemos un conjunto numerable de autovectores ortonor-

males, {e1,es,..., €k, ...}, cuyos autovalores, que satisfacen
HAT= > el > > el > (3.4.9)

forman una secuencia que converge al origen, A — 0.

Mostraremos ahora que todo vector z ortogonal a los autovectores e, asi cons-

truidos satisface Az = 0.
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Por otra parte, como ¢n(z) € C3°(R) C S, entonces ¢, () € S y se cumple que

Vn,mes
[[¥nllz = llgallz v I1¥n —Ymllz = llon — @mll2- (5.54)

En consecuencia, las transformadas {1} también forman una secuencia fundamen-
tal en Ly(R). Como este espacio es completo, existe una funcién 3 (o) € Ly(R) que

es el limite de esa secuencia, ¥ = lim,,_,, V5, y que (por la continuidad de la norma)

satisface
Il = Yim lulla = Yim lgull = [l (555)
Ahora bien, como la convergencia en media en toda la recta implica convergencia
en media en todo compacto, y como el limite en media es tnico, la funcién (o)
debe coincidir en todo compacto (salvo medida nula) con la transformada de Fourier
de ¢(z) como funcién de Ly (R), 1(0), que es una funcién continua que tiende a 0 en
el infinito. Por otra parte, como () es de cuadrado sumable, también debe tender

a 0 en el infinito, por lo que ¥(c) y %(0) coinciden en toda la recta.

En resumen, si ¢(z) € Ly(R) es de soporte compacto, su transformada de Fourier
como funcién de L;(R) (continua y que tiende a 0 cuando |o| — c0) es una funcién
de cuadrado sumable en toda la recta, F[p](c) = 1(0) € Ly(R), cuya norma es

1911z = lloll>-

Consideremos ahora el caso de una funcién arbitraria () € Ly(R). Ella puede
ser representada como el limite (en media) de una secuencia convergente de funciones
de soporte compacto ¢n(z), como las definidas en (5.3.3).

Por el resultado anterior, sus transformadas de Fourier Flpy] = ¢y € Lao(R), y
sus normas son tales que ||y ||2 = ||¢n ||2- Por otra parte, ellas forman una secuencia
fundamental en L,(R), dado que

[l¥n+nr — ¥nllz = llon+m — @nllz = 0, para N — 00,V M, (5.5.6)

como consecuencia de la linealidad de F y de que la diferencia (on4n — @) es de
soporte compacto.

En esas condiciones, existe una funcién 1(c) € Ly(R) que es el limite de esa

secuencia,
N dz
$(0) = Jim (o) = Jim [ o) T (5:57)

a la que se define como la transformada de Fourier de ¢ € Ly(R). Por la continuidad

de la norma, también se cumple que

el = Jim i lla = Yim_ llonlla = liple- (553)
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donde la funcién de Green del Laplaciano (ver Ejemplo 7.16), G = 471 conr = |||,
Tr
es una distribucién regular definida sobre C°(R®) que satisface
AG(x) =0(x). (7.15.4)

Consideremos ahora una distribucién arbitraria de soporte compacto, p € C3°(R?)*.

La distribucién definida por la convolucién v = (72%) * p satisface la ecuacién de

Poisson,

Av:A(‘;l *p):(Ail)*p:(S*p:pA (7.15.5)

T 4mr

En general, dada una ecuacién diferencial eliptica a coeficientes constantes,
Lu=f, (7.15.6)

ella puede ser estudiada en el espacio de distribuciones (tomando por inhomogenei-
dad f a una distribucién de soporte compacto).

La funcién de Green de L es una distribucién que satisface

LG =5. (7.15.7)

Ella estd definida a menos de una solucién de la ecuacién homogénea. Si G es
conocida, una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (7.15.6) puede ser

escrita como u = G x f. En efecto,

Lu=L(G*f)=LGxf=6xf=f. (7.15.8)

Ejemplo 7.16. La funcién de Green del Laplaciano en un espacio de dimensién

n es la solucién de la ecuacién diferencial inhomogénea

r2n
AG=0=G=—— 2 7.15.9
= oo " ( )
97n/2
donde Q, = ——— es la superficie de la esfera de radio 1 en dicho espacio.

I'(n/2)

En efecto, como 7> es una distribucién regular (respecto de la medida de
integracién d"x = r"~! dr d(), para ¢(r,Q) € C3°(R"™) tenemos

(Ar*™,0) = (r*™", Ap) = lim 27" Ap(x) d"x =

>0+ Jye

(7.15.10)

=0t

= lim [zs {? . [rﬂfn ?(p(x) —p(x) ?rﬂ—n:l " W(X)Arz’"} .
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(5.4.9)) la secuencia pn, = F~'[thn] € S es fundamental, vemos que existe p(z) =

00 90 (z) € La(R).
Ahora bien, esta funcién ¢(z) tiene una transformada de Fourier que satisface

17 1] = tally = llp — #nll2 = 0 (5.5.13)
cuando n — 0o, de modo que
Flel = Mm ¢n =7 (5.5.14)
Por lo tanto, ¢» € Rank(F).
En esas condiciones, para todo par de funciones ¥1(z),2(z) € La(R) tenemos
(1, FF ) = (F o1, FFIF ga) = (F 1, F 2) = (41, ¢b2) (5.5.15)
y, en consecuencia, FF' = I.

En conclusién, existe la inversa de F, operador que estd definido sobre todo
Ly(R) y coincide con el operador adjunto, F~! = FT.

5.6. Sistemas completos en Ly(R)

Teorema 5.2. Sea @o(x) € La(a,b), con —oco < a < b < oo, tal que po(z) # 0

a.e.y
leo@) < K e, Ve, (5.6.1)

con A > 0. Entonces, el sistema de funciones
ful) = 2"pu(a) ,n = 0,1,2, .. (562)
es completo en Ly(a,b).
Para ver que esto es as{ tengamos en cuenta que, para 7 € R, de (5.6.1) resulta
e po()] < K ||t e~ ATl (563)
de modo que la funcién
"™ po(z) € La(a,b) ,V7:|7| < A. (5.6.4)
Entonces, V f € Ly(a,b), la funcién
h(z) := f(z)*e™po(z) € Li(R) V7 :|7| < A, (5.6.5)

donde f(z) y ¢o(z) son entendidas como nulas fuera del intervalo [a, ], en caso de

que éste fuese acotado.
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Si ademés la funcién ¢(z) € Li(R), ella tiene una transformada de Fourier en
el sentido usual, 1/;(0), que es continua y tiende a 0 en el infinito. Por construccién

(ver ecuacién (5.3.3)), pn(z) € Li(R) VN, su norma ||¢n|l1 — [l¢|1, y se tiene que

00

lew =l = / len(2) = p(@)lde = llpl = llenlls = 0. (5.5.9)

Entonces, oy — ¢ en Li(R) y, por lo tanto, sus transformadas convergen uni-
formemente en toda la recta a la transformada del lfmite, ¢y (o) — 9(c). Pero ese
limite uniforme coincide con el limite en media, ¥(c), en todo compacto sobre R,
resultando éste una funcién continua. Y como tanto 1(c) como 9(c) tienden a cero

para |o| — oo, ambas coinciden como elementos de Ly (R).

En resumen, hemos demostrado el siguiente

Teorema 5.1. (de Plancherel)’ Si p(z) € Ly(R), eziste en Ly(R) el limite

N
Floole)i= o) = Jim [ ol (5:5.10)

que, por definicidn, es la transformada de Fourier de p(z). Asi definido, F : Ly(R) —
L,(R) es un operador acotado que preserva la norma, ||[¢|s = ||¢||2-
Si ademds p(z) € Li(R), entonces existe el limite doble en la integral del segundo

miembro de (5.5.10), que naturalmente coincide con la definicidn de la trasformada
de Fourier en L;(R).

Un razonamiento similar al que conduce a la ecuacién (5.4.11) muestra que esta
aplicacién es unfvoca. En efecto, supongamos que ¢1(z), p2(z) € Ly(R) tienen la

misma transformada de Fourier, entonces

Flor—po)(0) =0,ae. = [oi—p2l:=0 = @i(z) =pa(z), ae. (55.11)

Consideremos un par de funciones ¢1(z), p2(z) € Ly(R). Entonces, Vo € C se
tiene
lpr + apalle® = [[1 + atslls =
(5.5.12)
= (p1,902) = (F o1, Fp2) = (o1, FIF 2) .
En consecuencia, FIF = I, donde el operador adjunto F' estd definido en todo
La(R) (por ser F acotado).

Por otra parte, el rango de F es todo el espacio de Hilbert, Rank(F) = Ly(R).
En efecto, dada una funcién arbitraria ¥(o) € Ly(R), ella puede ser representa-

da como ¥(0) = limpe0 ¥n(0), con ¥ € S, Vn. Teniendo en cuenta que (por

TMichel Plancherel (1885 - 1967).





index-90_1.png
3.3. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS 89

de modo que Ay, aplica todo el espacio Ls(a,b) en el subespacio de dimensién finita

generado por las funciones ¢ (¢), ..., @u(t).

En esas condiciones, todo operador integral de Fredholm de nicleo degenerado

es un operador completamente continuo.

Consideremos ahora un operador integral A de niicleo de cuadrado sumable
arbitrario, K(t,s) € Ly((a,b) x (a,b)). Este niicleo puede ser desarrollado en una

serie de Fourier generalizada (convergente en media) de la forma

t— _
K(t,s) = Z Ch cos (k‘lr bfz) cos (l‘lr:i:) . (3.3.11)

k=0

Las sumas parciales de esta serie,

(t,5) = Z Cy cos (lm Z: Z) cos ( . Z) € Ly((a,b) x (a,b)), (33.12)

k=0

permiten definir una sucesién de operadores integrales de Fredholm de nicleo dege-
nerado, Ay, todos ellos compactos.
La diferencia (A — An) es también un operador integral,

b
(A=A a() = A2() = Analt) = [ (K(t.9) = Kot ) a(s)ds,  (33.13)

cuyo niicleo es la diferencia (K (t,s) — Ky(t,s)) € La((a,b) x (a,b)).
Ahora bien, como la norma del operador (A - A,.) estd acotada por la norma

de su nicleo,
A=A, || <|| K(ts) — Kn(t,s) ||+ 0 cuandon — oco. (3.3.14)

Por lo tanto, la secuencia de operadores compactos A, converge al operador A en
el sentido de la distancia en el espacio normado de los operadores lineales acotados
sobre Ly(a,b). En virtud del Teorema 3.2, el operador integral A de nicleo K(t,s)

es también completamente continuo. m}

Este resultado vale, en particular, cuando el ndcleo K(¢,s) es continuo en la
regién compacta a < t,s < b. En este caso, el operador integral de Fredholm aplica
Ly(a,b) — Cy(a,b). En efecto, si

b
() = / K(t,5)a(s)ds (33.15)
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donde ¢(z) € K tal que p(z) =0, Yz > afp]. Entonces, la convolucién f g es la
distribucién regular dada por la funcién

(o= [ " 7€) gl — € de = / *fa - g(e)de. (7.14.4)

La funcional §(z — a) es de soporte compacto, al igual que sus derivadas de todo

orden, de modo que existe su convolucién con todo otro elemento de K*: Vp(z) € K

se tiene
(O(z —a) x f(x), p(2)) = (f(z) * 6(z — @), p(2)) =
(7.14.5)
= (f(=) 6y —a), p(z +9))) = (f(2), p(x + a)) .
Recordando que
(flz = a),¢(2) = (f(2), p(z + a)) (7.14.6)
vemos que
8(z —a)* f(z) = f(z) *6(x —a) = f(z —a). (7.14.7)
En particular, para a = 0,
5(a) * @) = £(z) % 6(2) = f(@), (7.143)
lo que muestra que §(z) es la unidad respecto del producto de convolucién.
Si D, es un operador diferencial a coeficientes constantes, tenemos
(Ded(2) x f(2), 0(x)) = (f(2), (Dyd(y), p(z +9))) =
= (f(2), (6(v), Dyp(z +9))) = (f(2),(6(y), Dip(z +y))) = (7.14.9)
= (f(2), Dzp(2)) = (Daf(2), () -
Por lo tanto,
D,é(z) * f(z) = D f(z) - (7.14.10)
Ademés,
(De(f = 9)(@), p(2)) = ((f * 9)(2), Dyop(x)) =
= (1@, (40). Dipyrle +9))) = (£(@), D@ pla+v) = (7.1411)

= (f(2) * Dag(), ¢(2))
de modo que

Dy(f *g)(z) = f(2) * Drg(z) = Do f(x) * g() - (7.14.12)
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Por tltimo, como ejemplo de grupo de Lie no compacto y por su relevancia para
la formulacién de teorfas relativistas, es analizado el grupo de Lorentz y sus repre-
sentaciones irreducibles, lo que permite su aplicacién en cursos de Teorfa Cudntica
de Campos o Gravitacién.

Ambos voltimenes finalizan con un listado de ejercicios propuestos, con los que

se busca afianzar y complementar la exposicién previa de cada tema.

Cabe consignar que, si bien los contenidos descritos justificarfan el dictado de
dos cursos separados (uno de Andlisis Funcional y otro de Teorfa de Grupos), el
enfoque que se ha dado a este texto ha permitido que los estudiantes a los que
estd dirigido accedieran en un cuatrimestre a conocimientos que resultan esenciales
para la Fisica moderna, satisfaciendo necesidades concretas de algunas orientaciones
de las Licenciaturas en Fisica y en Ciencias Astronémicas.

Por otra parte, sefialemos que estos volimenes no pretenden sustituir a los libros
que son referencias usuales en estas dreas, de los cuales s6lo unos pocos han sido
listados en la Bibliograffa, sino mds bien constituir una introduccién para aquellos
que requieran un conocimiento més amplio y formal de los temas aqui tratados.

Finalmente, digamos que nuestro enfoque estd basado principalmente en la bi-
bliograffa sefialada al final de cada capitulo.

La Plata, diciembre de 2014. Horacio A. Falomir
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La transformada de Fourier de h(z) es una funcién continua de la variable com-

pleja s = 0 +i7 en la franja |S(s)| = |7| < 79 < 4,

o) =gto+in == [ OO @ @ e, (500)

lo mismo que sus derivadas de todo orden, las que estdn dadas por
O = / e (i) [ (@) polc) do (5.67)

dado que, en virtud de (5.6.3), esas integrales convergen absoluta y uniformemente

en dicha regién del plano complejo s:

[ @l @ de <k [ 1@l <o, (508)

En consecuencia, g(s) es una funcién analitica de la variable s en la regién

|S(s)| < 70 < A, con 19> 0.

Supongamos ahora que f(z) L ¢,(z), Vn > 0. Entonces, de (5.6.6) y (5.6.7)
resulta que g™ (0) = 0, Vn > 0 = que la funcién analitica g(s) = 0.
En particular,

9(o e f(z)*po(z) dz = 0 = f()*po(z) =0, ace. (5.6.9)

=7/

Y como, por hipétesis, po(z) # 0, ae. = f(z) =0, a.e.

Esto muestra que el sistema ¢,(z), n=0,1,2,... es completo en Ly(a,b).

Ejemplo 5.1. Las funciones g, (z) = 2" ¢7%/2, n = 0,1,2, ..., forman un sistema
completo en La(R*). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones de Laguerre®,

Ly(z) e™*/?/nl, con

m

Ln(z) = 78,7 meT) = Z -m ( . ) = (5.6.10)

Ejemplo 5.2. Similarmente, las funciones ¢,(z) = z"¢**/2, n = 0,1,2,...,
forman un sistema completo en Ly (R). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones
de Hermite de la ecuacién (5.4.16).

SEdmond Nicolas Laguerre (1834 - 1886).
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7.14. Producto de convolucién en K*

Teniendo en cuenta que para mostrar que x(z) = (g9(y), p(z + y)) € C*(R)
s6lo hemos recurrido a la continuidad de la funcional g, vemos que las mismas
consideraciones hechas en la Seccién anterior valen para todo par de distribuciones
fige K~

Entonces, cuando la interseccién de los soportes Sop(f(z) x g(y)) NSop(p(z+y))

es un compacto en el plano, lo que ocurre al menos cuando

= f 6 g es de soporte compacto,
= f y g tienen soporte acotado del mismo lado,

podemos definir el producto de convolucién de esas distribuciones como un pro-
ducto directo: V ¢(z) € K,

((f *9)(@), p(2)) := (f(2) x 9(v), ¢(=,9)) » (7.14.1)
donde $(z,y) € C°(R?) tal que

B(z,y) = p(z +y), ¥(z,y) € Sop(f(z) x g(y)) - (7.14.2)

En esas condiciones, se puede demostrar que el producto de convolucién de dis-
tribuciones tiene las mismas propiedades de asociatividad y conmutatividad que la

convolucién de funciones en L;(R), ecuacién (7.13.3).

Ejemplo 7.15. Si f y g son distribuciones regulares definidas por funciones
localmente sumables, f(z) y g(z), que tienen su soporte contenido en la semirrecta

x > 0, tenemos

(*9.9) = (@), (9w) @ +) =

— Amf(z)*ﬁmy(y)*w(Ier)dydx _

ali] ale]
=/ f(=) / 9(y — =)"p(y) dy dz = (7.14.3)

- s { ”f(z)g(y—z)dz}*«o(y)dy:

- (/: F(@) gy — ) dz,w(y)) ,
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Ademés, por la continuidad de la norma tenemos
lyll=Jm Iyl =1Al . (344)

Mostraremos ahora que si A es simétrico, entonces el vector unitario z = y/|| A ||
es un vector maximo de A.

En efecto, tenemos

lye IP=1l Az 1= (zx, Afyr) =

(3.4.5)
= (o, Ayi) <l ze [ Ay < AT e I,
de modo que, en el limite k — oo, resulta
A< lim | Agell=l Ay <]l A . (34.6)
Por lo tanto, || Az ||=|| A, con || z ||=1. ]

Como consecuencia de los Lemas 3.3 y 3.4, y aplicando los resultados generales

obtenidos en el Lema 1.8%, se demuestra de inmediato el siguiente Lema.

Lema 3.5. Todo operador simétrico completamente continuo A, definido sobre

un espacio euclideo completo E, tiene un autovector de autovalor A\ =|| A || o

A=Al

Recurriendo al procedimiento empleado en la demostracién del Teorema 1.9
(vélido para el caso de dimensién finita), y teniendo en cuenta que el comple-
mento ortogonal es siempre cerrado, y que todo subespacio cerrado de un espa-
cio euclideo completo es también un espacio completo, podemos construir un con-
junto ortonormal de autovectores de A correspondientes a autovalores no nulos,
{er, €0, sehs . | Aer = Mper; M # 05 (er, @) = du}-

Por construccién, estos autovectores son obtenidos en orden no creciente de los
valores absolutos de sus autovalores, || A || = [Af] > [Ag| >+ > | A > ...

Pero, a diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en un espacio de di-
mensién infinita este procedimiento puede terminar al cabo de un nimero finto de
pasos (cuando la norma de la restriccién de A al complemento ortogonal es nula) o
continuar indefinidamente.

El siguiente Lema impone restricciones sobre la distribucién sobre la recta que

pueden adoptar los autovalores de un operador simétrico compacto.

3Recordemos que el Lema 1.8 establece que si el operador simétrico acotado A tiene un vector

méximo, entonces A también tiene un autovector con autovalor || A || o — | A ||.
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Por otra parte, por la continuidad de la norma, para cualquier secuencia en D(A)

convergente a un vector unitario u tenemos
[[Aunll < ANl ffunll = [[Au]] < A lull = 1Al (6.1.8)
lo que implica que ”Z” < ||A|l- En definitiva, ”X” =||A4].

En particular, un operador lineal acotado A, definido sobre un dominio D(A)
denso en un espacio de Hilbert 7, tiene una tnica extensién lineal y acotada sobre

todo H, denominada su clausura y denotada por A, cuya norma es igual a || Al|.

Pero si T es un operador no acotado definido en un dominio D(T) y {u.} es una
secuencia fundamental en D(T'), la secuencia {T'u, } no serd, en general, convergente
en H. Incluso si, para dos secuencias coterminales {u,} y {u,} C D(T), sucede que

{Tu,} y {Tu,} son fundamentales, en general, ellas no serdn coterminales.

Supongamos que para u ¢ D(T') ocurre que para toda secuencia {u,} convergente

a u 'y contenida en el dominio de T, la secuencia {T'w,,} tiene un limite fijo,

lim Tu, =veMN, Y{u,} €D(T)| lim u, =u. (6.1.9)
n—o0

n—00
En esas condiciones, se puede eztender la definicién de T incorporando al punto u

de modo que

Tu:= lim Tu, = v. (6.1.10)

n—o0

Si para toda secuencia fundamental {u,} C D(T) tal que {T'u,} es también de
Cauchy se cumple que

lim u, =ue€D(T), y lm Tu,="Tu, (6.1.11)

n—o0 n—oo

entonces T se dice cerrado.

Dado un espacio de Hilbert #, la suma directa H & H es también un espacio de

Hilbert respecto del producto escalar definido a continuacién. Dados los vectores

(:1),(::)67{@71, (6.1.12)

con @1, p2,11, %2 € H, las operaciones lineales estén definidas como

L), (P )_(# + 2
W by Yty )]
N
1 Mo )

(6.1.13)
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Ya sabemos que la transformada de Fourier de una distribucién de soporte com-
pacto puede ser representada como una distribucién regular sobre el espacio Z, de-
finida por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial (ver ec. (7.10.23)),

F|f2)(c) = ga(c). En esas condiciones,

X(@) = (f2(9), p(& + ) = (FLL@)], Fle(z +y)))z =
= (92(0),€7™(0)) ; = [, €7%g3(0) (o) do = (7.14.18)

= Var F7 [g5(0)¥(0)] (2),

donde ¥(0) = Flp(z)](0) y donde hemos tenido en cuenta que el producto g3 (o) ¥ (o)
Z.

En consecuencia,

(fr Fr 0 = (f1, V21 F 1 [g3(0) $(0)]) . =
(FIA) V27 g3(0) (0)) , = (V27 g2(0) FL£i], 9(0)) ; = (7.14.19)

= (Flixfl¥)z, V(o) € 2.
Por lo tanto,

Flfi= fo] =Vor FIL) FIfa] s (7.14.20)

donde una de las distribuciones tiene soporte compacto y su transformada de Fourier

es una funcién analitica entera de crecimiento (a lo sumo) polinomial.

7.15. Aplicaciones del producto de convolucién

7.15.1. Ecuaciones elipticas. Sea p(x),x € R?, una densidad de masa con-
tinua y de soporte compacto. El potencial gravitatorio que produce satisface la

ecuacién diferencial de Poisson,
Do) = plx), (T.15.1)

cuya solucién es una funcién con derivadas continuas de segundo orden dada por la

integral

_ -1 Py) s
v(x) = o e Tx—y 1 dy. (7.15.2)

Ahora bien, esa expresién tiene el aspecto de una convolucién (en tres dimensio-
nes):

v=GCGxp, (7.15.3)
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tenemos que

|yt +8) —y@) = |(K(t+5,9 — K(t,9),2()) |2 <

b

2
<laff [
.

2
<D P (= @ maxocse { K0+~ K (e | 0

2
K(t+6,5) — K, s)| ds < (3.3.16)

cuando § — 0.

3.4. Autovectores y autovalores de operadores completamente

continuos

Lema 3.3. Todo operador lineal completamente continuo es acotado y, por lo

tanto, continuo.

En efecto, si A es compacto, la esfera de radio 1 del espacio E es aplicada por A

en un conjunto compacto, que necesariamente es acotado:
I All =supgayeyy | Az |l <oco. (34.1)

O

Lema 3.4. Todo operador lineal simétrico y completamente continuo A, definido

sobre un espacio euclideo completo E, tiene un vector mdzimo.

Supongamos que A # O (en cuyo caso este enunciado vale trivialmente).
Como || A ||=sup || Az || para = tomando valores en la esfera de radio 1 de E,
entonces es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios F = {z,k € N}

tales que las normas de los vectores y, = Az, satisfagan que
dim [y (=1 All> 0. (34.2)
—00

Como A es completamente continuo, A (F) es un conjunto compacto. Entonces,
siempre podemos suponer que la secuencia {yy, k € N} es fundamental (basta con
descartar aquellos vectores de la secuencia F cuyas imdgenes no correspondan a
elementos de la secuencia de Cauchy que debe contener A (F)).

Ahora bien, si el espacio E es completo, existe un vector y € E que es el limite

de esa secuencia de Cauchy,

y= ’3.31010 Yo = klﬂloAzkA (3.4.3)
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OPERADORES NO ACOTADOS

6.1. Extensiones de operadores lineales

Sea A un operador lineal acotado definido sobre un dominio D(A) de un espacio

de Hilbert H, y sea u € D(A). El vector u siempre puede ser representado como el
limite de una secuencia fundamental {u,} contenida en D(A). Y como A es acotado’,

tenemos
Aun — Al = [|A (un — )| < [ A]] [[un = vl = O (6.1.2)

para n,m — co. Es decir, {Au,} es también una secuencia fundamental.

Entonces, como H es completo, existe un vector v € H tal que

v= lim Au,. (6.1.3)

n—00
Este lfmite es independiente de la secuencia convergente a u considerada. En efecto,

si {un} y {uj,} C D(A) son coterminales, entonces
[ Aun — A || = 1A (un — )| < [ A]] lun — ]| =0 (6.1.4)

para n — 00.
En esas condiciones, se puede extender de manera tinica la definicién del opera-
dor acotado A a todo D(A), introduciendo un operador A de modo que Vu € D(A)

Au:=v = lim Aup, (6.1.5)

n—00
donde {u,} C D(A) y u = lim,,_, o Uy, Asi definido, este operador es lineal y acotado.
En efecto, si dos secuencias en D(A) tienen por limite a v = limu,, y v’ = limu,

respectivamente, entonces
A(au+ o) = lim A (ou, + Bul,) = alim Au, + Blim Aul, = aAu+ fAu'. (6.1.6)
En cuanto a su norma, tenemos por un lado que

4]l = Sup ooz, iy 142l > Supgucoia, pu—y [Aul| =141 (6.1.7)

TRecordemos que la norma de A es, por definicién,

141l = Supguep(ay, juj—1y I4wll- (6.1.1)

153
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Entonces, un operador diferencial a coeficientes constantes aplicado sobre un pro-

ducto de convolucién actiia sobre uno cualquiera de los factores.

Lema 7.1. De la convergencia f, — f en K* se deduce la convergencia de

fnxg— f*g en, al menos, las siguientes condiciones:

= los soportes de las distribuciones {fn} estdn contenidos en un mismo con-
Junto compacto,

u g es de soporte compacto,

= los soportes de {fn} y g estdn acotados del mismo lado y de manera inde-

pendiente de n.

En esos casos, el producto de convolucién es continuo en K*,

i (faxg) = (Yim £u) +g. (7.14.13)

Corolario 7.0.1. Si la funcional f; depende de un pardmetro t y existe su de-

rivada débil respecto de t,

@te).pto) o=ty (2D o)) - g

entonces
O (fixg)=0bfixg (7.14.15)
en cualquiera de las siguientes condiciones:

u las funcionales f; tienen sus soportes contenidos en un mismo conjunto com-
pacto, independiente de t,

= g es de soporte compacto,

» f; y g tienen soportes acotados del mismo lado, y de manera independiente
det.

Es sabido que la transformada de Fourier de un producto de convolucién de
funciones sumables en la recta, fi(z), f2(z) € L;(R), estd dado por el producto de
sus transformadas de Fourier, F[f; * fo](0) = v27 F[fi](0) F[f2](0). Veremos que
esta propiedad se extiende al producto de convolucién de distribuciones sobre el
espacio K cuando uno de los factores es una funcional de soporte compacto.

En efecto, si fi, fo € K* y f» es de soporte compacto, el producto de convolucién
f1 * f2 estd definido por

(it fop) = (i) » (7.14.16)

donde
X(@) = (f2(y); plz +y)) € C°(R). (7.14.17)
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Y como [(£)?(~iz)*p(z)] € S C Li(R), resulta que su transformada de Fourier
estd acotada,

[o19®(0)] < Kqnly], (5.4.6)
lo que es valido V g,k € N. En consecuencia, las derivadas de todo orden de (o)

son funciones de decrecimiento répido.

Concluimos entonces que a transformacién de Fourier es una aplicacién de S en

ese mismo espacio, F : S — S.

Como las funciones en S son diferenciables y de decrecimiento rdpido, satisfacen
la condicién de Dini y para ellas existe el limite doble en la expresién que define la
transformada inversa (5.2.6),

F) = ol = [ i)

La ecuacién anterior sélo difiere de la definicién de la transformacién directa en el

(5.4.7)

signo del argumento de la exponencial. En consecuencia, similares conclusiones se

obtienen respecto de la transformacién inversa, que también estd definida sobre todo

S.
Finalmente, sean ¢;(z), p2(z) € S C Ly(R). Su producto escalar es

o) = [~ ter { [ i) 2} ae

[ et 2} wiorin = i) o,

donde el cambio en el orden de integracién estd justificado por el teorema de Fubini,

(5.4.8)

puesto que la integral doble converge absolutamente ya que ambas funciones estdan
en S C Li(R).

En consecuencia, la transformacién de Fourier sobre S preserva los productos
escalares. En particular, tomando ambas funciones iguales en la ecuacién anterior,
se tiene que Vo(z) € S

le@l = 1401, (5.4.9)

es decir, la transformacién de Fourier sobre S preserva la norma ||.||2.

Puesto que F es un operador acotado sobre S, resulta continuo. En efecto, si

@n — @ en Ly(R), con gy, ¢ € S, entonces sus transformadas de Fourier satisfacen

l[éw =ll2 = lien —¢ll2 = 0, para N — oo.. (5.4.10)

En esas condiciones, la imagen de la restriccién de F al espacio de Schwartz es

Rank(F|g) = 8. En efecto, Vi) € S, F ' [Y] = ¢ € S, con F [p] = ¢.
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Dado un sistema ortonormal de vectores como el de la ec. (2.10.2), siempre es
posible calcular los coeficientes de Fourier de un vector z € E respecto de dicho sis-

tema, y con ellos formar las sumas parciales de su serie de Fourier generalizada,

N
Sy = g ay ey, con ay
k=1

(ex,z) . (2.10.8)

Consideremos la diferencia

Ry:=z—Sy. (2.10.9)

Este vector es ortogonal a los N primeros vectores del sistema, Ry L e, k =
1,2,...,N . En efecto,

N
(exs Rw) = (ex,@) — (ex, Sn) =@ — > by =0, sik < N. (2.10.10)
=1

En consecuencia, z = Sy + Ry es la suma de dos vectores ortogonales entre si.

Por el teorema de Pitdgoras tenemos

N
Iz IP=Il Sn I+ | By P>l Sn 1P =" laxf?, (2.10.11)
k=1
de modo que
N
Slal<llz|?, VN eN. (2.10.12)
k=1

De aquf resulta la siguiente propiedad:

Lema 2.15. Los coeficientes de Fourier de un vector x € E relativos a un con-
junto numerable de vectores ortonormales entre st, ar = (ex,x),Vk € N, satisfacen
la desigualdad de Bessel®,

o0
Sl <)z P . (21013)
k=1

Teorema 2.5. Sea {e1,es,..., €k, ...} un sistema ortonormal completo en un

espacio euclideo completo E. Todo vector z € E tiene una serie de Fourier genera-

lizada que converge a x en la métrica de ese espacio,

o

T = Zak er, conap=(e,z). (2.10.14)
k=1

9Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846).
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7.8. Transformacién de Fourier en K. El espacio Z.

Recordemos que el conjunto C§°(R) es un subespacio denso del espacio de Sch-
wartz (Ver Capitulo 5). Sea ¢(z) € K C S. Entonces, su transformada de Fourier
es también una funcién del espacio de Schwartz, dado que F : S <+ S.

Pero como esa funcién es de soporte compacto tenemos

ale]

T Ver / alyl
donde p(z) = 0 Vz ¢ (—aly],alp]). En esas condiciones, 9(s) puede ser definida

para valores complejos de su argumento, s = o + it. En efecto, la integral

Flplo) = () da, (7.81)

]
0o = = / e e (7.82)
aly]
existe para todo s € C, puesto que
Irla
(o)) < Ap@lh (7.83)

Vor

Similarmente, las derivadas de todo orden de ¢(s) también existen en todo el

plano complejo. Ellas estdn dadas por
1 aly]
V21 J—alg]

dado que esas integrales convergen absoluta y uniformemente en s para todo n € N:

" ||z" (@)l
V2r !

Por lo tanto, la transformada de Fourier de una funcién del espacio K es una

W) = o (—ia)"p(z) (7.84)

|1/J(") (s)| < para [$(s)| < T, con T > 0. (7.8.5)

funcién analitica entera (holomorfa en todo el plano - sin singularidades, excepto en
el infinito).

Ya sabemos que dicha transformada de Fourier es también una funcién de de-

crecimiento répido sobre el eje real. Para s complejo tenemos

1 alp]
Flpl) = = [ (e do =
—aly]
(7.8.6)
1 ai] .
=g et = ) 0t
_aly
para todo ¢, de donde resulta que
IS(s)l al| p(a)

|s%(s)| < MA (7.8.7)

ez
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Teorema 2.4. Para todo subespacio cerrado F de un espacio euclideo comple-
to E, existe su complemento ortogonal FL, que es también un subespacio cerrado.
Ademds, todo vector x € E admite una descomposicion inica de la forma x = u+v,

conueF yveFh

2.10. Desarrollos ortogonales

Se dice que un conjunto ortonormal de vectores de un espacio euclideo, {ey, k €
N} C E, es un sistema completo si no existen en E vectores no nulos que sean
ortogonales a todos los vectores del sistema.

Esto es, el conjunto {ey,es, ..., ek, ..} es un sistema completo en un espacio E

si las ecuaciones
(ex,z) =0, VkeN = z=0. (2.10.1)

Por el momento no sabemos si tales sistemas existen, ni como construirlos en ese

caso, pero s{ podemos estudiar las consecuencias de su posible existencia.

Supongamos que tenemos un conjunto numerable de vectores ortonormales,

{enes,....ex,...} CE, con (ex, e1) = dpr, (2.10.2)
¥ que un vector z € E tiene un desarrollo de la forma
o
z=Y apex. (2.10.3)
k=1
En (2.10.3), la serie converge en el sentido de la distancia en E, es decir,
Jim [z Sw ||=0, (2.10.9
donde
N
Sy= arex (2.10.5)
k=1

es la N-ésima suma parcial de la serie.

Para N dado, consideremos el producto escalar

ar, k<N,

N
(e SN) =Y (en ) = (2.10.6)
=t 0,k>N.
Entonces,
(ek,z) = lim (ex, Sn) = ax.- (2.10.7)

Por lo tanto, los coeficientes a; de un desarrollo convergente como el de la ec.
(2.10.3) estdn unfvocamente determinados como los coeficientes de Fourier del

vector z respecto del sistema ortonormal considerado.
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Esto muestra que, en un espacio euclideo completo, la desigualdad de Bessel se
reduce a una igualdad cuando el sistema ortonormal es completo. Esta es una suerte

de generalizacién del Teorema de Pitdgoras'! al caso de dimensién infinita.

Para que valgan estas propiedades que acabamos de demostrar debemos contar
con un sistema ortonormal completo de vectores. Ya conocemos un método general
para ortogonalizar (y normalizar) una dada secuencia de vectores, {z1, z2, . .., Tk, ... },

pero el sistema ortonormal resultante no serd, en general, un sistema completo.

Teorema 2.6. Una condicidn necesaria y suficiente para que el sistema
{e1,€2,...,€x,...}, obtenido por ortonormalizacidn de la secuencia {z1,x, ..., zk,
...} CE, sea completo en un espacio euclideo completo E es que la variedad lineal

generada por los vectores zy, L{z} ,k € N}, sea un subespacio denso en E.

Primero supongamos que el sistema {ej, s, ..., €, ... } sea completo. Entonces,

como E es completo, todo vector z € E es el limite de su serie de Fourier generalizada

N—oo

N
z=lim Sy, Sy=) apex. (2.10.23)
k=1

Teniendo en cuenta que cada uno de los vectores e, es, por construccién, una combi-
nacién lineal de un nimero finito de vectores zj. (ver Teorema 1.3), concluimos que
existen combinaciones lineales de (un nimero finito de) estos vectores que estdn tan
cerca como se quiera del vector z.

Por lo tanto, si el sistema {ey, €, ..., €, ... } es completo en un espacio E com-

pleto, entonces L{zy ,k € N} es denso en E.

Supongamos ahora que L£{z; ,k € N} sea denso en E. Podemos invertir la rela-
ci6n entre los er y los zr, de modo de expresar cada vector zx como una combinacién
lineal de (un ndmero finito de) vectores ex. Entonces, un vector z ortogonal a todos

los ey,
(er,7) =0, YkeN, (2.10.24)

es ortogonal a toda combinacién lineal de los zy, es decir,
z L L{z1,T2,... , Tpy... }. (2.10.25)

Y como no existen vectores no nulos ortogonales a un subespacio denso, debe ser
z=0.
Por lo tanto, si L{zx,k € N} es denso en E, entonces el sistema ortonormal

{e1,€a,...,€x,...} es completo en E. O

Upitigoras de Samos (570 - 495 a.c.).
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Por lo dicho anteriormente, vemos que la transformacién de Fourier establece una
correspondencia (lineal) biunivoca entre el espacio K y el espacio Z, F : K <+ Z. Es-
to permite introducir en Z un sentido de convergencia a partir de la convergencia
en K: se dice que ¥n(s) = ¥(s) en Z si p,(z) = F ' [W](x) = ¢(z) = F[¥](z)
en K.

Esto implica, en particular, la convergencia uniforme en toda regién acotada del
plano complejo de la secuencia de las derivadas (s) ala correspondiente derivada
del limite, 9)*(s). En efecto®, como |p,(z) — ¢(z)| < €,V z, tenemos que

1
[ e) 6] =

o lSGla akeTa

< T llen(@) — el <

/a e (—iz)* [pn () — p()] dz| <

—a

(7.8.15)

2a¢n,

V|S(s)| < T, lo que puede hacerse tan pequefio como se quiera con sélo tomar n
suficientemente grande.

Por otra parte, como (s) € Z es una funcién analitica entera, su series de Taylor
converge en todo el plano complejo. Entonces, para la funcién trasladada podemos
escribir

o pk

Ps+h) =Y T59®(s),¥heC. (7.8.16)

k=0 (7.8.17)

en el sentido de la convergencia en K.

8Similarmente,
. L[ ey, @
Jts) [690 — 60 @) | = = | [ 7= (= fonto) — o@D} <
(7.8.14)
<= PO (e o) — @}y > 0

cuando n — oo.
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Consideremos la distancia entre dos sumas parciales de la serie de Fourier gene-

ralizada para z,

N+M 2 N+M
I Syanr = Sn 2= || D arer| = D lax*. (2.10.15)
k=N+1 k=N+1

Como consecuencia de la desigualdad de Bessel, la suma en el miembro de la derecha
es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente. Por lo tanto, la
sucesién de sumas parciales {S;} es fundamental.

Ahora bien, en un espacio euclideo completo, toda secuencia de Cauchy tiene un
limite. Es decir, existe un vector S € E que es el limite de la serie,

S=lim Sy =) apex. (2.10.16)
k=1

N—oo

Los coeficientes de Fourier de S respecto del sistema ortonormal considerado

(univocamente determinados) estdn dados por (ex,S) = ax. En consecuencia,

(ex,x —S) = (e, ) — (e, S) =ar —ar =0, VkeN. (2.10.17)
Finalmente, si el sistema {ey, €a, . . ., €k, . .. } es completo, la ec. (2.10.17) implica

que
£-8=0 = z=8. (2.10.18)

En consecuencia, el vector z es el limite de su serie de Fourier generalizada,

o

z=3 (ex,x)ex. (2.10.19)

k=1
m}

En las condiciones del Teorema 2.5, dos vectores cualesquiera z,y € E pueden

ser representados como los lfmites de sus respectivas series de Fourier,

o o
T = Z aper, Y= Z brey. (2.10.20)
k=1 k=1

Por la continuidad del producto escalar, podemos escribir

N N N %
(z,y) = 1\}13&: (; a ex, ZZ; b 51) = I‘}ET;"; ap b = ; aj b (2.10.21)

En particular, tomando y = = obtenemos la igualdad de Parseval®,
o
o l2=@2) = lal*. (2.10.22)
k=1

10)Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755 - 1836).
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Similarmente,

3(s)|a k (@)
|3"¢(k)(3)| < 3@l (I W(I)) ||1
Var

En consecuencia, 1(s) es una funcién de decrecimiento rdpido sobre toda recta

(7.8.8)

paralela al eje real (3(s) = constante).

Inversamente, toda funcién analitica entera v(s) que verifica desigualdades de la

forma
[s%(s)| < Kot PWIM], Vg e N (7.8.9)
(donde las constantes K, y a dependen de 7(s)) es la transformada de Fourier de

una funcién ¢(z) € C5°(R) que se anula idénticamente para |z| > a.

El conjunto de las funciones analiticas enteras que verifican (7.8.9) constituye un
espacio lineal, denotado por Z. De ese modo, la transformacién de Fourier establece

una correspondencia biunfvoca entre los espacios Ky Z,
F:Ke 2. (7.8.10)

Restringiendo los argumentos de las funciones contenidas en Z a valores reales,
tenemos que £ C S es un subespacio denso de Ly(R). En efecto, sea x(0) € Ly(R),
y supongamos que X (o) L Z. Entonces,

06CP)a@) =0, Y9(0) € 2 =
(7.8.11)

= (F (=), #(x))1,@) =0, Yeo(z) €K

Y como K = C3°(R) es denso en Ly(R), es F'[x] = 0 = x = 0. Por lo tanto, todo
vector de Ly(R) estd contenido en Z.

La ecuacién (7.8.4) muestra que si 9(s) € Z = ¢@(s) € Z, dado que

[(—iz)"p(z)] € K. Es decir,

% (Z 2. (7.8.12)

Evidentemente, el espacio Z también es invariante frente al producto por funcio-
nes analiticas enteras de crecimiento polinomial sobre rectas horizontales (en parti-
cular, polinomios): si P(s) es una funcién entera que, para ciertas constantes C' > 0

ym >0y b> 0, satisface

[P(s)] < C (1+ |s|™) el = P(s)p(s) € Z, Vii(s) € Z. (7.8.13)

También es posible trasladar las funciones de Z sin sacarlas de ese espacio. En
efecto, si ¥(s) € Z = (s+h) € Z,VYheC.
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4.8. Msétodo de los determinantes de Fredholm

En el caso general, la serie de los nicleos iterados, ec. (4.7.20), tiene un radio
de convergencia finito, fuera del cual sélo es posible obtener el nicleo I'(, s; 1) por
prolongacién analitica de la suma de la serie en un entorno del origen.

En lo que sigue se presenta sin demostracién una férmula debida a Fredholm, que
da una expresién para el nicleo I'(t, s; 1) para todo valor regular p € C. Esta férmula
fue demostrada primero por Fredholm para el caso de nicleos K(t,s) continuos y

acotados® y luego extendida al caso de niicleos de cuadrado sumable arbitrarios®.

Definamos
Co:=1, Bo(t,s):=K(t,s), (4.8.1)

e introduzcamos las relaciones de recurrencia

b
Coi= / Bui(s,5)ds,

(4.8.2)
b
B, (t,s) == Cr, K(t,s) — n/ K(t,r) By_i(r,s)dr.
Es f4cil ver que
Bn(t,s) =
K(t, K(t, . Kt s,
€9 Ko (650 sy
b b K(s1,8) K(s1,81) ... K(s1,8n)
:/. / ) . . dsy ... dsn,
K(sn,5) K(sn,51) ... K(sn,5n)
lo que le da su nombre al método.
Con estos coeficientes se definen las series de potencias
N o (=" n
DUt ) = K (o) + 32 S Bt o (48.4)
y
D( )~—1+Z(’1)"c " (4.8.5)
W=l Gt 8.

que convergen en todo el plano complejo de la variable p, suméndose a las funciones
enteras D(t, s; p), llamada menor de Fredholm, y D(u), llamada determinante
de Fredholm.

3Ver, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics.
Ver, por ejemplo, G. Ye. Shilov, Mathematical Analysis, y las referencias alli citadas.
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La desigualdad de Cauchy - Schwarz permite escribir

Ryl < @yl <lzllyl=
(1.1.32)
2 ) 2
(hel=nyl) <letyiz< (Nal+lvl),
de donde resulta (1.1.30). ]
Por otra parte, es sabido que en un espacio euclideo E,, de dimensién finita n

siempre es posible seleccionar un sistema completo de n vectores ortonormales,
{en, ez, en} | (ei,€5) =0y, (1.1.33)

respecto del cual todo vector z € E, puede ser representado (de forma tnica) como

una combinacién lineal de la forma
z=&e + - +&nen, (1.1.34)

donde los &; son llamados coeficientes de Fourier? de z relativos a la base consi-
derada. Ellos estdn dados por

f=(ena), i=1,...,n. (1.1.35)

Similarmente, dado y € En, y = 71 €1 + -+ 4 7Jn €n, tenemos para el producto
escalar

n n
(@9) =Y &njlene) =D &, (1.1.36)

ij=1 i=1
y para la norma

Izl = VI&lP+---+1&?- (1.1.37)

Nétese que en estos resultados nada nos permite distinguir entre el espacio E,,
considerado y el espacio C", en el cual hubiéramos seleccionado los vectores T =
& M
E? ey= Th . En efecto,
n 7n
n
@D =36, 117 o= VIEBFF - FIEE. (1.138)
i=1

Por otra parte, a la combinacién lineal az + By le corresponde por coeficientes de

Fourier los elementos de la n-upla aZ + 7.

4Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830).
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Capitulo 3

FORMAS Y OPERADORES SOBRE ESPACIOS DE
HILBERT

3.1. Funcionales lineales acotadas en espacios completos

Teorema 3.1. (Teorema de representacién de Riesz)' Toda funcional li-
neal acotada f(z) en un espacio euclideo completo E puede ser representada como
el producto escalar por un vector fijo del espacio, f(z) = (2,z), z € E.

Consideremos una funcional lineal acotada, |f(z)| < K || z ||, Vz € E. Si fesla
funcional nula, ella corresponde al producto escalar por el vector nulo, f(z) = 0=
(0,z), Vz e E.

Supongamos que f no sea la funcional nula y llamemos F al kernel o subespacio
nulo de la funcional,

f(@)=0,VzeF. (3.1.1)
Este es un subespacio cerrado, puesto que si la secuencia fundamental {z;, Vk €

N} C F tiene por limite al vector z, entonces

f(2) = lim f(zx) =0, (3.1.2)

dado que toda funcional lineal acotada es continua (ver Teorema 1.11).

Por el Teorema 2.4, sabemos que en un espacio euclideo completo existe el com-
plemento ortogonal de este kernel, F, que también es un subespacio cerrado. Ve-
remos que F- es un subespacio unidimensional.

En efecto, sean dos vectores no nulos arbitrarios z;,2, € F*, de modo que
F(512) £0, y sea y = f(z1) 22 — f(22) = € . Entonces,

fy) = f(z1) f(z2) — f(z) f(21) =0 = y€F. (3.1.3)

Por lo tanto, y L y = y =0, y los vectores z; y 25 son colineales.

Finalmente, sea ¢ € FX un vector unitario que genere ese subespacio. Sabemos
que todo vector z € E tiene una descomposicién tnica de la forma z = u+wv, donde
veFy

u=XeecF+, con A= (e,u) = (e,u+v) = (e,z). (3.1.4)

Frigyes Riesz (1880 - 1956).
83
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En esas condiciones, los ceros de D(p) coinciden con los valores singulares del

niicleo K (t, s), y el niicleo del operador integral I’y = R, —TI est4 dado por el cociente

Tt sp) = u% . (4.8.6)

Entonces, para todo valor regular p (para el cual D(u) #0) y V f(t) € La(a,b),

la ecuacién integral

b
o)~ [ K(t.9)p(e)de = 110 (487)
tiene una tnica solucién que puede ser expresada como
_ * D(t, 5 1)
o0 = 10+ u [ 55 fs) s (458)

Ejemplo 4.5. Son raras aquellas situaciones en las que es posible sumar explici-
tamente las series (4.8.4) y (4.8.5). Un ejemplo corresponde al caso en que uno de
los niicleos B,(t, s) se anula idénticamente, lo que hace que esas series se reduzcan

a sumas finitas.

Tomemos el nicleo degenerado K(t,s) = te®, con 0 < t,s < 1. Tenemos que

1
Cy :/ seds=1, (4.8.9)
o

1
Bl(t,s):tesf/ te'refdr=te* —tef =0, (4.8.10)
o

de modo que C, =0y By(t,s) =0 paran > 2.
Por lo tanto,
D(t,s;p) =te®,
(4.8.11)
Dp)=1-p,
lo que implica que €l ndcleo K(t,s) = te° tiene un tnico valor singular en g = 1
(En efecto, por tratarse de un operador integral de nicleo degenerado que proyecta
todo el espacio Ly (0, 1) en un subespacio unidimensional, vemos que todo autovector
correspondiente a un autovalor no nulo es proporcional a e(t) = ¢. Y teniendo en
cuenta la integral en (4.8.9), concluimos que el autovalor correspondiente es A = 1).

Para el nicleo I'(¢, s; 1) tenemos finalmente

te®
D(t,sp) =pyz L b #1. (4.8.12)
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de donde resulta la convergencia débil de la serie
<
glo+h)=>" o g®(0). (7.10.18)
k=0

En ese sentido, las distribuciones sobre Z son analiticas enteras.

Consideremos ahora una distribucién f € K* de soporte compacto contenido en
[—a,a]. Ya sabemos que, V& > 0, tales funcionales pueden ser representadas como
sumas de derivadas de distribuciones regulares definidas por funciones continuas

fex(z) con soporte contenido en [—(a +¢),a+ €] (ver ec. (7.5.32)),

7= (forl@)®. (7.10.19)

n
k=0
Su transformada de Fourier estd dada por

FULY)z = (1 F e = Tho(-1)* (foale). FRI@)™) =

(7.10.20)
= SV (Flhea@)) (0)6(0)) = (Shooli ) 004(0) 4(0)),
donde
a+e sz dx
eale) = FIs@N0) = [ Fen@) (r1021)

la transformada de Fourier de una funcién continua de soporte compacto, es una

funcién analitica entera de su argumento que satisface

(a+¢e)?

ver

En consecuencia, Ve > 0, la transformada de Fourier de una distribucién de

98(s)| < e I feaa) I - (7.1022)

soporte compacto puede ser representada como una distribucién regular definida

por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial en la direccién del eje
real,

n

Flfl=9(0) =D (0) gen(0). (7.10.23)
k=0
Finalmente, obtendremos la transformada de Fourier de la distribucién z’}r. Para

ello tendremos en cuenta que F : K* — Z* es una aplicacién continua.

Ejemplo 7.14. Consideremos la funcién (localmente integrable) e"’"z’}r, con
7> 0y A > 0, que converge uniformemente a z’}r en todo intervalo cerrado [a, b],
para 7 — 0". Entonces, también converge débilmente la correspondiente secuencia
de funcionales regulares:

lim ez} =2} en K* = lm F[e7"z}] = F [2}] en 2*. (7.10.24)

o0+ o0+ +
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= Sipn — ¢ en Li(R) (es decir, si |[¢n — ¢||1 — 0 para n — 00), entonces sus

transformadas de Fourier satisfacen

[thn(0) =% (0)] < —== el =0 (5:2.3)

f llen —

para n — oo y VYo € R. En consecuencia, la sucesién de transformadas de
Fourier converge uniformemente en toda la recta a la transformada de Fourier
de la funcién limite.

= Sea x[a4(¢) € Li(a,b) la funcién caracteristica del intervalo [a, b],

1, para —co<a<z <b< oo,
= 5.24
Xeai(<) { 0, en todo otro caso. ( )
Su transformada de Fourier es
b dx i
Po)= [ e _ (et — e=iow) | (5.2.5)

o V2r o271

que es continua en toda la recta y tiende a 0 para |o| — oco. Lo mismo
vale para la transformada de Fourier de toda funcién escalonada de soporte
compacto en L;(R) (combinacién lineal de un nimero finito de funciones
caracteristicas).
= Puede demostrarse que el conjunto de las funciones escalonadas absoluta-
mente integrables en la recta es denso en Li(R), de modo que toda funcién
¢(z) € Li(R) es el limite de una secuencia de funciones escalonadas. En
consecuencia, su transformada de Fourier es el limite de una secuencia uni-
formemente convergente de funciones continuas que tienden a 0 en el infinito.
Por lo tanto, la transformada de Fourier de toda funcién en Li(R) es

continua y tiende a 0 para ¢ — +o00.

También puede demostrarse que si la transformada de Fourier ¢(o) de una fun-

cién ¢(z) € L;(R) es nula para todo o, ¥(c) = 0, entonces ¢(z) = 0 en casi todo

punto.

Esto hace que la transformacién de Fourier sea univoca. En efecto, si ¢;(z),

@2(x) € L1(R) tienen la misma transformada de Fourier (o), entonces, por ser F

lineal, ¢;(z) = pa(z) en casi todo punto.

Asf definida, la transformacién de Fourier es una aplicacién lineal de L; (R) en el

espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito. Pero no toda funcién

con esas caracteristicas es la transformada de Fourier de una funcién en L (R) (es

decir, F no es sobreyectiva en ese espacio).
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LA TRANSFORMACION DE FOURIER EN Ly(R)

5.1. Espacios L,

El conjunto de funciones

Lyt = {ota): [ o <oo} (511)

para p > 1, constituye un espacio normado (de Banach) respecto de la norma

1

oty = { [ ' war} (512)

que a su vez determina la distancia

ple, ) = llo —llp- (5.1.3)

Desde luego que estas definiciones requieren la identificacién de aquellas funciones
que coinciden en casi todo punto con un mismo vector del espacio.
El teorema de Riesz y Fischer establece que Ly(a,b) es un espacio completo

respecto de esa distancia.

5.2. Transformacién de Fourier en L;(R)

Lema 5.1. (Lema de Riemann - Lebesque) Dada una funcién ¢ € Li(R), se

define su transformada de Fourier como

Fld) = vte)= [ e olo) S (5:2.1)

que es una funcidn acotada, continua y que tiende a 0 cuando |o| — oo .

En efecto:
= Para todo o € R,
ad dz 1
< a2
W@l < [ et To= = =lelh.

de modo que la integral en (5.2.1) converge absoluta y uniformemente en o.

(5.22)

139
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Ahora bien, para7 >0y A >0, e”"'z’}r € Ly(R), por lo que su transformada de
Fourier como distribucién es una funcional regular determinada por su transformada
como funcién. Teniendo en cuenta que, ademés, e”"'z’}r € L;(R), dicha transformada

estd dada por la integral

Flema] (o) = \/% A oA gy (7.10.25)

Cambiando la variable de integracién por £ = i(o — i)z y corriendo el camino de
integracién de la semirecta [0, (7 4 i0)o0) al semieje real positivo tenemos

e—i+DT/2

F ez _ s 7,\71/00 —EeX ge _
(T3] (0) = — g (e —im ™7 | et de
(7.10.26)
—i(A+1)m/2
= 71—‘()‘ +1 ; o —ir)™L.
V2m
En esas condiciones,
—i(A+1)m/2
Fld] = % (o —i0) ™1, (7.10.27)
distribucién definida por el limite débil
(0 —i0) 1= lim (o —dir)™1. (7.10.28)
T
Por otra parte, para toda ¢(c) € Z y VA > 0,
(Fldl 9) 2 = (23:0) . » (7.10.29)

donde ¢(z) = F~'[¥](z). Pero ya hemos visto que el miembro de la derecha se
extiende analiticamente (de manera tnica) a todo el plano complejo de la variable
A, presentando polos simples en A = —1. — 2,... Por lo tanto, la funcional F [:t’}r]
también se extiende analiticamente a todo el plano A, presentando los mismos polos.
De (7.10.29) resulta que dicha extensién representa la transformada de Fourier de
la extensién analitica de z’)r para todo A # —1,—-2,....

En particular, la funcional ®5, := 2} /T(A+ 1) existe en todo el plano complejo

Ay tiene por transformada de Fourier a

2 e i+)T/2
F @] =F [1"(,\711)] =~V (o —i0)™>1. (7.10.30)
En particular, para A — —k — 1, teniendo en cuenta la ecuacién (7.7.17), tenemos
eihn/z

F[6®(2)] = ok, (7.10.31)

ez

en acuerdo con (7.10.8).
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Asf es como, en el primer volumen, las propiedades de los espacios de Hilbert
son presentadas sin recurrir a la teorfa de la medida (lo que excederfa las posibili-
dades del curso), sino mediante una introduccién intuitiva del concepto de integral
de Lebesgue que, no obstante, resulta suficiente para los propédsitos del curso. Las
propiedades espectrales de los operadores compactos son derivadas y empleadas pa-
ra desarrollar los métodos de resolucién de ecuaciones integrales y para estudiar las
propiedades del operador resolvente. También es analizado el problema de la de-
terminacién de las extensiones autoadjuntas de operadores simétricos no acotados,
tomando como ejemplo operadores de uso habitual en cursos de Mecdnica Cuéntica.
La transformacién de Fourier es estudiada en el espacio de Schawrtz, para luego ser
extendida al espacio de funciones de cuadrado integrable con los métodos propios del
espacio de Hilbert. Por dltimo, se incluye una introduccién a la Teorfa de Distribu-
ciones en la que se presenta (con un buen niimero de ejemplos) desde las definiciones
bésicas de convergencia, derivada, primitiva y transformacién de Fourier, hasta la
convolucién de distribuciones, con aplicacién a la resolucién de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales empleando sus soluciones fundamentales o funciones de
Green.

El segundo volumen estd dedicado a una introduccién a la Teorfa de Grupos,
herramienta esencial de las modernas teorfas de la Fisica. As{ es como, después de
la presentacién de los elementos generales de la teorfa, se consideran las propiedades
de los grupos de orden finito y sus representaciones, de aplicacién, por ejemplo, a la
Fisica Molecular y del Sélido, y el caso de los grupos continuos, de relevancia para
la Mecénica Cudntica y la Fisica de las Interacciones Fundamentales.

El interés en el estudio de las representaciones matriciales de los grupos de si-
metrias es motivado considerando la ecuacién de Schrodinger en un potencial central,
para luego referirse mds generalmente a los grupos de simetrias de sistemas cudnti-
cos. En la presentacién de los grupos de Lie sélo se propone una descripcién intuitiva
de las variedades diferenciables y sus grupos de homotopia. Las propiedades de las
4lgebras de Lie son derivadas preferentemente a partir de sus representaciones matri-
ciales, lo que resulta m4s accesible que presentaciones més abstractas. En particular,
el estudio de los grupos SU(2) y SO(3) y de sus representaciones irreducibles se ex-
pone con mayor extensién, procurando generar a partir de ellos las ideas bdsicas
que faciliten la introduccién de grupos més complicados y de sus propiedades en los
cursos posteriores de Particulas y Campos que lo requieran.

La clasificacién de Cartan de las 4lgebras simples y sus representaciones, descritas
mediante raices, pesos y el grupo de Weyl, son presentados de manera muy resumida

y més bien a titulo informativo, dado el limitado tiempo disponible.
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Por su parte, A — 0 cuando N — oo si, por ejemplo, la funcién ¢(z) satisface

la condicién de Dini?,

* ez +t) — ¢(=)|
[ A < o, (5:2.12)

para un § > 0°. Esta condicién es satisfecha, en particular, por las funciones dife-

renciables (en virtud del teorema del valor medio).

En esas condiciones, limy_,, ¢n(z) = ¢(z) en casi todo punto.

5.3. Subespacios densos en Ly(R)

No toda funcién de Ly(R) tiene una transformada de Fourier en el sentido antes
descrito, ya que no toda funcién de ese espacio es absolutamente integrable en la

recta. Por ejemplo, si
1

p(z) = ﬁ ’
entonces ¢ € Ly(R) pero ¢ ¢ L;(R).

(5.3.1)

Pero si es cierto que toda funcién de soporte compacto y cuadrado sumable tiene
una transformada de Fourier en el sentido usual.

En efecto, si () € Ly(a,b), con —oco < a < b < 00,y ¢(z) =0,Yz ¢ [a,b],
teniendo en cuenta que la funcién caracteristica y(q,5(2) € La(a,b), podemos escribir

que

el = (Xan (@), [e@)]) < Ixea(@)ll2 le@)]2 = Vb —a llp@)llz,  (53:2)
en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

2Ulisse Dini (1845 - 1918).

3En efecto, si f(t) es sumable en un intervalo [a,b], entonces [7 £(t) sin(Nt)dt — 0 cuando
N — oco.

Para demostrarlo, consideremos primero la funcién caracteristica de un intervalo [, d] C [a,b],

que es una funcién sumable. Tenemos que

/ ’ Xiea(t) sin(Nt) dt = cos(N d);r“’s(N 9 0 cuando N — co. (5.2.13)

Lo mismo vale para cualquier funcién escalonada h(t) € Li(a,b), por ser una combinacién lineal
de un nimero finito de funciones caracteristicas.

Finalmente, si f(t) € L1(a, b), teniendo en cuenta que el conjunto de las escalonadas es denso en
Li(a,b), sabemos que Ve > 0 existe una funcién escalonada h(t) € Li(a,b) tal que ||f() —h(t)|: <

€/2. Entonces,

b b b
/ £(t) sin(Nt) dt| < / 1£(H) — h(t)] dt+ / h(t) sin(Nt) dt <g+§:5 (5.2.14)

si N es suficientemente grande.
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donde hemos incluido como subindice el espacio en que actda cada funcional.

Dada f € K* diremos que g € Z* es su transformada de Fourier si, para toda

Y(0) € Z, se cumple que
(9:9)z = (f,9)c » (7.10.2)

donde ¢(z) = F~![](z) € K. Esta relacién puede entenderse como una generali-
zaci6n de la igualdad de Parseval.
Cada distribucién f € K* define, a través de esa relacién, una funcional lineal y

continua sobre Z, que denotamos por F|[f]:

Flfl )z = (L F W) - (7.10.3)

En efecto, es evidente que F[f] asi definida es lineal. Veamos que también es conti-
nua. Consideremos una secuencia convergente ¢,(z) — ¢(z) en K; sus transforma-
das de Fourier ¥,(c) — ¥(c) en Z. Entonces, de (7.10.3) resulta que

Flifltn)z = (fren)e = (f 0 = (FIf,¥)z (7.10.4)

dada la continuidad de f.
En ese sentido, toda distribucién sobre K tiene una transformada de Fourier, que

es un elemento de Z*,
FiK 2 (7.10.5)

Ademds, si fi, f, € K* tienen la misma transformada, F[f,]| = F[f,] € Z*, entonces
¥ € K tenemos (F[fy — fo,¥)z = (i — f2, ) =0= fr = fo.

Inversamente, toda distribucién sobre Z define, a través de la ec. (7.10.2), una
distribucién sobre K de la que es su transformada de Fourier. En consecuencia, F es
una aplicacién biunivoca de K* sobre Z*, F : K* +» Z*. Su inversa, F 1 : Z* — K*,

satisface que

(Fgl o) = (9, FleDz, Yela) €K, (7.10.6)
y se tiene que 1 [F[f]]=f, Vfe Ky F[F gl =g, Vge 2*.

La transformacién de Fourier F : K* — Z* es una aplicacién continua (respecto
de la convergencia débil de funcionales). En efecto, si f, — f en el espacio K*

entonces, para toda ¥(o) € Z, se tiene

Flfal: )z = (s ) = (0D = (FIfL¥)z 5 (7.10.7)

donde ¢(z) = F~'[¢](z). Por lo tanto, también se tiene que F[fn] — F[f] en 2*.

Similarmente, su inversa F ! : Z* — K* es también una aplicacién continua.
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Ejemplo 2.12. La variedad lineal generada por las potencias de ¢ en el intervalo
[=1,1], que es el subespacio de los polinomios Pa(—1,1), es denso en el espacio
Cy(—1,1) que, a su vez, es denso en el espacio completo Ly(—1,1). Entonces, por
el Teorema 2.6, el conjunto de los polinomios de Legendre (que se obtienen por
ortogonalizacién de las potencias de ¢ - ver ec. (1.4.2)) es un sistema ortogonal
completo en La(—1,1).

En consecuencia, toda funcién de cuadrado sumable en [—1, 1] puede ser desa-
rrollada en una serie de polinomios de Legendre (debidamente normalizados), y esa

serie converge en media a la funcién.

Ejemplo 2.13. El sistema de las funciones trigonométricas, {cos(kt),k = 0,
1,2,...;sin(lt),l =1,2,3,...}, es ortogonal y completo en Ly(—m, ).

En efecto, es bien sabido que una funcién periédica de perfodo 27, con una
derivada primera continua en toda la recta, tiene un desarrollo en serie de Fourier
que converge uniformemente a la funcién en toda la recta.

En consecuencia, el espacio lineal generado por las funciones del sistema trigono-
métrico es denso en un conjunto que llamaremos F, que contiene a todas aquellas
funciones definidas en el intervalo [—m, 7] que pueden ser extendidas a toda la recta

como funciones 2w-periédicas y con una derivada primera continua,
L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en F. (2.10.26)

Este conjunto F contiene, en particular, funciones con una derivada primera con-
tinua en (—, 7) y que se anulan idénticamente en intervalos de la forma [—m, —7+4]

y [ — 6,7, con § > 0.

Veremos que F es denso en el conjunto de los polinomios Py(—, ), que a su vez
es denso en Ly(—m, 7). Para ello, consideremos un polinomio P(t) y una secuencia
de funciones reales y diferenciables, {hx(t),k € N}, tales que tomen valores entre 0
y 1y satisfagan

0, m— M) <<,
hi(t) = (2.10.27)
1, f<a— ().

Evidentemente, el producto hi(t) P(t) € F,Vk. Y si |P(t)| < M, Vt € [a,b], su

distancia a P(t)

o1 P0.PO) = [ () - 1? PO e <

1\* 1\*
coara(3) —ae (2) o

(2.10.28)
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La transformacién de Fourier inversa corresponde a

N do
1 _ _ oz
F¥l(z) = p(z) = Jim [ o (o) ord (5.2.6)
definicién que sélo vale bajo ciertas condiciones de regularidad sobre ¢(z).

Como la integral que define ¥/(0) en (5.2.1) converge absoluta y uniformemente

en o, el teorema de Fubini permite escribir

on(z) = /j: (o) = \/— 7: {/jj ew(ky)d”} #(v) ;7yr -

1 [ : Si“(tN 9 oo+ 1) dt — (.2.7)

kg

—o@+1 [C B g -y,

dado que!

1 / Sln(tN a1, (5.2.9)

™

La dltima integral en (5.2.7) puede escribirse como la suma (A + B), donde

sin(Nt
A= N (o +) - o)) dt,
[tl<T
(5.2.10)
5o sin(Nt) oo+ 1) dt — () sln(tNt) it
[tI=T [tI>T
Es evidente que, para casi todo = € R,
in(Nt in(Nt
1B < / S"’(t ) iz +1) dt| + ‘p(z) 5‘“(t ) dt‘ (5.2.11)
[>T 1t1>T

resulta tan pequefio como se quiera con sélo tomar T suficientemente grande (da-
do que ambas integrales son convergentes sobre toda la recta), y eso VN > N,

arbitrario.

1En efecto, sea C una curva que se aparta del eje real de manera de dejar el origen por arriba,
entonces,

—iNe

1o snve gy hm.sﬂm(fi [ )‘"‘;7;,15:

(5.2.8)

Nt

= Jo S dt — [ St dt —ilims o+ [, sin (Vo) df = 2240+ 0=,

donde hemos cerrado el camino de integracién por el semiplano superior en la primer integral y

por el inferior en la segunda.
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7.9. Distribuciones sobre Z

De forma similar a como se hizo con el espacio K, se introducen las funcionales
lineales y continuas sobre el espacio Z. Estas distribuciones, que pueden ser re-

gulares o singulares (con el mismo significado que antes), conforman el espacio dual
Z* respecto de operaciones lineales definidas de la misma manera que antes.

Ademés, se define la convergencia débil en Z* de modo que

9o = g8t (90,%) = (9,%), V(o) €Z. (7.9.1)

También se define una operacién de derivacién sobre elementos de Z* de modo

que, para toda funcién ¥ (o) € Z, la distribucién derivada satisface

(9 0)=—(g.¢) - (7.9.2)

Al igual que la derivacién en K*, ésta es una operacién continua: si g, — g en Z*,

entonces (g, %) = —(gn, V) = —(9,¢) = (¢',%)-

En particular, Ly(R) C Z*. En efecto, si g(0) € Ly(R), ella permite definir una

distribucién regular sobre Z como el producto escalar

(9:%) = (9, ¥V)1,m) - (7.9.3)

Esta funcional es evidentemente lineal. Para ver que también es continua, tomemos
una secuencia ¥,(c) — ¥(o) en Z. Esto significa que sus antitransformadas de
Fourier ¢,(z) — ¢(z) en K y, por lo tanto, también convergen en media. En esas
condiciones, siendo f(z) = F~'[g](z) (en el sentido de Ly(R)), y teniendo en cuenta
las propiedades de F y la continuidad del producto escalar en Ly(R), tenemos

(9,%n) = (9, ¥n)1,@) = (f Pn)Lym) nosoo
(7.9.4)

= (f, ‘P)Lz(]k) = (9, 1/))[,1(11) =(9,%) -

7.10. Transformacién de Fourier en K*

Hemos visto que la transformada de Fourier establece una correspondencia bi-
univoca entre los elementos de los espacios K y Z, que preserva las operaciones
lineales y la convergencia de secuencias. Es posible establecer una correspondencia
similar entre los respectivos espacios duales, K* y Z* que generaliza la correspon-
dencia inducida por F entre sus subespacios La(R).

En efecto, para toda f(x) € Ly(R), cuya transformada g(o) = F[f](¢) € Ly(R),
y para toda funcién ¢(z) € K, cuya transformada ¢ (o) = F[¢](0) € Z, tenemos

(f, 0 = (£, Py = (0 D)oy = (99)z (7.10.1)
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Como el espacio es completo, todo vector z € E es el limite de su desarrollo de

Fourier respecto del sistema completo {e.,k € N},

0
z= Zak er, ar=(er,z) €R. (2.10.34)
k=1

Ademés, como el sistema es completo la desigualdad de Bessel se reduce a la igualdad
de Parseval,

o
l21?=3af <oco. (2.10.35)
k=1
Estos coeficientes de Fourier permiten definir un elemento del espacio L,,
o0
i:{ak,kEN, con Za,?<oo}€[,2‘ (2.10.36)
k=1

Inversamente, dados el sistema ortonormal {e;,k € N} C E y un elemento
T € L, como en la ec. (2.10.36), puede asociarse a éste un vector de E dado por el
limite de la serie de la ec. (2.10.34).

Dada la unicidad de los coeficientes de Fourier, esta relacién establece una corres-
pondencia biunivoca entre los elementos de E y los de £,. Se verifica de inmediato
que esta correspondencia preserva las operaciones lineales y los productos escalares.

Por ejemplo, si z,y € E se corresponden con z = {ay},§ = {bx} € L, respecti-

vamente, tenemos que
0
(@,9e=_ ab= (7,7, (2.10.37)
k=1

Por lo tanto, E es isomorfo a L,. m}

Similarmente, todo espacio de Hilbert complejo es isomorfo a la extensién com-
pleja del espacio L. Este es un espacio euclideo cuyos elementos son sumas formales

de la forma Z + i 7, con Z,§ € L2, y en el cual el producto escalar se define por

(@+i5,7 +i7) = (3,7) +(5,7) +i(@,7) —i(7.7) . (2.10.38)

Bibliografia:
» Georgi Ye. Shilov, An Introduction To The Theory of Linear Spaces. Prentice-
Hall International, London, 1961.
= Georgi Ye. Shilov, Mathematical Analysis, A Special Course. Pergamon Press,
Oxford, 1965.

= A.N. Kolmogorov y S.V. Fomin, Elementos de la Teoria de Funciones y del
Andlisis Funcional. Editorial MIR, Moscd, 1975.
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5.4. El espacio de Schwartz

El espacio de Schwartz? S es el espacio lineal formado por el conjunto de las
funciones con derivadas de todo orden continuas y de decrecimiento répido (es decir,

que se anulan en el infinito més rdpido que cualquier potencia de z71),

o(z) €C*(R),
p(z)eS=> (5.4.1)
a5 ()| < Kialgl, Vk,q.

Nétese que, Vi € S, resulta de (5.4.1) que zp(z) € S y ¢'(z) € S. Entonces, Vk,q,
k@ (z) € S.

Evidentemente, C3°(R) C Sy, en consecuencia, S es denso en Ly(R).

Ademés, S C Li(R), de modo que toda funcién en S tiene una transformada de

Fourier en el sentido usual,

Flelo) =vto) = [~ e ple) (5.42)

que es continua y tiende a 0 en el infinito.

Por otra parte, las funciones z*p(z) € S para todo k € N, de modo que las
integrales

% ik dx
[ cinte@ = (5.43)

convergen absoluta y uniformemente en toda la recta o € R, correspondiendo en
consecuencia a las derivadas k-ésimas de 9(0), ¥® (). En efecto, tenemos por
ejemplo que
Kiy20

[64%0(@)| < Kerap = [#*o(o)] < K2t

(5.4.4)

Pero entonces 9(*)(g) es la transformada de Fourier de una funcién en S, de

donde resulta que es continua y tiende a 0 en el infinito.
En consecuencia, ¥(0) tiene derivadas de todo orden continuas, 1(c) € C*(R).

Como las funciones (—iz)*p(z) € S, podemos integrar por partes para escribir

(i0)'9®(0) = [ : [(g)qeﬂ'ﬂ] (41)%(:)%:

Jre [ o] e

4Laurent-Moise Schwartz (1915 - 2002).

(5.4.5)





index-208_1.png
7.10. TRANSFORMACION DE FOURIER EN K* 207

Ejemplo 7.13. La funcién € € C*(R) define una distribucién regular y, en ese

sentido, tiene una transformada de Fourier. En efecto, tenemos

(F™1,9(0)) 5 = (7 1,9(@) o = (1,7 (@) c =
(Var (o), ¥ (0 = @))) | = Vory (—(i)") =

— Vir i [(*27"')]'= $9(0) = (7.10.14)
k=0 .

ot _ipyE
=var 3 BT (Capsto), w0
k=0 )

para toda funcién (entera) 1(c) € Z. La convergencia de esa serie numérica para to-
da funcién de prueba corresponde a la convergencia débil de la serie de distribuciones
(formalmente una serie de Taylor)

: ba (@D)* S
6(0 +1ib) := F[e**](0) = Z ] §® (o), (7.10.15)

k=0
donde la distribucién d(o + ib) asf definida tiene soporte concentrado en un tinico

punto, de modo que toma el valor nulo sobre sobre toda funcién de prueba que se

anule en s = —(ib)*.

En el caso general, el hecho de que las funciones del espacio Z sean analiticas

enteras permite definir funcionales trasladadas, g(0) — g(o+h), mediante la relacién

(900 + 1), 6(0))z = (9(0), (o — b))z, ¥o(0) € 2, (7.10.16)

lo que evidentemente corresponde a una funcional lineal y continua. Téngase en
cuenta que si ¥,(0) — ¥(0) en Z, también converge la secuencia de funciones
desplazadas, ¥, (0 — h*) = (o0 — h*).

Teniendo en cuenta que la serie de Taylor para (o) también converge en Z, y

que g es continua, tenemos

> h*)" ®
(9(o +h), Z - 0(0), 49 (0) ; =
k=0

(7.10.17)

(z": )
zZ

pa
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cuando k — oco.

Por lo tanto
L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en Ly(—m, ). (2.10.29)
Como el sistema trigonométrico ya es ortogonal, normalizando esos vectores ob-
tenemos un sistema ortonormal y completo en Ly(—m, ),

cos(kt) _sin(lt)
{ﬁ,kzo,—\/gr ,121}, (2.10.30)

de acuerdo con el Teorema 2.6. En un espacio complejo también podemos tomar el

sistema ortonormal completo

{% ke z} . (2.1031)

Ejemplo 2.14. Los sistemas {\/gcus(k't) k=0,1,2,... } y {\/gsin(kt) s
k=1,2,3,...} son ortonormales y completos en Ly (0, ).

En efecto, las funciones de cuadrado sumable en [0, 7] pueden ser extendidas al
intervalo [—, 7| como funciones pares o impares, cuyas series de Fourier se reducen a
series de cosenos y senos respectivamente. La convergencia en media de la sucesién de
sumas parciales (también pares o impares, segin el caso) a la funcién en el intervalo
completo implica la convergencia en media en [0, 7],

/ " o) — Sx () dt =2 / " 15(t) — Sw(O)? dt — 0 (2.10.32)

-

cuando N — oo.

Ejemplo 2.15. Por un razonamiento similar, se puede demostrar que el sistema
ortonormal {2 cos(kt) cos(ls) , k,1 > 0} es completo en Ly((0,7) x (0,7)).

Teorema 2.7. Todo espacio de Hilbert real E es isomorfo al espacio L.

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio euclideo infinito-dimensional,
completo y separable. Asi, todo espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal y
completo de vectores.

En efecto, por ser separable, E contiene un conjunto denso numerable,
F = {z,25,...,%,... } densoen E. (2.10.33)

En consecuencia, la variedad lineal generada por esos vectores es también densa en
E y, por el Teorema 2.6, el sistema ortonormal que se obtiene por ortonormalizacién

de la secuencia F, {e}, €y,..., €, ...}, es completo.
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De hecho, las funciones de soporte compacto y cuadrado sumable forman un
conjunto denso en Ly(R). En efecto, dada ¢(z) € Ly(R) definimos

P@), |zl <N,
on(z) = (533)
0, |z|>N.

Evidentemente, o (#) € La(R), [onlla < ¢l v lenlle = ol cuando N oo,
Ademds, oy — ¢ en Ly(R) ya que

lew —olla* = / len (@) = @(@)I dz = llella” ~ w2 — 0. (5.3.4)

—c0

Recordemos que el espacio formado por los polinomios de todo grado es un
conjunto denso en Ly(—N, N).

Consideremos la funcién definida por

e(N:asz) Jz| <N,
Se(z) = (5.3.5)

0, [z > N,

con € > 0. Esta funcién es de soporte compacto (contenido en [~N, N]) y tiene
derivadas continuas de todo orden: ¢.(z) € C§°(R) (espacio lineal de las funciones
de soporte compacto en la recta y con derivadas continuas de todo orden). Ademds,
toma valores entre 0 y 1 (0 < ¢c(z) < 1) y converge uniformemente a 1 cuando
€ — 0 en todo intervalo cerrado de la forma [-N + 4, N — 4], con § > 0.

Sea P(z) un polinomio y M = max{|P(z)|} para —N <z < N. Llamemos
P.(z) = P(z)¢e(z) € C°(R). La distancia entre esas dos funciones de Ly(—N, N) es

IP(@) ~ P(@)lla* = [ |P(a) — Pu(a)[2da <
(5.3.6)
<M { [V vde 4 [N - @) de+ [V 1de)

que puede hacerse tan pequena como se quiera con sélo tomar ¢ y e suficientemente
pequetios.

Por lo tanto, es posible encontrar en el espacio C§°(R) funciones tan préximas
como se quiera a una dada funcién de soporte compacto y cuadrado sumable. Dado

que éstas forman un conjunto denso en Ly(R), resulta que C5°(R) es un subespacio
denso de Ly(R).





index-207_1.png
206 7. TEORIA DE DISTRIBUCIONES

Puede comprobarse facilmente que son vilidas las mismas férmulas que para las

transformadas y antitransformadas de Fourier de derivadas de funciones en S:

FIfl = Fl-iz fl = F[P(x) f] = P(i35)FIf],
(7.10.8)
Flf=io Flf] = P(o)FIf] = FIP(~ig) f]-

Por ejemplo,
(FIY, $(0))z = = (FIf],¥'(0))z = — (f, —izp(2))c =
(7.10.9)
= (—izf,¢(z))c = (F[-izf], ¥(0))z , V(o) € Z.

Ejemplo 7.11. La trasformada de Fourier de la distribucién 6(z) estd dada por

(FIO(@)),%(0))z = (3(2), (@) = (0) =

7.10.10
. (7.10.10)

Por lo tanto, F[§(z)] = 1/v/2m.

Similarmente, para la transformada de Fourier de una constante tenemos

0

(F],9(0))z = (L (@) = / (z) dz = V2 y(0) =

—co

(7.10.11)
= (Var o), ()

para toda (o) € Z. Entonces, F[1] = V27 §().

Ejemplo 7.12. Consideremos ahora un polinomio P(z) (¢ Ly(R)). Tenemos
F[P(z)] = F[P(z)1] = P (z%) Fli] =V2r P (i%) 8(0), (7.10.12)

que es una distribucién con soporte concentrado en el origen.

Similarmente,

F [P (4%) 5(1)] — P(o)Flé(a)] = \/% P(o). (7.10.13)
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tiene solucién tnica V f(t) € La(a,b) y Vu € C, la que estd dada por

o0 =10+ [ T30 £0)ds.

Ejemplo 4.4. Consideremos el nticleo de Volterra

donde a < t,s < b. Entonces,

¢
/ e = (t—5) ", t> s,
s

Ky(t,s) =
0, t<s,
/t s (r—s) e dr = C ;'8)2 & t> s,
Ka(t,s) =4 °° .
0, t<s,
y en general

/t e Ll R T e S e
Kilt,s) =4 ’* (k—2)! E—1)1

0, t<s.

En esas condiciones,

donde la serie converge ¥V € C.

(4.7.54)

(4.7.55)

(4.7.56)

(4.7.57)

(4.7.58)

(4.7.59)
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que es también un nicleo de Volterra acotado por

|Kalt,s) 1< [ I K(en) Kalro) | dr <

(4.7.48)
t _ _ )2
5/ 2 sydr < 2t 0 < g OO
En general, tenemos
b
Kilt,s) = / K(t,r) Kr(r,5) dr =
t
/ K(t,r) Ky_1(r,s)dr, t>s, (4.749)
0, t<s,
que es también un nicleo de Volterra cuyo médulo estd acotado por
t
| Kults5) < [ 1K () Kuca(rys) | dr <
(4.7.50)
o (r—9)* e (t—9)*" e b —a)*
< < .
/ M=oy < - M oo
En esas condiciones,
M1 (b — q)k1
I Ko < [0 - o) 2 L0 (@5

y la resolvente existe en todo el plano complejo.

El hecho de que los nicleos iterados estén uniformemente acotados (ver ec.
(4.7.50)) hace que la serie para I'(t, s; 1) sea uniformemente convergente para a <

t,s < by para p tomando valores en cualquier regién acotada del plano complejo,
[r]I<A,

Zm Kk(tS)I<ZIuI'°M'°((

)k 1
]

Esto implica, en particular, que I'(t, s; u) = 0 parat < s, de modo que ', = R, —1

< (AM) pME-a) (4.7.52)

es también un operador integral de Volterra.

Por lo tanto, la ecuacién integral

o) — / K(t,5)pl(s)ds = f(t), con | K(t,)|<M, (4.759)
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Diremos que un conjunto de puntos A C [a,b] tiene medida menor que un
niimero € > 0 si A puede ser contenido en un conjunto (finito o infinito numerable)

de intervalos cuya longitud total sea menor que €.

Ejemplo 2.8. El conjunto de los niimeros racionales tiene medida menor que
cualquier ndmero positivo €.

En efecto, siendo un conjunto numerable, Q = {q1,¢s,... }, el k-ésimo racional
puede ser contenido en un intervalo de longitud < £/2*, de manera tal que la longitud

total de esos intervalos serd menor que

oo
€

ke
k=1 2

=¢. @7.1)

Un conjunto de medida menor que cualquier ndmero positivo se dice de medida
nula.

Una funcién f(t), definida en un intervalo [a, b], se dice medible si, Ve > 0, ella
puede ser redefinida en un conjunto de medida menor que ¢ del intervalo [a,b] de

manera tal que la funcién resultante sea continua.

Ejemplo 2.9. Una funcién con un nimero finito de discontinuidades aisladas es
medible. Basta con redefinir adecuadamente a la funcién en un entorno suficiente-

mente pequeno de cada punto de discontinuidad para obtener una funcién continua.

Ejemplo 2.10. Una funcién con una singularidad aislada, como

e 0<t<1
fy=4 L oopalsish @7.2)
0, parat =0,

con a > 0, es medible. Ella puede ser redefinida en el intervalo (0,¢), por ejemplo,

como una funcién lineal que se anule en el origen y tome el valor €™ en ¢ = €. De

esa manera se obtiene una funcién continua en el intervalo [0, 1] para todo £ > 0.

Ejemplo 2.11. La funcién de Dirichlet, definida en el intervalo [0, 1] como

)1, vVteq,
x(t)f{ 0 vieg @27.3)

es una funcién medible. En efecto, el conjunto de los nimeros racionales puede
ser contenido en un subconjunto de [0,1] de medida menor que cualquier &€ > 0.

Redefiniendo allf adentro a la funcién, por ejemplo, como tomando valores nulos se

obtiene una funcién continua, idénticamente nula.





index-68_1.png
2.7. LA INTEGRAL DE LEBESGUE 67

No obstante, existen funciones que no tienen una integral de Riemann (ni propia
ni impropia) pero que si son integrables en el sentido de Lebesgue.

Un ejemplo es la funcién de Dirichlet, ec. (2.7.3). Esta funcién no es integrable
en el sentido de Riemann, porque el limite de las integrales de funciones escalonadas
que aproximan a x(t) por arriba no coincide con el limite de las que la aproximan
por abajo.

Pero esta funcién medible puede ser modificada en conjuntos de medida arbitra-
riamente pequena, de modo de obtener una secuencia de funciones continuas xy(t)
cuyas integrales estén acotadas. La eleccién de estas funciones que conduce a los
minimos valores posibles para sus integrales corresponde a tomar xx(t) = 0 para

todo k. Entonces,

A @) d = Inf{ lim A ' ® dt} —0. (2.7.6)

k—o0

Lema 2.11. Si f(t) > 0 es una funcidn integrable de Lebesgue y 0 < g(t) < f(¢),

entonces g(t) también es sumable y su integral satisface

0< / ’ glt)dt < / " foyde. @77

Una funcién medible f(t), que toma valores tanto positivos como negativos, se

dice sumable si su valor absoluto | f(t)| es sumable.

En ese caso, por la propiedad anterior, las funciones

f4(t) = max{0, f(t)} < |F(8)],
(2.7.8)

J-(t) = max{0,—f(O)} < |f ()],

que toman valores no negativos, son integrables de Lebesgue. Dado que f(t) =
f+(t) — f-(t), se define la integral de Lebesgue de esa funcién como

b b b
/ £ty dt = / Folt)dt— / f)dt. 27.9)

Sila funcién f(t) toma valores complejos, y su médulo | f(¢)| es sumable, entonces
se define

b b b
/ Pty dt = / RO} de+i / S0} dt. (2.7.10)
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Entonces, para todo € > 0,

@) = (1,6 (2) ¢@) = (£,6 (2) Pul@)) + (1,6 (£) (0(a) = Pula)) ,

(7.5.35)
donde Py (z) es el polinomio de Taylor de orden m de ¢(z). Si f = f™, con fo

regular definida por una funcién continua, podemos escribir

(7.6 (2) 0t~ Pata)| = | [ 50 [6 () 6t - Pato] | <

< g ( : ) js | fo(z)| e7F ¢® (g) |(W(I) _ Pm(z))(n—k)| <

<D Mylfo, ple TR < M fo, ] 7,
o
(7.5.36)

dado que las derivadas de todo orden de ¢ son acotadas, lo mismo que la funcién
continua f; en el intervalo [—¢,¢], ¥ |¢(z) — Pn(z)| = O (z™*). Por lo tanto, si
m > n — 1 el segundo término en el lado derecho de (7.5.35) tiende a 0 cuando
e—0.

Finalmente,

(@) = (f, () <z))
(7.5.37)

Vemos entonces que las rigidas restricciones que hemos impuesto sobre las fun-
ciones del espacio K (que, no obstante, es denso en Ly(R)), nos permiten obtener
un conjunto muy amplio de funciones generalizadas (toda restriccién del espacio
conlleva una ampliacién del espacio dual) sobre las cuales aplicar con gran libertad

las operaciones de paso al limite y diferenciacién antes definidas.

7.6. Ecuaciones diferenciales en K*

Consideraremos ahora el problema de reconstruir una funcién generalizada a
partir de su derivada.

Primero mostraremos que sélo las distribuciones (regulares definidas por fun-
ciones) constantes tienen por derivada a la distribucién nula. La igualdad y' = 0
implica que, para toda ¢(z) € K, es

(,9) =~ (3.¢)=0. (7.6.1)
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2.7.1. Nocién de integral de Lebesgue. Consideremos una funcién medi-
ble en el intervalo [a,b], f(t), que toma valores no negativos. Entonces, dada una
secuencia de niimeros positivos £, — 0, para cada k podemos construir una fun-
cién continua fi(t), que también tome valores no negativos, y que sélo difiera de la
anterior en un conjunto de medida menor que &j.

Si esas funciones fi(t) pueden ser construidas de manera tal que sus integrales
(en el sentido de Riemann) tengan una cota superior comun, entonces la funcién
f(t) se dice sumable o integrable en el sentido de Lebesgue.

En ese caso, se puede demostrar que las funciones fi(t) pueden ser elegidas de
modo que sus integrales formen una secuencia convergente cuyo limite, no obstante,

puede depender de la esa eleccién.

En efecto, si la funcién f(t) ha sido modificada en un intervalo A, de longitud 4,
a los efectos de obtener una funcién continua fi(t), nada impide sumarle a fi(¢) una
funcién continua no negativa, que se anule fuera de A y cuya gréfica sea, por ejemplo,
un tridngulo de base § y altura 2¢/d, con ¢ > 0. Esa modificacién incrementa en ¢

el valor de su integral,

b b
/ Rt dt = ot / o (27.4)

Entonces, el limite de la secuencia de integrales puede ser incrementado arbitra-
riamente. Pero la condicién fi(t) > 0 impide que pueda ser disminuido arbitraria-
mente.

En esas condiciones, se define la integral de Lebesgue de f(t) (y se la denota por
el mismo simbolo que la integral de Riemann) como la mayor cota inferior o infimo

del conjunto de valores posibles para el limite de la secuencia de integrales de las
funciones f(t),

/,, " {0y dt = Tnf { Jim / " 1) dt} i ©275)

donde deben tenerse en cuenta todas las posibles elecciones de las funciones fi(t).

Con esa definicién, se puede demostrar que si una funcién que toma valores no
negativos f(t) tiene una integral de Riemann (porque es continua), o una integral
de Riemann impropia (como es el caso de una funcién con una discontinuidad, o
con una singularidad integrable f(t) = ¢™, con 0 < a < 1), entonces también es
sumable, y su integral de Lebesgue coincide con su integral en el sentido de Riemann.

Similarmente, una funcién no negativa que tiene una singularidad no integrable,
f(t) =¢*, con a > 1, tampoco es integrable en el sentido de Lebesgue dado que,

en ese caso, las integrales de las funciones fi(t) no estdn acotadas.
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En particular, consideremos una distribucién f € K* de soporte compacto,
Sop(f) C [—a,a], con a > 0. Para un dado € > 0, tomemos una funcién real
he(z) € C°(R) que satisfaga

LV <a,
he(z) = (7.5.28)
0,V|z| >a+e.
En esas condiciones, V ¢(z) € K tenemos que

(f,0) = (f,he @) + (f,[1 = bl @) = (f, he ) (7.5.29)
dado que Sop(f) N Sop[l — h.(z)] = 0.

Ahora bien, como f puede representarse como fé"), donde fj es una distribucién

regular definida por una funcién continua fo(z) y n € N, podemos escribir

() = (£ e ) = (0" (fo, (he ) ™)
=(-" Z::D ( : ) (fo, hgkk) ‘P(k)) (7.5.30)

= Sh(-1 ( . ) (2 5)" ) -

Por lo tanto, Ve > 0 existe un conjunto de funciones continuas

Jeal(@) = (=1)"* ( : ) he(@)™™ fo(x), k=0,1,....n, (7.5.31)

con soporte contenido en el intervalo cerrado [—(a+¢), a+¢], tales que la distribucién

de soporte compacto f puede escribirse como

5= (ferl@)®. (75.32)
k=0

Si f € K* tiene soporte concentrado en un punto z, € R, un razonamiento

similar permite mostrar que en este caso la funcional es de la forma
n
F= 3wt ), (53
k=0

para algin n € N.
En efecto, supongamos que Sop(f) = {0} y consideremos una funcién ¢(z) €
Cs° (R) tal que

1 <12,
¢(,),{ 0 ot (7.5.34)





index-166_1.png
6.5. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE OPERADORES SIMETRICOS 165

Lema 6.3. Si T es esencialmente autoadjunto, entonces T' tiene una tnica ez-
tension autoadjunta®.

En efecto, supongamos que S es una extensién autoadjunta de 7. Entonces,
S = St es cerrado. Y como T ¢ S = T = T c S. En consecuencia, para los
adjuntos de esos dos operadores tenemos que ST = S C T =T.Porlo tanto, S =T

Lema 6.4. Si T es clausurable, entonces T es esencialmente autoadjunto si y
sélo si Tt es autoadjunto.

En efecto, por el Teorema 6.1, si T' es clausurable = T' =T, Ahora bien, si T’
es esencialmente autoadjunto = Tt = T =T= T, es decir, T es autoadjunto.

Inversamente, si TT es autoadjunto, entonces Tt = Tt = T = T es autoadjunto.

Por lo tanto, T es esencialmente autoadjunto.

Lema 6.5. SiT es autoadjunto, T =T, entonces T es cerrado. Ademds, A\ = +i
no es un autovalor de T'.
En efecto, sea p1 € D(TT) = D(T) tal que TTps = +ips = Tps. Entonces,

(T'ps, p1) = Fillpsl® = (b2, Tps) = Hillpx|® = llpsll = 0. (6.5.1)

Inversamente, si T es simétrico y cerrado, y las ecuaciones Ttpy = +ips no
tienen soluciones no triviales, entonces T es autoadjunto como consecuencia del

siguiente teorema.

Teorema 6.4. Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) T es autoadjunto,
b) T es cerrado y Ker(Tt ¥41) = {0},
¢) Rank(T +iI) ="H.
Por una parte, es evidente que a) = b).

Para ver que b) = ¢) supongamos que Rank (T'+: I) no sea denso en . Entonces,

existen vectores no nulos ¥, € H tales que
(s, (T +iI)p) =0, Yo € D(T) denso en H.. (6.5.2)

Esos productos escalares definen funcionales lineales y continuas (idénticamente nu-

las) de ¢, de modo que v+ € D(TT), y podemos escribir

(T'FiT) ap) =0, ¥p e D(T) = Thiw=+igy.  (653)

9En general se debe tratar con operadores T simétricos no cerrados. Si se puede establecer que

T es esencialmente autoadjunto, entonces T esté unfvocamente asociado a un operador autoadjunto
T =Tit
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Teorema 6.3. Si T es un operador autoadjunto, entonces

a) el espectro residual de T' es vacio, o.(T) =0,
b) el espectro de T es un subconjunto de los reales, o(T) C R,
c) autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre

st.
Para ver que esto es asi, primero consideremos la aplicacién
[T—A+ip)I):D(T) — Rank [T — (A+ip) I CH, (6.4.6)
donde A, € R. Tenemos que

1T = A +im el = (T = A0 > + p2llel* > wllell® (6:4.7)

V¢ € D(T). En consecuencia, (A+ip) & op(T) si pn # 0.
Ademés, para p # 0, [T—(A+ip)I] es una biyeccién de D(T) en
Rank[T' — (X +i ) I] con inversa acotada. En efecto, si 1 y ¢ tienen la misma

imagen, entonces

0= [T -=A+ipTpr—w)ll 21 1] ler =l (6.4.8)

lo que implica que ¢; = ;. Por otra parte, de (6.4.7) también resulta que

llel 1
M=+ imTel = Tul

desigualdad que muestra que la inversa de [T — (A+ip)I] es acotada en
Rank[T — (A +ip) I).

En esas condiciones, si Rank[T' — (A +iu)I] no es denso en , entonces (A +
ip) € 0.(T) = (A —ip) € (Tt = T), lo que hemos visto que no es posible si
p#0.

Por lo tanto, Rank[T — (A +i ) I] es denso en H y (A +ip) € p,(T) para todo
1 # 0, lo que prueba que o(T) C R.

Finalmente, si un real A € 0,(T) = X\* = X € 0,(T" = T), lo que no es posible

: (6.4.9)

porque (por definicién) se trata de conjuntos disjuntos. Por lo tanto, o,.(T) = 0. O

6.5. Extensiones autoadjuntas de operadores simétricos

Un operador simétrico T se dice esencialmente autoadjunto si su clausura T'

es un operador autoadjunto.
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Si ¢(z) € D(PT), entonces x(z) € La(R) tal que

(¥, Pp) = (¥, —i¢) = / ()" (—ig'(2)) dz = (x, ), (6.5.8)

Sop(p)
V¢ € D(P). Esto requiere que (z) € AC(R) N Ly(R), con una derivada primera
9/(z) € La(R), en cuyo caso tenemos x(z) = —i ¢/ (z).
En consecuencia,
D(PY) = {¢(z) € ACR) NLy(R) | ¥/(z) € Lo(R)},
(6.5.9)
Plij(z) = —i¢/ ().
Como D(Pf) > S, D(P') es denso en Ly(R) y puede definirse Pt = P. Un

razonamiento similar al anterior muestra que D(P') = D(Pf), con Pfy(z) =
—i¢/(z). Es decir, PIt =P = Pf.

En consecuencia,

a) Como P es autoadjunto = P es esencialmente autoadjunto.

b) Consideremos la ecuacién de autovalores

Plya(a) = +idha(s) =~ (a). (65.10)
Como 4 (z) € AC(R), resulta que 14 (z) € C*(R) y entonces debemos resolver la
ecuacién diferencial ordinaria
U (2) = For(z) = Pu(2) = €7 ¢ La(R). (6.5.11)
Por lo tanto, Ker (P! #4I) = {0}.
c) Finalmente, mostraremos que Rank(P + i/) es denso en Ly(R). Para ello, con-

sideremos por ejemplo el operador (P + ¢I) y mostremos que su rango contiene al
subespacio denso C3°(R).
Supongamos que (P + il)p(z) = ¥(x) € C°(R), funcién cuyo soporte esté con-

tenido en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces,
(p@) —ev) > o= {o0+i [ Hwa) . G512

La condicién de que ¢(z) —3;,00 0 requiere que p(0) = —i j;,b e ¥1)(y) dy, de modo

que
b
p(z) = —ie” / e YP(y)dy (6.5.13)

se anula para z > b. Por su parte, para z < a,

b
p(z) = —ie” / e VY(y) dy, (6.5.14)
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En consecuencia, Ker (Tt +41I) # {0}.

Por lo tanto,
Ker (T' +4I) = {0} = Rank(T +I) denso en H. (6.5.4)

Si, ademés, T es cerrado se puede demostrar que el rango de T es también
cerrado, de modo que Rank (T +4I) = H'. Por lo tanto, b) = c).

Por otra parte, si Ker (TT F iI) # {0} es porque existen vectores no nulos ¢+ €
D(T) tales que Tt ¢y = +itpy. Entonces,

(T'FiT) e ) = (e (T £iD ) =0, ¥p e D(T),  (655)

de modo que Ker (T1 F iI) es ortogonal a Rank (T 47 I), que entonces no es denso
en H.

Por lo tanto,
Rank (T +i1) denso en H = Ker (T F4I) = {0} . (6.5.6)

Finalmente, supongamos que Rank (T'+iI) = H. Entonces, V¢ € D(T') existen
vectores @, € D(T) tales que

(TP +il)¢p = (Txil)pr= (T +iI) (W —ps) =0, (6.5.7)

dado que T es simétrico. Pero, en esas condiciones, la implicacién (6.5.6) requiere
que ¥ = ¢z, de modo que D(TT)  D(T).
En consecuencia, T1 =T, y ¢) = a). O

De este Teorema se deduce de inmediato el siguiente

Corolario 6.4.1. Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es esencialmente autoadjunto,

b) Ken(Tt+iI) = {0},

¢) Rank(T +1i1) es denso en H.
Este resultado establece el criterio bésico para determinar cudndo un operador

simétrico tiene una tnica extensién autoadjunta.

Ejemplo 6.6. Para describir el impulso en la Mecdnica Cudntica se introduce

el operador diferencial en la recta Pp(z) = —i¢/(z) (con ki = 1), que es simétrico
sobre el dominio D(P) = S (espacio de Schwartz - Ver Capitulo 5.4)

10Ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Vol. I, Theorem VIIL3,
pag. 256.
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El axioma de positividad permite definir una norma o longitud para cada vector

de un espacio euclideo:

Il 2 [l:== +v/(z,2) > 0. (1.1.12)
En particular, || z |[=0< 2 =0.
Por otra parte, si A € C,

Az = VIAR@z) = A = - (1.1.13)

Esto permite normalizar todo vector de longitud no nula. En efecto, si z # 0

entonces || z ||> 0. Sea A € C tal que |A| = || z || ", y sea y = Az. Entonces,

lyll=1Alzl=1. (1.1.14)
&
. &
Ejemplo 1.3. Paraz = " eR",
én

Iz = \/m (1.1.15)

Ejemplo 1.4. Para z(t) € Cs(a,b)

1

hot={ [ mora) . (1116)

Un subconjunto F C E se dice acotado si la longitud de todos los vectores

z € F estd acotada por una misma constante, || z [|[< K.

Ejemplo 1.5. La esfera de radio 1 en E, que contiene a todos los vectores de

longitud || z ||[< 1, es un conjunto acotado.

Consideremos dos vectores no nulos z,y € E para los cuales (z,y) = ¢ |(z,y)|,

y sea A € R. Entonces, el cuadrado de la norma de la combinacién lineal A e z —y,

PQ) = Ae?z —y |>= (Ae?z—y, Az —y) =
Xo(z,2) — Ne(z,y) — Ae¥(y, 7) + (3,1) = (1117)

=Nz | =2\ y)l+y*>0,
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Lema 1.2. Si los vectores {z1,2,...,zr} son ortogonales a y € E, entonces

toda combinacidn lineal de ellos es también ortogonal a y,

k k

(y, Mo zi) =Y Ci(y.) =0. (1.1.26)
i=1 i=1

o

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {1, zs, . .., }} constituye un
subespacio lineal F C E. Se dice que el vector y es ortogonal a dicho subespacio, lo
que se denota por y L F.

En general, se dice que z es ortogonal a un subconjunto G € E si z es ortogonal

a todo vector de dicho subconjunto,
z1G & zly VyeG. (1.1.27)

Del Lema 1.2 resulta que el conjunto de todos los vectores ortogonales a un
subconjunto G C E forman un subespacio F C E. Si G es él mismo un subespacio

de E, se dice que F es su complemento ortogonal.

Los espacios euclideos comparten ciertas propiedades métricas conocidas de

la geometria en el plano y el espacio, como lo muestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.1. (de Pitdgoras) Si z,y € E son ortogonales entre si, z L y,

entonces
letyl®= (@+yz+y) =lzIP+1yl’ (1.1.28)
(en un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos). O
Este resultado se generaliza de modo que si los vectores {z,zs,...,zx} son

ortogonales entre si, z; | ; para i # j, entonces
los -t = oy P+ [ P (1.1.29)
Teorema 1.2. (desigualdades triangulares) Dados z,y € E, se tiene que

lel=lyll| <lz+yl<lel+lyl (1.1.30)

(la longitud de un lado de un tridngulo no supera a la suma de las longitudes de los

otros dos lados, ni es menor que su diferencia en valor absoluto).

En efecto, consideremos el producto escalar

le+yl’= @+y,z+y) =l I’ +2R@y)+ 1yl (1.1.31)
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Lema 2.13. (del paralelogramo) Dados dos vectores z,y € E, vale la relacidn
letylP+lz-yl*=20z*+20y I (292
(es decir, la suma de los cuadrados las longitudes de las diagonales de un paralelo-

gramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados).

En efecto,

lz+ylP+llz—yl’=(@+y2+y) +(@—yz-y) =
(2.9.3)
=2az,2)+20,y) =2z [P +2ly | .

O

Lema 2.14. Consideremos un subespacio cerrado F de un espacio euclideo com-
pleto E. Todo vector x € E puede ser expresado como la suma de dos vectores,

z =u+wv, donde w € F yv L F. Ademds, esos dos vectores estdn univocamente
definidos.

Sea
d = Tnf yery {p(z,0)} > 0. (2.0.0

Si d =0, entonces z es un punto limite de F = z € F, por ser F cerrado.
Supongamos que z ¢ F = d > 0. Eso quiere decir que existen en F vectores
cuya distancia a z es mayor que d, pero tan préxima como se quiera a ese valor. En

esas condiciones, podemos construir una secuencia {yx, k € N} C F, tal que
||z —ye||—=d cuando k — oco. (2.9.5)
Aplicando el Lema 2.13 podemos escribir
22— P 420z =y P =11 22 — (e + o) I* + e~ 1%, (2.9.6)
de donde resulta que, Vk,l € N,
0<llge—mlP<2{lz—w I+l 2 —w [’} - 4%, (2:97)

donde hemos tenido en cuenta que

T
HIJ”‘Q"”” >, (2.9.8)
dado que (yx +y)/2 € F.

Ahora bien, por construccién, el miembro de la derecha de la ec. (2.9.7) tiende a 0

cuando k,l — oo, de donde se concluye que la secuencia {yy , k € N} es fundamental.
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Teorema 2.3. (de Fubini)® Sea f(t,s) una funcién sumable en el rectingulo
a <t <b, c<s<d. Entonces, parat fijo, f(t,s) es una funcidn sumable de la
variable s en el intervalo [c,d], excepto posiblemente para un conjunto de medida

nula de valores de t. Su integral de Lebesgue

Fo) - [ *fit,)ds @8.11)

(que eziste en casi todo punto) es una funcidn sumable de la variable t, cuya integral

coincide con el valor de la integral doble,

[’F(t) &t = f{[f(t, s) ds} &t = f[f(t, s)dtds. (2.8.12)

Similarmente, la integral j: f(t,s)dt existe para casi todos los valores de s, y

define una funcidn sumable tal que

[{ff(t,s)dt}ds:f[if(t,s)dms. (28.13)

2.9. Complementos ortogonales

El Lema 1.3 muestra la existencia del complemento ortogonal de cualquier sub-
espacio de dimensién finita. En lo que sigue mostraremos que en un espacio euclideo
completo es posible realizar una descomposicién similar respecto de un subespacio

arbitrario.
Lema 2.12. Siz € E es un vector ortogonal a un subespacio F C E, entonces =
es también ortogonal a su clausura, x | F.

En efecto, si y € F, entonces y = im0 Yk, con yp € F, ¥V k € N. En esas

condiciones, por la continuidad del producto escalar,

(z,y) = Jim (,5¢) =0, (29.1)
—00
dado que z | ., Vk. Por lo tanto, z 1 y, Yy € F, es decir, L F. m}

Esto implica, en particular, que no existe ningtin vector no nulo que sea ortogonal
a un subespacio F denso en E. Eso es asi porque, siz | F = = | E C F. Entonces,
rzlrx=z=0.

En esas condiciones, serd suficiente considerar subespacios cerrados (recordemos
que, en particular, todo subespacio de dimensién finita es cerrado). También nece-

sitaremos la siguiente propiedad.

8Guido Fubini (1879 - 1943)
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de modo que se anula exponencialmente para z — —oo. Ademds, resulta evidente
que ¢(z) € C* (R). En consecuencia, ¢(z) € S para toda 1(z) € C°(R), de modo
que Rank(P +i]) es denso en Ly(R).

Ejemplo 6.7. Este ejemplo muestra que un operador simétrico puede admitir
muchas extensiones autoadjuntas'!.
Sea T definido sobre D(T') = C5°(0, 1) como T'p(z) = —i ¢'(z). Este operador es

claramente simétrico pues, integrando por partes, tenemos
(Tepr,02) = (91, Tp2) , Vo1, 02 € C5°(0,1). (6.5.15)
Si ¢(z) € D(T) C Ly(0,1), entonces 3y € Ly(0,1) tal que
(W, Tp) = (%, —i¢) = (X, %), Vo € C(0,1). (6.5.16)

Esto requiere'? que ¢(z) € AC(0,1), para que sea posible integrar por partes, de
donde resulta que x(z) = —i¢/(z) € L2(0,1). Por lo tanto,

D(TH = {&(x) € AC(0,1) C Ly(0,1) | &'(x) € Ly(0,1)}, (6.5.17)
y el operador adjunto actiia segtiin
Tt(z) = —id/(z). (6.5.18)
Ahora bien, las ecuaciones de autovalores
s () = —itl(z) = itha(z) € AC(O, 1) (65.19)
se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen soluciones no triviales,
Pu(z) =™ € C®(0,1) C AC(0,1). (6.5.20)
En consecuencia, T no es esencialmente autoadjunto.

Como AC(0,1) D €(0,1), D(T") es un conjunto denso en L3(0,1) y puede
definirse (T')T.
Si ¢(z) € D(T'), entonces Ix € Ly(0,1) tal que

(6, T'Y) = (¢, —i9%) = (x,¥) - (6.5.21)

11Como veremos més adelante, también puede no admitir ninguna extensién autoadjunta.
12La condicién (6.5.16) también puede interpretarse como estableciendo que la derivada de ¢

como distribucién es localmente sumable (ver Capitulo 7), de donde resulta que 1(z) es absoluta-

‘mente continua.
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7.7. La distribucién z?}

Consideremos la funcién

0, paraz <0,
7= (7.7.1)
2, paraz >0,

para —1 < A < 0. Como es localmente integrable, permite definir una distribucién

regular como
@, ¢) = / Po@)de, —1<A<0. (7.72)
o
Su derivada como funcién,

dz? 0, paraz <0,
—* = (7.7.3)

Az*! paraz >0,

no es integrable en ningtin intervalo que contenga al origen, y no corresponde a una
distribucién regular.

Pero, naturalmente, su derivada como distribucién existe y estéd dada por

(@)0) == (@) == [ Ao [ o) o=

= @lele) = Oy + [ A ele) = (0] e
(7.7.4)

—@e)+ [ etede =

= [ 3 teto) — 0o+ [T 3ot e+ 000),

para todo —1 < XA < 0. Esta expresién define una funcional singular que, para

funciones de prueba que se anulan en z = 0, se reduce a tomar la integral

/D NP (e) da. (7.75)

Para funciones de prueba arbitrarias, ¢(0) # 0, y la tltima linea de la ecuacién

(7.7.4) constituye una regularizacién de la integral en (7.7.5), que en ese caso es
divergente.

Teniendo en cuenta (7.7.3), resulta natural definir la funcional z’}r, para —2 <
A < —1, a partir de la ecuacién (7.7.4) como

AN/
2= (55) - (176)
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Finalmente, senalemos que:
1) Va =€, con 7y € [0,27), tenemos T < T, = T} < T".
2) El operador T no tiene autovectores,
/() = (@), con p(z) € CF(0,1) = p(z) =0, (65.27)
de modo que 0,(T) = 0.
3) El operador T tampoco tiene autovectores,
—ig/(z) = Ap(z), con ¢(z) € AC(0,1), ¢(0) =0= ¢(z) =0, (6.5.28)
de modo que 0,(T) = 0.
4) Todo ntimero complejo es autovalor de T con degeneracién 1,
—i¢(z) = Ap(z) = p(z) =e?p(0) € AC(0,1), YA e C. (6.5.29)

Por lo tanto, o,,(T") = C. Y como el espectro puntual de un operador est4 contenido
en la unién de los espectros puntual y residual de su adjunto, concluimos en este
caso que o(T') = 0,(T) = C.

5) To tiene un conjunto (numerable) ortogonal y completo de autofunciones cuyos

autovalores (reales y no degenerados) dependen del pardmetro a,

—ig/(@) = Ap(a), con p(x) € AC(0,1), ¥ p(1) = apl(0) =
(6.5.30)

= pu(z) = e*7(0), donde A, = 2mn —iloga = 270 + 7,
conn € Zy (Pns #m) = dnm.
En este caso, 0p(Ta) = {An,n € Z} CR, 0,(Ta) =0y p(Ta) = C\op(Ta)-

6.6. Teoria de von Neumann

En esta Seccién describiremos la Teorfa de von Neumann'? sobre las extensiones

autoadjuntas de operadores simétricos.

Teorema 6.5. Sea T' un operador simétrico cerrado, densamente definido en un
espacio de Hilbert H. Entonces:
1- a) dim Ker(T' —\1) es constante en el semiplano abierto superior del plano
complejo A,
b) dim Ker(Tt — A1) es constante en el semiplano abierto inferior del plano
complejo A,

13John von Neumann (1903 - 1957).
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que la tltima suma presenta polos simples en A = —1, -2, ..., —n, cuyos residuos son
(k) —1)
#®0) _ (=1
Res (2, oI N——— I (6% (2), ¢(2)) - (7.7.11)

Podemos decir entonces que la distribucién z’}r se extiende analiticamente” a

todo el plano complejo del pardmetro A, presentando polos simples en los puntos

A= —1,-2,..., —n, con residuos dados por las distribuciones
A (=1)* (k)
Resa}|,__, , = T (). (7.7.16)

Nétese que V¢(z) € K con soporte contenido en la semirrecta z < 0, la funcién
(z, ) es idénticamente nula para R() € (—1,0). En consecuencia, su extensién
analitica al resto del plano toma también valores nulos para tales funciones de prue-
ba. Es decir, el soporte de la extensién analitica de z’}r también estd contenido en el

semieje positivo z > 0.

Finalmente, sefialemos que z’}r’l y I'()) presentan polos simples para los mismos
valores de A ( A = —k, con k € N). Entonces, la distribucién @ := 23! /T'()), que
es regular para ®()\) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo
del pardmetro A como una distribucién con soporte en R*. En particular, de (7.7.16)

y (7.7.9) tenemos que

-
lin or = BT e (D)09(a) /b

Am, s = ROV~ iR O @) (7.7.17)

para k=0,1,2,....

TEste procedimiento de definicién de funcionales por extensién analitica en un parametro es
conocido como proceso de regularizacién de integrales divergentes y suele ser muy usado en

Fisica por conveniencia de calculo. Por ejemplo, la integral
o
I= / 272 (7% — 7t7) da (7.7.12)
0
puede ser entendida como el valor en A = —3/2 de la funcién analitica definida por
o
I = / 2 (e79% — e7) dx, (7.7.13)
0
integral que converge para R()) > —2. Pero para R(\) > —1, I(A) puede ser escrita como
o o
I = / e dr — / e dr = (,r<*+1> - HHD) T(A+1), (7.7.14)
0 0

ya que cada integral es convergente. En virtud de la unicidad de la extensién analitica, esa igualdad
vale YA # —1,-2, ... En particular,

I(-3/2) = (u‘/’ - blﬂ) T(-1/2) = — (f - JE) 27 (7.7.15)
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Y como E es un espacio completo y F es cerrado, existe en ese subespacio el limite

de la secuencia

u= Aﬂgo yp €F. (2.9.9)
Sea v = z — u. Su norma es
Noll=llz—ull=lim ||z g |=d>o0. (29.10)
ko0

Tomemos ahora un vector arbitrario z € F, y consideremos la combinacién
u+ Az e F, con A € C. Entonces, el cuadrado de su distancia respecto del vector
r=u+ves

lz—(@+Az) [P=l o=z |?=

(2.9.11)
=lvl?—2R{A (@)} + AP [ 2 P>,
de donde resulta que
2R{A(v,2)} < AP || 2|2, VYzeF,¥AeC. (2.9.12)
Primero tomemos A € R. Entonces,
2R{(v,2)} <A || z|?, ¥A>0,
= R{(v,2)} =0. (2.9.13)
2R{(v,2)} > A || z|I*, ¥A<O,
Si ahora tomamos A =iy, con p € R, tenemos
28{w, )} > —p | 2>, Yu>0,
= S{(v,2)} =0. (2.9.14)
28{w, )} <—p 2, Yu<o,
Por lo tanto,
(v,2)=0,VzeF = v LF. (2.9.15)

Finalmente, supongamos que z admite otra descomposicién de la forma z =

v+, con v € Fy v L F. Entonces,
0=l (utv) = (@ +2) [P=llu—o |+ v—2"|?, (2.9.16)
de donde resulta que ' = u y v = v, de modo que la descomposicién es tnica. O

Recordemos que el conjunto de los vectores ortogonales a un subespacio dado

F C E forman el complemento ortogonal de F, que es un subespacio cerrado.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.
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Para que ese producto escalar sea una funcional lineal y continua de ¢ € AC(0,1),
debe ser posible integrar por partes, lo que requiere que ¢(z) tenga una derivada en
L(0,1). En consecuencia, ¢(z) € AC(0,1) con ¢'(z) € Ly(0,1), y

[ étor v e —-isri@| + [ id@rvwd 652

Pero una funcional continua respecto de la distancia en L(0, 1) no puede depender
del valor de su argumento (z) en los puntos particulares z = 0,1 (regién de medida
nula donde un dado vector de Ly(0,1) puede tomar valores arbitrarios). Por lo

tanto, las funciones en D(T'T) deben satisfacer ademas las condiciones de contorno
6(0) = 0=¢(1).

En definitiva, Tt = T, la minima extensién cerrada de T, esté definido en un

dominio denso por
D(T) = {$(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1),8(0) = 0 = $(1)},
(6.5.23)
T¢(x) = —i ¢/ (z).
Nétese que T ¢ T € TT, con T # T (T no es autoadjunto). Dado que T =Tt 5 T,

la clausura es una extensién simétrica (no autoadjunta) cerrada de T'.

Veamos ahora que T admite extensiones autoadjuntas. En efecto, para cada

a € C de médulo 1, consideremos el operador definido por
D(Ta) = {p(z) € AC(0,1) | ¢'(x) € Ly(0,1), (1) = a p(0)},
(6.5.24)
Top(z) = =i/ (z).
Siguiendo el mismo razonamiento que antes, si 1(z) € D(T}), entonces 3(z) debe

ser absolutamente continua de modo que el producto escalar

(. To) = =i [ $0)¢/@)do = —iv(a) ol + Civ)  (652)

sea una funcional lineal y continua de ¢(z) € D(T,). Pero esto requiere ademas que,
Vo(z) € D(T,), sea

P(1)"p(1) = (0)"p(0) = ($(1)" — a"(0)) e p(0) = 0. (6.5.26)

Como el valor de ¢(0) es arbitrario, debe ser ¢(1) — a9(0) = 0. Es decir, D(T}) =
D(T) y Thi(z) = —i¥/(2).

En conclusién, T} = T, para cada complejo a de médulo 1. En esas condiciones,

existe toda una familia (dependiente de un pardmetro) de extensiones autoadjuntas
de T (todas ellas, naturalmente, contenidas en T'.)
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que evidentemente es lineal y continua en K.

En esas condiciones, para —2 < A <0, A # —1y V¢ € K, tenemos

/ o) — o(0)] dz + /1 ¥ (@) do+ ,\(71?)1 ) (r17)

expresién que se reduce a (7.7.2) para —1 < A < 0.

Extendiendo de ese modo la definicién de zf\H hemos obtenido una expresién
para los valores que esa funcional toma sobre funciones de K que tiene sentido en
una regién més amplia del pardmetro )\, y que se reduce a la expresién original para
—1 < X < 0. De hecho, el segundo miembro de (7.7.7) constituye una eztensidn
analitica en A del segundo miembro de (7.7.2).

En efecto, para toda ¢(z) € K, F(A*) := (z},¢) es una funcién analitica de A*
en la regién —1 < R(A) < 0 (donde la funcional es regular). Su derivada est4 dada
por g = j;,m].nzz'\'w(z) dz, ya que esta integral es absoluta y uniformemente
convergente para esos valores de \. La extensién analitica de F'(A\*) permite definir
la funcional z'\ para todo valor de A donde aquella existe.

En ese sentido, para —1 < A < 0 podemos escribir (2}, ¢) de la forma®

@ ),/IA N w
o) = | 2 |e@) > o) det

(7.7.10)

Ahora bien, como funciones de A, la primer integral en el miembro de la derecha de

(7.7.10) converge para R(A\) > —n — 1, la segunda converge VA complejo, mientras

SEste procedimiento es similar al que permite extender analiticamente la definicién de la fun-
cién T(X): para A > —1 se tiene

T(A+1) 7/ PeTdr = / [ l)k k]d“/lwz*ﬂdﬁ

(=D*
+Z <HOF1+F)

(7.7.8)

expresién que se extiende analiticamente a R(A) > —n — 1, y presenta polos simples en A =

~1,-2,..., con residuos dados por

G

Res DA+ 1],y = -

(7.7.9)
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Los dos volimenes de este Curso de Métodos de la Fisica Matemética cubren
los contenidos del curso homénimo destinado a estudiantes de las Licenciaturas en
Fisica de la Facultad de Ciencias Exactas y en Ciencias Astronémicas de la Facultad
de Ciencias Astronémicas y Geofisicas de la Universidad Nacional de La Plata. Se
trata de una asignatura cuatrimestral optativa a la que esos estudiantes pueden tener
acceso a partir del segundo cuatrimestre del tercer ano de esas carreras, una vez que
hayan tomado cursos de Algebra Lineal y de Ecuaciones Diferenciales (ademés de
los bésicos, variable compleja incluida).

Este texto estd basado en las Notas del Curso de Métodos de la Fisica Ma-
temdtica, resultado de varios anos de dictado de esa asignatura durante los cuales
se han ido adecuando los contenidos y el nivel de la exposicién a las posibilidades
que ofrece una asignatura cuatrimestral de estas caracteristicas y en esa etapa de las
mencionadas carreras. De ese modo, esas Notas fueron redactadas con el objeto de
introducir al estudiante en el manejo de conceptos y métodos que hoy resultan bési-
cos en la Fisica Matemética y sus aplicaciones a la Mecdnica Cuéntica, las Teorfas
de las Interacciones Fundamentales y la Materia Condensada.

Las temadticas que cubre este curso suelen ser expuestas en la numerosa biblio-
graffa disponible (en general, en idioma inglés) de una manera excesivamente abs-
tracta o extensa para las necesidades y objetivos del mismo. Por el contrario, estos
dos volimenes han sido escritos buscando introducir los conceptos de forma clara y
natural, con un lenguaje adecuado al nivel de carreras de grado, procurando facilitar
la presentacién y afianzamiento de los conocimientos mediante una ejemplificacién
convenientemente seleccionada. Asi, se ha buscado mantener el rigor matemético en
la presentacién pero procurando el desarrollo de la necesaria intuicién sobre cada
tema.

En ese sentido, se han evitado las complicaciones de una exposicién excesivamen-
te formal o abstracta y, sin perder de vista la necesaria generalidad, se ha buscado
poner el acento en aquellas situaciones concretas que reflejan los conceptos de ma-

nera més transparente y donde el cdlculo directo puede resultar més instructivo.
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Teorema 6.6. Sea T un operador simétrico y cerrado con indices de deficiencia
ny(T). Las estensiones simétricas y cerradas de T' estdn en correspondencia uno a
uno con el conjunto de isometrias parciales (en el sentido del producto escalar usual)

de Ky — K_.
S8i U es una tal isometria con dominio D(U) C K, (de dimensidn dimD(U)
< ny(T)), entonces la correspondiente extension cerrada y simétrica de T, Ty, tiene

por dominio
D(Ty) = {x = ¢ + s + Uty | 9 € DT), b, € DU)} < D(T).  (664)
Siendo Ty la restriccion de Tt a ese dominio, su accién estd dada por
Tux =T'x =Ty +ivy —iUthy. (6.6.5)
Sing(T) < oo = los indices de deficiencia de Ty estdn dados por

n4(Ty) = ne(T) - dim D(U). (6.66)

Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. II, Theorem X.2, pag. 140.

Corolario 6.6.1. Sea T' un operador simétrico cerrado con indices de deficiencia
n(T) yn_(T). Entonces

a) T es autoadjunto < ny(T) =0=n_(T),

b) T admite extensiones autoadjuntas < ni(T) = n_(T) > 0. En ese caso,
eziste una correspondencia uno a uno entre las extensiones autoadjuntas de
T y las aplicaciones unitarias U : K; — K_.

c) Siny(T) =0 +# n_(T) 6 ny(T) # 0 = n_(T), el operador T no admite
extensiones simétricas no triviales. Esos operadores ya son méximamente

simétricos.

Ejemplo 6.9. Consideremos el Ejemplo 6.7 en el marco de la Teorfa de von
Neumann. De la ec. (6.5.20) resulta que nt = 1y que los subespacios de deficiencia

estdn generados por los vectores unitarios

eﬂ e ﬂ z
la) = e, v(@)= e (66.7)
e?—1 e2—1
Por lo tanto, las isometrias de K, en K_ estén caracterizadas por una fase, U, (z) =

e1)_(z), y los dominios de definicién de las extensiones autoadjuntas de T' corres-

ponden a

D(TV) ={¢=p+ AW+ )lpeD(T)} (6.6.8)
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C = (1,¢),y ¢1(z) es una funcién fija de K tal que (1, 1) = 1. Entonces, de (7.6.6)

resulta que

(4:0) = (1,00 + Cp1) = = (f,¥) + C(y, 1) == (f,¥) +a" (L,9) ,  (7.6.7)

lo que determina la funcional y en todo K, a menos de una (distribucién) constante
aditiva. Esta constante es fijada por el valor que toma la funcional sobre una funcién

particular, a = (y, ¢1)*.

Se puede ver que el dltimo miembro de (7.6.7) define una funcional lineal y con-
tinua sobre K. Su primer término determina una solucién particular de la ecuacién
inhomogénea y' = f (la correspondiente a a = 0), mientras que la constante es la
solucién general de la ecuacién homogénea y' = 0.

La linealidad de y en (7.6.7) es evidente. Para mostrar su continuidad, conside-
remos una secuencia de funciones ¢(n)(z) = ¢(z) en K, cuyos soportes estén conte-
nidos en el intervalo [—a, a], y formemos la secuencia ¢(n),0(x) = @) (x) — Cn 1 (),

donde C;, = (1,¢(n)). Esta secuencia converge a @o(z) = ¢(x) — C @1 (z) en K, con

C=(1,9).
Entonces,
lin(@) = $(@)| = | 7. (Pruro®) — po(v) dy| <
< % lea(y) —e@)] dy + (1,00 — )| [22 le1(y)] dy < (7.6.8)

<2aén+6n, Vz,

donde el miembro de la derecha puede hacerse tan pequernio como se quiera con s6lo
tomar n suficientemente grande.
En esas condiciones, la secuencia {¢,(z)} también converge a ¥(z) en K, y

podemos escribir

@ pn—9)=—(fitn =)+ (1,0 —p) =0 (7.6.9)

cuando n — oo.

En particular, si la inhonogeneidad f es regular, ella est4 definida por una funcién
f(z) localmente sumable, de la cual F(z) = [; f(a’)dz’ es una primitiva (absoluta-

mente continua). Entonces, integrando por partes y teniendo en cuenta que ¥(z) es
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Se puede demostrar que la integral de Lebesgue asi definida tiene las mismas
propiedades de linealidad que la integral de Riemann,

b b b
/ {af(t) +BgH)} dt=a / F@)di+ B / gt dt. @711)

2.8. El espacio Ls(a,b)
Se llama Ly(a,b) al espacio de las funciones f(¢) medibles en el intervalo [a, b],

cuyos médulos al cuadrado son sumables,

/b O dt < oo. 28.1)

Este conjunto se estructura como un espacio lineal respecto de las operaciones

usuales de suma de funciones,

(f+9) @)= f(t) +9(), (28.2)

y producto de funciones por nimeros,

@hH(®) =af@). 283)
Quisiéramos hacer de él un espacio euclideo introduciendo un producto escalar

similar al del espacio Cy(a,b), pero empleando la integral de Lebesgue,

b
(f(0),9()) = / @) gt dt. (2.8.4)

Primero verifiquemos que esa integral existe para todo par de funciones f(t), g(t) €

Ls(a, b). Para ello tengamos en cuenta que

o< (1701 - o))" = |70 90| < 3(FOF +loF),  @89)
de donde resulta que (f(t)* g(t)) es sumable (ver Propiedad 2.11).
Si ahora consideramos la suma de dos funciones f(t), g(t) € La(a,b),
|1 + 90| = |70 + 2601 9(0) + 7] <
(2.8.6)
<|so[ +2rw 0]+ 5ol

de donde resulta que (f + g)(t) € Ly(a, b), que es lo que debe ocurrir en un espacio
lineal.

En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la funcién idénticamente
nula 0(t).
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2- el espectro de T es uno de los posibles subconjuntos del plano complejo \ que
se enumeran a continuacion:
a) el semiplano superior cerrado,
b) el semiplano inferior cerrado,
c) todo el plano complejo,
d) un subconjunto del eje real,
3- T es autoadjunto < su espectro es un subconjunto del eje real,
4- T es autoadjunto < dim Ker(Tt —AI) =0, YA ¢ R.

Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. II, Theorem X.1, pag. 136.

Corolario 6.5.1. Si un operador simétrico cerrado T tiene al menos un nimero
real en su conjunto resolvente = T es autoadjunto.

En efecto, si p(T) contiene un nimero real, entonces el espectro de T, o(T) =
C\p(T), sélo puede ser un subconjunto del eje real, de modo que, por el teorema

anterior, T' es autoadjunto.
Se definen los subespacios de deficiencia de un operador simétrico como
Ko =Ker (T" +4I) c D(TY), (6.6.1)
siendo los indices de deficiencia sus respectivas dimensiones,
ny(T) := dim Ky = dim Ker (T 1) . (6.6.2)

Notar que si n+ # 0 entonces Rank(7 £ iI) no es denso en H, de modo que Fi €
o.(T).
De acuerdo al Corolario 6.4.1, si T es simétrico y densamente definido, T es

esencialmente autoadjunto si y sélo si ny(T) = 0.

Ejemplo 6.8. Los indices de deficiencia pueden tomar cualquier valor natural,
e incluso ser 0o, como lo muestra este ejemplo. Supongamos que los operadores T,,
n=1,2,... son simétricos sobre los dominios D(T,) C Hn. Sea D(T) el conjunto
de vectores de H := @, Hn de la forma & = (@1, @2, .., @n, ... ), donde sélo un
niimero finito de vectores ¢, € D(T,) son no nulos.

En esas condiciones, el operador T := ;2 T, es simétrico en D(T), y sus

indices de deficiencia son

nu(T) =Y na(Tn). (6.6.3)
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Esta ecuacién sélo define a la funcional y en el subespacio de K formado por las

funciones ¢(z) que son la derivada de una funcién de prueba.

Una condicién necesaria y suficiente para que ¢o(z) € K sea la derivada de una
funcién 1 (z) € K es que [ po(z) dz = 0. En efecto, si po(z) = ¢/(z),

W) = [ a@rie = [~ a0, (7.6:2)

Inversamente, si ¢o(z) satisface esa condicién, tenemos que la integral
J%. wo(a’) dz’ = 0 para todo = tal que |z| > a[po] > 0 (con a finito, ya que po(z)
es de soporte compacto). Entonces, la primitiva
o) = [ @) e CER). (763)
Ahora bien, dada una funcién p(z) € K, en general [* o(z)dz = (1,0) =
C # 0 (donde 1 corresponde a la distribucién regular definida por una funcién
idénticamente igual a 1, y C = C[¢]). Sea ¢1(z) € K tal que [* ¢1(z)dz =
(1,¢1) = 1. Entonces la diferencia ¢o(z) = ¢(z) — Cip1(z) satisface que

/oo eo(@)de = C—C =0, (7.6.4)

de modo que gy (z) es la derivada de una funcién de K como en (7.6.3), o(z) = ¢'(z).

En consecuencia, podemos escribir que

(1,0) = (1,00 + Cp1) =0+ C(y, 1) =" (1,9 , (7.6.5)

donde la constante a = (y, 1)*.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacién y' = 0 es una distribucién constante,
y = a1, donde a queda determinado por el valor que la funcional toma sobre una
funcién particular ¢ (z) € K.

De esto resulta que si dos distribuciones tienen la misma derivada, f' = ¢/,

entonces sélo difieren en una constante, f =g+ a 1.

Ahora mostraremos que toda f € K* tiene una primitiva, que es solucién de

y' = f. Esta ecuacién significa que, para toda ¢(z) € K,

W.9)=—.¢)=(f9), (7.6.6)

lo que sélo define a la funcional y sobre el subespacio de las funciones de K que son
la derivada de un elemento de K.

Como mostramos anteriormente, podemos escribir una funcién arbitraria de K
como ¢(z) = po(z) + Cp1(x), donde po(z) = ¢'(x), con (z) definida en (7.6.3),
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que coincide con el anterior en casi todo punto, y entonces pertenece a la misma
clase de equivalencia.

Finalmente, el producto escalar entre elementos de Ly(a,b) se define como en
la ec. (2.8.4), a partir de dos funciones representativas de las clases. Esto también
resulta independiente de esa eleccién, dado que cambiar de funcién en una clase
corresponde a cambiar el integrando en, a lo sumo, un conjunto de medida nula, lo

que no altera el valor de la integral.
Con esta interpretacién, Ly(a, b) resulta un espacio euclideo.

Por otra parte, se puede demostrar que las funciones continuas, que participan

en la definicién de la integral de Lebesgue

b b
Jirera=mt (i [“|n0Pa . 10, 28.10)

pertenecen a clases de equivalencia que forman un subespacio denso en Ls(a,b).

Evidentemente, este subespacio es isomorfo a Cy(a, b).

Dado que Cy(a,b) es un espacio euclideo de dimensién infinita y separable (con-

tiene un conjunto denso numerable), también lo es Ly(a, b).

Finalmente, se puede demostrar el siguiente

Teorema 2.2. (de Riesz y Fischer)” Ly(a,b) es un espacio euclideo completo.

Por lo tanto, Ly(a,b) es un espacio de Hilbert (espacio euclideo de dimensién

infinita, completo y separable), isomorfo al completamiento de Cy(a, b).

Esta construccién puede ser generalizada al caso de varias variables.

Consideremos, por ejemplo, funciones de dos variables, f(t,s), definidas en la
regién [a,b] x [c,d]. Un conjunto de puntos de ese rectdngulo tiene medida menor
que £ > 0 si puede ser contenido en un conjunto finito o infinito numerable de
rectdngulos de 4rea total menor que €.

La definicién de funciones medibles y sumables es enteramente similar a la del
caso de una variable, as{ como la definicién de integral de Lebesgue, que se denota
por el mismo simbolo que la integral de Riemann, j: I N f(t,s)dtds.

El conjunto de las clases de equivalencia de funciones de (médulo) cuadrado su-

mable en la regién [a, b] x [c, d] conforma un espacio de Hilbert llamado L ((a, b) x (¢, d)).

El siguiente resultado permite calcular integrales de Lebesgue dobles como inte-

grales iteradas, como en el caso de integrales de Riemann dobles.

Frigyes Riesz (1880 - 1956). Ernst Sigismund Fischer (1875 - 1954).
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La funcién ¢o(z) = ¢(z) — C1¢p1(z) — Copa(z) satisface

(o) = [

(=0 n(e)) = [ ola) de = Co—0=Co=0.

¢o(z)dz,=C —C, —0=0,
o0 (7.6.15)

En consecuencia, su primitiva ¢(z), definida como en (7.6.3), es una funcién de K
que se anula en el origen. Por lo tanto, por (7.6.12) tenemos que para toda ¢(z) € K

es

(%) = (3, ¥'(z) + Crpr (@) + Capa(z)) =
(7.6.16)

=0+C1(y,01(2) + Co (3, p2(2)) = (a1 + B(1 - 0(2)), ) ,
donde a = (y,¢1)" v B = (y,2)"
Vemos entonces que hay dos soluciones linealmente independientes para la ecua-
cién zy = 0: y; = 1y yo = 0(z). Esto es evidente para la primera, y es facil de

verificar para la segunda,

(20(2), p(2)) = (8(2), 2 p(2)) = [z p(2)],o = 0. (7.6.17)

Esto también muestra que z §(z) = 0.

Ejemplo 7.9. Consideremos ahora la ecuacién z (zy’ + y) = 0. Las soluciones
clasicas satisfacen (zy’' +y) = 0 para z # 0, de modo que y(z) ~ 1/z, que no es
localmente sumable. En todo caso, deberfamos estudiar si la regularizacién que
ofrece la distribucién VP% es solucién de aquella ecuacién (ver ejercicio 98, pag.
251). Pero en el espacio K* tenemos también una solucién con soporte concentrado
en el origen, y = §(z), pues z6(z) = 0 as{ como z?0’(z) = 0, como puede verificarse

facilmente.

Ejemplo 7.10. Consideremos ahora la ecuacién diferencial z*y’ + 2y = 0. La

solucién clésica en el espacio de funciones corresponde a

d d ., e
o logy(z) = Pt y(z) =Ce/™ . (7.6.18)

Pero como esta funcién no es integrable en ningin intervalo que contenga a z =
0, ella no permite definir una funcional regular. Mds atin, dado que presenta una
singularidad esencial en el origen, tampoco admite una regularizacidn (al estilo de
VP%, restando de la funcién de prueba un determinado polinomio de Taylor en un
entorno del origen) que permita definir una distribucién singular. De ese modo, la

tnica solucién en K* es la trivial, y = 0.
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Por otra parte, de la definicién de producto escalar, ec. (2.8.4), y de las propie-
dades de linealidad de la integral de Lebesgue, ec. (2.7.11), resulta inmediato probar
que se satisfacen los dos primeros axiomas del espacio euclideo.

En cuanto al tercero,

[rof >0 = (r0.70) = [ "oz o, @87)

Pero si ( (), f(t)) = 0, no podemos concluir de ello que f(t) = 0(t), puesto que
hemos visto que existen funciones a valores no negativos que (como la funcién de
Dirichlet) tienen una integral de Lebesgue nula a pesar de no ser idénticamente

nulas. Esto crea una dificultad con la segunda parte de este axioma.

Sin embargo, se puede demostrar que una funcién a valores no negativos, u(t) >
0,V¢, tiene una integral de Lebesgue nula si y sélo si ella difiere de 0 en, a lo sumo,

un conjunto de medida nula,
b
/ u(t)dt=0 < u(t) =0, ac. (2.88)

(donde la abreviatura a.e. significa en casi todo punto - almost everywhere).
En particular, esto implica que la distancia (derivada del producto escalar defini-
do en la ec. (2.8.4)) entre dos funciones f(t), g(t) € La(a,b) es cero si esas funciones

difieren sélo en un conjunto de medida nula,

b 2
10 =30), ac. = [ |10 -a)f at=0. (2589

A pesar de no ser idénticas, tales funciones deberfan ser consideradas como el mismo

vector del espacio euclideo.

Esto sugiere identificar a todas las funciones de (médulo) cuadrado integrable
que difieran unas de otras en, a lo sumo, un conjunto de medida nula con un mismo
elemento del espacio. En particular, toda funcién nula en casi todo punto serfa
entonces equivalente al vector nulo 0(t), con lo que también se satisfarfa el tercer

axioma del producto escalar.

Para ser més precisos: interpretamos a los elementos del espacio Ly(a, b) no como
funciones individuales, sino como clases de equivalencia de funciones de cuadrado
sumable, donde dos funciones est4dn en la misma clase si coinciden en casi todo punto
(es decir, si sélo difieren en, a lo sumo, un conjunto de medida nula).

Las operaciones lineales entre clases se definen a partir de las operaciones sobre
funciones representativas de cada clase, siendo la clase resultante independiente de

esta eleccién. En efecto, cambiar de funciones representativas produce un resultado
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de soporte compacto, tenemos

~U) =~ [ Pars@ = [ Fer ) ds-
(7.6.10)

= [ F@y o) - Cortal s = (F - p1.9),

donde 8 = (F,p1)*. Esto corresponde a una funcional regular definida por una
primitiva de f(z).

Mi4s generalmente, la ecuacién diferencial
an(@)y™ + an 1 (@)y" D + -+ ap(x)y =0, (7.6.11)

donde ax(z) € C*(R),k = 0,1,...,n, no tiene otras soluciones en K* que las
correspondientes a las soluciones cldsicas de esa ecuacién en C*(R), a menos que
a, () tenga ceros. En ese caso pueden existir nuevas soluciones cuyas derivadas
tienen soporte concentrado en los ceros de a,(z)®. También puede ocurrir que las
soluciones cldsicas no permitan definir una distribucién. Esto se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplo 7.8. Consideremos la ecuacién zy’ = 0. Sus tnicas soluciones en el

espacio de funciones C*°(R) son las constantes. En el espacio K* ella implica

(29, (@) = — (y, [z p(2)]) =0, (7.6.12)

V(z) € K. Esta relacién sélo define a la funcional y sobre el subespacio de las
funciones de prueba que son la derivada de una funcién de K que se anula en z = 0.

Siempre podemos seleccionar dos funciones ¢1(z), 2(x) € K tales que

@)= [ T a@dr =1, (1-0(),¢:(2) = [_a@d=o,

(7.6.13)
1) = [~ palw)de =0, (1 =0 a@) = [ alo)da=1.

Dada ¢(z) € K arbitraria, llamemos

= ele) = [~ et =100 p(0) = [ po)ds. (1610

—o0

SRecordemos que toda distribucién con soporte concentrado en un punto g es una combinacién
lineal de la funcional §(x — o) y de un nimero finito de sus derivadas (ver ec. (7.5.33)).
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cuando k — co. Como las zx(t) convergen uniformemente a 0 en ese intervalo, y
la convergencia uniforme implica convergencia en media, la unicidad del limite en
media requiere que z(t) =0, t € [a,c — d], para todo § > 0. Idéntico razonamiento
permite concluir que z(t) =1, t € [c+ §,b], para todo § > 0.
En consecuencia, independientemente del valor que tome en ¢t = ¢, el limite en
media de esa secuencia es una funcién discontinua en ese punto,
2(t) = { 0, tea0), (2.3.11)
1, te(cb].

Esta funcién no es un elemento del espacio Cy(a, b) en el que estamos trabajando.

Lema 2.10. Toda secuencia fundamental es acotada.

Sea {z),k =1,2,...} una secuencia de Cauchy y sea z € E un vector arbitrario

del espacio euclideo. Para un dado € > 0 existe un natural N tal que si k > N en-

tonces p(zy,zx) < €. Si ademds llamamos M = méximo {p(z,zx), k=1,2,...,N}
tenemos

p(z,z) < p(z,zn) + plan,zx) < M+¢e, VE> N, (2.3.12)
por lo que la secuencia es acotada. m}

2.4. Espacios completos

Un espacio euclideo E se dice completo si toda secuencia fundamental en E es

convergente.

Todo espacio euclideo de dimensién finita es completo. En efecto, consideremos
una secuencia de Cauchy arbitraria en un espacio de dimensién n, generado por la

base ortonormal {ey, ..., en},
=t et e, keN. (24.1)

Entonces,

n
i NP
plak, @)’ = Z|€l(c]) - z(] | >
j=1

(242)

>n{ed 6} +s {6 -6} i=12.

Por lo tanto, la secuencia de nimeros complejos {f,(:) ,k € N} es fundamental y, por

el criterio de Cauchy, tiene un limite: 3¢@ € C tal que

€0 =lm 7, i=1,2,...,n. (24.3)
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Ejemplo 2.6. Consideremos una secuencia en Cy(a,b) formada por funciones
reales z(t) que tomen valores entre 0 y 1, y tales que, para todo § > 0, converjan
uniformemente a 0 en el intervalo [a,c—6] y a 1 en el intervalo [c+4, ], cona < ¢ < b.

Consideremos la distancia entre dos elementos cualesquiera de esa secuencia,

b
plak, ) = / Jox(t) — au(t)? dt =

c—6 b
- / z(t) — mu(O) dt + / lex(t) — an(0)? det (2.3.4)

+6

[ -t ar

—5
Como la secuencia es uniformemente convergente en [a, c— 4], dado €; > 0, podemos
tomar k y I suficientemente grandes como para que |zx,(t) — 0| < €1, para todo ¢ en

ese intervalo. Entonces,

[ oot as [T (o o) a<

(2.3.5)
<del(c—0—a)<4dei(c—a).
Similarmente, si |z (t) — 1| < €5 para t € [c+ 6, b], podemos escribir
b
/ lex(t) — z(®)* dt < 4€2(b— c—8) < 4€2(b— o). (2.3.6)
ct+d
Finalmente, para la dltima integral tenemos
c+o c+0
/ Jo(t) — m(O)[? dt < / 24t =86, 237)
s 5
Por lo tanto, si llamamos
e?=4def(c—a)+4ej(b—c)+84, (2.3.8)
que puede hacerse tan pequefio como se quiera, tenemos
plzx,m) <€, (23.9)

para k, | suficientemente grandes, de modo que se trata de una secuencia fundamen-
tal.

No obstante, no existe ninguna funcién continua en [a,b] que sea el limite en
media de esta secuencia de Cauchy. En efecto, si z(t) fuese el limite en media de la

secuencia, tendrfamos

b c—6
/ lo(t) — 2O dt > / loa(t) — 2O dt = 0 (2:3.10)





index-156_1.png
6.1. EXTENSIONES DE OPERADORES LINEALES 155

y el producto escalar estd dado por

P1 P2 _
(2):(2)) s o

#n
n

si las secuencias {¢n,n € N} y {¢n,n € N} son fundamentales en H.

Evidentemente, la secuencia ,n € N} es fundamental en H & H si y s6lo

La grafica de un operador lineal T es el conjunto de vectores de H & H de la

I(T) = { ( T“; ) Lpe ’D(T)} . (6.1.15)

Dada la linealidad de T, I'(T’) es un subespacio lineal de H & H si el dominio D(T")

es un subespacio de M. Si ademds T es cerrado, entonces I'(T’) es un subespacio

forma

cerrado®.

Sea T1 un operador lineal definido sobre un dominio D(Ty) ¢ H. SiI'(T') c I'(T1)
se dice que T es una extensién de T en H, lo que se denota por T' C T;.

Dicho de otro modo,

D(T) c D(Th),
TcTh & (6.1.17)
Tip =Ty, Vo € D(T).

Ejemplo 6.1. Sea D(T) = CP(R), con Tp(z) = —i ¢ (), y sea D(T1) = C3(R),
con Tip(z) = —i¢'(z). En esas condiciones, T' C T;.

Un operador T se dice clausurable si tiene una extensién cerrada.

Si T; es una extensién cerrada de T', entonces I'(T')  I'(T}), que es un conjunto
cerrado de H @ H. En esas condiciones, la clausura de la gréfica de T' también
estd contenida en la de Ty, I'(T') C T'(Ty), y, por lo tanto, corresponde a la grifica

0 __
de un operador. Téngase en cuenta que si ( p ) € I(T), entonces ¢ = 0, puesto

2Nstese que la clausura en H @ H de la gréfica de T, T(T), no corresponde en general a la
grafica de un operador. Una condicién necesaria para que T(T) sea la gréfica de un operador es

que si

Y1

lo que en general no se cumple.

(w),(;)eﬁwcm (6.1.16)
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Si A es un autovalor de T', entonces
JueDT) | Tu= u= (T-X)u=0, (6.2.4)

con u # 0. Por lo tanto, (T'— AI) no es una biyeccién = X & p(T). El conjunto de
los autovalores de T' constituye el espectro puntual de T, 0,(T) C o(T).

Si A no es un autovalor de T'y Rank(T' — A) no es denso en H = A & p(T). En
ese caso se dice que A pertenece al espectro residual de T, o,(T) C o(T).

Finalmente, un complejo A pertenece al espectro continuo de T', o.(T) C o(T),
si (T — M) tiene una inversa no acotada con dominio Rank(T' — AI) denso en H.

De ese modo, podemos expresar al espectro de un operador como la unién de

tres conjuntos disjuntos,

o(T)=0p(T)U o (T)Uoe(T). (6.2.5)

6.3. El operador adjunto
Sea T un operador lineal definido sobre un dominio D(T') denso en H. Sea D(T')

el conjunto de los vectores ¢ € H para los cuales (), T¢) es una funcional lineal
y continua® de ¢ € D(T) (respecto de la distancia en 7). Entonces, en virtud del
Teorema de Riesz (Ver Teorema 3.1), para cada 1) € D(T'") existe un vector x € H
tal que dicha funcional corresponde al producto escalar

(@, Tp) =(x,9), YpeDT). (6.3.2)

Puesto que D(T) es denso en H, x estd univocamente determinado por ¢. En
efecto, si (x1 —x2,) =0, Vo € D(T), = x1 —x2 =0.
Entonces, la accién del operador adjunto T sobre ¢ € D(T) se define por

T = x. (6.3.3)
Dado que una funcional lineal es continua si y sélo si ella es acotada, para
% € D(T) es necesario que
6, T)l < Kllgll, Ve e D(D). (63.0
Ahora bien, si T es acotado, la desigualdad de Cauchy - Schwarz implica que

(@, Tol < [LIITell < [BINT I Iell, Vo € H, (6.3.5)

30, equivalentemente, una funcional lineal y acotada, es decir, tal que
@, To)l < K lell, Vo € D(T), (6.3.1)

para cierta constante fija K > 0 (Ver Teorema 1.11 en pag. 45).
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0
que ( o ) es el tnico par de esa forma contenido en I'(T;). Esto significa que, en

este caso, si ( : ) € I'(T), entonces 9 est4 univocamente determinado.

Si T es clausurable, se define su clausura T como el operador cuya gréfica es
T(T) = T(T). Su dominio es

D(T) = {(p | ( : ) eT(T), conp e H}, (6.1.18)

y su accién corresponde a T = 1), donde %) es el 4nico vector de H tal que ( : ) €

).

Por su definicién, T es cerrado, constituyendo una extensién cerrada de T. Por
otra parte, T C Ti, donde T} es cualquier extensién cerrada de T. Por lo tanto,
todo operador clausurable tiene una extensién cerrada minima, que corresponde a

su clausura 7.

6.2. Espectro - Resolvente

Sea T un operador lineal cerrado con dominio D(T) denso en un espacio de
Hilbert H. El operador (T — AI) est4 definido sobre D(T) y su rango es cierto
subespacio de H,

(T = ) : D(T) — Rank (T — AI) C H. (6.2.1)

Un complejo A pertenece al conjunto resolvente de T', p(T), si Rank (T — \I)
es denso en H y (T — AI) es una biyeccién con inversa acotada.

Si A € p(T) = existe el operador acotado Ry(T) := (T — M), llamado resol-
vente de T

El conjunto resolvente p(T) es un subconjunto abierto del plano complejo C,
sobre el cual R)(T) es una funcién analitica de A cuyos valores son operadores

acotados que conmutan entre si y satisfacen
B(T) = Ru(T) = (A — p) Bx(T)Ru(T), ¥\, € p(T) (62.2)
(propiedades idénticas a las de la resolvente de operadores acotados).

Se define el espectro de T' como el complemento del conjunto resolvente en los
complejos,

o(T) == C\p(T) = {A € C | A & p(T)}. (6.23)
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Ejemplo 1.1. Para z,y € R, se define
n
(z,9) = Zziyi: (L.1.5)
i=1
y para z,y € C",

(@)= 2y (1.1.6)

En ambos casos se verifican los anteriores axiomas.

Ejemplo 1.2. Se denomina C(a, b) al conjunto de las funciones continuas z(t)
definidas en el intervalo cerrado —oco < a <t < b < co. Este conjunto se estructura
como un espacio vectorial respecto de las operaciones usuales de suma de funciones
y de producto de funciones por niimeros, cuyo elemento neutro 0(t) es la funcién

idénticamente nula. Puede definirse en C(a,b) el siguiente producto escalar: para
=(t),y(t) € C(a,b),

b
()= [ aloy )i, (117

que satisface todos los axiomas necesarios. En particular,

b
(@,2) ::/ () dt > 0, (1.1.8)

y si (z,z) = 0, entonces

0= /b|z(t)|2 it> /b' le(®) dt >0, (1.1.9)

1
para todo @ < a; < by < b. En consecuencia, z(t) = 0. En efecto, como z(t) es
continua, si fuese distinta de cero en un punto también lo serfa en todo un entorno
de dicho punto, en contradiccién con (1.1.9).

Estructurado con ese producto escalar, el espacio euclideo de las funciones con-

tinuas en el intervalo [a,b] se denota por Ca(a,b).

Los dos primeros axiomas implican que, dadas dos combinaciones lineales de
vectores, T = a1 214 - -+ag Tr, Yy = fry1+- - -+fiy, donde i, ..z, 1,y € E,

Yy an,... o, B1,..., 0 € C, tenemos

k 1
(@,y) =D "> ai B (@iy;)- (1.1.10)

i=1 j=1

Ademés, el producto escalar por el vector nulo es siempre cero,

(z,9) = (+0,y) = (z,9) + (0,5) = (0,y) =0, Vy € E. (1.1.11)
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En esas condiciones, se define
X+Y:=7. (2.6.4)

Esta definicién es univoca, ya que si {z},} € X, {y,} € Y, la secuencia
{z}, =}, + Y.} € Z. En efecto,

Iz = 2z | <l o — 2 |+ Il g — v = 0, k1= 00 (2.6.5)

= Similarmente, A X € E es aquella clase a la que pertenece la secuencia fun-
damental {Azi}, donde {z:} € X. Resulta inmediato verificar que esta

definicién también es univoca.

Queda como ejercicio verificar que en E se satisfacen los axiomas de espacio
vectorial.
En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la clase de secuencias

convergentes a 0, O. En efecto, si {z;} € X y {yx} € O, entonces

lm || (2 +y) —2p || = Hm [y =0 = {z+u}eX. (26.6)
ko0 k—roo

El espacio lineal E puede estructurarse como un espacio euclideo si se introduce
un producto escalar entre clases X,Y € E. Para ello consideremos secuencias funda-
mentales representativas de cada una de esas clases, {zx} € X, {yx} € Y, y tomemos
el producto escalar (en E) de sus elementos genéricos, {(z,yx) k=1,2,...}. Estos

nimeros definen una secuencia de Cauchy que, en consecuencia, tiene un limite:

| (r, yx) — (21, 31) | = | (@, e — 90) + (2 — 71, 0) | <
< | (zr, Yo — w1) | + | (zk — T2, 1) | < (2.6.7)

Sl lllge =l + 2o =2l gl =0, k1— oo,

dado que toda secuencia fundamental es acotada.

El limite de esta secuencia numérica sélo depende de las clases seleccionadas en

E, y no de las secuencias representativas consideradas. En efecto, sean dos secuencias

coterminales con las anteriores, {z},} € X y {y;} € Y; entonces

| (@, Yr) — (o Yi) | = | (k, vk — Y4) + (Tk — 2}, W) | <
< | (@, Yo — Yi) | + | (x — T, Uh) | < (2.6.8)

<l v —wi 1+ T2 — 2 1] g | = 0, k1 — oo
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Por lo tanto, el conjunto de elementos de la forma (2.5.25) es denso en L.
Ademés, ese conjunto es numerable, dado que puede establecerse una relacién bi-

univoca entre sus elementos y los polinomios con coeficientes racionales,
g+ Qt) = q(l) 4 q(2) ey q(N) V-1 , (2.5.28)

los que forman un conjunto numerable.

En conclusién, £, contiene un conjunto denso numerable, es decir, es separable.

Un espacio euclideo de dimensidn infinita, completo y separable es llamado es-
pacio de Hilbert®.

Ejemplo 2.7. El espacio L5 es un espacio de Hilbert.

2.6. Completamiento de espacios euclideos

Dos secuencias de Cauchy, {z),k =1,2,...}, {yx,k =1,2,...} C E, se dicen

coterminales si

lim | 2 — g = 0. (26.)
k—o0

Si la secuencia fundamental {zx,k = 1,2,...} es coterminal con la secuencia
{yr,k =1,2,...}, y ésta es coterminal con {z,,k = 1,2,...}, entonces la primera

es coterminal con la segunda. En efecto,

Pk, 2x) < p(@r, ye) + p(yr, 2) - (26.2)
Evidentemente, esto corresponde a una relacién de equivalencia, en la que dos

secuencias est4dn en la misma clase de equivalencia si y sélo si son coterminales.

El conjunto E de las clases de equivalencia de secuencias coterminales en el
espacio euclideo E, X = {{z, k=1,2,...} CE| coterminales}, se estructura

como un espacio lineal respecto de las operaciones lineales definidas a continuacién:

= Dados XY € E, tomamos dos secuencias representativas,
{zx} € X, {yx} €Y, y con ellas formamos la secuencia {2z = z) + yx}.

Esta secuencia es también fundamental,
Iz =2 | <z =2l + lve —w |20, k,l = o0, (2.6.3)
y en consecuencia pertenece a cierta clase Z € E.

3David Hilbert (1862 - 1943).
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de modo que el adjunto de un operador acotado estd definido en todo el espacio de
Hilbert, D(TT) = H.
Por el contrario, el adjunto de un operador no acotado puede incluso no estar

densamente definido, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.2. - Sea f(z) ¢ Ly(R), una funcién de cuadrado sumable en todo
compacto en R (es decir, f(z) € LY (R)) y que tienda a 0 en el infinito, y sea
D(T) = C3°(R) (denso en Ly(R)) el dominio de un operador T definido por

To(o) = alo) [ 1) elo) o (636)

donde @o(x) € L2(R) es un vector fijo y la integral en el segundo miembro converge
por ser p(z) acotada y de soporte compacto. Entonces, si ¢(z) € D(T), existe
X(z) € Ly(R) tal que

0.9 = W) [ 167e0)dy = (), Ve € CRR). (63.7)

Pero eso requiere que (¥, ¢o)" f(z) = x(z) a.e. en todo compacto en la recta. Y como
tanto x(z) (€ L2(R)) como f(z) (por hipétesis) tienden a 0 en el infinito, vemos que
debe ser (¥,¢0)" f(z) = x(z) € La(R), lo que sélo es posible si (1, p0) = 0y
X(z) = 0(z). Por lo tanto, D(TT) = {¢ € La(R) | ¥ L ¢o} (que no es un subespacio
denso) y Tty = 0, V¢ € D(TH).

Lema 6.1. $i S c T = Tt c St.
En efecto, si S ¢ T = D(S) € D(T), y V¢ € D(S), Sp =Typ. Sea ¢ € D(T").
Entonces 3y € H tal que
@, Tp) = (x:¢), Vo e D(T) =
(6.3.8)
= ($,80) = (x,¢), Vo € D(S) = $ € D(S).
Por lo tanto, D(T1) c D(ST), y V¥ € D(TT) es Tt = STy. Es decir, TT c ST.

Si D(T") es denso en H, se puede definir su adjunto, (T1)f = T'f.

Teorema 6.1. Sea T' un operador lineal densamente definido en un espacio de
Hilbert H. Entonces

a) TT es cerrado;
b) T es clausurable < D(T") es denso en H, en cuyo caso T = T't;
c) si T es clausurable = (T)" = Tt.
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Sea yr = Tik, y llamemos N(¢) = méximo {no(¢),r0(¢)}. Entonces, si

k,l> N(e),
e =y =1l zape — 2 Il < g (2.6.18)
Por lo tanto, la secuencia {yx} es fundamental, y pertenece a cierta clase
Y eE.
Ahora bien, si k > N(e),
I Xe=Y || = Jim || o=y ||g§<s,v5>o. (2.6.19)

En consecuencia, Y = limy_,o X, lo que muestra que toda secuencia de

Cauchy en E tiene un limite en ese espacio.
Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Dado un espacio euclideo de dimensidn infinita E (en general,
no completo), existe un espacio euclideo completo E, llamado completamiento de

E, que contiene un subespacio denso isomorfo a E.

Finalmente sefialemos que, dados dos espacios euclideos isomorfos E y E’, sus

completamientos E y E’ también son isomorfos entre sf.

2.7. La integral de Lebesgue

Hemos visto que el espacio Cz(a, b) no es completo, en el sentido de que no toda
secuencia fundamental en Cy(a,b) converge en media a una funcién continua. No

obstante, en virtud del Teorema 2.1, sabemos que es posible construir (de manera

abstracta) un completamiento para ese espacio, Cy(a, b), que contiene un subespacio

denso isomorfo a Cy(a,b).

Veremos que es posible dar a Cs(a,b) un significado concreto, interpretdndolo
como el conjunto de cierta clase de funciones.

En particular, la integral de Riemann? (definida para funciones continuas) ha sido
una herramienta esencial para definir el producto escalar en Cy(a,b). La necesidad
de incorporar al espacio funciones mds generales hace necesario generalizar también
ese producto escalar, expresandolo en términos de la integral de Lebesgue®.

El desarrollo de la teorfa de la integral de Lebesgue® excede las posibilidades de
este curso, por lo que nos contentaremos con dar aquf sélo una presentacién intuitiva

de ese concepto que, no obstante, serd suficiente para nuestro propdsito.

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866).
SHenri Léon Lebesgue (1875 - 1941)
6Ver, por ejemplo, G. Ye. Shilov, Mathematical Analysis.
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Por lo tanto, de acuerdo a la prueba de a), si T estd densamente definido (condicién
necesaria para la existencia de su adjunto) entonces T'(T) es la grafica del operador
T, que es cerrado. En consecuencia, T es clausurable y su clausura T coincide con
Tt

Por otra parte, si D (T‘) no es denso no existe el adjunto de 7F. En esas con-
diciones, (VF (TT))l = ﬁ no es la grafica de un operador y, en consecuencia, T'
no es clausurable. Por lo tanto, si T es clausurable necesariamente D (T‘) debe ser
denso.

Finalmente, si T es clausurable, por a) y b) sabemos que T es cerrado y densa-
mente definido, mientras que su adjunto, Tt = T, también est4 densamente definido.

Entonces,
Tt =Tf = (T = (1) = (@)", (6.3.18)

lo que prueba c). O

Ejemplo 6.3. Consideremos el conjunto de las funciones absolutamente conti-
nuas® en el intervalo [0,1], AC(0,1), tales que su derivada ¢/(z) sea de cuadrado

integrable en ese intervalo. Sea T} definido de manera que
D(Th) = {p(z) € AC(0,1) | ¢'(z) € Lo(0, 1)},
(6.3.19)
Ty p(z) = —i¢'(z),
y T de modo que
D(Ty) = {ple) € AC(0,1) | §/(2) € Ls(0, 1), 9(0) = 0},
(6.3.20)
Ty0(z) = —ig/(@),
Evidentemente, T} es una extensién de Ty, Ty C Tj.
Dado que D(T7) D D(T3) O C§°(0,1), que es denso en Ly(0, 1), ambos dominios
de definicién son densos.
Ademés, una integracién por partes (ver ec. (3.7.5)) permite mostrar que los

dominios de los operadores adjuntos D(Tf,z) 2 C§°(0,1), por lo que también ellos son

densos. En consecuencia, por el teorema anterior, ambos operadores son clausurables.

Ahora determinaremos el operador adjunto de Ti. Si ¥(z) € D(T}) entonces
Ix(z) € Ly(0,1) tal que

.10 = [y i@ = [ x@re@d= (o), 6321)

5Ver Nota al pie en pag. 104.
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En esas condiciones, se define
(X,Y) = Jim (2, ) 26.9)
k=00

Es evidente que esta definicién satisfacen los dos primeros axiomas del producto

escalar en un espacio euclideo. En cuanto al tercero, para {z)} € X tenemos

(z1,5) >0 = (X,X) >0, (2.6.10)
y si
(X,X)=0 = ’}ﬂ |z [>=0 = 2, =0 = {5} €0, (2.6.11)
es decir, X = O.

El espacio Euclideo E asf conformado tiene las siguientes propiedades:

= E contiene un subespacio E; isomorfo a E.
En efecto, cada vector de E puede asociarse de manera univoca con la

clase de secuencias coterminales que lo tienen por limite,

2o Xo={{m} |z =z}, y o Xy = {{u} o =y} (26.12)

Entonces
ar+fy e aX, +6X,, (2.6.13)

y el producto escalar

(X, Xy) = Jim (a2, ) = (2,9).- (2.6.14)

= El subespacio E; es denso en E.
Consideremos una secuencia fundamental {z;} € X € E. Dado ¢ > 0,
N € N tal que si k > N entonces p(zg, zy) < 5.
Sea X, € E la clase de las secuencias que convergen a xy. En particu-

lar, X, contiene la secuencia {zy,zy,...}. Entonces
, €
| X=Xy [|=Mm ||z —zy |[< 5 <e. (2.6.15)
k—o0 2

Por lo tanto, todo elemento de E es un punto limite de E;.

u El espacio E es completo.

Consideremos una secuencia fundamental {Xk} CE,

| X — X, ||<g, Yk, > ng(e), Ye > 0. (2.6.16)
Si {z1,} € Xi y {z1,} € Xy, con k,1 > no(e),
lm || 2 —2s [ < 5 = 2 — 310 < 5, Vi > roe). (26.17)

r—00 2
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Para probar el punto a) introduzcamos un operador V' definido sobre el espacio

suma directa H & H como

V(i)::(;‘p) NopeH. (6.3.9)

Asf definido, V es un operador unitario? que satisface V2 = —1. En efecto,

¥ ¢ ¥
Entonces, el par ( ¢ ) e (V[T(T)))" siy sélo si
X

(( ¢ ) : ( ~Te )) TP+ (b9) =0,YeeDT).  (6314)

X ®

2 2 2

=l + llll” = (6.3.13)

Pero en ese caso
6D y Tlo=x, (6.3.15)

( i ) = ( de) ) er (1) . (6.3.16)

En consecuencia I (TT) = (V/ [T(T)))*, que siempre es un conjunto cerrado. Por

de manera que

lo tanto, T es cerrado.

Para probar el punto b) sefialemos que, debido a la linealidad de T', I'(T) es un
subespacio lineal de H@H. Entonces, teniendo en cuenta que V [[(T)]* = [VT(T)]*,
tenemos para la clausura de la grifica

@ = (e@) = (Vi) = (vivear) = e an)* . eam

4Se dice que un operador U definido sobre un espacio de Hilbert H es unitario si

Up,U) = (¢,9) , Vo, €H, (6.3.10)

con Rank(U) denso en H. En esas condiciones, U es acotado, Ut = U~1 y la imagen por U del

complemento ortogonal de cierto subespacio G € H, U (G1), es el complemento ortogonal de la
imagen de G por U, (U(G))*. En efecto, |Ug|| = [l¢]| Vo € H, y

U, UY) = (9, UTUY) = (p,) = VU =1,

(6.3.11)
(¢, U) = (Utp,9) = (UUtp,Up) = UUt =1.
Ademiés, ¢ € (U(G))" si y sdlo si
(6, Ud)=0,YpeGs (Ulp,y) =0,VveGoUlpegt o oel(Gh), (6.3.12)

de modo que (U(G))* = U (G4).
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Para verificar que estas definiciones tienen sentido, consideremos primero la serie

que define el producto escalar. La diferencia en valor absoluto de dos de sus sumas

parciales,
N+M N+M ) 2 ¢ Nnym ) 1/2
[Swvear = S| = | 3 €090 < { > () } {Z (1) } » (256)
i=N+1 i=N+1 i=N+1

como consecuencia de la desigualdad de Cauchy - Schwarz en RM. Ahora bien,
dentro de cada una de las llaves del miembro de la derecha de (2.5.6) aparece la
diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ver ec. (2.5.3)). Esas
sumas parciales forman una secuencia fundamental, de modo que el miembro de la
derecha tiende a 0 cuando N — oo, para todo M.

En esas condiciones, la sucesién de sumas parciales de la serie en (2.5.5) satisface

que

dim_ (sN+M - sN) =0, VMeN, (25.7)

y, por el criterio de Cauchy, tiene limite. Por lo tanto, el producto escalar en (2.5.5)
estd definido para todo par de elementos de £,.
Este producto es simétrico y positivo definido. Ademés,

o

@) =) (")’ =0e2=0={"=0, icN}, (258)

i=1

por ser una serie de términos no negativos.

Consideremos ahora la suma de elementos de £, en (2.5.4). Tenemos que, para
todo M,

N+M N+M N+M N+M
Y€+’ = 3 (@) 2y 0+ Y @9, @259)
i=N+1 i=N+1 i=N+1 i=N+1

donde el miembro de la derecha tiende a 0 cuando N — oo, dado que cada término
es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ec. (2.5.3) y (2.5.5)).

En consecuencia, por el criterio de Cauchy, existe el limite de la serie

.
S (E9 +79)* < oo. (2.5.10)
i=1

Por lo tanto, con la definicién de (2.5.4), z +y € Ly, Vz,y € L;. Ademds, es

inmediato mostrar que también az € L,.

En conclusién, £ es un espacio euclideo. En lo que sigue mostraremos que es un

espacio completo.
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En esas condiciones, la ecuacién de autovalores para los operadores T} 5 del ejem-

plo 6.3 se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria, cuya solucién es
p(x) = ep(0) € AC(0,1) € Ly(0,1). (6.3.27)

Pero mientras que todo niimero complejo A € C es un autovalor de T3, la condicidn
de contorno para Ty, (0) = 0= ¢(z) =0.
Entonces, 0,(T7) = C, mientras que 75 no tiene autovectores y su espectro

puntual es vacio, op(T3) = 0.

Teorema 6.2. Sea T' un operador lineal densamente definido en un espacio de

Hilbert H. Entonces,
w si)€an(T) = X € oy(TH),
n si X € 0,(T) = X* € 0,(T") o bien \* € 0,(T).

En efecto, si A € 0(T), entonces Rank(T' — AI) no es denso en H, de modo que
Fp # 0| (¥, (T — M)p) =0,V € D(T)®. Pero eso significa que (), Tp) = X (¢, ¢)
es una funcional lineal y continua de ¢ = 3 € D(T™).

En esas condiciones, podemos escribir que ((TT — A1), ) = 0, V¢ € D(T)
denso en H, de modo que Ttp = A*3).

Por otra parte, si T = Ap, con ¢ # 0, entonces, V1) € D(TT) tenemos que
%, (T = M)p) = (Tt = A1), ) = 0 = Rank(Tt — \*I) no es denso en H =
X & p(TH Uo(TY).

En esas condiciones, \* € 0,(TT), a menos que exista en D (T‘) un vector ¢ #
0| (Tt — X*I)1h = 0, en cuyo caso X* € a,,(T"). [m]

Ejemplo 6.5. Consideremos nuevamente el operador T} del ejemplo 6.3. Hemos
visto en el ejemplo 6.4 que el espectro puntual de T} es todo el plano complejo,
(1) = C. Entonces el espectro de T} es también todo el plano complejo, o(T}) =
C.

Por otra parte, resulta inmediato mostrar que las condiciones de contorno que
pesan sobre las funciones en D(TY), ec. (6.3.23), hacen que este operador no tenga
autovectores, de modo que 0,(7‘1}') = 0. En consecuencia, el espectro residual de T}

es todo el plano complejo, av(T}) = C.

SPara ver que esto es asf, llamemos F' = Rank(T — Al). Sabemos que todo vector ¢ € H puede
escribirse como ¥ = u + v, con u € F y v € F1. En esas condiciones, si {¢ L F = ¢ = v = 0},
entonces F- = {0} y F es denso en H. En consecuencia, si F no es densoen H = 3¢ # 0 | ¢ L F.
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Esos n nimeros definen un vector

z=tWe+-+Me, €E, (244)
que es el limite de la secuencia. En efecto,
n
X 2
Pl =3 |6 €0 >0 (2.4.5)
=1

cuando k — oo (dado que es una suma finita de términos que se anulan en ese
limite).

Por lo tanto, toda secuencia fundamental en un espacio euclideo de dimensién
finita tiene limite, de modo que ese espacio es completo.

Por otra parte, hemos visto en la Seccién 2.3 que el espacio Cy(a,b) no es com-
pleto. Esto plantea la pregunta acerca de la existencia de espacios completos de
dimensién infinita, que el ejemplo tratado en la siguiente Seccién responde afirma-

tivamente.

2.5. El espacio £,

El espacio £, se define como el conjunto de las secuencias de nimeros reales

tales que la suma de sus cuadrados es una serie convergente,

L, = {z ={, i | S (€9’ < oo} : (25.)

Este conjunto resulta un espacio lineal respecto de las operaciones de suma y

producto definidas de modo que, para o € R,

z={¢?,ieN}, y={n",ieN}, (25.2)
con - -
() <00, T 9) <o, 25.3)
i=1 i=1
entonces

az:={at® iecN},
(2.5.4)
z+y:={D+99, ieN}.
Es evidente que elementos de la forma z,, = {¢® = ¢%,, i € N}, con m € N,

son linealmente independientes. En consecuencia, el espacio £, no tiene dimensién
finita.

Este espacio resulta euclideo respecto del producto escalar

(r,9) =3 €00 (255)
i=1
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para toda ¢(z) € D(T1). Esto requiere que sea posible integrar por partes en la
primera de esas integrales, por lo que debemos suponer que ¥ (z) € AC(0,1).
Haciendo uso de la propiedad (3.7.5), podemos escribir que

(D) e@)], + / (—i¥/(@) () dz = / X@)p@)de.  (6322)

Teniendo en cuenta que una funcional continua respecto de la convergencia en media
no puede depender del valor que su argumento tome en un punto particular del
intervalo [0, 1], y dado que los valores que las funciones ¢(z) toman en z = 0, 1 son
arbitrarios, vemos que debemos imponer ademds la condicién de contorno ¥(0) =
0=1(1).

En esas condiciones, dado que D(T}) es denso en L (0,1), la igualdad (6.3.22)
implica que x(z) = —i¢/(z) € L2(0,1).

En definitiva, el operador Tl1 estd definido de modo que

D(TY) == {¢(z) € AC(0,1) | ¥/(z) € Lx(0,1),%(0) =0 =4h(1)} ,
(6.3.23)

T () == =i/ (x).
Nétese que, en este caso, T es una extensién de TlT s Tl1 cT.
Siguiendo el mismo procedimiento resulta inmediato mostrar que Tlﬁ =T =T,

que entonces es un operador cerrado.

Similarmente, se obtiene que

D(T}) = {¥(z) € AC(0,1) | /() € Lx(0,1), (1) =0} ,
(6.3.24)

T §(e) = —id/(@),

¥y que T;n =T, = Ty, que también es cerrado. Ademds, se ve que TlT - Tz1 .

En general, la eleccién de un dominio de definicién para un operador diferencial
tiene una influencia determinante sobre su espectro, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 6.4. Consideremos la ecuacién
—i¢(z) = Ap(z), con p(z) € AC(0,1). (6.3.25)
Esa igualdad implica que

¢'(z) € AC(0,1) = ¢ (z) € AC(0,1) = ...
(6.3.26)
<= p(z) €C(0,1).
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para k, | suficientemente grandes. Tratdndose de una serie de términos no negativos,
ella es mayor o igual que cualquiera de sus sumas parciales. Podemos entonces

escribir que

N
. N\ 2
(60 -¢") <5, vNeN. (255.20)
i=1
Si ahora, con N fijo, tomamos el limite de esta suma finita para [ — oo resulta
1 SR (e _ e _ N (60 _ ) < €
1133,101_:1(1:*1) :;(gk 3 ) SQ,VNGN, (25.21)

para todo k suficientemente grande.

Finalmente, tomando el limite N — oo,

N
. ® _ @) o _0)’ < €
o GO B o D
para todo k suficientemente grande.
Por lo tanto,
Jim p(ai, 2) =0, (2.5.23)

y la secuencia de Cauchy considerada converge a un elemento de L.

En conclusién, toda secuencia fundamental en £, es convergente, de modo que

se trata de un espacio euclideo completo.

Veremos ahora que el espacio £, es separable. Para ello tengamos en cuenta que,
siz={¢®, ieN}e Ly dadoe >0,

o o
Y () <00 = 3 (€9) <3 (2.5.24)
i=1 i=N+1

para N suficientemente grande.

Por otra parte, sea
a={4",¢®,...,4"™,0,0,...} € L,, (2.5.25)
donde los racionales ¢ € Q son elegidos de manera que
. ; 3
(¢® — q(,)) <5 (2.5.26)
En esas condiciones,
ul 2 >, 2
= Z (6@ —¢®)* + Z (€9)* <
i=1 i=N+1
(2.5.27)

Yo € eml
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Consideremos una secuencia fundamental arbitraria en L, {z1,2,..., Tk, ... },
donde
2 = {g};”, ie N} . (2.5.11)
Entonces,
> . N2
plagz)* =3 ( O _ ,@) 0, kl— . (25.12)
i=1

Dado que se trata de una serie de términos no negativos, debe ser

(e _ @) _ .
k,lgnm( - ") =0, YieN. (25.13)
En consecuencia, para todo i = 1,2,..., obtenemos la secuencia fundamental

{5(’) , k € N} que, por el criterio de Cauchy, tiene limite: 3¢® € R tal que
£O = lim ¢ (2.5.14)
k=00
Con esos limites puede formarse la secuencia « = {¢®) | i € N}.

Para mostrar que z as{ definido es un elemento de L£,, recordemos que toda

secuencia de Cauchy es acotada. Por lo tanto, V k tenemos

a0 =3 (&) <K <o, (25.15)
i=1

donde K no depende de k. Entonces, VN € N fijo resulta que

N
> ( ,<;'>)ng, VEkeN. (2.5.16)
i=1

Tomando el limite de esa suma finita para k — oo obtenemos

N N
3 GO S ) <K vven. 25.17)

Entonces, en el limite N — oo obtenemos

N oo
4 @)? (£9)?
p}ﬂ];c;(f ; N <K<oo=zel,. (2.5.18)

Ahora mostraremos que este vector z € L, es el limite de la secuencia funda-

mental en (2.5.11). Para ello, tengamos en cuenta que, dado € > 0,

pla, 7)? = Z (8- f{"’)z <3 (2.5.19)

i=1
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6.4. Operadores simétricos

Un operador lineal T' densamente definido sobre un espacio de Hilbert H se dice

simétrico si” T C T". Es decir, si

D(T) c D(TY),
(6.4.2)
Vo eD(T), Tto =Tep.

En particular, en este caso el operador adjunto 7T también est4 densamente definido.

Toda extensién simétrica S de T estd contenida en TT. En efecto, si T € S €
St= S c St ¢ TT. Por lo tanto, T c S < St c T'.

Un operador se dice autoadjunto® si Tt = T, es decir, si T es simétrico y

D(T) = D(T).

Un operador simétrico (densamente definido) es siempre clausurable. En efecto,
T c T%, que es cerrado (ver Teorema 6.1). Por lo tanto, T tiene una extensién

cerrada.

Por otra parte, T C Tt = D(T) ¢ D(T"), que entonces es denso en H. Por el

Teorema 6.1, T es clausurable y su clausura es T = T'!. En consecuencia,
TcT=THcTh (6.4.3)
Si T es simétrico y cerrado, tenemos que
T=T=T"cT" (6.4.4)
Y si T es autoadjunto, entonces
T=T=T"=T"f (6.4.5)

¥, en consecuencia, T' es necesariamente cerrado.

Lema 6.2. T simétrico y cerrado es autoadjunto si y sélo si su adjunto T' es
simétrico.

En efecto, si T es autoadjunto = T = Tt = TT = T es simétrico: TT c T'.
Por otra parte, si T es simétrico, Tt Tt = T < T' = T es autoadjunto: T = T.

"Equivalentemente, T es simétrico si ¥ p1, 2 € D(T) es

(#1,Tp2) = (T'p1,02) - (64.1)

8Los observables de la Mecénica Cuantica estan representados por operadores autoadjuntos
en un espacio de Hilbert.
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biunivoca con los pares ordenados de la forma (Qx(t), ¢:), los que forman un conjunto

numerable de acuerdo con el Lema 2.8. O

Ejemplo 2.5. El espacio Cy(a,b) es separable. En efecto, sea z(t) = zg(t) +
iz[(t), con zg(t),z1(t) € CX(a,b). Entonces podemos elegir dos polinomios con
coeficientes racionales Qr(t) y Qr(t) tales que || zr1(t) — Qri(t) ||< /2.

En consecuencia, por la desigualdad triangular,

[l =(t) = (Qr@®) +iQ:®)) | <
(2.2.6)
<l zr(t) = Qr@) | + Il z1(t) — Qi(t) | <.
Finalmente, notemos que el conjunto de los polinomios de la forma Qg(t)+i Q;(t)
es numerable, dado que sus elementos estdn en correspondencia uno a uno con los

pares ordenados de elementos de un conjunto numerable, de la forma (Qg(t), Qs (t))

con Qr(t) € Qa(a,b), que también forman un conjunto numerable (ver Lema 2.8).

Un espacio euclideo que contiene un conjunto denso y numerable se dice sepa-

rable.

2.3. Secuencias de Cauchy en espacios euclideos

Una secuencia de vectores {z1, Zs, ..., T, ... } en un espacio euclideo E se dice
fundamental o de Cauchy si Ve >0 3N(e) € N tal que

plze, ) <e, Yk, 1> N(e), (2.3.1)
es decir, si
lim p(zg,2;) =0. (2.3.2)
ko0

Lema 2.9. Toda secuencia convergente es fundamental.

En efecto, supongamos que z; — z. Entonces, de la desigualdad triangular para

la distancia tenemos que
Pl ) < pla,2) + p(z,20) 0 233)
cuando k,l — oco. m}

En la recta, el criterio de Cauchy establece que toda secuencia fundamental es
convergente. Pero en un espacio euclideo general puede haber secuencias de Cauchy

que no tengan limite en ese espacio, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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m}
Lema 1.11. Una funcional lineal continua es acotada.
Si f(z) es continua, tenemos que
[f@) = fO)]=1f(z) <&, Yz | [z l< (). (1.10.2)
Seaz # 0y 0< 8 <4(c), entonces
x &y €
f(6 )|: f(z)| <e f(z)] < x| . 1.10.3
(o)~ o @l <= = @l <5 1z (1103)
Ademés, 0= |f (0)| = 5 [ O [|. Por lo tanto, tomando K = £/d; tenemos
@I <Kz, VoeE. (L104)
m}

Lema 1.12. Una funcional lineal acotada es continua.

En efecto, supongamos que |f(z)| < K || z ||, para todo z € E, y consideremos

una secuencia convergente zj — x. Entonces,

[f@r) = f@)|=f(ax —2)| <K || ax—z || =0 (1.105)

cuando k — oco. O

Teorema 1.11. Como consecuencia de los tres Lemas anteriores resulta que,
para una funcional lineal f(z) definida sobre un espacio euclideo E, los siguientes
enunciados son equivalentes:

» f(z) es continua en z =0,
n f(z) es continuaVz € E,
= f(z) es acotada en E.

Ejemplo 1.45. Ya sabemos que el producto escalar por un vector fijo del espacio,
z € E, define una funcional lineal, f(z) := (2,z), Yz € E. De la desigualdad de
Cauchy - Schwarz resulta que

F@I=1Eal<lzlllz], Yz cE. (1.10.6)

Por lo tanto, esa funcional es continua en E.

Ejemplo 1.46. Ya hemos dicho que toda funcional lineal en un espacio de di-
mensién finita corresponde al producto escalar por un vector fijo de ese espacio. Por
el resultado anterior, vemos que toda funcional lineal en un espacio de dimensién

finita es continua.
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Por otra parte, la operacién de pasaje al limite es lineal: si {fn} = fy {gn} = ¢

en K*, se tiene que

Jm (afn+ Bgn, @) = lim {a” (fa, ) + 5" (90, 9)} = (@f +Bg,) ,  (T44)

para toda funcién ¢(z) € K. En consecuencia,

lim [af,+ o] = af + Bg. (7.45)

En particular, si una distribucién es el limite de una serie en K*,
f= th = (f,¢) = lim (Z b, ) S (), Vo@) e K. (7.46)
k=1 k=1

La convergencia en Ly(R) implica convergencia débil en K*. En efecto, si una
secuencia de funciones de cuadrado sumable converge en media, {f,} — f, para la

secuencia de funcionales regulares que ellas definen tenemos que

(fny @) = (frs P)pom) —nsoo (F, Qo) = (F90) (7.4.7)

para toda funcién p(z) € K C Ly(R), en virtud de la continuidad del producto
escalar en ese espacio de Hilbert.

En el caso de funcionales regulares, la convergencia débil también estard asegu-
rada toda vez que pueda conmutarse el limite con la integral que define la funcional
y la secuencia fn(z) — f(z) a.e. Ese es el caso de secuencias de funciones localmen-
te sumables que convergen uniformemente en todo intervalo cerrado. En efecto, si

fa(z) = f(z) uniformemente en todo conjunto compacto,

ble]
(h=fio)= [ )~ SO o) . (748)
afy]

El pasaje al limite bajo el signo integral es también posible bajo condiciones menos
restrictivas, como por ejemplo cuando
= fo(z) = f(z) en casi todo punto y |fn(z)| < g(z), Vn, donde g(z) es
localmente sumable,

» fy(z) = f(z) mondétonamente, siendo f(z) localmente sumable.

Ejemplo 7.1. Sea

z’ | > €,
@)= (7.49)

0, |z| <e.
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z = 0 es un punto esencial de la distribucién regular correspondiente a la funcién
f(z) = z? (a pesar de que f(0) =0).

El conjunto de los puntos esenciales de una distribucién constituye su soporte,
Sop(f).

Por ejemplo, el soporte de §(z — z) est4 concentrado en un punto, Sop(d(z —
29)) = {z0}. En el caso de una funcional regular f definida por una funcién continua
a trozos f(z), Sop(f) es la clausura del conjunto de puntos donde f(z) # 0.

Si una funcién de prueba ¢o(x) € K se anula idénticamente en un abierto que
contiene al soporte de una distribucién f, entonces (f, ) = 0. De ese modo, es
posible modificar la funcién de prueba fuera del soporte de una distribucién sin

modificar el valor que esta toma, (f, ¢ + ¢o) = (f, ¢)-

7.4. El espacio dual: K*

Sobre el conjunto de las distribuciones se definen las operaciones de adicién y

multiplicacién por nimeros de manera que

(af +Bg, ) = a" (f,0) + B (9,9), Yp(z) €K, (7.4.1)

con lo que evidentemente se obtienen funcionales lineales y continuas. Para el caso

de funcionales regulares, esto se reduce a la funcional regular obtenida mediante las
operaciones usuales sobre las funciones localmente sumables que las definen,

00 00

o [ r@re@ds s [ ot o=

(7.4.2)
= / [af (@) + Bg(@)]* ¢(c) do.

—c0

Asi estructurado, el conjunto de las distribuciones sobre K constituye un espacio
lineal, llamado espacio dual de K y denotado por K*.

En el espacio K* se introduce el siguiente sentido de convergencia: se dice que

una secuencia de distribuciones {f,} converge débilmente a f € K* si

Jim (fa, ) = (£,0), Vep(e) € K. (7.4.3)

Si el limite de una secuencia de distribuciones existe, entonces es tinico. En efecto,
si {fu} = [y {fn} = g en K* entonces, para toda funcién ¢(z) € K se tiene que
(f,¢) = (g, %), de donde resulta que (como aplicaciones) las distribuciones f y g

son iguales.
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Tratdndose de aplicaciones de K en el cuerpo de los complejos, no existe una
operacién de producto o composicién de distribuciones que, en el caso de funcionales
regulares, corresponda al producto usual (punto a punto) de funciones. Pero si es
posible definir el producto de distribuciones por funciones en C*°(R) de la siguiente
manera: dada f € K* y a(z) € C*(R) se define la funcional o f mediante la relacién

(af,¢) = (f,a’9) , (7.4.15)

lo que tiene sentido puesto que, para toda funcién ¢(z) € K, resulta a(z)*¢(z) € K.

Asi definida, af es una funcional lineal y continua.

La linealidad de af es evidente. Para verificar la continuidad consideremos una
secuencia convergente en K, ¢, — ¢. Las funciones a(z)*¢,(z) son idénticamente
nulas fuera de un mismo intervalo acotado, dentro del cual la secuencia de sus
derivadas k-ésimas converge uniformemente, (a(z)*@,(z))® — (a(z)*¢(z))®). Por
lo tanto, la secuencia a(z)*¢n(z) — a(z)*¢(z) en K. Entonces, como consecuencia
de la continuidad de f tenemos

(afsn) = (fs0%¢n) = (f,07¢) = (af, ) - (7.4.16)

7.5. La derivacién en K*

Consideremos primero una funcional regular definida por una funcién f(z) abso-
lutamente continua en la recta, (f,¢) = [ f(z)*¢(z) dz. Como su derivada f'(z)
existe en casi todo punto y es localmente integrable, podemos definir otra funcional

regular como
o= [ reorewds—- [~ ford@d=-(e). @5

donde (para integrar por partes) hemos tenido en cuenta que ¢ € K es diferenciable
y de soporte compacto, y (en el iltimo paso) que la derivacién es una aplicacién de
K — K (ver (7.1.3)).

Nétese que en el miembro de la derecha en (7.5.1) ya no aparece la derivada de
la funcién f(z). De hecho, dado que ¢'(z) € K, esa expresién tiene sentido para
toda funcional f € K*. Esto sugiere la siguiente definicién.

Dada una distribucién sobre K, f € K*, se define su derivada como la funcional

cuyos valores estdn dados por

(fs9) =~ (f,¢), Vo(x) €K. (752)

Asf definida, f’ es una funcional lineal y continua. En efecto, f’ es lineal como

consecuencia de que la derivacién sobre funciones de K es lineal. En cuanto a la
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Esta funcién permite definir una funcional regular que tiene por limite en K£* a una
distribucién singular,
lim fe = VP7 (7.4.10)

0
(en este caso no es posible intercambiar el ].lrmte con la integral).

Ejemplo 7.2. Otro ejemplo de una secuencia de funcionales regulares que con-

verge a una distribucién singular es

22
e W

Vint

flz) = Sor 0(x) . (7.4.11)

En efecto,

e B ale] o 4, o)l de —
( Am,w(z))f / T PO () (0] =

(7.4.12)

ale] ale]

»(0)—= v zdeJrf VE (2V/4t) — (0)| dz — (0)
\f

para t — 0%, puesto que p(2v/4t) — p(U) = 24t ¢/ (¢(2,1)), con ¢(2,t) entre 0 y
4, en virtud del teorema del valor medio, mientras que ¢'(z) estd uniformemente

acotada en toda la recta.

Se puede demostrar de manera general que toda funcional singular es el limite
débil de una secuencia de distribuciones regulares. Similarmente, se demuestra que
toda distribucién es el limite débil de una secuencia de distribuciones regulares de
soporte compacto, que incluso pueden ser definidas mediante funciones del espacio
Ce(R).

También es posible mostrar que K* es completo en el sentido de que, si existe el
limite de las secuencias numéricas im0 (fn, @), V¢(z) € K, entonces el conjunto

de esos limites define una funcional lineal y continua sobre K,

(fr9) = lm (fa,0) - (7.4.13)
La linealidad de f es evidente a partir de la linealidad de f,, y la del pasaje al

limite. Para mostrar la continuidad de f debemos mostrar que si ¢i(z) — ¢(z) en

K, entonces (f, pr — ¢) — 0 para k — oco. En efecto, dado € > 0 tenemos que

[(£: 06 = @) < UF = fus 0 — @) + |(fns 06 — 0)| <&, (T.4.14)

dado que |(fn, pr — ¢)| < £/2 para k suficientemente grande mientras que, para un
dado k, |(f — fn.x — ¢)| < €/2 para n suficientemente grande.
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Vo(z) e K.

Entonces, dado que la derivacién es una operacién continua en K*,

(mn Si“("’”))lz lfm (Si“("’))': lfm cos(va) — 0. (7.5.9)

v—00 v v—00

Similarmente, lim, o sin(vz) = 0. Y tomando sucesivas derivadas®,

lim [v" cos(vz)] = 0= lim V" sin(vz)] . (7.5.11)

V=00 v—00

Ejemplo 7.4. Consideremos la funcién discontinua

1, z>0
O(z) = T 7.5.12
@) { 0, z<0 ( )

y la distribucién regular que ella define,

(0@ = [ p(a)dr. (75.13)

Su derivada resulta
(¢ (@) @) =~ 0@/ @) = = [ o) do = 4(0) = ((a)o(@)) . (1510

para toda ¢ € K. En consecuencia, #'(z) = ().

Ejemplo 7.5. Similarmente,

(8(@), ¢(x)) = — (8(z), /(&) = ~£'(0). (7.5.15)

3Nétese que este resultado corresponde al hecho de que las transformadas de Fourier de fun-
ciones de C§° (R) son funciones del espacio de Schwartz S,

ey

oo
lim " / VT () dr =0. (7.5.10)
o
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continuidad, nétese que si ¢n(z) = ¢(z) en K, de la definicién de convergencia en
K (ver Seccién 7.1) resulta que la secuencia de sus derivadas también converge en
ese espacio a la derivada del limite, ¢,(z) — ¢/(z). Entonces, como consecuencia de

la continuidad de f tenemos
(Fsen) == (fr6h) = = () = (F,9) - (7.5.3)

De esa definicién surgen las siguientes propiedades:
= La derivacién en K* es una operacién lineal, pues V(z) € K

(f+9),0)=—(f+9.¢)=—(f.¢)—(9.¢) =
(7.5.4)

= o)+ (d0)=(f'+d.9) -

» Toda funcién generalizada admite derivadas de todo orden. En efecto, para
toda funcién ¢(z) € K = ¢™(z) € K, ¥n. Entonces

(F™,0) = (1" (f,¢™) - (7.5.5)

» La operacién de derivacién es continua en K*. Supongamos que la secuencia
de funciones generalizadas {f,} converge a f en K*. Entonces, V(z) € K
se tiene

(farp) == (@) = = () = (f'9) - (7.5.6)
Por lo tanto, f, — f’ en K*.

» Como consecuencia de la continuidad de la derivacién, toda serie convergente

de funciones generalizadas puede ser derivada término a término cualquier

niimero de veces,

F=> "= f™=3"n". (7.5.7)
k=1 k=1

Esto representa una libertad que no se tiene cuando se trata de series de
funciones, ya que en ese caso se deben requerir condiciones adicionales, como
la convergencia uniforme de la serie de las derivadas, para poder asegurar

que ésta converge a la derivada de la suma de la serie.

Ejemplo 7.3. La secuencia de distribuciones regulares {W} tiende a la dis-
tribucién nula 0 € K* cuando v — oo, dado que la secuencia de funciones converge
uniformemente a 0 en toda la recta,

- (sin(l/z),w (I)) _ /am i (sin(uz)) @) dz=0, (758)

V=00 v alg] V7 v
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Ejemplo 2.3. El subespacio de los polinomios a coeficientes reales,
Pa(a,b) = {P(t) =ao +art +azt> + - +ant", ne N, a, € R}. (2.1.7)

es denso en el espacio de las funciones reales y continuas en [a,b], C¥(a, b).

En efecto, el teorema de Weierstrass' muestra que toda funcién real f(t), con-
tinua en un intervalo cerrado [a,b], es el limite de una secuencia uniformemente
convergente de polinomios con coeficientes reales?, { Py (t), Py(t) ..., Pe(t),. .. }.

Esto implica (ver Lema 1.9) que toda funcién real y continua es el limite en
media de una secuencia de polinomios a coeficientes reales, es decir, es un punto
limite de P (a,b). Por lo tanto,

C3(a,b) C Py(a,b). (2.1.8)

Lema 2.4. Si el conjunto B C E es denso en A CE, y a su vez A es denso en

E, entonces B es denso en E.

En efecto, si B es denso en A, entonces
AcB = AcCB. (2.1.9)
Por otra parte, si A es denso en E, entonces
EcCA = EcCB. (2.1.10)

Por lo tanto, B es denso en E. m}

Ejemplo 2.4. El conjunto de polinomios con coeficientes racionales,
Q(a,b) ={Q(t) =qo+ @1t + 2 +--- +gut", nEN, g €Q},  (21.11)

es denso en el espacio de los polinomios con coeficientes reales Py(a, b), que a su vez

es denso en C¥(a, b). Por el lema anterior, Qs(a,b) es denso en Cy(a,b).

Para mostrar que Qs(a,b) es denso en Ps(a,b), consideremos un polinomio
P(t) =ap+a;t+---+a,t" € Py(a,b), y elijamos n niimeros racionales qo, g1, . . . , g
tales que |ax — | < €/(25*1 || t* ), con € > 0 (lo que siempre es posible, dado que
Q es denso en R).

1Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 - 1897).
2Ver, por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, pag. 65.





index-190_1.png
7.5. LA DERIVACION EN K* 189

Sea f(z) una funcién continua en R, cuya derivada es continua a trozos, con
discontinuidades aisladas de altura finita en los puntos {a}. Ella define una distri-
bucién regular (que denotamos por f) cuya derivada estd dada por

ale]

(fo)=— J(@)'¢' (@) dz =

—aly]

=3 [M e - (75.16)
x Ja

=Y (@ —0)*¢lais) — fla +0)"p(ar)},
k

donde la primera suma en el miembro de la derecha es finita en razén de que ¢
es de soporte compacto, y la segunda es nula porque f(z) es continua. Entonces,
la derivada de la distribucién f es una funcional regular definida por la funcién
f'(z) (este es un caso particular de distribucién regular definida por una funcién

absolutamente continua, que ya hemos considerado al principio de esta Seccién - ver
ec. (7.5.1)).

Sea ahora f(z) una funcién continua y diferenciable a trozos, con discontinuida-
des aisladas (sin puntos de acumulacién) de altura finita en los puntos {a;}, donde
f(ar 4+ 0) — f(ar — 0) = hi. La derivada de la distribucién regular que ella define
satisface

afip]

(fo)=- [(@)'¢ (z) dz =

—ale]

=> / " playee) do + > [flar+0) = flax = 0)lwlar)  (7.5.17)
kU k

/ iy I)dI+Zh (a),

para toda ¢ € K. En consecuencia, la derivada de f es una funcional singular dada

por

dj
f= Ef + 2": hed(z — ag), (7.5.18)

donde hemos llamado % a la distribucién regular definida por la funcién f'(z)
(que, por hipétesis, existe en casi todo punto y es localmente integrable). Téngase
en cuenta que la serie en el segundo miembro es convergente en K* puesto que,

aplicada a una funcién de soporte compacto, siempre se reduce a una suma finita.
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En un espacio euclideo real, el dngulo entre dos vectores no nulos ortogonales

entre sf es /2 (coszy = 0).

1 0
0 1

Ejemplo 1.8. En R”, los vectorese; = | 0 | yea = | 0 | son ortogonales
0 0

entre si.
Ejemplo 1.9. En Cy(a,b),
b
2(t) Ly(t) = / c(t) y(t)dt=0. (1.123)
o

El sistema trigonométrico,

{cos(kt),k=0,1,...; sin(lt),l = 1,2,...} C Cy(—m,7), (1.1.24)
es un conjunto infinito de vectores ortogonales entre si, lo que puede ser facilmente
comprobado.

Lema 1.1. Si los vectores no nulos {z1,s,...,zr} son ortogonales entre si,

entonces son linealmente independientes.

En efecto, supongamos que, por el contrario, son linealmente dependientes. En-
tonces existen k nimeros Cj, no todos nulos, tales que Cy z1+Ca 2o+ - -+ Crzr = 0.
Supongamos, por ejemplo, que C; # 0, y tomemos el producto escalar de esa com-

binacién lineal nula con el vector z,. Como z; L x; para i # j, tenemos que

0= (z1,0) = Ci(z1,21) =C1 | a1 [P = 21 =0, (1.1.25)
en contradiccién con la hipétesis. En consecuencia, C; = 0, Vi = 1,...,k, y los
vectores son linealmente independientes. m}

Del Lema 1.1 se desprende que si una suma de vectores ortogonales entre sf es

el vector nulo, entonces cada sumando es 0.

Se define la dimensién de un espacio euclideo E como el mdximo ntimero de
vectores linealmente independientes que es posible seleccionar en E. Por ejemplo, la
dimensién de C" es n.

La existencia del sistema trigonométrico, ec. (1.1.24), muestra que los espacios

de funciones Cs(a, b) no tienen dimensién finita.
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Todo conjunto cerrado F C E que contenga al conjunto A debe también contener

a su clausura,

ACF = ACF. (2.1.3)

En ese sentido, la clausura A es el conjunto cerrado més pequefio que contiene a A.

Ejemplo 2.1. La clausura del conjunto de los niimeros racionales Q sobre la
recta es el conjunto de los nimeros reales R. De hecho, los ndmeros irracionales
pueden ser introducidos como los limites de secuencias convergentes de racionales
que no convergen a un racional, como por ejemplo

31 314 3141 31415
’10° 100’ 1000 * 10000 ’

™ = 3,14159265358979 - - - ¢ Q.

Lema 2.3. Todo subespacio de dimension finita de un espacio euclideo es un

conjunto cerrado.

En efecto, del Lema 1.3 sabemos que si F C E es un subespacio de dimensién
finita, todo vector 2 € E puede escribirse como la suma de dos vectores ortogonales
entresi, z=u+v,dondeuecFyv LF.

Entonces, para y € F tenemos
ple,y)’ =l w+o) =y P =lu—y >+ o |>> v |* . (2.1.4)

Por lo tanto, Vy € F es p(z,y) > 0si z ¢ F (es decir, si v # 0). En consecuencia,

ningdn vector que no pertenece a F es un punto limite de ese subespacio. m}

Un conjunto B C E se dice denso en el conjunto A C E si A esté contenido en

la clausura de B,

Bdensoen A = ACB. (2.1.5)

Esto significa que todo elemento de A es un punto limite de B, de modo que pue-

de representarse como el limite de una secuencia convergente de vectores contenidos
en B,

Vae A 3{b,by,...} CB|a=limb. (2.1.6)

k—oo

Ejemplo 2.2. El conjunto de los nimeros racionales Q es denso en el conjunto
de los reales, Rc Q = R.
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conviniendo en que elementos repetidos obtienen su posicién en su primera aparicién,

y son omitidos en las siguientes.

Lema 2.6. El conjunto de los nimeros enteros es numerable.
En efecto, Z = {0,1,2,... }Uu{-1,-2,-3,... }.

Lema 2.7. El conjunto de los nimeros racionales (niémeros de la forma p/q, con

p€ZyqeN), es numerable.

En efecto, el conjunto de los racionales sobre la recta, Q, es la unién de un

conjunto numerable de conjuntos numerables de fracciones de la forma

sq:{g,pez} cong=1,23,... (2.2.3)
q

Lema 2.8. El conjunto de pares ordenados formados con los elementos de dos

conjuntos numerables es también numerable.

Dados dos conjuntos numerables,

A ={a,a,...,0...},
B={bibyy. iy} s

el conjunto de pares ordenados {(a,b;), Vk,l}, es la unién de un conjunto nume-

(2.2.4)

rable de conjuntos numerables de la forma
Se={{ar,b), 1=1,2,...} , conk=1,2,... (2.2.5)
que, por el Lema 2.5, es numerable.

Ahora bien, el conjunto de los polinomios de todo grado con coeficientes raciona-
les es la unién para todo n de los conjuntos de polinomios a coeficientes racionales
de grado menor o igual a n. Entonces, de acuerdo al Lema 2.5, basta con mostrar
que esos conjuntos son numerables.

Los polinomios a coeficientes racionales de grado cero son simplemente los ndime-
ros racionales, que forman un conjunto numerable.

Los polinomios de grado 1 de la forma gy + ¢1 ¢, con go, ¢ € Q, estén en corres-
pondencia uno a uno con los pares ordenados de la forma (go, g1) que, de acuerdo al
Lema 2.8, forman un conjunto numerable.

Procedemos por induccién. Podemos mostrar que si el conjunto de los polinomios
de grado < n con coeficientes racionales, {Qk(t), k € N}, es numerable, el conjunto
de los polinomios a coeficientes racionales de grado < n+1 también lo es. En efecto,

los polinomios de la forma Q(t) + ¢ t"™!, con ¢ € Q, estdn en correspondencia
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En esas condiciones, la continuidad de la derivacién en K* nos permite derivar

esa serie término a término para obtener

Fofe i Si“g“) A (7.5.23)
k=1

Pero como esta serie converge en K*, puede ser nuevamente derivada término a
término para obtener de (7.5.20) y (7.5.23)

Zcos(kz) —= + ™ Z &(x —2nk) . (7.5.24)

k=—0c0

De esta igualdad se deduce el siguiente desarrollo de Fourier para la §-periédica:

6(z — 2mk) = e (7.5.25)
21r

k=—0c0 k=—0c0

Un razonamiento similar permite asignar un sentido como distribucién a la su-
ma de series de la forma Zifm Cre*?, donde los coeficientes satisfacen relaciones
|Cx| < ME"2, con M constante y n € N.

Entendidas como series de funciones, ellas son claramente divergentes. Pero como
series de funcionales regulares resultan convergentes, dado que son la derivada n-
ésima como distribucién de una serie que converge uniformemente en toda la recta a
un lfmite continuo y 27-periédico (y que, por lo tanto, también converge débilmente):

F(z)= i G ik, pioy _ Z Cre*® . (7.5.26)
< (k)"

k=

=—00

De hecho, se puede demostrar que toda distribucién (regular o singular) coin-
cide en todo compacto en la recta con la derivada de cierto orden finito de una

distribucién regular definida por una funcién continua.

Ejemplo 7.7. La funcién absolutamente continua z (log |z| — 1) define una dis-
tribucién regular cuya derivada primera es la distribucién regular definida por log |z| €
Lglm) (R), y su derivada segunda es la distribucién singular VPL. En efecto,

((oglz)',¢) = — (loglal,¢') = — lim log|e| ¢/(z) dz =

€20% Jjaj2e

- tin {0 pa+ [ #ark— (velo).

lel>e ¥ z

(7.5.27)
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Entonces, llamando Q(t) = qo + it + --- + go t" y empleando la desigualdad

triangular para la norma, tenemos

Il P(t) = Q) Il =

=l (a0 —q)t°+ (a1 — @)t + -+ (an — gn) t" || <

. (2.1.12)
< lao—qol | ° | Har =@l [ £ |+ +lan —gul | " [ <

1
DEEE

k=0

[SIR
B ™

n

1
D5 <
k=0

El conjunto Q,(a,b) tiene ademds la particularidad de ser numerable, es decir,
puede ser puesto en correspondencia uno a uno con el conjunto de los niimeros natu-
rales. Para demostrar esta propiedad debemos mostrar previamente que el conjunto
de los niimeros racionales es numerable, asi como ciertas propiedades de la unién de

conjuntos numerables, lo que haremos a continuacién.

2.2. Conjuntos numerables

Mostraremos en lo que sigue que el conjunto de los polinomios con coeficientes

racionales y de grado arbitrario es numerable.

Lema 2.5. La unidn de un conjunto finito o infinito numerable de conjuntos
numerables es también un conjunto numerable.
Mostraremos esta propiedad para el caso de la unién de un conjunto numerable

de numerables. Para ello consideremos los conjuntos

Si = {a, a1z, -, au, .. 1,
Sy = {az,a0,...,a9,... },
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA (2.2.1)

Podemos ordenar todos esos elementos en una tnica secuencia adoptando alguna
regla que nos permita asignar un nimero natural a cualquier elemento de uno cual-

quiera de esos conjuntos. Por ejemplo, podemos formar la secuencia

ai, {dlz, a2, a21}, {dla, a23, a33, A32, a:n},

(2.2.2)
{a1, @24, 34, aua, @3, ag2, 0}, - {aans - gy -y ama s -
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Ejemplo 7.6. Consideremos ahora la funcién definida como

f(z):”;’”, O<az<m, (7.5.19)

y extendida a toda la recta como funcién impar de perfodo 27. Esta es una funcién
discontinua en los puntos z; = 27k con k € Z, con una discontinuidad de altura
h = m en todos ellos. Excepto en los puntos de discontinuidad, esta funcién es
diferenciable y su derivada es f'(z) = —1/2.

Por el resultado anterior, podemos escribir la derivada de la funcién generalizada

que ella define como

o

f= —% + nkz 6(z —2mk), (7.5.20)

—o
donde la serie del segundo miembro es una funcional bien definida ya que su valor
en una funcién ¢(z) € K se reduce a una suma finita.

La funcién f(z) también puede ser representada mediante su serie de Fourier,

fay~ Y D (75.21)
k=1

que converge puntualmente al valor de f(z) para todo z # 27k y converge a 0 en
los puntos de discontinuidad de f(z). Como la convergencia no es uniforme, esto no
es suficiente para concluir que esta serie converge en K* a la distribucién f.

Para ver que esa serie también converge débilmente?, recordemos primero que la
serie de Fourier de una funcién continua a trozos en el intervalo (—m, ) puede ser
integrada término a término, resultando en una serie que converge puntualmente en
ese intervalo a la integral de la funcién (que es allf una funcién continua).

En nuestro caso, la serie

Flz)=— i cos(kz) (7.5.22)

2
k=1 k

converge absoluta y uniformemente en toda la recta a una primitiva de f(z), que
es continua y 27-periddica: F'(z) = f(z) excepto en los puntos de discontinuidad
de f(z). Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuacién (7.5.22), entendida como
serie de distribuciones regulares, también converge en el espacio K* a la funcional
regular F definida por la funcién (continua en R y diferenciable a trozos) F(z).

4La convergencia débil también esté garantizada por la convergencia en media de la serie de

Fourier en todo compacto.
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Ejemplo 1.47. Pero también sabemos que en C;(a, b) existen funcionales lineales
que no pueden ser representadas mediante el producto escalar por un vector fijo
del espacio, como por ejemplo f[z(t)] = z(tp), con to € (a,b) (ver ec. (1.2.6)). Esta
funcional no es continua, dado que la convergencia en media no implica convergencia

puntual en ningin punto. Por lo tanto, tampoco es acotada.

Lema 1.13. En un espacio euclideo E, el producto escalar es una funcional
continua de sus dos argumentos. Esto significa que si las secuencias de vectores

Tp — T ey — Y, entonces

m (2, ye) = (,9) - (1.10.7)

k—oo

Para demostrarlo consideremos la diferencia

|(2,) = ()| = |@9) = (o= @ = w0y — (- )| =

= |@y—u) + @—29) — (@ —zey—u)| <
(1.10.8)

<@y - )|+ @ - )| + | @ - 20y - )| <

<lzllly—wll+lz—aelllyll+ 12— llly -y -0

cuando k — oco. O

Como consecuencia del resultado anterior, concluimos que la norma definida

sobre un espacio euclideo es una funcional continua: si zy —  entonces ||zx|| — ||z||.
Un operador A, definido sobre un espacio euclideo E, se dice continuo en un

puntoz € EsiVe > 03d(c) > 0tal que, si p(y, z) < d(¢), entonces || Ay—Az || <e.

Lema 1.14. Todo operador lineal acotado A, definido sobre un espacio euclideo

E, es continuo.

En efecto, si z; — = entonces
Il Az — Az ||=|| A(ze —2) [<I Allll 2 =z | =0, (1.10.9)

cuando k — oco. O
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2.1. Conjuntos densos en espacios euclideos

Un elemento de un espacio euclideo, z € E, se dice punto limite del conjunto
F C E si existe una secuencia de vectores {z1, s, ..., T, ... } C F que converge al
elemento z. Dicho de otro modo, # es un punto limite de F si Ve > 0 existe y € F
tal que p(z,y) < €.

Un conjunto F C E se dice cerrado si contiene a todos sus puntos limite.

Lema 2.1. El complemento ortogonal de un subespacio de un espacio euclideo

es siempre un subespacio cerrado.

Sea E' C E, un subespacio de un espacio euclideo, y sea E” su complemento
ortogonal. Si z € E es un punto limite de E”, entonces existe una secuencia de
vectores {z, Zs,...} C E” que converge a z, 7y — .

Ahora bien, para todo y € E' tenemos que (y,zx) = 0, Vk. Y por la continuidad
del producto escalar,

(y,2) = lim (y,2) =0, = = L E". (21.1)
Por lo tanto, z € E”. O

Dado un conjunto arbitrario de vectores de un espacio euclideo, A C E, se llama
clausura de A, y se denota por A, a la unién de A con el conjunto de todos sus

puntos limite.

Lema 2.2. La clausura de un conjunto A es un conjunto cerrado.

Sea a un punto limite de A ; mostraremos que a € A . En efecto, V& > 0 existe
7 € A tal que p(a,T) < £/2. Pero siendo T un vector de la clausura de A, tenemos
que T € A o bien T ¢ A pero sf es un punto limite de A. En cualquier caso, existe
z € A tal que p(T,z) < /2.

Finalmente, por la desigualdad triangular tenemos

pla,x) < pla, ) + p(E,2) <. (212)

En consecuencia, a es un punto limite del conjunto A y, por lo tanto, a € A. O

49
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Como ¢(0) = 0 = ¢(1) (ver ec. (6.5.23)), tenemos que

¢(0):A{ V2L V2 } ¢(1):A{ ‘/ilwv V2 }

Ve 1 S Veo1 e @1
(6.6.9)
y para A #0,
; —i7
$(1) = & (eeJZr - ) #(0) = ad(0), (6.6.10)

donde « es un complejo de médulo 1, en coincidencia con el resultado del Ejercicio
6.7: TW =T,.

Ejemplo 6.10. El siguiente ejemplo muestra que el impulso radial no corresponde
a un observable de la Mecénica Cuéntica.

Consideremos el operador P, := —i % simétrico sobre el dominio D(P,) =
C°(R™) denso en Ly(R™).

Si ¢ € D(P}) = Ix € Ly(R*) tal que

(@, Prp) = (1, —i¢') = (x, ), Yo € C&°(RT). (6.6.11)
Entonces D(Pf) = {i(r) € ACR") NLa(R") | ¥/(r) € La(RY)}, v Plyp(r) =
—i¢'(r).
Buscamos ahora soluciones de
Pltps(r) = =il (r) = £it(r), con d(r) € D(P)). (6.6.12)

Esa ecuacién diferencial tiene soluciones 1+(r) = e¥91(0) € C*°(R*). Pero de ellas,
s6lo ¥ (r) € Ly(RY). En consecuencia, ni(P,) = 1 # n_(P,) = 0= P, no admite
extensiones autoadjuntas. Por lo tanto, P, no corresponde a un observable.

En un espacio de dimensién D debe considerarse el operador
Pri= —i[0+ (D — 1)/2r] = 755 (—iby) r T, (6.6.13)

simétrico respecto de la medida de integracién rP~'dr, para el cual se obtienen
similares resultados.

En efecto, si tu(r) = r~"F ¥ tenemos [0, + (D —1)/2r] bu(r) = Foou(r),
pero sélo 9 (r) € Lo(R*; rP71dr).

Ejemplo 6.11. En este ejemplo consideramos un caso particular de operador de
Sturm - Liouville con coeficientes regulares que muestra que estos operadores admi-
ten extensiones autoadjuntas que estdn determinadas por condiciones de contorno
locales en los extremos del intervalo.

Sea el operador diferencial L := 751 definido sobre el dominio denso D(L) =

CS°(R™), en el cual es simétrico.
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Ese dominio también puede ser caracterizado mediante condiciones de contorno

locales en z = 0. En efecto, para z — 0 tenemos

X(0) =0+ A[l+e"] =2Ae"2cos (7/2),

X(O)=0+id [~ (5) +e7 (2)] = (6.6.22)

— 5 € 208 (2/2) + 25in 2/},

de donde, para A # 0, resulta la relacién
V2 cos (7/2) X'(0) = — (cos (7/2) + sin (7/2)) x(0)
(6.6.23)
= a(7) x(0) + B(y) X'(0) = 0.
Esta igualdad también se satisface para A = 0, puesto que en ese caso x(z) € D(L).
En (6.6.23), las constantes (), 3(y) € Ry no se anulan simult4éneamente, dado

que

a(y)?+B(7)*=2+cosy+siny >0, Vye€[0,27). (6.6.24)

Ejemplo 6.12. En el caso en que los coeficientes del operador diferencial pre-
senten singularidades ya no serd posible, en general, caracterizar las extensiones
autoadjuntas del operador mediante condiciones de contorno locales. Pero atin en

esos casos la caracterizacién de los dominios dada en la ec. (6.6.4) las determina

completamente. Por ejemplo, si

+———, con O<v<l, (6.6.25)

entonces ny (L) = 1. Los dominios de las extensiones autoadjuntas estdn determina-

dos por las combinaciones
$4(2) + €79_(2) = 1)z + er(n)zi Y € (0, 1), (6.6.26)

de modo que ¢(z) y/o ¢'(z) son singulares en z = 0. En este caso, las extensiones

autoadjuntas quedan determinadas por a relacién c;()/ca(7).

Teorema 6.7. Sea A un operador cerrado densamente definido sobre el dominio

D(A) CH y sea
D(ATA) = {p e D(A) | Ap € D(AN)}. (6.6.27)
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Su adjunto estd definido sobre el dominio denso
D(L) = {y(z) € Ly(R) | ¢/(z) € AC(RY),#"(2) € Lo(R)}, (6.6.14)
sobre el cual actia segin
Lip(z) = —¢"(z). (6.6.15)
Similarmente, el operador clausura I = L't est4 definido sobre el dominio

D(LHf) = {¢(z) € Lo(R*) | ¢/(z) € AC(RY),

(6.6.16)
#"(z) € La(R"), $(0) = 0= ¢/(0)} ¢ D(LT),
funciones sobre las cuales también actiia como el operador diferencial
Litg(z) = —¢"(x). (6.6.17)
La ecuacién de autovalores
Lia(e) = —d(z) = +ida(e) e CURNNLRY)  (66.19)

implica que ¥4 (z) € C®(R"), reduciéndose a una ecuacién diferencial ordinaria

cuyas soluciones en Ly(R*) son

(5)-
de@)=e \V2/) 4.(0) = (L) =1=n_(L), (6.6.19)

y los subespacios de deficiencia son unidimensionales.

En consecuencia, existe una familia de extensiones autoadjuntas de L dependien-
te de un pardmetro continuo, correspondientes a las isometrfas Uy, (z) = e"9_(z),
con y € [0,2n), donde [ ]| = ||

Cada extensién autoadjunta L, es la restriccién de LT al domino

D(L'y) =
(6.6.20)
= {x(@) = é(z) + A+ (z) + €"¥(2)] | 4(z) € D(LT), A€ C},

actuando sobre esas funciones segin

Lyx(@) = Lix(@) = ~¢"(2) + 1 A [1h4(2) - M (@)] (6.6.21)
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Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. II, Theorem VIIL.32, pag. 297.

Bibliografia:
= Michael Reed y Barry Simon, Methods of Modern Mathematical Physics,
Vol. I, Functional Analysis, y Vol. II, Fourier Analysis, Self-Adjointness.
Academic Press, San Diego, 1975.
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Entonces, definiendo el operador ATA sobre D(ATA) mediante
(A'A)p = Al(Ag), (6629)

resulta que A1A es autoadjunto.

Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. II, Theorem X.25, pag. 180.

Para el caso de operadores no acotados, el resultado anterior es absolutamente
no trivial ya que, a priori, no es evidente que pueda haber vectores no nulos en
D(ATA), ni mucho menos que ese dominio sea denso en , como efectivamente lo

es.

Ejemplo 6.13. Consideremos el operador con dominio denso
D(T) = {p(x) € AC(, 1) | ¢(2) € La(0,1),0(0) =0 = (1)}, (66.29)

y tal que Tp(z) = —i ¢/ (z). Este operador es cerrado, ya que coincide con la clausura
del operador T' del ejemplo 6.7.

Su adjunto (ver ejemplo 6.7) tiene por dominio a

D(T") = {#(z) € AC(0,1) | ¥/(2) € L2(0,1)} > D(T), (6.6.30)
donde actiia segiin TTy)(z) = —i7/(z).
Del Teorema 6.7 resulta que TTT es la extensién autoadjunta de L := 7%,

con dominio original D(L) = C3°(0,1), correspondiente a condiciones de contorno
locales dadas por ¢(0) = 0 = ¢(1). Similarmente TT" corresponde a la extensién
autoadjunta de L con condiciones de contorno ¢/(0) = 0 = ¢'(1).

Un operador cerrado densamente definido A se dice normal si ATA = AAf, es
decir, si A conmuta con su adjunto, lo que requiere que D(ATA) = D(AAT).

Teorema 6.8. Para todo operador cerrado T, definido sobre un dominio denso
D(T) C H, eziste un operador autoadjunto positivo'® |T| con dominio D (|T|) =
D(T) y una isometria parcial U : (KerT)" — RankT tales que T = U|T|. Esos
operadores estdn unfvocamente determinados por la condicidn adicional Ker |T| =
KerT.

Este resultado generaliza al caso de operadores cerrados arbitrarios la descom-
posicién polar de los nimeros complejos. Téngase en cuenta que (Ker T)l =
(Ker |T|)* = Rank [T, dado que |T| es autoadjunto.

s decir, (4, [T]) = 0,% € D(T)).
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7.1. El espacio K

Al considerar el espacio de las funciones continuas en [a,b], hemos visto que
ciertas funcionales lineales resultan continuas respecto de la convergencia uniforme,
pero no respecto de la convergencia en media. Similarmente, al estudiar el completa-
miento de ese espacio respecto de la distancia derivada de la convergencia en media,
hemos visto que ciertas funcionales lineales que es posible definir sobre Cs(a,b) ya
no tienen sentido sobre Ly(a, b).

De ese modo, al ampliar el conjunto de las funciones consideradas, o al relajar el
sentido de convergencia, ocurre una reduccién en el conjunto de funcionales lineales
y continuas que es posible definir sobre ese espacio.

En particular, toda funcional lineal y continua (acotada) en La(R) estd univoca-
mente asociada con el producto escalar por un vector fijo de ese mismo espacio.

En esa condiciones, es vez de intentar incrementar ain més el conjunto de fun-
ciones relajando las condiciones que sobre ellas pesan o relajando el sentido de
convergencia en ese espacio (con la consiguiente reduccién del conjunto de funciona-
les), podemos asignar a las funcionales lineales y continuas un sentido de funciones
generalizadas e imponer fuertes restricciones sobre el espacio de funciones, buscando
incrementar el conjunto de esas funcionales.

Por ejemplo, podemos trabajar sobre el espacio métrico Ky, formado por el
conjunto de las funciones de soporte! compacto y con derivadas continuas hasta
el orden N, C{'(R), estructurado con una distancia que implica la convergencia

uniforme de las N primeras derivadas de toda secuencia convergente,

P (p, ) = maxeer {| p(z) —¥(z) | + | ¢(2) — 9/ (2) | +
(7.1.1)

ot | ™ (@) — (@) [} -

Denominamos K} al conjunto de las funcionales lineales y continuas definidas sobre

este espacio.

IRecordemos que el soporte de una funcién ¢ (x), Sop(¢(x)), es la clausura del conjunto de

puntos donde la funcién toma valores no nulos.

179
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es un polinomio cuadratico en A que no toma valores negativos. En consecuencia,
P(A) no puede tener dos raices reales distintas, lo que requiere que el discriminante

de la ecuacién P(\) = 0 sea no positivo,
2
(=2l@ 1) =4l *lly|*<o0.
De aquif se deduce la siguiente propiedad,

@l <lzllyl - (1.1.18)

Esta es la desigualdad de Cauchy - Schwarz®, que vale para todo par de vectores

de un espacio euclideo.

& Ui
. & 7 .
Ejemplo 1.6. Para z = A Y= ) € C", la desigualdad de Cauchy
n T

- Schwarz se reduce a

|(I,y)| = Lék”k

{L |fk|2} {L |nk|2} . (1.1.19)

Ejemplo 1.7. Para z(t),y(t) € C2(a,b) tenemos
/bz(t) (o) dt‘ {/ Ja( t)|2dt}i {/ﬂb|y(t)|2 dt}i . (11.20)

Supongamos que para un dado par de vectores z,y € E la desigualdad (1.1.18)

|(@,9)| =

se reduce a una igualdad, es decir, |(z, y)| =|lz ||| y |- En ese caso el discriminante
de la ecuacién P(A) =0 es cero, y P()) tiene una rafz real doble: 3y € R tal que

P(Xo) =] X’z —y|*=0 = y=(Noe?)z. (1.1.21)
Dos vectores no nulos proporcionales entre si se dicen colineales.

En un espacio euclideo real, la desigualdad de Cauchy - Schwarz permite definir

el dngulo entre dos vectores mediante la relacién

~ (z,y)
COSTY 1= — . (1.1.22)
[E A

Dos vectores z,y € E se dicen ortogonales si (z,y) = 0, lo que se denota por

z L y. En particular, el vector nulo es ortogonal a todo vector de E.

3Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857). Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921).
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Puede mostrarse facilmente que todas esas operaciones son continuas respecto
del sentido de convergencia adoptado. Por ejemplo, si ¢, (z) — ¢(z) en K, entonces
@l (z) = ¢/(z) en K, dado que sus soportes estdn contenidos en un mismo compacto
sobre la recta, y sus derivadas de cualquier orden convergen uniformemente a la

correspondiente derivada del limite.

7.2. Distribuciones sobre K

Se llama distribucién (o funcién generalizada) definida sobre la recta a toda

funcional lineal y continua sobre el espacio K,

f:k—cC. (7.2.1)

Consideremos una funcién f(z) definida sobre la recta, tal que resulte absoluta-
mente integrable en todo intervalo compacto (localmente sumable), f(x) € L{*?(R).
Se puede definir una distribucién (que denotamos por la misma letra) mediante la
expresién

M= [ st e, (72.9)

que converge para toda ¢(z) € K. Toda distribucién que puede ser representada de
esa manera se dice regular.
En efecto, f[p] asi definida es evidentemente lineal. Ademds, si pn(z) = ¢(z)

en K entonces, en particular, ¢,(z) — ¢(z) uniformemente. En consecuencia,

b bli]

[f@len(@) = (@) dz < e, / |f(2)lde =0 (7.23)

ale]

\flieal - 111l < /

alp]

cuando n — co. Por lo tanto, f[¢] es también continua.

Si f(z) € Ly(R) = f(z) € Li(a,b), para todo intervalo compacto [a,b]. Por lo
tanto, f(z) € L{°*)(R) y define una distribucién regular,

1= [~ r@@ = o, (7.2.4)

que puede expresarse en términos del producto escalar en Ly(R). Es por ello que

usualmente se adopta la notacién (f, ¢) := f[g].

Un ejemplo de distribucién singular (no regular) corresponde a la delta de

Dirac:
(8(z — 20), ¢(2)) 1= p(an). (7:25)

En efecto, esta funcional es evidentemente lineal. Para ¢, (z) — ¢(z) en K, tenemos

@n(@0) = (o), (7.2.6)
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Nétese que, como conjuntos, Ky C Ky si N > M, mientras que para ¢, 9 € Ky,
pn (oY) > pu(p,v). Entonces, toda secuencia convergente en Ky también lo es
K y toda funcional lineal y continua sobre K lo es también sobre Ky, es decir,
Ky c Ky

En lo que sigue, estaremos interesados en la interseccién de todos esos espacios,
K = N0 K, donde no podremos definir una distancia sino sélo un sentido de con-
vergencia compatible con las distancias py (¢, 1) para todo N. En esas condiciones,
el conjunto de funcionales lineales y continuas sobre el espacio K corresponderd a
la unién K* = Uy_o Kx-

El orden de una funcional lineal y continua f € K* es el minimo N tal que

f € K%. En particular, toda funcional lineal y continua sobre K es de orden finito.

El conjunto de las funciones que tienen derivadas continuas de todo orden y se
anulan idénticamente fuera de un intervalo de longitud finita? constituye el espacio
lineal C§°(R). Como sabemos, Ci°(R) es denso en Ly(R). En ese sentido, se puede
decir que Ly(R) es el completamiento de C§°(R) respecto de la distancia derivada de
la norma || ||

En ese espacio lineal introducimos el siguiente sentido de convergencia: dire-
mos que la sucesién {¢n(z)} C C°(R) converge a la funcién ¢(z) € C°(R) si

= 3 un intervalo de longitud finita [a,b] fuera del cual las funciones ¢(z) y
{¢n(z)} se anulan idénticamente,
u Vk € N, la secuencia de derivadas de orden k, {¢) (z)} converge uniforme-

mente a la correspondiente derivada del limite, ™ (z).

Asi estructurado, ese espacio lineal se denota por K y es llamado espacio basico,

de funciones de prueba o test-functions.

Nétese que tanto la derivacién, como la multiplicacién por funciones en C*(R) y
las traslaciones sobre la recta, dejan invariante al espacio K. En efecto, V¢(z) € K

tenemos que
P() ek,

a(z)p(z) € K,Va(z) e C*(R), (7.1.3)

¢(z+h)e C,VheR.

2E] siguiente ejemplo muestra que tales funciones existen:
[ S
oz)=e@ =02 @=)® g 0cr b o(z)=0, paraz ¢ (ab). (7.1.2)
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de modo que también es continua,
(0(z = 20), ¥n (@) = @n(m0) — (0) = (6(z — 20), p(2)) - (7.27)
Otro ejemplo corresponde al valor principal de 1/z. La funcién 1/z no es in-

tegrable en ningtn intervalo que contenga al origen, de modo que no define una
funcional regular. Pero para toda funcién ¢(z) € K existe la integral en valor prin-

(VP l,(p(z)) = lime o+ { / 4 / m} 2@ 4y (7.2.8)

En efecto, supongamos que ¢(z) = 0 para |z| > a > 0, donde a = a[y]; entonces

( (z)) = lime_, g+ { / / }w(z 0)+<p(0) o

= [ PO 4ot p(0) i (os(efa) + og(a/ )}

cipal

(7.2.9)

donde el dltimo término se anula.
Esta funcional es claramente lineal. Para ver que también es continua considere-

mos una secuencia ¢,(z) = ¢(z) en K. Por el teorema del valor medio, tenemos

(VP L o)1) - [ st lea®) 00, _

! (7.2.10)
_ /“ zlpn(e(@) = (@) ;-
donde c(z) estd entre z y 0. Entonces,
‘ (VP L fente) — ) ‘ <2ac, 0, (r2.11)

puesto que @), (z) — ¢'(z) uniformemente en [—a, a]. De ese modo, VP 1 define una
distribucién singular.

7.3. Propiedades locales de las distribuciones

Como aplicaciones de K en C, las distribuciones no tienen un sentido puntual.
Pero si es posible asignarles propiedades locales en el siguiente sentido.

Se dice que una distribucién es nula en un conjunto abierto de la recta siV ¢(z) €
K cuyo soporte est4 contenido en ese conjunto es (f, ) = 0. Por ejemplo, §(z) es
nula en algin entorno de todo punto z # 0.

Si f es no nula en todo entorno de un punto zo, se dice que zo es un punto

esencial de f. Por ejemplo, z, es un punto esencial de §(z — z;). Similarmente,
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Por lo tanto, la convergencia de una secuencia de vectores en un espacio euclideo
de dimensién finita equivale a la convergencia de cada una de las secuencias numéri-
cas formadas por los coeficientes de Fourier de los vectores referidos a un sistema

ortonormal y completo en ese espacio.

Ejemplo 1.44. En el espacio C3(a,b), la convergencia de la secuencia zy(t) —

z(t) significa que

b
plar,2)? =l zi — [P= / lee(t) — 2(®) dt > 0 (1.96)

cuando k — co. En consecuencia, se trata de una convergencia en media.

Recordemos que una secuencia de funciones continuas {zx(t), k=1,2...} con-

verge uniformemente a la funcién (continua) z(t) en el intervalo [a, b] si

lim {supucesy [22(t) — 2(t)[} = 0. (19.7)

k—oo

Lema 1.9. Toda secuencia uniformemente convergente en un intervalo de lon-

gitud finita, b — a < oo, es también convergente en media.

En efecto, dado € > 0, |z(t) — z(t)|” < € V¢, si k es suficientemente grande, de

modo que

b
/ lex(t) — () dt < e(b—a). (1.98)

En esas condiciones, la distancia p(zy, z) puede hacerse tan pequefia como se quiera

con s6lo tomar k suficientemente grande'®. m}

13Nétese que este argumento sélo vale si la longitud del intervalo considerado es finita. En
efecto, la convergencia uniforme en toda la recta no implica convergencia en media, como lo muestra.

el siguiente ejemplo: consideremos las funciones zx(t), pares y continuas, tales que

vz
21

zk(t) =
0,t>k.

Esa secuencia converge uniformemente en toda la recta a la funcién idénticamente nula,

lzx(t) —0(8) < v2 — 0, cuando k — oo,

vk

pero no converge en media a esa funcién,

[:|zk(t)—0(t)|2ﬂ:%/:(1—%)#:1, VE.
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« pl@3) = ply, ) (simetria),
= p(y,x) 20y p(z,y) =0 & = =y (positividad),
n p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) (desigualdad triangular).

Diremos que una secuencia de vectores {z, s, ..., k,...} C E converge al

vector z € E si

lim p(zy,z) = 0, (19.2)
k—o0

lo que también se indica por z;, — z. Esto significa que, Ve > 0, AN (¢) € N tal que
si k > N(¢) entonces p(zg,z) =| 2 —z || < e.

En ese caso, el vector z es llamado limite de la secuencia.

Teorema 1.10. Si eziste el limite de una secuencia, entonces ese limite es nico.

En efecto, supongamos que existen dos vectores z e y que son el limite de la
secuencia, Ty — T y o) — y. Entonces, Ve > 0 tenemos que p(zy,z) < €/2 y
p(zk,y) < €/2 si k es suficientemente grande. En consecuencia, de la desigualdad

triangular resulta que
0 < p(z,y) < pl=,z1) + plax,y) <e. (1.9.3)

Es decir, p(z,y) es menor que cualquier niimero positivo. Por lo tanto p(z,y) =||

z—yll=0 = z=y. [m]

Ejemplo 1.43. Consideremos una secuencia convergente en un espacio euclideo
de dimensién finita n, generado por la base ortonormal {e, ..., e,}. Entonces, los
vectores de la secuencia convergente pueden escribirse como {z; = {,(:) e+ +

,(C") en, k=1,2,...}, y tienen como limite al vector = ¢M ey + - -+ + M e, si

Pl ) = | (60 =€) er 4+ (7 — ) e[ =
. (1.9.4)
= Z|E§:) 7E(i)|2 — 0 cuando k — co.
=1

Siendo una suma de términos no negativos, esto exige que cada término tienda a

cero, es decir,

lim g =¢0, i=12,..n. (1.9.5)
—00

= p(x,2) < plz,y) + p(y,2)-
De las propiedades de la norma resulta que todo espacio de Banach (y, por consiguiente, todo

espacio euclideo) es un espacio métrico.
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Pero la reciproca no vale: la convergencia en media no implica convergencia
uniforme. En realidad, ni siquiera implica convergencia puntual en ningtin punto del
intervalo [a, b].

Por ejemplo, consideremos una secuencia de funciones reales y continuas zy(t),
que tomen valores entre 0 y 1 y sean nulas fuera de un subintervalo Ay, C [a,b] de
longitud menor que 1/k, en un punto del cual alcancen el valor 1. En esas condiciones,
el cuadrado de la distancia entre z(t) y el vector nulo,

/ " (an(t) — 0))dt = / 2Wdi<ix [ di< % (1.9.9)
a Ax Ax
tiende a 0 cuando k — oo. Por consiguiente, z(t) — 0(t) en el sentido de la
convergencia en Cy(a,b).

No obstante,

SUP(aciyy |2k(t) — O(8)| =1, Yk, (1.9.10)
de modo que la secuencia no converge uniformemente a la funcién idénticamente nu-
la. De hecho, puede demostrarse que no converge uniformemente a ninguna funcién
continua.

Es mds, los subintervalos A pueden ser elegidos de manera tal que la secuen-
cia {zx(t)} no sea puntualmente convergente para ningin valor de ¢ (por ejemplo,
haciendo que ellos barran repetidas veces la distancia que media entre ambos extre-

mos de [a, )], de modo que para cada valor de t la secuencia numérica {zx(t)} sea
oscilante).

1.10. Continuidad en espacios euclideos

Una funcional f definida sobre un espacio euclideo E, f : E — C, se dice
continua en un punto z € E si, para toda secuencia convergente xj — z, se tiene
que la secuencia numérica f(zx) = f(z).

Equivalentemente, f es continua en z si Ve > 0 34(¢) > 0 tal que, si p(y,z) <
(<), entonces |f(y) — f(z)| < e.

Lema 1.10. Una funcional lineal continua en x = 0 es continua en todo x € E.

En efecto, 2 — = = (23 — ) — 0, de modo que'
lim [ () — ()] = lim | (o —2)] =0 (10,1
k=00 k=00

145i en cambio, se sabe que f(z) es continua en un punto y # 0, teniendo en cuenta que
(2 — 2 +y) — , la lincalidad de la funcional nos permite escribir que

|f(zk) — f(@)| = |f(zx —z+y) — fW)| = O

cuando k — oo.





index-40_1.png
1.8. PROPIEDADES DE LOS AUTOVECTORES 39

Ejemplo 1.39. Ya hemos visto que el operador A de multiplicacién por una
funcién real, continua y monétona ¢(t) no tiene autovectores (ver ec. (1.7.6)). No

obstante, se trata de un operador acotado y simétrico en Cs(a,b). En efecto,

b b
laclp= [ eomoPa < m [ Pa, (158.15)

si |¢(t)| < M parat € [a,b]. Por lo tanto, || A || < M. Por otra parte, Vz,y € Cy(a,b)
tenemos
(v, Az) = [P y(t)* ( (t) z(t))
(1.8.19)

= ! (¢®y®)) 2 dt = (Ay.).

En consecuencia, este operador no tiene un vector méximo.

El Lema 1.8 establece como condicién suficiente para la existencia de autovec-
tores de un operador simétrico que éste sea acotado y tenga un vector maximo. Si
bien esta tltima condicién se satisface autométicamente en el caso de dimensién
finita, este ejemplo muestra que ella no puede relajarse en el caso de operadores en

espacios de dimensién infinita.

Ejemplo 1.40. El operador integral de Fredholm, definido en la ec. (1.3.9), es
simétrico si su ndcleo K (¢, s) (continuo en ambas variables) es una funcién Hermiti-
ca, K(s,t) = K(t,s)*. En efecto,

(y,Az) = [} y(t)" [} K(t,5) a(s)dsdt =
(1.8.20)
=1 ([ K(s,0)y(®)dt) a(s) ds = (Ay,).

Veremos mds adelante que este operador es acotado, tiene un vector méximo y un

conjunto infinito de autovectores linealmente independientes.

Ejemplo 1.41. El operador de Sturm - Liouville!! es un operador diferencial de
segundo orden definido sobre un subespacio D(L) C Cs(a, b), que contiene funciones

con derivadas segundas continuas, de modo que

2(t) = Latt) = (p()2'(9) +a(t) (1) € Cofab), (18.21)

Va(t) € D(L), donde p(t), p'(t) y q(t) son funciones reales y continuas.

Jacques Charles Frangois Sturm (1803 - 1855). Joseph Liouville (1809 - 1882).
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En particular, « = 0 = z(a) = 0.

Similarmente, la condicién de contorno local mds general en ¢ = b se expresa

como
ya'(b)+6z(b) =0, convy,6 € R | y*+482#0. (1.8.27)

Con las funciones en su dominio de definicién sujetas a estas condiciones, el
operador L resulta simétrico. Como las condiciones de contorno son homogéneas, el
conjunto D(L) es un subespacio lineal de Cs(a, b).

Por otra parte, de la ec. (1.8.22) también se deduce que si p(t) se anula en un
extremo del intervalo [a, ], no es necesario imponer a las funciones condiciones de
contorno en ese punto para que L resulte simétrico.

Mi4s adelante veremos que este operador tiene un conjunto infinito de autovec-
tores linealmente independientes, no obstante ser no acotado. Este ejemplo muestra
que las condiciones del Lema 1.8 para la existencia de autovectores de operadores

simétricos son suficientes pero no necesarias.

Ejemplo 1.42. Un caso particular de operador de Sturm - Liouville con esas
propiedades se obtiene cuando la funcién p(t) toma el mismo valor en los extremos
del intervalo [a, b], p(b) = p(a). En ese caso L también resulta simétrico si se imponen
condiciones de contorno periédicas o antiperiédicas a las funciones (reales) en su

dominio de definicién,
z(b) = +z(a), '(b) = £2/(a), (1.8.28)

como puede comprobarse fdcilmente de (1.8.22).
Mi4s generalmente, en un espacio de funciones a valores complejos L resulta

simétrico si se imponen las condiciones z(b) = e**z(a) y 2'(b) = €**2’(a) con a € R.

1.9. Distancia y limite en espacios euclideos

En un espacio euclideo E se define la distancia entre dos vectores z,y € E como

la norma de su diferencia,
)= lo—yl . (19.1)

De las propiedades de la norma en E resulta que'?, Vz,y,2 € E,

12Un espacio métrico consiste en un conjunto de puntos ,y,z,... entre los cuales hay

definida una distancia p(z, y) que satisface los siguientes axiomas:

» p(z,y) = ply, 7),
u p(y,x) > 0 para todo = # y, y p(z, ) = 0 para todo z,
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Esté claro que L es un operador lineal. Si L es ademds simétrico en su dominio
de definicién D(L), la diferencia

(v, Lx) = (Ly,z) =

- l ' {y(t)* [(p(t) z'(t))' () I(t)] _

~[(ove) +awso] w0 }a- (1822)

— [’ [p(t) (y(t)“zl(t) " I(t))]' G

= p(b) [y ¥ ®) =y (0) =(b)| —p(@) [y(@)* /() ~ ¥'(@)" 2(a)
ha de ser nula Vz,y € D(L).

Para una funcién p(t) arbitraria (aparte de ser continua en el intervalo cerrado
[a,b]) debe garantizarse que la contribucién de cada limite de integracién sea nu-
la imponiendo condiciones de contorno locales (es decir, condiciones en cada
extremo de ese intervalo) a las funciones en D(L).

Consideremos, por ejemplo, la contribucién del limite inferior. Una posibilidad
es requerir simplemente que z(a) = 0 para toda z(t) € D(L). Pero supongamos que

ese no sea el caso, y tomemos dos funciones en D(L) que no se anulen en a; entonces

ai((;x)) _ (%) ) (1.8.23)

En particular, si tomamos y = = vemos que ese cociente debe ser real e independiente

podemos escribir

de la funcién considerada,
2/(a) =cz(a), ce R, Vz € D(L) | z(a) #0. (1.8.24)

Finalmente, si z(t) satisface esa condicién, entonces toda otra funcién y(t) €
D(L) debe satisfacer que

y(@)* #(a) ~ ¥(@)" 2(a) = (y(@) e~ ¥(@)) 2(a) =0 =
(1.8.25)
= y(a) =cy(a).
Por lo tanto, el caso més general de condicién de contorno local en ¢t = a corres-

ponde a requerir de las funciones en D(L) que

az'(a)+Bz(a) =0, cona,B€R | a®+ B> #0. (1.8.26)
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Teorema 1.6. Los autovalores de un operador lineal simétrico A son reales.

En efecto, supongamos que Az = A z; entonces
Moz |?=(z,Az) = (Az,z) =X ||z | = X =\, (1.8.4)

O

Teorema 1.7. Los autovectores de un operador lineal simétrico A correspondien-

tes a autovalores diferentes son ortogonales entre si.

Supongamos que Az = Az y Ay = py, con A # p. Entonces,
A=w(y,7) = (y,Az) = (Ay,2) =0 = (y,2) =0. (1.8.5)

Por lo tanto, z L y si A # p. O

Teorema 1.8. Sea E' un subespacio invariante frente a la accién de un operador
lineal simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E. Entonces, el complemento

ortogonal de E', E", es también un subespacio invariante frente a A.

En efecto, por hipétesis tenemos que Az’ € E’, V2’ € E'. Entonces, Va’' € E' y
Vz" € B,

(z",A2) =0 = (Az",2/)=0, (1.8.6)

dado que A es simétrico. Por lo tanto, Az” L E/, V2" € E". O

Los siguientes resultados establecen condiciones suficientes para la existencia de
autovectores de operadores simétricos acotados definidos sobre espacios euclideos de

cualquier dimensién.

Lema 1.6. Sea A un operador simétrico y e un vector unitario. Entonces,
| Ael*<| A%, (1.87)

donde vale la igualdad sélo si e es un autovector de A% con autovalor A =|| Ae ||2.

En efecto, de la desigualdad de Cauchy - Schwarz obtenemos
| Acl?=(Ae,Ae)= (e, Ae) <[l e ||| A ||=] A%c], (1.88)

donde la desigualdad se reduce a una igualdad inicamente cuando ambos vectores

en el producto escalar son colineales, es decir, si
A%e=e. (1.8.9)

En ese caso, (e, A%e) = A= Ae % ]
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Esto permite considerar la accién del operador A restringida al subespacio E,_1,
de dimensién n — 1, donde también define un operador simétrico y acotado. Su

”norma.® este subespacio,

M, = SUP{2¢E,_1, unitario} Az | < SUP{rcE,, unitario} || Az ||= M, (1.8.16)

no supera a la norma de A en el espacio completo.

El mismo argumento que antes permite concluir que existe en E,_; un segundo
autovector de A, e, (ortogonal a e; por construccién), Ae; = A, e, correspondiente
a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M, [Ao| = My < |\| = M;.

Si ahora consideramos el subespacio lineal generado por esos dos autovectores,
L{ey, ez}, vemos que es invariante, al igual que su complemento ortogonal E,,_, =
(L{e1,e2})*", de dimensién n — 2. Podemos repetir la construccién anterior para
obtener un tercer autovector de A, ortogonal a los dos anteriores, correspondiente a
un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M.

Este proceso puede repetirse hasta obtener n (méximo nimero de vectores lineal-
mente independientes en un espacio de dimensién n) autovectores de A ortogonales
entre si, ordenados de modo que el valor absoluto de sus autovalores forme una

secuencia no creciente:

Aep=Meer, k=1,2,...,n,
(1.8.17)
cone; Lej,parai£j, y [[All=[A|2 o] >+ > [An].

O

Corolario 1.9.1. Todo operador simétrico A definido sobre un espacio euclideo
de dimensidn finita n es diagonal, es decir, eziste una base ortonormal del espacio

formada por autovectores de A.

Nétese que la matriz asociada a A referida a dicha base es diagonal, A;; =
(e, Aej) = i b;5.

El polinomio caracteristico de A, P(X) = det (A — X), s6lo puede tener raices
reales. Toda raiz de multiplicidad 1 < r < n corresponde a r autovectores dege-
nerados (linealmente independientes y correspondientes al mismo autovalor) del

operador A.

A diferencia de lo que ocurre en espacios de dimensién finita, un operador simétri-
co en un espacio de dimensién infinita puede o no tener autovectores, como lo mues-

tran los siguientes ejemplos.
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Lema 1.7. Si ey es un vector (unitario) mdzimo de un operador simétrico aco-

tado A, entonces eg es un autovector de A% correspondiente al autovalor A =|| A .

Si eg es un vector méximo de A, entonces || Aep || =|| A ||

Del Lema anterior, y del hecho de que A es acotado, podemos escribir que
IAP=lAco I <Il Aeo [T ANN Ao =]l A2, (1.8.10)
de modo que las desigualdades en (1.8.10) se reducen a igualdades.

Por el Lema 1.6, sabemos entonces que €, es un autovector de A2 con autovalor
A=l Aeo |I?,

Aeg=Neo, A= AeoP=|[ AP . (8.1

O

Lema 1.8. Si el operador simétrico acotado A tiene un vector mdzimo eo, en-

tonces A también tiene un autovector con autovalor p=| Al op=— | A

Del Lema anterior sabemos que

Leo=|AlPe = (A= ANT)(A+]A] T)e=0. (18.12)

Sea 7o = (A+ 1A I) eo. Tenemos dos posibilidades,

20=0 = Aeg=—| Al e, (1.8.13)

o bien
20#0 = Azo=| Al z0. (1.8.14)
En cualquier caso, existe un vector e # 0 tal que Ae = pe, con |pu|=|A|. O

De hecho, ya hemos visto que en un espacio euclideo de dimensién finita todo
operador lineal es acotado y tiene un vector méximo (ver Lema 1.4). En ese caso

puede establecerse el siguiente teorema.

Teorema 1.9. Todo operador simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E,

de dimensidn finita n, tiene n autovectores ortogonales entre si.

En efecto, por el Lema 1.4 sabemos que existe en E, un vector unitario que
es un mdximo de A. Y, siendo A simétrico, por el Lema 1.8 sabemos que entonces
tiene un autovector e; correspondiente a un autovalor A\;, Ae; = Aje;, tal que
ol =My =] Al

Ahora bien, el subespacio generado por e, £{e; }, es invariante frente a la accién
de A. Por lo tanto (ver Teorema 1.8), también lo es su complemento ortogonal,
Eu = (o),

A:Epy > Eny. (1.8.15)





