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Prefacio

Modelar un problema de la vida real desde el punto de vista matematico en
el que intervengan dos o mas variables independientes conduce a las Ecua-
ciones Diferenciales en Derivadas Parciales (EDP). La aparicién de varias va-
riables independientes hace que este tema resulte mucho mas complejo que
el de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO): la teoria de EDP es evi-
dentemente una generalizacién y extensiéon de la teoria de EDO. Al abordar
el estudio de EDP necesitamos desarrollar conceptos como el de superficie
caracteristica, distinguir las clases de soluciones, analizar cuidadosamente la
dependencia (regularidad) de las soluciones con respecto a la variable espa-
cial, necesidades que no se presentan en el marco de la teoria de EDO.

La forma en la que las EDP se presentan habitualmente en la modelizacion
de fendmenos de la Ciencia y Tecnologia es la de modelos de evolucién de
determinada cantidad o variable (también a veces denominada estado) que
puede representar fenémenos de lo mas diversos.

En la teoria clasica de EDP de segundo orden éstas se clasifican en tres
grandes grupos: elipticas, parabdlicas e hiperbolicas. El modelo eliptico por
excelencia involucra el operador de Laplace. La variable tiempo esta ausente
en este modelo. Es por eso que so6lo permite describir estados estacionarios
o de equilibrio. Las ecuaciones parabdlicas y las hiperbdlicas, representadas
respectivamente por la ecuacion del calor y la de ondas, son los modelos mas
clasicos y representativos en el contexto de las EDP de evolucién. Sus carac-
teristicas matematicas son bien distintas. Mientras que la ecuacién del calor
permite describir fendmenos altamente irreversibles en el tiempo en los que la
informacion se propaga a velocidad infinita, la ecuacion de ondas es el pro-
totipo de modelo de propagacion a velocidad finita y completamente reversible
en el tiempo.

El operador del calor y de ondas se distinguen también por sus ambitos de apli-
cacion. Mientras que el primero es habitual en la dinamica de fluidos (a través
de una versidon mas sofisticada, el operador de Stokes) o en fenémenos de
difusién (del calor, de contaminantes, etc.) el operador de ondas y sus varian-
tes intervienen en forma sistematica en elasticidad (frecuentemente a través
de sistemas mas sofisticados, como el de Lamé, por ejemplo) o en la propa-
gacion de ondas acusticas o electromagnéticas (ecuaciones de Maxwell). La
mecanica de medios continuos esté repleta también de otras ecuaciones, ope-
radores y modelos, pero en todos ellos, de una u otra manera, encontraremos



siempre el operador del calor, de ondas o una variante muy préxima de los
mismos.

Frecuentemente los modelos mas realistas son mas sofisticados que una sim-
ple ecuacién aislada. Se trata a menudo de sistemas acoplados de EDP en
los que es habitual encontrar tanto componentes parabdlicas como hiperbdli-
cas. Es el caso por ejemplo de las ecuaciones de la termoelasticidad. En
estos casos, si bien un buen conocimiento de los aspectos mas relevantes de
la ecuacién del calor y de ondas aisladamente puede no ser suficiente a causa
de las interacciones de los diferentes componentes, resulta indispensable para
entender el comportamiento global del sistema.

Hasta ahora nos hemos referido sélo a las ecuaciones del calor y de ondas
en su expresion mas sencilla: con coeficientes constantes. Estas ecuaciones,
cuando modelizan fenédmenos en medios heterogéneos (compuestos por ma-
teriales de diversa naturaleza) adoptan formas mas complejas y se presentan
con coeficientes variables, dependientes de la variable espacial, de la varia-
ble temporal o de ambas, quedando fuera de los objetivos de este texto pero,
se puede asegurar que los elementos que aqui expondremos seran sin duda
de gran utilidad, si no indispensables, a la hora de adentrarse en otros mo-
delos més complejos, incluso aquéllos que involucren términos no-lineales y
estocasticos.

El texto redne los contenidos del curso semestral Ecuaciones Diferenciales
Parciales que se dicta desde agosto de 2002 en la Facultad de Ciencias As-
trondmicas y Geofisicas de la UNLP para alumnos avanzados. Se requiere
por parte del lector de una formacion basica sobre Analisis Mateméatico en una
y varias variables reales y en variable compleja, asi como sobre Algebra y Al-
gebra Lineal. Se halla organizado en ocho capitulos, y seis apéndices que
incluyen material complementario.

En estas notas desarrollaremos parte de lo que es una teoria general y clasica
de EDP. El capitulo 1 desarrolla la teoria de integracion de las ecuaciones ge-
nerales de primer orden, presentando el método de las caracteristicas para la
obtencion de soluciones generales, introduce los distintos tipos de soluciones
o superficies integrales y trata la resolucién de un problema de valor inicial
o problema de Cauchy, discutiendo las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de una solucion Unica. El capitulo 2 aborda la clasificacion y
reduccion a sus formas normales de las EDP de segundo orden. El capitulo 3
se dedica al estudio con cierto detalle de la ecuacion de ondas en una dimen-
sién espacial, paradigma de las ecuaciones lineales hiperbdlicas. El estudio de
procesos de conductividad térmica o difusién en una dimensién espacial
descriptos por el arquetipo de las ecuaciones lineales parabdlicas se incluye en
el capitulo 4. La teoria relativa a la ecuacion de Laplace y los problemas de
contorno a ella asociados se abordan en el capitulo 5, brindando una detallada
descripcion de las condiciones necesarias para que los problemas sean "bien
planteados”; también se presentan interesantes propiedades de las funciones
armonicas de frecuente aparicion en el planteo matematico de problemas de la
fisica. Las ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas en mas de una dimensién
espacial se estudian en los capitulos 6 y 7. El capitulo 8 presenta la teoria de



los potenciales de volumen y de superficie, de doble y simple capa, y su
aplicacién al tratamiento de problemas de contorno para las ecuaciones de
Laplace, Poisson y la ecuacién de Helmholtz mediante la resolucién de ecua-
ciones integrales.

Los apéndices A, B y D cubren tdpicos que resultan auxiliares para el abor-
daje de los problemas de contorno objeto de estudio de modo que el texto sea
autocontenido. El método de separacion de variables tratado en C constituye
un tema importante que nos conducira a los problemas de Sturm-Liouville y
sus autovalores, resultados que se aplican en varios de los problemas resuel-
tos y se describen en el apéndice E . Finalmente, el apéndice F brinda una
introduccion a los métodos de resolucidbn de ecuaciones integrales.
El libro contiene numerosos ejemplos resueltos, con el propésito de consoli-
dar la comprensién de los topicos abordados, y también un buen nimero de
problemas propuestos, con sus soluciones respectivas, destinados a desa-
rrollar en el lector la habilidad de resolverlos y el dominio de las estructuras
matematicas a ellos asociados.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales
parciales de primer orden

1.1 Ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden con dos variables independientes

El estudio de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de primer orden se
inicié en la segunda mitad del siglo XVIII a raiz de los trabajos de Clairaut,
Lagrange, Charpit, Monge y Cauchy en el campo de la Geometria y de la Op-
tica Geométrica. Estas ecuaciones admiten interesantes interpretaciones ge-
ométricas. Por esta razdn estudiaremos el caso correspondiente a dos varia-
bles independientes, z, y, pero advirtiendo que el formalismo teérico se puede
extender en forma inmediata a cualquier nimero de variables independientes.
Consideremos ecuaciones para la funcién incognita « de la forma general

F(x,y,u,ugz,uy) =0 (1.1)
donde
ou ou
- W = —. 1.2
Uy oz’ Uy (9y ( )

El conjunto de soluciones de una EDP es una familia de superficies en el es-
pacio de tres dimensiones. El problema de hallar aquella superficie © = u(x, y)
que pase por una curva dada, llamada curva inicial o condicion inicial, se
conoce con el nombre de problema de valor inicial o problema de Cauchy.
Estudiaremos en primer término las EDP lineales, cuya forma general es

a(z,y) ug + bz, y)uy, + c(z,y)u + d(z,y) = 0, (1.3)

donde a, b, c y d son funciones dadas.
Antes de abordar el problema de su integracién, analizaremos algunos ejem-
plos sencillos.
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e Al integrar la EDP u, = 0 se obtiene la solucion u(z,y) = ¢(y), con ¢
funcién arbitraria.

e Parala EDP u, = u,, el cambio de variables

r+y=¢§ xT—y=m, (1.4)
conduce a
u(z,y) = u (“" g‘”) — (&), (1.5)
2 2
La EDP se transforma entonces en
v, = 0, (1.6)
cuya solucion, v = ¢(£), en términos de las variables originales es
u(z,y) = oz +y), (1.7)

siendo ¢ una funcién arbitraria.

Una solucién que depende de una funcion ¢ arbitraria, tal como se obtuvo en
los ejemplos anteriores, se denomina solucién general.

1.2 Integracion de ecuaciones lineales

Movimiento ondulatorio unidireccional

La EDP que describe el movimiento ondulatorio unidireccional es

ur + cu, = 0, (1.8)
donde la velocidad de propagacion c es una constante. Consideremos ademas
la condicion inicial

u(z,0) = f(), (1.9)
siendo f una funcién conocida.

La ecuacion (1.8) representa la derivada de « en la direccién s dada por

dt dx

o bien,

dzx
P c. (1.11)
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El sistema de ecuaciones (1.10) determina una familia de curvas en el plano
(z,1),

cuya tangente es 1/c.
A'lo largo de estas curvas la funcion v = u(x,t) esu = u(z(s),t(s)), y verifica

du dz dt
% —Um%""ﬂt% = CU, + U = 0. (112)

De (1.11) se obtiene la familia de curvas - en este caso rectas - en el plano de
las fases (z,t), descriptas por la ecuacion

r = ct + k, (1.13)

y de (1.12) resulta
u =K, (1.14)

con K constante (relativa) sobre cada recta (1.13), es decir,
u = K(k). (1.15)
Una solucion general es entonces
u = K(x — ct), (1.16)
y el problema queda resuelto determinando K mediante la condicién inicial:
u(z,0) = f(x) = K(x), (1.17)

de donde se obtiene
u(x,t) = f(xz — ct). (1.18)

Si f es derivable, entonces (1.18) es solucién del problema (1.8)-(1.9).

En la figura 1.1 se muestra la superficie solucién generada al propagarse la
perturbacién inicial f(z) a lo largo de cada recta « — ¢t = cte, con velocidad
dz/dt = c.

El problema (1.8)-(1.9) también puede resolverse trabajando con el pardmetro
s. En efecto, de (1.10) se obtienen

r = cs + ky, t = s+ ko, (1.19)
y de (1.12) se ve que sobre estas curvas es
u = ks. (1.20)
Parametrizando la condicion inicial

x(r) =7, t(r) =0, ulr) = f(r), (1.21)

15



caracteristicas

> 1

f caracteristicas
« 7 de base

Figura 1.1: Superficie u(x,y) generada al propagarse la perturbacién inicial
f(z) alolargo de cada recta = — ¢t = cte con velocidad dx/dt = c.

y, con la convencion de que para s = 0 (1.19) y (1.20) determinan la curva
inicial, se obtiene la superficie

r=cs+71, t=3s u= f(1) (1.22)

y eliminando los parametros s y T en (1.22) resulta nuevamente (1.18).

Método de las caracteristicas
El término de la izquierda de la EDP lineal

a(z7y)um + b(x,y)uy = C(Ivy)u + d(fﬂ,y) (123)

representa la derivada de u en la direccion

(1.24)

en los puntos en los cuales no son simultdneamente nulos los coeficientes
a(z,y) y bz, y).

Si se consideran en el plano (z,y) las curvas definidas por las ecuaciones
x = x(s),y = y(s), cuyas tangentes tienen la direccién (1.24), de modo que

dx dy

o = a(z,y), o = b(x,y), (1.25)

16



o bien

dy _ bz,y)
Az~ alzy)’ (120
alo largo de estas curvas es u = u(xz(s),y(s)) (6 u = u(z,y(z)),y
du _  d& 4 _ — elm )
% - urds +Uyds - ura(i,y)Jruyb(x,y) - c(l,y)qud(x,y), (127)
o bren d bay) _ clayutd(ry)
u T,y c\r,y)u z,y
@b _ = . 1.2
dz =" ey a(x,y) 1:28)

La familia monoparamétrica de curvas definidas por (1.25) (6 (1.26)) determina
las curvas caracteristicas de base, sobre las cuales se hallan, por (1.27) (6
(1.28)), las curvas caracteristicas.

Las curvas caracteristicas proveen la solucién general de (1.23), la cual existe
si admite solucion el sistema caracteristico formado por (1.25) y (1.27) (6 (1.26)
y (1.28)), es decir

dx dy du

a(z,y)  bla,y)  clz,y)ut+d(z,y) 1:29)
Si las soluciones del sistema caracteristico (1.29) son f(z,y) = ¢ (caracteristi-
casdebase)y g(z,y,u) = k, entonces cualquier funcién arbitraria ®(f,g9) = 0
sera soluciéon general de la ecuacién (1.23). En efecto, ® satisface la ecuacion
diferencial parcial, tal como puede verificarse derivando ® respecto de = y
de y, despejando u, y u,, reemplazando en (1.23) y teniendo en cuenta que
d® = 0.
Supongamos ahora que a ¢(z,y,u) = 0, solucidon general de (1.23), se le
asigna un valor "inicial” en un punto (z, yo) del plano (z,y), uw(zo,yo) = uo.
Las ecuaciones (1.25) (6 (1.26)) definen (con condicion de continuidad de los
coeficientes) una Unica caracteristica de base. La solucién sobre dicha carac-
teristica queda univocamente determinada por (1.27) (6 (1.28)). Esto es, dada
u en un punto (zo,y0,uo) queda determinado su valor sobre toda la curva
caracteristica que pasa por dicho punto (ver ejemplo 2).
Esto sugiere que si se asignan valores iniciales sobre una curva que intersecte
a cada caracteristica s6lo en un punto, se obtiene (generalmente) una Unica
superficie u(x, y) solucion de (1.23).
A continuacion consideraremos, a titulo ilustrativo, distintos problemas para
una EDP lineal.

Ejemplo 1. En primer lugar, hallaremos una integral general de la EDP
zy(ug —uy) = (x —y)u. (1.30)

De los dos primeros téminos del sistema caracteristico

dv _ dy __ du (1.31)
vy —vy (z -y

17



obtenemos la integral

Del 1° y 3° término resulta la ecuacién

du _ 22-9),. (1.33)
u x(c—x)
cuya integral es
xyu = k. (1.34)

Las constantes ¢ y k£ no son independientes dado que provienen del mismo sis-
tema caracteristico, luego, la solucién general (sin condiciones sobre u) vendra
dada por la relacion arbitraria ® entre cy k,

O(x 4 y,xyu) = 0. (1.35)

Ejemplo 2. Resolveremos ahora el problema de valor inicial

Yuy + zuy = 2u, u(0,1) = 1. (1.36)

El sistema caracteristico
do _dy _ du

= 1.37
Y T 2u ( )

nos provee las curvas caracteristicas de base
P —2? = e (1.38)

Teniendo en cuenta la condicion inicial, tomamos la rama positiva de esta fun-

cion, es decir
y = Vc+ 22 (1.39)
Y sobre las curvas caracteristicas es

1 T
u(z,y(z)) = 7 €% [2 argsh <\/y2—7x2>] (1.40)
La condicién inicial (0, 1) = 1 determina las constantes
c=1 k=1, (1.41)

que corresponden a una curva caracteristica de base y a sus valores sobre
ella,

u(z, v/ 1+22) = expl2argsh(x)]. (1.42)
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Si deseamos hallar la superficie solucidn que contenga a la curva inicial «(0, y) =
y, entonces las constantes son

y2 = ¢, yk =1, (1.43)
y la relacion entre ellas es
c= —. (1.44)
Esta relacién determina la solucién

/y2 — 22 exp {2 argsh (\/ﬁ)}, y>2x

u(z,y) = (1.45)

—\y?—ax? exp{—?argsh( y;”_ ﬂ, y<uw

x2

que verifica la condicion inicial y es vélida para |y| > |z| en el campo real.
Para considerar el caso |y| < |z|, deberiamos tomar 22 — y? = ¢, y obten-
driamos una solucién analoga a la anterior.

Para |z| = |y| se obtienen las soluciones:

y—xr = ¢ U = kyz,
k
y+xr = ¢ U= —. (1.46)
Yy
Ejemplo 3. Resolveremos la EDP
(v*x — 22 u, + (2y* — 2*y)u, = Ju(a® —y?) (1.47)
con la condicién inicial
u(z,1/z) = 2®. (1.48)
El sistema caracteristico asociado
dx dy du
= = 1.49
ydr— 2zt 2yt — 23y u(xd —y3)’ (1.49)
tiene como soluciones a las funciones
3497 = ca?y?, uxdy® = k. (1.50)

La primera funcion se obtiene al integrar los dos primeros términos del sistema,
cuya ecuacion equivalente es

x2dx + y3dy B xy?dr + yxdy (1.51)
a2 (ySe — 22%) +y2(2y* — ady)  ayP(yPe — 22%) +ya?(2yt —2dy)
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y que simplificada adopta la forma

3a?dx + 3y*dy  dx | _dy

e 22 (1.52)
La funcion uay® = k resulta de resolver
dx + xd du
J Y - (1.53)

y(yPe — 22%) + 22y — 23y)  Yu(a® — y?)’

0 bien sde 3du d
T T, (1.54)
x y u

La condicién inicial zy = 1, v = 23, determina la relacion entre las constantes,
pues de

) 1 )
c:x‘g—i—ﬁ, k= a3, (1.55)
resulta )
c=k+ T (1.56)
Por lo tanto,
. . 1
234yt = <u:c3y3 +— 3) 2y, (1.57)
uT>Y

Explicitando u se obtiene

1 :
uley) = 55 (x3 +yt V(@3 +yP)? - 4x4y4) :

y resulta la solucion al problema de valor inicial planteado

- (x3+y3—|—\/(x3+y3)2—4:174y4), 2>,
u(z,y) =

s (553 o — @ TP 4x4y4) <,

(1.58)

donde el signo de la raiz se determina empleando la condicion inicial.

1.3 Ecuaciones cuasi-lineales de primer orden
La ecuacion cuasi-lineal en dos variables independientes es de la forma

a(xayau) Uy +b($7yau) Uy = c(m,y,u). (159)

Una solucion v = u(z,y) de (1.59) define una superficie integral en el espa-
cio cuyo gradiente es el vector (u,,u,, —1), normal a dicha superficie integral.
La ecuacion (1.59) expresa la condicién de ortogonalidad entre el gradiente
de u y el vector (a,b,c). Por lo tanto, (a,b,c) es, en cada punto, tangente a
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la superficie integral y define en el espacio (z,y,u) un campo de direcciones
(a(z,y,u),b(z,y,u), c(x,y,u)) llamadas direcciones caracteristicas. Las cur-
vas integrales de este campo, o sea, la familia de curvas cuyas tangentes
coinciden con las direcciones caracteristicas, se llaman curvas caracteristicas
y estan dadas por el sistema caracteristico

ds d
e __dy _ _du (1.60)
a(,y,u)  blx,y,u)  c(z,y,u)
que en forma paramétrica se escribe
dx dy du
— =a(x = = —=c . 1.61
7 = o@yu), 75 = b@ ), 75 = @y (1.61)

Si a, b, ¢ son funciones suficientemente diferenciables, la teoria de ecuaciones
diferenciales ordinarias garantiza que por cada punto pasara una Unica carac-
teristica.

Un problema de valor inicial para la ecuacion cuasi-lineal (1.59) consiste en
hallar una superficie integral que contenga a una curva dada. Si tal superfi-
cie integral existe, esta generada por la familia de curvas caracteristicas que
pasan por los puntos de la curva inicial. Asi lo establece el teorema que pre-
sentamos a continuacion.

Teorema 1.1 Una superficie v = u(x,y) es una superficie integral de la EDP
a(x, y)ug +b(x, y)u, = c(x,y) siy solo siu estd formada por curvas caracteris-
ticas.

Demostracion: Supongamos que u(x,y) es una superficie integral, es decir
que verifica la ecuacién au, + bu, = c¢. Por cada punto Py(zo,yo,uo) de la
superficie u y con direccién (a(zo, yo, uo), b(zo, Yo, uo), c(Zo, Yo, up)) pasa una
curva caracteristica (ecuacién (1.60)). Por lo tanto, u estd generada por curvas
caracteristicas.

Reciprocamente, si u(x,y) esta formada por curvas caracteristicas, su plano
tangente en Py(zo, yo, uo),

u— g = g (Po)(z — o) +uy(Fo)(y — vo), (1.62)
contiene a la recta tangente a la caracteristica que pasa por P,

rT—%o _ Y~ Y _ U~ (1.63)
a($0,y07U0) b(IEO,’y(),U()) C(xoay(huo)7

es decir, verifica au, + bu, = ¢ en cada punto de la superficie u, por lo tanto u
es una superficie integral.

Como corolario de este teorema obtenemos el siguiente resultado:
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Si dos superficies integrales se cortan en un punto no singular, se cortan a lo
largo de la curva caracteristica que pasa por él.

Ejemplo 4. En primer lugar hallaremos la solucién general de la ecuacion
cuasi-lineal
(y+w)ug + (z+w)uy, =z +y. (1.64)

El sistema caracteristico asociado a la ecuacion es
dzx dy du

= = : (1.65)
Y+ u Tr+u r+y
e integrando el sistema equivalente
d;v—&—dy—l—du:da:—dy:du—dx, (1.66)
2(x +y+u) y—x T—u
resultan
(+y+uly—2)° = ¢
(z+y+u)(z—u)? = k. (1.67)
En consecuencia, una integral general es
O((z+y+u)(y—a)? (@ +y+u)(z—u)?) =0 (1.68)

Ejemplo 5. Resolveremos la ecuacién cuasi-lineal que representa el movimiento
ondulatorio unidireccional no lineal

Uy + uuy, = 0, (1.69)

con la condicién inicial:
u(z,0) = —z. (1.70)

La condicién inicial parametrizada es
x=rT, t=0, u=—r. (1.71)

Las ecuaciones caracteristicas

dx dt du
E—u, %—17 7_07 (1'72)
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Q
»

Figura 1.2: Movimiento ondulatorio unidimensional no lineal en el plano (z, )
(ver ecuacion (1.72)).

proveen las soluciones
T =us+cq, t =5+ co, u = c3. (1.73)

Para s = 0 las curvas caracteristicas pasan por la curva inicial determinando
la superficie integral buscada,

x(s,7) =us+ T, t(s, 1) = s, u(s,7) = —T. (1.74)

Eliminando los parametros resulta

X

u(z,t) = 1

(1.75)

Analizando esta ecuacion en el plano (z,u) se advierte que (0,0) es un punto
estacionario y que los puntos restantes se mueven con mayor velocidad a me-
dida que se alejan del punto estacionario, segun muestra la figura1.2. Ent =1
es x = 0 (eje u), y por lo tanto, u puede tomar cualquier valor.
Ademas, se comprueba que por cada punto de la superficie solucion con ¢ # 1
pasa una curva caracteristica. Por ejemplo, la condicién w(1,0) = —1 deter-
mina la caracteristica

r+t=1, wu=-—1, (1.76)

perteneciente a la superficie integral.
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Figura 1.3: Curvas caracteristicas para el movimiento ondulatorio unidimen-
sional no lineal en el plano (z,t).

Si se observan las ecuaciones paramétricas de la superficie integral se ve que
parat =1, u es indeterminada. En efecto, en ¢t = 1 se tiene un punto singular,
tal como se aprecia en la figura 1.3.

Si a la misma EDP se le impone la condicion inicial

u(z,0) = x, (1.77)
se obtiene la solucién -
u(z,t) = Pk (1.78)

que esta definida V¢ > 0.

A continuacion demostraremos un teorema relativo a la existencia y unicidad
de soluciones de EDP cuasi-lineales.

Teorema 1.2 Sea la EDP cuasi-lineal
a(z,y,u) uy + b(z,y,u) uy, = c(z,y,u), (1.79)

con a, b, ¢, funciones con derivadas parciales continuas con respecto a x,y,u
en un entorno de una curva . Se supone que la curva + esta representada por
las ecuaciones x1 (1), y1(7), ui(7) y tiene derivada continua param < T < Ts.
Si sobre v se verifica

o 1501, 20, (1.80)
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entonces existe una unica solucion u(zx,y) definida en algun entorno de v y
que satisface la condicidn inicial, es decir tal que

w(z (1), y1(7)) = ur (7). (1.81)
Demostracion: El sistema de ecuaciones ordinarias
dx dy du
& = — = 1.82
dS a(x7 y’u)7 dS b(‘r7 7y’ U) dS C(I’7y7 u) ( 8 )

admite como Unica solucion a la familia de caracteristicas
x(7,8), y(7,s), u(r,s), (1.83)
que satisfacen las condiciones iniciales
2(7,0) = 21(7), y(7,0) =91 (7), w(T,0) = ua(7). (1.84)

Por hipétesis, el Jacobiano sobre ~

A(z,y) _(,dzy dyy
oD 1m0 = (de - adT) Jmo #0 (1.85)

es continuo en un entorno de . Por lo tanto, en dicho entorno pueden hallarse
T(z,y) ¥ s(x,y). Sea u(z,y) = u(r(z,y),s(z,y)), se ve que u contiene a la
curva inicial v y ademas satisface la ecuacion diferencial pues

aty +buy = a(urTp + usSy) + b (urmy + usSy),
= u; (a1 +b1y) + us (asg + bsy),
= Ur (:'CST(E + ysTy) + us (wssz + yssy)
= U Ts + UsSs = C. (1.86)

En las condiciones de las hipétesis, por cada punto pasa una sola caracteris-
tica. El teorema 1.1 afirma que la solucién esta generada por las caracteris-
ticas que pasan por los puntos de la curva inicial . Por tanto, la solucién es
Unica.

Ejemplo 6. Aplicaremos el teorema 1.2 a la resolucién de la ecuacion
Uy +uy =1 (1.87)
con la condicidn inicial
r=y, u=xa/2, x€][0,1]. (1.88)

Parametrizando la curva inicial v se tiene

=T, Y=7T, u=71/2 T € [0,1]. (1.89)
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y advertimos que existe una solucién Unica en un entorno de ~, pues

dy dx T
= —b— =—-—1 1]. 1.
Las ecuaciones caracteristicas
dx dy du
admiten las soluciones
82
y=s+c, u=s+co, x=5+625+03. (1.92)
Para s = 0 se obtiene la curva inicial
cy = r c1=c3=T, (1.93)

2
quedando asi determinada la superficie integral

T T
= — +5— = = —. 1.94
x 2—|—82—|—T, y=s+7, u s+2 (1.94)
Finalmente, eliminando los parametros auxiliares s y 7, se obtiene
4y — 22 — 7
== (1.95)
2(2—-y)

que es la solucién buscada.

1.4 Ecuaciones generales de primer orden

El método de las caracteristicas puede extenderse a fin de tratar el caso de
una EDP general de primer orden en u(z,y) cuya expresion general es

F(2,y,u, tug, uy) = 0. (1.96)

Notese que las ecuaciones lineales y cuasi-lineales son casos particulares de
(1.96).

Si u(z,y) es una superficie integral de (1.96), y p = u,, ¢ = u,, entonces el
plano tangente a u en el punto (xo, yo,uo) tiene nimeros directores (p, g, —1)
que satisfacen la ecuacién

F($07y0au0ap7Q) =0. (197)

Para ilustrar esta situacion consideremos la ecuacion u,u, = 1, que escrita en
la forma (1.97) es F' = pq — 1 = 0. Las direcciones de los planos tangentes a
una superficie integral deben ser (p,1/p, —1).
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. . Uu = u(x,
direcciones (x.y)

caracteristicas

Figura 1.4: La superficie integral es tangente al cono de Monge en cada punto
y la direccion comun es la direccion caracteristica.

Es decir, la familia de planos tangentes a una superficie integral de (1.96)
debe tener numeros directores (p, q(p), —1) donde ¢(p) se obtiene de (1.97).
Esta familia de planos tangentes en (z, yo, up) determinados por (p, ¢(p), —1)
envuelven generalmente un cono, llamado Cono de Monge. Por lo tanto, si la
superficie u(z,y) es solucion de (1.96), en cada punto (z, yo, ug) debera ser
tangente al cono de Monge en dicho punto, como lo ilustra la figura 1.4.

Las tangentes comunes a la superficie « y al cono de Monge determinan un
campo de direcciones llamadas direcciones caracteristicas.

A fin de obtener las direcciones caracteristicas asociadas a F(z,y,u,p,q) = 0,
comenzaremos hallando el cono de Monge respectivo en cada punto. Para
ello recordemos el siguiente resultado.

Lema 1.1 La envolvente de una familia monoparameétrica f(x,y,u,c) = 0 de
superficies es la superficie que resulta de eliminar ¢ de las ecuaciones

f(xa Y, u, C) =0, fc(z7y7ua C) =0. (1 98)

A continuacién se determina un sistema de ecuaciones que permite calcular
el cono de Monge en un punto.

Proposicion 1.1 E/ cono de Monge asociado a la ecuacion F(z,y,u,p,q) =0
en el punto (¢, yo,uo) Se obtiene eliminando p y q de las ecuaciones

F(:E07y07u07pa Q) = 07 (1 99)

T — X0 _ Y —Y%

Fp(any07u07p7Q) Fq(any07u05p7Q)
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U — Up
- . (1.100)
pr(Ian07u07p7 q) + qu(I07y07u07p7 q)

Demostracion: El cono de Monge en (zg, yo, uo) €S la envolvente de la familia
monoparamétrica de planos,

u—ug = p(x —x0) + q(P)(y — Yo), (1.101)
en la que py ¢ satisfacen
F(x()vy(]au(hpa CI) =0. (1 102)

Aplicando el lema anterior a la familia (1.101) de parametro p, se obtiene el
sistema

u—wuy = plr—m0)+q(p)(y—vo),
0 (. —z0) + ¢ (p)(y — vo)- (1.103)

Por otra parte, derivando (1.102) respecto del parametro p, resulta

Fp(£07y03 uop, p, Q) + q/(p)Fq(an Yo, Uo, P, Q) = Oa (1 104)

y eliminando ¢'(p) entre las ecuaciones (1.103) y (1.104) se obtienen final-
mente las ecuaciones (1.100).

Ejemplo 7. Hallaremos el cono de Monge asociado a la ecuacion F = ugu, —
1 =0, para lo cual ademas de la EDP consideramos el sistema (1.100)
T — Xo Y—Yo U — Ug

e (1.105)

Eliminando p y ¢ resulta el cono de ecuacion
4w = 0)(y — yo) = (u— up)”. (1.106)

El cono correspondiente al punto (zo, yo, z0) = (1,0, 1) se presenta, a modo de
ilustracion, en la figura 1.5.

Ejemplo 8. Consideremos ahora la ecuacién eiconal de la 6ptica geométrica,
F=u2+ ufj —n? = 0. El cono de Monge asociado a ella se obtiene a partir
del sistema
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Figura 1.5: Cono de Monge para la ecuacién u,u, — 1 = 0 en el punto
(‘To?yO?zO) = (1,0, 1)

T—%o _Y—%Y _ U—U
por lo tanto su ecuacién es
n? [(x — 20)? + (¥ — %0)?] = (u—uo)”. (1.108)

Notemos que para una EDP cuasi-lineal, el cono de Monge degenera en una
recta, pues se obtiene de las ecuaciones

F = a(xo,yo0,uo)p + b(xo, Yo, uo)q — c(xo, Yo, uo) = 0,

T7% __Y7% _ U= o (1.109)

- - )

a(zro,yo,uo)  b(xo,y0,u0)  pa(xo,yo,uo) + qb(xo, Yo, uo)

dando como resultado

T — o _ Y — Yo . u—1uo (1.110)

a(l‘m Yo, Uo) b(l’oa Yo, Uo) 0(3707 Yo, Uo) '

Las direcciones de las aristas del cono de Monge

T — Zo Y—"Yo U — Ug (1111)

Fy Fy _pr+qu
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son las direcciones caracteristicas, de modo que las curvas caracteristicas son
soluciones del sistema

dr dy du
- = m T TH T 1.112
F, Fy pFp,+qkFy ( )
o bien, parametrizando
dx dy du
= o =F, = pE k. 1.11
ds P ds T ds Pip+ by ( 3)

Pero dado que p y ¢ no se conocen, no basta (1.112) para determinar las cur-
vas caracteristicas. Extendemos entonces el sistema caracteristico derivando
F(z,y,u,p,q) = 0 respecto de z y de v,

Fy +pFy +psFp +q.Fy = 0,
Fy+qFy +pyFp+q,Fy = 0. (1.114)
Observando que las caracteristicas, soluciones de (1.112), verifican
% = px% +py% = pa Ly + py Ly,
% = qm%+qy%=qup+quq, (1.115)

y, suponiendo que u tiene derivadas segundas continuas (p, = ¢.), de (1.114)
y (1.115) resultan
dp dq

A partir de las ecuaciones (1.113) y (1.116) pueden obtenerse z(s), y(s), u(s),
p(s)y q(s) tales que F(z,y,u,p,q) = 0.

Esto significa que ademas de una curva xz(s), y(s), u(s) en el espacio, se
obtiene en cada punto una direccién (p, ¢, —1) que define un plano tangente;
esta solucion se interpreta como una franja caracteristica, y a la curva z(s),
y(s), u(s) se la denomina curva caracteristica. La situacion se ilustra en la
figura 1.6.

El resultado anterior se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.3 Las franjas caracteristicas asociadas a F(x,y,u,p,q) = 0 estan
determinadas por dicha ecuacion y la solucion del sistema caracteristico

dﬁ dy du dp dq

F, F, pF,+qF, F,+pF. Fy,+qF,

o bien, del sistema caracteristico parametrizado

dx dy du

i 2 _-F — =k F,

dsd ) ds Q> dds plyp +qly,
p q
- = —(Fe+pFy),  — = —(F, +qF). 1.11
T (Fe +pFu), (Fy +qFy) (1.118)

(1.117)
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. q -1)

&CY), (s), u(s) )

Figura 1.6: Franja caracteristica.

De las tres primeras ecuaciones (1.117) se deduce que las franjas caracteris-

ticas verifican la relacién
du dx dy

ds s * Tis’
que se denomina condicion de franja.

(1.119)

Un problema de valor inicial o problema de Cauchy consiste en hallar la super-
ficie integral de F'(x,y, u,p,q) = 0 que contiene a una curva dada.

Si la curva inicial tiene ecuacién z(7), yo(7), uo(7) y sobre ella p y ¢ toman
valores po(7), qo(7), éstos estan obligados a verificar la EDP,

F($O7y07u07p07q0) :O7 (1120)
y la condicién de franja,
duo - da?o dyo
o = Po(m) = +ao(T) -~ (1.121)

Las cantidades xo(7), yo(7), uo(7), po(7), go(7) definen la franja inicial.

Ejemplo 9. Hallaremos la superficie solucién de u,u, = 1 que contiene a la
curva u(z,0) = x.

Apliquemos el teorema 1.3 a fin de obtener las franjas caracteristicas de la
ecuaciéon F = pg — 1 = 0. Integrando (1.118) se obtienen

p=ci, q=C2, x =cos+c3, Yy =015+ Cq4, u = 25+ cs,

y dado que pq = 1, las franjas estan dadas por

1
p=ch, q=?7 3326*5‘1'037 Y =cC15+Cq, u=25+cC5.
‘1 1

Para determinar las constantes ¢y, c3, ¢4 y ¢5, parametrizamos la curva inicial

r=1, y=0, u=r, (1.122)
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y de (1.121) obtenemos que p = 1. La superficie integral es entonces
r=s+717, yYy=s8 u=2s+T, (1.123)
y eliminando los parametros auxiliares resulta

u(z,y) =x +y. (1.124)

A continuacién presentaremos el teorema que asegura la existencia y unicidad
de la solucion para el problema de Cauchy.

Teorema 1.4 Sea F(x,y,u,p,q) = 0 con derivadas segundas continuas res-
pecto a todas sus variables. Dada una curva inicial xo(7), yo(T) , uo(r) con
derivadas segundas continuas, sobre ella las direcciones po(1), qo(7) con de-
rivadas continuas deben verificar

F(wo(T)ayo(T),U()(T)apo(T)»(Io(T)) =0,

dug _ dro - dyo

ar Po P + Qo ar (1.125)

si
dx d
((;Fq(ﬂﬂmyo,umpo,%) - ﬁ)Fp(xo,yo,Uomoﬂo))Jw # 0, (1.126)

entonces, en algun entorno de la curva inicial existe una solucién unica u(x,y)
que contiene a la franja inicial, es decir, tal que

u(zo(7), yo(7T)) = uo(7)
g (0(7), Yo (7)) = po(T),
Uy (20(7),y0(T)) = qo(7) (1.127)

Demostracion: El sistema caracteristico asociado a la EDP

dx dy du

— =F — =F, — = pkF, F,

ds Pds s PEp o+ @Fo,

dp dg

7. = ~(FetpF), o= —(Fy +qF) (1.128)
es un sistema de EDO y su solucion provee las franjas caracteristicas

z(s,7), y(s,7), uls,7), pls,7), als, 7). (1.129)

Supongamos que las franjas caracteristicas para s = 0 dan la franja inicial, lo
que equivale a tomar el origen del parametro s sobre la franja inicial, es decir

JJ(O,T) = xO(T)v y(O’T) = yO(T)7 U’(O’T) = UO(T)a
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p(0,7) = po(7), q(0,7) = qo(T). (1.130)

Veremos que las curvas caracteristicas, =(s, 7), y(s, 7), u(s, 7), determinan una
superficie integral.
Dado que sobre la curva inicial el Jacobiano es

Ix,y)
a(s,f)“ £0 (1.131)

por la condicion (1.126), en un entorno de la curva inicial pueden definirse las
funciones s = s(z,y), 7 = 7(z,y), de donde

u=u(s(x,y), 7(x,y)) = ulx,y), (1.132)

y también

p(S(fC, y)? T(x’ y)) = p(x, y)7

q = q(s(x,y),T(x,y)):q(x,y). (1133)

Las consideraciones previas sobre las franjas caracteristicas permiten afirmar
que

p

F(z,y,u,p,q) =0. (1.134)
Entonces la funcion « de (1.132) es solucién si

P=1Uzp, G = Uy (1.135)
Para demostrar esto definimos la expresién
v(8,T) = Ur — PTr — qYr, (1.136)

y teniendo en cuenta (1.125) es

v(0,7) = uor — poTor — goYor = 0. (1.137)
Calculando
ov
s = Urs = Pslr — PLrs — 4sYr — QYrs (1.138)
S
ov 0
5= E(US — PTs — qYs) + PrEs + GrYs — PsTr — qsYr, (1.139)
y utilizando el sistema caracteristico (1.128) se obtiene
0
o= = PrFy+ 4 Fy + (B + pFa)a, + (Fy + aF)yr- (1.140)
Sumando y restando F,u, resulta finalmente
0
% B~ Fw=—Fyu, (1.141)
0s
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pues F; = 0.
Para 7 fijo, la EDO

v _ g, (1.142)
ds
admite la solucién
v =0(0) e Jo Fuds, (1.143)
Pero v(0) = 0,de donde v =0y
ur = prr +qyr, (1.144)
y del sistema caracteristico (1.128) es
Us = PTs + qYs- (1.145)

Estas dos Ultimas ecuaciones forman un sistema en p y ¢. En tanto, para las
curvas caracteristicas se obtiene que

Ur = UgZr + UyYr,
Us = UpZs+ UyYs, (1.146)

es decir, u, Yy u,, satisfacen el mismo sistema que p y ¢, de modo que, siendo

(z,y)
(s, T)

Iy #0 (1.147)

por hipétesis, en algun entorno de la curva inicial es
D=Up, G =Uy. (1.148)

La continuidad de los coeficientes del sistema caracteristico (1.128) garantiza
que por cada punto de la curva inicial pasa una Unica curva caracteristica. En
consecuencia, la Unica superficie integral esta generada por curvas caracteris-
ticas.

En el ejemplo que sigue aplicamos el teorema 1.4 para asegurar la regién de
existencia y unicidad de la solucién de una EDP.

Ejemplo 10. Consideremos nuevamente la ecuacion eiconal de la éptica ge-
ométrica,
uf + ujy = n?, (1.149)

con la condicién inicial
u(z,x) = ax, (1.150)

siendo a y n constantes.

La franja inicial esta dada por las ecuaciones paramétricas

To=T, Yo=T, Uy=arT (1.151)
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po(T) + (1) =a, pg+q5 =n (1.152)

donde hemos utilizado la ecuacién (1.125).
Con el fin de obtener expresiones simples para pg, qo, introducimos el cambio
de variables:

p=mncost, q=nsend, 0<60<2m, (1.153)

con el que obtenemos
m
Po=0p, qo=4¢q, a=n(cosh+ send)=nv2sen (9 + Z) . (1.154)

Notemos que 6 tiene un valor fijo, por ejemplo, si a = n, serda § = 0.
De la condicion (1.126) se tiene que

2(senf — cosh) # 0, (1.155)

por lo que debemos excluir los valores § = /4y 0 = 57 /4, y el correspondiente
valor de a, es decir a = +n/2.
El sistema caracteristico es

d d d
oop, Pong, Toop? 4 g?) =207

dp dg
. y e = =0 0. (1.156)

ds ' ds
Por tanto, p y ¢ son constantes sobre las caracteristicas,
p(s,7) =po =ncosl, q(s,7) = qo = nsenb, (1.157)
y las caracteristicas son
x(s,7) = 2nscosd + 1, y(s,7) =2nssend + T, (1.158)
u(s,7) = 2n?s + (senb + cosf)nr. (1.159)
Hallando s y 7 en funcién de z e y,

. y—x T:xsenf)*ycosﬁ (1.160)

2n(send — cosl)’ (send — cosf) ’
y reemplazando en u(s, 7), obtenemos
u(z,y) = n(x cosh + y send) (1.161)

que es la solucion de la onda plana, donde

0 = arcsin < (1.162)

a ™
nv2 4
En el marco de la éptica geométrica siendo u(x,y) solucién de la ecuacion
eiconal, las curvas de nivel u = cte describen los frentes de onda, en tanto
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que las curvas caracteristicas de base = = z(s,7), y = y(s,7), para s fijo,
representan los haces de luz.

Las curvas de nivel son rectas que corresponden a planos en el problema tridi-
mensional y se llaman ondas planas. Los vectores tangentes a las caracteris-
ticas de base, dx/ds = 2p, dy/ds = 2q, son rectas, y los vectores normales a
las curvas de nivel son Vu = (p, ¢). Por lo tanto, los haces de luz son normales
a los frentes de onda.

Ejemplo 11.a Hallaremos una solucién para la EDP
Ug Uy = 4y, (1.163)

con la condicioén inicial
u(z,0) = z2. (1.164)

Se deja al lector la verificacién de las hipétesis del teorema 1.4.

El sistema caracteristico asociado a la ecuacién F' = pg — 4zyu = 0 es

dv dy du dp dgq
o %y 4r — . 1.165
qg p  2pq Ay(utazp) dz(u+yg) ( )

Para integrarlo resulta conveniente modificar la forma de este sistema. Reali-
zando operaciones de proporcionalidad y utilizando la EDP obtenemos que

qdp —pdg _ ydx — zdy (1.166)
Pq xy
o bien,
dp _dq _dv_dy (1.167)
D q x Y
cuya integracién conduce a
P_ 22 (1.168)
q Yy
Reemplazando en la EDP, resultan
p=2avi, =2V (1.169)

y parametrizando las tres primeras ecuaciones del sistema caracteristico, se
obtiene la familia de curvas caracteristicas

ar’ =2s+b, y>=2sa+c, u=2s+d. (1.170)
Las curvas caracteristicas que contienen a la franja inicial

x=71, y=0, u=7°, p=271, q=0, (1.171)
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Figura 1.7: Superficie integral para el problema de valor inicial dado en el
ejemplo 11.a.

son

ar’? =s+ar?, y*=as, Vu=s+r. (1.172)

Recordemos que los valores de p y de ¢ iniciales se obtienen de (1.125).
El valor de a surge de la relaciéon
p = 2az\/u, (1.173)
y de la franja inicial, resultando a = 1/7.
La solucién generada por las curvas caracteristicas,
u(z,y) = 2%(y* + 1), (1.174)
se muestra en la figura 1.7.

11.b Resolvemos el Problema de Cauchy para la misma EDP

Uglly = dayu, (1.175)

con una condicidn inicial de mayor complejidad:

u(z,1) = %ﬁ, (1.176)

obteniendo la solucion

22 1—9y2+ /(1 —92)2+ 922
3

27

’ {2(y21)i\/(1y2)2+9wz}
9

(1.177)
donde los signos + y — corresponden a x > 0y = < 0, respectivamente, y se
determinan de modo que u satisfaga la condicién inicial.

Esta solucion se obtiene hallando las caracteristicas que contienen a la franja
inicial:
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2 4
x=71, y=1, U= p =272, q:§T2, (1.178)

con a? = 3/27.

1.5 Ecuacion general de primer orden para una
funcidén de n variables independientes
Sea
F(x17"-7xn7u7p17"'7pn) =0, (1179)
una EDP para una funcién v = u(xy, ..., z,), de n variables independientes,
con derivadas parciales

Di = Uz, t=1,2,..,n.

Una solucién de la EDP (1.179) sera una hipersuperficie del espacio (n + 1)-
dimensional, (z1, ..., 2, u), y €l sistema caracteristico asociado a dicha ecuacién
es

Offi = F,, i=1,..n
S
du -
s = ZPinw
=1
dp; .
2= —(FatpB), i=l.n (1.180)

Dada una variedad inicial (n + 1)-dimensional,

2o, = 20, (T1, ey Th—1), 1=1,..,n, (1.181)
el problema de Cauchy o de valor inicial consiste en resolver la EDP de modo
que u sobre dicha variedad verifique la condicion

UOZUO(Tl,...,Tnfl). (1182)

Asignando valores iniciales para p;:

Do, :pOi(Tlv"vT’n—l)) 1= 17"'7’”’7 (1183)
tales que
F(xo,,...70,, U0, Po, , --Po,,) = 0, (1.184)
y
Guo - 5‘u0.
— = L po, 1.185
87']' Zl 873 Po; ( )
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paraj = 1,2,...,(n — 1), se obtiene una franja inicial (1.181), (1.182), (1.183),
que con (1.179) y (1.180) dan las franjas caracteristicas:

i = i (T1, ooy Tne1, S5 i=1,..,n, (1.186)
U=U(T1,y ey Tn—1, S), (1.187)
pi:pi(Tl,...,Tnfl,S), Z:].,,TL (1188)

Si el determinante Jacobiano verifica

8(3?1,172, ,J}n)

£0, (1.189)

8(7.177-27 vy Tp—1, 5)

en un entorno de la variedad inicial, puede probarse que

U=U(T1(T1, ey Ty eoes Tn—1(T1y ooy T )y S(T1, ooy ) = w1, ooy ) (1.190)

es la unica solucién del problema de Cauchy.
Vemos que el método de las caracteristicas reduce el estudio de una EDP a
resolver un sistema de EDO.

1.6 Distintos tipos de soluciones de una EDP

Segun la forma de la funcién u, solucién de una EDP de primer orden, ésta
recibe distintas denominaciones.

Una funcion u(z, y), solucién de la EDP F'(x,y, u, u,, u,) = 0, se llama solucion
general si depende de una funcion arbitraria.
Hemos presentado ejemplos de solucién general en 1.1.

Una solucion de F(z,y,u, uz, uy) = 0 €s una solucion completa, si depende de
dos parametros independientes a, b, es decir si es de la forma ®(z,y,u,a,b) =
0.

Por ejemplo, la familia de planos u = ax + by + ab es solucidn completa de la
ecuacion u = zu, + yu, + u,u,, y la familia de paraboloides con vértices en
los puntos del plano (z,y), u = (z — a)? + (y — b)?, es soluciéon completa de
u? + ug = 4u.

La envolvente de una familia de soluciones dada por la soluciéon completa, si
existe, también satisface la EDP y se denomina solucidn singular.
Recordemos que dada una familia biparamétrica f(zx,y,u, a,b) = 0, su envol-
vente se obtiene eliminando los parametros a y b de entre las ecuaciones

f(x7y7u7a"b):07 fa(m7yauaa/7b):0a fb(xvyauaa7b):0' (1191)
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Asi se obtiene la envolvente de la familia de planos v = ax + by + ab, dada por
u = —ay, que es solucion singular de u = zuy + yuy + Uz y.

Notemos que la solucién singular puede hallarse sin conocer una solucién
completa, tal como lo propone el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Sea F(x,y,u,p,q) = 0 una EDP tal que F,, # 0. Una solucion
singular se obtiene eliminando p y q entre las ecuaciones

F=0, F,=0, F,=0. (1.192)

Demostracion: Supongamos la existencia de una integral completa dada por
u = f(z,y,a,b) de modo que es F(z,v, f, fz, fy) = 0y, derivando respecto de
los parametros a y b, se obtiene el sistema

Et.fa"’prma‘Fquya = 07
Fufb"’prmb"‘quyb = 0. (1193)

SiF,=F,=0yF, # 0, resultan f, = f;, = 0, que junto con f determinan la
solucion singular.
Si F,, = 0, podrian igualmente ser f, = f, = 0.

Citaremos a continuacion algunos ejemplos.

e La EDP pq = 1 no posee solucion singular ya que el sistema pg — 1 =0,
p =0, ¢ =0, es incompatible.

e La solucién singular de u = e“pq + xp + yqg €s u = —xye *.

El conocer una solucion completa nos permite obtener la solucién de proble-
mas de valor inicial segin lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Sea f(x,y,u,a,b) = 0 una solucion completa de la ecuacion
F(z,y,u,us,uy) = 0. La solucién que contiene a la curva inicial (), y(7),
u(T) es la envolvente de la familia monoparameétrica f(z,y,u,a(t),b()) = 0,
donde a(T) y b(T) se obtienen como solucion del sistema

f(:L’(T), y(T)v U(T)v a, b) = 0,

[ (T) + fuy' (7) + fud/ () = 0. (1.194)
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Demostracion: Se sabe que la envolvente de una familia de soluciones es
solucién, basta entonces con demostrar que la curva inicial esta contenida en
la envolvente. Esto equivale a pedir que la curva inicial verifique

f(xa yauva(T)a b(T)) =0,
fr(z,y,u,a(r),b(r)) = 0. (1.195)

La curva inicial satisface la primera de las ecuaciones pues es

fa(r),y(r),u(r),a,b) = 0.

Si se deriva respecto de 7 la ecuacion

f(l‘(T),y(T),u(T),CL(T),b(T)) =0, (1196)
sabiendo que
fo (1) + fy/ (1) + fuu (1) = 0, (1.197)
se obtiene
fad (T) + fob' (1) = fr(z,y,u,a(r),b(T)) = 0, (1.198)

con lo cual también se verifica la segunda ecuacion en (1.195), quedando
demostrado el teorema.

Ejemplo 12. La EDP w,u, = 4zyu tiene como solucién completa a la familia
u = (22 + a)(y? + b). Hallaremos la superficie integral que contiene a la curva
u(z,0) = 22, utilizando el teorema anterior.

La curva parametrizada es = = 7, y = 0, u = 72, y resultan a(7) = 0, b(7) = 1.
La solucién al problema planteado es

u=2*(y* +1). (1.199)

En este caso a y b no dependen de 7 y la solucién es un caso particular de la
solucion completa. Comparar con el ejemplo 11.a (ecuacion (1.174)).

Ejemplo 13. Consideremos el problema de valor inicial u,u, = 42yu tal que
u(x,1) = 223, que ya ha sido analizado en el ejemplo 11.b.

Partiendo de la solucion completa v = (22 + a)(y? + b) de la ecuacion dada,
parametrizando la curva inicial x = 7, y = 1, u = 27%/3, y con el sistema
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- = (P +a)14D), (1.200)
272 = 27(1+0), (1.201)
obtenemos b=7—1,a = —712/3.

" Zat 2
La envolvente de la familia monoparamétrica u = (2% — Z-)(y* + 7 — 1) resulta
de resolver el sistema

2

wo= (@ =) T,
2 2 2 T2
0 = —gT(y +r-1)+=z — 3 (1.202)

De la segunda ecuacién obtenemos

2
1_3y2 + (%) +22, x>0
T= (1.203)
1-y2 122 2
3 — (T) +22, =<0

2}{2<y2—1>i <1—y2>2+9x2}
9

(1.204)
donde el signo positivo de la raiz cuadrada corresponde a la solucion para
x > 0y el negativo a « < 0. Puede verificarse que ésta es la misma solucién
obtenida en el ejemplo 11.b.

y resulta la solucién

{x2 [1—y2i (1 —y2)2 + 922
u= 3

27

1.7 Métodos para la obtencion de una solucién

completa
Hemos sefnalado ya el importante rol que desempena la solucién completa de
una EDP, en tanto que permite resolver un problema de valor inicial. En las

proposiciones que siguen presentamos resultados preliminares a los métodos
mas conocidos para obtener dicha solucion.

Proposicion 1.2 La ecuacion diferencial

P(z,y,u)dx + Q(z,y,u)dy + R(x,y,u)du = 0, (1.205)
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es completamente integrable si y solo si

P(Q. — R,) + Q(R, — P,) + R(P, — Q) = 0. (1.206)

Si R # 0y la ecuacion (1.205) puede escribirse en la forma

du = Sdx + Tdy, (1.207)
y la condicién (1.206) es

Sy +T8, =T, + ST,. (1.208)
Demostracion: La ecuacién (1.205) es completamente integrable si existe el

factor integrante p(z,y,w) y una funcion F(z,y,u), con derivadas segundas
continuas, tales que

De aqui resultan
(WP)y = Fuy = Fyo = (1Q)a, (1.210)
es decir
Py — Qz) = p1a@ — piy P, (1.211)

y, analogamente,

,U(Qu - Ry) = ﬂyR — U@,
wWRe = Py) = pulP —paR. (1.212)

Multiplicando las ultimas tres ecuaciones por R, Py Q respectivamente resulta
(1.206).

La condicion (1.206) es una condicién suficiente. En efecto, si se deja cons-
tante una variable, por ejemplo u, la ecuacion (1.205) se reduce a

P(z,y,w)dz + Q(z,y,u)dy = 0, (1.213)

donde u se toma como parametro. Sea

flz,y,u) = c=cte (1.214)

una solucion; si p(z,y,u) es factor integrante de (1.213), entonces se verifica
que

fe=pP, [y =pQ, (1.215)
pero, en general, sera f, # pR. Con
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fu=pR—y, (1.216)
y en virtud de (1.206) resulta que

a(f,9)

(z,y)

para toda f, por lo que g es funcién de f y del parametro w.
Consideremos la ecuacion

df + g(f,u)du = 0; (1.217)
si h(f,u) = K es solucion de esta ecuacion y v es factor integrante, entonces
v(df + gdu) = dh(f,u) = 0, (1.218)

y, expresando h en términos de z, y, u, la solucién se escribe

F(z,y,u) = K. (1.219)
Dado que

p(Pdx + Qdy + Rdu) = df + gdu, (1.220)
la funcion F'(z,y,u) = K es solucion de (1.205).

Observacion: esta parte de la demostracion provee un método de integracién
para la ecuacién (1.205).

Ejemplo 14. Como aplicacién de la anterior proposicion, consideremos la
ecuacion

y2da — udy + ydu = 0, (1.221)
que cumple con la condicion de integrabilidad (1.206).

Haciendo por ejemplo, x constante es

ydu — udy = 0, (1.222)
e integrando se obtiene
flz,y,u) =lnu —Iny = C, (1.223)
conp=1/yuyg=y/u=e7.
Resolviendo

df + gde =df +e fdz =0

resulta
el +r=K

44



y de alli, la solucién de la ecuacion,

F(:my,u)zg—&—x:K. (1.224)
Yy

Para presentar el método de Lagrange-Charpit para obtener integrales com-
pletas resulta util la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3 Sean F(z,y,u,p,q) = 0 una EDP vy g(z,y,u,p,q,a) = 0 una
solucion del sistema caracteristico con la condicion

I(F,g)
a(p, q)

Side F =0y g = 0se obtienen p = p(z,y,u,a)y ¢ = q(z,y,u,a), entonces se
verifica que

£0

Py + qPu = Gz + Pu- (1.225)
Demostracion: Derivando respecto de z yde y a

F(z,y,u,p(z,y,u,a),q(x,y,u,a)) =0,

g(x,y,u, p(x,y,u,a),q(x,y,u,a)) =0,
se obtienen

Fy + Fup+ Fy(pe + pup) + Fy(qz + qup)
9z + gul + 9p(Pe + Pup) + 9q(qz + qup)

Fy+ Fuq+ Fy(py + puq) + Foay + qug) =
( )

Gy + 9uq + 9p(Py + Puq) + 94(@y + quq

|
cocooo

, (1.226)

y multiplicando respectivamente por g, —F,, g,, —F, y sumando resulta

(Fpgq - Fqu) [Py +puq — (¢e + qup)] =
—(Fm + Fup)gp + (gx + gup)Fp - (Fy + FuQ)gq + (gy + guq)FQ' (1 227)
Pero en virtud de g(x,y,u,p,q,a) =0 es
Jodx + gydy + gudu + gpdp + gqdg = 0, (1.228)

de donde, reemplazando cada diferencial por el denominador respectivo del
sistema caracteristico asociado a F, se deduce que el segundo miembro de
(1.227) es nulo.
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Por lo tanto, y dado que el primer factor en el primer miembro de (1.227) es

Jd(F,9)
d(p,q)

se concluye que es nulo el segundo factor, lo que completa la demostracion.

#Oa

Método de Lagrange-Charpit

Teorema 1.7 Una solucion completa de la EDP F(x,y,u,p,q) = 0 es la solu-
cion general de
du = pdzx + qdy, (1.229)

donde p y q se obtienen de F(x,y,u,p,q) = 0 y de una integral del sistema
caracteristico.

Demostracion: Sea

g(z,y,u,p,q,a) =0 (1.230)

una integral del sistema caracteristico asociado a F'(x,y,u,p,q) = 0; si se ve-

rifica que 3(553)) # 0, de (1.230) y de la EDP pueden obtenerse p = p(x, y, u, a)

y ¢ = q(x,y,u,a). La ecuacion

du = p(x,y,u,a)dr + q(z,y,u,a)dy (1.231)

es completamente integrable pues cumple con la condicion p, + gp. = ¢z + Py
(proposiciones 1.2y 1.3).

Por lo tanto, la solucion general de esta EDO es una solucién completa de la
EDP.

Este teorema proporciona un método para la obtenciéon de una integral com-
pleta que se conoce como método de Lagrange-Charpit.

Ejemplo 15. Hallaremos una integral completa de la ecuacion
2uu§ —y*u, + y*u, = 0. (1.232)

El sistema caracteristico asociado a F(x,y,u, p,q) = 2uq®> + y*(q —p) = 0 es

dx d d d d
L% _ X __ P __ T (1.233)
—y? Yy +4dug  2ug 2pq 2y(q —p) +2¢
e integrando respecto a u y a p se obtiene
pu = a, (1.234)
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y de la EDP resulta

—2 + 2
g= 2 yVy? +8a. (1.235)
4u
Reemplazando p y ¢ en
du = pdx + qdy, (1.236)
se tiene que
dudu = dadx — y? dy + y/y? + Sa dy, (1.237)

e integrando

3
_y e 8/2 _
dax 3:I:3(y +8a)

Finalmente, racionalizando se obtiene la integral completa:

22 = b. (1.238)

(6u® —12ax + y> +b)? = (y* + 8a)>. (1.239)

El teorema que sigue permite determinar una solucién completa para EDP de
forma particular. Para su demostracion utilizaremos el método de Lagrange-
Charpit.

Teorema 1.8 ) Una solucién completa de F(p,q) =0 es
u=azx + f(a)y + b, (1.240)

donde f(a) = q.
i) Una solucion completa de F(u,p,q) = 0 es la solucion general de

dg dg
—,a— | = 1.241
con
v=x+ay+b u(z,y)=g). (1.242)

iii) Una solucién completa de v = xp + yq + f(p,q) €s
u = ax + by + f(a,b). (1.243)

Demostracion:

i) Si F(p,q) =0, es F, = F, = F, = 0y el sistema caracteristico

d d
de _dy _ dw _ dp _ dg (1.244)
r, F, pF,+qF, F, +pF, Fy+qF,
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conduce a dp = dg = 0, es decir p y ¢q constantes.
Luego, conp =ay g = f(a) obtenido a partir de F'(a, q) = 0, resulta la solucion
completa:

u = ar + f(a)y + b. (1.245)

i) Para una ecuacién de la forma F(u,p,q) = 0, es F, = F,, = 0. De los dos
ultimos miembros del sistema caracteristico resulta que ¢ = ap.
Combinando este resultado con la EDP, se obtienen p y ¢ en términos de u

p=flu), g=af(u), (1.246)
y, en virtud de (1.229) es

A ey, (1.247)
(u)

y u es funcidén de la combinacién = + ay + b.

Al proponer u(z,y) = g(x + ay + b) = g(v), la EDP se transforma en una EDO
de primer orden

dg dg\

cuya solucién general contiene la constante arbitraria a y una segunda cons-
tante de integracion b y provee asi una solucién completa de la EDP.

iif) Para una EDP de la forma

u=xp + yq + f(p,q), (1.249)

es F, + pF, = F, + ¢F, = 0y del sistema caracteristico se obtienen p = a,
q = b constantes; reemplazando en la diferencial (1.229) e integrando resulta
la solucién completa:

u = azx + by + f(a,b). (1.250)

Ejemplo 16. Para la EDP

ud — 2upty + 3uy =5 (1.251)

se tiene p = a, y de la ecuacion es ¢ = (5 — a®)/(3 — 2a); entonces

_ .3
u = ar + b y + b. (1.252)
3—2a
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Ejemplo 17. En la EDP
w(ul +ul+1)=1
la sustitucion v = x + ay + b conduce a la EDO

d92 1
1+ad%) 2 1=
a+a) () +1-

es decir
V1+a?gdg
1—g2
y la integral completa buscada es

= +dv,

(1+a*) (1 —u?) = (z+ay+b)*

Ejemplo 18. Para la EDP

2
Yy

se obtiene en forma inmediata la integral completa

u:xur—&—yuy—kui—u

u = ax + by + a*® — b°.

(1.253)

(1.254)

(1.255)

(1.256)

(1.257)

(1.258)

El método de Lagrange-Charpit propone obtener p y ¢ de la EDP y de una
integral del sistema caracteristico, para luego obtener una solucion completa

como la solucién general de (1.229):

du = pdx + qdy.

Sin embargo, se pueden obtener ambas py ¢, de dos integrales del sistema ca-
racteristico y reemplazarlas en la diferencial para obtener la solucion completa.
De hecho, en algunos casos es éste el camino mas conveniente, tal como lo

ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19. Para la EDP

xui—kyug—i—uw—uzo
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el sistema caracteristico asociado es

dx dy du dp dq
_ — = E— ) 1.260
3zp? +1  3y¢®  3xp®+p+3y¢® pP—p 7 —q ( )
Integrando el 2° y 5° término, y el 4° y 5°, se obtienen
By(@> —1)** = a
(¢* 1) (-1
bt = —. (1.261)
q D

De aplicarse el método de Lagrange-Charpit, cualquiera de estas funciones
reemplazadas en la EDP conduce a una ecuacién algebraica de tercer grado.
En cambio, llevando ambas integrales a la EDP, resulta la solucion completa

2 201 _ 1\13/2
(9% + a?)3/? {xﬁ:[gy +a2(71 )] } +

+H9y” + > (1= )]V92 +a? — (99" + (1 = b)Pu = 0 (1.262)

Método de variables separables
Para una EDP de la forma

F(x,p) = G(y,q) (1.263)

se propone como solucion u = f(z) + g(y), o que provee dos EDO. En efecto,
se tiene

F(z, f'(x)) = Gy, g'(y)) = a, (1.264)

y despejando de ellas f'(x) y ¢'(y) e integrando resulta la solucion completa

u=f(z,a)+g(y,a)+b (1.265)

Ejemplo 20. La ecuacion para el problema de los dos cuerpos de la mecanica
es

Ui+ Ul = ————=—h (1.266)
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con k y h constantes. Trataremos de transformarla de modo que resulte una

ecuacion de variables separables.

Pasando a coordenadas polares con x = rcosf, y = rsen#,

u(z,y) = u(rcosh, r send) = v(r,0),

obtenemos
PP+ = V(i r:;) + vp (6% + 95) + 20,09 (1305 + 1y0,)
k
= — —h.

r

Teniendo en cuenta que
x y y x
Tx:;a Ty_;v ax:_ﬁa ey_ﬁa
es
2
2, Y9 _
v, + =T h
y entonces
7‘2113 —rk 4+ hr? = —Ug,

que es de variables separables. Proponiendo

v=f(r)+g(0)
obtenemos
T2f/2 —rk 4+ hT2 _ 79/2 _ *(12,
es decir
rk — a? — hr?

f’(r):j: 2 9/(9):a-

La solucién completa es

" ok — a2 — hr2
v(r,0) z/ #dr—ka@—kb,
1

o bien

2 2
Vaity rk —a? — hr?

_ ¥
u(z,y) —/1 2 dr + aarctg (x) + b
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(1.270)

(1.271)

(1.272)

(1.273)

(1.274)
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Método de Jacobi

Este método es una suerte de generalizacion del método de Lagrange-Charpit
y su demostracién es muy semejante a la de aquél, por lo que serd apenas
esbozada en esta seccion.

Sea v = v(z,y,u) = C una solucion de la EDP F(x,y,u,p,q) = 0. Adoptando
la notacion vi = v, va = vy, U3 = vy, de vy +v,p = 0y v, + v,qg = 0, S€
obtienen

U1
p=-——
U3
y
g = -2 (1.277)
U3

y reemplazando estos valores en la EDP dada, resulta la ecuacién
G(fE,y,U,’Ul,'UQ,Ug) - 07 (1278)

cuyo sistema caracteristico es

dx dy du dv B
le sz o Gv3 - ’Ulel + 'UQGU2 + ’UgGv3 -

—d’l)l —dUQ —d’Ug
pr— = = . 1 -27
G, +v1G, Gy + v2G, G, +v3G, ( 9)

Pero, en este caso es dv =0 (pues v = C) y G, =0, y el sistema se reduce a

dx dy du  —duvy —dvy  —dvs

Go  Go Guw G, Gy  Gu-

(1.280)

Si f(x,y,u,v1,v2,v3,a) = 0y g(x,y,u,v1,v2,v3,b) = 0 son dos soluciones
cualesquiera de este sistemay es

(G, f,9)
) 7

pueden hallarse v;(z,y,u), con ¢ = 1,2,3 y con ellas formarse

dv = vidr + vody + vgdu = 0 (1.281)
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que resulta una diferencial exacta cuya solucién es v(z,y,u) = C.

Ejemplo 21. Obtendremos nuevamente una solucion completa de u2 + ui =
4u, ahora empleando el método de Jacobi.

Para ello escribimos
G =vi+vs—4uv =0

y su sistema caracteristico

dv _dy _ dv _ dvi_ dvy _ dvg (1.282)
U1 Vo —4uvs 0 0 21}%
de donde resultan
v1 =a, vy =D, (1.283)
ydeG=0
2 2
vy = 4] 0 (1.284)
4u
Luego de
dv:adx+bdy+1\/a2+b2d—u:0 (1.285)
2 Va
obtenemos
v=oazr +by +Vat+b2Ju=C (1.286)
y, tomando C =1,
(1 — ax — by)?
Ejemplo 22. Resolveremos la EDP
(up — u)(uy — u)(u; — u) = UgUyls. (1.288)
Tomando p = —vy /vg, ¢ = —v2/v4, Y 7 = —v3/v4, Obtenemos
G = (v1 + uvg) (v + uvy)(vs + uvy) — V3VaV3 = 0, (1.289)

cuyo sistema caracteristico

dx dy

(ve + uvy)(vs + uvy) — vVov3 (v1 + uvg)(vs + uvy) — V103
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dz

(v1 + uvg)(vy + uvy) — vV1v9

du B

ul(ve 4 uvg)(v3 + uvy) + (v1 + uvy)(v3 + uvy) + (v1 + uvg)(ve +uvg)]
dvy _@ _ dvs

o 0 0

—dl)4

vg[(va + uvg)(vs + uvy) + (v1 4 vvg)(vs + uvy) + (v1 + uvy) (Ve + vvy)]
(1.290)

nos permite concluir que
V1 = a1, Vs = dg, U3 = a3, UV4 = (4. (1.291)

Observemos, a partir de la EDP, que las constantes a; deben satisfacer la
relacion
(a1 + aq) (a2 + a4) (a3 + a4) = ajasas. (1.292)

Dado que
dv = vidr +vody+vsdz+vsdu = 0

tenemos

arx+asy+asz+agin(u) = C, (1.293)

donde sin pérdida de generalidad podemos tomar a4, = 1, y obtenemos la
integral completa

u = exp (C — a1z — asy — azz), (1.294)

con las constantes arbitrarias a;, i = 1,2, 3, sujetas a la relacion

(a1 + 1) (ag -+ ].) (ag + 1) = a1asqas. (1 295)

1.8 Problemas propuestos

1- Resolver:
a)
aug + buy, = 0,

con a y b constantes;
b)
rug + y(l—a)u, = 0.

2- Resolver los problemas con las condiciones a) y b) para la ecuacion:

2u, — 3uy = 4.
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a)
u(z,1) = 2z + 1,

b)

x

I
)

u(x, x)

Verificar las soluciones.

3- Hallar la integral general de:

a)
(x+a)ugy + (y+dbuy =u+c
b)
Uy — uy = In(x +y)
c)
2*u, — y?uy, — (- y)u
d)
(= +y)(zus —yuy) = (& - y)u
e)
Tylg — x2uy +yu=20
f)
Ty, + 22Uy = (z — y)u
9)

Tp +yq + 2r = ryz,

conu=u(z,y,2)yr=u,.
4-; Qué funcion es igual a la suma de sus derivadas parciales primeras?

5-a) Hallar algun factor integrante para que la EDO

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0
sea exacta.
b) Analizar el caso en que N = ctey M = a(x)y + b(z).

6- Resolver el problema de valor inicial para la ecuacion de onda unidimen-
sional amortiguada:
up + cup + Au = 0,

con la condicién inicial
u(x,0) = F(x),y A > 0.
7- Hallar la superficie integral de
TUy — Yu, =0,

que pasa por la curva
z=0,u=y".
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8- Hallar la superficie integral de
Uy — 22Uy = 0,

que pasa por la curva
r=1u=y".

9- Resolver:
2u, — 3u, = 6.

con la condicién inicial
u(z,x) = e”.

10- Resolver:
z?u, — ryu, = y(u’r)

con la condicién inicial
u(z,z) =z — 1.

11- Resolver:

U + uu, = 0,
con la condicién inicial

uw(z,0) = 1 — 22

12- Resolver el problema de valor inicial para la ecuacion de la onda cuasi-
lineal amortiguada dado por

U + uu, + cu = 0,
u(z,0) = 1+ .

13- Resolver:
ut—l—cum—i—u2:07

con la condicién inicial
u(z,0) = .

14- Resolver:
v u, — zyuy, = x(u—2y),

con la condicién inicial
u(z,z) = x — L.

15- Hallar la superficie integral de

T2 u, + yQuy + u? =0,
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que contiene a la curva xy =x+y, u =1

16- Hallar la superficie integral de

u(ru, — yuy) = y? — 22,

que contiene a la curva y=x—1, u=x, paral<zxz<2.

17- Hallar la integral general de las siguientes ecuaciones cuasi-lineales:
a)
yuu, — vuuy, = ry(z? + y?)

b)
(x —uw)uy + (u—y)uy, =0

c)

2u—yug + (z+wu, +2x+y =0
d)

(y—wuz + (v —x)uy =2 —y

e)

w(y — wue +y(u — 2)uy = u(z —y)
f)

r(u? — y*)u, + y(@? — u?)u, = u(y* — 2?)

18- Resolver:

U +uuy, =0

u(z,0) = 2°.

19- Resolver la ecuacion de onda cuasi-lineal amortiguada,
Uy + Uty + cu = 0,

con

u(z,0) =2z + 1.
20- Resolver:

Uy + cuy + uw?=0
con

u(z,0) = x.
21- Resolver:
Uy + uzuy =1

con

u(z,z/3) = 1.
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22- Resolver:

Yuly + Uy =0
con
u(z, ) = 2°.
23- Resolver:
Uy + y2uy +u?=0
con
Ty =x+vy
u=1

24- Hallar el cono de Monge para

a)
um2uy =1;
b)
uz® +uy =y;
c)

Uy + YUy = T.

25- Demostrar que las franjas caracteristicas de p? = ¢ que pasan por el origen
(r =y =u = 0) generan el cono 4yu = —z2.

26- Resolver:

ug? + uy = 0,
con las condiciones iniciales:
a) u(x,0) = ax,
b) u(z,0) = —22.
27- Resolver:

uw2uy =1,

siu(z,0) = x.
28- Resolver:

U + Uy = Y,
con u(z,0) =0.

29- Hallar dos soluciones de
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u= %(ugf + uy?) + (ugy — ) (uy — )
que pasen por el eje x, es decir tales que wu(z,0) = 0.
30- Resolver:
ug? + u,® = 4u,
con u(0,y) = y2.

31- Resolver:

si u(z,0) = 2z3.
32- Hallar la solucién implicita de
zhtu,? + yzuy =0,
si u(z,1) ==
33-a) Hallar la EDP cuya solucién completa es
(z—a)?+ (y—b)*+u* =1

b) Hallar la solucién singular.
c) Obtener otra solucion diferente de las anteriores.
d) Hallar la solucion que contiene a u(z,1) = 1.

34- Hallar la solucién de
(uz? +u,” + Du? =1
que verifique wu(z,x + 1) = 1, a partir de la solucion completa:

(z—a)?+ (y—b)*+u?=1

35-a) Hallar la EDP cuya solucién completa es
u(z,y) = ax + by + 3a3b3.

b) Hallar si existe la solucién singular.
c) Hallar la solucién que verifique u(z,0) = z.

36- Hallar, si existe, la solucién singular de
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a)
Uz2 +uy =y,

b)

1 2 2
u = §(Uz + uy ) + (uw - x)(uy - y)

37- Hallar la solucién completa por el método de Lagrange-Charpit de

2(u + Uy + yuy) = yuy”.

38- Hallar la solucién completa de
2 —
Ug” +yuy —u =0,

a) utilizando el Gltimo término del sistema caracteristico;
b) utilizando el 1° y 4° términos del sistema caracteristico.
c¢) Hallar la solucién que pase por u(z,1) = 1.

39- Hallar la solucién completa y la singular de

(uz® +uy?)y = uny,.

40- Hallar la solucién completa de
UgUy + UyT =Y.

41- Sabiendo que la familia biparamétrica de planos tangentes a la esfera
unidad

—a b 1
_— - Yyt —
V1= (a?+b?) V1= (a?+b?) 1—(a®+1?)
es una solucién completa de la EDP:

U —Up® —uyy = /14 uZ +ul,
hallar la superficie integral que contiene a la curva
1 1 .
u=1 x= 56050, y = 551119; 0<6<2n.

u =

42- Hallar la solucion u(x,y) de u2 +u2 = 1 que toma el valor u, sobre

ar+by=0, a,b>0
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43- Resolver u2 + u, = 0 con las condiciones iniciales:
a)
u(x,0) = ax,

b)

u(z,0) = —z2.

44- Resolver u? u, = 1 con la condicién inicial u(z,0) = z.
45- Resolver u?2 + u, = y con la condicion inicial u(z,0) = 0.

46- Hallar dos soluciones de

u= %(p2+q2) +(p—2z)(g—v)

que pasen por el eje = (u(x,0) = 0).
47- Hallar la solucién de p? + ¢* = 4u con la condicién inicial «(0,y) = .

48- Resolver z*p?q = 0 con la condicion inicial u(x, 1) = = (obtener la solucion
en forma implicita).

49- a) Hallar la EDP cuya solucién completa es
(x—a)®+(y—b)?+u? =1

b) Hallar la solucién singular.
¢) Hallar otra solucién diferente de las anteriores.
d) Hallar la solucién que contiene a u(x,1) = 1.

50- Hallar la solucién de (p? + ¢® + 1)u? = 1 que verifique u(z,x + 1) = 1, a
partir de la solucion completa (z — a)? + (y — b)? + u? = 1.

51- a) Hallar la EDP cuya solucién completa es:
u=azr + by + 3at/3p1/3.

b) Hallar si existe la solucién singular.
c) Hallar la solucién que verifique u(z,0) = x.

52- Hallar, si existe, la solucién singular de:
a)
2
Uy + Uy = Y5

b)
U= %(ui + “73) + (uzp — x)(uy — ).
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53- Hallar una integral completa para cada una de las ecuaciones no lineales
dadas. Hallar las soluciones singulares que puedan existir.

a)
ui + ui =4
b)
Ugly = K
c)
I(uju+ul) =4
d)
u? = 2uuy, + u?
e)
uzuz = Uy
f)
uzui = Uy
g)
u2uzuy +u(ug +uy) =1
h)
U = Ty + yuy + (aul + Bul + )"/
i)

u = p121 + paa + p3x3 + f(p1, D2, p3)
)]
n 1
u="Y @ipi+ (n+1)(p1p2-..pn) 70
i=1

54- Hallar la solucién completa de:

a)
2(u + zuy + yuy,) = yu?
b)
(u? + “32;)34 = uu,
c)

uy(uy + ) =y

55- Hallar la solucién completa de:
uZ +yu, —u =0
a) utilizando el ultimo término del sistema caracteristico;
b) utilizando 1° y 4° término;
c¢) utilizando 2° y 4° término;
d) hallar la solucion que pasa por u(r,1) = 7;
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e) hallar la solucién singular.

56- Hallar la solucién completa por el método de separacion de variables para
las ecuaciones:

a)
ux—uy:m2+y2
b)
uiJruz =r+y
c)
Vg — /Uy + 32 =0
d)
ui —y3uy = g2 —y2
e)

Uy = TUz + ui
57- Mostrar que una ecuacién de la forma:

Jlug,x) = g(u’yvy)

carece de integral singular.

58- Hallar la solucién completa por separacion de variables de
a)
Uy — uy = 27 + 37
b)
(1 = y*)zuy® + y*u, = 0;
c)

Nl

Uy —uy% +3x=0.

59- Hallar la solucién de
_ 2
Uy = TUgz + Uy

por el método de Lagrange-Charpit, utilizando el 2° y 4° términos del sistema
caracteristico.

60- Resolver por el método de Jacobi las EDP:
a)

Uua:2 - yZUw + y2ul/ =0;
b)

(ug® + uyZ)y = Uly.
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c)

d)

e)

f)

1-a

1-b

2-b

3-a

3-c

3-d

YUz Uy — 32%u2 +u, —4=0

2 2 2
UgT™ = Uy + QU

UgpUylUy = UpX + UyY + U2
u? + uu, zui—l—ui
Soluciones a los problemas propuestos

u(z,y) = K(bx — ay)

u(r,y) = K(e “x/y)

u(z,y) =2z +1

ulz,y) = Az —y) /5 + FrH20/0

(I)(y—i—b’u—l—c)_o
r+a r+a
O(y+z,u—xzlnz+y)=0
(I)(y—kx’ u ):0
Ty Tty

d <1y,xiy> =0

P (y2 +12,xu) =0

@(%,21nu—2x—y> =0
x

P (x,z,acyz—3u> =0
vy
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10-

11-

12-

13-

14-

15-

u(z,y) =e" ®(y — x), u(r,y)=-e’ &y —x)

u(z,t) = e Fx — ct)

u(e,y) = 2® +y°

clx+1)e
t f—
u(@,?) 1+c—e <t
T —ct
t j—
u(@, ) t(x—ct)+1
x? +y?
u(xv y) =Y — 2y2

3
u2:—xQ—yQ—i—g(l—i-\/1—4xy)2—\/1—4xy
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17-a »
<I>(Jc2+y2,u2—x4—x y?)=0

17-b
&((z — u)(u — ), u) =0
17-c ,
O(u—z+2y,22 +y> +u*) =0
17-d ,
Ou+x+y,z?+y* +u?)=0
17-e
S(u+z+y,zyu) =0
17+
O(u? + 22 + 92, 2yu) = 0
1® V144t
u(x t)zl_%z_ i x,sit;ﬁO; u(z,0) = 22
' 2t2
19- = c(2x+1)
u(,t) = (24 ct)ect — 2
20- o= T —ct
L C R Py
21-
P —u+a—3y=0
22-
u5/3—uy2—|—2x:0
23- B 2y
24-a ,
4(u —uo)® = 27(z — 20)*(y — yo)
24-b

Ay — yo)(u — ug) = (z — m0)* + 4o (y — y0)*
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24-c
(u —ug)/mo = (x — 20)/u0 = (¥ — Y0)/Yo

26-a
u(z,y) = a(z — ay)
26-b
22
u(z,y) = —
(z,9) Gy =1
27-
u(z,y) =z +y
28-
u(@,y) =y*/2
29-
ui(z,y) = y*/2; ua(z,y) = (day — 3y*)/2
30-
u(a,y) = y*
31-
21.3/2
u(z,y) = Vio27y
32-
uy = -1+ (t4+1Yy; u=71223/6+7—-7°/6
33-a
Gt +1) =1
33-b

=1

33-c Proponer una relacion arbitraria entre a y b; por ejemplo tomando a = b
resulta
(x—y)?+2u* =2

33-d

u(z,y) =1 (y—1)?
34-

(x—y+1)2+2u*=2
35-a

u :px—|—qy+3p%q%
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35-b

35-c

36-a No existe
36-b

37-

38-a

38-b

38-c

40-

43-a

43-b

44-

47-

u=x2/2=19y%/2

ar a? b

ulx,y)=————=+—
(@9) vy 4yd oy

u(z,y) = 2% /4 4+ bx + b* + ay
u(z,y) = (/2 +a)? + by

u(z,y) =y(l+x—y)

au? = (®z+b)? +a'y? u=0

2 2
u:—x—l—ax—i—y—

b
2 2a+

u(z,y) = a(zr — ay)

g2

1—4y

u(z,y) =

wzy) =z +y

u(z,y) = y°/2

u(z,y) =y
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49-a
P+ + =1

49-b

=1

49-c Tomando por ejemplo a = b se obtiene una solucién distinta como la
envolvente de la familia monoparamétrica resultante:

(x—y)? +222 =2

49-d
u'+(y—-1)7 =1

50-

P4 (z—y+1)2=2
51-a

w = ap +bqg + 3p'/3¢*/3
51-b

u(z,y) = 1/zy
51-c
u(@,y) =

52-a No existe.

52-b
u= (2" +y?)/2

53-a

u=2(xcosa+ysina]+b
53-b

u=azr+ky/a+b

53-c

(uta®)’ = (v +ay +b)*
53-d

(Inu — ax — a*y))? = (1 +a*)(z + ay + b)?

Solucién singular:

53-e
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53-f
(au?® + = + ay + ax + a®y)* = (1 + 6a + a*)(z + ay + b)?

53-g
2u:b+x(x+a)+y(y+a)i(x_y)\/m/22/si
+a?In[V2(z — y) + /2(x — y)? — az]*l/zz/s
53-h

u=ax+ by + aa® + b% + v
solucion singular:
oty /B+u’ )y =1
53-i
u = a1y + aar2 + azrs + f(ar,az,a3)

la solucién singular surge por eliminacion de a; de

ofi

aai =0

53

u = Zaixi + (n 4 1)(ay...a,) /D
i=1

Solucién singular:
UT1To... Ty = (—1)"

54-a
u = (4axy + 4y*b — a?) /49>
54-b
a2u2 _ (a2x+b)2) +a4y2
54-c
u = (y* + 20z — ax® + 2ab)/2a

55-a

u=(z/2+0b)>+ay
55-b

u=(z/2+b)+ay
55-c

u=ay(zr —ay) + by
55-d

u=y(l+a—y)
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55-e

56-a

56-b

56-c

56-d

56-e

58-a

58-b

58-c

59-

60-a

60-b

60-c

60-d

60-e

60-f

u=a(z+y)+b+(z*—y*)/3
u=[2(x+a)®*?+2(y —a)*? +3b)/3
u = 32> — 3az® + a*(z +y) + b, sia >3z
u= [2a+x\/m+bln(:c+ 22 +4b) — b/y* + 21Iny]/2

u=4(a+by) — 2% & [xv/22 + 4b + 4bln (z + /22 + 4b) /2

u(@,y) = a(z +y) + (2* +4°)/3+b

u(z,y) = az® /2 + \/z(y? — 1) +b

u(z,y) = 32 — 3az® + a*(x +y) + b

u(z,y) = ave? +a’e® /2 +b

W = a(z+y) —a/y+b

u?[a®y? + ((b - az)?] = y?
u = ax + blny + (4 — ab)z + a*2* + ¢
u = (a1 + agay + azxz +bx)/x, a3+ aas+a; =0
(u—b)? = 4(arx + asy + az32)®/9, ajazaz =1

u = elb-am1r—azy—azz) ai +a*+az=1
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales
parciales lineales de
segundo orden

2.1 EDP lineales de segundo orden con coeficien-
tes constantes

Las EDP lineales de segundo orden pueden ser de tres tipos, segun sean
los coeficientes de sus derivadas de segundo orden. Ejemplos de estos tres
tipos son, como veremos més adelante, la ecuacion de ondas o de la cuerda
vibrante en una dimensién,

Ut — kzum = f(=x,1),

la ecuacion de difusion o de conduccién del calor unidimensional,
up — kg, = f(x,t),

y la ecuacién de Poisson en dos dimensiones,
U + Uyy = f(z,7).

Para cada tipo de ecuacion existe una transformacién lineal adecuada que
permite llevarla a una forma mas simple llamada forma candnica. En aque-
llos casos en los que podemos resolver la ecuaciéon canodnica, aplicando la
transformacion lineal inversa obtenemos la solucién a la ecuacién original.

2.1.1 Clasificacion y formas canénicas

Una EDP lineal de segundo orden con coeficientes constantes es una ecuacion
de la forma

AUy + 2bUyy + CUyy + duy, + euy + lu = f(x,y), (2.1)
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cona #0,b,c,d, eyl constantes.
Para ella establecemos la siguiente clasificacion:

e si b> —ac > 0, la ecuacion es hiperbdlica,
e si b2 —ac < 0, la ecuacion es eliptica,
e si b2 —ac = 0, la ecuacion es parabdlica.

Para obtener la forma canénica de una EDP definimos la transformacién lineal

ar+pBy = &,
yr+dy = n, (2.2)

con a, 3, v y ¢ constantes, tales que 9(&,n)/9(x,y) # 0, y transformamos la
ecuacion (2.1), la cual adopta la forma

AUge + 2BUg,) + CU,, + DUc + EU, + LU = F(£,n), (2.3)

conU(&,n) = u(z,y),y

A = ao®+2bafB + cB?,

B = aay+b(ad+ By) + b,

C = av?+2byo + b2,

D = da+epB,

E = dvy+eéd,

L = 1 (2.4)

Los coeficientes de la ecuacion original y los de la ecuacién transformada ve-
rifican

B%— AC = (b — ac) Bgi Z;] , (2.5)

es decir, que la operacion de transformacién no altera el tipo de ecuacion.
Convendria eligir la transformacién (2.2) de modo de eliminar en (2.3) tantos
términos en derivadas de segundo orden como sea posible. Ello se consigue
resolviendo la ecuacion diferencial ordinaria asociada a (2.1):

a(dy)® — 2b (dz)(dy) + ¢ (dz)* =0, (2.6)

llamada ecuacion caracteristica, que puede escribirse en la forma

dy 2 dy B
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o bien, con A\ = dy/dx,
aX? — 2\ + ¢ = 0. (2.8)

Si A1 y A2 son soluciones de (2.8), la ecuacion caracteristica (2.6) puede fac-
torearse en la forma
(dy — A\dx)(dy — Aadx) =0, (2.9)

y sus soluciones

y—)\1$201,
Y — Aot = co, (2.10)

se denominan rectas caracteristicas.
La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién transformada (2.3) es

A(dn)? — 2B (d¢)(dn) + C (d¢)? =0, (2.11)

y sus soluciones (rectas caracteristicas) coinciden con las rectas que resultan
de transformar las (2.10) segun (2.2). Esto sugiere utilizar las caracteristicas
de (2.1) como nuevas coordenadas, pues al utilizar la transformacién

Yy — Az = 5;
y—ox = m, (2.12)

las caracteristicas de la ecuacién transformada seran las rectas paralelas a los
ejes coordenados £y n:

n = ca (2.13)
Por lo tanto,

e sila ecuacion es hiperbdlica, las raices de (2.8) son reales y distintas, y
de la transformacion (2.12) resultan A = C = 0, y por (2.5) es B # 0.
Dividiendo (2.3) por 2B obtenemos

U&n +A1U€ +A2U71+A3U = H(f,n), (2-14)
que es la forma candnica de una ecuacion hiperbdlica;

e si la ecuacion es eliptica las raices son complejas conjugadas, Ay =
A7, y para hallar una forma candnica en el campo real, consideramos la
transformacion

y—Ax = {+in,
y— Az = £—in, (2.15)

que equivale a

y— Re(\M)z = &
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—Im(\)x = n, (2.16)
y paralacuales B=0, A= C,ypor (2.5) A +# 0, entonces
Uge + Upy + B1Ug + BoUy, + BsU = Hy (€, n), (2.17)
es la forma candnica de una ecuacion eliptica;

e sila ecuacion es parabdlica es A\ = A\ = A, y debe redefinirse la trans-
formacién. Si a # 0, podemos tomar la transformacién

Yy — Ar = 5;
axr = 1, a#0, (2.18)

de donde resultan A =B =0,C #0,y
Uy]n—FClUg—FCQU"+C3U=H2(f,77), (219)
que es la forma candnica de una ecuacion parabdlica.

Observacion: Se advierte que no hay una Unica forma candnica, pero si es
unico el tipo de EDP. En efecto, la forma candnica es transitoria, siempre hay
que volver a las variables originales, en tanto que el tipo de ecuacién determina
su solucién.

Las ecuaciones de la fisica antes mencionadas proveen ejemplos de cada tipo
de ecuacion:

e para la ecuacion de ondas en una dimension, u;; — k%u,, = f(x,t), €s
b? — ac = k? > 0, por lo tanto la ecuacién es hiperbdlica,

e en la ecuacién de difusion, u; — ku,, = f(z,t), €s b> —ac = 0, y la
ecuacion es parabdlica,

e la ecuacion de Poisson, ., + u,, = f(z,y), verifica v*> —ac < 0,y por
lo tanto es eliptica.

Ejemplo 1. Clasificaremos y reduciremos a la forma candnica las siguientes
ecuaciones

a)  Upy + Ugy — 2uyy — 2uy + Huy — 3u =0,
b) Ugy — 4umy + 5uyy = x2y7

a) El discriminante correspondiente a

Ugy + Ugy — 2Uyy — 2Uy + duy — 3u =0,
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es b? —ac = 9/4 > 0, por lo tanto la ecuacion diferencial es de tipo hiperbdlico.
Las caracteristicas

y—\x = cle,
y—Xox = cle,

con \; y A, raices de la ecuacion A2 — X\ — 2 = 0, proveen la transformacion
lineal

y—2{IJ = 67
y+x = n,

que permite reducir la ecuacion dada a la forma canonica

1 1
Ugn*UgngnJrgU:O.

b) La ecuacion
Ugy — Mgy + DUy = z2y,

es de tipo eliptico, ya que su discriminante es v> — ac = —1 < 0.

Las raices de su ecuacion caracteristica A> — 4\ +5 =0son A\, = —2+iy
Ao = —2 — 4, y mediante la transformacién lineal
y+2r = &
r =

resulta la forma canénica

Uee +Upy = 772(5 —2n).

c¢) El discriminante para la ecuacion
Ugy + 2Ugy + Uyy + 2Up —uy =0

es nulo; se trata de una ecuacion de tipo parabdlico. En este caso es \; =
Ay = 1. Proponiendo la transformacion

y—r = 57
ro =1,

obtenemos la forma canénica

Uy + 2U, — 3Ug = 0.
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2.1.2 Forma canonica alternativa para las ecuaciones hiper-
bdlicas

Otra forma canénica para una EDP hiperbélica se obtiene a partir de la trans-
formacion

y—Mx = &+,

y—Xox = &—mn, (2.20)
que es equivalente a

y— ()\1 ; >\2) r = 57
(A2 — A1) o= . (2.21)
2

Con esta transformacion resultan B = 0,y A = —C # 0, y la forma candnica
alternativa es

Ejemplo 2. La ecuacién del ejemplo 1.a,
Ugy + Ugy — 2Uyy — 2Uz + Sy — 3u =0,

podria haberse transformado segun

y—2zx = &+,
yt+x = §—mn,
o bien
y—.’E/Q = 57
—3z/2 = n,

y asi obtener la forma canénica alternativa

8 4. 4
3Ue = gUs +3U =0.

Uge — Uy —
2.1.3 Formas canodnicas simplificadas

Eliminando la mayor cantidad posible de derivadas primeras o la funcion incég-
nita en las formas canénicas se obtienen las formas candnicas simplificadas
para los tres tipos de ecuaciones a coeficientes constantes:

o vey+hv = f(&,1n) 0 vee —vny+kv = f(&, n) para ecuaciones hiperbolicas,
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o vee + vy, + kv = f(&,n) para ecuaciones elipticas,
o vee + kv, = f(&,m) 6 vy, + kve = f(&,n) para ecuaciones parabdlicas.

Bastara resolver estos tres tipos de ecuaciones para tener resueltas todas las
EDP a coeficientes constantes.

Las formas candnicas simplificadas se obtienen a partir de las formas canéni-
cas proponiendo la transformacion

w(g,n) = el (g, ), (2.23)

con « y 3 constantes, y tales que anulen los coeficientes de las derivadas
primeras o de la funcién u, segun convenga.
Asi, para una ecuacion de tipo hiperbdlico (2.14), la transformacion

U(&n) =v(€,n) el-A26-A4m), (2.24)

conduce a
ven + Agv = A2 H (€ ), (2.25)

Ejemplo 3. Consideremos la EDP

Uz — OUgy — Tlyy + Yy + uy + 8u = 64ye™ 7.

Esta ecuacion es hiperbdlica pues b?> — ac = 16; transformando seguin las
caracteristicas

y+7r = &
y—xr = 1,
obtenemos
11 E+T0)
Ueo — U U — U = — (n—¢)/8
&n £+8 n 8 8 € ’
y haciendo

U(&,n) = v(&n) e /5,

llegamos a la forma candnica simplificada

(€ + 777) 6—77]/8_

Ve = =~

8

Observemos que esta ecuacién puede integrarse inmediatamente respecto de
n y de ¢ sucesivamente; esto es posible en ecuaciones de tipo hiperbdlico
cuando en la forma simplificada no aparece la funcién v. Integrando resulta

v= (/144 Em+8/7)] e E L C(E) + K(n),
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y volviendo a las variables originales, obtenemos la soluciéon general de la
ecuacion dada

IS

147 "2 7
+ Py +Tw) ! 4y —x) e” TS,

15 7 8
<y2 — 2?4+ Tey + —y + 81:) e’

2.2 EDP lineales de 2° orden con coeficientes va-
riables. Clasificacion y formas candnicas

La forma general de las ecuaciones lineales con coeficientes variables es

(2, Y)uze +20(2, y)ay + (2, y)uyy + d(@, y)ue + e(z, y)uy + 1z, y)u = f(z,y),

(2.26)
y Su ecuacion caracteristica asociada
a(x,y) (dy)? — 2b(z,y) (dz)(dy) + c(z,y) (dz)* = 0, (2.27)
puede factorearse en la forma
(dy — Mi(z,y)dz) (dy — A2(z, y)dz) = 0. (2.28)
Las soluciones de (2.28) son las curvas caracteristicas
¢(I7 y) = (1,
e(x,y) = ca2 (2.29)
Mediante la transformacion
olzy) = &
e(z,y) = n, (2.30)

con 9(&,1n)/0(x,y) # 0, la ecuacion (2.26) con u(z,y) = U(&, n) se transforma
en

A(gv TI)UEE + 2B(£a n)U@] + C(f, n)Um] + D(ga 77)U§+

TEEmUy + L(E,n)U = F(&,n), (2.31)
con
A&n) = ag?+2bd.oy + cdy,
B(&n) = a¢aps +b(dcpy + dype) + coypy,
C&n) = api+2bpspy+col,
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D(&,m)

abya + 2b¢zy + C¢yy + doy + e¢y7

E(ga 77) = QP+ 2b§0my + cpyy + dpy + €EPy;
L&n) = 1
F(&n) = f (2.32)

La ecuacion caracteristica asociada a (2.31) es
A(dn)* — 2B (d€)(dn) + C (d€)* = 0, (2.33)
y los discriminantes de ambas ecuaciones caracteristicas verifican

a(&,n) ] ’
Iz, y)
Esto permite, como antes, definir el tipo de ecuacion segun el signo del dis-

criminante, ya que éste no cambia cualquiera sea la transformacion que se
aplique. Por lo tanto, la ecuacién (2.26) se clasifica segun el siguiente criterio:

B%— AC = (b — ac) { (2.34)

e si b> —ac > 0 en una region R del plano, la ecuacion es hiperbdlica en
Ra

e si b2 —ac < 0 en una regién R del plano, la ecuacion es eliptica en R,

e si b> —ac = 0 en una region R del plano, la ecuacién es parabdlica en
R.

Para hallar la forma canénica de la ecuacion (2.26), diferenciamos las carac-
teristicas,

Popdx + (bydy = 0,
prdx 4+ udy = 0, (2.35)
o, en forma equivalente,
Pu
dy+ -2 dz = 0,
Y by
dy+ 22 de = 0, (2.36)
Py
con lo cual
O (2.37)
oy Py

Las formas candnicas se obtienen como sigue:
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si la ecuacion es hiperbdlica en R es A1 # Ay y resulta ¢, ¢y — ¢y # 0,
o sea, d(&,n)/0(x,y) # 0. En este caso se elige la transformacion

olzy) = &
o(z,y) = n, (2.38)
lo que conduce a A = C =0, y se obtiene la forma candnica
Uey + D&, mUs + E(§,m)Uy + L(& U = F(&n), (2.39)

si la ecuacion es eliptica en R, se elige la transformacion real

<b(1:,y) = f‘i'i??,
o(r,y) = &—in, (2.40)
0 bien
oz, y) +olr,y) ¢
2 - b
¢(m7y>2_i<p($7y) = 7, (241)

de donde A = C, B =0,y la forma candnica es

Uee + Upy + D(&,n)Us + E(§,n)Uy + L(§, U = F(&,n), (2.42)

si la ecuacion es parabdlica en Ry ¢(z,y) es la curva caracteristica, se
elige una funcién ¢, (x, y), de modo que la transformacion

Plz,y) = &
pr(z,y) = m, (2.43)
verifiqgue 0(&,n)/0(x, y) # 0, lo que conduce a la forma candnica
Upn + D(§; mue + E(§,m)uy + LS, n)u = F(&,n). (2.44)

Ejemplo 4. La ecuacién

Ylgy + TUgy + 2TUyy + DUz — Uy +u = 0,

es hiperbdlica en las regiones = > 0,8y < =,y « < 0, 8y > =z, eliptica en
x> 0,8y >x,yen x < 0,8y < z, y parabolicaen z = 0,y # 0,y en
x #0, x = 8y.

Ejemplo 5. La ecuacién

YUgy + TUgy + 22Uz — u = 0,
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es hiperbolica en la regién x # 0, y parabdlica en = = 0. Para x # 0, transfor-
mando segun

N R
y —x = n
se obtiene
2(€ + 26 - 2n) 1
Uep + U, + =0
R ¢ (& -n)

2.3 Meétodo de las caracteristicas para hallar una
solucion general para EDP hiperbdlicas

El método de las caracteristicas nos permite hallar una solucién general a par-
tir de la forma candnica de una ecuacion hiperboélica. En efecto, en el ejemplo
3 hemos visto como, al encontrar la forma canénica de la EDP, result6 una
ecuacion facilmente integrable, para la cual obtuvimos una solucién general.
Sin embargo, no toda ecuacion hiperbolica es resoluble de esta manera, como
lo ilustra el dltimo ejemplo considerado donde, ademas de Ug,, aparecen U, y
U. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6. Hallaremos la solucién general de

Uy — 28N TUgy — cos’x Uyy — COST Uy = 0.

La transformacion segun las caracteristicas

y—cosr—x = &,
y—cosr+x = 1,
nos conduce a
uE,,:().

Integrando obtenemos u = ¢(&) + ¢ (n) y la solucion general es

u=¢(y —cosx —x) + Y(y — cosx + x).

Ejemplo 7. Resolveremos el problema de Cauchy

Ugy — 2Ugy +4e¥ =0,
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El discriminante es b*—ac = 1 > 0, la ecuacion es de tipo hiperbdlicoy \; = —2
y A2 = 0 son las raices de la ecuacion caracteristica asociada. Mediante la
transformacion

§ = y+ 2,
n o=y,

la ecuacién se reduce a la forma candnica
Ugn = e’
e integrando resulta

u(&,n) = e+ ¢(&) + 1p(n),

es decir
u(z,y) = (y+ 2zx)e’ + ¢(y + 2z) + P(y),
con
uy = 2e¥ +2¢'(2z + y).

Ademas, es

w(0,y) =aly) = ye’+o(y) +v(y),

us(0,y) = Bly) = 2e¥+2¢'(y),

entonces

o = [ () az e
y

¥(y) = aly) — ye? —/yy (6(22’) —eZ) dz—C,

de donde se obtiene

2z
u(z,y) = ay) + (217 +1- 62’”) eY +/ o 5(22) dz.
Yy
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2.4 EDP lineales de 2° orden con mas de dos va-
riables independientes. Clasificacion

Consideremos la ecuacion lineal

n n
Z L Z biug, +cu+1=0, (2.45)

ij=1 i=1

donde ay;, bi, ¢, I son funciones de x,..., ,. Sean af; los coeficientes a;
evaluados en un punto Py(z9, ..., 20). Trabajando con la primera sumatoria de
(2.45), es decir, con los términos que contienen a las derivadas de segundo
orden,

> aduga,, (2.46)
i,j=1

y asociando a ella la forma cuadratica

n
0
> admix;, (2.47)
i,j=1
mediante una transformacién lineal no singular de matriz A,

n

&= aym), (2.48)

j=1

se la reduce a la forma candnica
m
> £, m<n (2.49)
=1

Cualquier otra transformacion lineal que se utilice es tal que el nimero de
coeficientes positivos, negativos y nulos en (2.49) es independiente de ella
y esta determinado por (2.47) (ley de inercia de las formas cuadraticas). La
expresion (2.46) se reduce a la forma canénica mediante la transformacién de
matriz

B=(A"HT, (2.50)
(Birkhoff & MacLane, 1951; Petrovsky, 1954).
La clasificacion de (2.45) se define escribiendo la EDP en la forma canénica:

D AU, + F =0, (2.51)
i=1
con u(xy, ..., xpn) = U(&1y ey &n)-

e Si m=mn,y (n—1) coeficientes tienen el mismo signo y uno de ellos
signo opuesto, la ecuacion se llama hiperbdlica en P,.
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e Si m = n, y todos los coeficientes tienen el mismo signo, la ecuacién se
dice elipticaen P,.

e Si m < n, la ecuacion es parabdlica en P,.

e Sihay m > 1 coeficientes de un signoy (n —m) > 1 de signo opuesto,
la ecuacion se dice ultrahiperbdlica en P,.

Ejemplo 8. Clasificaremos la ecuacion
Uy + TlUgy + 2Uyy + 2Ug. + xYUy + 0 = 0,

y obtendremos su forma candnica.

La forma cuadratica asociada a la ecuacién en Py (o, yo, 20) €S
2 2
7+ zoxy + 20y” + 222.

Si la normalizamos completando cuadrados obtenemos

1 2
2 2 2 2\ !
ol Ty Xy o 2
/ - 20t U (1= =2 —
( oY + 21/20) * 42() . 420 i ( 42()) i
—2 . .
= 5 + 772 - pzv

Llamando 3 = \/Zo, @ = 20/(2y/20) ¥ 7 = (1 — a?)'/2, la transformacion lineal
utilizada en la normalizacion anterior es

= ar +ﬂy7

) [l |
[
200
8
n T+
2
x

con matriz

N
I
o2 9

e Para la regién del espacio 4zy > 22, la EDP se lleva a la forma candnica
mediante la transformacién de matriz

0 g0
(AT =" —aBt 0,
vhoaB)Tt
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es decir,

¢ = By,
n o= v l'z—a(By) 'y,
p = v lzt+aB) T +2

Calculando w,, ugy, Uz, Uyy Y ug. €N el espacio de las nuevas variables
&1, p, coN U(:E, Y, Z) - U(f, , P) resulta

2
ToYo Lo Yo
Uee + U, - U, +—==U - ————U,+
33 nn PP % /72'0(420—1‘3) n
55(2)190
+ U,+U=0

20(4z0 — x%)

que es una ecuacioén de tipo hiperbdlico.

e Para los puntos de la region z, > 0, zy < x3/4, la forma cuadratica
canonica se obtiene mediante la transformacion real

§ = az+fy,
no= Jw+y-lz,
po= 7%

que resulta en la transformacion real para la EDP:

¢ = By,
n o= 3 'z—a(By) "y,
p = T lrt+alfy)y -7z

Obtenemos asi la forma candnica de la ecuacion,

2
o Yo

+ / 2
Z()(—4Z() + ZL’O)

ZoYo U, x% Yo

\/% ¢ \/ Z()(—4Z() + 1'(2))

y en esta region la EDP es de tipo hiperbolico.

Uee — Upy +Upp + U, U,+U =0,
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e Si 429 = 23, la ecuacion a transformar es
75
Uy + ToUgy + Zuyy + 2Ug. + zoyoty +u = 0.

Si normalizamos la forma cuadratica,

2 2 9 2
xr X X X
a® + zowy + Ly’ +2rz = (foy—l—w—i-z) — (z—&—foy) + 202 =
4 2 2 4
=2
= &+7 -7,
nos conduce a la transformacion
§ = uw,
2y
no o= ——-2
o
P = —Z + 2

con la que obtenemos la forma canénica
Uee + Upy — Upp + 290U, + U = 0.
En esta region la EDP es de tipo hiperbdlico.
e En =0, la EDP es
Ugy + ToUgy + 2Ugz + ToYoly +u = 0.

Al normalizar la forma cuadratica,

x 2 To \2 =2
x2+m0xy+2xz:<—0y+x+z) —(z+—0y> =& -7 +0p%,

2 2
obtenemos la transformacion:
§ = =
2
no= —r+—y,
)
2
p = _7y+Z,
Zo

resultando la forma canodnica,
Ugg — U77”7 + 2y0U”7 — 2y0Up + U = 0
Aqui la ecuacién es de tipo parabdlico.

En resumen, la EDP dada es hiperbdlica en todo el espacio excepto en el
plano z = 0, donde es parabdlica.

Note el lector, al completar los detalles de este problema, que es posible de-
terminar el tipo de ecuacion a partir de la forma cuadratica normalizada.
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2.5 Problemas propuestos
1- Demostrar que la transformacion lineal

ar + By =&,
Yo+ 0y =1,

transforma las caracteristicas de la ecuacién a coeficientes constantes
WUgg + 2bUyy + CUyy + dug + euy + fu = g(x,y),
en las caracteristicas de la ecuacién transformada.

2- Demostrar que los coeficientes de la EDP y de su transformada estan rela-
cionados por

B% — AC = (b* — ac) (g((iz))f

3- Demostrar que otra forma de la ecuacion hiperbélica normal es
Uge — tny + ... = G(&, 7).
Sugerencia: utilizar
Yy — Arr = 5 +1n,

y—oxr=§—n.

4-a) Hallar las formas canénicas simplificadas para las ecuaciones a coefi-
cientes constantes de tipo eliptico y parabdlico.
b) Decir por qué en el caso parabdlico no tienen interés formas distintas de

Vee + kvn = f(fan)7

con k # 0.
5- Clasificar y hallar la solucion general de
a)
BUpr — 4u, +u+2x=0;
b)

Ugy + u = ye®.

6- Clasificar y reducir a la forma candnica
a)

T
gy + dUgy — Uy = €7,
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b)
Qigy — Mgy + 3Uyy + Uy = 2,

c)
Ugy — 2Ugy + Uyy + 2Up +u = x2y.

7- Reducir a la forma canédnica simplificada
a)

Uy — 2Ugy + Uyy + Uy = T + Y,
b)

Ugy — gy + Uy +u = TY.

8- Demostrar que para la EDP lineal de segundo orden con coeficientes varia-
bles se verifica que

B?— AC = (1 — ac) (ggigf

9- Para la EDP lineal de segundo orden hiperbdlica con coeficientes variables
hallar otra forma candnica.

10- Clasificar y reducir a la forma candnica

a)
LUy + 20Uzy + (2 — 1)y, = 0,
b)
Ugz + TYUyy = 0.
c)

Upe — 2¢h(x) Upy + Uyy + € Fuy = 0.
11- Por el método de las caracteristicas, hallar la solucion general de:
a)
3uze + 10uzy + 3uyy + up + uy + u/16 — 16z e~ (@ty)/16 0,

b)

Upy — 2COST Uyy — [34 (sinz)Juy, + u, + (sinz —cosz —2)u, = 0,
c)
e Uy — e Huy, — e Pu, + e Puy, + 8¢¥ = 0.
d)
Uge + Uzy — 2Uyy — 2Up + duy — 3u = 0.

12.- Clasificar las siguientes ecuaciones y reducir a la forma candnica.
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a)
Ugz — gy + 2Ugpy + 4y + Uz + Uy =0

b)

Ugy — Ugz + 3TU; — 29U, +x =10

13- Resolver el problema de Cauchy
a)
2y

4y2umm + 2(1 - y2)uzy — Uyy = m

(2uy — uy),
con u(z,0) = a(z), uy(z,0) = p(z).

b)

con u(0,y) = a(y), u.(0,y) = B(y).

Soluciones a los problemas propuestos

4- Ecuacién eliptica:
Veg + Unn + kv = G*(fa 77)1

ecuacion parabolica:
Veg + ]C’Un = G*(f,n)

5-a Ecuacion parabodlica;
u(z,y) = aly)e” +b(y)e™* — (z +4)
5-b Ecuacioén parabdlica;

u(z,y) = a(y) cosz + b(y) sinx + ye* /2

6-a Ecuacion hiperbdlica;

Uy — ug /5 = —3e3EM/5 /95
6-b Ecuacion eliptica;

Ugg + Uny + ug/2 = —n/V2
6-c Ecuacion parabdlica;

Uy + 2ug +u = (€ —n)?

Vge +nn —v =2(£+ n)e
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7-b
Ven —v/9 = E(n — &)e /3 /2T

Ugg — Unn + D(§7 Tl)uf + E(Ea 77)“77 + F(fa 77)“ = G(gv 77)

10-a Para = > 0 es hiperbolica;

Uen + (ug — uy)/2(§ —n) =0,

para z = 0 es parabdlica;

Uyy = 0,
para z < 0 es eliptica;

Ugg — Uny — Ny /4 = 0.
10-b En 2° y 4° cuadrantes es hiperbdlica;
Ug 1 1 } Uy { 1 1
U + — — - — + = Oa
T2 Bm-9 (E+nl 2 [Bm-9 " (€+n)

en 1° y 3° cuadrantes es eliptica;

Uge + Upy = 0,

paraz =06 y = 0 parabdlica;
Ugy = 0.
10-c Para = # 0 es hiperbodlica;
(n—¢)
Uey + Uy —————— =0,
L

para z = 0 es parabdlica;

Upy + ue = 0,
11-a

u(z,y) = e” OB 9 + gy — 32) + Py — 2/3)]
11-b
u(z,y) = e~ WHsINTT20) /4140 L sin g — 22) + ¢ (y + sin 2z + 2z))]
11-c
u(z,y) = e¥(e* — ) [p(e’ — &) + (e + )]

11-d

u(z,y) = M Gy — 22) + Y (y + )]
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12- a Ecuacion hiperbdlica;
Uge — Uny — Upp — Sug = 0
12- b Ecuacion parabdlica;

Uge — Uy + (§+2n)ue +3(E +n)uy/2+ (E+1)/2=0

13-a

13-b
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Capitulo 3

Ecuaciones hiperbdlicas en
una dimension espacial

3.1 Propagacion en la recta. Ecuaciéon homogé-
nea

La ecuacion de onda homogénea en una dimension,
2 =0 3.1
Uty — A Ugy = U, ( . )

donde x denota la posicion y t el tiempo, describe el desplazamiento normal
de las perturbaciones de una cuerda vibrante flexible cuando las oscilaciones
respecto a la posicién de equilibrio son pequenas.

Se trata de una ecuacién de tipo hiperbdlico que se resuelve por el método de
las caracteristicas; en efecto, transformando segun las rectas caracteristicas

r+at = &,
r—at = (3.2)
se obtiene
Ugy =0, (3.3)

cuya solucion general es u = (&) + g(n), que en términos de las variables
originales se escribe

u = f(x+at) + g(x — at), (3.4)

donde f y g tienen derivadas segundas continuas.

Se observa que la solucién general se obtiene como la suma de dos soluciones
y puede interpretarse como la superposicion de una onda que se desplaza
hacia la izquierda y otra hacia la derecha, ambas con velocidad constante a y
sin alterar su forma.
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X
W

o=

Figura 3.1: Comportamiento del perfil g(x — at) sobre las caracteristicas = —
at = cte.

La figura 3.1 ilustra el desplazamiento del perfil g(x — at) sobre las caracteris-
ticas de ecuacién z — at = cte.

Problema de Cauchy

El problema de Cauchy consiste en hallar la solucion de la ecuacion de onda
cuando se dan los valores de u y de u; parat = 0. Se trata de un problema
de valor inicial pues el desplazamiento u depende del perfil y de la distribucién
de velocidades de la cuerda para t = 0. Se supone que el resultado es valido
para todo z, es decir, —oo < x < 0.

Este planteo corresponde al caso de una cuerda suficientemente larga o, en
su defecto, al caso en que se considera un intervalo de tiempo pequerio, por
lo que no se evidencia la influencia de los extremos de la cuerda.

El problema consiste en hallar la solucion a la ecuacién de onda,

Ut — AUz =0, >0, —oo<xz<oo,t>0, (3.5)
sujeta a las condiciones iniciales
u(z,0) = ¢(x), w(x,0) =1(x), —oo<zx<o0. (3.6)

Para resolverlo partimos de la solucion general (3.4) y, utilizando las condi-
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Mix, .t

N P, at,0) Oxx,tat,0)

Figura 3.2: Triangulo caracteristico correspondiente al punto de coordenadas
(z0,t0) en el espacio de fases.

ciones iniciales del problema, obtenemos

u(x,0) = ox) = flz) + g(z),
w(z,0) = ¥(@) = af'(z) — ag'(2). (3.7)
y de la dltima, la relacion
[ w(©)d = af(@) - agla) + ac. (3.8)
Con la primera de (3.7) y (3.8) se determinan las funciones [y g,
v C
f@) = 30la) + 50 [ w©dE- 5,
2 C
ola) = 50() — 5o [ VO dE+ T, 39)
y la solucién al problema es
1 1 x+at
u(z,t) = §{¢($ —at) + ¢(x + at)} + % / P(&) dE. (3.10)
r—at

A esta solucion, que describe cédmo se propagan la desviacion y la velocidad
iniciales, se la conoce como férmula de D’Alembert.

Si en el plano de las fases (z,t), por el punto (z,%y) se trazan las caracteris-
ticas de ecuacién z + at = z( + atg, queda determinado un triangulo llamado
triangulo caracteristico, como se muestra en la figura 3.2.

De la férmula de D’Alembert se deduce que el valor de la solucién « en el punto
(w0, to) depende del valor de ¢ en los puntos (z¢+atg, 0), y del valor de ¢ en los
puntos del intervalo (xq — aty, zg + atg) del eje t = 0. Elintervalo [z — aty, x0 +
ato|, base del triangulo caracteristico, se denomina dominio de dependencia
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,,.\M(xo 1)

X,at X x,Tat
0 0 0 0 0

Figura 3.3: Dominio de influencia de (z¢,0) (regién sombreada) y dominio de
dependencia del punto M (intervalo sobre el eje z, [xg — atg, zo + ato)).

de u(xo,tp). Por otro lado, un punto (zg,0) influye en la determinacién de los
valores de u en los puntos (x,t) de la regién limitada por las caracteristicas
que pasan por él; a esta region del plano de fases se la denomina dominio de
influencia de (x,0) y se la muestra sombreada en la figura 3.3.

Ejemplo 1. Hallaremos las vibraciones de una cuerda que ha sido sometida a
una deformacién inicial dada por

1 — 22, —-1<z<1

0w =1, 2] > 1,

y con velocidad inicial nula.

Aplicando la férmula de D’Alembert obtenemos

o(r — at) + ¢(x + at)

u(z,t) = 5
1 — (2% + a®t?), at—1<z<1-at
[1—(z—at)?] /2, lat — 1| <z <1+at
- [1— (z+ at)?] /2, —at—1<z<—|1—at|
0, at +1 < |z|, |z| < at — 1.

Hallando el valor de u en distintos instantes, por ejemploent¢ =1/2a,t = 1/a,
y t = 2/a, comprobamos que la onda inicial se desdobla en dos de semi-
amplitud; una que se desplaza hacia la derecha y la otra hacia la izquierda,
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ambas con velocidad a:

3/4 — 2% —x, -3/2<2<-1/2
3/2 — 222, —-1/2<x<1/2
1 1
ulz,—| = =
( 2a> 2] 3/4—2%+u, 1/2 <z <3/2
0, |z| > 3/2,
—x? — 2z, —-2<2<0
a 2
0, |z| > 2,
-3 — 2? — 4z, —3<r< -1
2
0, lx| <1, |z|] > 3.

El perfil de la cuerda en cada uno de estos instantes se ilustra en la figura 3.4.
Analizando la solucion en el plano de las fases (z,t), vemos que la condicion
¥ (x) = 0 implica que el dominio de dependencia consiste sélo en los extremos
del intervalo [—1,1]. De hecho, para visualizar como se propaga la deforma-
cion inicial, podemos dividir el plano de las fases (z,t) en seis regiones deter-
minadas por las caracteristicas que pasan por +1, que graficamos en la figura
3.5.

En la region | se propaga la onda ¢(z + at)/2, en la lll la onda ¢(z — at)/2,
y en la Il la suma de ambas. Como la perturbacion viaja a lo largo de las
caracteristicas, en las restantes regiones no hay desplazamiento.

Relacione el lector los graficos 3.4 y 3.5, e imagine el perfil de la cuerda a
medida que transcurre el tiempo. Asi por ejemplo, para ¢ = 1/a, de la figura
3.5 se deduce que si —2 < = < 0 laonda tiene la forma ¢(z+1)/2,8i0 <z <2
es ¢(x —1)/2 y es nula para || > 2. Esto naturalmente concuerda con los
valores calculados para u(z,1/a).

Ejemplo 2. A una cuerda infinita sin deformacién inicial, se le imparte una
velocidad inicial transversal vy = cte, sobre la secciéon —1 < z < 1, es decir

0, | <1
u(z,0) =0, ug(z,0) = {00 {xI o1
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Yx,t)

t=0
0.5
) ] >
Y(x,10)
1
[ —
2a
|
5
» X
3 21 1 3
2 2| 2 2
Y(x,1)
1
a
0.5
2 2 >
Yx,t)
(-2
a
!
0.5
» X
25 21 1 5
2 2 | 2 2

Figura 3.4: Perfil de la cuerda para los instantes t = 0, t = 1/2a, t = 1/ay
t = 2/a siendo nula la distribucion inicial de velocidades.
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Figura 3.5: Regiones determinadas por las caracteristicas que pasan por +1.

Para hallar su desplazamiento recurrimos a la férmula de D’Alembert:

x+at
u(z,t) = 1/ Y(a)da.

2a —at

Definimos entonces la funcién

0, r<—1
1 x B
U(z) = */ Y(a)da = (z + 1)vo/2a, l<z<1
2a J_4
UO/G, €T > 17

cuya grafica se presenta en la figura 3.6.
La solucién es la diferencia de dos ondas con perfil ¥(z), que se propagan con
velocidades opuestas +a,

u(z,t) = U(x + at) — ¥(xz — at).

El perfil de la cuerda en t = 0, 1/2a, 1/a, 3/2a, representado en la figura 3.7,
viene dado por
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-1 1

Figura 3.6: Gréfica de la funcion ¥ (x) definida en el texto.

ue1/20) = Wlr+1/2) - Wir—1/2) =
0, |x| > 3/2
(x + 3/2)vo/2a, -3/2<x<-1/2
) wo/2a, 2| < 1/2

(—x +3/2)vo/2a, 1/2 <z <3/2,

0, |z > 2
w(z,1/a) = (z + 2)vo/2a, —2<z<0
(= +2)vo/2a, 0<<2,
0, |x] > 5/2
(z +5/2)vo/2a, —5/2<x<—1/2
ulrsfe) = vo/a, |lz| < 1/2

(—x +5/2)vo/2a, 1/2 <z <5/2.

Se advierte que para t > 1/a la cuerda adopta un perfil trapezoidal que se
ensancha uniformemente con el tiempo.
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Figura 3.7: Perfil de la cuerda en t = 1/2a, 1/a y 3/2a correspondiente al
ejemplo 2.

3.2 Propagacion en la recta. Ecuacion no homo-
génea

El problema de Cauchy para la ecuacién de onda no homogénea esta dado

por

uyy = @ uge + f(x,t), —oo < x < oo, t>0,

U(LE,O) = ¢($), Ut(xa()) ZT/J(I)a (311)
donde la funcién f(z,t) representa una fuerza externa por unidad de masa.
Resolveremos la ecuacion por el método de las caracteristicas. La transfor-
macion

& = z+at,
n = x—at, (3.12)

lleva la EDP a la forma

E§+n E—n\ _ 1 §+n £—n
Hen (2’ % )__zm?f< 2 24 ) (3.13)

que integrada con respecto a ¢ entre ny &, es

E+n E—n\ 1 (S, (E+n E—n\ =
Up (2’2&) = un(n,O) - 4@2/7] f(a % ) dg. (3.14)

[\]
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Integrando respecto de n entre n y &, y teniendo en cuenta que

n(n,0) =
un(n,0) B %

obtenemos

w0 —u (S50 = [ [Jumo - pumo] -

2 2a
L[S0 (64T €27 =
B SR 7. A
4@2[7/nf( LT dean. (.
La primera integral en (3.16) resulta

/" 1y (7,0 / & (7)d = $(€) — 6(0). (3.17)

En la Ultima integral volvemos a las variables originales transformando el recinto
de integracién, y obtenemos como solucion la funcién

r+at

u(e,) = 1{¢(x—at>+¢<x+at)}+% [ e

r—at

z+a(t—T)
+ / / 7) dé dr. (3.18)
z—a(t—T7)

Ejemplo 3. El desplazamiento de una cuerda infinita sometida sélo a una
fuerza externa f(x,t) = sin(x + at) es

t 1
u(z,t) = ~ 5, €08 (x + at) + 202 cos x sin at.

3.3 Estabilidad de las soluciones. Problema bien
planteado

Generalmente en un problema fisico se necesita obtener una soluciéon
Unica; para ello, ademas de la ecuacidon que representa el problema, es
necesario conocer el contexto en el cual se produce el fenébmeno. Ya se
han tratado dos problemas de Cauchy para la cuerda donde el contexto
estaba definido por la desviacion y la velocidad en ¢t = 0, de aqui que a
estas condiciones se las llame condiciones iniciales.

Mas adelante consideraremos el problema de las oscilaciones de una cuer-
da finita, entonces el problema quedara bien definido si, ademas de las con-
diciones iniciales, se conoce el estado de los extremos de la cuerda (fijos o
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en movimiento); a estas condiciones se las llama condiciones de frontera.
Ambas condiciones, iniciales y de frontera, se denominan condiciones de
borde o de contorno.

Se denomina problema de contorno a aquél que consiste en resolver una EDP
sujeta a condiciones iniciales y/o de frontera.

Es importante conocer en que medida se modifica la solucién a un proble-
ma dado cuando se consideran pequefas variaciones en sus condiciones de
borde; mas aun en el caso de un problema experimental donde entran en juego
errores de medicion. A esto refiere el concepto de estabilidad.

Si la solucién de un problema depende en forma continua de las condiciones
de borde, se dice que el problema es estable. Es decir, un problema estable
se caracteriza por tener pequefas variaciones en su solucién cuando se pro-
ducen pequenas variaciones en las condiciones de borde. Esto se expresa en
la siguiente proposicién para el problema resuelto en 3.1.

Proposicion 3.1 E/ problema planteado por las ecuaciones (3.5) y (3.6) es
estable si para cualquier intervalo de tiempo [0, to], y Y €, existe §(e, to) tal que
dos soluciones cualesquiera, ui(x,t) y us(z,t), verifican

lui(z,t) —ua(z,t)| <e, 0<t<t, (3.19)
cuando
[¢1(x) — p2(x)| <6,  |1(z) — va(2)] <6, (3.20)
con
¢z(x) = ui(l'vo)a 1/%(55) = (uz)t(xvo) i=1,2. (321)

Demostracion: Si las condiciones iniciales varian en menos de 4, es
1
lur(@,t) —uz(z,8)] < S{ldr(e —at) — ¢2(z — at)|+

+|p1(x + at) — ¢o(x + at)|}+

z+at
+3/ IGERAGIE

a Jo_q
< % (26 +251) < 8(1+ o). (3.22)
Tomando ¢ = ¢/(1 +tp) se obtiene
|ug (2, t) — ua(z, )] < e, (8.23)
que expresa la pequena variacion en la solucién.

Ademas de la estabilidad, para una gama bastante amplia de problemas fisi-
cos, interesa que éstos tengan solucién Unica. Por eso se dice que un proble-
ma esta bien planteado si
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i) la solucidn del problema existe,

ii) la solucion es Unica,

iii) el problema es estable.
Los problemas de Cauchy para la cuerda tratados en las secciones 3.1 y 3.2
estan bien planteados si ¢ tiene derivada segunda continua y ¢ tiene derivada
primera continua.

3.4 Propagacion en la semirrecta. Ecuacion ho-
mogénea

Este problema de contorno describe los procesos de reflexion de ondas en
un extremo de una cuerda, y propone resolver la ecuacion de onda dadas las
condiciones iniciales y el comportamiento en la frontera x = 0.

La condicién de frontera puede ser de dos tipos, u(0,t) = u(t) 0 u,(0,t) =
v(t), determinando el 1° problema de contorno o el 2° problema de contorno,
respectivamente.

El 1° problema de contorno con extremo fijo (o el 2° problema de contorno con
extremo libre) consiste en hallar u(z, t) tal que

Uy = @ Ugy, 0<z<o00, t>0,
u(0,t) = 0, (uz(0,t) = 0),
u(z,0) = ¢(x), w(z,0) =), =>0. (3.24)

Este problema se puede resolver utilizando la solucién en la recta. Para ello
son necesarias las propiedades que establecen los lemas siguientes.

Lema 3.1 Si en la formula de D’Alembert

é(x +at) + p(x —at) 1 [
2 o /

u(,t) = P()de, (3.25)

r—at
las funciones ¢ y 1 son impares respecto a x, entonces u(xg,t) = 0.
Demostracion: Es u(zg,t) = 0 pues ¢ y ¢ son impares respecto a zg, €s

decir, ¢(xg —x) = —p(xg + ) ¥ ¥(xo — ) = —p(x0 + x) para cualquier z, y
1) se integra en un intervalo simétrico respecto a .

Lema 3.2 Si en la formula de D’Alembert

oz +at)+ oz —at) 1 [*Hot
2 to% /

u(z,t) = P(§)dE (3.26)

T—at

las funciones ¢ y 1» son pares respecto a x, entonces u,(xo,t) = 0.

Demostracion: La paridad de ¢, ¢(z9 — x) = ¢(zo + x), implica la imparidad
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de su derivada, —¢'(zg — z) = ¢'(xo + z), por lo que resulta

e 0,8) = {6 0+ at)+ (r0—at)} -+ (i wo-+at) (o —at)} = 0. (3:27)

La ultima ecuacion ha sido obtenida mediante la férmula de Leibnitz:

as(x) a3 ()
J‘i(/ 9<f>x>df>=a’2<w>g<a2<x>>—aa<x>g<a1<x>>+ | satene

1() a1 (z) g
(3.28)
donde a;(x) y az(x) son derivables en un intervalo a < = < by g(&,z) tiene
derivada respecto a x.

3.4.1 Primer problema de contorno con extremo fijo

El 1° problema de contorno con extremo fijo en la semirrecta es

Uy = a2um, 0<x<o00, t>0,
u(0,t) = 0, t>0,
u(z,0) = ¢(x), w(r,0)=1v(x), x>0 (3.29)

Para resolverlo se prolongan ¢ y v a toda la recta, como funciones impares,

_ (b(l‘), x>0 - w(l'), x>0
o) = { —¢(—z), <0’ (@) = { —p(—z), x <O.

La solucién para —oo < x < oo esta dada por

u(x,t) =

P(z+at)+ Pz —at) 1 /Hat W(¢) de, (3.30)

2 +2a "

—at

y en virtud del lema 3.1 es «(0,¢) = 0. La solucién en la semirrecta tiene la
forma
oz + at) + ¢z — at) + + fi+:ttw &)d¢, t<z/a
u(z,t) = = (3.31)
oz + at) — ¢plat — x) fz+at &)dg, t>x/a.

3.4.2 Segundo problema de contorno con extremo libre

El 2° problema de contorno con extremo libre en la semirrecta es

Uy = Uy, 0<ax<oo, t>0,
ug(0,t) = 0, ¢>0,
u(x,0) = ¢(x), w(x,0)=1(x), x>0
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_3\.2/1 I 2 3 *

Figura 3.8: Extension impar de ¢(z) respecto de « = 0.

Para resolverlo se toman las prolongaciones pares de ¢ y v a toda la recta,

_Jo@), x>0 [ Yx), x>0
q)(x){ﬂ—x), z <0, ‘I’(x){uj(—x), z <0,

y se obtiene para la cuerda no acotada la soluciéon

u(z,t) =

O(z + at) + ®(x — at) N 1 /w+at\11(§)d§, (3.32)

2 2a

T—at

que por el lema 3.2 verifica u,(0,t) = 0. La solucion resulta

$(x +at) + ¢z —at) + L [T w(©)ds,  t<a/a

a Jr—at

1
2 ) ¢letat)+plat —x)+ 1 fo‘”_m W(E)de+ . (3.33)

+1 5T p(e)de, t>z/a

A fin de justificar los argumentos utilizados para la resolucion de problemas en
la semirrecta mediante la solucion en la recta, resulta util graficar el caso de
una cuerda semi-infinita, fija en = = 0 y excitada por una deflexién inicial ¢(x).
Se extiende ¢(z) para = < 0 como funcién impar, tal como lo ilustra la figura
3.8.

Para ¢ > 0 la desviacién inicial se divide en dos ondas que se desplazan en
sentido opuesto con velocidad constante (ver figura 3.9).

Las ondas que pasan por = = 0 son las que contribuyen al proceso de reflexion
en el extremo fijo de la cuerda semi-infinita como se ilustra en la figura 3.10.

Ejemplo 4. Consideremos un cable semi-infinito con extremo libre en = =
0, al cual se le imparte una velocidad inicial longitudinal igual a v, sobre el
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2P0

3 N T 2 3 7
Figura 3.9: Desviacion parat =1/a.
2D(x,7) ;
=24
3 2\ 2 3 =7
=3
! 2a
» X
30020 -1 1 2 3

Figura 3.10: Reflexion en el extremo de la cuerda semi-infinita.
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segmento [c,2¢] e igual a cero fuera de él. Obtendremos wu(z,t) para t =
0,c¢/a,2¢c/a,3c/a.

A fin de satisfacer la condicién de extremo libre, u,(0,¢) = 0, prolongamos las
condiciones iniciales en forma par y proponemos la solucién para la recta (en
virtud del lema 3.2).

Con ®(z) =0,y

0, lz| < ¢
U(x) = q vo, c < lz] < 2e
0, 2¢ < |z,

se obtiene la solucién en la recta:

r+at
() = = / (E) de.

2a —at
Llamando
0, T < —2c
(x4 2¢), —2c< < —cC
\Ill(x):iffzclll(g)dg =20 —c<zr<ec
z, c<x<2c
2c, 2¢c <,

la solucion es
u(z,t) = Uy (z + at) — ¥y (z — at).

En el instante inicial la desviacion es igual a cero, u(x,0) = 0. En los instantes
t=c/a, t =2c/ay t =3c/a, se obtienen

O<zx<c

c<x <2
2c < x < 3c
3c< x,

u(z, c/a) = 52,

[ORS
o
|
S
~

—~ OO 8

©
)
\
8
=

O<zx<c
c<x<3c
3c<x<dc
4e < x,

u(x,2c/a) = 5>

o
I
=

O<z<ec

c<x <2
2c < x < 4c
de < x < be
5c < x.

o

/\M\.O/\Q

3
)
I
8
=

u(z,3c/a) = 22

om0
IS
I
8
b

Estas funciones se grafican en las figuras 3.11y 3.12.
Notemos que al inicio, en = > 0, el proceso transcurre igual que en la cuerda
infinita. Luego, la onda se refleja - con la misma fase - en el extremo libre.
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Figura 3.11: Gréfica de ¥ (x).

A u
v, u(x, c/a)
2a /—\
‘ ' » X
c 2c 3¢
cy,

u(x, 2c/a)

: : : > x
c 2¢ 3¢ 4c
cy,
a u(x, 3c/a)
» X

Figura 3.12: Gréfica de u(x,t) para los instantes ¢t = ¢/a, 2¢/a, 3¢/a.
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3.4.3 Primer problema general de contorno

El 1° problema general de contorno para la semirrecta con condiciones ini-
ciales nulas es

Uy = azum, 0<xr< o0, t2>0,
u(z,0) = wu(z,0)=0, x>0,
u(0,t) = pw(t), t>0. (3.34)

Se observa que la condicion de frontera genera una onda que se desplaza a
la derecha con velocidad a, por lo tanto la solucién tiene la forma

u(z,t) = f(x — at). (3.35)

Al imponer la condicion de frontera

u(0,8) = f(—at) = p(t), (3.36)
se determina f:
f@y =n(-2), (3.37)
de donde
M%ﬂ=u@—§) t>§2& (3.38)

Dado que p esta definida sélo para valores positivos del argumento, se la
puede extender para t < 0 de modo que la solucién verifique las condiciones
iniciales,

_ t), t>0
alt) = {g( ) t<0. (3-39)
La solucién es entonces
U@U:ﬁGfa, >0, t>0. (3.40)

3.4.4 Segundo problema general de contorno

El 2° problema general de contorno con condiciones iniciales nulas es

Ut = a2u3§$7 0 S xr S oo, t> 07
u(z,0) = wu(z,0)=0, x>0,
uy(0,t) = wv(t), t>0. (3.41)

Se propone como solucién la onda

u(z,t) = f(x — at), (3.42)
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obteniendo

uz (0,t) = f'(—at) = v(t), (3.43)
0 sea
' -, (¥
fen=v(2). (3.44)
Extendiendo v para argumentos negativos
o (), t>0
v(t) = {O, t<0, (3.45)
puede calcularse
Yy
f(=y) = —/ v <2) dé + C. (3.46)
0

La solucién se representa por

t—Z

u(z,t) = —a/ ’ v(r)dr. (3.47)
0

Notar que para que se cumpla u(z,0) = 0 para « > 0 debe ser C' = 0.

3.5 Propagacion en la semirrecta. Ecuacion no
homogénea

Las soluciones obtenidas para la propagacién en la recta pueden ser utilizadas
para resolver algunos problemas en la semirrecta si se prolongan en forma
adecuada las condiciones de borde y la inhomogeneidad segun corresponda.
Para el problema inhomogéneo en la semirrecta resulta de utilidad el lema que
sigue.

Lema 3.3 Dado el problema

Uy = @ Uge + f(z,t), —oo<ax<o00, t>0,

u(z,0) = w(z,0)=0, —oo<z <00, (3.48)

si f(x,t) es funcién impar de x respecto del origen entonces u(0,t) =0, y si
es funcion par de x respecto del origen entonces u,(0,t) = 0.

Demostracion: La solucion en la recta de la ecuacién inhomogénea con
condiciones iniciales nulas es

z+a(t— T)
u(z, t) / / T) dédT. (3.49)
20‘ z—a(t—T)
Luego, si f(z,t) es una funcién impar de x se tiene
u(0,¢) / / ) dédr =0, (3.50)
20’ —a(t— ‘r)
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pues la funcion impar se integra sobre un intervalo simétrico respecto del ori-
gen.
En virtud de la formula de derivacion de Leibnitz se obtiene

o=§%A{ﬂx+wwwmﬂ—fm—a@—ﬂwﬂdn (3.51)

Y, si f(z,t) es una funcion par de z, en z = 0 resulta

0,) = %/O (Falt — 7),7) — f(—alt —7),7)} dr = 0. (3.52)

Las condiciones u(0,t) = 0y u,(0,t) = 0 corresponden a los casos de extremo
fijo y libre respectivamente, para una cuerda semi-infinita.

3.5.1 Primer problema de contorno con extremo fijo y condi-
ciones iniciales homogéneas

El 1° problema de contorno con extremo fijo y condiciones iniciales nulas se
escribe

Uy = auge + f(a,t), x>0, t>0,
u(0,t) = 0, t >0,
w(z,0) = wu(xz,0)=0, x>0. (3.53)

Si se extiende f como una funcion impar respecto del origen,

Fz,t) = {Ji(f(’f)g;j)’ v 8 (3.54)

la solucion del problema en la recta viene dada por

z+a(t— 7')
u(z,t) / / ,T) déd, (3.55)
20‘ z—a(t—T)

que satisface u(0,¢) = 0 (en virtud del lema 3.3).

Para ¢t < z/a, la solucién en la semirrecta coincide con la solucion en la recta
con ' = f.

Para t > z/a puede ser (x —at +ar) < 0,0 (z —at+ar) > 0, es decir,
0<7<(t—=x/a) 0 T>(t—x/a) respectivamente; la solucién es entonces

t—2 0 z+a(t—T)
u(et) = %() m(—éﬁwﬂf&aﬂ@+4 ﬂ&ﬂ%>+

t z+a(t— 7—)
+ dr / ,T)dE
z—

t—Z a(t—r)
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1 t—2 a(t—7)+x z+a(t— 7')
= o / dT/ £(€,7) dg+/ dT/ 7)de
a 0 (t—7)—z -z z—a(t—T)

(3.56)

Resumiendo,

fot fjj:((tt—_:)) f(&,7)dEdr, t<z/a

w(zt) = - [7F [0 b ) e ary (3.57)

a (t T)x

+ff_§f;”_+§(it_‘; (&) dedr, t>afa.

3.5.2 Segundo problema de contorno con extremo libre y
condiciones iniciales homogéneas

El 2° problema de contorno con extremo libre y condiciones iniciales nulas
consiste en hallar « tal que

G a2umaz + f(l‘,t), x> 07 t> 07
u(xz,0) = wu(xz,0)=0, x>0,
u(0,) = 0, t>0. (3.58)

Si se extiende f como funcién par de z,

Fla,t) = {}”Ef?t) " 8 (3.59)

teniendo en cuenta el lema 3.3, la solucién del consiguiente problema en la

recta es
z+a(t— 7')
u(z,t) / dT/ ,T) dE, (3.60)
2(1 z—a(t—T)

con u,(0,t) = 0, que coincide con la solucién en la semirrecta cuando t < z/a.
Parat > x/a puede ser (x —at +ar) < 0,0 (z—at+ ar) > 0, lo que se
traduceen 0 <7 < (t—%),0 7> (t—£) y por lo tanto se tiene

1 t—2 0 z+a(t—T)
we) = 5o [ Car ( /x_a(t_ﬂf<—m>d£+ / f<f,T>df>+

t z+a(t—T)
+ o dT/ 7)dE. (3.61)

t—2 a(t—)
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Resumiendo estos resultados se obtiene la solucién del problema (3.58):

Jo dr [T Fg ) de, t<a/a

1
u(x,t) = % ft—gd ( a(t—T1)— mf df—Ffa(t 7-)+$ (&T)df) n
Sl dr [T (g T, t> z/a.

(3.62)

Como consecuencia de lo analizado, y utilizando el principio de superposicién
(tratado en el apéndice C), quedan resueltos los problemas que se presentan
a continuacion.

3.5.3 Primer problema de contorno para la semirrecta

El 1° problema de contorno para la semirrecta se escribe

Uy = QPUgs + flz,t), x>0, t>0,
u(z,0) = ¢(x), wl(x,0)=1y(x), x>0,
u(0,t) = pw(t), t>0, (3.63)

y Ssu solucion es

dlatalfdle=et) + & f”ffw £)dé +

o fydr [T Fe e, t </

u(z,t) = satte)stat—s) | 1 fat+w O 4 ult— ) + (3.64)
2 2a a

oo T dr [T F(e )de+

+f) e dr [T Fe Ty, t>z/a.

3.5.4 Segundo problema de contorno para la semirrecta
La solucién al 2° problema de contorno para la semirrecta,

Ut - a2ux.1: + .f('rat)7 T 2 07 t > 07

114



u(z,0) = qb(l’), ut(xvo) = ¢($)a x>0,
uy(0,8) = wv(t), t>0, (3.65)

es

¢v(w+at)+¢(m at) + 1 I+U«tw(£)d£+
x—at

2a

f d fx_‘—;(tt :)f 57 )d§7 t<a:/a

U($7t)_ w+ 1{]““ 1 d§+fat+x df}—l—
t— a(t—r ’I' a(t—7 ’I'
o fo A ([T F(e mde + [TV fe e} +

+2La,{ftt7§d fm+;tt TT ,T)dE} — f V(T)dT, t>uz/a.

(3.66)

En las soluciones de los dos problemas anteriores observamos que la per-
turbacion que actia en el extremo = = 0 se manifiesta una vez superado el
instante t = z/a.

3.6 Oscilaciones en el segmento (0,/). Ecuacion
homogénea

En la presente seccion se trata el problema de una cuerda vibrante de longitud
[ con condiciones en ambos extremos.

3.6.1 Extremos fijos

Hallar las vibraciones de una cuerda fija en sus extremos equivale a resolver
el problema de contorno

Puge = uy, 0<a<l,
w(z,0) = ¢(x), w(z,0)=v¢(z), 0<z<l,
w(0,8) = ull,t)=0, >0 (3.67)

Este problema puede llevarse a la recta de modo que las condiciones de fron-
tera sean nulas. Para ello es necesario extender ¢ y v» como funciones impares
respecto de x = 0y de = = [ (segun el lema 3.1). Sean ® y ¥ tales prolonga-
ciones, esto significa que & verifica
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{ O(x) = —P(—x) (3.68)
es decir,

{‘M) = —%(-2) (3.69)

lo que implica que ®(x) = ®(2l + =), es decir ®(x) es periddica de periodo 2!
de modo que admite el desarrollo senoidal de Fourier (ver apéndice B):

O(z) = ; p sin "lﬂ (3.70)
con .
b = % [ o(0)sin nTﬁ'fdf. (3.71)

Andlogamente para V¥ se tiene que V(z) = V(20 +z) y es

U(z) = ;% sin?, (3.72)
con .
2
Yo=2 /O () sin ”T”fdg. (3.73)

La solucién al problema en la recta (tratado en la secciéon 3.1) esta dada por

_ z+at
(e, 1) = O (z + at) + ®(x — at) +i/ W(€)de, (3.74)
2 20’ x—at
con
O(z + at) J2r O(x — at) _ % ; b <sin mr(:clJr at) 4 sin mr(z[ at)) _
= Z On sin 2L ¢ nﬂ'at’ (3.75)
— l l
y
1ot I & Yn nm(x — at) nr(z + at)
%) U(&)de = %;? (cos 7 — cos ;i ) =
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= L Z Yn sin nlﬂ sin mrat. (3.76)
1=1

am n l
n—

De aqui se obtiene la solucion al problema planteado,

l amn l 1’

u(z,t) = Z ((bn cos nmat + B sin n7rat> sin 2% (3.77)

n=1

siendo ¢,, y v, los coeficientes de los desarrollos senoidales de Fourier de ¢
y 1 con periodo 2/ dados por (3.71) y(3.73) respectivamente.

3.6.2 Extremo x = 0 variable

Si sélo el extremo = = [ esta fijo, las vibraciones de la cuerda de longitud [
estan representadas por u(x,t), solucién del siguiente problema:

2

a“Ugy = uy, 0Zz<],
u(z,0) = wu(z,0)=0, 0<ax<lI,
w(0,t) = pu(t), u(l,t)=0, t>0. (3.78)

El resultado obtenido en la seccién 3.4 para la cuerda semi-infinita con condi-
ciones iniciales nulas, provee la solucién parat < [/a,

u(z,t) = @t — x/a), (8.79)
con
ao = {60120 (3.80)

aunque ésta en general no satisface la condicion de frontera «(l,t) = 0 para
t > l/a. Si se toma la onda reflejada que viaja hacia la izquierda y que para
x=1lesfi(t—1/a), estaondatiene laforma f(z+at) con f(l+at) =n(t—1/a),
porlo que f resultaser f(y) =T7i(y — 2l/a);luego f(x+at) =na(t+x/a—2l/a)
y la solucion para t < 2l/a es

u(w,t)zu(t—w)—u<t+$—>. (3.81)
a a a

El proceso se continla tomando la onda reflejada en x = 0 que viaja hacia
la derecha y restandole aquélla que se refleja en « = [ y viaja a la izquierda.
Se ha considerado a la funcion 7i(t — 2/a) como la onda que se genera por el
régimen de frontera en x = 0, independientemente de la influencia de = = I,
tal como si se tratara de una cuerda semi-infinita, pero en 2 = [ debe necesa-
riamente considerarse la reflexion de la onda y luego las sucesivas reflexiones
enz=0yx=1.
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Como préximo paso consideremos la onda que viaja hacia la derecha f(z—at)
yqueenx =0es f(—at) = u(t — 2l/a). Porlo tanto, f(y) = w(—y —2l/a) y
flz—at) =H(t—x/a—2l/a), éstallegaax = [ conelvalor f(I4at) =u(t—3l/a),
esdecir f(y) =7n(y/a—4l/a) y f(x+at) =0+ z/a—4l/a).

Entonces la solucion para t < 4l/a, es la anterior (3.81) mas los términos

_ r 2l _ )
plt—=—=)—m(t+=-=).
a a a a

Como consecuencia de considerar las sucesivas reflexiones en los extremos,
resulta que la solucién al problema planteado es la serie

u(x,t):i[u(t—z—Qanl)—M(t+z—2(n+1)i>]. (3.82)

n=0

Para cada ¢ fijo s6lo hay un nimero finito de términos no nulos pues 7(t) = 0
parat < 0.

Es inmediato verificar que (3.82) satisface las condiciones iniciales. Por otro
lado se tiene que

w(0,8) = p(t) -7 (t QZ) +E (t 21) S——

o0

S [u (t— (2n+1)i> —u(t— (2n+1)i>} =0, (3.83)

n=0

u(l,t)

de modo que (3.82) satisface también las condiciones de frontera.

3.6.3 Extremo x = [ variable

Las vibraciones de una cuerda de longitud [ con condicién de frontera no nula
en x = | se obtienen como solucién del problema

Uz = uy, 0<a<l,
u(xz,0) = wu(z,0)=0, 0<azx<l|,
u(0,t) = 0, wu(l,t)=uv(), t>0. (3.84)

Este problema se resuelve con un razonamiento analogo al anterior, que con-
duce en este caso a la solucién

w(a ) = i {y <t+ L on+ 1)2) _p (t L (on+ 1)2)] . (3.85)

n=0

con 7(t) definida en (3.45). Queda a cargo del lector la verificacion de las
condiciones de contorno.
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3.6.4 Problema general

Utilizando el principio de superposicién, se resuelve el problema lineal de las
vibraciones de una cuerda de longitud [ con condiciones de contorno no nulas,

Uy = uy, 0<z<I,

u(z,0) = o¢(x), u(z,0

w0,8) = p(t), ul7t’):j(t), t>0.

La solucién a este problema es

2 = nmwat
u(xw,t) = 7 Z{COS

(3.86)

donde se definen 1(t) y 7(t) segun (3.39) y (3.45), es decir, nulas para t < 0.

3.6.5 Unicidad de la solucion

Teorema 3.1 La solucidn al problema de contorno

Upp = Ugq, a<x<0b, t>0,
con condiciones iniciales

u(@,0) = o), ue(z,0) =1(),
y condiciones de frontera

u(a,t) = pi(t), w(b,t) =w(t),

o bien,
ug(a,t) = ua(t), uz(b,t) =1a(t),
es unica.
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Demostracion: Sean u; y us dos soluciones distintas. La funcion v = u; —
uy Sera solucion de la ecuacién homogénea con condiciones iniciales y de
frontera nulas,

[ Upe, a<x<b t>0,
u(z,0) = wu(x,0) =0,
u(a,t) = u(b,t) =0, (uc(a,t)=ug(b,t)=0). (3.92)

Probaremos que u es idénticamente nula. Para ello consideramos la integral

I(t) = ;/b (u2 + i) dz, (3.93)

de modo que

d

b
&I(ﬂ = / (Ug Uyt + ugugy) da, (3.94)

y, en virtud de la ecuacion diferencial, es

d
@I(t)

b b b
/a (Ugptpt + Upligy ) da: :/a %(uajut)dx
= gy |® = uy (b, t)us(bt) — ugla, t)usla,t). (3.95)

De las condiciones de frontera resulta que wu:(a,t) = us(b,t) = 0, o bien,
ug(a,t) = uy (b, t) = 0, entonces

d
I =0 = I(t)=cte. (3.96)

Ent =0es u(z,0) = u(x,0) = 0, luego I(t) = 0, y como el integrando en
I(t) es una funcién definida positiva se tiene que u,(x,t) =0y u(z,t) = 0,
es decir, u(z,t) = cte. Pero u(xz,0) = 0, entonces es u = 0, lo que implica que
u1 = uso Y la solucién es Unica.

3.7 Oscilaciones en el segmento (0,/). Ecuacion
no homogénea

3.7.1 Extremos fijos

Si a una cuerda fija en sus extremos se la somete a una perturbacién f(z,t),
en cada punto x y en cada instante ¢, la vibracién « de sus puntos es solucién
del problema

Uy = 02ugp + flx), 0<z <,
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u(z,0) = w(zr,0)=0, 0<x<lI,
u(0,t) = wu(l,t)=0, t>0. (3.97)

Teniendo presente el problema tratado en la subseccion 3.6.1, para éste pro-
ponemos un desarrollo en serie de Fourier de la forma

Z Uy (t) sin @, (3.98)

con t como parametro (ver apéndice B), y para obtener la solucion basta hallar
los coeficientes w,(t). Entonces, si desarrollamos f(x,t) en serie de Fourier
como funcién impar de x, de periodo 2/, se tiene

Z fn(t)sin @, (3.99)
con
= ?/Ol f(€, ) sin ”Tﬂgdg. (3.100)
y, sustituyendo las series (3.98) y (3.99) en la EDP, resulta
i {ug(t) v (@)Qun(t) - fn(t)} bm@ —0. (3.101)
n=1

En virtud de la unicidad del desarrollo de Fourier, debe verificarse Yn que

anm

)+ () unt) = fult) (3.102)

Esta es una EDO con condiciones iniciales nulas, u,(0) = w,,(0) = 0, que
puede resolverse aplicando la transformada de Laplace (ver apéndice D),

2
Uy + (U5) U = Fu(s), (3.103)
l
0 bien, 5
F,(s
Un= 5 ranmyz- 3.104
7+ (ZE)p (8.109)

De aqui se obtienen los coeficientes

() = —— fn( )sin [“"T”(tff)} dr, (3.105)

anm

y la solucién al problema planteado es

Z:: {/ Fulr SIH[T(t—T)} dT} Sln(mlm. (3.106)
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3.7.2 Problema general

El problema general de las oscilaciones de una cuerda de longitud ! con todos
sus puntos sometidos a perturbacion consiste en hallar u(x, t) tal que

U = a2uxx+f(z7t)a 0<xz<,
u(z,0) = oé(z), w(z,0)=¢(x), 0<z<lI,
w(0,t) = pu(t), u(l,t)=v(), t>0. (3.107)

La solucién a este problema, dada su linealidad, puede obtenerse sumando
las soluciones de los problemas resueltos en 3.6.4 y 3.7.1.

Sin embargo, existe una alternativa de resolucion que ofrece la ventaja de
reducir el nimero de series a evaluar, lo cual en casos concretos conduce a
calculos menos complicados pues no siempre se conoce la suma de una serie.
Podemos proponer una solucion de la forma:

u(z,t) = v(z,t) + w(z,t), (3.108)

y se elige v de modo que v(0,t) = u(t) y v(l,t) = v(t), por ejemplo

o, 1) = D+ (é — () (3.109)
El problema en u se transforma en el problema para w:

a*wey + fl,t) — %{xu”(t) + (I —2)p" (1)} = a®wee + f(:r,t),

Wit

w(e,0) = 9la) - 7 {ev(0) + (— ()} = da),

wy(z,0)

I
€

8
-

9(w) — 1 {2/ (0) + (1~ ) (0)}
w(0,8) = w(l,t) =0, (3.110)

que tiene como solucién la suma de las soluciones a los problemas tratados
en 3.6.1y 3.7.1.
En efecto, la solucion viene dada por

axv(t) + (l—a: nww

u(z,t) = —|— Z o / fn(7) sin —(t — 7)d7 sin -

oo
t l ~ t
=+ Z <¢n cos nma + P Py, Sin m;a ) sin —mlm,

n=1

(3.111)

donde fnL é@’ z/zn son los coeficientes de los desarrollos impares de Fourier
enx,de f, ¢y 9, respectivamente.
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3.7.3 Fuerza externa estacionaria

Cuando en cada punto =, 0 < = < [, se aplica una fuerza que no depende
del tiempo y las condiciones de frontera son constantes, se tiene el siguiente
problema:

uyy = aCuge + f(x), 0<xz<l, t>0,
w@,0) = o)  wlz,0)=1v(z), 0<z<l,
u(0,t) = wuy =cte, u(l;t) =wus =cte, t>0. (3.112)

En este caso proponemos como solucién la suma
u(z,t) = v(z) + w(z,t), (3.113)
que reemplazada en la EDP provee para w la ecuacién
wy = a?(V" + wey) + flx,t). (3.114)

La flexion estatica de la cuerda v(x), se determina de modo que responda al
problema

a2v// + f _ 0,
v(0) = w, () =us. (3.115)
Entonces, la desviacion del estado estacionario w(x, t) debera verificar que

2
Wit = G Wy,

wt(;c,O) = ’l)[)(JS‘),
w(0,8) = w(l, ) =0. (3.116)

Integrando dos veces se obtiene
r oz [ K 1 [* K
o) =t —u) T+ [dn [ s@de—— [an [ r©ae @a17)
l a l 0 0 a 0 0
y la funcion w es la solucién obtenida en 3.6.1. Por lo tanto, la solucién al
problema (3.112) es

=/ - t ! t
u(z,t) = Z <¢n cos m;a + %% sin m;a) sin ? +uy + (ug — m)%

n=1

x l n 1 x n
- @/0 dn | f(ﬁ)di—aﬁ/o dn | J(€)ds, (3.118)

con ¢, y ¥, coeficientes del desarrollo impar en serie de Fourier de ¢ y 1,
respectivamente.
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3.8 Ecuaciones lineales generales de tipo hiper-
bélico

El problema general a resolver en R? consiste en hallar una funcion u(z, ) tal

que verifique la EDP

Ugy — Uyy + a(x, y)ua: + b(x7 y)uy + C(CE, y)u = _f(xv y)v (31 1 9)

con condiciones dadas sobre una curva C del plano (z, y).
Antes de abordar el problema general, consideremos un problema relativa-
mente mas sencillo: hallar la funcion «(z, y) solucion de la ecuacién

Uyy — Uzz = f(2,9), (3.120)
con condiciones sobre una curva C,
ule = ¢(x),
un e = ¥(x), (3.121)

utilizando el teorema de Green. Dicho teorema establece que si F(x,y) y
G(z,y) son funciones continuas y tienen derivadas primeras continuas en un
dominio D, de frontera F, entonces

//(Fg—Gn)dEdn:/(Gdg—den). (3.122)
D F

Si u(z, y) es una solucién de la EDP (3.120), entonces (3.122), con F' = —u¢ y
G = —u,, se escribe

/ / F(€, m)dédn = / (—ueds — uyde), (3.123)
D F

donde D es la region triangular limitada por las caracteristicas C; y Cs que se
cortan en el punto P(z,y), y la curva C que las une. La figura 3.13 ilustra el
dominio D con R(Il,yl) y Q(.’Eg,yg).

Sobre C; es d¢ = dn, entonces

/C (—ugds — upde) = — / (ugdé + updn) = — | du = —u(ws, 1) + ulz,y)

Cy C1
(3.124)
en tanto que sobre Cy es d£ = —dT}, y

/62(u§d77u,7d§) = / (ugd€ 4+ updn) = / du = u(z,y) —u(z2,y2). (3.125)

C2 - C2

La ecuacion (3.123) se escribe

2z, y) — uler, 1) — ulr,y2) - /c (ugdi + wyd€) = / /D F(&,n)dédn, (3.126)
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Figura 3.13: Dominio D con R(z1,y1) Y Q(z2,y2).

y la solucién viene dada por

X1, ; 1 1
u(x,y) = u(z1,91) ;u(m Yy2) 4 5/C(ufdnJrundg) + 5//}3 f(&,m)dedn,
(3.127)

donde u¢|c y u, ¢ se obtienen mediante las formulas

uele = ¢'(&) +¥(€)g' (€)1 + g (€)
e 1+¢'(€)° 7

¢'(€)g'(€) — (/1 +g'(€)
1+g'(€)

uylc = , (3.128)
con g(z) la ecuacién de la curva C.

La férmula (3.127) provee la solucion al problema de Cauchy siempre que
(x2,y2) — (z1,y1) Si (x,y) tiende a un punto de C, es decir, si el dominio
triangular D se reduce a un punto a medida que (z,y) se aproxima a la curva
inicial.

Nétese que éste no es siempre el caso pues si en algun punto la pendiente
de C es mayor que la unidad, se tendra una situacién como la que muestra la
figura 3.14, donde al hacer tender (x, y) al punto RdelacurvaC, @ — Q1 # R.
Entonces, si nos restringimos a curvas iniciales C cuya pendiente en valor
absoluto es menor que la unidad -llamadas curvas de tipo espacial-, la solucién
del problema de Cauchy esta dada por (3.127).

En tanto, puede mostrarse que para curvas de tipo temporal, es decir con
pendientes en valor absoluto mayores que la unidad, la férmula (3.127), en
general, no provee la solucién al problema de valor inicial.

3.8.1 Problema de Goursat

Se denomina de esta manera al problema de contorno para una ecuacion
hiperbdlica donde se dan determinadas condiciones sobre dos caracteristicas
que se cortan en un punto.
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> &

Figura 3.14: Caso en que la pendiente de C es mayor que 1.

Sean R y @ puntos que estan sobre las caracteristicas que se cortan en
P(z,y). El problema de Goursat consiste en hallar la solucion v(z,y) de la
ecuacion hiperbdlica

M(v) = Vgg — vyy — (av)z — (bv)y +cv =0, (3.129)

tal que sobre las caracteristicas satisface las condiciones

*b—a
v]pg = exp [ . 2\@ds},
*b+a
vafP = exp [/ 2\ﬁds},
v(P) = 1. (3.130)

La funcion analitica v solucion de este problema se denomina funcion de Rie-
mann.

Teorema 3.4 La funcion de Riemann existe y es Unica.
Demostracion: De las condiciones (3.130) sobre las caracteristicas conside-
radas en el plano (£, ) resultan

(b—a) (b—a)

dvlpg = v e ds = —v 5 dg,
dvlgs = —v(b;_\/;)ds = (b—|2—a) dg,
v(p) = L (3.131)

Consideremos la region D limitada por las caracteristicas n — & = y1 —x1 y
n+ & = y2 + xo que pasan por R = (z1,y1) y @ = (x=2,y2) y Se cortan en
P(z,y), y las caracteristicas n + & = y1 + 21 Y 7 — § = y2 — x2 que también
pasan por Ry @ y se intersectan en un punto B. Entonces dicha region tiene
frontera ¥ = QP + PR+ RB + BQ. Si aplicamos el teorema de Green (3.122)
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alaregion D con F = v —avy G = v, + bv, resulta

,//J'Dwdgdn: /}_(Un+bv)d£+(vfav)dn

= /77dv +v(b+a)dé + /7dv +o(b—a)dé+ /7fdv +ou(b+a) dé+
QP PR RB

+/ dv+v(b—a)dé =

BQ

= /dev—/PRdv—/dev—F/mdv—O—/lwv(b—O—a) dﬁ—‘-/BQU(b—@) d§ =

= 2v(P) — 2v(B) +/

RB

v(b+a)df + / v(b—a)d, (3.132)
BQ

lo que implica

v(B)=1+ % [/ /PTB(IH_ a)v d€ + /BQ(b —a)v dé + //D cv dgdn} . (8.133)

El segundo término de la suma (3.133) puede considerarse como un operador
lineal T aplicado a la funcién v, y nos interesa hallar v tal que

v=1+T(v). (3.134)
Esta ecuacion puede resolverse por iteracion segun el esquema:
Unt1 =14+ T(vy), v =1 (3.135)
Demostraremos que existe el limite

v= lim v,. (3.136)

n—0o0

Para ello tomamos un entorno U del punto P suficientemente pequeno de
modo que V v se verifique

1
< . )
T(v) < 5 ax v (3.137)
Ademas, es
1
[Ung1 — vp| = |T (v, — vp—1)] < g 08x |on, — Un—1], (3.138)
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1
max [Un 1 — Un| < 5 max un — vp1]. (3.139)

Aplicando sucesivamente esta desigualdad resulta que

1
glgglvnﬂ — | < on glgglm — ).

(3.140)

Si consideramos ahora la identidad
Up :’U()—l—Z(’Uk _’kal) (3141)
k=1

observamos que el término >"/'_, (vx, — vx—1) es la suma parcial de una serie
que tiene como mayorante a la serie geométrica max vy —vo| > p_, (1/2)71,
que es convergente por lo tanto v,, converge uniformemente a v en U.

La funcion v es solucion de la ecuacion (3.133) dado que

1+ T(w)=14T (nlin;o vn) — 1+ lim T(vp) = lim v, =v.  (3.142)

n—oo n—oo

Esta solucién es Unica pues si suponemos que existen dos soluciones vy, v,
su diferencia verifica
V1 — Uy = T(Ul — 1}2), (3143)

yenU es |T(vy — vp)| < 3 max |v; — v, por lo cual
1
max |v] — vg| < 5 Mmax |v1 — val, (3.144)

desigualdad que implica que v; — vo = 0, es decir v; = v y la solucion es
Unica.

3.8.2 Método de Riemann
Este método provee una solucion para la EDP de tipo hiperbdlico

L(u) = Ugg — Uyy + a(x, y)uy + b(z, y)uy + c(z,y)u = —f(z,y), (3.145)

con condiciones dadas sobre una curva en el plano.
Se presentan previamente algunos resultados relativos a los operadores dife-
renciales lineales L(u) definido en (3.145) y M (v) dado por

M(v) = vae — vyy — (av)a — (bv)y + cv. (3.146)
Los operadores Ly M se dicen conjugados o adjuntos si verifican la relacion

vL(u) —uM(v) = Hy + K, (3.147)
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con H y K funciones que dependen de u, v y sus derivadas de primer orden.
Si L = M, L se dice autoadjunto o autoconjugado.
Si multiplicamos L(u) por v y teniendo en cuenta que

VUgy = (Uu:v):zz - (vzu)w + UVzg,
Vuyy = (vuy)y — (vyu)y + uvyy,
vau, = (avu)y —u(av)y,
vbu, = (bvu), —u(bv),,
obtenemos que
0H 0K
=uM — 14
vL(u) = uM (v) o + 9y (3.148)
con
H = vu; —uv, + avu = (vu), — (20, — av)u,
K = —vu, 4w, +bvu = —(vu), + (2v, — bv)u, (3.149)

y los operadores L y M son conjugados.
Aplicando el teorema de Green (3.122) a una regién D limitada por una curva
F, se tiene

//D[UL(u) — uM (v)|dédn = /]E(Hdn — Kd¢). (3.150)

Esta formula es el punto de partida para resolver el problema que consiste en
hallar la funcién « que verifica la EDP hiperbdlica

L(u) = Uy — Uyy + atiy + buy, + cu = —f(x,y), (3.151)
y tal que sobre la curva C, u y su derivada normal toman valores dados,
ule = ¢(x), unle =Y(x). (3.152)

Sea C de ecuacion y = g(z) derivable y tal que |¢'(z)| < 1. Consideramos la
region D delimitada por las caracteristicas que pasan por P(z,y) y por el arco
de la curva C que une los puntos Ry Q en los que las caracteristicas cortan a
C (ver figura 3.13), y se calcula

/ /D WL(w) — uM(v)] dédn = (Hdn— Kd¢).  (3.153)

/PR+§5+QP

Las integrales sobre las caracteristicas se pueden transformar sabiendo que

d
sobre QP : d§ = —dn = —785,
sobre PR : d§ = dn = _ds (3.154)
: =dn = 7 .
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Luego,

/7(Hdn — Kdf) = /7(vu)gdr] + (vu)pd€ — 2(vedn + vydé)u
QP QP
+adn — adéuv =
L w dv atb N ds —
= /de( )+/Qp(2d5+ NG} ) d
= —(u)(P) + (w)(Q)

n / (2dv+a+b > d
- v udas.
op \ ds V2
(3.155)

En forma analoga,

(2‘“’ _4z bv) uds. (3.156)

| Hdn— Kd¢ = —(uv)(P) + (uv)(R) — / i o

PR PR
De aqui resulta

/ / WL(w) — uM (v)] dedn = /A(Hdn — Kde) — 2(uv)(P) + (un)(Q)+
D RQ

dv a+b dv a—1>
+ R —|—/ (2 + ) uds —/ (2 — v) uds,
(uo)(F) ar\ds | V2 ' PR\ ds 2

que equivale a

(w)(P) = (uv)(Q);(w)(R) +% /ﬁa (Hdy — Kd&)+

N / <dv+a+b > d / (dv a—b > d
—_— —F 0V | uds — -_— — v ) uas—
gp \ds 22 Fr\ds 22

_ % / /D [ () — uM (v)] dédn.

A fin de que esta expresion sea lo mas simple posible, elegimos v soluciéon de

M(v) = gy — vyy — (av)y — (V) + cv =0, (3.157)
en D, tal que sobre la caracteristica PR verifique
dv  (a—0)
@ _ 1
i ekl (3.158)
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sobre QP

dv (a+D)
i A
s o v, (3.159)
yseav(P)=1.
Es decir, v es una funcién de Riemann, la funciéon de Riemann asociada a
L(uw).
Si se denomina sy = s(P), sobre PR resulta
“(a—b)
Inv = ds+C, 3.160
nv /50 ol ( )
perocomov(P)=1esC =0,y
“(a—b) ]
= ds|. 3.161
v = exp {/SO Wi s ( )

Este problema tiene solucién Unica (tal como lo enuncia el teorema 3.4) y por
lo tanto

up) = CHOTROE 2 (ot ) = ufugn-+,6)+

+uv(adn — bd&)} + % // v fdédn (3.162)
D

que es la solucién al problema (3.151)-(3.152).
Las funciones u;¢ y u,, sobre C pueden hallarse a partir de las férmulas (3.128),
siendo g(x) la ecuacién de C.

Ejemplo 6. Por el método de Riemann hallaremos la solucién al problema

gy —uy = —f(x,t), —oo<x<oo, t>0
U(I,O) = ¢($),
Ut(xvo) = 1/’(55)

Tomando y = at, obtenemos el problema equivalente para U(xz,y) = u(z,y/a)
Upw — Uyy = _fl(zvy)a

Uz,0) = o),
Uy(xvo) = ¢1($)7

con fi(z,y) = f(z,t)/a® y ¢¥1(z) = ¢(z)/a.
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n=s

P(x,y)

R(x-3,0) O(x+y,0)

Figura 3.15: El arco ﬁ@ es ahora un segmento del eje y = 0.

Sabemos que la solucion esta dada por

W)@ + (Uv)(R)

(U0)(P) >

+ % /A [v(Uedn + U,d&) — U(vedn + v,d€) + Uv(adn — bd€)] +
RQ

+ %//valdgdn,

donde el arco EZ) es ahora un segmento del eje y = 0 que indicaremos con
RQ (ver figura 3.15).

El operador L(U) = U,, — Uy, es autoconjugado, L(U) = M(v).

Como a = b = 0, v es igual a la unidad sobre las caracteristicas PRy QP, y
entonces es v = 1.

Considerando ademas que sobre RQ es dn = 0, resulta

U(P):w%/ Uyde + - //fldfdm

o bien,

U(z,y) W_y)Q @+9) / 01 (€)de +

z+(y— ?7)
4 / / F(€ m)dedn.
z—(y—n)

Notemos que al volver a u(x, t) obtenemos (3.18) y, en el caso en que f(z,t) =
0, la férmula de D’Alembert; en efecto, es

u(z,t) = oz — at) ‘; o(z + at) N 1 /a:+atw(£)d£+

2a —at
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z+a(t— T)
/ / ,7)dedr.
z—a(t—T)

Ejemplo 7. Aplicaremos el método de Riemann a fin de resolver el problema
con condiciones iniciales para la forma general de la ecuacién no homogénea
con coeficientes constantes

Upy — Uyy + et = —f(z,y), —o<r<oo, y>0,
u(z,0) = ¢(z),
uy(z,0) = ().

La determinacién de u se reduce a escribir la funcién de Riemann v(z, y; &, ),
la que debera satisfacer:

[) Vg — Vyy +cv =10,

ii)v=1 sobre la caracteristica PR,

iii)v =1 sobre la caracteristica PQ.
Pondremos

v="V(z), z=\(z-82-(y—n)?2,

y dejamos como ejercicio al lector el verificar que la ecuacion para V' (z) toma
la forma

1
V" + =V + ¢V =0,
z
con la condicion V(0) = 1. En efecto, notemos que sobre las caracteristicas
PRyPQes z=0.
La solucién de esta ecuacion es la funcion de Bessel de orden nulo (apéndice
E),

V =Jo(Vez),

o bien

v(z, y;€,m) = Jo(\/c =82 —(y—n)? ])

La solucién u(x,y) viene dada por

N Y I

pues dn = 0.
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La integral sobre el segmento RQ es

[ w6 = [0 (VeI 07 )l 0)-

RQ -y

= ule 05 (Ve =7~ ) e} dt

de modo que, en virtud de
Jo(x) = —Ji(z)

con J;(z) funcion de Bessel de orden 1 (ver apéndice E), y usando las condi-
ciones iniciales obtenemos

x— x oty
ey = HEUEHEED L (el =7 =) v der

¢(&) d€ +

1 /”y Ji ( cllz—¢§)?* - yQ])

LR A oy sy

- % /OJ /:W_n Jo (\/c [(z =)= (y - 77)2]) J1&,m) dedn.

—y+n

Si es ¢ = 0, haciendo y = at reobtenemos la férmula de D’Alembert,

oz — at) + ¢(x + at) N 1 /9"‘*“175

—at
que da la solucién al problema de las oscilaciones en la cuerda infinita,
1

gy — —5 Ut = 07
a
con las condiciones iniciales

u(z,0) = o
u(z,0) = Y(z) = a(x) = auy(z,0).

3.9 Problemas propuestos

1- Una cuerda infinita es sometida a una deformacién inicial dada por

1—2%, Jz[ <1

() = { 0, o > 1.

a) Hallar el desplazamiento de la cuerda en ¢t = 1/a y representar grafica-
mente.
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b) Hallar el movimiento de x = 0 y representar graficamente.

c) Dividir el plano de las fases (z,t) segun las caracteristicas que pasan por
x =1y x = —1. Imaginar como viajan las ondas ¢ y que valores inciden en
cada region.

2- A una cuerda infinita se le imparte una velocidad inicial transversal vy = cte,
sobre una seccion —1 < x < 1. Graficar la posicién de la cuerda para ¢ =
0, 1/2a, 1/a.

3- Hallar el desplazamiento de una cuerda infinita sometida s6lo a una fuerza
continua f(x,t) = sen(x + at).

4- A una cable semi-infinito con extremo fijo en x = 0 se le imparte una veloci-
dad inicial longitudinal igual a vy = cte sobre el segmento ¢ < z < 2¢y nula
fuera de él. Graficar u(x,t) para ¢t =0, c¢/a, 2¢/a, 3c/a.

5- Una onda u(z,t) = f(x + at) viaja a lo largo de una cuerda semi-infinita.
Hallar las vibraciones de la cuerda si su extremo

a) esta fijo,

b) esta libre.

6- Probar que si f(x,t) en el problema

Ugy = a2 Ugy + f(,1),

donde —co < x < 0o, t >0, con u(z,0) = u(x,0) = 0, es funcion impar de x
entonces u(0,t) = 0y si es funcién par de z, entonces wu.(0,t) = 0.

7- Resolver
Ut = a2uzz + f(xa t)a

conz >0,t>0,si u(x,0)=uz,0)=0y u(0,t) =0.
Considerar el caso particular en que f(z,t) = zexp(—t).

8- Resolver
Uy = a*Ugy + f(2,1),
donde x > 0, t > 0, si u(x,0) = us(2,0) = 0y u,(0,¢) = 0.

9- Resolver el problema de las vibraciones longitudinales de un cable con ex-
tremo fijo en x = 0 y el extremo = = [ libre, si el cable tiene una extension
inicial u(x,0) = Az para 0 < x <1y la velocidad inicial es nula.

10- Resolver el problema de las oscilaciones de una cuerda bajo la accion de
una fuerza externa estacionaria f(z) = exp(z) y tal que u(0,¢) = 1, u(1,t) = 2,
siendo la longitud de la cuerda [ = 1.

11- Resolver por el método de separacion de variables la ecuacion
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Uty = 4uzma

con 0 < x < 1y las condiciones u(z,0) = 0, u¢(x,0) = 2cos?(rx) y u(0,t) =
ug(1,t) = 0.

12- Resolver la ecuacion

Ut — 2up + U = a*ug, + Asin (wa)

con 0 < z <, ylas condiciones u(z,0) =0, us(x,0) =0, u(0,t) = u,(l,t) = 0.
13- Resolver la ecuacion
Ugy + OUgy + Styy = 0,

de modo que sobre las caracteristicas L1 : x —y =0y L2 : 5x —y = 0 tome
los valores ur; = a(x), ure = B(x), con «(0) = 5(0).

14- Verificar directamente que la formula

va,t) = Jo (m/ e+t —a)&—t=5)).

(funcién de Riemann) es solucion de la ecuacién

Vgg — Vgt + v = 0.
Sugerencia: J)(x) = —Ji(z) y [zJ1(2)] = xJo(z).
15- Usando la funcién de Riemann expresar la solucion del problema

Upy — Upt + uzu =0,
con u(x,0) = ¢(x), ue(x,0) =p(x).
16- Resolver la ecuacion

Ugy — Uyy + AUy + buy + cu =0,

donde q, b y ¢ son constantes, con —oo < & < 0o, y > 0, si u(z,0) = ¢(z) y
uy(,0) = ().

17- Hallar la solucion de

Utt = Ugy,
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conz >0,k >1,si u(z,0) = ¢o(x), u(z,0) = ¢1(z)y u(z, kz) = ¥(z), con
¢0(0) = ¥(0).

Soluciones a los problemas propuestos

1-a
0 T < =2
) —z(z+2) —2<z<0
u(z,1/a) = —z(z—2) O0<z<2
0 T > 2.
1'b 242
[ 1-a O0<t<l1/a
won={ o~ VSn
1-c
1—(1—at)?
u(ipy=4 —=z - 0=i<2fa
0 t>2/a.
3-
u(x, t) = —tcos (z + at]/2a + [sin (z + (2 — a) — sin (x — at)] /4a
4-
u(z,0) =0
vox/2a 0<z<ec
) woc/2a c<xz<2
u(z,c/a) = vo(3c—x)/2a 2c <z <3¢
0 T > 3c.
vo(2¢c —x)/2a O0<z<c
) woe/2a c<z<3c
u(x,2¢c/a) = vo(de — x)/2a  3e < x < 4c
0 T > 4ec.
e (¢ +at) /
| flx+at t<z/a
u(z,t) = { flat +z) — f(at —x) t> z/a.
5-b

| flz+at) t<wz/a
u(x’t)_{f(at+x)+f(at—$)—f(0) t>z/a.
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tlll a(t—7)+x t r+a(t—7
dr f((t fo FE&mde+ [, dr [, aé Tffé“n)dg, ‘> o/a

1
u(z,t) = 5

fo fx+a (t—7) € n) f . z/a.
u(z,t) =zt —1+e7")

8-

M= {/0/ i [ [ e [ f(&n)dé} } 20t
{/ dT/;E+at ) }/2(1; .

9-
u(zx,t) = 87%1 ,;1 % sin (%) sin (%) cos (n;r;ct)
10-
u(z,t) = i b sin (nmz) cos (nwat) 4 [a* +1 — e 4+ z(a® + e — 1]/a?
n=1
con
bn = % {1 + QQ(%;W) —(—1)"2
11-
u(xz,t) =t + cos (27x) sin (47t)

12-

13-
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—t 1 x+t — — d
o) = AEELAEZ0 4 [, (o= o 0E— o 7 1) wleha
vy ) = (e D)
et VE—z-t) (-2
16- B ¢(x+y>e(b+a)y/2 T ¢(30 _ y>€(b—a)y/2 N
ebu/2 ety [y @J 5 ) —a(w—f)/2d§
S5 <2JO(B> +EN(B) | olo)e
+ r—
eb;/z /_y Jo(B)@(&)e™"=8/2de,
o B=\Vk(-—z—y)(—z+y)
17- .
lrtngeel=n) g [0 d1(€)dg
— k> tra | _ g (t=z || _
u(x,y) = 7/} (;tciai) (5 k2+1) +w( ) (% + k2]j~1> + (hlLkzk):s/fz [w (m) "/}( ,1)} B
— — X .
\/% [f<k+1>(r o $1(§)dE + do(t +x) — o ((k+1)(t — )/ (k 1))]
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Capitulo 4

Ecuaciones parabolicas en
una dimension

La ecuacion parabdlica en una variable espacial,
Uge — Up + b(x, t)uy + c(z, )u = f(x,t), (4.1)

representa procesos de conduccién del calor o de difusién.

4.1 Definicién de solucién de un problema de con-
torno

El 1° problema de contorno para la ecuacion homogénea en un intervalo es-
pacial finito consiste en resolver

U = a* gy, O0<ax<l, 0<t<T, (4.2)
con la condicién inicial
u(z,0) =¢(z), 0<az<l, (4.3)
y las condiciones de frontera
w(0,t) = p(t), u(l,t)=v(t), 0<t<T. (4.4)

Para considerar aquellos problemas de interés fisico resulta conveniente pre-
cisar la definicion de solucion a fin de tener un problema bien planteado. En
efecto, notemos por ejemplo, que si se entendiera por soluciéon una funcién «
que verifique la ecuacion y las condiciones de contorno en las regiones que
indica el problema, entonces la funcion definida por:

u(z,t) = ¢ O<z<l, 0<t<T,
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u(z,0) = o¢x), 0<z<lI,
w08) = plt) ullt)=ut), 0<E<T, (45)

con ¢ una constante arbitraria, seria solucién, aun cuando ¢(x) # ¢, u(t) # ¢
o v(t) # ¢; y en ese caso el problema tendria infinitas soluciones. Procuremos
pues una definicion de solucidon que nos garantice tener un problema bien
planteado. Diremos entonces que entendemos por solucion del 1° problema
de contorno propuesto, una funcion u(x, t) tal que

i) u(z, t) es continua en la regién cerrada:

0<z<[,0<t<T.
i) u(x, t) satisface la ecuacién (4.2) en la region abierta:
O<z<,0<t<T.

iii) u(x,t) satisface la condicion inicial y las condiciones de frontera, con
o(z), p(t), v(t) funciones continuas que verifican las llamadas condiciones de
conjuncion:

$(0) = pu(0), (1) = 1/(0).
Notemos que las condiciones de conjuncién estan ya implicitas en la condicién
i), pero resulta conveniente explicitarlas dado que las funciones ¢, i y v pueden
elegirse libremente.

4.2 Unicidad y estabilidad del primer problema de
contorno para una region acotada

Un resultado fisico coherente con el problema de la conduccién del calor en
una barra finita cuando no actian fuentes externas, y que nos permitira de-
mostrar la unicidad de la solucién al 1° problema de contorno en el segmento,
es el siguiente teorema.

Teorema del valor maximo. Sila funcion u(xz,t) es continua en la region
0<z<10<t<T,ysatisface la ecuacion u; = a*u,, en0 < z < I,
0 <t < T, entonces u toma sus valores maximo y minimo en el instante inicial
t =0, o0 en los puntos de la frontera o extremos © = 0, x = .

En este problema denominaremos contorno al conjunto:

C={(z,0);0 <2 <1}U{(0,%),(l,t);0 <t <T}.

Demostraciéon: Procedemos por via del absurdo. Sea M el valor maximo de
u en el contorno y supongamos que existe un punto (xg,ty) no perteneciente
aC,esdecir0<uzo <, 0<ty<T,talque u(xg,ty) = M +e.

Definimos una funcién auxiliar v dada por

v(x,t) = u(z,t) + k(to —t), (4.6)

con k > 0y que verifica la condicion k(to —t) < kT < €/2, 0 sea k < ¢/2T.
Esta funcién v esta acotada en C'; en efecto,

v(a,t) < M+ g (4.7)
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y cumple que v(xg, tg) = u(zo,tg) = M +e.
Por ser continua, v alcanza su valor maximo en un punto (x1,¢1),con 0 < 1 <
[,0<t; <T,ysera

v(x,t1) > v(zo, o) = M +e. (4.8)
Las condiciones de maximo en la region mencionada implican que

Ua:w(xhtl) = uw$($17t1) < 07
ut(xl,tl) = Ut(l‘l,t1)+k2ki>0. (49)

Esto significa que la ecuacion v, = au,, NO se satisface en el punto inte-
rior (z1,t1), lo que contradice la hipétesis del teorema. En consecuencia, el
maximo se alcanza en puntos de C.

Si consideramos la funciéon —u, ésta toma su valor maximo en C, entonces u
alcanza su minimo en C.

Teorema de unicidad. Si el 1° problema de contorno para la ecuacion ho-
mogénea en un intervalo tiene solucion, ésta es unica.

Demostracion: Sean u; y us soluciones del problema definido en 4.1 y sea
u = u; — ug. La funcién u es solucién de la ecuacién homogénea con condi-
ciones de contorno nulas: u(x,0) = 0, u(0,t) = u(l,t) = 0. Pero por el teorema
del valor maximo es u = 0, es decir u; = us.

Los dos lemas que demostramos a continuacién conducen a determinar la
estabilidad del 1° problema de contorno para la ecuacion homogénea en un
intervalo.

Lema 4.1 Si dos soluciones u,, uy de la ecuacion homogénea u; = a’u,,
verifican u, < usy en la frontera C, entonces u, (z,t) < us(x,t) para0 < z <1,
0<t<T.

Demostracion: Sea v(z,t) = ui(x,t) — ua(z,t), entonces v es solucién de la
ecuacion homogéneay v < 0 en C, entonces por el teorema del valor maximo,
esv<0en0<z<LO0<t<T.

Lema 4.2 Si dos soluciones u, us de la ecuacion homogénea w, = auy,
verifican |u, (x,t) — us(z,t)] < € en C, entonces |uj(x,t) — us(x,t)| < € para
0<z<[0<t<T.

Demostracion: Las funciones v = u; — us, v1 = —¢, v2 = € son soluciones
de la ecuacion homogénea y v; < v < vy en C, entonces por el lema 4.1 es
mn<v<wvend<z<l[,0<t<T.

Como corolario del lema 4.2 se concluye que la solucién del primer problema
de contorno para la ecuacién homogénea en un intervalo depende en forma
continua de las condiciones de contorno, es decir, es un problema estable. Si
este problema tiene solucién, entonces es un problema bien planteado.
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4.3 Solucion del primer problema de contorno pa-
ra una barra finita

El problema general representa la propagacién del calor en una barra de lon-

gitud [, 0 < z < [, donde cada punto = esta a una temperatura inicial ¢(x).

A los puntos de la barra se les suministra calor mediante una fuente externa

f(z,t),0 <z <t >0y alos extremos, mediante fuentes de calor u(t) y v(t),
respectivamente.

Ecuacion homogénea con condiciones de frontera nulas

Este problema consiste en resolver la ecuacion
U = a*Ugy, O<az<l, t>0, (4.10)

con las condiciones de contorno

X = =~
w(0,t) = u(l,t)=0, t>0. (4.11)

En virtud del método de separacion de variables (apéndice C) escribimos la
solucion como el producto u = f(x)g(t). Reemplazando en (4.10) y separando
los términos que contienen a las variables independientes x y ¢, obtenemos

g f" 2

B s X 4.12
Notemos que la constante de separacion debe ser negativa a fin de responder
a la realidad fisica del problema. En efecto, en caso contrario, la temperatura
creceria exponencialmente con el tiempo.
Las dos EDO resultantes

freNf o= 0,
g +(aN?g = 0, (4.13)
dan como posibles soluciones a la familia
ur(z,t) = (Ay cos Az + By sin Az) e A7, (4.14)

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera, deben ser
Ay =0, sin\=0. (4.15)

y segln la ultima condicidn, los valores de A deben satisfacer Al = n.
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Por principio de superposicién proponemos como solucién a la funcién

t) = Zun(m‘ t) ZB sin 2L o= (an/1)® L (4.16)
n=1

tal que

u(x, Z B, sin — nre (4.17)

n=1

Este desarrollo de Fourier (apéndice B) converge a ¢(x) en el intervalo (0,1), y
representa su prolongacion impar y periodica a toda la recta. Los coeficientes
se calculan mediante la expresién

/ (¢ df, (4.18)

quedando asi determinada la solucién

i(/ ol¢ mnd&) W e/ (419)

Puede demostrarse que esta funcion es solucién en el sentido definido en 4.1.

N\[\g

Hemos arribado a la solucién por el método clasico de separacion de variables
pero podriamos haber obtenido este resultado proponiendo una solucién de la
forma

Z Uy, (t) sin @, (4.20)

pues las condiciones de frontera nulas sugieren el desarollo senoidal de Fourier,
tomando a t como parametro.

Ecuacion completa con condiciones de contorno nulas

Resolveremos la ecuacion
g = a*Uge + fla,t), O0<a<l, t>0, (4.21)
con condiciones de borde nulas
w(z,0) =u(0,t) =u(l,t) =0, 0<a<l, t>0, (4.22)

para lo cual proponemos como solucién la serie de Fourier:

Z Uun(t) sin @. (4.23)

n=1
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Si extendemos a f(z,t) como funcion impar de x respectode x =0y z = [, es

Z Fult) smw, (4.24)
con
/ f(&,t) sin n—wgdf (4.25)
Sustituyendo segun (4.23) y (4.24) en (4.21) obtenemos
Z [ o) (@)2% - fn] Sm? —0; (4.26)

y por la unicidad del desarrollo de Fourier resulta que

anT\ 2
u, +( : )un—fn—O. (4.27)
Resolviendo esta ecuacion por el método de la transformada de Laplace (a-
péndice D), con la condicion inicial u,,(0) = 0, y denotando con £{f,} = F,
se obtiene

F,
L{up,} =U, = —> 4.28
y tomando la transformada inversa resulta
/ fal(r)e™ VO g (4.29)

Por lo tanto es
00 t
= Z (/ fn(T) e(mlm)z(tq')m') sin m;—x, (4.30)
- 0

o bien, en términos de los datos del problema,

/0/0 (Ze (447)2(t—7) meﬁ sin l) f&, 1) dédr. (4.31)

n=1

Problema general en el segmento

El problema general en la barra finita consiste en resolver la ecuacion
Uy = a*ugy + f(x,t), 0<z <l t>0, (4.32)

con condicion inicial
u(z,0) = ¢(z), 0<z <, (4.33)
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y condiciones de frontera
w(0,t) = p(t), u(l,t)=v(t), t=>0. (4.34)
Recurrimos a una funcién auxiliar, w(z,t) = wu(x,t) + v(z,t), de modo que
v(x,t) sea la solucién de
Ut = a2vxw + f(.]?, t)7 (435)

donde f(z,t) = —f(x,t) + w; — a®w,,, con las condiciones de contorno

v(@,0) = —¢(x) +w(z,0) = o(z),
v(0,t) = —p(t)+w(0,t) =0,
v(l,t) = —v(t)+w(,t) =0, (4.36)

La funcién w(z, t) entonces deberd cumplir las condiciones de frontera
w(0,t) = p(t), w(l,t) = v(t), (4.37)
para lo cual basta con definir

wle,t) = p(t) + 7 (0) — ()], (4.38)

y resulta la solucion

» 2= | [t . . (nmE (anmy2
u@,t) = plt)+ T () - (b)) - > [ / $() sin (”l)da] e~
2 bt . (nm€ _(anmy2(4_7) . (X
_ 7; l/o /o f(&,7)sin (l) e dédr | sin (T)
(4.39)
con
o) = —o(@)+ 7 (0) — u(0)] + (0),
Flat) = —flet)+ 7 W@ = O]+ 1 (0), (4.40)
Como ejemplo consideremos el problema de contorno
u = @Pug + f(x), O0<z<l, t>0
w(@,0) = ¢(z), O0<z<l,
u(0,t) = s, u(l,t) =ug, t>0 (4.41)

con uy Y ue constantes.
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En problemas con segundo miembro estacionario es conveniente separar la
solucién estacionaria v(z) y buscar la desviacion de dicha solucion, w(z,t).
Entonces proponemos

u(z,t) = v(z) + w(z,t), (4.42)

lo que permite separar el problema original en otros dos. En efecto, susti-
tuyendo en la EDP se tiene

wp = (V" + we) + f(), (4.43)
y debemos hallar v(z) y w(z, t) tales que
a?v" = —f(x) wy = a%wey B
v(0) = uy w(z,0) = ¢(z) — v(x) = ¢(x). (4.44)
v(l) = us w(0,t) = w(l, t) = 0.
Asi se obtiene Lo e
v="7 /0 /0 f(€)dédu + Ciz + Cs, (4.45)

con
1 A
Co=wu, C1= 7(“2 —up) + ﬁ/o /o J(§) dédp. (4.46)

En tanto, la funcién w es solucién de la ecuacién homogénea con extremos a
temperatura nula. Finalmente, la solucién de (4.41) resulta

u(z,t) = wu + l(u27u1 2l//f Ydédp —

—(;[AW@%W+

z Z (/ ¢ Sln£d§> mT‘ —(anm/1)%t (4.47)

nl

+

4.4 Propagacion del calor en una barra infinita

El problema general corresponde al caso de determinar la temperatura en una
barra muy larga, para la cual el calor en los extremos no influye en el experi-
mento.

Ecuacion homogénea

Sea el problema de hallar la solucién acotada de la ecuacion

U = a*Ugy, —o<r<oo, t>0, (4.48)
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con la condicién inicial

u(z,0) = ¢(x), —00 < & < 0.

(4.49)

Si u(x,t) y uy(z,t) tienden a cero para « tendiendo a +oo y w y u; son fun-
ciones continuas, el problema puede resolverse aplicando la transformada de
Fourier (apéndice B). Esta es una herramienta para resolver EDP, analoga a

la transformada de Laplace para EDO.

Sabiendo que la transformada de Fourier de u respecto de z, con ¢ como pa-

rametro, es
U\ t) = Flu(z,t)}(\ 1) ye A dg, 4.50
(nt) = Flule 0} = <= [ ute & (450)
y que
]-‘{ O"u } (A1) = (N U\ ), (4.51)
ox™
y transformando (4.48) obtenemos
U, + a*\U = (4.52)
cuya solucion es
UM t) = A(N) e, (4.53)
Transformando la condicién inicial resulta
UN0)=d(\) = A(N). (4.54)
y la transformada inversa de U(\, t) = ®(A)e~2" >t es
u(z,t) = \/% /m B(A) e~ NI g) =
- / / $(€) el NNl grge. (4.55)
Calculamos la integral respecto de A, teniendo en cuenta que ffooo e—“2dp =
/. Asi, tomando
(z—¢)
= a\Wt — i (4.56)
2av/t
resulta f
“[@®Nt-ix@=] gy = VT el 457
/. Wi © (457)
Entonces, la solucion acotada es
0= g [ o) e g (4.58)
u(z,t) = —— e a2t , .
2a\/7?t — o
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que se denomina integral de Poisson.

Ejemplo 1. Como aplicacion consideremos la ecuacion de la conduccién del
calor

U = a* gy, —oco<x<oo, t>0,

con la condicién inicial

w0 = oo = {7 T70

La solucién esta dada por

u(x,t)

2f/ooa\f

TS 0 - 5)2 d§ T1 _(m—§>2 d€

= —— 4a2t 4a<t

W 2 Vrlty € 2avi

/—r/2a\/7 2 do+ T —och
= o =
NG VT ajpvam

Ty +Ty Ty —1T> /m/%ﬁ —a?
= + e % da.
2 N

Introduciendo la funcion error definida por

Erf(z \/>/ e da,

con Erf(oo) = 1, la solucion se escribe

T1+T2 Tl—TQ x
t) = E — .
u(xw,t) 5 + 5 rf (2a\/f>

Notese que en el punto z = 0 la temperatura es constante e igual al promedio
de los valores iniciales a derecha e izquierda.

Ecuacion completa con condicion inicial nula

Sea el problema de resolver la ecuacion

Uy = a* Uy + f,t), —oco<x<oo, t>0, (4.59)
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con la condicién inicial

u(z,0) = 0. (4.60)
Aplicando al problema la transformada de Fourier respecto a = obtenemos
+ (aN)? U = F(\ 1), U(\,0) =0, (4.61)

y utilizando la transformada de Laplace es
t
U\ t) = / F(A\ 1) e @207 gr (4.62)
0
De la transformada inversa resulta

t e} . )
u(z,t) = \/% /0 / F(\7) e” @A 07 oA dxdr, (4.63)

y la solucion continua y acotada al problema (4.59)-(4. 60) viene dada por

fle,r) e W
u(zx,t) Qa\f/ / i dédr. (4.64)

Problema general

El problema general consiste en hallar u(z, t) tal que

uy = @*ugy + flx,t), —oco<x<oo, t>0,

u(z,0) = ¢(x). (4.65)

La solucion se obtiene sumando las soluciones a los dos problemas anteriores,
es decir a (4.48)-(4.49) y (4.59)-(4.60):

w(zt) = 2a\ﬁ/ () e St de +

fler) e s
5 \F / / = dédr. (4.66)

La transformada de Fourier es una herramienta Gtil para obtener la solucion de
algunos problemas de contorno para EDP, pero no garantiza la unicidad de la
solucion, por ello demostramos el siguiente teorema.

Teorema de unicidad. Siu;(x,t) yus(x,t) son funciones continuas, acotadas
en toda la region de variacion de las variables x y t, que satisfacen la ecuacion
de la conduccién del calor

U = a*Upy, —00<x <00, t>0, (4.67)

150



y la condicion
ur(z,0) = ug(x,0) —o0 << o0, (4.68)

entonces
up(x,t) = ug(x,t) —oo<z<oo, t>0. (4.69)

Demostracion: Sea
v(x,t) = uy(x,t) — uz(z,t). (4.70)

Esta funcion es continua y satisface la ecuacién homogénea del calor con la
condicion inicial nula, v(x,0) = 0. Ademas, dado que wu;(x,t) y us(x,t) son
acotadas en toda la region, |ui(z,t)| < M, |ua(z,t)| < M, es

[o(z,t)] < |ui(x,t)| + |ug(z,t)] < 2M (4.71)

en —oco < x <oo,t<0.

Notese que el principio del valor maximo no es aplicable en este caso puesto
que se trata de una region no acotada.

Sin embargo, consideremos la regién |z| < L, con L > 0y la funcion continua

4M 2
Vizt) = 7 (”; + a2t) , (4.72)

que es solucién de la ecuacién del calor homogénea y verifica

V(z,0) > |v(z,0)| =0,

V(£L,0) = 2M > v(£L, ). (4.73)

Luego, en la region acotada, |z| < L, 0 < ¢t < T, vale el teorema del valor
maximo (seccion 4.2) y en virtud del lema 4.1 y las desigualdades (4.73), las
funciones —V (z,t), v(z,t) y V(z,t) en dicha regién satisfacen

7V($at) S U((E,t) S V(l’ﬂf), (474)
es decir " ) A\ )
4 T 9 4 €T 9
- = < < — (= . .
72 <2+at>_v(:c,t)_ 72 <2+at> (4.75)

Fijando los valores de z y ¢, y haciendo tender L a infinito, resulta v(x,t) = 0,
entonces es u (z,t) = ua(z,t).
En forma analoga se prueba la unicidad de la solucion en la semirrecta.

4.5 Solucion del primer problema de contorno pa-
ra una barra semi-infinita

Este problema consiste en hallar la distribucion de temperatura en las proxi-
midades de un extremo de la barra, siendo la influencia del otro extremo casi
nula.
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Si la condicién en la frontera « = x¢ es u(xo, t) = p(t) se tiene el 1° problema
de contorno. En el 2° problema de contorno en cambio, se conoce la condicién
en el extremo de la forma u, (xo,t) = v(t).

Consideramos la solucion acotada y suponemos condiciones de contorno tam-
bién acotadas.

Para la resolucién del 1° problema en una barra semi-infinita recurrimos a la
integral de Poisson (4.58) en virtud de la propiedad siguiente.

Lema 4.3 Si la funcidn ¢(x) es impar entonces la integral de Poisson

uat) = 5= [ e (476
satisface u(0,t) = 0.
Demostracion: La integral
Mo
uo0.8) = 5 / ol = o im [ i, @77)

es una integral de limites simétricos de una funcién impar respecto del punto
medio, lo que implica que u(0,t¢) = 0.

Ecuacion homogénea con condicion de frontera nula

Consideremos el problema de resolver la ecuacion
U = a%Uyy, x>0, t>0, (4.78)
con la condicion inicial
u(z,0) = ¢(x), x>0, (4.79)
y la condicién de frontera

u(0,t) =0, t>0. (4.80)

Si prolongamos ¢(z) como funcion impar respecto de = = 0,

B(z) = { f(;f)_m) e 8 (4.81)

la solucion de la ecuacion homogénea en la recta vendra dada por la ecuacion
de Poisson:

u(z,t) = ®(¢) dt, (4.82)

Qaf /
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o bien,

0 2 oo )2
u(x,w:%\l/ﬁ(— /_ S p(—6) de + /0 S 4(6) d&). (4.83)

y de aqui resulta la solucion a (4.78)-(4.79)-(4.80):

u(z, £) = ﬁ /Ooo <e—4a2t - e—m) o) e, (4.84)

Ecuacion homogénea con condicidn inicial nula

Este problema consiste en resolver la ecuacion

U = a*Ugy, x>0,t>0 (4.85)
con las siguientes condiciones de borde:

u(xz,0) = 0, x>0,

u(0,t) = pu(t) t>0. (4.86)
Por medio de la transformada de Laplace, U(xz,s) = L{u(z,t)}, pasamos a
considerar el problema transformado:

a*Upy —sU =0, U(0,s) =M(s), s,a>0, (4.87)

cuya solucién acotada esta dada por

V5

U(xz,s)=M(s)e = *. (4.88)

La transformada inversa (apéndice D),

z2

e 1aZ(t—m)

u(z,t) = Y /0 w(T) m dr, (4.89)

da la solucion al problema planteado.

Ecuacion completa con condiciones de contorno nulas

Sea el problema de resolver la ecuacion
Uy = a*ugy + (1), x>0, t>0, (4.90)
con las condiciones nulas:

u(z,0) =u(0,t) =0 x>0, t>0. (4.91)
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Para ello extendemos f(x,t) como funcioén impar respecto de x = 0

Fla,t) = {_f}f_t;t) " (4.92)

y recurrimos a la solucion del problema correspondiente en la recta

—(z—6)%

e4a2(f )
u(z,t) = Qaf/ / N dde (4.93)

que verifica u(0,t) = 0. Se obtiene entonces

1 bodr o ,%
wat) = o [ ([T e ac)

t d 0 _ (z— 2

que nos da la solucion en la semirrecta,

_ (2(792) _ (qgﬁ) dd 4.95
Qaf// t7—<6 ' —e >§7’. (4.95)

u(x,t) =

Problema general

Este problema consiste en resolver la ecuacién
Uy = a* Uy + f(x,t), x>0, t>0, (4.96)
con las condiciones
u(z,0) = ox), x>0,
u(0,t) = ul(t), t>0. (4.97)

Por tratarse de un problema lineal se resuelve sumando las soluciones ante-
riores. En efecto, es

1 e (2=8)? _@te)?
u(z,t) = € 2a?t — e a2t dé +
@ = o= [ ( ) ae

22
e 4a2(t—7) dr +

2aﬁ/o (t—r1)3

154



1 boree fle,T) _ _(z=9)? _ _(zte)?
s TaZ(to7) _ 4a2(t—7) | dédr.
+ 2a\/%/0 /0 Vi-T (e ) > “
(4.98)

En algunos casos particulares sin embargo, puede ser mas conveniente plan-
tear directamente la solucion sin recurrir a (4.98), tal como lo ilustra el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 2. Obtendremos la solucion acotada de la ecuacion homogénea de
la conduccién del calor en la regién = > 0 que satisface

u(0,t) = Acoswt. (4.99)

Para ello resolveremos la ecuacion con la condicién de frontera u(0,t) = Ae'?,
y, en virtud de la linealidad de la ecuacion homogénea del calor, la parte real
de la solucién resultante dara la solucién al problema planteado originalmente.
Proponemos entonces una solucion de la forma

u(z,t) = Ae®* P,

con a 'y S constantes a determinar.
Sustituyendo esta funcion en la ecuacién diferencial y utilizando la condicion
de frontera, se obtienen

ala? =6, B=iw, (4.100)
de donde
azi?ei% _ %(1:”. (4.101)
Entonces, es
u(z,t) = A eV S tiet), (4.102)

y la solucién acotada resulta al considerar el signo negativo. Finalmente,
tomando la parte real se tiene

u(e,t) = Ael-VE ) cos (—\/gzﬂut), (4.103)

que es la solucién al problema planteado.
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4.6 Solucion del segundo problema de contorno
para una barra semi-infinita

Las soluciones se obtienen en forma anéloga a las de la seccion previa por lo
que obviaremos detalles.

Ecuacion homogénea con condicion de frontera nula

Este problema consiste en resolver la ecuacion
U = aUgy, x>0, t>0, (4.104)
con las condiciones

u(z,0) = ¢(x), x>0
= 0, t>0. (4.105)

_fo(@)  w>0
O(x) = {¢(x) v <0, (4.106)
la solucién del problema extendido es
@t =5 [ e (g ae (4.107)
ulx,t) = e  4a2t s .
20Vt J_o

que verifica u, (0, t) = 0.
La solucién al problema original en la semirrecta es, por tanto,

1 o _(e=9)? _ (@+6)?
uwt) = 5= [ ole) ( ol ) . (4.108)

Ecuacion homogénea con condicion inicial nula

Este problema consiste en resolver la ecuacion
U = a%ugy, x>0, t>0, (4.109)
con las condiciones

(x,0) = 0, x>0
ugy (0,t) = wul(t), t>0. (4.110)
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Aplicando la transformada de Laplace se obtiene la EDO
a*Uypy — sU = 0, (4.111)

con la condicién U,.(0,s) = M(s). La solucién acotada del problema transfor-
mado es

Ulz,s) = a]\\%s) e Vei, (4.112)
y la transformada inversa provee la solucion
a [P our) -2
uz,t) = ——= e 2= dr. (4.113)
@O="07 )y w-n

Ecuacion completa con condiciones nulas

Sea el 2° problema de contorno en la semirrecta dado por la ecuacion
Uy = a*ugy + flx,t), . >0,t>0, (4.114)
con las condiciones
u(z,0) = 0, x>0
ug(0,t) = 0, t > 0. (4.115)

Si F(z,t) es la extension par respecto de = = 0 a toda la recta de la funcion
f(z,t), la solucion del problema extendido esta dada por

(z—¢)?2

e 4aZ(t—7)
4.11
2a\ﬁ/ / i dédr, (4.116)
y verifica u,(0,¢) = 0.

Luego, la solucion para z > 0 es

L A B (3 R
£ = TaZ(t—7) 4a2(t—7) | d€dT. 4117
st =g | e (¢ e s @

zt

Problema general

Este problema consiste en resolver la ecuacion

Uy = a*ugy + f(x,t), x>0, t>0, (4.118)
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con las condiciones

u(x,0) o(x), x>0
ug(0,t) = p(t), t>0. (4.119)

La solucién es suma de las soluciones anteriores, es decir

1 > (z—6)2 (e+6)2
J— € 4a?t + e 4aZt d
2am/o #é) ( ) ¢

2

a " op(r) e
SN . e 6= dr 4
VT /0 (t—7)

1 boree fle,T) _ _a=9)? _ _@+e)?
I ' ) 4a2(t—7) > 4aZ(t—7) dédr.
2aﬁ/0 /0 Vi—T1 ¢ e Sdr
(4.120)

u(x,t)

4.7 Funcion de Green asociada a la ecuacion del

calor
La funcion de Green o funcion de la fuente puntual asociada a un problema de
contorno permite una interesante interpretacion fisica de su solucién matema-

tica. En la presente seccion discutiremos el concepto de funciéon de Green en
el caso de la ecuacién del calor.

Funcion de Green asociada al problema en una barra finita

En 4.3 obtuvimos la solucién para una barra de longitud finita de la ecuacién
del calor homogénea con condiciones de frontera nulas, expresada por la fér-
mula

u(z,1)

e} 1 . 5
Z% </0 (&) sinmlrfd§> sinnlﬂe*(%) b=

n=1

1 0o
_ /0 (? Ze—<"7“>2t Sin”T”f sin ’””l”“) p(E)de.  (4.121)

n=1

La serie en el Gltimo miembro de (4.121) converge uniformemente para x > 0,
. nmwa\2 . e

dado que tiene como mayorante a # 3> | e~ (*T*)°t lo que justifica su con-

mutacion con la integral.
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Es asi que se denomina funcion de Green asociada a la ecuacion del calor
para una barra finita a la serie
Gla,6:1) 2 i _(mmay2y i nmwé y nwx (4.122)
X, = - (& S1I1) —— S1INn ———. .
T l l l

n=1

Utilizando la funcién de Green, la solucion al problema (4.10)-(4.11) se escribe

o
u(z,t):/o Gz, &) 9(€) dE. (4.123)

Considerada como funcion de x, G(x, &; t) describe la distribucion de tempera-
tura en la barra finita de longitud /, cuyos extremos se mantienen a temperatura
nula, con temperatura inicial nula y de modo que en el instante ¢ = 0 del punto
x = £ se desprende una cantidad de calor unitaria.

La temperatura u(z,t) en el punto x en el instante ¢, se obtiene sumando la
cantidad de calor ¢(£) que aporta cada punto, distribuido por G(z, &; t).

Si consideramos la ecuacion completa con condiciones de contorno nulas (pro-
blema (4.21)-(4.22)), hay aporte de temperatura en cada punto ¢ y en cada
instante 7 suministrado por la fuente f(¢,7), de modo que la solucién puede
escribirse en la forma:

t ol
u(x,t):/O /0 Gz, &t —71) f(&, 1) ddr, (4.124)

que naturalmente coincide con la ecuacién (4.31).

Funcion de Green asociada al problema en una barra infinita

La solucién de la ecuacion homogénea con condicién inicial ¢(x) es

_(z—©)?

uat) = = [ o= [ Gla-enooa @12

donde se ha definido la funcién de Green asociada a la ecuacion del calor para
la barra infinita como

LS (4.126)
e 4a?t )
2a/mt

que representa la distribucion de temperatura en la barra infinita con tempe-
ratura inicial nula, cuando de x = £ se desprende en el instante ¢ = 0 una
cantidad de calor igual a la unidad.

Dado que G(z — &,t) satisface la ecuacion homogénea en (z,t) se la llama
solucion fundamental de la ecuacion de conduccion del calor.

Gz —¢&,t) =

159



Para la ecuacién completa con condicion inicial nula, (4.59)-(4.60), en términos
de la funcion de Green, la solucién se escribe

t [e'e)
u(z,t) :/0 [ Gz — &t —7) f(€,7)dédr. (4.127)

que coincide con (4.64).

Funcion de Green asociada al problema en una barra semi-infinita
Para el problema en una barra semi-infinita se utilizan los resultados de la
barra infinita por lo que definiendo nuevamente como funcién de Green a

1 _(e=9)?
G(JZ - f,t) = m e 4aZt s (4128)

y observando que

oG it (4.129)

X
T L

la solucion al 1° problema de contorno para la ecuacién homogénea con condi-
cién inicial nula (4.85)-(4.86) puede escribirse en la forma

u(z,t) = 2a® /Ot w(T) %(x,t —7)dr. (4.130)

4.8 Problemas propuestos

1- Hallar la distribucién de temperatura en un cable de longitud I si su extremo
x = 0 se halla a temperatura nula y la temperatura en = = [ varia de acuerdo
alaley u(l,t) = At, con A constantey t > 0.

2- Hallar la temperatura de una barra con fuente de calor distribuida en forma
continua y de densidad ¢sin(wx/1) si la temperatura inicial esta dada por ¢(x) =
z Yy la temperatura se mantiene nula en los extremos =0y = = [.
3- Resolver

U = 0 Ugy,
con u(0,t) = Acos(wt), u(l,t) =0,para 0 <z <.

4- Resolver

up = aPUgy + f(x),
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con la condicién inicial u(z,0) = ¢(x), y las condiciones de frontera u(0, t) = ¢y,
u(l,t) = eq.

5- Resolver
Ut = Ugy,

con la condicion inicial u(x,0) = z(l — z) para 0 < z < [, y las condiciones de
frontera u,(0,t) = u,(I,t) = 0.

6- Resolver
Uy = 2uxw7

con la condicién inicial u(x,0) = 10sin(47z) para 0 < z < 5, y las condiciones
de frontera u,(0,¢) = u,(5,t) = 0.

7- Resolver
Uy + Cly — up + ujd =0,
si c es constante y u(x,0) = sin(x)e=°*/2, u(0,t) = u(r,t) = 0.
8- Aplicando la transformada de Fourier resolver
Uy = Uy,
con u(x,0) = ¢(x), —co < x < 00, t > 0.

9- Verificar directamente que la funcion

(@, ) = /tv(x,t,r) dr,

0
con

(z—8)2

e W f(¢,7) de,

v(x,t,7) =

1 oo
)
y f(x,t) acotada y continua en R, ¢t > 0, es solucion de

AUy = Uy — flz,t).
Sugerencia: considerar que

lim v(z,t,7) = f(x,t).

T—1

10- Resolver
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Ut = Ugy — Lsin(x),
con —oo < x < 00, t >0, si u(z,0) =e ",
11- Resolver aplicando la transformada de Laplace la ecuacion
Uy = a* Uy,
conz >0,t>0,siu(zr,0) =0, u0,t) =
12- Resolver
up = Uy + f(z,1),
conz >0,t>0,siu(x,0)=0,u(0,t) =0.
13- Resolver el 2° problema de contorno
Up = Uy,

conz >0,t>0,siu(x,0)=¢(x), u,(0,t) = 0.

Soluciones a los problemas propuestos

1-
Az (22 —1?)] 24P X (=)D amay2, | nmz
u(z,t) = - {t—&— a2 ] t 23 2 e (“F*) tgin (—)
2.
[ T 12 7(n7ra)2t
s = () ) [ 1= )
> (n+1) a2
2 T (o) i (210
™ n
> (=)’
24 e ) nwe
t)y=A t)— =y ———sin(—
u(z,t) cos (wt) - ; - sm( ;i )
QAWZQ i sin “m) {we_(%)zt—wcos (wt)-s-@sin(wt)}
(n?m2a? + w?i?) l

n:l

162



u(z, t)—Co-f-

/Gxﬁt{ e >:|df+

l
t l
+Au£Gw£¢—rv@mwr

5-
] & e (3E) Inmr
u(m,t):;ngl 3 cos( ] )

6- 2

u(z,t) = 10sin (4rz)el =321
7-

u(z,t) = sinz e~ Her/2)

8- o0

u(et) = [ Glagnos
10-

u(z,t) = e 4 (1 -t — e Y)sina
11-
tH)=T|1—-F

setfi-ei ()

12-
2a ! o<>f(€7_) —(x—£€)2 24— —( 2 20,
)= — d ) (x—8&)°/4a”(t—T) _ (z+€)?/4a®(t—7) d
’U,(-r ) \/EA T/O \/ﬁ |:€ e :| é‘
13- ' .
u(e,t) = o(6) [e-tame/aat _ omtonertiaat] gg
av/7t Jo
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Capitulo 5

Ecuaciones de tipo eliptico

Las ecuaciones de tipo eliptico se hallan asociadas a la descripcion y estudio
de procesos estacionarios o estados de equilibrio. La mas conocida es la
ecuacion de Laplace, que en tres dimensiones presenta la forma:

Au =0, (5.1)
donde A es el operador diferencial

0? 0? 0?

llamado /aplaciano.

5.1 Soluciones particulares para la ecuacion de

Laplace
El laplaciano en coordenadas esféricas se escribe como sigue
10 (5,0 1 o (. 0 1 0?
= = = — —_— 0— —_— . .
A=2y (T ar) T 26 06 (Sm ae) T 6 04 (5:3)
Si u tiene simetria esférica, es decir, depende sélo de r, entonces la solucion
de la ecuacién de Laplace,
_d gdu)
viene dada por
A
u=—+ B, (5.5)
T

y la funcién 1/r recibe la denominacion de solucion fundamental de la ecuacion
de Laplace en el espacio.
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En tanto, el laplaciano en coordenadas cilindricas es
10 0 1 02 0?
A=Y (,2% -2 5.6
pOp <p5'P> MR (5.6)

y para funciones con simetria cilindrica, es decir, que s6lo dependen de p, la
solucién de la ecuacién de Laplace,

10 ou
Au = — ] =0, 57
pOp (pap) (5.7)
es de la forma
u=Alnp+ B, (5.8)

y la funciéon « = In(1/p) se conoce como solucién fundamental de la ecuacion
de Laplace en el plano.

Las soluciones de la ecuacion de Laplace, continuas y con derivadas primeras
y segundas continuas en una regiéon D, se llaman funciones armdnicas en D
y juegan un rol esencial en el desarrollo del presente capitulo, tal como se
muestra en las secciones que siguen.

5.2 Formulas de Green

Las férmulas de Green son de uso frecuente en la resolucion de problemas
que involucran ecuaciones de tipo eliptico. Se obtienen a partir de la férmula
de Gauss en el espacio segln la cual, para un volumen 7' ¢ R? de frontera X
y funciones P, Q y R continuas en T' + ¥ y con derivadas continuas en 7', se
verifica que:

I (2242928

/(Pcosoz—l—QcosB—l—RCOS'y)dS:
)

= // Pdydz + Qdxdz + Rdxdy, (5.9)
b

donde «, 8y v son los angulos determinados por la normal exterior a ¥ y los
ejes z,y y z, respectivamente.

Sean las funciones u(x,y, z) y v(z,y, z) continuas, con derivadas continuas en
T + X, y con derivadas segundas continuas en 7'. Tomando

P =uvy,, Q = uwvy, R=uuv,, (5.10)
resultan
Po+Qy+R. = ulAv+Vu-Vo,
Pcosa+ QcosfB+ Rcosy = u(Vv-n):ug—fl, (5.11)

165



con n la normal exterior a 3. Reemplazando en (5.9) se obtiene la primera
formula de Green:

/uAvdV:/uvndS—/ (Vu - Vo) dV. (5.12)
T b T

Si en la férmula (5.12) se intercambian u y v resulta

/vAudV:/vundS—/Vv~VudV, (5.13)
T b T
y side (5.12) se resta (5.13) se obtiene la segunda férmula de Green:
/(uAv—vAu) dv = /(uvn —VUp)dS. (5.14)
T 2

A partir de (5.14) obtendremos la formula fundamental de Green en el espacio.
Para ello consideramos la funciéon v = 1/ R, donde

R = Ryjonr =/ (& —20)% + (¥ — 50)* + (2 — 20)2, (5.15)

es la distancia entre los puntos M(z,y,z) y Mo(xo, 0, 20), que satisface la
ecuacion de Laplace VM # M. Sea w una funcién continua y con derivadas
primeras continuas en T' + ¥ y derivadas segundas continuas en 7.

Si el punto M, ¢ T, las funciones u y 1/R satisfacen la ecuacién (5.14).

En el caso en que M, € T, definimos una region en la que se pueda aplicar
(5.14). Tomamos entonces una esfera Ko, de centro M, y radio ¢, de frontera
»Mo_ La region de continuidad de u y sus derivadas es 7' — Ko, con frontera
Y+ XMo (ver figura 5.1). Si T es abierto podemos elegir e de modo que Ko +
Mo cT.

Entonces, de (5.14) resulta

Au o (1 1 ou
_/T_Kyo 'V = /2 [uan <R> - Ran} o

o (1 1 Ou
— (=) - — — dS. 1
* /Eéwo “on (R) /Eyo R On a5 (5.16)

Dado que n denota a la normal exterior a la frontera de (7' — KMo), es

0] 1 0 (1 1

Si se aplica el teorema del valor medio a las integrales sobre ¥, y se indican
con u y du/On el valor medio de u y de du/dn sobre ¥ respectivamente,

resultan
0 (1 _
/Ziwo u 8711 <R> dS = 47T u,
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T e

e

Figura 5.1: Region T — Ko de frontera > + %Mo,

1 ou Ou

y sustituyendo estos valores en la formula (5.16) se obtiene

Au o (1 1 Ou ou
- =LAy = e A7 T — dme —. (5.1
/T—KEMO R d /E [u On (R) R 8n] A5+ A~ dme On (5-19)

Dado que u y sus derivadas primeras son continuas en 7', y que

ou

Ip = Us oS + uy cos B + u; cos, (5.20)
se verifican o
lim @ = u(Mp) lim 4 Ju =0 (5.21)
lim @ = u(Mo), lim dme o = 0. .

El primer miembro de la formula integral hallada es una integral impropia (ver
apéndice A) y al tomar el limite para e — 0 se obtiene

Au 0 (1 1 0u
e~ ()= dmu(M, 22
r R ¢ /E[“an (R) Ran] dS + dmu(Mo), (5-22)

o bien,

1 Ou 0 1 Au
m Yon ds — AV = dru(My), (5.23
/2 |:RMOM on “on (RMOMH /TRMOM mu(Mo), ( )

que es la férmula fundamental de Green para My € T, con T abierto.

Si M, € X, y se supone que ¥ tiene plano tangente que varia con continuidad,
entonces se puede elegir ¢ pequeiio, tal que el area de la esfera K de centro
en M, y radio ¢ que queda dentro de T" sea la misma que la que queda fuera.
Consideremos ahora el volumen 7' — KMo de frontera ¥, + X, con ¥; =
YMoNT y ¥y =% — (2N KM).
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Entonces la férmula de Green resulta

Au 0 1 1 Ou
‘/T_Kyo 7YV = /E [“an (R> - Ran] 5+

o (1 1 Ou
con
o (1 _
/El Uairl (R) dS = 27'('“,
1 Ou ou
- Eain dS == 27'('68711, (525)

y tomando limite para e — 0 se obtiene
Au 0 (1 1 ou
— [ —dV = — (=) —==—1 dS 4+ 27u(My). 5.26
R /E{“an (R) Ran} + 2mu(Mo) (5-26)
Esto completa la férmula fundamental de Green en el espacio:

471'11(]\40)7 MyeT
/ Ll% gﬁ - “aﬁ (;)} ds — % AV = 2mu(My), Myes — (5.27)
by n n T 0, My¢T+E,

considerando la region abierta T, cuya frontera X es una superficie con plano
tangente continuo en todos los puntos.

Si u es una funcion armoénica en T', entonces en M, € T la féormula fundamen-
tal de Green es

1 1 Ou o (1
u(Mp) = E/z [R@n —ugs (R)} ds. (5.28)

Es decir, si « es una funciéon arménica en 7', su valor en un punto M, interior
a T se puede hallar si se conocen los valores de la funcién « y de su derivada
normal sobre la superficie ¥, frontera de T..

Andlogamente, a partir de la segunda férmula de Green en R?, se obtiene la
férmula fundamental de Green en el plano:

27TU(M0), Mye S
/ [lnlauua <1nl>} dsf/AulnldS: mu(My), MyeC
C R On on R s R 0, M() ¢ S+C,
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donde S es una regién abierta de frontera C, y u es continua, con derivadas
primeras continuas en S + C'y derivadas segundas continuas en S.

El corolario inmediato de esta formula es la solucién del problema de contorno
para una funcién « arménica en una region S, con valores dados de u y Ou/On
sobre la frontera C-

1 1 Ou 0 1
u(My) = ﬂ/c {ln Zon Y3 <ln R)] ds, My € S. (5.29)

A continuacion veremos dos resultados que involucran a la transformacién de
los radio-vectores inversos.

Recordemos que se llama transformacién de los radio-vectores inversos res-
pecto a una esfera de radio a, con centro en el origen O de coordenadas
esféricas (1,0, ¢), a la transformacion en la cual a cada punto M (r, 6, ¢) se le
hace corresponder el punto M'(r',6,¢). Los puntos O, M, M’ estan sobre la
misma recta y los radio-vectores r y ' se relacionan segun la ecuacion

rr’ = a?. (5.30)

Sin pérdida de generalidad podemos tomar a = 1, lo que corresponde sélo a
un cambio de escala en las longitudes; la transformacioén resultante ' = 1/r
suele denominarse transformacién de Kelvin. En el plano, la transformacién
de los radio-vectores inversos se toma respecto de un circulo.

En primer término probaremos que una funcién « arménica en el plano (p, ¢),
se transforma, mediante la transformacion de los radio-vectores inversos, en
una funcién v arménica en el plano (p’, ¢), dada por

v(p', 8) = ulp, d) (5.31)

donde p’ = 1/p.
La funcién u(p, ¢) = v(p’, ¢) es &rmonica en el plano (p, ¢), es decir verifica:

Ap ot = p*uy, + pu, + ugs =0 (5.32)
y, transformando esta ecuacion al plano (o', ¢), se obtiene
P20+ Py + Vg = Ay v = 0. (5.33)
Luego v(p’, ¢) es armdnica.
Analogamente, puede verse que si u es una funcién arménica en el espacio
(r,0,0), es decir, A, g 4u = 0, entonces
v(r',0,¢) =ru(r,0,¢), (5.34)

con ' = 1/r, satisface la ecuacién de Laplace A, g 4v = 0, es decir, v es
armonica en el espacio (17,6, ¢).
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5.3 Propiedades fundamentales de las funciones
armonicas

Los teoremas que se demuestran a continuacion se hallan intimamente ligados
a la resolucién de problemas de contorno.
Teorema 5.1. Si la funcion u es armdnica en T abierto de R?, y ¥, es una
superficie cerrada contenida en T, entonces

ou

— dS =0. (5.35)

S an

Demostracion: Las hipotesis del teorema permiten aplicar la segunda férmula
de Green al volumen T; C T limitado por %,

/ (uAv — vAu) dV = (uvy — vug) dS, (5.36)
T1 Z1
y, tomando v = 1, resulta (5.35).

Este resultado nos permite afirmar que el problema de contorno en T con
frontera X, que consiste en hallar v armonica en T, tal que

ou
%Jz = f, (5.37)

con f continua, sélo tiene solucién si se verifica la condicién [, fdS = 0.

Primer teorema del valor medio en R3. Con las hipdtesis del teorema 5.1 y
siendo ¥ |a superficie esférica de centro M, y radio a contenida en T, se
verifica

w(Mp) = — /EMOudS. (5.38)

4ma?

Demostracion: De la formula fundamental de Green (5.27) aplicada a KMo ¢
Ty de frontera XMo

1 1 ou Jd (1
y en virtud del teorema 5.1 resulta
1 0 1 1

Segundo teorema del valor medio en R®. Con las hipétesis del teorema
5.1, si KMo C T es la esfera de centro M, y radio a, entonces

4ma3

w(M) = — / udy. (5.41)
Kao
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Demostracion: Si en el primer teorema del valor medio se considera una
superficie esférica de radio p es

4 pPu(My) = / udS, (5.42)
xlfo

e integrando ambos miembros de (5.42) respecto de p entre 0 y a, se obtiene

5.41.

Procediendo en forma anéaloga para R? se tienen los siguientes teoremas:
Teorema 5.2. Siu es continua, con derivadas primeras continuas, y armonica
en S, y siC es una curva cerrada contenida en S, entonces

LT (5.43)
Can

Primer teorema del valor medio en R2. Con las hipdtesis del teorema 5.2 y
siendo CMo |a circunferencia de centro My y radio a, es

w(My) = ! uds. (5.44)

2ra J oMo

Segundo teorema del valor medio en R2. Con las hipdtesis del teorema 5.2
y siendo DMo el circulo de centro My y radio a contenido en S, es

MM@:l‘Amuﬁ. (5.45)

Ta?

5.4 Problemas de contorno para la ecuacion de
Laplace. Unicidad y estabilidad

Veremos a continuacién un teorema que resulta una herramienta Gtil para de-
mostrar la unicidad de la solucién de algunos problemas de contorno relativos
a la ecuacion de Laplace.

Teorema del valor maximo. Sea T un conjunto abierto conexo con frontera
Y. Siwu es armodnica en T y es continua en T + X, entonces u toma sus
valores maximo y minimo en %, y solo alcanza dichos valores en T' cuando u
es constante.

Demostracion: Si se supone que u toma su valor maximo en My € T, en-
tonces u(My) > w(M), VM € T + X. Si se aplica el primer teorema del valor
medio a u sobre la superficie esférica 2240 C T, se tiene

1

u(Mo) = 1= /E . u(M)ds, (5.46)
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que también puede escribirse en la forma:

/l » u(Mop) dS :/ u(M)dS, (5.47)
x 0 xpfo
0 bien,
/M [u(My) —u(M)] dS =0, (5.48)
spto

y dado que u(Moy) — u(M) > 0, para M € ¥}, es u(M) = u(My). Como p es
arbitrario, se verifica que u(M) = u(M,) para M € KMo,

Si M, es cualquier otro punto de 7', se puede unir con M, por medio de una
poligonal de longitud I. Sea p,, menor que la minima distancia de la poligonal
a la superficie . Se toma una sucesién de esferas de radio p,,, cada una
con centro en el punto donde la poligonal corta a la superficie esférica anterior
comenzando en M,. Las esferas K, cubren la poligonal. Habra a lo sumo
1/ pm esferas tales que (M) = u(My), para M € K, y todo m.

La ultima de ellas contiene a My, por lo que es u(M;) = u(My).

Se ha demostrado que u(M) = u(M,), constante en T'. Por continuidad de u
es u = u(My), constanteen T + X.

Por tanto, si v no es constante, toma su valor maximo en X.

Este resultado se extiende al minimo de « pues es el maximo de —u.

El teorema del valor maximo en R? se demuestra en forma enteramente ana-
loga.

Corolario 1. Con las hip6tesis del teorema del valor maximo, siu < v en ¥
entonces u <wvenT.

Demostracion: Aplicando el teorema del valor maximo, siuw —v < 0 en X
entoncesu —v <0enT.

Corolario 2. Con las hipétesis del teorema del valor maximo, si |u| <v en X
es |u/<v enT.
Demostracion: Si —v <u < v en X, por el corolario 1es —v <u<wv enT.

Corolario 3. Con las hipétesis del teorema del valor maximo, se verifica que
|u] < maxpey |ul

enT.
Demostracion: Sea v = max{|u(P)|; P € X}, esto implica v > |u| en Xy
por el corolario 2 es v > |u| enT.

Para la ecuacién de Laplace se definen problemas interiores y exteriores de
contorno, y se estudia su estabilidad y la unicidad de su solucion.

El 1° problema interior de contorno para la ecuacion de Laplace o proble-
ma interior de Dirichlet en una regién T consiste en hallar una funcién « con
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derivadas primeras continuas en T + X y derivadas segundas continuas en T,
tal que

i) Au=0enT,

i1) u es continuaen T + ¥,

1) uly, = f, con f continua.

Notemos que de no imponerse la condicién i) el problema tendria infinitas
soluciones, pues cualquier funcion constante en 7'y que sobre X coincida con
f seria solucion.

Teorema de unicidad. Si el 1° problema interior de Dirichlet en R? tiene
solucidn, la solucion es unica.

Demostracion: Sean u; y us soluciones, entonces u = u; — ug €s solucion y
u|s; = 0, con u continua en T'+ X. Por el teorema del valor maximo es u = 0
en T, de donde u; = us.

Teorema de estabilidad. E/1° problema interior de Dirichlet es estable.
Demostracion: Se consideran dos soluciones uy, us tales que |u; — us| < €
en X, dado que la funcion constante ¢ es armonica, del corolario 2 se deduce
que |u; —ug| <eenT.

A partir de los teoremas de unicidad y estabilidad, se concluye que si el 1°
problema interior de Dirichlet tiene solucion entonces es un problema bien
planteado.

El 1° problema exterior de contorno para la ecuacion de Laplace en el espacio
se define para funciones que tienden uniformemente a cero en el infinito, es
decir, funciones u para las cuales existe una funcion e(r) tal que |u(M)| < e(r)
y lim, ,, €(r) = 0, siendo r la distancia de M al origen.
El 1° problema exterior de contorno para la ecuacion de Laplace o problema
exterior de Dirichlet en la regidon U C R?, abierta no acotada y de frontera
acotada ¥, consiste en hallar una funcién « con derivadas primeras continuas
en U + X y derivadas segundas continuas en U, tal que

i) Au=0enU,

1i) uwes continuaen U + X,

iii) uly = f,

iv) u tiende uniformemente a cero en el infinito.
Notese que es la condicién iv) la que garantiza la unicidad de la solucién, pues
por ejemplo, si se exigieran sélo las tres primeras, en el caso en que f = ug
constante sobre una superficie esférica de radio a, se tendrian al menos las
dos soluciones: v = ug y u = auqg/r.

Teorema de unicidad. Si el 1° problema exterior de Dirichlet en R? tiene
solucion, la solucion es unica.

Demostracion: Si u; y us Son soluciones, entonces u = u; — uy €s arménica
enU, u]y = 0y u verifica 7). Si se supone que existe @ € U tal que u(Q) =
ug # 0, puede tomarse e = |ug|/2. La condicion iv) implica que para dicho
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Figura5.2: Q € (UN KY)) con U regién no acotada de frontera ¥ C K. .

e > 0 existe Ry tal que parar > Ry es |u(M)| < e. Se consideran ro > Ry y la
esfera con centro en el origen K ,de modo que Q € (UNKY) yX C K? , tal
como lo muestra la figura 5.2. Dado que |ul|x, <€ Y u]x =0, por el teorema
del valor maximo es |u(Q)| < €, pero |u(Q)| = |ug| > € = |ug|/2, por lo tanto

u(@Q)=0vQ eU.

El 1° problema exterior de contorno o problema exterior de Dirichlet en la
region V c R? abierta, no acotada y de frontera acotada C, consiste en hallar
una funcién u con derivadas primeras continuas en V + C'y derivadas segun-
das continuas en V, tal que

1) Au=0enV,

i) u continuaen V + C,

iii) uc = f,

) lul <A, AeR.
La condicion iv) es necesaria para la unicidad de la solucién. En efecto, sobre
el circulo de radio a, con valor constante uq en su frontera, existen dos fun-
ciones armonicas, v = ug y u = ug In(r)/In(a). No obstante, la ultima funcién
se descarta como solucién del problema de Dirichlet en virtud de la condicién
iv).

Teorema de unicidad. Si el problema exterior de Dirichlet en el plano tiene
solucion con derivadas segundas continuas, entonces esta solucion es uUnica.
Demostracion: Sea u la diferencia de dos soluciones u = u; — us, por lo tanto
u es armonicaen V, continuaenV+C, ulc =0y |u| < A; + A; = B, donde
Ay y As son las cotas de u; y us, respectivamente. Se toman R; y R, tales
que Di° C R®—V y C C DpP, y se denomina V' a la region Dp° NV,
como lo muestra la figura 5.3.

La funcién In(1/R), con R = Ry, la distancia entre M y M), es continua en
V,yIn(R/Ry) > 0enV + C. Se deja fijo R, y se define la funcion ug, (M) =
B In(R/R;)/In(R2/Ry), arménica en V', positiva sobre C'y con valor B sobre
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Figura 5.3: Sea V la regién no acotada de frontera C; R; y R, son tales que
Dy CR*—V y CCV' =VnDpe.

la circunferencia con centro en M, y radio R,. Por el teorema del valor maximo
es u < ug, en V’'; u no depende de R, luego, haciendo Ry — oo, ug, — 0;
por lo tanto es u = 0 en V' y la solucién es Unica.

El 2° problema interior de contorno o problema interior de Neumann en una
regién T acotada de frontera X, consiste en hallar una funcién « con derivadas
primeras continuas en T + ¥ y derivadas segundas continuas en T, tal que

i) Au=0enT,

ii) w continuaen T + X,

iii) Ou/On|s = f.

Teorema de unicidad relativa. Dos soluciones del problema interior de Neu-
mann con derivadas primeras y segundas continuas difieren en una constante.
Demostracion: Sea u = u; —us, cON uy, us soluciones del problema, entonces
u es armonica en T, continuaen T + Xy du/0dn|s = 0.

Si se considera la primera férmula de Green

/ uAv dV = — / (Vu - Vo) dV —|—/ uvy dS, (5.49)
T T b

conv =u,es
/ (U2 + a2+ u2) dV =0, (5.50)
T

entonces u, = u, = u, = 0, lo que implica que u es constante.

El 2° problema exterior de contorno o problema exterior de Neumann en una
region U no acotada, de frontera acotada X consiste en hallar una funcién u
con derivadas primeras continuas en U + ¥ y derivadas segundas continuas
en U, tal que

i) Au=0enU,
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i1) w continuaen U + X,
i) Ou/on|y = f.

La unicidad de este problema se demuestra para funciones regulares en el
infinito. Una funcién arménica u se dice regular en el infinito si existen Ry
suficientemente grande y A > 0 tales que para R > R, se verifican |u| < A/R,
Y [ual, [uyl, Jus| < A/R.

Teorema de unicidad condicionada. Si el 2° problema exterior de contorno
tiene solucion regular en el infinito, entonces dicha solucion es unica.
Demostracién: Sean u; y us dos soluciones regulares en el infinito. La fun-
ciébn v = u; — uy €s solucion del problema con condicién de frontera nula
(f = 0). Sean R; y Ry dos nimeros suficientemente grandes para los que
se satisface la regularidad en el infinito de u; y us, respectivamente. Sean
Ry =max{Ry,R2} y R > Ry tal que la esfera K de radio R, con centro en
el origen y de frontera X, contenga al complemento de U. Considerando la
primera formula de Green en la regién U; = K NU, y con v = u, resulta

/ (Vu)? dv = / U Uy dS +/ Uy dS = UUn dS, (5.51)
Uy b Sr

2R

pues uy,|s = 0. La regularidad en el infinito de « implica que

/ Uy dS’ = / u(ug cos o + uy cos B + u, cos ) dS‘g
ZR 2Fx’,
342 A?
< —_— = —. .
< /ZR o ds = 1om o (5.52)
Para R — cc es
/ Uty dS =0, (5.53)
YR
y por lo tanto,
/ (Vu)?dV = 0. (5.54)
U

De aqui resulta « constante en U, y como por hipétesis limg_,, |u| = 0, es
u=0en U y lasolucion es Unica.

Resultados y definiciones anélogas valen en el plano.

5.5 Solucion del primer problema de contorno en
el circulo. Integral de Poisson
Hallaremos una funcién « armoénica dentro del circulo de radio a, tal que

Ul p=q = @(¢), cON 0 < ¢ < 27 y & continua y derivable. Paralelamente re-
solveremos el problema exterior, es decir, en p > a.
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La ecuacion de Laplace en coordenadas polares es

10 ou 1 0%u
A“—pap<”ap> TR Y

y si proponemos una solucion en forma de producto,
u= f(p)g(o),
separando las variables obtenemos las EDO

g+ g =0,
P2 f" +pf = Af =0.

La solucién de la primera ecuacién es

g9(¢) = ACOS\/X¢+BSin\/X¢,

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

y como debe verificarse que g(¢ +27) = g(¢), resulta v/A = n. Obtenemos asi

la sucesioén de soluciones particulares

(@) = A, cosne + By, sinng.

(5.59)

Ademas, las soluciones de p?f” + pf’ —n?f = 0 son p" y p~"; la primera
es continua y acotada dentro del circulo (problema interior) y la segunda lo es

fuera del circulo (problema exterior).
Entonces las soluciones particulares para Au = 0 son

u, = p"(A,cosng+ Bysinng), p<a,

u, = p "(A,cosng+ B,sinng), p>a,

y por el principio de superposicion se obtienen las soluciones

u= Z p" (A, cosng + By sinng), p<a,
n=0

u = Z pin(An COs nd) + Bn sin n(j)), P > a.
n=0

Imponiendo la condicion de frontera para el problema interior es

u(a, @) = ®(¢) = Y a"(Ancosné + By sinng) =

n=0

= a?() + ;(an cosng + by, sinnag),
donde a,,, b,, son los coeficientes del desarrollo de Fourier de ®(¢),

1 ™
ap, = 7/ O («) cosna da,

™ J—x
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b, = l/ O (a) sinna do, (5.63)

—T

y la solucién para el problema interior es
a0 | = (P\"
=5 + Z (5) (ay, cosng + b, sinnd). (5.64)
n=1
De manera analoga resulta la solucion para el problema exterior,

L Z ( > (an cosng + by, sinng). (5.65)

n=1

La continuidad de « se deduce de la convergencia uniforme de la serie que la
define, y esta propiedad es consecuencia de la continuidad y derivabilidad de
.

La integral de Poisson para el problema interior se obtiene reescribiendo la
solucién (5.64) introduciendo en ella las expresiones que definen a los coefi-
cientes de Fourier:

u(p.d) = i/i

1
2w

[ee]

Z ( ) €os M cos na + sin ne sin noz)] da =

22( ) cos | a—qﬁ)]} dov. (5.66)

Si en la Ultima expresion denotamos con w = o« — ¢ y operamos:
1 2 — S = — <7> 1 —
+ Z (a) cos nw 1+QZ a COS nw
n=1 n=0
(B)n einw‘| _
n=0 a

-1
= —1+2Re (1— Be“") =
a

M2

= —14+2Re

a® — p? p
= - ]. -7
a? + p? —2apcos (a — @)’ g + (567)

la integral de Poisson para el problema interior resulta

_L [ (a® — p?)
u(p, ¢) = Py [ﬂ ®(a) ET 7 apcos(a D) do, p<a, (5.68)

siendo (5.67) el ndcleo de Poisson.
La integral (5.68) coincide con la serie (5.64) para p < a y la serie es una
funcién continua en p < a, entonces

u(a, d) = lim u(p,d) = B(9). (5.69)

p—ra
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En forma analoga se obtiene la integral de Poisson para el problema exterior:

_ 1 (p* — a?)
u(p, ) = o /_7r d(a) T 77— Bapcos(a—9) do, p > a, (5.70)

con u(a, @) = ®(¢).

Si se considera el problema interior con ®(¢) = 1 entonces, por el teorema del
valor maximo es v = 1 en el circulo p < a, y de (5.68) se obtiene el valor de la
integral del nucleo:

T da 2m
= . 5.71
/,,ra2+p2—2apcos(a—¢) a? — p2 ( )

La integral de Poisson resuelve los problemas en el circulo también en el caso
en el que ® es seccionalmente continua, y su solucién resulta una funcién
acotada en el circulo cerrado.

Una aplicacion interesante de la integral de Poisson es el resultado siguiente:
Toda solucion continua u(z,y) de la ecuacion de Laplace en una region abierta
D C R? es la parte real de una funcién analitica.

Demostracion: La funcién u(z,y) puede representarse como una integral de
Poisson en alguna circunferencia C' con centro en (zo,yo) y radio a (a fin de
simplificar la notacion podemos tomar zy = yo = 0).

El ntcleo de Poisson puede escribirse en la forma

(a* — p?) _ 1 _
a? 4 p? —2apcos (a — ¢) o ZaRe{a — p expli(¢ — )] } a

_ ia exp(ia)
-t g ) 67
Llamando 8 = aexp(ia), z = pexp(i¢), y suponiendo que u|,—, = ®(¢), se
tiene
_ L 1 o(8)
u(r,y) = " ) O () do + ;Re]{ B2 g, (5.73)
donde § es la integral sobre la circunferencia de radio a. Entonces,
u(x, y) = _U(O’ 0) + Re{f(z)}, (5.74)

con f(z) analitica.

5.6 Funciones de Green asociadas a la ecuacion
de Laplace

Las funciones de Green proveen un camino diferente para resolver problemas
de contorno. En las secciones 5.7 y 5.8 abordaremos por este método el pro-
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blema para la ecuacién de Laplace en una region esférica y en un subespacio
(regién no acotada), respectivamente.

En R? la funcion de Green asociada al 1° (o 2°) problema de contorno en la
regién T de frontera ¥, es la funcién G(M, P) definida en el punto P(¢,7,()
con M(z,y, z) fijo, y que satisface

)AG =0 para P # M,enT,
i) G(M,P) =1/4xrRyp + v(M,P) convarménicaenT,
iii)) G(M, P) |5, = 0, (0 8G/dn]s, = 0).

En R? la funcidn de Green asociada al 1° (0 2°) problema de contorno en la
region S de frontera C es la funcion G(M, P) definida por

i) AG=0 para P # M, en S,
i) G(M, P) = 5= In(1/Rypp) + v(M,P) con v armdnicaen S,
iii) G(M, P)]¢ =0, (0 0G/0n]c =0).
Si se consideran las funciones v y v arménicas en Ty continuas en T + %,

de la férmula fundamental de Green para M € T y de la segunda férmula de
Green se obtienen

1 g (1 1 0u
0 = / (—uvn + vuy) dS. (5.75)
P

Sumando las igualdades anteriores y denotando G = 1/4wRyp + v(M, P)
resulta

u(M) = A(ng—ugi) ds. (5.76)

Por lo que, en regiones acotadas, donde se pueden aplicar las formulas de
Green, la solucién al 1° problema interior de contorno en R? con u|sx = f es

wM) = — /Z % f(P) dSp, (5.77)

dado que G|y = 0.

Proposicion 5.1 Si G es la funcién de Green para la ecuacion de Laplace,
entonces para el 1° problema interior de contorno enT + % se cumplen

)G(M,P)>0 enT,
ii) %JE <0.
Demostracion: j) La funcién de Green es positiva en todos los puntos de T

En efecto, G se anula en la frontera ¥ de la regién, y es positiva sobre la
superficie de una esfera suficientemente pequena con centro en M.
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Figura 5.4: Transformacién de los radio-vectores inversos respecto de la esfera
de radio a.

Luego, por el principio del valor maximo, se deduce que G es positiva en toda
la region.
ii) La propiedad
oG
- < .
&Jz_o, (5.78)
surge en forma inmediata dado que G es positiva en T'y nula sobre su frontera
3.

5.7 Primer problema de contorno para la esfera.
Integral de Poisson

Por medio de la funcién de Green hallaremos la funcion u(r, 8, ¢) armonica en
la esfera de radio a y tal que u],—, = f(¢,6). Para determinar la funcién de
Green asociada a la esfera utilizaremos la transformacion de los radio-vectores
inversos, pg = OMy y p1 = OM, que verifican pop; = a? (ver figura 5.4).

Si P € X, los triangulos OP M, y OP M, son semejantes pues tienen el angulo
en O en comun y los lados adyacentes proporcionales, por lo tanto es

po_ @ _To (5.79)
a P1 1
donde’f'o = PMO yri = PM;.
Entonces es o = por1/a, VP € 3,,y lafuncion arménica v(M) = —a/(poRas, ar)
toma sobre la esfera el mismo valor que la funcion —1/Ry, . Resulta asi la
funcién de Green para la esfera,

G(MU,M):l( Lo 1 ) (5.80)

4 \ Ryom B pioRMlM
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Segun vimos, la solucién al 1° problema de contorno es

M,
w(Mp) = / f(P aG( 0.r) dSp. (5.81)
on
Debemos entonces obtener G /0n y evaluarla sobre la superficie X,,; es
oG 1[0 (1 a 0 (1
o= Lo (o)~ moam () ©62)
donde
O (1\_ 90 (1) 1 (7o),
on To n 87‘0 To on (2) oSt To
0 1 1 _
n (ﬁ) =2 cos(n, 71). (5.83)
Ademas,
- a2+ 72 — p2
cos(n,79) |y, = Wpo
- 24,2 2
cos(m,71)]x, = SR ) 22;1 P (5.84)
y de r = arg/po y de p1 = a?/po se obtiene
. a® +a*rg/pg —a*/py  ph 15—’
cos(m,7m)]x, = 50210/ = (5.85)
Por lo tanto, , ,
oG _ (& —pp)
BpiZe = pro (5.86)
y 2 2
1 —
u(Mo) = — [ f(P) @ =00 g, (5.87)
Ta Js, To

Si v es el &ngulo formado por OP y O M, con P(a, a, 3) Yy Mo(p, ¢, 0), €S cosy =
cos B cosf + sin Bsin 6 cos(ar — ¢), entonces, la solucion del problema interior
para la esfera de radio a esta representada por la integral de Poisson:

27 2 .
—p7)sinf
pa ¢7 / / f a2 + p 2ap oS ,7)3/2 dﬂda (588)

La solucién al problema exterior se obtiene en forma analoga y viene dada por
la integral de Poisson correspondiente,

27 2\ .+
(p? — a?)sin B
u(p, 6,6) / / F(0.5) (o gunes oy Ao (6:89)
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Figura 5.5: Una carga electrostatica puntual ubicada en P y la esfera conduc-
tora de radio a.

Como aplicacién, resolveremos el problema que consiste en hallar el campo
electrostatico de una carga puntual e situada en el punto P, en presencia de
una esfera conductora ideal de radio a, como muestra la figura 5.5.

Para ello consideramos el origen del sistema de coordenadas esféricas en el
centro de la esfera y hacemos pasar el eje polar (¢ = 0) por el punto P, con
OP = ro > a.

El campo electrostatico viene dado por £ = —Vu y el potencial u = u(M), con
M = M(r, ¢,0), satisface la ecuacion de Laplace en todos los puntos fuera
de la esfera, excepto en M = P donde presenta una singularidad del tipo
e/Ryp = ug, siendo ug el potencial de la carga e en el espacio en ausencia
de la esfera. En la superficie de la esfera es u|,—, = 0. Luego, la solucién del
problema seréa de la forma:

u(M) = % + (M), (5.90)

con R = Ryp = /13 +12 — 2rrocos, y donde v es la solucién al problema
exterior de Dirichlet que sigue:

Av = 0, r>a

er:a = _*Jr:a' (591)

La funcion 1/R admite el desarrollo en serie de polinomios de Legendre (ver
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apéndice E),

E % ;( ) ) (cos B), r < 1g. (5.92)

En tanto, para la resolucion del problema exterior de Dirichlet proponemos

- Z (¢ )"+1 9, 9), (5.93)

siendo Y,,(6, ¢) una funcion esférica (remitimos nuevamente al apéndice E)
que en este caso, por simetria, serd independiente de ¢. Entonces, de (5.92)
y (5.93) sigue que

Y, (0) = —ea"r&mﬂ) P, (cosb), (5.94)

y el potencial u = u(r, #) viene dado por

e a2n+1

u(r,0) = 3 - e;) o) P, (cos ). (5.95)

5.8 Problema de contorno para un semiespacio

Resolveremos la ecuacion de Laplace en el semiespacio z > 0, talque u|.—o =
f(x,y), con f regular en el infinito. La solucién, dada por

w(Mp) = — /E u(P) % S, (5.96)

con My(xo,y0,20) Y P(x,y,2), es valida para regiones no acotadas sélo en el
caso de funciones regulares en el infinito (definidas en 5.4).
Hallaremos la funcion de Green asociada a este problema

1

G(M07P) = m
0

+ v(My, P), (5.97)

de modo que G|.—o = 0. Sea M;(xo,yo, —20) €l punto simétrico de M, res-
pecto del plano =z = 0, si se define

1 1 1
GOn.P) = - ( - RW) , (5.98)

entonces se verifica G|.—o = 0.
Dado que 9G/0n]|.—g = —90G/0z| .—0, y utilizando las igualdades

R?wop = (r—20)*+ (y—0)*+ (2 — 20)%,

R?wlp = (z— 330)2 +(y — yo)2 +(z+ 20)27
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aRMoP zZ— 20

0z Ruyp’
OR. P 20+ 2
LN 5.99
o Rorp’ (5.99)
obtenemos
%J B i =2  Z+20 |
=" ax \RY, . Ry p)
20
- _ ) 5.100
P RN e R
Entonces la solucién para cualquier punto M, del subespacio es
20 o f(l‘, y)
= — dxdy. 5.101
u(zo, Yo, 20) 2”//_00 o =02+ (v — g2 7 2 xdy ( )

5.9 Ecuacion general con coeficientes constantes

Toda ecuacion de tipo eliptico con coeficientes constantes se reduce a la forma
Au+cu=F, (5.102)

y las propiedades de su solucion dependen del signo de c.
En particular, cuando es ¢ > 0 suele escribirse

Au+ k*u = F, (5.103)

y se la conoce como ecuacion de Helmholtz o ecuacion ondulatoria. Esta
ecuacion se presenta en problemas relacionados con oscilaciones perma-
nentes, propagacion de ondas, problemas estacionarios, etc. Como se vera,
el tratamiento de esta ecuacion es semejante al de la ecuacion de Laplace.

Cuando es ¢ < 0, la ecuacién (5.102) verifica los teoremas que se demuestran
a continuacién.

Teorema del valor maximo para problemas interiores. Sea T una region
abierta y acotada. La solucién de Au — k?u = 0, continua y con derivadas
primeras y segundas continuas en T, toma su valor maximo positivo y minimo
negativo en la frontera de T .

Demostracion: Supongamos que la solucién u toma su valor maximo positivo
en My € T, entonces u,, (My), wyy (Mo), u..(Moy) < 0y, en consecuencia, es
Au(My) < 0, pero k*u(M,) > 0. Pero en ese caso no se verificaria la ecuacion
en Mjy; esto es absurdo por lo tanto M, debe estar en la frontera de T'.
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El minimo negativo de u es el maximo positivo de —u, de aqui que la misma
demostracion es valida para el minimo negativo de u.

El 1° problema interior de contorno para la ecuacion Au — k?u = 0 en la
region T de frontera X, consiste en hallar una funcion u, continua en 7' + X,
que verifique la ecuacion y tal que u]x. = f.

Teorema de unicidad para el 1° problema interior de contorno. Sie/1°
problema interior de contorno para la ecuacion Au — k*>u = 0 tiene solucion,
esta solucion es unica.

Demostracion: Sean u; y us soluciones, la funcion v = u; —us es solucién de
la ecuacion homogénea y u|sx = 0. El valor maximo de « no puede ser positivo
pues deberia estar en la frontera, y el valor minimo no puede ser negativo por
la misma razén. Por lo tanto es v = 0 y la solucién es Unica.

Las soluciones con simetria esférica de la ecuacion Au+k%u = 0 son e /r |
ylasde Au— k?u=0 son e**"/r, en ambos casos con r # 0.
Esto resulta de considerar que para u = u(r), el laplaciano se reduce a

2
Au = 1d (r2du> _1d (Tu),

r2 dr dr r dr?

y tomando w = ru, la ecuacién Awu + k%u = 0 se escribe d?*w/dr? +k*w =0,
que tiene como solucién general a w = Ae'*" + Be .

A las soluciones particulares de la ecuacion de Helmholtz homogénea, e /r,
se las llama soluciones fundamentales.

En forma andloga, a partir de la solucion general de d*w/dr? — k*w = 0 se
obtienen las soluciones fundamentales e**" /r de Au — k*u = 0.

Utilizando las soluciones fundamentales y definiendo la Funcion de Green, se
puede obtener una solucién de la ecuacion (5.102) en forma de integral. Para
esto se define el operador lineal L(u) = Au + cu, y teniendo en cuenta la
segunda férmula de Green,

/(uAv —vAu) dV = / (uvy — vuy) dS, (5.104)
T b
se obtiene que
/ (uL(v) —vL(u))dV = / (uvn — vug)dS. (5.105)
T b

Siguiendo un procedimiento analogo al utilizado para la férmula fundamental
de Green asociada a la ecuacién de Laplace, se consideran, para ¢ = —k?
y ¢ = k2, las funciones v = e *f/Ry v = e"**E/R, respectivamente, con
R = R, M, Y resultan las férmulas fundamentales correspondientes.
Sabiendo que L(u) = F,ytomando v = e *f/R, se obtiene

1 0 (e kR e R oy 1 e kR
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que es la férmula fundamental asociada a Au — k*>u = F para My € T.
Tomando v = e~ /R resulta

1 a e*ikR e*ikR au 1 e*ikR
- | [z - el R Fd
u(Mo) = - E{“%( R > R an} A
(5.107)

formula fundamental para la ecuacion Au + k*u = F siendo M, un punto
interiora 7.

La funcion de Green asociada a la ecuacion Au — ku = F en la region T de
frontera X, y para el 1° problema de contorno, es la funcion G(M,, M) definida
por

i) G(My, M) = e "B /4x R + v(M),
i) L(G) = 0 para M # M,, (lo que implica que L(v) = 0),
iii) G]x = 0.
La funcién de Green correspondiente al 2° problema de contorno se define por
i) G(My, M) = e *® /4n R + v(M),
i) L(G) = 0 para M # My, (lo que implica que L(v) = 0),
i) &G]s = 0.
A continuacién obtendremos la expresion integral de la solucién al problema

interior para Au — k*u = F en T con u|sx = f. Sumando a la férmula funda-
mental (5.106), la férmula (5.105) con L(v) = 0, resulta

0 (e kR e kR ou
u(My) = - /2 [uan <47TR —|—v> - <47TR —|—v> 811] as

e—k‘R
- / <47TR+v>FdV, (5.108)
T

que en términos de G(My, M) es

u(My) = _/ (M) M07 dS / G (Mo, M) dV. (5.109)
=
Entonces, la solucion al problema planteado puede escribirse en la forma:

/f MO’ ) 45 — /F YG(Mo, M) dV.  (5.110)

La funcion de Green asociada a la ecuacion Au + ku = F en la region T de
frontera X, para el 1° problema de contorno, es la funcién G(M,, M) definida
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por
i) G(My, M) = e " Jax R + v(My.M),
i) L(G) = 0, para M # My,
iii) G|, = 0.
Con esta funcion de Green se resuelve el problema interior para la ecuacion

Au+ k*u = F en T conuls = f, cuya solucion es formalmente igual a la
expresion (5.110).

Las férmulas previas se aplican a regiones no acotadas, para la ecuaciéon Au—
k?u = 0. Asi por ejemplo, para problemas en el semiespacio z > 0, la funcién
de Green se puede obtener utilizando un método andlogo al de las imagenes
electrostaticas, y resulta de la forma

(M. M 1 e~ kR e~ kR m 5111
(0o, 21) = - (S = ), 5.111)

con Mo (zo, Yo, 20) Y M1(xo, Yo, —20)-
Como se observa, se construyd G como funcién impar de z, de modo que se
verifiqgue G|.—o = 0.

Para concluir esta seccion, hallaremos la forma del operador O tal que

u(z,y, z) = exp(ikzO)(f(x,y)), (5.112)

sea solucién de la ecuacion de Helmholtz Au + k?u = 0.
Se define el operador exp(ikzO) por la expresion

eap(ikz0)(f) = > (“‘jj)n o™ (f). (5.113)
n=0 .

Si A, es el laplaciano en dos dimensiones, entonces

kZ n— 2
Au = ey U
u 22 oy 0"
. (ikz N
- ! n,) (80— K07 07(f)
n=0 ’
~ =S U "(f). -
u go =0 (f) (5.114)
Por lo tanto,
Ay — K20? = —k?, (5.115)
o bien
O =(1+k2Ay)Y2 (5.116)
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Nota: En dptica suele utilizarse la aproximacion paraxial del operador O,

AV
O—1+@. (5.117)
(Se supone k grande y se toman los dos primeros términos del desarrollo en
serie de potencias de /1 -+ k=2A,).

En este caso, una solucién de la ecuacién de Helmholtz es

iZAQ

ey 2) = explibyexp (52 ) (420 5.118)

5.10 Problemas propuestos

1- Clasificar las siguientes ecuaciones:

a)
Ugy — Mgy + 2Ug + 4ty + Uz + 3u, =0,

b)

Ugy — Uz + 30Uz — 2yu, + 2 = 0.

2- Sea u(M) una funcién armoénica. Decir cudles de las siguientes funciones
son arménicas:

a) u(A\x, \y, \z), con M(x,y,z) € R3, A € R;

b) u(CM), con M(xz,y, z) € R3, siendo C una matriz constante ortogonal;
¢) v =uzu, si M(z,y) € R%

d) v =u,u, si M(z,y,z) € R3.

3- Hallar los valores maximo y minimo de la funcién arménica v = zy en la
region D : x? + y? < 1. Hallar u, en los puntos extremos de u siendo n la
normal exterior a la frontera de D.

4- Resolver si es posible, Au = A dentro del anillo a < p < b, Si un|p=q = B
y ’LLnJ p=b = C.

5- Hallar la solucién de Au = Ar + B dentro de la esfera r < a, Si u],—, = 0.

6- Determinar la distribucion estacionaria de temperatura dentro de una capa
esférica a < r < b, si la superficie r = a tiene temperatura constante u; y r = b
temperatura constante uy (simetria esférica).

7- Para el circulo, resolver el 1° problema interior de contorno para la ecuacién
de Laplace en u(p, ¢) si
a) u(a,p) = A,
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b) u(a,p) = Acosy,

c) u(a,p) = A+ Basinp,

d) u(a,p) = A(sing)? + B(cos¢)?,
e) u(a, ) = Aa®sin(2¢)/2.

8- Mostrar que las partes real e imaginaria de una funcién analitica son fun-
ciones armonicas.
Sugerencia: usar las condiciones de Cauchy-Riemann

9- Obtener la férmula fundamental de Green en el plano.

Sugerencia: en la segunda férmula de Green en R? tomar v = In (1/Ry, p),
donde Ry, p es la distancia de P(z,y) a un punto fijo My(zo.yo), Y proceder
en forma andloga al caso tridimensional.

10- Para el circulo de radio a, resolver el 1° problema exterior de contorno para
la ecuacién de Laplace, en los siguientes casos

a) u(a,p) = Acos,

b) u(a,p) = A+ Basinyp,

¢) u(a, ) = Alsing)® + B(cos )2,
d) u(a,p) = Asin(2¢p).

11- Resolver el problema interior de Dirichlet: Awu = 0, con z,y € D, siendo
D : 2?4+ 4% + 2z <0, sisobre la fronterade D es u = 423 + 6z — 1.

12- Hallar la funcién armonica u, dentro del anillo a < p < b en R? tal que
u(a, p) =0y u(b, ) = cos .
Sugerencia: utilizar separacion de variables e incluir la solucion para n = 0.

13- Dada una lamina en forma de sector circular p < a, 0 < ¢ < a tal que

uy p=a,0<p<3
ulp,p) =4 uz p=a,5<p<a
0 ¢=0,p=a

hallar la temperatura estacionaria en la lamina.
Sugerencia: utilizar separacion de variables.

14- Hallar la solucion del 1° problema de contorno para la ecuacion de Laplace
dentro del rectangulo.

Sugerencia: utilizar separacién de variables y considerar u = uy + ug 4 ug + uq,
donde u; es la solucion del problema con condicién no nula sélo en el lado
i-ésimo donde u; = f;.

15- Hallar la funcién v arménica en el semicirculo de radio a, y > 0, tal que
u= f(z,y)enp=a,y>0;u,(z,0)=0con —a <z < a.
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Sugerencia: utilizar la férmula de Poisson.

16- Escribir la solucion del 2° problema de contorno para el circulo de radio a,
Au = 00N un | p—a = f(p).

a) interior,

b) exterior.

17- Resolver, si es posible, el 2° problema de contorno para el circulo de radio
a 'y centro en el origen, Au = 0 con un | ,—« = f(¢), en los siguientes casos:
a) u(a,p) = A

b) u(a, ) = Acos (2¢)

18- Probar que el problema interior de Neumann para el circulo con u, = f
sobre la frontera X, tiene como solucion

u(y) = —2 / v/~ 22+ (71— 921 (€.n) ds + cte.

™

Sugerencia: utilizar un razonamiento analogo al que condujo a la integral de
Poisson.

19- Demostrar que para el 1° problema interior de contorno en 7'+ ¥ y para la
funcion de Green para la ecuacién de Laplace, se verifica que

a)G>0enT,

b) G, <0.

20- Para el circulo, hallar la funcién de Green y resolver por medio de ella, el
1° problema interior de contorno.

21- Resolver el 1° problema interior de contorno para el semiespacio superior
por medio de la funcién de Green.

22- Dada una esfera de radio «, resolver el problema de Dirichlet:

Au = Oa uJ’r:a = f(av QD)
a) interior,
b) exterior.
Sugerencia: utilizar separacion de variables. La solucion se expresa en térmi-
nos de las funciones esféricas Y,, (0, ©) (descriptas en el apéndice E).
23- Resolver el 1° problema de contorno para el semiplano superior con

T

24- Probar que las funciones

u, (r,0) = I, (ur) cos(v)
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v, (r,0) = I, (ur) sin(v0)

con I, funciones de Bessel modificadas de primera clase (apéndice E), verifi-
can la ecuacion:

Au — piu = 0.

25- Probar que las funciones
u,(r,0) = K, (ur) cos(v0)
v, (r,0) = K, (ur) sin(v)

con K, funciones de Bessel modificadas de tercera clase (apéndice E), verifi-
can la ecuacion:

Au — pu = 0.

26- Hallar la distribucién estacionaria de la concentraciéon de un gas inestable
dentro de un cilindro infinito de seccion circular si se mantiene la concentracién
constante en la superficie del cilindro. Este problema consiste en hallar la
solucién acotada de la ecuacion bidimensional

Au—pPu=0, 7<a; Upeq = Up.

27- Hallar la distribucién estacionaria de la concentraciéon de un gas inestable
fuera de un cilindro infinito de seccién circular si se mantiene la concentracion
constante en la superficie del cilindro. Este problema consiste en hallar la
solucién acotada de la ecuacion bidimensional

Au—pPu=0, 7>a; U—q=up.

Soluciones a los problemas propuestos

1-a Hiperbolica
1-b Hiperbdlica

2-a,b,c Armonicas; d No es armonica.
3- Maximos en (1/v/2,1/v/2)y (—1/v/2,—~1/+/2) donde u = 1/2 y u, = 1;
minimos en (—1/v/2,1/v2)y (—1/v/2,—1/v2) donde u = —1/2y u, = —1

4- La solucion existe siempre que C' = Ab/2 — a(B + Aa/2)/by es

A 2
u(p) = Tp—i-Cllnp—f—Cg
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con Cy = —a(B + Aa/2) = b(c — Ab/2)

5-
u(r) = A(r® — a®) /12 + B(r* — a?)/6
6-
~ab(uz —u1) | aup — buy
A PR R P
7-a
u(p,p) = A
7-b
u(p,p) = Apcosp/a
7-c
u(p,p) = A+ Bpsingp
7-d
A+ B B-A
u(p,¢) = ( B ) + ( 542 )p2 cos(2¢)
7-e
u(a, ) = Ap” sin(2¢) /2
10-a
u(p, ) = Aacosp/p
10-b
u(p, ) = A+ Basinp/p
10-c
A+ B B-A
u(p,p) = ( 9 ) + ( 5,2 >a2 cos(2¢p)
10-d
u(p, ) = Ad®sin(2¢)/p?
11-
u(z,y) = 2* — 322 + 3y* — 3z + 122 — 1
12- ,
u(p, ) = m(p —a?/p)cosp
13-
UL+ U 2(pa)™ * sin(rp/a
u(p, ) = ——arctg L Q)W T ;ﬁ{ )]+
T a —p
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+u1 i arctg [
T

2(pa)?>™/* sin(2wp/a)
adm/o p47r/oc

14-

- 2 “ nm(b—
a

ui = ; D ( /0 £1(6) sin(mrg/a)d§> sh [ y)] sin(nmz/a)

us = i W ( /Oa F2(8) Sin(mg/b)dg) sh | %22 sin(nmy/b)

oo

uz = ; W </Oa f3(&) sin(mrf/a)d{) sh [nf:y] sin(nmz/a)

g = 2 T ( s sin(mrf/b)df) sh ["”(“b_ x)] sin(nmy/b)

15-

(=P [T f(@)da

u(p, @) = o /0 (a2 + p? — 2apcos(a + p))
(a>=p°) [T fla)da
=+ om /0 (a® + p? — 2ap cos(a — ¢))
16-a
u(p,8) = Ao + = /_ﬁf ,;i (6) cosnte—gos p<a

16-b

Ao—f/ fla Zi() cosn(a—@)da; p>a

n=1

17-a No existe solucion a menos que sea A=0; en ese caso la solucion es
u = cte.

17-b
2

A
u(p, ) = Ao + - cos (2¢)

20- . )
a
G(P, M) = — |1 1
( ) 27 [H<RPMU> n(PoRPMlﬂ
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con My y M, conjugados: pop; = a?,

L[ a* = pj
= — do <a
um.0) = 5- [ 10 e 1

con P(p,0)y Mo(po, o).

21-
L[] & dxd
ulo,90-20) = 5o / /—oo fww) (& — 20)2 + (y — y0)? + 22)*/* o
22-a -
r\ "
- - <
u(r797§0)_z_:0(a) Yn(97<)0)7 r>~a
Y(0,p) = Z [Apm cos (m@) + By sin (me)] P™ (cos )
n=0
22-b - B
a n
= — 0 <
u(r,0,9) Zo(r) Yal6,9), r<a
23- .
AR,
26- "
= Io(k
r6) = i ol
27- o
= — Kok
U(T,e) K()(ka) 0( r)
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Capitulo 6

Ecuaciones hiperbdlicas en
el espacio y en el plano

6.1 Problema de Cauchy en el espacio. Integral
de Poisson

Estudiaremos la ecuacion que representa los procesos oscilatorios en el es-
pacio o ecuacion de onda,

0u
CL2AU = w - f, (61)

donde u y f son funciones de M(x,y, z) y del tiempo ¢, y A es el laplaciano en
tres dimensiones.

La funcién u es solucién de la ecuacion (6.1) en una regiéon A del espacio si
satisface la ecuacion en A, y es continua y tiene derivadas primeras y segun-
das continuas en A parat > 0.

El problema de Cauchy para la ecuacion de onda en el espacio consiste en
hallar « tal que verifique la ecuacion

a?Au=wuy — f(M,t), M(z,y,z)eR> t>0, (6.2)
con las condiciones iniciales

u(M,0) = (M),
w(M,0) = w(M). (6.3)

A continuacion demostraremos algunos resultados auxiliares que conduciran
a la representacion integral de la solucion al problema de Cauchy (6.2)-(6.3).

Lema 6.1 Sea v(r,t) = ru(r,t), entonces la funciéon u con simetria esférica
verifica wy = a>Au Siy s6lo siv satisface vy = a?v,.,.
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Demostracion: Dado que u(r,t) tiene simetria esférica y el laplaciano en co-
ordenadas esféricas es

10 [ ,0u _182 1
Au = 25 (7 87") =97 (ru) = - Uy (6.4)

de vy = ruy yde uy = a?Au, resulta vy = a?v,.,., y reciprocamente.

Proposicion 6.1 Las soluciones particulares de la ecuacion homogénea vy, =
a® Au que poseen simetria esférica respecto a un punto M, y son acotadas en
M tienen la forma:

w(R,t) = % [g (t+f) —g<t—f)], (6.5)

con R = Ry,m Y g continua y con derivadas primera y segunda continuas.
Demostracion: Las soluciones de wu;; = a?Awu con simetria esférica se ob-
tienen de v(R,t) = Ru(R,t) (en virtud del lema 6.1) con v(R,t) soluciones
de v, = a’vggr Y, cOMo se ha visto en el capitulo 3, esta ecuacién tiene como
solucion general a la funcién

o(Rt) = fi (t - f) + <t+ f) . (6.6)

Dado que u es acotada en My, es v(0,t) = 0y resulta

0= fi(t) + f2(1), (6.7)
de modo que denotando f»(t) = —f1(t)

wr -y bl (B e

tal como se queria demostrar.

(t) obtenemos que

Corolario: Con las hipdtesis y notaciones de la proposicion 6.1, es

2
u(0,t) = . g (t). (6.9)
Demostracion: Sélo basta observar que

/ . g(t+R/a)—g(t—R/a)
gt = Il?cuano { 2R/a }

g u(0,1). (6.10)

A fin de hallar la solucién en forma de integral del problema de Cauchy para
la ecuacion de onda homogénea se utiliza el método de promediacion que se
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describe a continuacion y que conduce a la integral de Poisson.

Método de promediacion

Sea u solucién del problema de Cauchy

a’Au = wuy, t>0, MeR3,
u(M,0) = ¢(M).
ug(M,0) = (M). (6.11)

Introduciendo coordenadas esféricas con centro en un punto fijo M, definimos
la funcion w(R,t) como

1

E(R,t) = W‘/ENIO 'LL(]\47 t) dsS =
R

- L uone an, (6.12)
47 Z;IO

con R%dQ = dS y dQ = sinfdfdeo, que representa el valor medio de v« sobre
la superficie esférica de centro M, y radio R, y de (6.12) se deduce que
u(0,t) = u(Moy,1t). (6.13)

Tal como veremos, la funcion u(R,t) verifica la ecuacion a?Au = . En
efecto, integrando a?Au = u;; en la esfera ng‘l con centro en M, y radio R

a? Au dV = / ug dV, (6.14)
K]z\go K]z\go
y, aplicando la primera férmula de Green en dicho volumen:
/M vAu dV = /M VUy dS — . VuVodV (6.15)
KR0 ERO Ky 0

y tomando v = 1, obtenemos que el primer término de (6.14) se escribe

a? AudV = d® / urR?dQ = a?RQi ( / ud9> =
KMo Mo OR Mo
R R

R

- 4WR2Q2%. (6.16)

En tanto, para el segundo término de (6.14), resulta
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/ uy AV = (/ / U dep> 77/ Uy p>dp, (6.17)
Kgfo ) Mg

y, de las ecuaciones (6.16) y (6.17), se obtiene

R2a2£ = /0 i (p,t)p*dp, (6.18)
que derivada respecto a R es
0 ou
2 U 299 _ po q
a OR (R 8R> R Utt, (6 9)
es decir,
A’ AT = Ty (6.20)
La proposicién 6.1 permite escribir la solucion @ en la forma
1 R R
u == —]—-glt——])]. 21
wro =g |o(t+2) - (- 2] (6.21)

y derivando Ru respecto de Ry de ¢, se obtienen

o = 322

W, = g (H f) Ly (t_ R> 7 (6.22)

y de aqui
(R + () = 20(ty). (6.23)

t=0,R=at, a
Pero segun el corolario de la proposicion 6.1 y por (6.13) es

W(0,10) = /(1) = (Mo, o). (6.24)

De estos dos Ultimos resultados y reemplazando @ por su expresion (6.12)
resulta
1

u(Mo, to) = o

E / up dS) + i Ru dS2
ZJVIO

P OR Jyso (6.25)

tZO,R:ato

Finalmente, considerando las condiciones iniciales y el valor de « en un punto
genérico (M, t), se obtiene la férmula integral de Poisson,

u(M,t) = S {t Y(P) dQp + gt o(P) dQP} . (6.26)
am s ot Jey
De la integral de Poisson se deduce la unicidad de la solucidn del problema
(6.11) ya que si u1 y us son soluciones de dicho problema, v = u; — uy €s
solucién del problema con condiciones iniciales nulas y de (6.26) resulta u = 0,
con lo cual es u; = us.
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Figura 6.1: Esquema que ilustra la relacién entre el diferencial de superficie
sobre uno de los casquetes esféricos y su proyeccién sobre el plano (£, 7).

6.2 Meétodo del descenso

El resultado (6.26) para tres dimensiones puede utilizarse para encontrar la
férmula de Poisson en R2. En efecto, el problema de Cauchy en el plano
consiste en resolver la ecuacion

aQ(um +Uyy) = uy, t>0, (6.27)
con las condiciones iniciales

u(a;, y,O) = qb(x,y),
ut(m7 Y, O) = 711(957 y) (628)

Consideremos la integral de Poisson (6.26) con ¢ y ¢ independientes de z,
lo que permite integrar sobre el circulo DY, proyeccion de la superficie ¥/
sobre el plano (&£, 7). Tal como lo ilustra la figura 6.1 el diferencial de superficie
esférica d.S proyectado es

do = cosydS = a’t® cos~ydS, (6.29)
donde
2_ 2 2 (2 — (1 —1)2
ony = VO =7 _ JOP—G=F=G=0F (g

con M(z,y)y P(&,m).
Notese que la integral sobre el circulo debe tomarse dos veces dadas las
proyecciones de los casquetes superior e inferior, obteniéndose

1 / ¥(&,n) dédn
2ra J Jpa \/(at)? — (z — €)% — (y —n)?

u(M,t) =
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(5 n) dédn
2ra 8t/ DM \/ at)? —62—(y— 77)2’ (6.31)

que es la férmula de Poisson en el plano.

Ejemplo 1. Resolveremos la ecuacion del telegrafista,
Wep — KPw = a 2wy,

con las condiciones iniciales

aplicando la formula (6.31).

La funcién
v(z,y,t) = w(x,t) cos(ky),
satisface la ecuacién de onda

-2

Vg + Vyy = Wy 008 (ky) — k2w cos (ky) = a™ 2wy cos (ky) = a™ vy,

con las condiciones iniciales

v(x,y,0) = f(x) cos (ky),
vi(®,y,0) = g(x) cos (ky).

Luego, en virtud de la férmula (6.31) aplicada a v resulta

) cos (k:n) dédn

= —+
27TCL/ DJW\/ :C— ) _n

w(z,t) = v(x,0,t)

) cos (k‘n) dédn

27TCL 875/ DJLI \/ ) _7) 2’

con M (x,0).
Consideremos la primera integral
/ / 98 cos (k) dedy
Vi(at)? = (z =€) =

- o[ aga | T
a0 s Viat? = (e =2 =’
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e introduciendo la sustitucion
n=+/(at)? — (£ — )2 sinb,

es

(at)2—(&—x)? cos (kfl) dn B /2 ‘ e
/0 V02 —(@—62—n2 /0 cos(ky/(at)? — (§ — 2)?sin0) df

™ o (kG € P

(tal como se muestra en el apéndice E).
Finalmente la solucién al problema se escribe

1 xr+at

we,t) = 9(6) o (kv/(at = (€—)) de+

2a r—at

1 8 z+at
2a Ot

£©) Jo (k@) =(€=P) de.

r—at

6.3 Meétodo de la transformada de Fourier

Resolveremos el problema

Ut = (ZQAU, M(Iay) € R27
uw(M,0) = ¢(z,y),
u(M,0) = ¢(z,y). (6.32)

aplicando la transformada doble de Fourier. Denotando con U = F{u}, este
problema se transforma en

Un +a*(&+n°)U =0, (6.33)
(ver apéndice B) con las condiciones iniciales

U(&:n,0)
Ut (5; 777 O)

Fulz,y,0)} = F{o} = @(&,n),
]:{ut(mayvo)} :]:{77[]} = W(ﬁﬂ?) (634)

Sera por lo tanto,

U, m,t) = (&) cos (a/E +77t) + V(& n)
a

Ve

sin (a 2 412 t) .(6.35)
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y antitransformando se obtiene

1{U}— // d(&,n) cos a £2 + n? t) etz +ny) dé dn +

/@ t) ) dedy, (6.36)

//waWSM

o bien,

u(w,y,t //// ¢ cos (a £+ 772t> e~ =)=l gy dodedn+

oo
Pluv) 2 —il¢(u—a)+n(v—y)]
+ ————~_sin(a + 02t ) e~ ST dududédn.
////—oo 47r2a\/£2+772 ( 5 " )

Introduciendo coordenadas polares

& = rcosb, U— T = pCcosa,
n = rsinf, v—1y = psina, (6.37)

la primera integral se escribe

27
ur(x,y,t) = e / o(x+ pcosa,y + psina)pdpdo -
™
27'r
/ / e~ rPeos0=2) qg cos(art)rdr, (6.38)
pero, como se muestra en el apéndice E, es
2m )
/ e~ irreos0=a) gg — om Jy (rp), (6.39)
0
entonces
> 2r 0 [ i
/ 2w Jo(rp) reos(art)dr = — — Jo(rp) sin(art) dr, (6.40)
0 a 825 0

de modo que se obtiene

10 [P [ ¢(x+pcosa,y + psina)
2ra Ot 0 (at)2 — p?

ui(z,y,t) = pdpde,  (6.41)

donde se ha utilizado la siguiente identidad

0, at <p

Jo(pr)sin(art)dr =< 1 44 (6.42)
/0 ’ Vg 7
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que se demuestra en el apéndice E.
En tanto, el segundo término de (6.36) es

1 27 [e%s) )
wlent) = o [ [ vt peosdy + psing) pdpdo-

e} 2 )
/ (/ e‘”"cos(‘g_‘p)de) sin(art)dr =
0 0

2m
/ Y(xz+ peosa,y + psina) pdpda-
" 2ra

( /000 Jo(rp) Sin(art)dr> _

2m p
/ Y(x + pcosa, y+psma)ﬁ dpda,

" 2ra at)2 —p

(6.43)
y la solucién viene dada por

2m at :
+ 5 v, o
Wy t) = — P(x pcoso;y—&—psmoz) pdpda+
ma Jo Jo (at)? — p?

27 at B
/ o(x + pcosa,y + psina) pdpda: (6.44)
27a Ot o Jo

(at)? — p?
o bien, indicando con D2 al circulo con centro en M y radio at, es

¥(u,v) dudv

u(M =
a0 zm/w P

+

/ ,v) dudv
27ra8t DM \/at (z —u) (y—v)z’

férmula que se obtuvo por el método del descenso.
Este ejemplo muestra que la transformada de Fourier es una herramienta util
para resolver algunos tipos de EDP.

(6.45)

6.4 Meétodo de reflexion

Este método suele utilizarse cuando se tienen regiones limitadas por planos.
Aqui consideraremos el problema en un subespacio, que consiste en resolver
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la ecuacion homogénea

a?Au = uy, z >0, (6.46)
con condiciones iniciales
uw(M,0) = o(M),
w(M,0) = (M),  M(z,y,z), z=0, (6.47)
y condicién de frontera nula
u.—0 =0, (6.48)
para el 1° problema de contorno, o
UZJZZO = 07 (6-49)

en el caso del 2° problema de contorno.
La solucion se obtiene de la integral de Poisson en R3,

1 vdsS 0 ®dS
My, t) = — = - .
u(Mo,?) dra {/Exo at + ot /Eﬁo at ’ } (6.50)

donde para el 1° problema de contorno ® y ¥ denotan a las prolongaciones
impares respecto de z = 0 de ¢ y ¢ dadas por (6.47). En efecto, en puntos
(z,y,0) el valor de las integrales sobre el casquete superior de ¥ es igual y
de signo opuesto al de las integrales sobre el casquete inferior y por tanto es
u(zx,y,0,t) = 0.

Para el 2° problema de contorno se toman ® y ¥ como las prolongaciones
pares respecto de z = 0 de las condiciones iniciales; entonces la integral de
Poisson resuelve el problema (6.46)-(6.47) con u. |.—o = 0.

Si se desea hallar la solucién de

a?Au = Ut 0<2<1, t>0,
U(Mﬂ 0) = ¢(M)7
ug(M,0) = (M), 0>z>1,
qu:O = qu:l =0, (651)

se prolongan en forma impar las funciones ¢ y ¢ respecto de z =0y de z = [,
y la solucién vendra dada por la férmula de Poisson. En este caso ® y ¥
resultaran funciones periédicas de z con periodo 2I.

En forma analoga se resuelve el problema anterior con las condiciones de
frontera w.|.—o = u.].—; = 0, prolongando las condiciones iniciales en forma
par.

6.5 Formula de Kirchhoff

Para resolver la ecuacién completa,

a?Au—uy = —f, (6.52)
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en el punto (Mpy,to) se introduce, en lugar del tiempo ¢, el tiempo local ¢* del
punto M, dado por

=t — (to - RMW) . (6.53)

Se emplean coordenadas esféricas (R, ¢, 0) con centro en My (R = Raynm)
y se considera la funcién U definida por

u(R.0,6,1) = u (R,m oty R) _URG, 617 (659)
Para
%u 2 Ou 1 0 ou 1 0%u
Ay=28 29, - 9 (gue2%) 21U .
"= oz " RorR T Bsmo oo (Smeaa)  eanrgag (699
se tienen
1
ur = Ugr+ — U,
“9 1
urr = Urr+ —Upi + — Upepr,
a a

que reemplazadas en (6.52), con F(R,0,¢,t*) = f(R,0,¢,t), dan la ecuacién

a®?AU = —F —2aUpp — %Ut*
2a O
= _F_ = ﬁ(RUt*). (6.56)

Si T es una regién del espacio de frontera X y M, € T, la formula fundamental
de Green en el espacio (ecuacion (5.27)) aplicada a U, con t* = 0, arroja

47TU(M0,0) =

10U 0 1 2 0 F
(& v (7)) o5+ [ amantwe av+ [ apav] _esm

Notamos que la segunda de las integrales es impropia (apéndice A) de modo
que, tomando esferas con centro M, y radio ¢, si M = ¥, y KMo = K, se
considera la integral

1 0 0
I = — — (RU)dV = — (RU) sin @ dRdOd, 6.58
. gmartUeav = [ Sh(RU)sn dRdsdo, (658
e integrando con respecto a R se obtiene
10U — 10U
= o cos(n, R) dS + 8 o ds, (6.59)

con dS cos(n, R) = R%sinAdfd¢ y n la normal a X. Entonces es

19 . 10U dR
/Tﬁ@(RU“) V=l = | pan. ds (6.60)
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pues

1 —
hm/ *Ut* dS = lim Ut*47T€ = 0, (661)
. R e—0

e—0

con Uy~ continua en M.
De aqui que (6.57) se transforma en

10U 0 (1 2 dR
47TU(M0,0) = |:/E <R8n - Uain <R)> ds+/27aRUt* dn dS:|t*_0 +
F
+ UTa?RdVL_O' (6.62)

y, teniendo presente las definiciones para U y t*, resultan
U(M()v 0) = U(MOa t0)7
ou OU 10UdR

- 9n + T (6.63)
Finalmente, se obtiene para u la formula de Kirchhoff.
1 1 0u g (1 1 Ou.dR
u(Mo,to) = M/E{R[an] - Ma*n (R) + aR[at]dn} ds +
1 /]
Tl /T 7 dv, (6.64)

donde los corchetes indican que las funciones estan evaluadas en ¢t = ¢y —
R/a,pueses t* =0.

6.6 Corolarios de la formula de Kirchhoff

A partir de (6.64) se desea obtener la solucion del problema en el espacio

a?Au = wy,
u(M,0) = ¢(M),
u(M,0) = (M), (6.65)

resuelto en la seccion 6.1 por el método de promediacion.
Tomando ¥ =X se calculan

[ulls = w(M,to— R/a)]s = u(M,0) = ¢(M),

ou ou
Sils = SHM.0) = (),
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ou ou %

Golls = HE(M,0)= 52 (M), (6.66)
de donde resulta
1 ou o (1 10p ¢ 1 0
o Mg (7))o= Ran = mare 687

Sustituyendo en (6.64) se tiene que

W(Mo,to) = (1 6<R¢>+1¢) ds =

dm xMo R?2OR aR
1 0 1

= — P Q - Q - .
dm <5R 22§0R¢d +a Eﬁond >JRat07 (6.68)

y, suprimiendo los subindices, es

1 (o
u(M,1) = (mt /E%qbdQth/E%wdQ), (6.69)

que coincide con (6.26).

Para el problema

a’Au

Utt_f7

u(M,0) = wu(M,0) =0, (6.70)
la férmula de Kirchhoff provee la solucién

1 f(P,t—R/a)

u(M,t) = e =

dVp, (6.71)

con R = Ry p. (Segun convenga puede tomarse cualquier volumen 7' como
recinto de integracion.)

El problema de Cauchy en R? con ¢ > 0:

a?Au = uy— f,
U(Ma()) = ¢(M)7
tiene como solucién a la funcién suma de las soluciones a (6.11) y (6.70),
o) = (20 spyaor + ¢ [ wp)ydos) +
T o T ey i
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1 f(Pt— R/a)

dma? Jpom R

dVp. (6.73)

Si en (6.70) se considera el caso particular en que f = fo(M) e, es decir, f
es una funcién periodica del tiempo, de (6.71) se obtiene que

iwt —ikR

e e

donde R = Ryp.

Consideremos ahora una funcién f, local, es decir f, = 0 fuera de una region
T compacta. Si M ¢ T,y d es la distancia de dicho punto a 7', entonces para
t<dfaes

e*ikR

fo(P)

M
Ka.t

dVp = 0. (6.75)

Si D =maxpcr Ryp, apartirde t > D/a la integral que define a la amplitud
v de las oscilaciones periédicas es constante y vale

1 efikR
v(M) = a2 /Tfo(P) 7 dVp. (6.76)
Entonces sera _

u(M,t) = v(M)e™*,  t> D/a. (6.77)

que llevada a a?Au = uy — f, con f = foe'™t, determina que la amplitud
satisface
fo(M)

AU + ]4;2’0 = —7, (678)

conocida como ecuacion ondulatoria o ecuacion de Helmholtz.
Para el caso de oscilaciones permanentes, con f(M,t) = fo(M)e™?, la solu-
cién es u(M,t) = v(M,t)e™" con v solucién de (6.78). Calculando

; ou ov
= — — iw(t—R/a) _ iw(t—R/a)

[u] u(M,t—R/a) = v(M)e (5] = g ’

ou ov
i [ iw(t—R/a)
[311] n’ ’

ou .

- — 4 iw(t—R/a)
[8t] iwv(M) e ,

[f] = fo(M)et=Fo), (6.79)

y sustituyendo estos valores en la férmula de Kirchhoff, se obtiene para la
amplitud la expresién

1 e~ kE gy  pe—ikR o (1 kv g pdR
R dn
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1 Jo(M)e= kR
+ = /T v, (6.80)

o bien,
1 efikR av a efikR
con = o 1% ) o van ()] o5
1 efikR ’
+ E/Tf()(M)WdV’ (6.81)

que es la férmula integral para la ecuacion de Helmholtz.
Naturalmente, si w = ak = 0, se recupera la férmula fundamental de Green
para la ecuacion de Poisson Av = —f,(M)/a?.

En los ejemplos que siguen, al tratarse de ecuaciones homogéneas, resulta
efectivo el método de separacion de variables (tratado en el apéndice C).
Como veremos, se utilizan en cada caso coordenadas adecuadas a la ge-
ometria del problema particular a resolver.

6.7 Problemas en regiones acotadas. Separacion
de variables
Membrana rectangular. Resolveremos el problema de las oscilaciones de

una membrana rectangular homogénea y plana, fija en su borde y perturbada
mediante una desviacion y velocidad iniciales,

Uy = (Z2A’LL,
uli=o = ¢(z,9), ut]i=0 = P(x,9),
u(0,y,t) = wu(byt)=0, 0<y<g,
w(z,0,t) = wu(z,et)=0, 0<az<b.
Para ello proponemos una solucién de la forma
u(z,y,t) = v(z,y)T(t).
Asi obtenemos para T'(t) la ecuacién
T" 4+ a*\XT =0, (6.82)

y para v(z, y) el siguiente problema de contorno:

Vg +Vyy + A0 = 0,
v(0,y) = w(by) =0,
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v(z,0) = wv(z,c)=0,
que también resolveremos por el método de separacién de variables con
v(z,y) = X(2)Y (y).
Obtenemos entonces para X e Y los problemas unidimensionales

X"+vX =0 Y"+uY =0
{X(O)ZX(b):O {Y(o):y(c)zo,

donde las constantes de separacion v y i se hallan ligadas por la ecuacion
V4=

Las soluciones para X e Y son

Xn(z) = sin(?), Ym(y):sin(@)7

() - (")
b ’ Hm = c ’
de modo que a los autovalores
o= ()4 ()"
’ b c
corresponden las funciones propias

. o/nmwx\ . /mmy
Up,m = An,m sin o sin ,

donde A4,, ,, es un factor constante.
Tomando

Un

2
Vbe'

puede verificarse que las funciones v, ,, forman un sistema normal. Ademas,
el sistema de funciones v, ,, €s tal que cualquier funcioén F'(z, y) con derivadas
primeras y segundas continuas y que cumple las condiciones homogéneas de
frontera puede ser desarrollada en serie absoluta y uniformemente conver-
gente de las funciones v, ., (teoria de las series multiples de Fourier).

Las soluciones particulares para u, que tienen la forma

Un.m = Un.m (T, 9) [Bn,m cos(v/An,mat) + Cpom sin(\/)\nymat)} ,

son ondas estacionarias cuyo perfil se determina por las funciones v,, ,,.
Los lugares geométricos de los puntos dentro del rectdngulo en los cuales las
funciones v, ., se anulan, se llaman lineas nodales.

An,m =
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Finalmente, la solucion al problema planteado es

u(z,y,t i i [ rm €08(v/An.mat) + Cr sin(\/)\n,mat)} Vnom (2, 1),

m=1n=1
donde
b c
Bmm = / / ¢(«I, y) Un,m(za y) dIdy,
0 0
1 b c
Com = 7// T, Y) Vn,m (2, y) dzdy,
, 7 ) OM Y) Un,m (2, y) dody
con

2 sin (mr:r) si
vn m — = -
’ vbe b

n (m”y). (6.83)

c

Membrana circular. Resolveremos el problema de las oscilaciones de una
membrana circular fija en su borde, sometida a una deformacién y una dis-
tribucion de velocidades dadas en el instante inicial ¢ = 0.

La ecuacion de las oscilaciones en coordenadas polares se escribe

1 0 ou 1 9%u 1 0%u

r— iy - 5 B
ror \_ or r2 002 a? ot?
y sean las condiciones iniciales

u(r,0,0) = fi(r,0),
ug(r,0,0) = fo(r,0),

y la condicién de frontera
u(ro,0,t) =0
Proponiendo para su resolucién la separacion de variables,
u(r,0,t) = v(r,0)T(t),
se obtiene para T'(t) la ecuacién
T"+a’XT =0, X>0.
y resulta

T(t) = C) cos(aV'At) + Cysin(aV/At).
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Para v(r, 6) se tiene el problema

2
19 7’@ +iﬂ+)\v = 0, 0<r<nry,
r or or

<
—
=
(=]
>
N~— ——
|
=)

yesuv(r,8) =uv(r,0+ 2m).
Si se propone v(r,8) = R(r) ©(0), se obtiene para O la ecuacion

" +u*0 = 0, pw>0,
0) = O +2n),
Q') = ©'(6+2n),

en tanto que para R se tiene que

1d [ dR u? B
R(’I‘Q) = O7
IR(0)] < o.

Las soluciones periddicas no triviales para ©(6) existen sélo para p?> = n? (con
n € Z)

©,(8) = D,, cos (nf) + E,, sin (nh).

Para R(r) se tiene la ecuacion

d?R 1dR n2
— — A— —_— p—
dr? + r dr + ( > E=0,

con las condiciones
R(ro) =0, |R(0)| < oo.
La condicion de acotacion para r = 0 se halla relacionada con el hecho de que

r = 0 es un punto singular de la ecuacién.
Introduciendo la nueva variable = = v/Ar, y escribiendo

Rir) = (5 ) = (o)

se obtiene para y(z) la ecuacion de las funciones cilindricas de n-ésimo orden

(ver apéndice E):
d’y  1dy n?
—_—— 1 — — =
dw2+xdac+( (E2>y 0
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con las condiciones de frontera

y(xg) = 0, (Jcoz\ﬂro),
ly(0)] < oo.

La solucion general de la ecuacion de las funciones cilindricas es
y(z) = d Jn(z) + e Np(z),

donde J,(z) y N, (z) son las funciones de Bessel y de Neumann de n-ésimo
orden respectivamente. La condicién de acotacion en z = 0 implica que e = 0,
en tanto que por la primera condicién es

Jn(\/XT()) =0.

Si /,LEZZ) es la raiz m-ésima de la ecuacion .J,, (1) = 0, entonces es

)\ 2
Am = (“’”) .
To

A este valor le corresponde la funcién

Rym = y( )\nymr) =J, (uﬁ,’f) r> , (6.84)

To

y las dos funciones propias

(n)
Upom = Jn ('umr> cos(nh),

- L)
Upom = Jn %r sin(nd),

cuya combinacion lineal provee

(n)
Vpm (1, 0) = Jp (”m r) [Ay, m cos(nb) + By, m sin(nb)] .
o

Puede demostrarse que las funciones v, ,,, forman un sistema ortogonal. Ade-
mas, cualquier funcion continua F'(r, ) con derivadas primeras que satisfaga
las condiciones de frontera se puede desarrollar en la serie

F(T, 9) = Z [An,mﬁmm(r; 9) + Bmm%n,m(ra 9)] 5

n,m

tomada sobre todos los valores propios A, ,,, para el circulo, que converge en
forma absoluta y uniforme.
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Los coeficientes del dessarrollo se calculan segun

2f027r F(r,0) J, (%r) cos(nf) rdrdf

B
3
[

)

’ g en [T} (1))

2 [P F(r,0) J, (“%) T) sin(n) rdrdf

Bnm = 2 . (n) ;
g €n [T ()2

donde

|2, si n=0,
=11, si n#0.

Volviendo al problema original de las oscilaciones de una membrana con des-
viacion y distribucion de velocidades dadas, su solucién se puede escribir en

la forma
(n) (n)
Ap o cos (aum t> + By, m sin <(1Mmt>
To To

+ Z T (1, 6) [Cnﬁm cos (aum t) + Dy, sin (al;m t)] .
0

r
n,m=0 0

u(r,0,t) = Zﬁn’m(rﬁ) +

Los coeficientes A, 1, Br.m,» Cn,m Y Dn,m S€ determinan a partir de las condi-
ciones iniciales:

U(’I’, 97 O) = Z (AAanﬁ + Cn,m%) = fl (T’, 9)7
n,m=0
0o B a/h(;b))
ur(r,0,0) = Y (Bum®+ DpmD) = fo(r,0).
0
n,m=0

lo cual completa la solucién al problema.

6.8 Problemas propuestos
1- a) Resolver el problema de Cauchy en el espacio
uy = Au,

con u=¢(r) ent=0y us =(r) ent=0.
b) Hallar «(0, ).

2- Resolver
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Utt

A’U/:aj,

en R?, con wu(x,y,0) = 23y? , u(x,y,0) = 2?y* — 323 .
Sugerencia: utilizar la férmula de Poisson.

3- Resolver
uy = a®Au,

en RS’ con u($7yaz70) = .132 + y2 + ZQ ) ut($7yaz70) =Ty .
Sugerencia: utilizar la férmula de Poisson.

4- Resolver
uy = a®Au,
en R?, con u(z,vy,2,0) = 22z + zyz, u(r,y,2,0) =1y>+2yz .
5- Resolver
uy = a*Au+ f(z,y,t),

en R?, con u(z,y,0) =0, u(z,y,0) =y .
Sugerencia: utilizar la férmula integral de Kirchhoff.
6- Resolver

Ut

Au = — + zyt,
a

en R?, con u(z,y,0) =0, w(z,y,0)=2xy.
Sugerencia: utilizar la férmula integral de Kirchhoff.

7- Verificar que u(z,y) = Jo( /(2 — w)z ), con z = z+iy, w = £ +1in, satisface

la ecuacion homogénea de Helmholtz en dos variables,

Au+ pPu=0.

8- Hallar las oscilaciones permanentes de una membrana circular bajo la ac-
cién de una fuerza periddica, distribuida sobre la membrana con densidad

constante f = Asen(wt).

Sugerencia: utilizar la forma compleja para f y emplear separacion de varia-

bles.

9- Aplicando transformada doble de Fourier resolver

uy = a®Au,
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en R?, con u(z,y,0) = p(x,y), u(z,y,0) = p(x,y).
Sugerencia: utilizar la féormula

at <r
at > r

o 0
/ Jo(pr) sin (apt) dp = { 1
0 /a2t2—r2

(apéndice E).
10- Resolver
Ut = azAu + f(l‘?y,t),

en R?, si u(z,y,0) = u(x,y,0) = 0.
Sugerencia: utilizar el ejercicio anterior y transformada de Laplace.

Soluciones a los problemas propuestos

1-a
r+at)p(r+a r—at)p(r —a r+at

u(r ) = [T+ a0+ t);;( H)o(r — at)] +271”~ /_ " e

u(r,t) = [(r + at)p(r + at) Q—T (at — r)p(at —r)] N

1 at—r at+r |

o ([ et [ coerie) i oo
1-b
u(0,t) = ¢(at) + at¢’(at) + tah(at)

2.

sit<r/a

u(z,y,t) = 2%9° + (2%y* — 32t + (23 4+ 32y?)a®t? + (322y> — 9z /2 +y* /2) 2243 /3

+aatt* + (2y* + 2?)a*t® /5 + a7 /35

3.
w(z,y, 2, t) = zyt + 322 + 22 + y2 + 22
4-
u =22z + xyz + y*t + wyzt + 2a®t? + a*t3/3
5- t
! dud
ulz,y,t) = 5 (h/ f(u,0,7) dudv
2o DM, Va(t—71)? = (z—u)? — (y —v)?
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10-

u(z,y,t) = zyt(1 — t2/6)
u(r,t) =A (g) [JO ( ) /Jo (w;“0> 1] sin(wt)

w(é“ n) dédn
w1 %a/ DMwns — (-

tomain | oy e

ETIT dﬁdn
ul@9,8) = 27m/ /DM\/ (t—r7) — (y — n)?
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Capitulo 7

Ecuaciones parabolicas en
el espacio

En este capitulo estudiaremos la ecuacion

a2Au—ut:—i, (7.1)

cp

asociada a los procesos de conduccion del calor en el espacio; p es la den-
sidad del medio, ¢ es el calor especifico, k el coeficiente de conductividad
térmicay a? = k/(cp).

A menudo (7.1) se relaciona con procesos de difusiéon y en ese caso a? se
interpreta como el coeficiente de difusion.

7.1 Funcion de Green

Para resolver la ecuacion (7.1) recurrimos a la funciéon de Green a ella asocia-
da, para cuya obtencion se requiere de algunos resultados preliminares que
presentamos a continuacion.

Proposicion 7.1 Si en el origen de coordenadas, r = 0, se situa una fuente de
accion continua y potencia q, y en el resto del espacio la temperatura inicial
es nula, entonces la temperatura se propaga segun la ley

u(r,t) = e du = qU(r,t), (7.2)

q / >
karﬁ Jr/(2a/1)
donde U (r, t) es la temperatura que corresponde a la fuente unitaria, ¢ = 1.

Demostracién: La fuente térmica en » = 0 da lugar a un flujo térmico por
unidad de tiempo a través de la esfera . con centro en » = 0 y radio ¢, que
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cuando € — 0 esigual a ¢:

. ou
lgr(l) <— /E ka—n dS) = q. (7.3)

Por simetria, 0u/0n es constante sobre la superficie esférica, entonces es

. ou , o
!13(1) (—kan47r7“ )JT_E = q. (7.4)
Esto significa que du/dn tiene en » = 0 una singularidad del tipo —q/(47kr?),
y por lo tanto « tiene una singularidad del tipo ¢/(47kr) y resulta que v =
rul =0 = q/(47k).

El problema para v consiste en

a2vrr = U

q

'U(O,t) m,

v(r,0) =0, (7.5)

y su solucién, tal como se mostrd en el capitulo 4, es

q _ T _ q > g -
v(r,t) = Ak [1 ot (2@\/%)] = SrhE /r/@a\/z)e Bdp = ru(rt).
(7.6)

La funcién de Green en el espacio resulta de considerar la acciéon de una
fuente instantanea. Para ello se supone situada en el punto P(¢,7n,¢) una
fuente de potencia ¢ continua durante un intervalo de tiempo 7. Esto equivale
a accionar una fuente de potencia ¢ en ¢t = 0 y otra de potencia —gent = 7.
Entonces, la temperatura en M de coordenadas (x, y, z) viene dada por

ur(R,t) = q [UR,t) — U(R,t —1)]. (7.7)

con R? = (z — €)% + (y — n)* + (2 — ¢)2. Durante el intervalo de tiempo 7 se
genera una cantidad de calor @ = g7, de donde resulta

ur(R,t) = = [U(R,t) —U(R,t —71)], (7.8)

40

y considerando () constante se obtiene

U Q e—Rz/(4a2t)

o k=a® 7.9
ot Bpkym  at’3/2 aep, (79)

uo(R,t) = }g% ur (R, t) = Q

la accién en M de una fuente instantanea en P. Con la notacion

1

We*[(fE*E)QJr(y*n)2+(Z*<)2]/4¢12t7 (7.10)
ad(m

G(‘r_fay_nvz_<7t):
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resulta

w(ft) = £ Gl &y -n.x - 61) 7.11)
La funcion G(xz—&,y —n,z—(,t) o funcion de Green asociada a la ecuacion
de conduccion del calor en el espacio representa la temperatura en el punto
M(z,y, z), en el instante ¢, debida a la accién de una fuente puntual de poten-
cia @ = cp, situada en el punto P(£,7,¢) ent =0.
La funcién de Green verifica la propiedad

/// Glo— &y —nz—Ct) dedndl = 1, (7.12)
pues
1 X _(@-g)? 1 o0 2
102t df = — “Hodu =1. 713
v/l /,oo ‘ $= 7= /m c (7.13)

De la expresién (7.10) se deduce que G es simétrica respecto de las variables
espaciales, pero no del tiempo, lo que evidencia la irreversibilidad temporal de
los procesos térmicos.

Para hallar la expresién de la funcion de Green en dos dimensiones, G5, se
considera una fuente lineal instantanea paralela al eje = y que pasa por (£, 7,0),
de la que se desprende una cantidad de calor Q en t = 0. La distribucion de
temperatura debida al aporte de la fuente a lo largo del eje = esta dada por

1= [ Za-cy-ns-cod (7.1
y aplicando (7.13) resulta -
u = @ Go, (7.15)
cp
con )
_ _ - —[(z=€)*+(y—n)?]/4a®t
GQ(J: €7y nat) 4@27Tt € . (716)

Para hallar la funcion de Green unidimensional, G, se considera una fuente
instantanea plana Q en t = 0, paralela al plano (y, z) y que pasa por el punto
(£,0,0), con lo cual se obtiene

2l
Il

//ZiG(xfayn,ZC,t)dndg -

- %a@-en (7.17)
cp
con 1
Gi(z—&1) = ~[@=8))/40%t 7.18
1((E f ) QClme ( )

tal como se obtuvo en el capitulo 4.
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7.2 Propagacion del calor en el espacio

Para resolver el problema en el espacio, con ¢ > 0,

a?Au = uy,

u(M,0) = ¢p(M), (7.19)

se recurre a la funcion de Green, teniendo en cuenta que en ¢t = 0 y en cada
punto del espacio hay una fuente de calor de potencia cpo(&,n, (). La tempe-
ratura en (x,y, z) en el instante ¢ estard dada, aplicando el principio de super-
posicién, por la expresion

u(,y, 2 t) = / / [ Gla— €y — .z — 1) $(€n, C) dédndC,  (7.20)

conG(x — &y —mn,z—(,t) =G(Ryp,t) dada por (7.10).

Dado que la férmula (7.20) no se obtuvo mediante un método matematico ri-
guroso, enunciaremos el teorema siguiente, cuya demostracion puede verse
en Tijonov & Samarsky (1972).

Teorema 7.1 Si la funcidn ¢ es seccionalmente continua, entonces la funcion
u dada por (7.20):

i) esta acotada en todo el espacio,

ii) verifica a®> Au = uy,

Para resolver la ecuacién no homogénea en el espacio,
a’Au = u; — Ea t>0, (7.21)
cp
con condicion inicial nula,
u(M,0) =0, (7.22)

se aplica el principio de superposicion teniendo en cuenta que hay aporte de
temperatura no sélo en ¢ = 0, sino durante todo el intervalo 0 < 7 < ¢, de aqui
que se proponga como solucién al problema (7.21-7.22) la funcién

(g, 2, 1) = i /0 / / [ Gla—E,y—n,2—Cot—7) f(E,n,C,7) dEdndCdr.

(7.23)
El problema general en el espacio,
a?Au—u, = —i, t>0,
cp
u(M,0) = (M), (7.24)

tiene como solucion la suma de (7.20) y (7.23).
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7.3 Propagacion del calor en regiones acotadas

Para una region T acotada, con frontera ¥, se establece el problema

a?Au = uy, t>0,
u(M,0) = ¢(M),
uly, = f(M,t), MeT, t>0. (7.25)

Para resolverlo se define la funcién de Green a él asociada, G(x — &,y — 1,z —
(,t—71)=G(Rpp,t — T), que verifica:
i) a’AG = Gy,
i) Qs = 0,
i) G(Rysp,t — 1) = e~ [BPap /4 (=71 /03[ (t — 7)]3/2 + v(M,t — 7),
con M(z,y,z)y P(&n, ().
La ecuacion en i) puede escribirse

a’AG = —G,. (7.26)
De la segunda férmula de Green,
/ (UAG — GAu) dV = /(an — Guy) dS, (7.27)
T b))

utilizando i) y ii) se obtiene
/ (uGr 4 Gu,) dV = —a? / f(P,7) Gy dS, (7.28)
T b))
y luego de un intervalo de tiempo, 0 < 7 < ¢,
t a t
/ / — (u@) drdV = —a* / / f Gy dSdr. (7.29)
rJo OT 0 J%
El primer término es
/ () |t — (uG) ] o] AV = (M, ) — / 6(P) G(Rasp.t) AV, (7.30)
T T
La solucién al problema propuesto resulta entonces
5 [* oG
’LL(M,t) = ¢(P)G(R]y[p,t)dv—a f(P,T) 7(R]\,{p,t—7') dSdr.
! oo on (7.31)

7.4 Propagacion del calor en un semiespacio

El resultado de la seccién 7.3 se generaliza para regiones no acotadas, y se
puede aplicar para resolver el problema siguiente:

a?Au = wy, z2>0, t>0,
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u(Mvo) = ¢(M)7 z >0,
u)—0 = f(z,y,t), t>0. (7.32)

Como en casos anteriores se utiliza el método de las imagenes respecto de
z = 0 para determinar la funcién de Green

)

(7.33)
donde Pi(¢,m,—C) es el conjugado respecto de z = 0 del punto P(¢,, ().
Calculando

oG, (G,
ETnJCZO = —<a<>Jc—o—

I T (N et R Vi
16a5m3/2(t — 7)5/2 4a®(t — 1)

1 —R? 4a’(t—1 —R? /4a2(t—‘r)
G(RMp,t—T) = W (6 wp/4a™( ) _ e fivp, )

(7.34)

de (7.31) se obtiene

u(M,t) o(P)G(Rpyp,t) dV—

z2>0

@ [ t I/ C:f(&nm) <g€)k=o dedndr.  (7.35)

que provee la solucion.

7.5 Problemas resolubles por separacion de va-
riables

Algunos problemas pueden tratarse mediante el método de separacion de va-
riables, no requiriendo de la determinacion de la funcion de Green correspon-
diente.

A modo de ejemplo estudiaremos el problema del enfriamiento de un cilindro
circular de eje z, radio ry € infinitamente largo, cuando su temperatura inicial
es independiente de z y su superficie se mantiene a temperatura nula.

La temperatura variara sélo en un corte perpendicular al eje del cilindro por lo
que, tomando coordenadas polares en el corte, se tiene el problema de hallar
la funcion u(r, ¢,t) que satisface la ecuacion

0%u  10u 1 0%u 1 ou

St -t S5 = S5
or2  ror  r20¢? a? ot
con la condicién inicial

U(T, ¢70) = q)(ra ¢)7 r <Tro,
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y la de frontera
u(ro, ,t) = 0.

Por el método de separacién de variables puede verse que la solucién es de
la forma

o0
2
u(M,t) = che*“ Aty (M),
n=1
donde las funciones propias v,, son solucién del problema

10 v 1 0% 9
T@’r‘(r&]“)+7"2w+>\v == 07 O<T<T0,U7é07

v(ro,¢) = 0, |v(0,9)] < oo,

que fue tratado al estudiar las oscilaciones de una membrana circular en el
capitulo 6.

2
A cada valor propio \,,, = (,uﬁ,’})/ro) corresponden dos funciones

(n)

Tpm = JIn (Mm r) cosneo,
To
(n)

Unm = Jn (Mm 7") sin ng,
To

cuyas normas al cuadrado son

2
_ _ TERT ,
HUnm”2 = ||Unm‘|2 = D) 4 [J’IIL(M’I(”I’LL))]Q’

con
|1, n#0
‘=12 n=o0,

siendo 1.\ Ia raiz m-ésima de .J,, = 0. Luego, la solucién se escribe
oo o0 (n) 7((1“;?) >2t
u(r, ¢,t) = 2:0 z:l (Com COSNG + Cpm sinnd) Jp, ('u:olr> e \ 7o 7
n=um=

donde los coeficientes ¢, Y ¢nm estan dados por

9 27 ()
WT% _ 0’"0 0 (I)(T7 (b) Jn(%r) COS(TL¢) qubd?“
SAVATERIE

CTLT)’L - i
2

To

enl L ()2

e T (n) .
w2 oS @0, 6) Ju(Yior) sin(ng) rdgdr

nm
2
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Si la temperatura inicial ® depende sélo de r, la serie doble se sustituye por

la serie simple
o (0) )\ ?
= Z Cm Jo ('umr> exp | — (aum ) t,
To To
m=1

2f( (1) J (”’“ ) rdr

Cm = ’
7 [50]

es la raiz m-ésima de Jy(u) = 0.

donde

0
y Mgn)

Si la temperatura inicial es constante,
u(r,0) = & = wo,
se tiene
o w(©
2ug fo Jo (#}T) rdr 2
0 =0 0),’
PRl 1 ()2 TR

CT)’ 3

puesto que —Jj = J1 y aJdo(a) = [aJi(a)] (ver apéndice E); entonces
resulta

o0 QUOJO(” 7) (a;é?ﬁ) t
—_— eXp — )
i) 1 (i) o

que es la solucién al problema planteado.

u(r,t) =

m=1

7.6 Problemas propuestos

1- Hallar la distribucién de temperatura en el espacio si la temperatura inicial
es u(z,y, z,0) = ¢(x,y, z). Utilizar transformada triple de Fourier.

2- Hallar la distribucién de temperatura en el espacio si actia una fuente de
densidad g(z,y, z,t) y la temperatura inicial es nula.
Sugerencia: utilizar transformada triple de Fourier.

3- Resolver
g = a’Au,
en R?, con u(z,y,0) = 1 — (22 + ?).

4- Resolver
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up = a’Au + 2%,

con u(z,y, z,0) = xy.

Soluciones a los problemas propuestos

1 o —[(z—w)?4(y—v)24+(z—w)?]
way,2,1) = 8a3(wt)3/2 ///_Oo $(u, v, w)e 4ot du dv dw

(.’E y>Zt 3/2 /// EUC il(x—&)>+(y—n)>+(z—¢)? ]dfdndc

Ue.n.¢) = / Gl Qe €+ gr

G(&n.¢) = o) 3/2 /// (u, v, w)e ™ EFNHCW) gy dyydu

U(S(J,y,t) =1~ (1'2 + y2) — 4a2t

u(m,y,z,t) =Xy + Zzt2/2 -+ a2t3/3
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Capitulo 8

Teoria de potencial

En este capitulo se obtienen soluciones para ecuaciones de tipo eliptico por
medio de integrales que se presentan con frecuencia en la fisica y que se
conocen como potenciales.

8.1 Potencial de volumen y potencial logaritmico

8.1.1 Definiciones

Si se tiene una distribucion de masa en el espacio, para un cuerpo 7' de den-
sidad p, su potencial en el punto M esta dado por

P(P)
r Rup

w(M) = dvp, (8.1)

con M(x,y,z)y P(&n, (), llamado también potencial de volumen.

Si el punto M ¢ Ty la densidad p es acotada, se puede derivar (8.1) bajo el
signo integral y se obtienen

% X = —///Tp(f,m() (x]; 3 dédnd,

2~ v [[[ sen o asana.

% Z= _///T p(&:n,¢) (z}gg() dédndd, (8.2)

por lo tanto, u es el potencial del campo de componentes X,Y, Z.
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Si se calcula el laplaciano de (8.1) para los puntos M ¢ T, se obtiene

Au(M) = L p(P) A ( RLP) dVp = 0, (8.3)

y el potencial u satisface la ecuacion de Laplace en el espacio.

Para una distribucién de masa en el plano en una regién S de densidad (&, n),
se llama potencial logaritmico a

w(M) = 2 /S u(P) In ( RLp) dSp, (8.4)

con M(z,y)y P(&n).
El potencial logaritmico es solucidn de la ecuacién de Laplace en el plano para
los puntos M ¢ S; ademas,

I Su(f,n)(“’R‘ﬁ ddn,

%Z(M) - =—2// )

son las componentes del campo de fuerzas en el punto M generado por el
potencial u(x,y).

dfd (8.5)

SiM eTen(81)o M e Sen(8.4),las integrales son impropias y el compor-
tamiento de las componentes del campo en tal caso se analizan en el punto
siguiente.

8.1.2 Derivadas del potencial

Si M € T, las integrales

w(M) = / D) gy, (8.6)
r Ryup

g
/// R%/[p dfdnd(, (8.7)

N
=
|
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son impropias y no se puede afirmar que

ou ou ou
Gen=X(n, SLOH =Y. FHOH=z00.  68)

Cuando la densidad es acotada, |p| < A, el integrando en (8.6) esté acotado

por
A
‘ <% (8.9)

av
/Tﬁ (8.10)

converge si a < 3 (ver apéndice A), entonces (8.6) converge.
Lo mismo sucede para (8.7), pues si la densidad |p| < A, es

e _llle-g _ A
R3 R? R R%’

donde R = Ry, p, y dado que

|
ol

(8.11)

dado que |z — &| < R.

En el teorema que sigue se demuestra que con solo la condicién de acotacion
de p se puede derivar bajo el signo integral aun en el caso en que M € T.

Teorema 8.1 SiT es abierto y |p| < A, entonces para el potencial de volumen
se verifican

X(M) = ua(M), Y(M)=u,(M), Z(M)=u.(M).  (8.12)

Demostracion: Segun la definicién de derivada parcial, para ¢ > 0 debe existir
d(e) > 0 de modo que si Az < ¢ se verifique

u(x + A.I', y,Z) — u(a?,y, Z)

- X A
A < €, (8.13)

con (z,y, z) coordenadas del punto M.
Sean T = Kj/ CT, T, =T -Tiyu; = [ (p/R)dV, parai = 1,2, entonces

U(.I—I-A.%‘,y,Z)—U(CU,:%Z) u1($+A$,y,Z)—U1($,y,Z)

Az - Az +
+ u2($+A$,y,Z)—U2(f£,y,Z)' (814)
Az
Dado que M ¢ T, es
8U2 8 1
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Por lo tanto,

u(x+Ax,y,z)—u(a:,y,z) _X < Uz(x—FAx,y,z)—uQ(x,y,z) Xl 4+
Ax Ax
Foix) 4 up(z + Ax,y, 2) —ui(x,y, 2) .
Ax

El primer sumando de la derecha puede hacerse menor que ¢/3 para |Az| <

02, ademas
_ 61 p2m pm
X = / pE=9 dV’ < A/ / / sin 6 df do dr
Ty R 0 JO 0

= 47AS, < %; (8.16)

por ultimo,

ul(x + A$7y7 Z) - U1($7y, Z)
Ax

1 11
— — —2)da
Ax/Tlp<R1 R) V‘

1 R—-R
— av
Az /T P"RR,

si Az < 6, ydonde R} = [(x 4 Az) — &>+ (y —n)* + (2 — ()* = R}y, p-

) (8.17)

El tridngulo formado por M (z,y,z), P(§,n,() y Mi(z + Az,y, 2) tiene lados
R, Ry, y Az, por lo que
IR — Ry| < Au, (8.18)

1 R— R, v A av av
- avl <al 2 2 av @ 8.19
Ax /Tlp RR, V‘ =2 )L RR, = 2 (/T R2+/5 R%)’ (8.19)

pues para a y b cualesquiera se verifica

ab < % (a® + b). (8.20)
Calculando las integrales sobre T; resultan
dv
- ﬁ = 47761,
dv / av
-5 < —5 = 8md. (8.21)
m, R Kyt Ry '
Elegimos ¢; de modo que
Ul(Ml)_ul(M)‘ S 671'1451 < E’ (822)
Az 3
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con lo cual también se verifica (8.16).
Si 0 = min{d1, 02}, entonces para |Ax| < § se satisface (8.13).

8.1.3 Ecuacion de Poisson asociada a un potencial

Teorema 8.2 Sea T una regién abierta y acotada de R?, de frontera X. Si la
densidad p es acotada y tiene derivadas continuas enT+Y. y M € T, entonces
el potencial de volumen u asociado aT' satisface la ecuacion

Au(M) = —4xp(M). (8.23)

Con las mismas hipdtesis, en R? se verifica que
Au(M) = =2mu(M). (8.24)
Demostracion: Se consideran las regiones 7y = KM c Ty Tb =T -T, y

las funciones u; = [,. (p/R)dV,parai=1,2;como M ¢ T, es Auy(M) =0,
por lo que basta analizar Au, (M). En virtud del teorema anterior tenemos que

8U1_ 0 1 _ 0 1
ax—/npax(zQ W= /Tf’as< )dV

(8.25)
Utilizando la férmula de Gauss,
OF
—dV = F(P) cosadSp = // F(P) dndc, (8.26)
T oz ol >N

donde « es el angulo que forma la normal exterior a £; = £ en P con el eje
x, resulta

Ou; B 0 1 9p
o /T ag( ) v+ wRroe
_ P 10p
— //Zledu Rang (8.27)

El primer sumando es una funcién derivable en M, el segundo es un potencial
de volumen de densidad dp/9¢, y dado que p es una funcion con derivadas
primeras continuas en T + %, es |0p/0¢| < C en Ty y la ecuacion (8.27) se
puede derivar respecto de z.

La derivada del segundo sumando en (8.27) esta acotada por 47C', en tanto
que la derivada del primer sumando es

[

dnd( = —/ % cos o dnd(
1 R
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— | L cos?ads. (8.28)
21 R
Considerando que
Au = lim (Auy + Aug) = lim Aug, (8.29)
5—0 6—0
y que
2 2 2
lim Aug (M) = — lim (cos a+c0526+cos v) S —
6—0 6—0 Eé” R
- —lim [ 2ds (8.30)
6—0 Ef;” R2 ’
tomando coordenadas esféricas con centro M se obtiene
27 pmw
Au = — %iH(l] / p(x 4+ dcospsinb,y + dsin psin b, z + 6 cos 0) sin Odbde
—%Jo Jo
= —dmwp(M). (8.31)
Entonces, para M € T, es
Au(M) = —4mp(M). (8.32)

8.1.4 Aplicacion del potencial de volumen a la resolucion
de problemas de contorno

Se considera la ecuacion de Poisson
Au(M) = —-F(M), (8.33)

en una regién acotada 7' de frontera X. Si F' es acotada y tiene derivadas
primeras continuas en 7'+ ¥, una solucion particular es

_ 1 [ FP)
A7 Jr Rmp

dVp. (8.34)

Por lo tanto, una solucién de (8.33) es
u=v+w, (8.35)

con w solucién de Aw =0en T.
La solucién del problema interior para (8.33), con

uly = f, (8.36)
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es u = v+w, con v dada por (8.34) y donde w es solucién del problema interior
de Dirichleten T,

Aw = 0,

f=vls. (8.37)

wjg

8.2 Potenciales de superficie y de linea

Se considera en R? una superficie X orientada, es decir, con interior y exterior,
sobre la cual se considera la normal exterior.
Se denomina potencial de simple capa a la funcién w tal que

_ [ u(P)
w(M) = /E R s, (8.38)

donde u(P) es la densidad superficial.

Se denomina potencial de doble capa a la funcidén w tal que

w(M) = — /E v(P) % ( RLP) dSp, (8.39)

donde v(P) es la densidad superficial.

Si C es una curva orientada en R? y np su normal exterior en P, se denomina
potencial de simple capa a la funcion

u(M) :/ w(P) ln( ! ) dsp, (8.40)
c Ryp
y potencial de doble capa a
w(M) / (P -1 (1 ! ) d (8.41)
= — n sSp, .
c dnp Rup r

con i y v densidades lineales.

Notese que para M ¢ X (o M ¢ C) se puede derivar bajo el signo integral
por lo que los potenciales de simple y doble capa son funciomes armonicas
fuera de X (o de C'). En cambio, en los puntos de la superficie (o la curva) son
integrales impropias.

Los potenciales de doble capa pueden escribirse

w(M) = / " Cosf ds, si M e R?,
v R
cos ¢ ) 9
wM)= [ v 7 ds, si M e R7, (8.42)
c
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donde ¢ es el &ngulo entre Ry;p y np.
El comportamiento de los potenciales de superficie y de linea se describe en
los teoremas que siguen.

Discontinuidad del potencial de doble capa

Sea X una superficie cerrada, frontera de una region abierta 7' de R3, y M, €
¥. Se definen las funciones

wi(My) = NI]L%Ow(M), con M eT,
we(My) = Ay{li_}r%ow(kf), con M¢T+Y, (8.43)

donde w(M) es el potencial de doble capa en R3.
En R? se dan definiciones analogas.

Antes de demostrar la discontinuidad del potencial de doble capa, considerare-
mos un caso particular importante que da cuenta del comportamiento de este
potencial cuando la densidad es constante.

Proposicion 8.1 Sea X una superficie cerrada con normal variando con con-
tinuidad y que limita una region abierta T. Entonces, el potencial de doble
capa sobre 3., con densidad constante v, verifica

4w, M €T,
wO(M) =1 { 2r, M e X, (8.44)
0, M¢gT+7>.

En R2, si C es una curva con tangente variando con continuidad y que
limita una region abierta S, entonces el potencial de doble capa sobre C' con
densidad constante vy es

2, M €S,
w’(M) = vy { m, MeC, (8.45)
0, M¢S+C.

Demostracion: Por simplicidad se demuestra primero en R2, con

Cos @

wO(M):/CVQ 7 ds. (8.46)

En la figura 8.1 se hatomado M € S, un eje de referenciay P € C.
Se tiene dscos ¢ = do = Rda, y

2m

wO(M) = vy do = 27uy. (8.47)
0
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Figura 8.1: da es el angulo con vértice en M € S desde el cual se ve el
diferencial de arco ds de la curva C.

Figura 8.2: da es el angulo sélido bajo el cual se ve, desde M € T, el diferen-
cial de superdicie dS de .
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Los otros casos se analizan de la misma forma.

Andlogamente, en R? se tiene dS cos ¢ = R?da (ver figura 8.2), y

w’(M) = vy / da = 4myy, (8.48)

S
para M € T, siendo « el angulo solido bajo el cual se ve, desde M, dS.
Corolario: Si M, € ¥, en R3, entonces
w?(My) = 4dmvy = w® (M) + 271,
wd(My) = 0=w"(My)— 271p. (8.49)
SiMy e C,enR? es

w?(My) = 2wy = w®(My) + 7,

wd(My) = 0=w"Mp)— 7vp. (8.50)

Para el potencial de doble capa con v variable se demuestra el teorema que
sigue.

Teorema 8.3 Sea ¥ una superficie cuyo plano tangente varia con continuidad
y formada por un namero finito de superficies convexas (una superficie se dice
convexa si todo plano la corta a lo sumo en una curva cerrada). Sea T la
region acotada y abierta encerrada por %, y v(M) continua.

Entonces, si My € X el potencial de doble capa con densidad v existe y
tiene una discontinuidad de primera clase sobre Y. dada por

wi(Mo) = w(Mp) + 2mv(Mo),
’LUe(M()) = ’LU(M()) — 27TV(M()), M, € 27 (851)
o bien,
w(My) = i) ;“’e(MO) (8.52)
Demostracion: Consideremos la funcién
COS
I(M) =w(M) —w'(M) = /E (v(P) —1p) R;b ds, (8.53)

con vy = v(My). Veremos que esta funcién converge uniformemente en My y
por tanto es continua en ese punto.
Dado que X esta formada por un ndmero finito de superficies convexas, es

/ |°(f¢‘ dsp < As,, (8.54)
b RMP
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con As, multiplo de 47 (segun la convexidad de ).
Sie > 0, parae; = ¢/ Ay existe d(ep) tal que |v(P) —vp| < €1 para |P — M| < 0.
Sea X; un entorno de M, en X de diametro 4, y sea

cos @
B0 = [ w(P)—w) S5 as. (8.55)
entonces
(M) < 61/ %752@ dS < e Ay, = €. (8.56)
P

Es decir que I(M) converge uniformemente en M, lo que implica su con-
tinuidad en dicho punto. Pero entonces w(M) tiene en M, una discontinuidad
del mismo tipo que w®(M). Esto significa que existen w;(My) y w.(My) y, dada
la continuidad de I(M), es

’u)l(Mo) - I(Mo) + w?(Mo) - I(Mo) + wO(M0> + 27'('1/0
= w(My) + 27v(Mp). (8.57)

De la misma forma se obtiene w.(Mj) y se prueba la existencia de w(Mp).
Las formulas correspondientes en R? son

’wi(M()) = ’u)(]\/[()) +7TV(M0),

we(Mo) = w(Mo) — mv(Mo). (8.58)

Propiedades del potencial de capa simple

En esta seccion se supone que la superficie 3 posee plano tangente que varia
con continuidad.
Proposicion 8.2 Si|u| < A, el potencial de capa simple,

w(M) = /Z %ds, (8.59)

es una funcién continua en R3.

En R? la afirmacién anterior es valida para el potencial de capa simple sobre
una curva cuya tangente varia con continuidad.

Demostracion: La funcién u es continua en puntos que no pertenecen a
y, como demostraremos, es uniformemente convergente en los puntos de 3.
Sean M, € ¥, ¥; un entorno de M, de diametro 4, y

[ wP)
ui (M) = /E gy 0P (8.60)
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Tomemos un sistema de coordenadas (&, 7, () con centro en My, y el eje ¢ en
la direccién de la normal exterior a 3 en M. Sea M € ¥, y 3 la proyeccion de
¥, sobre (£,7), si M = M(z,y,2)y M'(z,y,0) entonces ¥} C (K2,NR) =W,

R = J@->+@u—-n?+(z-0>>(@@-92+(y—n>

s’ dedn
cosy  cosvy’

dS = (8.61)

siendo dS’ la proyeccion de dS sobre el plano (£, 7). En consecuencia, es

ds d&dn
M A —=A
(M) < w, B /2/1 Rcosvy —

dédn
< 24
- s V(@ = €)2 + (y —n)?

< (8.62)

24 / ddn .
w /(z =€)+ (y —n)?
En esta desigualdad se ha considerado ¢ suficientemente pequefio de modo

que cosy > 1/2.
Si se introducen coordenadas polares con centro M’ es

2m 20
lup] < 2A/O /0 dpdp = 81 A, (8.63)

con 4 suficientemente pequerio. Ademds dado un € > 0, se toma § < ¢/(87A4),
de modo que si |M — My| < 6 es |u1(M)| < ¢, 0 sea, u converge uniforme-
mente en ¥, y esto implica que « es continua en X.

Finalmente, consideraremos la derivada normal de un potencial de capa sim-
ple. Sea M, € ¥, n la normal exterior en My y T un volumen abierto y acotado
limitado por ¥, para M < n se definen

ou . ou
ou . ou
(8n)e (M) =  Jm SE(M), M¢T+X. (8.64)

Si se toma la normal interior en lugar de la exterior, las definiciones son las
mismas.

Teorema 8.4 Sea X una superficie cuyo plano tangente varia con continuidad
y formada por un numero finito de superficies convexas. Sea T la regién aco-
lada y abierta encerrada por ¥ y sea (M) continua.
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Figura 8.3: Grafico de la superficie > donde se indican las cantidades que
intervienen en la definicién de u, (M).

Siendo u el potencial de capa simple y n la normal exterior en My € X,
resultan

—%M%)+%WM%) (8.65)

Sin es la normal interior se intercambian los valores de (0u/0n); y (Ou/dn)..

Demostracion: El potencial en M € n, M ¢ ¥ (ver figura 8.3) puede derivarse
bajo el signo integral por lo que se obtiene

ou B 0 1 _ cos

con % el angulo entre Ry/p ¥y n.
El potencial de capa doble es

Cos ¢

wMﬂ=Au7gdS (8.67)

Dado que cos ) = cos 6 cos ¢ + sin 0 sin ¢ cos 2, donde 2 es el angulo diedro de
arista np, resulta

du _ cos ¢ [ psinfsin¢cosQ B
8n(M) = /Z(MCOSQ) B ds /2 2 s =
= w(M)+1I(M). (8.68)

Advertimos que w; es un potencial de capa doble con densidad u;(P) =
—u(P)cos @y la funcién I(M) es continua en M, (la demostracion es anéloga
a la del teorema correspondiente al potencial de doble capa).
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Dado que el plano tangente varia con continuidad, cuando P tiende a M, el
angulo 6 tiende a cero, entonces du/0n(M,) existe y tiene la misma discon-
tinuidad que w, (M), por lo tanto

(gz> (M) = wi(Mo) + 2mpu (Mo) + (M) =

ou

o (Mo) — 2mp(Mo) - (8.69)

Si se toma n como la normal interior, cuando P tiende a My, 6 tiende a 7 y

p1(Mo) = p(My).
Las férmulas correspondientes a (8.65) en R? son

(5) () = 5 (ht0) — (o),
(55 ) (o) = G (ot + (o), 8.70)

donde u es el potencial de linea de capa simple.
Nota: Los teoremas sobre potenciales de capa simple y doble son validos si
la superficie X (o la curva C') tiene curvatura acotada.

8.3 Aplicacion a la resolucion de problemas de
contorno para la ecuacién de Laplace

Las ecuaciones diferenciales asociadas a estos problemas se transformaran
en ecuaciones integrales (ver apéndice F).

Consideraremos superficies con plano tangente que varia con continuidad y
curvas cuya tangente es continua.

Para resolver el problema interior de Dirichlet, que consiste en hallar una fun-
cion continua en T + X, arménica en T' y tal que verifique u|x = f, con f
continua, se recurre al potencial de doble capa. Es decir, se propone como
solucion la integral

w(M) = /E v(P) gz~ dSr, (8.71)

que como mostramos es armdnica en T, donde ¢ es el angulo que forman
Rypylanormalen P € X
Como acabamos de ver, para M, € ¥ es

u(Mo) + 2mv(Mo) = f(Mo), (8.72)

que define a w como una funcién continua en T + X por lo que v(P) debe
satisfacer la ecuacion integral de Fredholm de segunda clase (ver apéndice
F):

/ v(P) ]‘;‘;w dSp + 2mv(My) = f(Mp). (8.73)
> Moy P
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En forma anéloga, el problema exterior de Dirichlet tiene como solucién al
potencial (8.71), con v(P) solucion de la ecuacion integral de Fredholm de
segunda clase:

cos @

/ Z/(P) Y dSp - 27TZ/(M0) == f(Mo) (874)
Py RJ\IOP

En tanto, el problema interior de Neumann consiste en hallar una funcion ar-
monica en T', continua en 7'+ X y tal que du/dn|x = f, con f continua.
Buscamos la solucién en forma de potencial de capa simple,

dSp, (8.75)

donde p(P) es solucién de la ecuacién integral:

COS 1
~2mu(Mo) — [ ulP) g dSie = F (o), (8.76)
% Mo P
con My € 3, n la normal exterior en My y v el &ngulo entre Ry, p Y n.
La solucion al problema exterior de Neumann es (8.75), con u(P) solucion de
la ecuacion integral:

~2mu() + [ (P) 1 dSp = F(Mo) (8.77)
= My P
En este caso hay que tener en cuenta que la normal considerada en la condi-
cion de frontera (normal exterior) tiene signo opuesto a la normal que se con-
sider6 en el Ultimo teorema demostrado, donde T es la region acotada. El
angulo « es el mismo que aparece en (8.76).
Para los problemas equivalentes en R? consideramos curvas cuya tangente
varia con continuidad y se proponen como solucién los potenciales de linea
recurriendo a las ecuaciones (8.58) para el caso de los problemas de Dirichlet
interior y exterior, y a las ecuaciones (8.70) para los problemas de Neumann
interior y exterior.

Ejemplo 1. Hallaremos la funcién «, arménica en un circulo de radio a, y que
en la frontera C' satisface la condicion u|c = f.

Para ello buscaremos la solucion del 1° problema interior de contorno para el
circulo en forma de potencial de doble capa,

- cos ¢
w(M) 7/CRMP v(P)dsp.

Esta funcion, para cualquier eleccion de v(P), satisface la ecuacién de Laplace
dentro del circulo, y es discontinua en C. Para que la solucién sea continua
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Figura 8.4: La normal exterior en el punto P tiene la direccién del didmetro y
es My € C.

debe verificarse

w;(Mo) = f(Mo), Mo € C,
y, en virtud de la propiedad

w;(Mo) = w(Mo) + mv(Mo),
se obtiene para v(P) la ecuacién integral

(M) + cos ¢

o Ronr v(P)dsp = f(My).

Dado que la normal exterior en el punto P tiene la direccién del diametro y
My e C,es

cosgp 1

RMOP 2a’

como muestra la figura 8.4.
Designando con s y sp a los arcos de C' que corresponden a los puntos Py
M, respectivamente, la ecuacion integral para v se escribe

v(so) + %/C v(s)ds = %f(so).

Proponiendo como solucién (por la forma de la ecuacion) a

v =L 4,
T
se determina la cantidad A de
1 1 1 1
;f(so) + A+ e ; (Wf(s) +A) ds = - f(s0),

243



y se obtiene

1
A= _47'('2(L /Cf(S) dS)

de modo que para este problema

W(s) = 1)~ o /C £(s) ds,

4m2q

es la solucion de la ecuacion integral.
El correspondiente potencial de doble capa es

wn) = [ 522 (210 - o [ ) as

Si M es un punto interior al circulo,

1 cos ¢ 1 B
w(M) = ;/CRMPf(s)ds— <47r2a/cf(s)ds> 2 =

1 cos ¢ 1

B ;/c <RMP - 2a> Jls)ds

/ €S9 s = o,
c Rup

fue calculada al tratar la discontinuidad del potencial de doble capa. Tomando
coordenadas polares con origen en el centro del circulo, y considerando el
punto M = M (r,#), y el triangulo OPM (ver figura 8.5), se deduce que

La integral

cos¢ 1 2aRpypcosd— R p a® —r?

Ryp 2a 2aR3, 2ala? +r2 — 2arcos (0 — )]’

Asi se arriba a la integral de Poisson

27 CL2 77,2
u=w(r6) = ! /0 ( ) f(a) da,

27 a? + 12 — 2ar cos(f — «)

que es la solucién del 1° problema de contorno para el circulo que obtuvimos
en el capitulo 5 (ecuacion (5.68)).

Ejemplo 2. Utilizando el potencial de doble capa, hallaremos una funcion
armonica en R?, continua en z > 0, y que tome en la frontera z = 0 el valor
dado f(z,y).

Para esto hallaremos la solucién en forma de potencial de doble capa, con

wi) = [ SR vien) dean
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Figura 8.5: Triangulo OPM con M (r,0)y P(a,«).

donde R? = (z — £)* + (y — n)* + 2°. En este caso es

Cos ¢ z
" TR
de modo que
cos ¢
ﬁjzzo =0,

y la ecuacion integral para v se reduce a
27 (My) = f(My).

La solucién es entonces

2 > f(€mn)
w(z,y,z) = %//_OO (e 67 % (g — ) 5 22 d&dn.

8.4 Potenciales para la ecuacion Au — k*u =0

Resultados anéalogos a los presentados en las secciones 8.1 y 8.2, pueden ob-
tenerse para los potenciales asociados a la ecuacién de Helmholtz, Au—k?u =
0, y a la ecuacién Au + k?u = 0.

Para la ecuacion de Helmholtz, y con hipotesis analogas a las de las secciones
8.1y 8.2, se define el potencial de volumen

dV; 8.78
RMP P, ( )

que, para el caso en que la densidad p es acotada, posee las siguientes
propiedades:
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para M ¢ T, u(M) satisface la ecuacion de Helmholtz;

e en T estan definidas u y las funciones que se obtienen derivando bajo el
signo integral;

las derivadas primeras de u se calculan derivando bajo el signo integral;

si u tiene derivadas segundas en T, para M € T, u(M) satisface la EDP:

Au(M) — k*u(M) = —4np(M). (8.79)

Representacion de un problema de contorno
En la region T de frontera %, una solucion al problema de contorno definido
por

Au—k*v = -—F

)

uly = f, (8.80)

es u = v+uy, con v potencial de volumen de densidad p = F'/4x, y u; solucion
de la ecuacion de Helmholtz con u; v = f — v]s.
Potencial de capa doble

El potencial de capa doble asociado a la ecuacion de Helmholtz es

w(M) :—/EV(P) 0 (e_kRMP) dSp. (8.81)

Onp \ Ryp

Este potencial verifica las siguientes propiedades:
e para M ¢ X, w es solucién de la ecuacion de Helmholtz;

e w existe en M, € X y tiene una discontinuidad de primera especie dada
por

wi(MO) ’w(M()) -|-27TI/(M0),

we(My) = w(My) — 27v(My). (8.82)

Representacion de un problema de contorno

El 1° problema interior de contorno para la ecuacién de Helmholtz consiste en
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en hallar v continua en T' + X, tal que verifique
Au—Fku=0, enT
uls = f. (8.83)

Se propone como solucion al potencial de capa doble de modo que v(P) veri-
fique, para My € ¥

f(MO):27w(M0)—/ o(P) =2 (e_kRMP) dSp. (8.84)

> onp \ Rum,p

Esta es una ecuacién de Fredholm de segunda especie.

Potencial de capa simple

El potencial de capa simple asociado a la ecuacién de Helmholtz es

w(M) = /E u(P) (e_kRMP> dSp, (8.85)

Ryp

y verifica las siguientes propiedades:
e para M ¢ T, u(M) satisface la ecuacion de Helmholtz;
e u es una funcién continua;

e Si My € ¥y n es la normal exterior en M,

(5a) (o) = Goht) — 2e(ao),
(giﬁ)e(Mo) - g—z(Monw(Mo), (8.86)

donde los términos de la izquierda representan los valores limites de la
derivada normal desde el interior y exterior de ¥, respectivamente, en el
punto M.

Representacion de un problema de contorno

El 2° problema interior de contorno para la ecuacion de Helmholtz consiste en
hallar v continua en T' + X, tal que

Au—Fku = 0, enT,
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on>

Se recurre al potencial de capa simple de modo que i quede determinada por
la ecuacion integral de Fredholm, con M, € ¥,

- f (8.87)

1o}
F(Mo) = 5= (Mo) = 2mp(My), (8.88)
y con
8u Kl e~ kRmop
o / ( T )dsp, (8.89)

que se obtiene de (8.85).

8.5 Problemas Propuestos

1- Hallar el potencial de volumen de una esfera de densidad constante.

2- Hallar el potencial de volumen de masas distribuidas

a) con densidad constante en una capa esférica a < r < b,

b) con densidad constante p; en una esfera de radio a y con densidad cons-
tante ps en la capa esféricab <r < ¢, cona < b.

3- a) Hallar la densidad de una distribucién de masas sobre un dominio D con
la condicion que el potencial de volumen de dichas masas es

u=1- (2% +9*+ 22~
b) Con los resultados de a) hallar la masa total que se encuentra en el interior

de una esfera de radio R incluida en D.

4- Hallar el potencial de capa simple distribuido con densidad constante g
sobre una superficie esférica de radio a.

5- Hallar el potencial de capa doble en R? de un segmento con densidad cons-
tante.

6- Utilizando el potencial de doble capa hallar una funcién armoénica continua
en z > 0 tal que u(x,y,0) = f(z,y).

7- Demostrar que las soluciones fundamentales de Av + cv = 0 que dependen
de r en R? son:

a) HV (kr), H? (kr), si ¢ = k2 donde H{" y H? son las funciones de Hankel
de primera y segunda especie de orden cero.
b) Io(kr), Ko(kr), si c = —k? donde I, y K, son las funciones cilindricas de
argumento imaginario de orden cero (ver apéndice E).

8- a) Probar que las funciones
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u, (r,0) = I, (ur) cos v

v, (r,0) = I, (ur) sin vé,
con I, («) funcién cilindrica de argumento imaginario de orden v, (ver apéndice
E) satisfacen la ecuacion Au — p?u = 0 (r?2 = 22 + y?; x = rcos0; y = rsin6).
b) Idem para

u, (r,0) = K, (ur) cos v

v, (r,0) = K, (ur) sin vé,
con K, funciones de Bessel modificadas de tercera clase.

9-a) Hallar la distribucion estacionaria de concentraciéon de un gas inestable
dentro de un cilindro infinito de seccidn circular si se mantiene una concen-
tracion constante sobre la superficie del cilindro.

Este problema implica hallar la solucion acotada de la ecuacion bidimensional
Au—k*u=0,7 <a CONul,—q = uo.

b) Resolver el problema anterior en r > a.

10- Hallar la funcién de Green y la solucion del 1° problema de contorno para
el semiespacio z > 0y la ecuacion Au + k*u = 0, con u|.—o = f(z,y)

11- Hallar la funcién de Green y resolver el 2° problema de contorno para
Au+k*u=0,enz>0conu,]|.—o = f(z,y)

Soluciones a los problemas propuestos

o 47ra3p0/3R0, Ry > a,
u(M) = {27r,oo(a2 — R%/3) Ry <a,

con Ry distancia de M al centro de la esfera de radio a.

2-a
21po(b? — a?),, Ry<a
w(M) = < 2mpo(b? — 243 /3Ry — R2/3), a < Ry < b,
4’/Tp0(b3 - (Ls)/?)RQ b < Ro,
con Ry distancia de M al centro.
2-b
2mp1(a® — R3/3) + 2mpa(c? — b?), Ry < a,
w(M) = dmpra® /3Ry + 2mpa(c® — b?), a < Ry < b,
dr[pra® + p2 (RS — b%)] /3Ry + 27p2(b?> — R3), b < Ry <c,
47r[p1a3 + 02(63 — bg)]/3R0, c< Ry

con R, distancia de M al centro.

3-a
p =50 +y* +2%)/5
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3-b
m = 5R>

[ 4mpoa, Ro<a
u(M) = {47ru0a2/R0, a < Ry,

con Ry distancia de M al centro.

5-
w(M) = v {arctg[(x — a)/y] — arctg[(x = b)/y]} a<z<b
6-
_Z - f(&m)
won=2 [ [ e A

9-a

u(r, 0) = Tl:a)jo(kr)
9-b

u(r,9) = KO‘E(;M) Ko(kr)

donde I y K son las funciones cilindricas de argumento imaginario de orden
cero.

10- Funcién de Green:

e—ik‘Ro e—ile

Ry Ry

G(Ma MO) =

donde

Ry =+/(z—20)>+ (y — 40)%> + (z — 20)?

Ri=V(z+20)2+ (y+y0)2 + (2 + 20)2

Solucion del problema de contorno:

(M ) ) //oo f( )e—ik\/(z—mo)2+(y_y0)2+(z_Z0)2
u 0) = o2 e z,y [($*$0)2+(y—y0)2+z(2)] .

1
ik + dxdy
( \/(x—xo)2+(y—yo)2+23>

11- Funcién de Green:
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—ikRo —ikRy
G(M, M) = < €

RO R1

donde

Ro=+/(z—x0)>+ (y — %0)* + (2 — 20)?
Ry = /(2 +0)? + (y +0)? + (2 + 20)?
Solucion del problema de contorno:

(Mo) 1 //OO f(z,y) o=k (@—20) 2+ (y—y0)2 + (5~ 20)?
o) =50 z, dd
’ 2m —0 ! V(@ —20)2 + (y — y0)2 + 22
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Apéndice A

Integrales impropias

A.1 Integrales impropias en R!
La integral fi’ f(z)dx se llama impropia si es de una de las formas que se
describen a continuacion:

i) a=—oc0, 0(y) b=o0,
i) f(x) no esté acotada en al menos un punto zg, con a < xy < b.

Para el caso i), si f(x) es integrable en todo intervalo finito a < « < b, entonces
se definen

/:O f(z)dx bhﬂrrolO /ab f(z)dz,
b b
/7 f(x)de = lim f(x)dx. (A.1)

a—r — 00 Ja
Cada una de las integrales impropias se dice convergente si existe el limite
correspondiente y divergente si dicho limite no existe.

Asi, por ejemplo, la integral
< dx

con a > 0, converge sip > 1, y diverge sip < 1.
Para el caso ii), si f no esta acotada en zg, a < xg < b, se define

xro—€ b
/b f(z)dx = lim f(x)dx + lim f(x)dx (A.2)

e—0 a e—0 zote

con e > 0, y la integral se dice convergente si ambos limites existen, en caso
contrario la integral se dice divergente.
Si zyp = a desaparece el primer término del segundo miembro y en el caso
xo = b desaparece el segundo término.
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Por ejemplo, las integrales impropias

b

b dx
/a 7(])793)]0, (A.4)

convergen si p < 1y divergen sip > 1.
En problemas fisicos se utiliza el valor principal de la integral impropia, y se
define como

00 . M
v.p./ﬁOO f(z)dx = A}lgloo " f(z)dx (A.5)
para el caso i), y
To—e€ b
v.p. / flx)dx = hm </ f(x)dx + f(x)da:) , (A.6)
a xo+e€

para el caso ii).

Ejemplo 1. La integral

M —o0 M——oo

0 M 0
/ zdr = lim xzdr + lim xdr = 00
—00 0 M

es divergente, mientras que

v.p./ xdx = 0.

Ejemplo 2. La integral divergente

verifica
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Criterios de convergencia

Para integrales de la forma f:o f(z)dx existen los siguientes criterios de
convergencia:

Criterio de comparacion

Sean0 < f(z) < g(x)paraz > aentoncessi [ g(x)dxz converge, [ f(z)dx
también converge, y si [ f(x)dz diverge, [ g(x)dx diverge.

Criterio del cociente

Sean f(z),g(z) > 0paraxz > a,y lim, , f(z)/g(x) =A.

Si0 < A < oo, entonces f:" fz)dz y f:" g(x)dx ambas convergen o ambas
divergen.

SiA=0,y [ g(x)dz converge entonces [ f(x)dxz converge.

SiA=o0,y [ g(x)dz diverge entonces [ f(x)dx diverge.

Criterio z?

Sea lim, ,oca?f(z) = A . Si Aesfintoyp > 1, [ f(x)dz converge. Si
A#0yp<1, [ f(z)dx diverge.

Para integrales de la forma f:o f(x)dx se tienen criterios analogos.

Para las integrales del tipo ii) con f(z) no acotada en x = a, los criterios de
convergencia mas utilizados son:

Criterio de comparacion

Sean 0 < f(z) < g(x) para a < x < b; Si fabg(x)da: converge, entonces
ff f(x)dz converge,y si ff f(xz)dz diverge, entonces f(fg(x)d:c diverge.
Criterio del cociente

Sean f(z),g(z) > 0,paraa <z <bylim, ,, f(z)/g(x) = A.

Si0 < A < oo, entonces ff f(x)dx y ffg(x)dx ambas convergen o0 ambas
divergen.

SiA=0,y f;’ g(z)dr converge entonces f;’ f(z)dz converge.
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SiA=o00,y f;g(:v)dx diverge entonces f(f f(x)dz diverge.

Criterio P

Sea lim, ,,+(x —a)Pf(zx) =A.Sip<1ly A esfinito, f; f(z)dz converge.
Sip > 1y A +# 0 (puede ser infinito) ff f(x)dx diverge.

Convergencia condicional y absoluta

La integral convergente f;’ f(x)dx es absolutamente convergente si f;’ |f(x)|dx

. . . b .
converge y es condicionalmente convergentesi ['|f(x)|dz diverge.
Toda integral absolutamente convergente es convergente.

Convergencia uniforme

La integral F(y) = [ f(z,y)dz es uniformemente convergente en [c,d] si
para e > 0 existe M (¢) tal que es |f:° flz,y)dz| < e para A > M yVy € [¢,d].

El criterio de Weierstrass establece que si |f(z,y)| < g(z) paraz > a,c <y <
dy [~ g(z)dz converge, entonces [ f(z,y)dz es absoluta y uniforme-
mente convergente en [c, d].

A.2 Integrales impropias en R?

Se estudiaran las integrales impropias de la forma [, fdV, donde f(z,y,2)
esta definida sobre un conjunto acotado 7' C R? excepto en un punto M, en el
cual f no esta acotada.

Si U,, es una sucesién de entornos de M, con diam U,

€n

/ fdV = lim fav. (A.7)
T

€,—0 T—U

< €,, se define

€n

La integral impropia se dice convergente si existe el limite y divergente si no
existe, independientemente de la eleccién de los U, .
Criterios de convergencia

Dado que el limite anterior debe calcularse sobre todas las posibles familias
de entornos, no es practico utilizar la definicién sino alguno de los criterios que
se dan a continuacién.

Convergencia para funciones no negativas

En lo que sigue se llama sucesion monoétona a una sucesion U, tal que, para
ny > ny se verifica Ue,, C Ue

ny "

Teorema 1 Si f > 0 enT y existe el limite (A.7) para una sucesion mondtona
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U., , entonces existe el limite para cualquier otra sucesion V., de diametro
menor que €, y ambos limites coinciden.

Demostracion: Para cualquier V,, existen U, y U, talesque U, CV,, C
U.,,- De aqui se sigue que

/ fdv > / fdv > / fav. (A.8)
T-U.,, T—Ve, T—Uec,,

Dado que existe el limite de los términos de los extremos, es

lim fdV = lim de:/ fdv. (A.9)
T

€,—0 T—U en—0 T-V,,

Si f cambia de signo en la regién T', se puede aplicar el teorema anterior a | f|
pues si converge la integral del valor absoluto también converge la integral de
la funcién f, como se muestra a continuacion.

Teorema 2 Si [ | f|dV converge entonces [, fdV converge.

Demostracion: Si se definen

f(M), f(M) =0
fi(M) = (A.10)
0, f(M) <0,
y
0, f(M) =0
f2(M) = (A1)
(M), f(M) <0,

entonceses f = fi1 — f2, f1 Y fo sonnonegativasy fi, fa <|f].
Para una sucesiéon monétona U, se tiene

/ fdV < /
T-U., T

el término de la izquierda define una sucecion monotona creciente y acotada,
por lo tanto posee limite. Entonces,

/deV:/TfldV—/ngdV, (A.13)

flav < / flav, i=12, (A12)
T

—Ue,

converge.

Lema La integral [.dV/R* converge si a < 3 y diverge si a > 3, con
R? = (xg — 2)* + (Y0 — y)* + (20 — 2)* ¥ Mo (0, Y0, 20) € T

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se puede considerar que T es una
esfera de centro M, y radio Ry. Entonces tomando esferas K., de centro M,
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y radio €,, se tiene

R®~* | Ry
d 27 s Ry d 471' —JLJEn7 OL#S
/ - / do | sin6do / =y (A.14)
oK., o Jo dmin(R)|Fo,  a=3.

De aqui se obtiene la convergencia o divergencia tomando el limite para e — 0.
El resultado anterior depende de la dimension del espacio; para dos variables
independientes, con 72 = (x — x0)? + (y — v0)?> Y Mo(xo,v0) € A, la integral
J 4 dS/r™ , converge si a < 2y diverge si o > 2.

Criterio de comparacion

Sea |f| <g,si [,gdV converge, [.fdV converge.

Demostracién: Dada la sucesion monétona de entornos de My, U, se tiene

/ flav g/ gdv < /gdv, (A.15)
T-U., T-U., T

el término de la izquierda define una sucesion mondtona creciente que esta
acotada por el término de la derecha, por lo tanto tiene limite.
Aplicando el teorema 2 se obtiene la convergencia de fT fdv .

Para la divergencia se verificaque si f > g > 0y [,.gdV diverge entonces
J fdV diverge.

A.3 Integrales impropias dependientes de un pa-
rametro

Sea la integral impropia
FO) = [ 104.P) v, (A.16)
T
con f(M, P) continua respecto de M y de P para M # P, y no acotada para
M = P. Laintegral F(M) es uniformemente convergente en M, € T si dado

€ > 0 existe un entorno U de M, contenido en 7', y tal que

< €,

/ f(M, P)dVp
U

VM e U.

Teorema 3 Si F(M) = [, f(M, P) dVp converge uniformemente en M, € T,
entonces F' es continua en M.

Demostracion: Dado € > 0 se debe hallar i(e) tal que |F(M) — F(My)| < €
para |M — My| < 6.
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Se considera un entorno U de My, U ¢ Ty T =Ty + T, con Ty = U,
T, =T —U. Sean

FZ—(M):/ f(M,P)dVp, 1=1,2. (A17)
T;
De donde

[F(M) = F(Mo)| < |[I\(M)] + [Fi(Mo)| + [Fo(M) — Fo(Mo)|.  (A.18)

Por la continuidad uniforme de F en My, para ¢/3 existe U tal que diam U = 6,
y

EOD] IROM)] < (A19)
para M € U.
Dado que M, € Ty, F5 es continua en M, por lo cual
|Fo(M) — Fo(Mo)| < % (A.20)
para |M — My| < 0s.
Si
§ = min(6y, 62), (A.21)
entonces
|[F(M) — F(Mo)| < e (A.22)

para |[M — My| < 4.

Nota: Los resultados obtenidos son validos también para integrales de super-
ficie y de linea.
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Apéndice B

Serie y transformada de
Fourier

B.1 Funciones ortogonales

Sea g, (z) una funcion definida en el intervalo a < x < b; se denomina norma
de la funcién g,, al nimero ||g,|| tal que

b
lgall? = / g ()P

Dadas las funciones g¢,(z) y gm(x) en elintervalo a < z < b, se define su
producto interno como el nimero (g, g,) tal que

(Gn> gm) = / 9n ()G, (x)dx,

donde §g,, indica al complejo conjugado de g,,.
De ambas definiciones resulta que

gnll* = (gn,gn)-

Un conjunto {g.}, n = 1,2,3,..., es ortogonal si g, # 0¥n, Y (gn,gm) =0
para n # m.

Un conjunto {g,}, n = 1,2,3,..., es ortonormal si es ortogonal y ||g,|| = 1
vn.

Si {gn} es ortogonal, {g,/||g»||} es ortonormal.

Ejemplos de conjuntos ortogonales en el intervalo (—1,1) son

{sin (nwx/1)},{cos (nwx/l)}, n=0,1,2..,
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y a partir de ellos se obtienen los correspondientes conjuntos ortonormales

{\1/15;111 (mlm)} : {\2(;08 ("l”>} n=01,2.,

En el campo complejo el conjunto
{exp (intz/(b—a))}, n=0,1,2...,

es ortogonal en (a,b), y normalizado resulta

{ 1 . (zmrx)} 0.1.9
X , n=01,2..
Vb—a P\v—a

B.2 Series de Fourier

Dada la funcién f(x) definida en el intervalo (—m, 7), la serie de Fourier aso-
ciada a ella es la serie trigonométrica

(o)
% + Z (an cosnz + by, sinnx),

n=1

con a, =L [T f(z)cosnadx,y by, =21 [T f(z)sinnzdr,n=0,1,2,....

Los coeficientes a,,b, se llaman coeficientes de Fourier, y se dice que la se-
rie trigonométrica representa a f(x) en (—m, ) siambas coincidenen (—m, )
salvo en un numero finito de puntos.

Para definir la serie de Fourier se ha utilizado el conjunto de funciones ortogo-
nales

{sinnz,cosnz}, n=12..

El término constante de la serie es el valor medio de f en (—m, ).

Cada término de la serie trigonométrica es una funcién periédica de periodo
27, por lo tanto si la serie converge a f(z), ésta debe ser una funcién periddica
de periodo 27, que es una extension periddica de f a todo R.

Las condiciones suficientes para que la serie de Fourier asociada a f repre-
sente a esta funcion,

o0
ag .
flz) ~ 5 + Z (a, cosnz + by, sinnx),
n=1
estan detalladas en el teorema de Fourier que se enuncia a continuacién.

Teorema 1 Sea f(x) una funcion seccionalmente continua en el intervalo
(—m, ), entonces

%{f(m+)+f(x_)} = %—&—i(ancosnx—&—bnsinnx) (B.1)

n=1
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ay = — f(x)cosnxdx, b, =— f(x)sinnzdz, n=0,1,2,... (B.2)

T ) _x T

donde con f(xz%) y f(z~) se han indicado, respectivamente, los limites por
derecha e izquierda en el punto x.

Ejemplo 1. La serie de Fourier correspondiente a la funcion

0 —m, <z <0
f(x)_{l 0<z<m '

es

n=0

2 cos[(2n + 1)x > nSinnT
f@)“ﬂ(Z(an -2 )

A partir de ella se pueden sumar series numéricas, por ejemplo, si considera-
mos sucesivamente x =0y x = /2, obtenemos

teniendo en cuenta que en los puntos de discontinuidad la serie converge a
1/2y a f(x) donde es continua.

Serie de Fourier de senos y cosenos

A partir de la definicion de los coeficientes de Fourier, se comprueba que si
f(z) es una funcién impar, es decir, f(—z) = —f(x), es

ap = / f(z) sin(nx) (B.3)
Si f es una funcién par, esto es, f(—xz) = f(z), entonces
2 s
== =0. B.4
7r/0 f(z)cos(nx)dx, b,=0 (B.4)

De aqui que una funcién impar tenga como desarrollo en serie de Fourier a
una serie de senos,

x) ~ i bpsen(nz), (B.5)
n=1
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con los coeficientes b,, dados por (B.3).
Una funcién par se representa por una serie de cosenos

ag >
~ g + Z ancos(nx), (B.6)

con los coeficientes «a,, dados por (B.4).

El desarrollo (B.5) puede interpretarse como la prolongacién impar en (—m, )
de una funcién definida en (0, 7), y el desarrollo (B.6) como la prolongacion
par en (—m, ) de la misma funcion.

Ejemplo 2. La serie de senos para la funcion

f(x):{m, 0<z<m/2

0, 7/2<z<m’
es

Tl

sin(2nx).

2 — n" =
f( ;;msln 2n+1 g

Esta serie representa a la prolongacion impar y periddica de periodo 2« de la
f(x) dada.
La misma funcién f tiene el desarrollo en serie de cosenos

L@+ fa =5+
Ly 2 1 2 2 1 4 2
P e 1)2{[< 1)"(2n + 1)m — 2Jcos|(2n + 1)a] — cos|(4n + 2)a]},
que representa a la prolongacién par y periddica de periodo 27 de f(x).

Forma compleja de la serie de Fourier

En algunos casos conviene desarrollar la funcién f(x), definida en el intervalo
(a,b), tomando como base al conjunto ortogonal {exp(i27n/(b — a))}, es decir

Z Cp €TP (ZQWZ) , (B.7)

Los coeficientes se han obtenido realizando el producto interno de f con cada
funcion exp(—i2rm/(b—a)), param = 0,+1,42, .., y bajo la suposicién que la

donde
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serie (B7) puede integrarse término a término. Las condiciones suficientes de
existencia de un desarrollo en serie compleja de Fourier son las mismas que
las enunciadas en el teorema para el desarrollo en serie trigopnométrica. Por lo
tanto, la serie (B.7) converge a {f(z ") + f(z7)}/2.

Ejemplo 3. El desarrollo en serie compleja de Fourier de la funcién
0, —7<x<0
flz) = { 0<z<m,
es

F(z) ~ | Z {4’” o—izne _ Wei(Qn-H)w} '

Forma general de la serie de Fourier

El desarrollo en serie trigonométrica de Fourier de una funcién definida en un
intervalo (a, b) se obtiene explicitando la exponencial que aparece en (B.7)

2mne . . 2mnx
flx) ~ CO+Z [cn—f—c cos(ba>+z(cn—cn) sm(baﬂ
= @+§: ay, COS 2mn + b, sin 2mn (B.9)
2 " b—a " b—a/|’ '

n=1
con coeficientes
ap = Cptc_p = 2 ’ (x) cos 2nme
n - n —n (b o a) " b —a b
2 b . 2nmwx
by, = ¢hn—cC_p = =i (x) Sm(b—a)’ n=1,2,3...(B.10)

Ejemplo 4. La serie de Fourier de la funcion f(z) = x, a < = < b es la funcion
periédica de periodo (b — a):

(b—&2—a (b—a) ii (27m(f;a)>:

T a<zr<b
(b+a)/2 ax=kb—(k—1)a, k=0,%£1,....
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Derivacion de una serie de Fourier

En general, la derivacion término a término de la serie de Fourier de f no
representa a f/, como lo muestra el siguiente ejemplo. Derivando término a
término la serie

flz)=2 i #sen(nw), —T<z<m,
n=1

se obtiene

que es una serie divergente, ya que lim,,_..cos(nzx) # 0.
Es importante, entonces, tener en cuenta condiciones suficientes para que la
serie de las derivadas sea la derivada de la serie.

Teorema 2 Sea f(z) continua en (a,b), f(a) = f(b) y f'(x) seccionalmente
continua en (a,b). Si

ag > 2mnx . 2mne
== n , b, (B.11
flx) 2+nE:1 {ancos(ba)—&—b Sm(ba)} a<x< ( )
y si existe f'(x), entonces

f(z) = (b2—7Ta) i n {bn cos (ZTz) — a, sin (?ii)} , a<xz<b.
"~ (B.12)

Integracion de una serie de Fourier

La serie de Fourier de f puede integrarse término a término en condiciones
muy amplias para obtener la integral de f.

Teorema 3 La serie de Fourier de f (atin no siendo convergente), puede inte-
grarse término a término y converge a la integral de f. Es decir, si la serie de
Fourier asociada a f es

ag > 2mnx 2Tnx
— ) nSen B.1
2—0—2 [a,bcos(b_a>—|—bnsen(b_a)], a<x<b, (B.13)

n=1

entonces

/HT fo)ds = ao(b4— a) n (b2—7ra) i{%ﬂ {Sm(imz) e (?nzﬂ
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by, 2mnax 2mna ag . [ 2mn(x —a)
— |cos — cos — —sin | ——= ) },
n b—a b—a n

a<x<b.

Este resultado se ha obtenido integrando la serie de Fourier asociada a f entre
a y z'y reemplazando luego z por su desarrollo en serie en (a,b) dado en el

ejemplo anterior.

B.3 Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una herramienta importante para la resolucion

de EDP.

Se analizan aqui las transformadas en una y en dos dimensiones. Para el caso

de n dimensiones, las generalizaciones resultan inmediatas.

Transformada de Fourier unidimensional

La transformada de Fourier de f(x) es la funcién definida por
1 o0
o [ T@esp(-iznmn)ds = Fu) = F{7}w

con z y u variables reales y donde f(x) puede ser compleja.
De (B.14) se demuestra que la transformada inversa de F' es

FHFYz) = /‘00 F(u) exp(i2rzu)du = f(z).

— 00

Expresiones alternativas para (B.14) y (B.15) son

F{f}(u)

FHF}(x) = \/12?/_00 F(u) exp(izu)du = f(x).

1 ° )
\/ﬂ/oo f(x) exp(—izu)dx = F(u),

(B.14)

(B.15)

(B.16)

Condiciones suficientes para la existencia de la transformada se dan en el
teorema que sigue. Sin embargo, hay que hacer notar que gran cantidad de
funciones que no satisfacen las hipotesis del teorema 4, poseen transformada.

Teorema 4 Si | verifica las condiciones siguientes:

i) es absolutamente integrable, es decir,

[%me<w
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i1) tiene un ndmero finito de discontinuidades y un ndmero finito de maximos y
minimos en todo intervalo finito,

iii) no tiene discontinuidades infinitas,

entonces existe la transformada de Fourier de f.

Ejemplo 5. La transformada de Fourier de la funcion

1/a, |x| <a/2
f(‘”):{o, 2] > a/2,

es F(u) = sin(rau)/(rau) = sinc(mwau), donde con sinc se denota a la funcién
seno cardinal.

Transformada de Fourier de la derivada de una funcion

Teorema 5 SiF{f} = F, entonces

F { (;;J:} = (2miu)"F(u) (B.17)

silas (r — 1) primeras derivadas de f se anulan para x — +oc.

Transformada de Fourier bidimensional

La transformada de Fourier de f(z,y) es

iﬂ / /_O; f(z,y) exp[—2mi(zu + yv)] dady = F(u,v) = F{f}(u,v), (B.18)

donde f puede ser una funcién a valores complejos.
La transformada inversa de la funciéon F' es

// (u,v) exp[27i(zu + yv)] dudv = f(x,y) = F H{F}(x,y). (B.19)

Las condiciones de existencia de la transformada bidimensional son analogas
a las citadas para la transformada unidimensional.
Expresiones alternativas para (B.18) y (B.19) son

F{fHu,v) / / F(z,y) expl—i(wu + yo)ldady = F(u, ),
FHF}(u,v) // (u,v) expli(zu + yv)|dudv = f(z,y). (B.20)
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Ejemplo 6. La transformada de Fourier de
|zl <a/2, |yl <b/2
flz,y) =
0, |zl >a/2,lyl >b/2
es F(u,v) = senc(mau) senc(mwbv).

A continuacién se enumeran propiedades de la transformada que se derivan
de propiedades de la integracion.

i) Linealidad
Faf +bg} = aF{f} +bF{g},
con a y b constantes.

i7) Dilatacién Si F{f} = F, entonces

Fiftar o)} = oo (£.5).

con a, b constantes.

iii) Translaciéon Si F{f} = F entonces
o F{f(x—a,y—b)}(u,v) = F(u,v)exp[—2mi(au + bv)]
o F{f(x,y) exp[2mi(az + by)]}(u,v) = F(u —a,v — b).

Convolucion

La convolucion de f(x,y) con g(z,y) se anota f * g, y se define por

(fxg)(x,y) = //jo flu,v)g(z —u,y —v) dudv. (B.21)

De la definicion sigue que fxg =g = f.

Teorema de convolucién. Si existen las transformadas de Fourier de f y de
g, entonces

F{f * g} = F{f1Fg}- (B.22)

Como corolario de este teorema se obtiene el resultado siguiente:

F{rg} = F{f} = Flg} (B.23)
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B.4 Transformada de Hankel

Para una funcién que posee simetria cilindrica
[l y) = g(r), (B.24)

y cuya transformada de Fourier bidimensional es
F(u,v) = // [z, y)exp[—2mi(zu + yv)] dedy, (B.25)

al introducir coordenadas polares en ambos dominios,

xr = rcosf u=pcosg,
y = rsinf v=psing,

se obtiene

F(u,v) = /0 /0 g(r) exp[—2mirpcos(d — ¢)] rdr

= G(p) = 271'/ g(r)Jo(2mrp) rdr, (B.26)
0
pues Jo(z) = 5 fOQ” exp(—ix cos o) da (ver ecuacion (E.27)).
Como también es Jy(z) = 5 f02” exp(iz cos a)da, se tiene que
o) =2 [ GloLa(zarp)pdp. (B.27)
0

La expresion (B.26) es la transformada de Hankel de g(r), también conocida
como transformada de Fourier-Bessel. La transformada inversa tiene la misma
forma, como lo muestra la ecuacion (B.27).
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Apéndice C

Principio de superposicion.
Método de separacion de
variables

C.1 Principio de superposicion

Las EDP lineales homogéneas pueden definirse por medio de un operador
diferencial lineal. Asi, por ejemplo, la ecuacion hiperbdlica

Ut = 0 Uy (C.1)

e 2 2
puede escribirse como L(u) = 0, con L = & — a2,
La ecuacion eliptica

Uge + Uyy = a(z, y)u (C.2)
es L(u) =0,con L = C,;d—; + ;—:2 —a(z,y).
Un operador L es lineal si verifica

Lu+wv) = L(u)+ L(v),
L(cu) = cL(u), ¢ = constante. (C.3)

Por lo tanto, la combinacion lineal de soluciones de una ED lineal homogénea,
es también solucion. Este resultado puede generalizarse para obtener el prin-
cipio de superposicion que se enuncia en el teorema siguiente.

Teorema 1 Sean u;(z1,...,z,), © = 1,2,3...., soluciones de la ED lineal ho-
mogénea L(u) = 0, entonces la serie u = ;- c;u; €s también solucion de
la ecuacion si para toda derivada 0™ u/0x""* que forma parte de L, se verifica
OMu /O =3 72 ;0" i /O
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La afirmacién del teorema se deduce inmediatamente de la linealidad de la ED
homogénea y de la propiedad de derivacion término a término,

L(u) = Z ¢;L(u;) = 0. (C.4)

Una condicion suficiente para que la serie de las derivadas converja a la
derivada de la serie es la convergencia uniforme de la serie derivada (C4).
Se puede trabajar bajo esta hipotesis.

C.2 Separacion de variables

En este apartado se analiza el método de separacion de variables para EDP
homogéneas de los tres tipos fundamentales estudiados en el capitulo 2, para
dos variables independientes. Consideraremos EDP que representan una gran
cantidad de problemas fisicos, y que se definen por medio del operador lineal

L= ‘a% (a(m)(;l) +b(a), (C.5)

cona(x) >0y b(z) > 0.

Region espacial acotada
Para el caso hiperbdlico se tiene

0%u

f(x)@ﬁhL(u):O, O<z<li, t>0, (C.6)
con f(x) > 0en0 < z <[, condiciones homogéneas de frontera
aq U(O, t) - ﬂl ux(oa t) = Oa
(€3] u(lat) + B2 Uz(l7t) = 0 (C7)

para t > 0, y condiciones iniciales
u(z,0) = d(x), w(z,0)=2(), O0<z<l (C.8)
Para el caso parabdlico la ecuacion es
ou

f(x)a + L(u)=0, O0<az<l, t>0, (C.9)
con las condiciones de frontera (C.7) y la condicién inicial
u(z,0)=¢(z), O<z<l (C.10)
En el caso eliptico la ecuacion es
f(m)gzz—L(u)zo; O<z<l, 0<y<l, (C.11)
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con las condiciones de frontera

ar1u(0,y) = Brus(0,y) = 0
azu(l,y) + Prus(ly) = 0 (C.12)
para0 <y <l,y
wz,0) = o(z), u(z,l)=v), 0<z<l. (C.13)
Si se propone como solucién de (C.6) y (C.9)
u(z,t) = X (x) T(t), (C.14)
y como solucién de (C.11),
u(z,y) = X(2)Y(y), (C.15)

excluyendo las soluciones triviales X (z) = 0, T'(¢

~—

0, e Y(y) = 0 resultan

™ 19, ., b

T Xfa ) o

T 1 0, . b

T ~ Xfar ™) 5=

Y 1 d b

¥ = xpa@X) =2 (C.16)

con A constante pues los dos primeros términos de cada ecuacién dependen
de distintas variables independientes.
De estas ecuaciones se obtiene para X

L(X) = dd (aX')+bX = AfX, O<z<l, (C.17)

dx
con las condiciones de frontera

a1 X(0) - B X'(0) = O,
X (1) + B X'(I) = 0. (C.18)

El problema (C.17), (C.18) se conoce como el problema de Sturm-Liouville. Se
pide que f, ay b sean no negativas y continuasen 0 < x <!y que «;, 5; > 0,
yoa;+ 5 >0parai=1,2.
La funciéon X = 0 es solucion de este problema, pero conduce a la solucién
trivial w = 0, que no interesa. Se trata, entonces, de hallar valores de \ para
los cuales existe solucién X no trivial; a estos valores de X se los llama auto-
valores y a las correspondientes soluciones X autofunciones. El conjunto de
autovalores se denomina espectro.
Los autovalores y las autofunciones verifican las siguientes propiedades:

1) Existe un conjunto infinito numerable de autovalores A1, A2, As, ..., por lo
que el espectro es discreto.
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11) Las autofunciones correspondientes a distintos autovalores son ortogo-
nales en el intervalo 0 < = < [, y forman un conjunto completo.

1i1) Los autovalores son reales y no negativos y las autofunciones se pueden
elegir como funciones reales.
Con estos resultados, toda funcién u de cuadrado integrable en 0 < = < I
posee un desarrollo en serie de autofunciones

u(@) =Y anXn(2), (C.19)
n=1

con a,, = ﬁ fol u(x) X, (x)dz.

Ademas, si u y su derivada son seccionalmente continuasen 0 < = < [,y u
satisface las condiciones de frontera (C.7), entonces la serie (C.19) converge
absoluta y uniformemente en 0 < z <[, salvo en los puntos de discontinuidad
zy, en los cuales la serie converge a {u(z;) + u(z; )} /2.

El calculo de autovalores y autofunciones quedara en claro en los numerosos
problemas considerados, lo mismo que el analisis de la soluciéon (C.14) o
(C.15) donde las soluciones para T' 0 Y se obtienen de las ecuaciones (C.16).

Regidn espacial no acotada

Cuando la region espacial es no acotada, también puede aplicarse el método
de separacion de variables. En este caso el espectro obtenido es continuo, el
conjunto de autovalores es denso. Se obtienen soluciones de la forma

u(z, t,\) = X(z,\)T(t, N, (C.20)

con e D.
Por lo cual se propone una solucién por superposicion "continua"

u(a:,t):/DX(x;)\)T(t;)\)d)\. (C.21)

Se hace lo mismo cuando u = u(z,y).
En los problemas se vera que la integral (C.21) define una transformada (Fou-
rier, Bessel, Laplace, etc.).

El método de separacion de variables sugiere que para regiones espaciales
acotadas pueda directamente proponerse una solucién en forma de serie y
para regiones no acotadas, en forma de integral. Para ello hay que tener, al
menos, la sospecha de cual es el sistema de funciones ortogonales (autofun-
ciones) relativo al problema espacial acotado, o cual es el nlcleo de la integral
(transformada) asociada al problema espacial no acotado. Generalmente, la
naturaleza del problema hace bastante cierta esta sospecha.
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Apéndice D

Transformada de Laplace

D.1 Definiciéon y propiedades de la transformada
de Laplace

Dada una funcién f(¢) definida V¢ > 0, se llama transformada de Laplace de
f(t) y se anota L{f}, ala funcion F(s),

F(s) = L£{f} = /OOO eStF(t) dt. (D.1)

La transformada F'(s) existe si la integral converge en s.
La funcion original f(t) se denomina transformada inversa o inversa de F(s) y
se anota L~{F}, es decir

f(t) = L7H{F}. (D.2)

Ejemplos:

o £{1} = L paras>0.

o L{e"} =L paras—a>0.

e Si f(t) =t*cona > 0es L{t"} = [~ e *'t°dt; haciendo st = z es
L{t*y = A [ e *atde = I'(a+1)/5*T, (s > 0) donde se ha intro-
ducido la funcion gamma, I

Se dice que una funcién f(t) es seccionalmente continua sobre un intervalo

a <t <, siel intervalo puede subdividirse en un numero finito de subinterva-
los en cada uno de los cuales f(t) es continua y tiene limites finitos a derecha
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e izquierda.

Teorema de existencia de la Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién seccionalmente continua sobre cada subintervalo finito
de t > 0y que satisface

|f() < Me*, t>N (D.3)

para algunas constantes M, N y a.
Entonces la transformada de Laplace de f(¢) existe Vs > «.

Observacion: Este teorema establece condiciones suficientes pero no nece-
sarias para la existencia de la transformada. En efecto, la funcién 1/+/¢ tiende
a infinito cuando ¢ tiende a 0, y sin embargo, su trannsformada de Laplace
existe y es

1 1 ° 1
L{t72} = ﬁ/o e Fr2dy = NE =

Unicidad de la Transformada de Laplace

Si la transformada de Laplace existe, es tnica.
Inversamente, puede demostrarse que dos funciones que tienen la misma
transformada, no pueden diferir mas que en puntos aislados.

Linealidad
La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, para funciones
f(t) y g(t) cuyas transformadas de Laplace existen, y para constantes cua-
lesquiera, a y b, se tiene que
L{af(t) +bg(t)} = al{f(t)} +bL{g(t)}. (D.4)

Utilizando la linealidad se obtienen

a—

L{cosh(at)} = z{e t*; t} -5

L{sh(at)} = E{e‘ t_; ‘ t} ==

L{cos(at)} = E{e‘t—ze ‘t}ZSQiaQa
L{sin(at)} = E{e 2: }: SQiaQ
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Primer teorema de traslacion
Si L{f(t)} = F(s) cuando s > «, entonces
L{e" f(t)} =F(s—a), s>a+a. (D.5)

Por medio del primer teorema de traslacion se obtienen

I'(n+1) n!

at gnl - — = N

L{e* t"} o~ (s— )y’ Vn €N,
at B s—a

L{e" cosbt} = e

Segundo teorema de traslacion
Si L{f(t)} = F(s), entonces para cualquier constante a > 0
L{ua(t)f(t —a)} = e *F(s), (D.6)

donde u,(t) es la funcion salto unidad o funcion de Heaviside en a, definida
por

w®) ={7 (30 ©7)

Aplicando el segundo teorema de traslacién, la transformada de Laplace de
f(t) =t a(t) cost = —uyo(t)sin (t — m/2)

es

Convolucion

Teorema 1 Sean f(t) y g(t) funciones definidas parat > 0, la convolucion
entre f y g es una funcion de t que se anota f = g y se define por

(f*g)(t) = / F(wa(t — p)du. (D.8)

La convolucion posee las propiedades siguientes:

o frg=gxf
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o fx(g+h)=Ffxg+fxh

o (fxg)xh=[fx(gxh)
Teorema 2 Si F(s) y G(s) son las transformadas de Laplace de f(t) y g(t)
respectivamente, entonces la transformada de Laplace de la convolucion de

f(t) y g(t) verifica:
L{f*g} = F(s)G(s). (D.9)

Transformada de Laplace de la integral de una funcién

Si f(t) satisface las condiciones del teorema de existencia de la transformada,
entonces

z{z?ﬂﬂm}zﬂ*nizgh s>0, s>a. (D.10)

Por aplicacién reiterada del anterior resultado puede obtenerse £~! {m }

pues
1 1
1 o .
L {52—|—w2} = Esmwt,

y por lo tanto es

. 1 A 1
L ————— = — | sinwrdr = — (1 — coswt),
s(s? 4+ w?) w Jo w?

1 1 [t 1 sin wt
-1 e — e pp— — 3 e p— —
L {82(82 ?) } 2 /0 (1 — coswr)dr 2 (t " > .

Transformada de Laplace de la derivada de orden n

Sean f(t) y sus derivadas f(t),..., (=1 (t) funciones continuas para t > 0
que satisfacen (D.3).

Entonces la transformada de Laplace de f(")(t) existe para s > « y esta dada
por

LEFOB) = s"Lf} = 8" F(0) = o = F0(0). (D.11)

Con este resultado se calculan las siguientes transformadas:
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e Si f(t) = sin’t, entonces es f(0) = 0y f'(t) = 2sintcost = sin2t.

Luego,
/ . 2
L{f (t)} = L{sin2t} = i sL{f},
y es
2
Gn2 1 —
L{sin“t} = SGILd)
e Si f(t) =tsint es
f'(t) = sint+ tcost,
f'(t) = 2cost—tsint,

y f'(0) = f"(0) = 0.
L{f"(t)} = 2L{cost} — L{F()} = s*L{F ()},
de modo que

2L{cost}  2s

L{f(t)} = L{tsint} = 211 (i (D.12)
Derivada de la Transformada
Si L{f(t)} = F(s), entonces
L{"f(t)} = (—1)"%F(s). (D.13)

Puede obtenerse la antitransformada de F(s) = In{(s+a)/(s —a)} calcu-
lando
—2a —2a

(s+a)(s—a) T 2_a —2L{sh(at)},

luego es f(t) = 2sh(at)/t.
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Apéndice E

Funciones especiales

Al aplicar el método de separacién de variables para resolver una EDP se ob-
tienen, en general, EDO. De entre las EDO con coeficientes variables mas
conocidas, estudiaremos aqui sélo agéllas que se utilizan en el texto. Sus
soluciones, llamadas funciones especiales, y todas sus propiedades pueden
consultarse, por ejemplo, en la tabla de Gradshteyn & Ryzhik (2000).

E.1 Ecuaciones diferenciales asociadas a funcio-
nes especiales

Las ecuaciones diferenciales que analizaremos son, la ecuacion de Bessel de

orden v

V2

(:cy')’—i—(x—;)yzo, x>0, (E.1)
la ecuacion de Legendre

[(1—2?) ] + Ay =0, lz| <1, (E.2)
y la ecuacion adjunta de Legendre

/

2 / m2
Todas estas ecuaciones tienen la forma

L(y) = [9(z) ¥ — a(x)y = O, (E.4)
cong(z) >0paraa <z <byglx)=0enz=a0enz=h.

Los lemas 1y 2 que presentamos a continuacion establecen el comportamiento
de las soluciones de (E.4) en un entorno de uno de los extremos del intervalo
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respectivo.

Lema 1 Dada la ecuacion (E.4) con g(x) = (x—a)¢(x), ¢(a) # 0y ¢ continua, si
y1(z),y=2(x) son soluciones linealmente independientes y ademas |y (a)| < oo,
entonces lim,_,, y2(z) = £oo.

Demostracion: De la igualdad

y2L(y1) — y1L(y2) = [9 (yay1 — y195)]" = 0, (E.5)
se deduce que el Wronskiano de 1,42 €s

C
m%—m%:§7 (E.6)

con ¢ # 0 pues y; € yo son linealmente independientes.
De la relacién anterior resulta

(i) = €7
e integrando es
ya(z) = y1(2) (/ g(gljz&—i—K), a <z <xg. (E.8)
o 1

La funcion y; puede escribirse en la forma
y1(z) = (z —a)"2(x), (E.9)

conn >0, z continua 'y z(a) # 0.
Tomamos xq tal que ¢ # 0y z # 0 en (a, x|, entonces es

=(z—a)"2(x ’ cdg
yz(ﬂﬁ) = ( ) ( ) <K+ /xo = a)2n+122(§)¢(€)> : (E.10)

y aplicando el teorema del valor medio a la integral resulta

yg(x):(a:—a)”Z(x) <I(+14/z (gc(lf)%ﬂrl>’ (E11)
con c B
A:M, <7< 20, (E.12)

de donde se obtiene
(x —a)"z(z){K + %[(xo —a) " —(z—a)"™]}, n>0
Ya(r) = .(E.13)
yi(z)[K + Aln(=%)], n=20

Finalmente, de esta Ultima expresion se tiene que lim,_,, y2(x) = +o0.

Lema 2 En las hipdtesis del lema 1, si y1(a) # 0 entonces y»(x) tiene una
singularidad logaritmica en x = a, y si y1(x) tiene un cero de orden n > 0
entonces y» tiene un polo de ordenn en x = a.

Estos resultados se deducen de la ecuacién (E.13) paran =0y n > 0 respec-
tivamente.
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E.2 Funciones cilindricas

Funciones de Bessel

La ecuacion de Bessel forma parte de la solucion de algunos problemas de
contorno para la ecuacion
Au+ k*u =0, (E.14)

en un circulo o en un cilindro. Por este motivo a las funciones de Bessel se las
llama funciones cilindricas.

Las funciones de Bessel de primera clase y de orden n, J,(x), son los co-
eficientes del desarrollo en serie de potencias de ¢, (¢ # 0), de la funcién
exp [3(t — 1/t)], a esta funcion se la llama funcion generatriz y su desarrollo es

exp [”2” (t— 1)] - i Tn(2)t". (E.15)

Si en (E.15) se cambia t por —t~! se obtiene el mismo resultado, por lo tanto
Jon(@) = (=1)"Jn(2). (E.16)

Las funciones de Bessel se expresan mediante la serie

0= 5)" Y v 5) 1)

absolutamente convergente Vz.
La funcién .J, (x) es solucién de la ecuacion de Bessel

22y 4+ xy + (2% —n?)y =0, (E.18)

como se comprueba considerando la funcién

T 1 > "
F(x,t) = exp {2 <t - tﬂ = n;m T ()t (E.19)
que verifica
22 Fyy + xFy + 22F = t2Fy, + tF}, (E.20)
es decir .
Z [2°J)! (z) + 2 J),(2) + (2% — n?)J, (2)] " = 0. (E.21)

Para v ¢ Z, la funcion de Bessel de primera clase y de orden v es

T\ — —1)F x
2 =(3) 2 k'l“(z(/+1)k+1) (5)" (E22)
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y verifica

22y + 2y + (2% — vy = 0. (E.23)

Si v ¢ Z, dos soluciones linealmente independientes de (E.23) son J,(z) y
J_,(x).
Integrales de Bessel

De (E.15) con t = ¢'? resulta

eI =N " T, (x)e™?, (E.24)

n=0

que es el desarrollo en serie de funciones de Bessel de la onda plana.
De (E.24) y (E.19) se obtiene

e TS — o (2)+2iJy (x) sin p42.Jo () cos 20+ 2iJ3(x) sin 3¢+ 24 (x) cos 4+ ...

(E.25)
e igualando la parte real y la parte imaginaria, resultan
cos(zsing) = Jo(z)+ 2J2(x) cos 2¢ + 2J4(x) cos 4 + ...,
sin (zsing) = 2Jy(x)sin¢g + 2J3(x)sin3¢ + ... (E.26)
Entonces
A%wumm@mmwmzwu+@nﬂ%@;
/0277 sin (zsin @) sinng dp = w[1 — (—1)"]J, (). (E.27)

Sumando ambos resultados se obtiene para J,,(x) la representacién integral

Jn(x) = 71r/0ﬂ cos (n¢ — xsin ¢)do. (E.28)

Bessel utilizé esta integral para determinar los coeficientes de Fourier nece-
sarios para resolver la ecuacion de Kepler para una orbita planetaria.
Tomando n = 0y t = sin¢ en (E.28) obtenemos otra representacién integral
para Jy,

2 (1 cosat

Funciones de Neumann

Una solucién de la ecuacion de Bessel con v ¢ Z es la funcion de Neumann
definida por
N, (z) = [J,(z) cosmv — J_,(x)] cosec(mv). (E.30)
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Entonces una solucién general de (E.1) es

y = AJ,(x) + BN, (x). (E.31)
Para v = n € Z, una solucion general de (E.1) es

y = AJ,(z) + BN, (), (E.32)

con

N, (2) = lim N, (z) = % {(%‘f)y_n — (-1)" (8:;/”)”_”} . (E33)

Funciones de Hankel

Las funciones de Hankel de primera y segunda especie son soluciones com-
plejas conjugadas de la ecuacion de Bessel. Se las define mediante

HWY (z) = J,(z) +iN,(z),
H?(z) = J,(x) — iN,(x). (E.34)
Para v ¢ Z, toman la forma
HV(z) = [J, () exp (—imv) — J_, (2)]i cosec(mv),
H® (2) = [, (x) exp (imv) — J_,(2)]i cosec(nv). (E.35)

Para v = n € Z, por paso al limite, se obtienen

- s () - (2)).
H® (2) = Jo(z) — % {(%‘];)V_n —(—1m (%)M} . (E36)

Entonces la solucién general de la ecuacién de Bessel puede expresarse por

y=AHWV (z) + BH? (), (E.37)

con Ay B constantes arbitrarias.

Funciones de Bessel de orden semi-entero
La serie (E.17) que define J,,(z) puede escribirse

n 5132 1'4

x 1— + 3 —..|. (E38)

Jn(z) = 2°T(n + 1) 2(2n + 2) 42n +2)(2n +4)
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En particular,

2 3 2d 2
Jija(x) = — (x—3!+5!—...) = ”E sin z,
2
J_ ) =1/ — .
1/2() ”mr; cos T

Teniendo en cuenta que

i Jn(x) - _J7z+1(93)
de | zn - ]
1d|1d In() _ Inga(2)
rdr |z dr T xnt2
y en general
1A\ (Tu@) _ (D (@)
x dx zn B xntk ’
se obtiene

2 1 d\" [sinx
(@) =4[ = (=1) a2 () < )

T rdr T

Andlogamente, de

(1 d)k (@" T (x)) = 2" F T (),

z dx

2 . 1d\" fcosz
J—n—l/Q(x) = \/;1' +1/2 (mdl‘) ( - ) .

resulta

(E.39)

(E.40)

(E.41)

(E.42)

(E.43)

(E.44)

(E.45)

Observacion: Se debe tener en cuenta que la notacion (1 -4 )* es operacional,
esto es, significa aplicar sucesivamente el operador diferencial %di k veces.

Formulas de recurrencia

Las soluciones de la ecuacién de Bessel se hallan relacionadas mediante las

siguientes férmulas:

Wy(a) = G (W (2) + Wi (2)),
Wi@) = 5 (Woa(®) = Wora(e).
Wia) = Wi (2) = “Wi(a),
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W/

(1) = =Wi(@) = Wos(a). (E.46)

Integral de Fourier Bessel

Sea f(r) una funcién continua en el intervalo (0, c0), con un namero finito de
maximos y minimos en todo intervalo finito. Si existe

/00 |f(r)|rdr (E.47)

entonces existe la transformada de Fourier Bessel de f(r),

Fo) = [ o) I (p)p d. (E.48)

y su transformada inversa es

Fr) = / T POV (A dA. (E.49)

Funciones de Bessel de argumento imaginario

Las funciones de Bessel de argumento imaginario, llamadas también funciones
de Bessel modificadas de primera clase, se definen por

I(x) =i " J,(ix). (E.50)

A partir de (E.17), se obtiene

=3 S (3 e

y se observa que cuando x es real, I,,(z) es real. I, (x) satisface la ecuacién
diferencial
22y +xy — (22 + )y =0. (E.52)

Para v ¢ Z una solucién general es
y = Al (x) + BI_,(z), (E.53)

con Ay B constantes arbitrarias.
Una segunda solucién de (E.52) es

K,(z) = g [I_,(z) — I,(x)] cosec(nv). (E.54)

Siv =n € Z, se verifica que
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y en este caso una segunda solucion de (E.52) se obtiene como limite para
v — n de (E.54). Entonces, una solucion general es

y = Al,(z) + BK,,(z), (E.56)

wio=n ()L (@),L) e

Desarrollo en serie de funciones de Bessel

con

Teorema 1 Toda funcion f(r), derivable dos veces, acotada enr = 0, y nula
parar = rq, se puede desarrollar en la serie absoluta y uniformemente con-

vergente
o) =>" AnJm — | (E.58)
n=1
con
A f#/mf( ) LAWY (E.59)
"R e T e ) -
y
2 2
1l 2 = [T 22 (E.60)

siendo uﬁ,,m) las infinitas raices de la ecuacion J,, (1) = 0.

E.3 Funciones esféricas

Las funciones esféricas surgen al resolver la ecuacion de Laplace en coorde-
nadas esféricas.

E.3.1 Polinomios de Legendre
La funcién generatriz

1

U(p,a) = —/——m=, 0<p<l, |2]<1, (E.61)
VIt 2
admite el desarrollo
U(p,x) = Pulz)p", (E.62)
n=0

y los coeficientes P, () se denominan polinomios de Legendre de grado n.
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Los coeficientes se calculan por medio del teorema de Cauchy:
row 1 [ ¥
nl 9pn =" T 2mi Jo (Y

donde C' es una curva cerrada que contiene al punto ¢ = 0 en el plano complejo

(=&+1in. Si /1+(¢2—2Cx=1-(z, se obtienen

P, (x) =

dc, (E.63)

2z —ux) _ 2(1—(z)dz _ 2dz
C_(2271)7 dC— (2271) 9 W(C7x)d§_22717
entonces (2 1)
1 ze—=1)"
P, = E.64
donde C; es una curva cerrada que contiene a z = z. Por lo tanto,
_ 1 d" 2 n
P,(x) = S dx—n(x n". (E.B5)

Esta es la férmula de Rodrigo que permite concluir que P,,(z) es un polinomio
de grado n y que se verifica que P,(—z) = (—1)"P,(z).
Haciendo = = 1 y teniendo en cuenta la funcién generatriz se tiene

1 Nt N
Y(p,1) = T, an(l)P ; (E.66)
n=0
conlocual P,(1) =1y P,(—1) = (-1)".
Si se consideran dos puntos M y M, con radios vectores r y o, que forman
entre si un angulo 6, entonces es

R?* = 1% 412 — 2rrgcosf, (E.67)
y denotando = = cos
11 _
1 0 /itp?—2pz’ P = - <1
=1 | - (E.68)
T 15 a0 P =7 < 11
T 1+P2*2P$ T

y la solucion fundamental de la ecuacion de Laplace, 1/ R, puede desarrollarse
en serie de polinomios de Legendre

LB () Pueost), v <y .
R % S (To)n P, (cosb), ro < T. .

n=0 \"r
Formulas de recurrencia

Las férmulas de recurrencia mas utilizadas son

(n+1)Prii(x) — z(2n+1)P,(z) +nP,—1(x) =0,
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nP,(z) — zP,(z)+P,_,(z)=0. (E.70)

Ecuacion de Legendre

La ecuacion de Legendre tiene la forma
[(1—2%) y] + My =0. (E.71)
Para A = n(n + 1) se tiene la ecuacién
(1 -2 y) +n(n+1)y=0, (E.72)
cuya solucion acotada es el polinomio de Legendre P, (z).

Ortogonalidad de los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre verifican

/1 Po(2) Py () dar = {0 : iz . (E.73)
—1

(2n+1)

Los polinomios de Legendre son las Unicas soluciones no triviales acotadas
de la ecuacién de Legendre. La segunda solucién linealmente independiente
con P, tiene en x = +1 una singularidad logaritmica.

Ceros de los polinomios de Legendre

El polinomio de Legendre P,(x) tiene n ceros en el intervalo (—1,1) y su
derivada k-ésima, k < n, tiene (n — k) ceros en (—1,1)

Utilizando la férmula de Rodrigo (E.65) y analizando el comportamiento de las
derivadas de w(x) = (22 — 1)" paran > 1 se tiene que w(z) y w'(x) se anulan
en z = +1, por tanto w’(z) tiene al menos un cero en (—1,1), w”(x) se anula
en +1 y tiene al menos dos ceros en (—1,1). Siguiendo este razonamiento,
w™ (z) tiene al menos n ceros en (—1,1), y dado que es un polinomio de
grado n, tiene exactamente n ceros en dicho intervalo.

Del mismo modo la derivada primera de P, (z) tiene al menos (n — 1) ceros en
(—1,1) y es un polinomio de grado (n—1), por lo que tiene exactamente (n—1)
ceros en (—1,1). Entonces la derivada k—ésima de P, (z) tiene (n — k) ceros
en (—1,1).

Representacion integral de los polinomios de Legendre

A partir de la ecuacién

Po(z) L /C((Z — D" 4, (E.74)

©oontlgg z— )t
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y tomando el contorno C; como la circunferencia de radio R = V1 — 22, |z| <
1, y centro z, es decir z = x + /1 — 22¢'?, se tiene

dz = iV1-a2e%dp, (z—a)"T' = (1—a?)" e,
Z-1 = -1+ (1-a%) 2122 =
V1= 22 20 + /1 — 22(e® — e %) =
= 2v/1-22 e[z +i\/1 - a2sing).

Reemplazando en la expresion anterior resulta para los polinomios de Legen-
dre la representacion integral:

Po) = - /% [a; +iv/1— 22sin ¢} " do. (E.75)
0

" or

Acotacion de los polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre estan uniformemente acotados en [—1,1], pues
verifican que |P,(z)| < 1.
Este resultado surge en forma inmediata de su representacion integral.

E.3.2 Funciones adjuntas de Legendre
Las funciones adjuntas de Legendre son las soluciones acotadas de la ecuacion

d

d 2
- {(1—332)*”} +<)\—1Tm2>y—0, l<z<l (E.76)

dx
Para hallarlas se propone una funcién de la forma
y(z) = (1 —22)™?u(z), (1) #£0, (E.77)
que reemplazada en la ecuacion da
(1 — 20" —2z(m + 1)v' + A —m(m + 1)jv = 0. (E.78)

Si se deriva la ecuacion (E.71) m veces, se obtiene esta ultima ecuacién, por
lo que v es la derivada de orden m de la solucién acotada de (E.71), es decir
A=n(n+1)y
dTVLPn
v = drm .
Entonces, la funcion adjunta de Legendre de orden m, solucién acotada de
(E.76) con A =n(n+1), es

(E.79)

)2 d™P,
dzm

P (z) = (1 —2?) (E.80)
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Las funciones adjuntas de Legendre verifican
PO (z) = P,(z), P™(z)#0, m<n. (E.81)

n —

Norma de las funciones adjuntas

Las funciones adjuntas forman un sistema ortogonal cuya norma es
2(n 4+ m)!

pmz=_ 2T T8
H n H (2n+1)(n—m)

(E.82)

E.3.3 Polinomios armoénicos y funciones esféricas

Un polinomio arménico es un polinomio homogéneo que satisface la ecuacion
de Laplace.
En R? son polinomios arménicos de grado 1 y 2 respectivamente,

ui(z,y,2) = ax+by+cz,
us(z,y,2) = az? +by* — (a+0)2% + cay + drz + eyz,

con a, b, ¢, d, e arbitrarios.
Como se puede observar, hay tres polinomios linealmente independientes de
grado 1y cinco de grado 2.

Para el caso general se tiene el siguiente resultado:

Proposicion En R? existen (2n + 1) polinomios armdnicos linealmente inde-
pendientes de grado n.

Demostracion: El nimero de coeficientes de un polinomio homogéneo u,,, de
grado n es igual al numero de combinaciones con repeticién de 3 elementos
tomados de a n, es decir

<n:2> ZW' (E.83)

El polinomio armoénico de grado n, u,, verifica Au, = 0, que a su vez es
un polinomio homogéneo de grado (n — 2), y por lo tanto tiene n(n —1)/2
coeficientes nulos. Esto impone n(n — 1)/2 condiciones sobre los coeficientes
de u,, y restan
1 2 —1
(n+ )2(’” )7”(”2 ) _oni1 (E.84)
linealmente independientes.

Los polinomios armonicos se llaman funciones esferoidales.

Funciones esféricas

Se llaman funciones esféricas a las soluciones acotadas y con derivadas se-
gundas continuas de la ecuaciéon

1 0 /. 0Y 1 0%y
Sin@% (Sln 960) + 7Sin2 QW + AY = 0 (E85)
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Para su resolucién se propone la separacion de variables
Y(0,0) = Z(0) W(9),
y se obtiene la ecuacion en W
W" + uW =0,

cuyas soluciones acotadas sobre una esfera son cos me¢ y sinme, con m? = p.
Para Z se tiene la ecuacion

1 0 (. dZ I
m% (smede) + ()\ — SinQQ> 7 = 0. (E86)

Con el cambio de variable z = cos#, y llamando X (z) = X (cosf) = Z(0), la
ecuacion se transforma en la ecuacién adjunta de Legendre,

d 9 dX m?

cuyas soluciones acotadas se obtienen para A = n(n + 1), y son las funciones
adjuntas de Legendre,

X(z) = P (z) = P{™(cos ) = Z(), m <n. (E.88)
Las funciones esféricas de orden n son

Y (6, ¢) = P"™ (cos 0)[Anm, cos me + By, sinmd). (E.89)
Para designar a las funciones independientes en (E.89), se adopta la notacion

Yn,m (9, d)) = Prgm) (COS 9) sin m(;ﬁ,

Yo_m(0,¢9) = pm) (cosf)cosmp, m=0,1,2....,n. (E.90)

n

Por lo tanto existen (2n + 1) funciones esféricas distintas de orden n. La com-
binacion lineal de ellas,

Yn(ev ¢> = Z Cntm Yn,m(ev (/b)’ (E91)

m=—n

se denomina armaonico esférico 'y es una funcién esférica.

Soluciones de la ecuacion de Laplace

Se hallan aqui soluciones de la ecuacion de Laplace en forma de funciones
esferoidales. Para ello se resuelve la ecuacion de Laplace sobre una esfera:

10 [ ,0u 1 0 /(. 0u 1 9*u
AU = ﬁa (T a’r) + 7’]"2 sin@% (Sln 989) + 77‘2 sin2 9@ =0. (E92)
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Proponiendo u(r,0,¢) = R(r)Y (0, ¢) se obtiene para Y la ecuacién (E.85) y
para R la ecuacion de Euler,

r?R" +2rR' — AR = 0. (E.93)

Si el problema a resolver exige soluciones acotadas, el parametro de sepa-
racion debe ser A = n(n + 1).

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion de Euler son " y r—("+1) halladas
proponiendo la solucion r<.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace resultan

MY, (0,0), - "tVYL(0,6), (E.94)

la primera se utiliza para la solucién de problemas interiores y la segunda para
problemas exteriores.
Estas soluciones son polinomios homogéneos en z, y, z, de grado n.
En efecto, la primera de las soluciones (E.94) es un polinomio homogéneo de
grado n pues

Y, (0,¢) =r" Z P{™) (cos 0)(Apm cos me¢ + By, sinme), (E.95)

m=0
y, segun (E.90), cada término de Y}, (6, ¢) puede escribirse en la forma
v =7r"sin™fcosmpcos" "G, 0<k<[(n—m)/2], (E.96)

donde [] designa a la parte entera, siendo v = vyv2v3, CON

vy = r"sin”fcosmep = Re (r sin 96i¢)m = Re(x + 1y)™,
vy = rn—m—Qk COSn—m,—Qk f = Zn—nL—Zk
- - )
v3 = 1= (2% + 9%+ 22k (E.97)

Ortogonalidad de las funciones esféricas

El conjunto de funciones esféricas Y,,(0, ¢), para distintos valores de n, es un
conjunto ortogonal.
Para un valor fijo de n, el conjunto de las (2n + 1) funciones esféricas es un
conjunto ortogonal.

Desarrollo en serie de funciones esféricas

Toda funcion f(0, ¢) con derivadas segundas continuas, puede desarrollarse
en serie de funciones esféricas absoluta y uniformemente convergente

f0,6) = Z Y, (0,0) = Z Z (Apn cOS MG + By sinmey) P™ (cos 6),
n=0 n=0m=0
(E.98)
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cuyos coeficientes son

2m
A = ﬁ/ £(0,0)P™ (cos 0) cos me sin 0 dfdep,
mn 0
2m
Bon = ﬁ/ £(8,¢)P{™ (cos 8) sin me sin 0 dfdo, (E.99)
mn 0
con
s 2r  (n+m)!
Yoml™ = Gy ™%
4m
Yool = TR (E.100)

E.4 Problemas propuestos

2
J]/g = —wsinx,
V 7
2
J_1/2(x) = %COSI.

2- Expresar Js;2, J_3/2, J5)2 ¥ J_5/2 €n términos de las funciones trigonomé-
tricas.

1- Demostrar que
a)

b)

3- a) Expresar J;(z) en funcion de Jy(z) y J1(z).
b) Integrar

/x*?’ Ji(z) de.

4- a) Probar que las funciones
uy, (r,9) = I, (ur) cos(vd),

v, (r,9) = L, (pr) sin(vd),

con I, funciones de Bessel modificadas de primera clase, satisfacen la ecuacién
Au — pPu = 0.
b) Idem para

uy (r,9) = K, (ur) cos(vd),
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v, (r,9) = K, (ur) sin(vd),
con K, funciones de Bessel modificadas.

5- a) Hallar la distribucién estacionaria de concentracion de un gas inestable
dentro de un cilindro infinito de seccién circular si se mantiene una concen-
tracién constante sobre la superficie del cilindro. Este problema corresponde
a hallar la solucion acotada de la ecuacion bidimensional

Au—K*u=0, r<a,

con u(a, ) = up.
b) Resolver el problema anterior en r > a.

6- Demostrar que
a)
2
Y 4 R = Z e =12

€T

b)
/

HE —HP = 2 {H(k)} . k=1,2.

v

Sugerencia: integrar por partes.

7- Demostrar que

8- Demostrar que

/ exp(—aA)Jo(pA) dN = ———, = > 0.
0

9- Demostrar que

/Oo exp(—2A)J1 (pA) dA = ~ (1 - Z) , Re(z) > 0.
0 p

eXp —1 v p Xp .

11- Probar que
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>0

exp(—zv A% — k?) N = &P (tk\/p? + 22) ;

,2) = Jo(p
e(p,2) / ooy SR e

con z € R, es solucién de
Av + k2 = 0.

12- Demostrar que

1 s
u(z,y, z) = %/ exp [A (z 4 iz sint + iy cost)] exp(imt) dt

—T

es armoénica.

13- Hallar la distribucién estacionaria de temperatura en un cilindro homogé-
neo 0 <r <rp,0<¢<2m 0< 2z <2l Labase del cilindro tiene temperatura
T'y el resto de la superficie temperatura nula.

14- Demostrar:

a)
nP,(z) —zP.(z) + P,_,(x) =0,
b)
Pl (z) —aP)_(x) —nP,_1(z) = 0.

15- Demostrar que los polinomios de Legendre satisfacen la ecuacion

[(1—22)P] +n(n+1)P, =0.

16- a) Demostrar la ortogonalidad de los polinomios de Legendre.
b) Verificar que

2
2n+1°

2
| P [I” =

17- Verificar que

T r+1
a(r) 2“(11) ’

satisface la ecuacion de Legendre para n = 1.

18- a) Probar que

u(x,y, z) = f(z +izxsint + iy cost,t) dt,

—T
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con f(r,t) analitica respecto de 7y ¢, es armonica.
b) Probar que
1 27
— (z +ixsint +iycost)” dt = r" Py, (cos?),
2 Jo
conx =rcospsind, y =rsingsind, z = rcos .
19- Resolver Au = 0 con u(r, ) acotada y u(rg, ) = f(J) para

a)'l’<7’(),
b) r > rg.

20- Demostrar que existen (2n + 1) polinomios arménicos de grado = lineal-
mente independientes.

21- Hallar todos los polinomios armdénicos de tercer grado.

22- a) Demostrar que las funciones rry, o) (9, v) son polinomios arménicos de
grado n.

b) Hallar Yy (9, o), YA (9, ).
c) Expresar 3V, (9, ¢), r3Yy{" (1, ) en funcion de los polinomios del proble-
ma 21.

23- Demostrar la ortogonalidad del sistema de funciones propias
To

24- Resolver el problema de las oscilaciones propias de una membrana circu-
lar de radio r utilizando separacién de variables:

10 [ ov 1 0% 2
’raff‘(rﬁr>+’r2&¢2+>\v = 0, O<7"<7’0,'U7é0,

y obtener su norma.

<
—
=
o
<
N~—
I

0, |v(0,9)] < oo,
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Apéndice F

Ecuaciones integrales

F.1 Ecuaciones integrales de primera y segunda
especie

Una ecuacién integral es aquella que contiene a la funcién incognita bajo el
signo integral.

En particular, la siguiente ecuacion, respecto de la funcién ¢(z), es una ecua-
cién integral

b
B(x)d(z) — A / K (x,€)0(€)de = f(z), (F1)

donde h(z), K(x,£), y f(x) son funciones conocidas, y A es un parametro (o
autovalor); las variables ¢ y x toman valores en los intervalos (a,b) y (¢, d)
respectivamente, pero ambos pueden reducirse al intervalo (0, 1) por transfor-
maciones simples.

Se estudiaran soélo las ecuaciones integrales lineales, es decir, aquellas donde
la funcién incognita aparece una vez en cada sumando. Si h(z) no se anula,
dividiendo ambos miembros de (F.1) por h(z), se obtiene una ecuacién de la
forma

o) — A /0 K, €)6(6)dé = f(x). (F2)

La ecuacién (F.2) se denomina ecuacion integral de segunda especie o de
Fredholm.
Si f(z) = 0, la ecuacién se dice homogénea. Si en la ecuacion (F.1) es h(x) =

0, se tiene
1

0

y se denomina ecuacion integral de primera especie.
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La funcién K (z, &) es el ndcleo de la ecuacion integral. El ndcleo es simétrico
si K(x,8) = K(&, ).
La ecuacion

o) — A /0 " K(e.6(©)de = fla), x>0, (F4)

caso particular de (F.2) donde K (x,&) = 0 para x < &, es la ecuacion integral
de Volterra de segunda especie y la ecuacion

/O K0 6(©)dt = f@), x>0, (F5)

es la ecuacion de Volterra de primera especie.

Las ecuaciones integrales se relacionan con las ecuaciones diferenciales ordi-
narias, tal como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicion 1 E/ problema de valor inicial

¢"(z) +p(z)p(z) = q(@),
9(0) = ¢(1) =0, (F.6)
es equivalente a la ecuacion de Fredholm de segunda especie
1
o) = [ K. 000 & = F(o). (F7)
con
_ 5(1 - $)7 f <z
ko ={8 78 S5 8)
y
1
f@) =~ | K &a(e)d. (F9)
0

Demostracion: Segun (F.8) es K(0,¢) = K(1,£) = 0, entonces f(0) = f(1) =
0y por (F7) ¢(0) = ¢(1) = 0.
De (F.7) se tiene

o) = - / " K (o, €)q(€)de | K@ aes

_|_

/ K 9p@s@ds + [ K opesde

(1) /O “eq©)de — o [ a-ou@as+

+

(1) /0 " ep(©)B(E)dE + o [ a-op@s@a o0
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derivando resulta

¢' ()

/O £q(6)de — / (1— €)g(e)de — /0 Ep(E)d(€)de +

1
+ [a-opeseas (F11)
y finalmente se obtiene

¢"(2) = q(x) — p(x)¢(z). (F12)
La reciproca se demuestra facilmente integrando y haciendo el camino inverso.

En forma analoga se demuestra el siguiente resultado que relaciona una EDO
con una ecuacién de Volterra.

Proposicion 2 E/ problema de valor inicial
¢"(x) + p(z)d(z) = q(z),
P(0)=a, ¢'(0) =5, (F13)

es equivalente a la ecuacion de Volterra de segunda clase

o(z) = /0 "~ ©)g(e)de — /0 (- OplO)o(E)d +a+ pa.  (F14)

Ecuaciones integrales de segunda especie de nucleo disociado

Estas ecuaciones tienen especial interés como puente de enlace con los sis-
temas de ecuaciones algebraicas y por servir de aproximacion al caso general.
Se analiza el nucleo de la ecuacion completa

o) - [ K, )0(6)de = f(2). (F15)
a) Si el nlcleo tiene separadas o disociadas sus variables, es decir,
K(w,€) = a(2)B(€), (F16)
la ecuacion integral se reduce a
o(x) — A\a(z) = f(x), (F17)

llamando [ A(€)p(€)dé = .
Multiplicando (F.17) por 3(z) e integrando en (0,1), la ecuacion integral se
transforma en

D — Nk = fy, (F.18)
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con k = fola(x)ﬁ( dz,y f1 = fO x)dz. Despejando el valor de ®, si
es \k # 1, la ecuacion (F.17) determlna qﬁ( ) como la Unica solucion posible,
como se ve sustituyendo en (F.17) el valor de (F.18), obteniéndose una ¢(x)
que verifica la ecuacion (F.2) para el nucleo (F.16).

Supongamos ahora que la ecuacion integral es homogénea, es decir, f(x) =
0, entonces, la ecuacion (F.18) es ®(1 — A\k) = 0, por lo tanto la condicién
necesaria y suficiente para que haya solucioén no nula es A\ = 1/k (autovalor).
Si a y 5 son ortogonales en (0, 1) (es decir & = 0), resulta ® = 0, y no existen
autovalores.

b) El tipo mas general de ndcleo disociado o degenerado es de la forma

€)= Z a;(z)B;(8). (F.19)

La ecuacion integral (F.2) se puede escribir
— A @j04(x) = f(x), (F.20)
=1

con &, = fol B (&)o(£)dE. Multiplicando la ecuacion (F.20) por f;(x), i =
1,2,...n, e integrando en (0, 1) resulta

;=AY ki@ = fi, (F.21)
j=1
donde k;; = fo aj(z)Bi(z)dz,y fi = fo x) du.

Se tiene pues para i = 1 2,...n, un S|stema de ecuaciones lineales en las
n incégnitas @4, Vo, ..., P, cuyo determinante es det(I — AK), con I matriz
unidad y K = (k;;). Sidet(I — AK) # 0, el sistema (F.21) tiene solucién unica
y los valores de A correspondientes se llaman valores regulares.

El sistema (F.21) homogéneo, f(z) = 0, tiene solucion sélamente si A es auto-
valor, es decir, si anula al determinante del sistema.

Ejemplo 1. Resolvamos la ecuacién integral

o(x) =132+ A / (1 32€)(¢) de,

para valores regulares de \.

El nucleo es K (z,&) = 1 —3x¢, de modo que tomaremos a; (z) = 1, as(x) = x,
Bi1(€) =1, B2(§) = —3¢.

Sid, = j;)l P(&)dEy Dy = fo £€) d¢, la ecuacion integral dada se escribe

qb(x) — /\(‘I’l + q)gl‘) =1-3x.
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Multiplicando la anterior por 3;, i = 1,2, e integrando entre 0 y 1 se obtiene el

sistema
1 1 1
P — A\ <<I)1/ dx + <I>2x/ xda:) = / (1 —3x)dx
0 0 0
1 1 1
Dy — A <<I>1/ (=3z)dx + @2/ (—3x2)dz> = / (z — 32?)dx,
0 0 0

es decir,
{(1—/\)@1—3@2:—;

AP+ (14 X) Py = 3.
El sistema tiene determinante
1-x -3

3A
214

/\2
_ Z’

de modo que los valores regulares de A son R — {2,—2}. La soluci6n del
sistema es
1 3

"="hry YT oy

Por lo tanto, la solucion de la ecuacién integral dada, para cada A que no sea
autovalor, esta dada por la ecuacion (F.20),

s = 1wty ) (aie) o]

A
o(x) = 1-3z+(1-32) [—()\"‘2)] ,
es decir,

Las soluciones de la ecuacion homogénea son, para A = 2, ¢(z) =c¢(1 —x)y
para A = —2, ¢(x) = ¢(1 — 3z).

Ejemplo 2. Consideremos la ecuacién
! 1
o) -1 [ (206~ 10061 = .
0

x
Poniendo oy (z) = 2z, as(z) =1, 51(€) = &, B2(€), el sistema (F.21) es
{(64)\)@1 —3XP, =6

AP, + (6 +2)) By = —3,
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con

3\ +12)
(A=6)2"

—6(A +3)

(1)1: ()\—6)2 )

Py =
y la solucion de la ecuacion integral dada, para cada A que sea regular es

1
d(x) = — + 22Dy + A D,
T

El Gnico autovalor es la raiz doble A = 6. El sistema homogéneo se reduce a
®; + &, =0, y la solucion de la ecuacion homogénea es ¢(z) = ¢(2x — 1).

Ejemplo 3. Sea la ecuacion integral homogénea

2
o) = [ sin(a + o()de
0
El nlcleo es K(z,£) = sin (z 4 &) = sinx cos§ + coszsiné.

El sistema (F.21) se escribe

(I)l — )\71'(1)2 =0
—Ar®; + Py = 0.
Las correspondientes soluciones son ®; = +®,. El determinante es

1 M
A1

y los autovalores son A = +1/.
Las soluciones de la ecuacién integral son

o(x) =sinz, ¢(x) =cosuz,

a menos de un factor constante.

Teoremas de Fredholm

Consideremos la ecuacion integral lineal de segunda especie

1
ow) = [ K. £)0(0)ie = fla), (F22)
donde K(x,&)y f(x) son funciones conocidas.

Teorema 1 (teorema de la alternativa) O bien la ecuacion integral de se-
gunda especie (F.22) tiene solucion unica para cualquier f(x), o la ecuacion
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homogénea correspondiente tiene por lo menos una solucion no trivial, o sea,
no idénticamente nula.

Teorema 2 Si la ecuacion (F.22) tiene solucion unica, entonces también tiene
solucion unica la ecuacion traspuesta, es decir de nicleo K (&, x),

o) — A / K (&, 2)$(€)dé = f(z). (F23)

La ecuacién integral homogénea dada y su traspuesta tienen el mismo niimero
finito de soluciones linealmente independientes.

Teorema 3 Si la ecuacion homogénea tiene por lo menos una solucion distinta
de la trivial, la condicién necesaria y suficiente para la existencia de la solucion
de la ecuacion no homogénea (F.22) es

/0 f(x)z(z)dz =0, (F.24)

donde z(x) # 0 es cualquier solucion de la ecuacion homogénea traspuesta
de (F.22).

Si se cumple la condicion (F.24), la ecuacién (F.22) posee un conjunto infinito
de soluciones, ya que esta ecuacion sera también satisfecha por cualquier
funcion del tipo

¢(x) = g(x) + a1¢91(x) + agda(v) + ... + apdr (), (F.25)

con g(z) alguna solucion de (F.22) y ¢, (x) las soluciones de la ecuacion ho-
mogénea correspondiente.

Una solucion general de la ecuacion ¢(z) =1 — 3z + )\fol(l —3x8)p(£)dE es
(ver ejemplo 1), para A = 2, ¢(x) = (1 — 3x)/2 + ¢(1 — x).

Los tres teoremas enunciados se conocen como teoremas de Fredholm. Sus
demostraciones, como en general la mayoria de las demostraciones de e-
xistencia de soluciones de ecuaciones, proveen métodos para la resolucién
aproximada de las ecuaciones integrales (F.22).

En las aplicaciones desempefna un papel importante el primer teorema de
Fredholm sobre la alternativa, ya que en lugar de demostrar que la ecuacion
integral dada (F.22) tiene solucién, frecuentemente resulta conveniente de-
mostrar que la ecuacién homogénea correspondiente (o su traspuesta), tiene
s6lamente solucién trivial.

Resolucidn por iteracion

Dada la ecuacion integral

o(x) = f(z) + A /0 K, €)6(€)de, (F-26)
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y sustituyendo en ella ¢(&) por

6(6) = F(€) + A / K& n)o(n)di,

resulta

(F.27)

1 1 1
o) = F(x)+A /O K (2,€)F(€)d 42 /0 K(x.¢) /O K(&,n)é(n)dn}de. (F28)

Introduciendo el ndcleo iterado, definido por
1
K® (,n) = /0 K (2, &) K (&, n)de,

la ecuacion (F.28) se escribe

1 1

o) = f@) £ [ K@s@ds+ 2 [ Kot
0

Si designamos K! al operador

K (€)(x) = / K (r,€)0(€)de,
0

con K2 al operador

(F.29)

(F.30)

(F.31)

141 ) = ! 2 ' r _ ' @) (g
KHE (6} (2) /0 K(x,€) /0 K (€, m)é(n)dnde, /0 K@) (2, 6)6(6)de,

y en general,
1
Ko@) = [ K@ eoe)de,
0
la ecuacion (F.30) resulta
¢(x) = {f}(z) + MCH{ S} (@) + N2> {o} (2).
Reiterando este procedimiento resulta la n-ésima iteracion

&= {f}+ MCH{f}+ NIC2{f} 4+ .. A"K"{ f} + XL flo;

(F.32)

(F.33)

(F.34)

(F.35)

No se sabe si ¢(x) existe, no obstante, a modo de conjetura, se escribe la

serie
d=F+INf+ NS+ ..

y se ve si converge, y en tal caso, si satisface (F.26).
Suponiendo que se cumplen las acotaciones

[K(z, &) <M, [fz)] <N, 0<z&<1,
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al multiplicar f por K (x, &) e integrar resulta |[K'{f}| < M N, |[K2{f}| < NM?,
o [K™{f} < NM™, ..., luego, la serie converge uniforme y absolutamente
para A < 1/M y la funcién ¢(x) asi definida satisface la ecuacién ¢ — A\C1¢p =
[, pues siendo legitima la integracion término a término es, K'{¢} = K*{f}+
AC2{ f}+...+ , y multiplicando por \ y restando de (F.36) resulta f(z); asi pues,
para A suficientemente pequeno (A < 1/M), la ecuacion (F.36) representa la
solucion buscada para la ecuacion integral dada (F.26).

Esto puede expresarse de otro modo, llamando ndcleo resolvente a la funcién
de z, £ y A definida por la serie (también llamada de Neumann)

K(2,6,0) = K(2,6) + AK?(2,6) + X K*(2,€) + ..., (F.38)

pues la solucion se expresa
1
oa) = F@) £ [ Kl g€ (F39)

El propio método iterativo muestra la unicidad de la solucién, en efecto, si
existiera otra solucion 1, dicho procedimiento conduciria a la ecuacién (F.36),
y por lo tanto, ¢ = 1.

Obsérvese la gran generalidad del método, que so6lo ha exigido del nucleo
integrabilidad y acotacién, mientras que la demostracion del teorema de la
alternativa de Fredholm se basa en la continuidad del nucleo.

Ejemplo 4. Resolveremos la ecuacién integral

1 1
o) =tz [ atole)de,
0
por el método de aproximaciones sucesivas. Sera, en virtud de (F.36)

@) = =
1
= T gt
sy = 5 [ ede- 1

1
RRL = MR = 2 (2 [ eae) =

1 1 1
ox) = (1+ B+ ﬁ—f—...—l—ﬁ—i—...)/,x,
de modo que
15
P(z) = o
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es la solucion buscada.

Ecuaciones de Volterra

Para resolver la ecuacion integral de Volterra

o) | " K, 0)6(€)de = f(2), (F40)

también se utiliza el método iterativo o0 de aproximaciones sucesivas. Aln mas,
veremos como se amplia la regiéon de convergencia de la serie (F.36), gracias
a la mas estrecha acotacidon que ahora se logra. En efecto, al permutar la
integral reiterada en (F.28), resulta

T 13 T T
/0 K(r,¢) ( /O K(éﬂ?)qﬁ(n)dn) de = /0 o(n) /n K (2, ©)K (€, ) dédn, (F41)

si |K(z,£)| < M, el nicleo iterado

KO) = [ Ko, oR(En) de (F42)
n
esta acotado por
|K®) (x,n)] < M? / ' dn = @M?. (F.43)
. !
En general se tiene
KO (en) = [ Ko, K () de, (Fa4)
n
y
|K™) (2,m)| < % M™. (F.45)
Por lo que si |f(x)| < N, el operador K™ verifica
ey < N (F46)

La serie mayorante, en este caso, no es geométrica, sino exponencial, y con-
verge V ), luego resulta que la serie de Neumann (F.38) de una ecuacion de
Volterra de segunda especie converge absoluta y uniformemente a su Unica
solucion V .

En particular, por ser Unica la solucién dada por la serie de Neumann, si la
ecuacioén (F.40) es homogénea (f(x) = 0), su solucién es la funcion idéntica-
mente nula, luego, el problema homogéneo es imposible V \.
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