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Prélogo

El contenido de este libro estd diagramado de manera de satisfacer los requerimientos de
un curso regular de un cuatrimestre de duracién (aproximadamente 16 semanas, a razén
de 10 horas semanales de clases tedrico-précticas) y presupone que el estudiante puede
tomar dicho curso en el cuarto semestre de la carrera. El manejo de algunos conceptos
utilizados en este libro, relacionados con representaciones geométricas y operaciones con
matrices, se vera facilitado, naturalmente, si el estudiante ha tomado cursos de geometria
y algebra lineal.

Los capitulos estan organizados siguiendo un esquema centrado en la presentacién de
conceptos bésicos y atendiendo, fundamentalmente, a posibilitar la realizacién de calculos
simples y concretos dentro de cada uno de los formalismos presentados.

Los primeros capitulos estan dedicados a la presentacion de la Teoria de la Relativi-
dad Especial, a partir de la discusién del significado newtoniano de la relatividad y de
la critica del papel del observador. La discusién sobre el significado de las transforma-
ciones de Lorentz se presenta en el Capitulo 1, a partir de representaciones geométricas
y por comparacién directa con las transformaciones de Galileo. La formalizacion de las
operaciones de transformacién entre observadores inerciales, a partir de los postulados de
Finstein, se describe en el Capitulo 2 utilizando la representaciéon matricial. Las conse-
cuencias fisicas relacionadas con los conceptos de masa y energia relativistas se discuten en
el Capitulo 3. El Capitulo 4 estd dedicado a las nociones elementales del cdlculo tensorial
y a su aplicacion en la Teoria de la Relatividad Especial.

La transicién entre los conceptos propios de la Mecénica Clésica y los correspondientes
a la Mecanica Cudntica se discute con ejemplos concretos en el Capitulo 5, donde se presen-
tan las explicaciones del efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y las leyes de la radiacién.
Este ultimo tema incluye, ademas, la discusién de las leyes de distribucion clésicas: la dis-
tribucién de velocidades de Maxwell y la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann. El Capitulo
6 estd dedicado a la presentacién del modelo atémico de Bohr.

En el Capitulo 7 se discuten los postulados bésicos de la Mecanica Cudntica, de manera
formal. La lectura de este capitulo se vera facilitada si el estudiante estd familiarizado con
técnicas de algebra lineal, aunque si no las posee las definiciones presentadas permiten su
estudio sin mayores dificultades. Aqui se adopté un punto de vista muy pragmaético, ya
que no se trata de discutir la fundamentacién de la Mecanica Cuéntica, sino de introducir
sus postulados y aplicarlos a célculos concretos. El Capitulo 8 estd dedicado al estudio del
oscilador armonico cudntico unidimensional y el Capitulo 9 al estudio de los problemas
sencillos relacionados con barreras y pozos de potencial unidimensionales. El Capitulo
10 esta dedicado a la discusion del problema del potencial central y como aplicaciones se
presentan las soluciones correspondientes al potencial coulombiano y al oscilador arménico,
ambos en tres dimensiones espaciales.

Finalmente, los aspectos relacionados con las estadisticas cuanticas se presentan en el
Capitulo 11.

Cada uno de los capitulos de este libro contiene, al final, la enumeracién de los conceptos
bésicos presentados, a manera de guia para el lector y ejercicios de aplicacién.

El Capitulo 12 estda dedicado a la revisién de la literatura disponible y tiene como
objeto orientar al estudiante en la eleccién de textos relacionados con el material que se
presenta en el libro. Los textos correspondientes a cada capitulo (las citas completas se
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consignan en la seccién Bibliografia) son los siguientes: para los primeros cuatro capitulos
son el texto de J. D’Iverno y el texto de W. Pauli; para los Capitulos 5 y 6 es el libro de
R. P Feyman, R. D. Leighton and M. Sounds, para los Capitulos 7 al 10, los textos de
consulta son el libro de F. Mandl y el libro de D. R. Bes. El texto de consulta, para el
Capitulo 11 es el libro de F. Mandl.
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Capitulo 1

POSTULADOS RELATIVISTAS

1.1 Introduccidon

El descubrimiento de la relacién existente entre la geometria y la fisica, proceso iniciado
por Galileo (1570-1612) y continuado por Newton (1642-1727) alcanzé pleno desarrollo
con Maxwell (1831-1879) quien confirio estado de teorfa a la unificacién de los fenémenos
eléctricos y magnéticos. Posteriormente, el estudio de las aplicaciones del electromag-
netismo a la descripcién de fenémenos dindmicos puso de manifiesto la existencia de incon-
sistencias entre la dindmica newtoniana y el electromagnetismo de Maxwell. El comienzo
del siglo XX, marcé el inicio de una época de profundas transformaciones de la Fisica,
ya que al puntualizarse las dificultades existentes en la descripcién newtoniana de la elec-
trodinamica de los cuerpos en movimiento se posibilité el advenimiento de la dindmica
relativista. Esta teoria, formulada por Einstein, modificé severamente la concepcién new-
toniana en lo relacionado al papel del observador en la descripcién de fenémenos dindmicos
y, entre otras cosas, abolid el concepto newtoniano de tiempo absoluto. Conceptualmente,
la Teoria de la Relatividad Especial es una teoria clasica que generaliza la relacién de-
scubierta por Galileo entre la geometria y los fenémenos dinamicos. En este capitulo
estudiaremos el significado de las tranformaciones de Galileo en el contexto de la dindmica
de Newton y analizaremos su generalizacién, de acuerdo a los postulados de la Teoria de la
Relatividad Especial. Discutiremos, finalmente, el significado de las transformaciones de
Lorentz (1853-1928) por comparacién directa con las transformaciones de Galileo y como
extension de las mismas.

1.2 Transformaciones de Galileo

Comenzaremos definiendo el significado de un evento y su representacion, en la mecédnica
newtoniana, mediante la utilizacién de diagramas espacio-tiempo. La nocién intuitiva de
evento corresponde a todo aquello que ocurre durante un intervalo de tiempo corto en una
regién limitada del espacio. Podemos idealizar este concepto llamando evento al fenomeno
fisico que ocurre en un punto del espacio, x, en un instante de tiempo, t. Si representamos
cada evento, P, en funcién de la asignacién de coordenadas (x,t), escribiremos:

P = P(z,t). (1.2.1)
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Como primer ejemplo supondremos el movimiento rectilineo de un cuerpo, cuya velocidad
es constante, como funcién del tiempo. En un diagrama (x,t) la historia o linea de universo
del cuerpo es una linea recta, cuya pendiente es la inversa de la velocidad del cuerpo ya
que

x = 9 + vt, (1.2.2)

y en consecuencia

=" . (1.2.3)

De esta manera podemos construir diagramas espacio-tiempo, como los que se muestran
en la Figura 1.1. En esa figura las velocidades indicadas son velocidades relativas a A,
que arbitrariamente corresponde al conjunto de puntos x(¢) pertenecientes a la trayectoria
con v = 0. Las trayectorias B y D representan velocidades positivas con respecto a A y la
trayectoria C corresponde a una velocidad negativa respecto a A. En esta representaciéon
los observadores B y D se alejan de A mientras el observador C se dirige hacia A. La
recta correspondiente a la velocidad v = ¢ = 1 representa la linea de universo de una
senal luminosa. El sistema de unidades adoptado es el llamado sistema relativista, en
este sistema las velocidades son adimensionales y los tiempos se miden un unidades de
longitud. La definicién de evento que hemos introducido implica el conocimiento de los
valores de la posicién y del tiempo (x,t) asignados al mismo. Llamaremos observadores a
los individuos o sistemas de deteccién dotados de una regla y un reloj. Estos observadores
confeccionan tablas o registros donde se consignan los valores de la posicién, x, y del
tiempo, t, correspondientes a la linea de universo de un dado conjunto de eventos. Como la
especificacién de la posicién de un evento por parte de un observador requiere de la eleccion
de un origen (x=0) respecto al cual el valor de x asociado al evento estd univocamente
definido, es necesario introducir, ademds del reloj y la regla, un sistema de coordenadas.
El conjunto regla-reloj-sistema de coordenadas constituye un sistema de referencia. En
la descripcién newtoniana de un evento si dos o més observadores han sincronizado sus
relojes en un dado instante, ellos siempre estaran de acuerdo en la lectura que hagan de
los tiempos asociados al evento, independientemente de sus movimientos relativos. Este
es el concepto de tiempo absoluto de la mecanica de Newton. Supongamos que un tren se
desplaza a velocidad constante v y que un observador fija su sistema de referencia en el
tren, tomando el origen del sistema de coordenadas en su asiento. Supongamos que otro
observador estd ubicado en tierra, en el andén de una estacién. Si ambos observadores
han sincronizado sus relojes en el instante de tiempo correspondiente a la partida del tren
desde la estacion, el observador cuyo sistema de coordenadas estd fijo al tren describe su
linea de universo como una recta paralela el eje temporal. Para el observador en tierra,
el tren se mueve de acuerdo a la ecuacién z(t) = zg + vt y la correspondiente linea de
universo es una recta cuya pendiente es 1/v. En el contexto newtoniano las lecturas de
los valores del tiempo coincidiran para ambos observadores. Con respecto a su sistema
de referencia el observador en el tren estda en reposo, ya que suponemos que no se mueve
de su asiento, y sus lecturas del tiempo indican valores que coinciden con los valores del
tiempo que mide el observador en tierra para quien el tren, y por ende el observador fijo
al tren, se ha desplazado una distancia z(t) en el tiempo ¢. Ahora bien, si debemos elegir
una forma de describir el fenémeno, esto es el movimiento del tren, podemos preguntarnos
cudl elegir. El concepto de relatividad se refiere a la forma en que diferentes observadores
describen el mismo fenémeno.

La teoria de Newton postula la existencia de un sistema de referencia preferido, tal
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Figura 1.1: Diagramas espacio-tiempo, para diferentes historias o lineas de universo. Cada
linea de universo corresponde a una dada velocidad. La recta x = t corresponde a la
velocidad v = ¢ = 1. En estas unidades, llamadas unidades relativistas, la recta con
pendiente unidad representa la linea de universo de una seial luminosa

como lo establece la Primera Ley de Newton: Todo cuerpo continta en su estado de
reposo o en movimiento rectilineo uniforme a menos que su estado cambie por la accion
de fuerzas aplicadas sobre él. De acuerdo con esta ley existe un conjunto privilegiado de
cuerpos, que son aquellos sobre los que no actian fuerzas. Los sistemas de referencia
de observadores fijos a estos cuerpos se denominan sistemas inerciales. De manera que
si hemos encontrado un sistema inercial, S, entonces cualquier otro sistema inercial, S,
estard en reposo o se movera con velocidad constante con respecto a S. Claramente, si esto
no se cumple, la primera ley de Newton dejaria de ser vélida. Las transformaciones que
permiten el pasaje de un sistema inercial a otro sistema inercial son las transformaciones
de Galileo. Consideremos, para fijar las ideas, que S y S’ son dos sistemas inerciales, cuyos
ejes coordenados son paralelos, y supongamos que S’ se mueve respecto a S a lo largo del
semieje positivo x, con velocidad constante V' (ver Figura 1.2). Si dos observadores han
sincronizado sus relojes en el instante en que los origenes de ambos sistemas de coordenadas
coincidieron, sus lecturas indicaran

¥=x-Vt, Y=y =z t'=t (1.2.4)

Estas son las transformaciones de Galileo. Como las leyes de Newton son validas solamente
en sistemas inerciales, podemos interpretar a las transformaciones de Galileo como las
transformaciones frente a la cuales las leyes de Newton son invariantes.

La Segunda Ley de Newton establece que
El cambio del momento de un cuerpo con respecto al tiempo es igual a la fuerza aplicada
sobre el cuerpo y estd dirigido en la direccion del movimiento del cuerpo
La demostraciéon de la invariancia de esta ley al aplicar las transformaciones de Galileo
es directa ya que, para una particula de masa m constante, el cambio del momento con
respecto al tiempo, se expresa en el sistema S

@_ dv

= =mo (1.2.5)



4 CAPITULO 1. POSTULADOS RELATIVISTAS

Figura 1.2: Representacién de un par de sistemas inerciales. El sistema S’ se mueve con
velocidad V', a lo largo del eje x del sistema S.

En el sistema S’ esta fuerza se escribe

_d_p’_ dv’

F = =m— 1.2.
at 't (126)
y su valor coincide con el valor de la fuerza calculado en S, ya que
dv'  dv
—_— = 1.2.7
dt dt ( )

Por lo tanto, no solamente el valor de la fuerza sino también la forma de la Segunda Ley de
Newton se mantienen invariantes al aplicar las transformaciones de Galileo. El resultado
anterior establece la covariancia de las leyes de Newton: las leyes de Newton tienen
la misma forma en diferentes sistemas de coordenadas al aplicar las transformaciones de
Galileo. Esta propiedad no se verifica en el caso de las ecuaciones de Maxwell, como
veremos a continuaciéon. Consideremos el caso de una carga, ¢, cuyo valor es el mismo
para dos observadores S y S’; llamemos V a la velocidad relativa entre ambos observadores
y vy v’ alos valores de la velocidad de la carga de prueba medidas en S y S’. Suponemos
que la carga se mueve en una region del espacio donde no existe materia polarizable y
en presencia de campos eléctricos y magnéticos estaticos. La fuerza neta sobre la carga
medida en S es la fuerza de Lorentz:

Fs =q(E+vxB) (1.2.8)
Esta misma fuerza, segtin el observador en S’ se escribe
Fgr =q(E' +v x B) (1.2.9)

siendo (F,B) y (E', B’) los campos medidos en S y S’, respectivamente. De acuerdo a
los resultados obtenidos al aplicar las transformaciones de Galileo a las leyes de Newton,
podemos pedir que los valores de Fg y Fs coincidan y expresar las cantidades medidas
en S en funcién de las cantidades medidas en S’ (v’=v-V), de donde resulta

Fg=q(F' -V x B +vxB) (1.2.10)
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En consecuencia, la igualdad entre las fuerzas requiere
B'=B E=E+V xB (1.2.11)

Claramente, la relacién entre campos eléctricos implica que las fuentes en S y S’ son
diferentes, ya que:

V.E =4mp (1.2.12)
de donde 1
=pg — —V'. B 1.2.1
ps=ps = V. (V xDB) (1.2.13)
La definicion de la densidad de carga en cada sistema implica
_ A
ps = Avol s
Aq
;= 1.2.14
ps Avol s ( )

Ahora bien, la aplicacién de las transformaciones de Galileo deja invariante el elemento
de volumen (Avols = Avolg/) y ambos observadores miden la misma carga, por lo tanto
debe cumplirse

pS = pS/ (1215)

en contradiccién con el resultado (1.2.13) obtenido al pedir la igualdad de los valores de
las fuerzas. Notemos que, si pedimos la covariancia, respecto a las transformaciones de
Galileo, de la fuerza sobre una carga y si esta tomara diferentes valores para diferentes
observadores, la variaciéon V. (V x B) podria utilizarse para definir la velocidad absoluta de
un sistema. Estos resultados constituyen cuestionamientos severos al esquema newtoniano,
ya que al tratar con fenémenos electromagnéticos: o se abandona la nocion de covariancia
para las fuerzas electromagnéticas frente a las transformaciones de Galileo o bien se busca
una generalizacion de las transformaciones de Galileo. Esta fue la motivacion del trabajo
de Einstein y que llevo a la formulacién de la Teoria de la Relatividad Especial, tal como
discutiremos a continuacién.

1.3 El Principio de la Relatividad Especial

El principio de relatividad, en la mecdnica newtoniana, establece que

Todos los observadores inerciales son equivalentes, en lo que respecta a experimentos
dindmicos

Esto quiere decir que si un observador inercial realiza un experimento dindmico y de-
termina una dada ley fisica (i.e. si determina mediante sus mediciones la existencia de
relaciones entre magnitudes fisicas asociadas a dicho experimento) entonces cualquier otro
observador inercial que realice la misma experiencia debe descubrir la misma ley fisica.
En otras palabras, las leyes enunciadas por estos observadores inerciales deben ser invari-
antes frente a las transformaciones de Galileo. Podemos entonces afirmar que si la ley
del ejemplo se escribe utilizando las coordenadas y el tiempo medidos por un observador
en S, entonces debe escribirse de la misma manera en S’, reemplazando (x,y, z,t) por
(',y',2',t =t'). Este enunciado del principio de relatividad es equivalente a afirmar que
mediante la realizacién de un experimento dindmico sobre un dado cuerpo no se puede
decidir respecto al estado de movimiento, reposo o movimiento uniforme, de dicho cuerpo.
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En la teoria de Newton no podemos determinar la posicién absoluta de un evento en el
espacio, ya que solo podemos determinar tal posicién con respecto a otro evento. De
esta manera, posicién y velocidad son conceptos relativos. El concepto de relatividad
de la teoria de Newton puede criticarse, como lo hizo Einstein, diciendo que un experi-
mento puramente dindmico no existe y que aun al nivel mas elemental la realizacién de
cualquier experimento dindmico implica ademds la realizacién de observaciones que estan
gobernadas por otras leyes fisicas. Esto significa que al realizar un experimento dinamico
debemos también observar, registrar y transmitir los valores de las variables dindmicas.
El conjunto de acciones implicitas en el acto de la observacion, para Einstein, no es parte
de la dindmica.

1.4 Postulados de Einstein

De acuerdo a la interpretacion de Einstein el principio de relatividad newtoniano debe
re-formularse de la manera siguiente:

Primer Postulado de Einstein:

Todos los observadores inerciales son equivalentes

Este postulado elimina la limitacién impuesta por la naturaleza dindmica de un fenémeno
fisico. Supongamos, por ejemplo, que un observador mide la distancia a un objeto dado
enviando una senal luminosa. Esta senal es reflejada por el objeto y recibida por el ob-
servador. Si adoptamos como método de medicién de distancias la medicion del tiempo
transcurrido entre la emision y la deteccion de la senal luminosa, la distancia desde el ob-
servador al objeto serd proporcional a la mitad de la diferencia entre estos tiempos. Con
este método, las distancias se expresan en unidades de tiempo y la constante de propor-
cionalidad es la velocidad de la luz en el vacio. Las observaciones astronémicas demuestran
que la velocidad de la luz en el vacio es independiente del movimiento de las fuentes y es
también independiente del color, intensidad, etc. Einstein adoptd la constancia del valor
de la velocidad de la luz, ¢, en su segundo postulado:

Segundo Postulado de Einstein:
La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales

El valor experimental de la velocidad de la luz en vacio es ¢ = 2,99792458 x 108m/seg,
aproximadamente igual a 3 x 10® m/seg. A continuacién veremos algunas de las conse-
cuencias de estos postulados.

1.5 Velocidades relativas

Consideremos las lineas de universo, o historias en el plano (x,t), de dos observadores
inerciales A y B. Suponemos, por simplicidad, que A estd en reposo y que B estd alejandose
de A con velocidad constante. El diagrama de A sera entonces una linea vertical paralela al
eje t mientras que el de B formara un dado angulo con el eje x. Por conveniencia fijemos el
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valor ¢ = 1, de manera que cualquier senial luminosa se puede representar como una recta
a 45 grados (pendiente 1) respecto al eje x. En lo que resta del capitulo, las velocidades se
indicaran en unidades relativistas. En consecuencia, para representar la linea de universo
de la senial luminosa adoptaremos c=1 y por lo tanto tendremos x=t.

Si A emite senales a intervalos de tiempo T, segiin su reloj, ellas seran recibidas por
B a intervalos fT, donde f es un factor a determinar y que depende del movimiento
de B relativo a A. Como ambos observadores son inerciales, este factor es independiente
del tiempo. En otras palabras, estamos pidiendo que entre los valores de las coordenadas
espaciales y tiempos de A y B exista una relacion lineal. El principio de relatividad especial
requiere que exista reciprocidad entre las relaciones de A y B, de manera que si B emite
senales a intervalos T segun su reloj, A las recibird a intervalos fT, ya que desde el punto
de vista de B es A quien se estd alejando de B con velocidad constante. Consideremos
la forma en que el observador A asigna coordenadas a un evento dado P. Si A envia una
sefial luminosa en el instante t = 1, que es reflejada por P y recibida nuevamente por A
en el instante t = t9, A asignard las coordenadas

(t1 +t2) (t2 —t1)

f— _ Y2t 1.5.1
T2 = (15.1)

La demostracion es muy simple y nos basaremos en el diagrama que se muestra en la
Figura 1.3. En el tridngulo (t2tP) el lado (tat) es igual a xtan 8 y en el tridngulo (¢1tP)
el lado (¢1t) es igual a ztan~y. A partir de estas relaciones se obtiene

to —t; = x(tan 5 + tan~y) (1.5.2)
y como =+ = 7,y por lo tanto tany = tan 8 = 1, resulta
tz — tl =2 (1.5.3)

Anélogamente, en el tridngulo (¢;¢P) se verifica

t— tl s
=tan— =1 1.54
. an - ( )
y en Consecuencia
t=t+x (1.5.5)

de donde resultan los valores indicados anteriormente para x y ¢ en (1.5.1). Si los obser-
vadores A y B han sincronizado sus relojes cuando sus lineas de universo se cruzaron en
el punto O y situamos a P sobre la linea de universo de B, la senal enviada por A, al cabo
de un tiempo T, serd recibida en P al cabo de un tiempo fT y recibida nuevamente en A
al cabo de un tiempo f(f7T) = f2T. Todos estos valores estan referidos a O (ver Figura
1.3).

Reemplazando estos valores en la definicion de las coordenadas de P, obtenemos

th=T , to=f>T

T+ /) CT(fP-1)
t=—70— = (1.5.6)

Como T varia, estas son las coordenadas de los eventos que definen la linea de universo
de B. Si V es la velocidad de B respecto a A, entonces

v="2= () (15.7)

(f2+1)
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t
2 -\_//\.
ot T
T
X

Figura 1.3: Transformacién de lecturas del tiempo entre los observadores inerciales A y B.
Ambos observadores han sincronizado sus relojes en O. El observador B se desplaza con
velocidad constante V respecto al observador A. Por construccién (definicién del método
de la senal luminosa) el segmento que parte del eje temporal en B e intersecta al eje
temporal en A en el punto t; es paralelo a la recta x = t y el que lo intersecta en to es
perpendicular a la recta x = t.

y en consecuencia

- (22 (159

Si B se esta alejando de A entonces resulta f > 1y si B se acerca a A entonces f < 1.
Naturalmente, si A estd en reposo respecto a B y B estd en reposo respecto a A (reposo
relativo significa V' = 0) y han sincronizado sus relojes entonces sus relojes permaneceran
sincronizados. Si ahora consideramos un tercer observador inercial, C, podemos utilizar
el procedimiento anterior y escribir las relaciones

S

_ (1+V(AB)

m - (i)
(14 V(BC)\?

1180) = (+57503)
(14 V(AC)\?

f(AC) = <7_ V(AC’)) (1.5.9)

y a partir de estas relaciones y de acuerdo al Primer Postulado, obtenemos
f(AC) = f(AB)f(BC) (1.5.10)

y este resultado implica la regla de composiciéon de velocidades

V(AB) + V(BC)
1+ V(AB)V(BC)

V(AC) = (1.5.11)
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tren

foco 1 l—» B ~—/,| foco 2 —\/»

Disparador 1 Disparador 2

t ~ i

anden

Figura 1.4: Vagdén en movimiento respecto al andén. Las seniales luminosas emitidas en
los focos f1 y fa son detectadas en tierra (disparadores 1 y 2) y en el centro del vagén

La demostracion es sencilla y su realizacién se propone como ejercicio al final del capitulo.
La Eq. (1.5.11) es una ley de composicién de velocidades que difiere de la correspondiente
a las transformaciones de Galileo

V(AC) = V(AB) + V(BC) (1.5.12)

y estd de acuerdo con el Segundo Postulado, ya que si suponemos V(BC') = 1, es decir: la
velocidad relativa de C respecto a B es la velocidad de la luz, entonces resulta V(AC) = 1.
A partir de esta nueva ley de composicién de velocidades, podemos extraer las siguientes
conclusiones:

a)si sumamos dos velocidades menores que c el valor resultante es menor que ¢
b)si alguna de las velocidades es c el resultado de la suma es c.

En la teoria de la Relatividad Especial ¢ tiene, por lo tanto, el significado de una
velocidad limite.

1.6 El concepto de simultaneidad

La nocién ordinaria de simultaneidad implica el tratamiento separado de las coordenadas
espaciales y temporales de los eventos. Este no es el caso en la teoria de la Relatividad
Especial, donde el papel que juega el concepto de simultaneidad es critico.

Supongamos el siguiente experimento ideal: un observador (B) se sitia en la mitad
de un vagén de tren, el vagon tiene en cada extremo un dispositivo emisor de senales de
luz que apuntan hacia el observador (fuentes de luz 1 y 2) y que se activan cuando el
vagén pasa por dos puntos fijos en tierra (disparadores 1 y 2) separados entre si por una
distancia igual a la longitud del vagén; entre esos puntos fijos (disparadores) se sitia otro
observador (A) (ver Figura 1.4).

El vagén se mueve a velocidad V respecto a tierra y al pasar por los puntos fijos, de
modo que cada extremo del vagén en movimiento coincida con un punto fijo (disparador)
en tierra, se activan los emisores de luz. Para el observador A los destellos se producen
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Futuro absoluto

t

futuro relativo

pasado relativo

Pasado absoluto

Figura 1.5: Cono de luz correspondiente al evento O. El evento O esta precedido por el
evento G y antecede al evento F. El evento C, sobre la linea de universo con v = ¢ (senal
luminosa), precede al evento O. Las zonas sombreadas representan el pasado y el futuro
absolutos del evento O. Las zonas exteriores al cono de luz asociado a O representan el
pasado relativo y el futuro relativo de O.

en forma simultanea pero el observador B, que se mueve hacia la luz disparada desde el
extremo del vagén situado a su izquierda y que se aleja de la luz emitida por el dispositivo
situado a su derecha (foco 1), vera la luz de la fuente 2 antes de ver la luz proveniente de
la fuente 1. En consecuencia, B afirmara que las emisiones de luz han sido sucesivas y no
simultaneas. Los eventos que A considera simultaneos son considerados por B como suce-
sivos. Esto nos demuestra el cardcter relativo del concepto de simultaneidad. Podemos
entonces hablar de la relatividad de la simultaneidad.

1.7 El cono de luz

Si consideramos un evento O, en la linea de universo de un dado observador, podemos
c . . . . P 37
distinguir cuatro regiones en el plano (x,t) determinadas por las dos rectas a 7 y a =,

respectivamente, respecto al semieje x positivo, y que se intersectan en O (ver Figura 1.5):

a)el pasado absoluto de O: es la regién limitada por las rectas x = +ct, en el semiplano
inferior

b)el futuro absoluto de O: es la regién del semiplano superior limitada por las rectas
T = *ct
c)el pasado relativo de O: son las regiones del semiplano inferior limitadas por el eje x

y por las rectas x = +ct

d)el futuro relativo de O: son las regiones del semiplano superior limitadas por el eje
x y por las rectas x = £ct

Si ubicamos un evento H sobre una de las ramas positivas (semiplano superior) ¢ =
:t%:l?, este evento ocurrird después de O y es una manifestacién de causalidad: el evento
O causa el evento H. Si tomamos un evento F' en la region entre las ramas positivas,
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este evento ocurrird después de O. Todos los observadores inerciales estardn de acuerdo
en afirmar estas relaciones. Algo similar ocurrird con los eventos tipo C' ubicados sobre
una de las ramas negativas y tipo G, ubicados en el semiplano inferior en el interior del
cono de luz asociado a O, que serdn descriptos por todos los observadores inerciales como
antecesores de O.

Los eventos que se ubiquen fuera del cono de luz asociado a O, es decir los sectores del
pasado relativo o del futuro relativo, no seran descriptos de la misma manera por todos los
observadores inerciales. Notemos también que la linea de universo de cualquier observador
inercial que pase por O debe estar en la regién limitada por el cono de luz.

1.8 La paradoja del reloj

El significado del tiempo, en la Relatividad Especial, difiere al correspondiente a la teoria
newtoniana. Para ilustrar esta afirmacion discutiremos la llamada paradoja del reloj. Con-
sideremos tres observadores inerciales, A, B y C, que se mueven con velocidades relativas
V(AB) = —V(AC). Supongamos (ver Figura 1.6) que A y B han sincronizado sus relojes
al encontrarse en O(AB) = O y que el reloj de C estd sincronizado con el reloj de B en
O(BC). Supongamos, ademds, que B y C se encuentran al cabo de un tiempo T segin
B y que ambos emiten una senal luminosa a A. Entonces, de acuerdo a nuestros cédlculos
previos, A recibe esa senial en R luego de un tiempo f(AB)T medido desde el encuentro
con B, donde f(AB) > 1 ya que B se aleja de A. La senal enviada por C llegard a A
después de un tiempo 7'/ f(AB), ya que las velocidades relativas tienen distinto signo y por
consiguiente f(AC) — 1/f(AB). Este resultado se suele presentar como una paradoja.
En realidad no lo es, ya que el tiempo relativista depende del camino recorrido por la
senal. En este caso las mediciones fueron efectuadas por dos pares de observadores iner-
ciales (AB) y (AC) cuyos movimientos relativos son distintos, ya que B se aleja de Ay C
se acerca a A, y no por un unico par de observadores.

1.9 Las transformaciones de Lorentz

A continuacién presentaremos una serie de transformaciones, conocidas como transforma-
ciones de Lorentz especiales, que nos permitiran establecer relaciones entre las coordenadas
y tiempos asignados a un dado evento por observadores inerciales. La forma general de
estas transformaciones serd discutida en el capitulo siguiente. Consideremos que a un
evento P se le asignan coordenadas (x,t) en un sistema inercial A y (z/,t’) en un sistema
inercial B. El observador A debe enviar luz en el instante ¢ — z para iluminar a P y recibira
luz en el instante ¢ + x. Suponemos que la linea de universo de A estd dada por z = 0
y que el origen para t en A es arbitrario (ver Figura 1.7). Si utilizamos las definiciones
basadas en el uso de factores de transformacion entre observadores inerciales, podemos
escribir, tomando unidades relativistas:

t'—a' = f(t—x)
t+x=f{t' +2)
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X

Figura 1.6: Interpretacién grafica de la llamada paradoja del reloj. El observador B se
aleja del observador A con velocidad V4p = V; el observador C se aproxima al observador
A con velocidad Vi = —V. Las lineas de universo de los observadores B y C se intersectan
en el punto P (punto de sincronismo de ambos sistemas). Ambos sistemas emiten senales
hacia el sistema A. La senal que parte de C alcanza a A en el punto Q, correspondiente
al valor Tg_0,, = facT = (1/fap)T}; la senal que parte de B alcanza a A en el punto R,
al que se le asigna el valor Tr_0,, = faBT, ya que fac =1/fap y fap > 1. Ya que B
se aleja de A, resulta To,, < T < Tgo,p
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de donde resulta

1 LT
¢ = |-l
ro_ 1 LT
xr = 2[(f+f):6 (f f)t] (1.9.1)
y como
fll_ 2
FTViie
1 2v
podemos, finalmente, escribir
o t—av
TV
o T — vt

En estas unidades el tiempo se mide en unidades de longitud, la velocidad es adimen-

sional y se indica en fracciones de c¢. En unidades ordinarias (¢ — tc y v — %) estas

transformaciones toman la forma:

, t—av/d
V1—v2/c?
, Tz — vt

N

Las transformaciones (10.1.3) son un caso especial de las transformaciones de Lorentz
y se interpretan como un arrastre del sistema de coordenadas S’ en la direccién del semieje
positivo x de S, con velocidad v. Notemos que si v << 1 estas transformaciones toman la
forma de las transformaciones de Galileo.

1.10 Concepto de representacién espacio-tiempo

Podemos comparar las transformaciones especiales de Lorentz con las transformaciones de

Galileo.

Transformaciones de Galileo | Transformaciones de Lorentz
n— = t—vz/c?

v/ 1—v2/c?

I _ r—vt

/
' =x— vt x =
\1-v2/c?

Y=y Yy
2=z z

Il
ISEINS

/
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Figura 1.7: Transformacién entre sistemas inerciales, de las coordenadas espacio-
temporales asignadas a P

Vemos que en el caso de las transformaciones de Galileo la coordenada temporal es la
misma para todos los observadores (tiempo absoluto de la teoria newtoniana). Para el
caso de las transformaciones de Lorentz, las coordenadas espaciales y temporales estan
mezcladas. En la representacion newtoniana, el tiempo estd separado del espacio euclideo
y existe simultaneidad absoluta. Asi, si consideramos dos eventos simultaneos, a los que
asignamos coordenadas (t,z1,y1,21) v (£, x2,y2, 22), el cuadrado de la distancia euclidea,
[, entre esos eventos se define como

2= (21— 22)° + (11 — 12)* + (21 — 22)° (1.10.1)

y es invariante frente a transformaciones de Galileo.

Si ahora tomamos en cuenta las transformaciones de Lorentz, las coordenadas espa-
ciales y temporales se combinan de manera de definir el espacio continuo de 4 dimensiones
(espacio-tiempo), donde el intervalo s entre dos eventos se define

§2 = Aty —t2)? — (z1 — 22)” — (y1 — 12)* — (21 — 22)° (1.10.2)

Esta cantidad (s?) es invariante frente a transformaciones de Lorentz. Notemos que mien-
tras [ es siempre una cantidad definida positiva (o nula), s es real solo si 52 es no-negativo.
En forma diferencial, suponiendo que las diferencias entre las coordenadas de ambos even-
tos son infinitesimales, tenemos

ds® = Adt* — da? — dy? — d2? (1.10.3)
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El espacio de 4 dimensiones en el que la forma diferencial ds? de la Ec. (1.10.3) es invari-
ante frente a transformaciones de Lorentz especiales (10.1.3) es el espacio de Minkowski.
En el Capitulo 2 definiremos la forma general de las transformaciones de Lorentz y estu-
diaremos algunas consecuencias importantes de la teoria.

Para concluir con esta introduccién a las transformaciones de Lorentz nos referire-
mos a su interpretacion como generalizacion logica de las transformaciones de Galileo y
basandonos en consideraciones de simetria.

En forma matricial, las transformaciones de Galileo se escriben de la manera siguiente

(1)-G)0)

y resulta manifiesta la asimetria de la matriz de transformacién. Si pensamos en una
forma mds simétrica, manteniendo la linealidad en la relacién de (x,t) con (z/,t'), podemos

escribir
( ”Lf,l > = ( _ia _1” > ( f > (1.10.5)

donde el parametro « fue introducido para expresar el producto vax en las mismas
unidades que t. A este argumento agregaremos como condiciéon que la aplicacién de dos
transformaciones sucesivas, con velocidades v y —v deje invariante al conjunto de coorde-
nadas iniciales. Expresaremos esta condicién mediante el factor de normalizacién 3, tal

que
(f,/>:5<_ia 1”)(9;) (1.10.6)

El producto de transformaciones S — S" — S es la transformacién unidad

O [ERD R ERD

y esta igualdad implica

1
2
= —F 1.10.8
B =1 (1.10.8)
Por razones dimensionales dim[a] = (velocidad) . Finalmente, examinaremos la

nocién de intervalo espacio-temporal. Generalizando la definiciéon de distancia entre dos
puntos en espacio euclideo, escribimos

s2 = k*? — 2? (1.10.9)

y pediremos que esta distancia sea invariante frente a la transformacién S — S’
Suponemos que el factor k es real y para determinar su valor escribiremos la igualdad
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2
22 _ % = k2t2ﬂ2(1 _ %) _ xQﬁQ(l _ k2a2v2)
+ 2ztvp?(1 — ak?) (1.10.10)

La igualdad de ambos intervalos
R (1.10.11)

se cumple si se anula el coeficiente en el término que contiene xtv y esto significa que los
valores de k y « estan relacionados

1
k2 = — 1.10.12
. (110.12)
Con este valor los coeficientes de los términos 22 y k?t?
B2(1 - K*a??) = BEl-av®) =1

2

v
B2(1 — ﬁ) = Bl-av?)=1 (1.10.13)

se reducen a la unidad.

En definitiva la transformacién generalizada requiere de un dnico pardmetro (k) que
es independiente del sistema utilizado para describir el intervalo espacio-temporal. En la
teoria de la Relatividad Especial, el valor del parametro k es igual al valor de la velocidad
de la luz en el vacio. Esta eleccién no es arbitraria, ya que respeta un hecho observacional:
el valor de la velocidad de propagaciéon de una senal luminosa en vacio es independiente
del estado de movimiento de la fuente.

De esta manera, la generalizacion de las transformaciones de Galileo, en las condiciones
de simetrizacion e invariancia descriptas anteriormente, conduce a la forma
k=c a=—- f=—— (1.10.14)

() (de ) o

c2

de donde

1.11 Resumen del capitulo

Se sugiere al estudiante que exprese, en sus propios términos, los conceptos, definiciones
y principios que se enumeran a continuacién, como forma de valorar los conocimientos
adquiridos. La misma metodologia se sugiere para los capitulos siguientes (y se omitira
en los correspondientes resumenes esta mencién)

o Transformaciones de Galileo.
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Tiempo absoluto en la Mecdnica Newtoniana.
Lineas de Universo.

Principio de Relatividad Especial.

Postulados de Finstein.

Velocidad relativa entre observadores inerciales.
Simultaneidad.

Cono de Luz.

Paradoja del reloj.

Transformaciones de Lorentz.

Representacion espacio-tiempo.

1.12 Problemas

. Dibujar el diagrama espacio-tiempo del evento que representa un cuerpo en reposo.

Demuestre que al cambiar V por —V (velocidad relativa entre dos observadores)
resulta f — %

Demuestre la relacién (1.5.11) (regla de composicién de velocidades relativistas).

JEn cuanto tiempo una senal luminosa recorre la distancia Tierra-Luna? y la dis-
tancia Tierra-Sol? Y la distancia Sol-estrella mas préxima?. Exprese el valor de
la distancia asociada a un afio luz (distancia Tierra-Sol=1.5 10> MKm, distancia
Tierra-Préxima Centauri=3.8 10" Mkm, donde 1 MKm=10% Km).

Demostrar las relaciones entre (z,t) y (z/,t'), ecuaciones (1.9.3), utilizando los val-
ores indicados en la Figura 1.7.

Demostrar las relaciones existentes entre eventos pertenecientes a las diferentes re-
giones del cono de luz, dibujando las lineas de universo de dos o mas observadores
inerciales y utilizando los argumentos presentados al determinar las coordenadas de
un evento, mediante los factores f.

Demostrar que la distancia euclidea I, entre dos eventos, es invariante frente a las
transformaciones de Galileo.
242 _ .2

Demostrar que el intervalo espacio-temporal s> = ¢*t?> — 22 es invariante frente a las

transformaciones de Lorentz.






Capitulo 2

TRANSFORMACIONES DE
LORENTZ

2.1 Introduccién

El objetivo de este Capitulo es estudiar las propiedades formales de las transformaciones
de Lorentz y las consecuencias del uso de las mismas en relacion a las nociones newtonianas
de velocidad y aceleracién. Para ello nos basaremos en los postulados relativistas.

2.2 Derivacion de las transformaciones de Lorentz

Consideremos una particula libre, es decir una particula sobre la que no actian fuerzas. Si
uy u’ son las velocidades de la particula medidas por dos observadores S y S’, los vectores
de posicién de la particula en esos sistemas de referencia se escriben

r = 19+ ut
o= ry+dt (2.2.1)

obviamente, tanto S como S’ ven a la particula moviéndose sobre una linea recta con
velocidad constante.

Si asociamos las coordenadas (¢, x,y,2) segin S y (t',2',y'.2") segin S’, y teniendo
en cuenta que en ambos sistemas las trayectorias se describen mediante rectas, podemos
suponer que la transformaciéon entre ambos conjuntos de coordenadas es una transfor-
macién lineal.

Ordenando los valores de las coordenadas asignadas como filas de una matriz de una
columna, tenemos

t t
x T

=L 2.2.2
RN 222
2 z

La matriz L es una matriz de cuatro filas y cuatro columnas, cuyos elementos sélo
pueden depender de la velocidad relativa v entre S y S’. Si nos concentramos en la

19
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estructura de L para un arrastre, donde los ejes espaciales de S y S’ son paralelos y el
origen de S’ se mueve con velocidad v respecto al origen de S a lo largo del semieje x
positivo de S, la matriz de transformacién es de la forma:

L1 Lip 0 0
Loy Ly 0 0
L 0 0 1 0 (2.2.3)
0 0 0 1
que es consistente con las igualdades
/ =
2=z (2.2.4)

Al escribir estas transformaciones hemos supuesto que el espacio es isotrépico. Utilicemos
ahora el Segundo Postulado y supongamos que S y S’ han sincronizado sus relojes cuando
sus origenes O y O’ coinciden. Sien ese instante ambos sistemas emiten una senial luminosa,
los respectivos frentes de onda deben encontrarse al cabo de los tiempos t y t' sobre las
superficies de las esferas determinadas por las ecuaciones

I(t,r,y,2) =ct>— (22 +y*>+22) =0 (sistema 9)
I't o' y,2) =2 — (@ +y?+2%) =0 (sistema &) (2.2.5)

La relacién entre I e I’ es necesariamente lineal, ya que ambas expresiones deben coincidir
para el caso v = 0 y deben representar el mismo evento si los roles de S y S’ se inter-
cambian. Si usamos las igualdades (y,z) = (v/,2'), e igualamos las expresiones de I e I’
resulta

/2 _ 1_/2

At —2® =Pt (2.2.6)

Introduciremos ahora la coordenada temporal imaginaria. Este no es un paso esencial de
la demostracién, se trata de una eleccién conveniente,

T = ict (2.2.7)

de modo que la igualdad de I e I’ se puede escribir

T? + 22 = T/2 —i—x’Q

(2.2.8)
En el espacio bi-dimensional (x,T) estos valores representan la distancia al origen de un
dado punto P. Esta cantidad es invariante frente a rotaciones en dos dimensiones. Para
determinar el valor de los elementos de matriz no nulos de L, y usando la invariancia
de las distancias I(T,x) = I(T’,2') frente a rotaciones, supondremos que los ejes cor-
respondientes a S(T,z) y S'(T",2) estdn rotados en un angulo 6 (ver Figura 2.1). En

consecuencia /
T cos@ sind T
[ T ] - { —sinf cosf } % [ T } (2.2.9)

El origen de S’(z' = 0), visto por S se mueve a lo largo del eje = de S con velocidad v
y por lo tanto para ese punto debe satisfacerse x = vt. Si reemplazamos este valor en la
expresién para z’ obtenemos

T
0= = cosf+ Tsinf (2.2.10)
1c
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T=ict

T'=ict’

Figura 2.1: Asignacion de coordenadas, para el evento P, en los sistemas Sy S’.

de donde )
tanf = — (2.2.11)
&

y de esta manera hemos fijado el dngulo de la rotacién. Notemos que se trata de un valor
imaginario. Para determinar los valores de cos# y sin 6 escribimos

1
cos) = ——
V1 +tan? 6
1
= — (2.2.12)
02
-z
Como este factor aparecerd frecuentemente utilizaremos la abreviacion
1
= — (2.2.13)

Con estos elementos ya estamos en condiciones de escribir la transformaciéon en forma
explicita, retornando a las variables reales (¢, x,y, 2), (¢, 2,y 2)

¥ =cosf(x+Ttanf) = S (x—vt)
¢ = B <t - i—g) (2.2.14)

Observemos que si escribimos estas ecuaciones en unidades relativistas (¢ = 1) recuper-
amos la forma que hemos visto en el Capitulo anterior. En definitiva, para un arrastre
segun en eje x, la matriz de transformacién es de la forma

B —B% 0 0

| =B I} 00
L= 70" o 1. (2.2.15)

0 0 0 1
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2.3 Propiedades de las transformaciones de Lorentz

A partir de los resultados que hemos discutido para las transformaciones de Lorentz, en
el caso de transformaciones especiales o de arrastre entre sistemas coordenados, podemos
enunciar las siguientes propiedades:

1.

Utilizando la coordenada imaginaria T, tiempo imaginario T' = ict, el arrastre del
sistema S’ en la direccién del eje z del sistema S y con velocidad v es equivalente a
una rotacién en el espacio (z,7)

Si se considera al valor de v como muy pequeno respecto al valor de ¢ (v << ¢,v/c —
0) entonces B — 1y se re-obtienen las transformaciones de Galileo.

¥ = x—ut

' =t

Si se escriben las transformaciones desde el sistema S’ al sistema S las expresiones
resultantes son

r = ﬁ(ﬂ:'—l—vt')
t = ﬁ(t’—k%) (2.3.1)

y equivalen a reemplazar v por —v en las transformaciones de S a S’, ya que el
movimiento de S’ visto desde S aleja al punto O’ a lo largo del eje x con velocidad
v, lo que implica que para S’ el punto O se aleja con velocidad —v a lo largo del eje

x'.

. Las transformaciones dejan invariante el intervalo

ds* = dt* — da® — dy* — d2* (2.3.2)

El producto de dos transformaciones de Lorentz especiales, L(v) y L(v'), es otra
transformacion de Lorentz especial L(v”) donde

/
o= LY (2.3.3)
1+
Este resultado se demuestra facilmente si efectuamos dos transformaciones S —
S" — S”, con velocidades relativas v(SS’") = v, v(S'S”) = v y las comparamos con
una transformacién S — S” correspondiente a la velocidad relativa v(SS”) = v”.
De esta manera

/8// _B/IU_’Q’ 0 01
—B"" ,BHC 0 0 B
0 0 10 -
0 0 0 1]
B —BL 00 g —F% 0 0]
Bv B 00 B B0 0
0 o 10]|%] o 0 10 (2.3.4)
0 0 0 1 0 0 0 1)
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el resultado de la multiplicacién de estas matrices es la matriz

e (1+2%) B8 (5+%) 0 0
—BB'(v+0')  BE (1 + %) 00 (2.3.5)
0 0 10
0 0 0 1
e igualando a L(v"), obtenemos
8" = BB (1 + ﬂ)
- 2
c
" = BB (v+) (2.3.6)
Si dividimos ambas igualdades obtenemos
b U v
V=1 Ty (2.3.7)
c2
que es el resultado buscado. Anédlogamente
/! 1
B = — (2.3.8)
1 _ U”2

c2

6. Como L(v) y L(v') representan rotaciones con éngulos 6 y ', el producto es una
rotacién en un angulo 6”7 = 6 + 6'.

Las propiedades anteriores se pueden enunciar en forma muy sencilla diciendo que las
matrices que representan las transformaciones de Lorentz especiales forman una estructura
algebraica, llamada grupo, ya que:

i)L(v = 0) es la matriz identidad,;

ii)L(—v) es la matriz inversa de L(v), luego L(—v)L(v) = L(v = 0);

iii)La matriz producto L(v)L(v') = L(v") es también una matriz que representa una
transformacién especial de Lorentz, y

iv)El producto de matrices es asociativo, (L(v)L(v"))L(v") = L(v)(L(v")L(v")).

Esta estructura se complementa definiendo el cardcter unitario de la transformacion,
yva que el mdédulo del determinante de cualquier matriz perteneciente al grupo es igual a
1.

2.4 Contraccién espacial

Consideremos una regla fija en el sistema S’, con extremos en 2’4 y ’'p, como se muestra
en la Figura 2.2. En el sistema S a los extremos de la regla se le asignan coordenadas x4
vy B, que varian con el tiempo. La relacién entre ambos conjuntos de coordenadas es la
siguiente

x'A = ﬁ(xA — ?)tA)
2'p=pB(xp—vtp) (2.4.1)
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Figura 2.2: La regla se encuentra en reposo en el sistema en movimiento y su longitud
medida en ese sistema (S’) es lo = 2'p — 24

Para obtener el valor de la longitud de la regla en S debemos tomar la diferencia de las
coordenadas de los extremos en un mismo tiempo (t4 =t = t),

l=xp—xa (2.4.2)

andlogamente, para S’

lo=12'p—12"4 (2.4.3)

Como la regla estéd en reposo en el sistema S’ el valor Iy se denomina longitud en reposo.
La relaciéon entre ambas longitudes es

I = (2.4.4)

o
B

Como

v<c—p>1 (2.4.5)

vemos que [ < lg. Es decir, que la longitud de la regla medida en la direccion del
movimiento se reduce en el factor % Notemos que la longitud se reduce a cero a me-
dida que v se aproxima a c. Este fenémeno se denomina contraccion espacial y es un
efecto real y no un artificio de la teoria. Notemos que no hay contraccién espacial en
direcciones transversales a la direccién de movimiento. El efecto de contraccién espacial
o contraccion de Lorentz no debe confundirse con la llamada contraccién de Fitzgerald.
Para explicar el resultado negativo del experimento de Michelson y Morley, Fitzgerald
propuso el acortamiento aparente de un cuerpo en movimiento respecto a un medio fijo,
el eventual pero inexistente éter, soporte de las ondas electromagnéticas.
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2.5 Dilatacién temporal

Consideremos el caso representado en la Figura 2.3 donde se muestra la linea de universo
de dos sistemas de referencia, S y S’. Si suponemos que un reloj fijo en S’ (en 2/ =
x’ 4) registra dos eventos sucesivos separados por el intervalo de tiempo Ty, estos eventos
tendrén asociadas las coordenadas (2’ 4,t'1) y (2’ 4,t'1 + Tp), por lo tanto, en S

/
th = ﬂ(t/1+ x,w)

2
' qv
ty = 8 (yl +Th+ cg ) (2.5.1)
Si ahora calculamos la diferencia
T=ty—t (2.5.2)
esta resulta
T = BT, (2.5.3)

como [ > 1 si v # 0 el valor T sera siempre mayor que el valor Ty. En otras palabras, los
tiempos medidos por relojes en movimiento transcurren més lentamente que los tiempos
medidos por relojes en reposo. Este fendmeno es conocido como dilatacion temporal y
es un auténtico fendémeno fisico. Ha sido verificado originalmente mediante la deteccion
de particulas, genéricamente conocidas como radiaciéon césmica, provenientes de fuentes
ubicadas fuera de la Tierra y que poseen vidas medias mucho més cortas que sus tiempos
de transito hacia la superficie de la Tierra. Estas particulas se mueven a velocidades que
son fracciones apreciables de la velocidad de la luz. También ha sido verificado mediante
la comparacién de dos relojes atémicos. A uno de ellos se lo dejé fijo en tierra y al otro se
lo hizo viajar en un satélite alrededor de la tierra. Las lecturas registradas por el reloj en
orbita confirmaron los resultados previstos por el fenémeno de dilatacién temporal.

2.6 Tiempo propio

Si consideramos el tiempo medido por un reloj en el sistema de referencia donde el reloj se
encuentra en reposo, este tiempo sera el mas corto que mida ese reloj. Para un intervalo

ds'”® = dr? (2.6.1)
tendremos
dr? = dt* (1 — (dx/dt)*/c?) (2.6.2)
de donde resulta, para el tiempo propio T, la expresién
1
dr = —=dt 2.6.3
5 (2.6.3)

de manera que, para un intervalo (¢1,t2) en el sistema S, el observador fijo al reloj medira

el valor
t2 1)2 1/2
T= / <1 — —2> dt (2.6.4)
t1 c
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Figura 2.3: Dilatacién temporal.
2.7 Transformacion de velocidades

Debido a la combinaciéon de coordenadas espaciales y temporales que caracteriza a las
transformaciones de Lorentz, podemos preguntarnos cudl es la relacién, si la hubiera,
entre los conceptos newtonianos de velocidad y aceleracién y los que resultan de la Teoria
de la Relatividad Especial. Si asignamos a una particula en movimiento las coordenadas
espaciales (z,y, z) en S y las correspondientes (z/,y’, 2’) en S’ las componentes cartesianas
de la velocidad de la particula, en ambos sistemas, se escriben

dr dy dz
(Ul, U2, U3) = <E, E, a) (271)
en Sy
dr’ dy' d7
/ / / _ o g
(U 1,U2,U3) - <dt/, dt/; dt/> (272)
en S’. Para calcular las derivadas tomaremos las transformaciones
¥ = B(x—ut)
1o _
t =5 <t c? )
/ — y
2 = z (2.7.3)

y las reemplazamos por su forma diferencial

dr’ = B(dr — vdt)
! = p (dt — @>

dy = dy
2 = dz (2.7.4)
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y por lo tanto

= da’ _ (dz — vdt)
W )
_ (m—v)
-0
A TR
7 " )
- B0
, _dd dz
- ﬁ (2.7.5)

Para obtener las transformaciones inversas S’ — S reemplazamos v — —wv. Podemos
observar las siguientes caracteristicas:

i)las expresiones se reducen al limite no-relativista (transformaciones de Galileo) si
v<<c

ii)las componentes transversales de la velocidad de la particula también estan afectadas
por las transformaciones, esto es una consecuencia de la diferencia en la definicién de
tiempos para Sy S’

iii)la mezcla entre componentes espaciales de la velocidad de la particula es evidente
de las expresiones. Esto no ocurre si se considera el tiempo absoluto de la mecanica
newtoniana.

iv)la dependencia con el sistema de referencia, recordemos que v’ es una funcién de u
y de v, indica que la velocidad, en la teoria de la Relatividad Especial, es una magnitud
relativa.

2.8 El concepto de aceleraciéon en la Relatividad Especial

Asi como hemos definido las componentes de u, a partir de la derivada temporal de las

componentes espaciales de la posicion, podemos calcular %. Procediendo en forma com-

pletamente andloga al caso anterior obtenemos

du'y - _ 1 du

ar B3 (1 - %)3 dt

du'y 1 duy N UV duy

ar B2(1 - %)2 dt  2p2(1 - %)3 dt

du's 1 dus U3V dug

@ " pa_ma apn_mpy dt 281
A(1- %) 22 (1 - 1)

A diferencia del valor encontrado para u las derivadas anteriores son magnitudes absolu-
tas. Esto significa que si en un sistema dado las derivadas son nulas entonces seran nulas
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en cualquier otro sistema. Por lo tanto, dos o més observadores estaran de acuerdo en
afirmar que la particula esta acelerada.

2.9 Aceleracion uniforme

La definiciéon newtoniana del movimiento de una particula uniformemente acelerada es

du _ constante (2.9.1)
dt

Esta definicién no es apropiada en el marco de la teoria de la Relatividad Especial, ya que
entre otras cosas implicaria que u — oo si t — co. Adoptaremos una definicién diferente
y diremos que la aceleracion es uniforme si a cada instante toma el mismo valor medida
desde un sistema inercial que se mueve a la misma velocidad que la particula. Esto significa
que si la velocidad de la particula en el tiempo t es u(t), respecto a un sistema inercial S,
en un sistema inercial S’ que se mueva respecto a S con velocidad v = u(t) la velocidad
de la particula relativa a S’ serd igual a cero y en consecuencia la aceleracién vista en ese
sistema es constante. Sillamamos a a esa constante, entonces podemos escribir, utilizando
las definiciones de la seccién anterior, con u; = u = v,uy = ug = 0y dug/dt = dug/dt =0

du’ B 1 du
at 3 dt
(%)
du
3
= — 2.9.2
P (292)
de donde resulta J
U a
— == 2.9.3
ya que du'/dt’ es igual a la constante a.
Para resolver esta ecuacién escribimos
adt = duf® (2.9.4)

e integrando en el intervalo (tg,t)

/adt:/(l_;w

- /d [m] (2.9.5)

a(t —tg) = up. (2.9.6)

obtenemos

Como £ es una funcién de u, ya que asi hemos definido la velocidad de S’ respecto a S,
podemos resolver la ecuacién obtenida y escribir para u la expresion

u2
u=a(t—to)y/1— =2 (2.9.7)
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y despejando el valor de u escribimos

v Cfl_f ___alt-t) (2.9.8)
2
[1 n a2(tc—2to) ]

Ahora podemos integrar respecto a t
a(t—t
/dm = /dt ) (2.9.9)
a2 t— to) ]

Luego de efectuar un cambio de variables de la forma

a(t - to)

== =/ 2.9.10
w="0 (29.10)
seguido del cambio de variables
y = w? (2.9.11)
la integral se escribe
2(4—t0)2
2 (0]
/dx:c— S (2.9.12)
2 J, YTty i
y su resultado es
C 2 C2
(z — o) = < [02 +a2(t — to) ] . (2.9.13)
a a

Esta ecuacion se puede re-escribir de manera muy sencilla pasando el término independi-
ente del tiempo a la izquierda y tomando cuadrados en ambos lados de la igualdad. El

resultado es ) )
(x —x0 +b) (ct — ctp)
72 — 72 =1 (2.9.14)
donde hemos definido b = % Esta es la ecuacion de una hipérbola en el espacio de
variables (z,ct). Si tomamos (zg = b, tp = 0) resulta

=1 (2.9.15)

y esta ecuacion define una familia de hipérbolas, para diferentes valores de a. En definitiva,
este resultado muestra que las lineas de universo de un particula uniformemente acelerada,
en la teoria de la Relatividad Especial, corresponden a hipérbolas en el plano (z, ct).

2.10 Resumen del capitulo.

e Derivacion formal de las transformaciones de Lorentz.
e Propiedades matemdticas de las transformaciones de Lorentz.
o Contraccion espacial.

e Dilatacion temporal.
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CAPITULO 2. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

Tiempo propio.
Transformacion de velocidades.
El concepto de aceleracion en la Relatividad FEspecial.

Aceleracion uniforme.

Problemas

Recopilar informacion y describir el experimento de Michelson y Morley.

Considere una particula cuya vida media es de 2 x 1070 seg. ;Cuél serd la vida
media respecto a un observador que ve a la particula moverse con una velocidad
v=0.9 ¢?

Un muén se forma en la alta atmésfera y viaja a v = 0.99 ¢, recorriendo 5 km antes
de decaer.

a) (Cudnto vive este muén segiin un observador que se encuentra a nivel del mar
y cudnto en su propio sistema de referencia?

b) ;Cuél es el espesor de atmésfera que atraviesa, medido en su propio sistema
de referencia?

Considerando que las lineas de universo de una particula relativista, uniformemente
acelerada, son hipérbolas, construya las correspondientes lineas de universo en el
limite no relativista.



Capitulo 3

MECANICA RELATIVISTA

3.1 Introduccién

Ya hemos analizado en el primer Capitulo los alcances y limitaciones de la Primera Ley
de Newton, en relacién a los postulados de la teoria de la Relatividad Especial. En este
Capitulo veremos la forma en que la Segunda Ley de Newton se modifica en el contexto de
la Teoria de la Relatividad Especial. Una de las consecuencias inmediatas de la Segunda
Ley de Newton es el concepto de masa inercial, que para una particula es igual a la razén
entre la fuerza aplicada y el cambio de la velocidad con respecto al tiempo. Veremos
que esta definicién y las correspondientes a la energia y al momento y a las leyes de
conservacion, deben ser modificadas de acuerdo a los postulados relativista.

3.2 Elementos de Mecanica Relativista

Consideremos la Segunda Ley de Newton y sus consecuencias a nivel de la conservacion
del momento de una particula o de un sistema de particulas. Si suponemos que el cuerpo
al que le aplicamos una fuerza F' posee masa constante, resulta

_dp_
Tdt T dt

Si en lugar de una particula consideramos un sistema de particulas, la fuerza que actia

(3.2.1)

sobre una particula dada, la i-ésima, se escribe

_dn

F, =
dt

(3.2.2)

y esta fuerza es igual a la suma de la fuerza externa aplicada sobre la particula Ff*! y las
fuerzas Fj; que las deméds particulas ejercen sobre la particula i-ésima

F, = Feot 4 Zjﬂj (3.2.3)

por lo tanto, la derivada respecto al tiempo de la suma de los momentos p; resulta dada

por
d
il ;Pi = ; F ) B (3.24)

31
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De acuerdo a la Tercera Ley de Newton,
A toda accion se le opone una reaccion igual y contraria

el término en la suma sobre los indices (7, j) se anula ya que
Fj = —Lji (3.2.5)

de manera que la fuerza externa total F = Y, F*" se puede expresar en funcién del cambio
con el tiempo del momento total P = ). p;. Si en particular el sistema esta aislado,

F =0 — P = constante (3.2.6)

es decir, hemos enunciado la ley de conservacién del momento para un sistema aislado.
Para un dado proceso, por ejemplo: una colisién, que ocurra en ausencia de fuerzas exter-
nas netas tendremos, de acuerdo a la Segunda Ley de Newton

Pfinal = Pinicial (327)

Veremos a continuacion las modificaciones de estos conceptos y leyes de conservacion en la
teorfa de la Relatividad Restringida. Adoptaremos primero una forma sencilla de tratar el
problema, basada en consideraciones fisicas. En el siguiente capitulo re-visitaremos esos
mismos conceptos en el marco de una formulacion tensorial.

3.3 Masa Relativista

Pareceria razonable pensar que si las mediciones de longitud y tiempos son dependientes
del observador también existan otras magnitudes fisicas cuyas mediciones dependan del
observador. Tal es el caso de la masa de una particula. Supondremos que la masa rela-
tivista de una particula que se mueve a velocidad u respecto a un observador inercial S es
una funcién de u

m = m(u) (3.3.1)

de manera que nuestro objetivo es ahora determinar la dependencia funcional en forma
explicita. Para ello consideraremos el caso de dos particulas idénticas que chocan en
forma ineldstica. Se trata de describir el choque desde dos sistemas inerciales S y S’.
Desde el punto de vista de S, si una de las particulas estd en reposo en S y la otra
posee una velocidad u en el momento del choque, entonces sus masas relativistas seran
m(u = 0) = mgy y m(u). Después del choque la masa del sistema combinado serd M (U)
y se moverd con velocidad U. Si el sistema S’ lo fijamos en el centro de masa del sistema
de las dos particulas para el observador en S’ ambas particulas se mueven con velocidades
iguales y en sentidos opuestos. S’ observara que después del choque la velocidad del
sistema combinado es cero y por consiguiente la masa observada sera My = M (U = 0). Si
suponemos la conservacién del momento y de la masa relativista, ya que a diferencia con
la mecanica newtoniana no pedimos la conservaciéon de la masa sino la conservacion de la
masa relativista, resulta, en el sistema S

m(u) +mo = M(U)
m(u)u+ 0= MU)U (3.3.2)
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y si eliminamos M(U) en esas ecuaciones el resultado es

m(u) = moﬁ (3.3.3)

La particula incidente tiene velocidad U relativa a S’, quien a su vez tiene velocidad U
respecto a .S, por lo tanto la suma de ambas velocidades debe ser igual a la velocidad u,

tal como es medida por S. Entonces, componiendo ambas velocidades, usando la ley de
composicion de velocidades que ya hemos discutido resulta

U+U
(14+U0U/c?)
2U
= —— 3.34
i+ 0%/) (334
de modo que ahora podemos determinar el valor de U, como funcién de u, y reemplazarlo
en la expresion de m(u). El resultado es

) 2
U? - (%) Utct=0 (3.3.5)

1+ (1 - Z-j) 1/2] (3.3.6)

En el limite v — 0 el valor de U debe ser finito. En consecuencia sélo la solucién con
signo (—) en el corchete tiene sentido fisico de manera que podemos escribir, combinando

(3.3.3) vy (3.3.6), para m(u)

cuyas raices son

2
U:

C
u

m(u) = moy (3.3.7)
donde
1
V= —— (3.3.8)
2

Esta expresion relaciona el valor de la masa en reposo de una particula mg con el valor
de su masa relativista m(u). Notemos que el factor de proporcionalidad - depende de la
velocidad de la particula relativa a un observador inercial S. Si bien este factor tiene la
misma forma que el factor 8 que encontramos al estudiar las transformaciones de Lorentz,
la velocidad que aparece en él no es la velocidad relativa entre los sistemas S y S’ sino
la velocidad de la particula respecto a S. La figura 3.1 nos muestra la dependencia de
la masa relativista con la velocidad de la particula y se puede apreciar el significado de ¢
como una velocidad limite.

3.4 Energia Relativista

Si expandimos la expresién para la masa relativista

m(u) = ymo =mo(1 — u2/02)71/2 (3.4.1)



34 CAPITULO 3. MECANICA RELATIVISTA

m (u)

Figura 3.1: Masa relativista m(u), como funcién de la velocidad w de la particula. la curva

representa la funcién m(u) = mg7y, donde v = \/%
1—(u/c)

suponiendo que la velocidad u es mucho més pequena que ¢ obtenemos

1 mou?
m(u) = mg + =—

53 +O(ut/ch (3.4.2)

donde O(u*/c*) significa que los términos que no hemos escrito contienen potencias iguales
o superiores al valor indicado entre paréntesis. A partir de este resultado, multiplicando
por cz, tenemos

mec” & moc” + 5ot + ... = constante + energa cintica newtoniana (3.4.3)
Por lo tanto, vemos que la expresién de la masa relativista contiene la energia cinética
clasica newtoniana

1
T= 5mou2 (3.4.4)
y la energia en reposo
moc? (3.4.5)

Como ejemplo de aplicacion de este concepto, analizaremos el caso de dos particulas, cuyas
masas en reposo son m(1), y m(2), , que se mueven con velocidades v y v2 antes de chocar
y cuyas velocidades después de chocar son u1 y us. La conservacién de la masa relativista
exige

m(1)gy(v1) +m(2)gy(v2) = m(1)gy(ur) + m(2)yy(u2) (3.4.6)

Si suponemos que las velocidades u; y v; son pequenas respecto a c¢ y expandiendo los
factores y(v;) y v(u;) obtenemos

1 1 1 1
5m(1)0v12 + §m(2)0’022 = 5m(1)0u12 + §m(2)0u22 (3.4.7)
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que es la condicién newtoniana usual que establece la conservacién de la energia cinética
total, antes y después del choque. Por lo tanto podemos considerar que la expresion

E =mc? (3.4.8)

representa la energia de una particula en la teoria de la Relatividad Especial. En el préximo
capitulo veremos que este resultado se puede obtener en forma sencilla re-escribiendo las
ecuaciones de la teoria utilizando notacién tensorial. Una manera conveniente de expresar
este resultado es la siguiente:

El cambio en la energia de una particula es igual al cambio de su masa relativista.

El término moc? es la energia en reposo de la particula y su presencia en la definicién
de la energfa es un efecto puramente relativista. La conservacién del momento también
puede expresarse de la manera anterior y toma la forma

m(1)yv1 +m(2)yve = m(1)yur + m(2)yus (3.4.9)

Estas expresiones, junto a las correspondientes a la conservacién de la masa relativista,
constituyen la base de la Mecanica Relativista. En consecuencia, para una particula que
se mueve con velocidad u respecto a un sistema inercial S, su masa relativista, su energia
y su momento estdn dados por

m = ymyg
E = md
p = mu (3.4.10)

respectivamente. Siexpresamos estas relaciones en funcién de las componentes del impulso
lineal de la particula, resulta

E2
— —p* =mp’c (3.4.11)
c

que es un invariante para todos los observadores inerciales.

Este resultado, Ec.(3.4.11), es muy importante ya que nos indica que la magnitud cuyas
componentes son (E/c,p) se comporta con respecto a las transformaciones de Lorentz de
la misma manera que la magnitud cuyas componentes son (ct,z,y,z). Por lo tanto, si
tomamos un sistema inercial S’ que se mueve con velocidad v respecto al sistema S y
aplicamos las transformaciones de Lorentz al vector (E/c,pg,py,p-) obtenemos el vector
transformado (E'/c,p’,,p',1',)

E' = B(E—wvpy)

p/m = 5(pm_vE/C2)

P, = py

. = p: (3.4.12)

y en forma andloga, para realizar el pasaje inverso, reemplazamos v por —v, obteniéndose

E = B(E +vp,)

pe = B, +vE/P)

py = Py

p.: = v, (3.4.13)
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Tomemos como caso especial a S’ como el sistema donde la particula se encuentra in-
stantdneamente en reposo. En este sistema

P=0 . E'=moc? (3.4.14)
y en consecuencia
E = BE
N m002
-5
= mc (3.4.15)

Estos valores son exactamente los mismos que hemos obtenido anteriormente, reemplazando
u por v en las expresiones generales.

3.5 El efecto Doppler

La observacién de diversos fenémenos que implican la deteccién de ondas emitidas por
fuentes en movimiento, muestra que las longitudes de onda detectadas difieren de las
longitudes de onda emitidas. Si la fuente se aleja del observador, se observa un corrimiento
hacia longitudes de onda mayores, mientras que si la fuente se acerca al observador el
corrimiento se verifica hacia longitudes de onda menores. Consideremos una fuente de luz
monocromética cuya emision corresponde a la longitud de onda Ag en el sistema S’ donde
la fuente esta en reposo. Consideremos un sistema S respecto al cual la fuente se mueve
con velocidad radial u,. Si dos pulsos sucesivos se emiten en el intervalo de tiempo dt’,
medido en el sistema S’, la distancia que esos pulsos deben viajar hasta ser detectados
difiere en la cantidad w,dt’ (ver Figura 3.2). Como los pulsos viajan a la velocidad de la
luz seran detectados en S con una diferencia

u, At

At = At + (3.5.1)
de donde resulta A
Uy
— =14 — 5.2
A + c (3.5.2)
Si ahora usamos
A =cAt Ao = cAY (3.5.3)

y relacionamos ambas longitudes de onda, obtenemos la expresion cldsica newtoniana para
el efecto Doppler

L1+ (3.5.4)

La expresién relativista para el efecto Doppler se calcula a partir del valor del intervalo
de tiempo, entre pulsos, en S

A
At =~ <At’ + “T> (3.5.5)
y por consiguiente
A Uy
o= (1+ ?) (3.5.6)
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Figura 3.2: Emision de luz monocromatica desde una fuente en movimiento

1
2
-2

u, = vy por la definicién de [ resulta

%:<%;%9U2 (3.5.7)

donde v = Si la velocidad de la fuente es puramente radial, como hemos supuesto,

Notemos que la expresion relativista del efecto Doppler predice un corrimiento ain para
el caso u, = 0, como tendriamos si la fuente se moviera, por ejemplo, en orbita alrede-
dor del observador. Este corrimiento, efecto Doppler transversal, es un efecto puramente
relativista, consecuencia de la dilatacion temporal, y ha sido verificado experimentalmente.

3.6 Fotones

Veremos a continuacion cémo los conceptos de energia y momento relativistas, junto a la
formulacién del efecto Doppler relativista, nos permiten entender la hipdtesis de Planck.
Hacia el final del siglo XIX y comienzos del XX, se plante6 un conflicto importante entre
los resultados tedricos y los experimentales, en la investigacién del comportamiento de la
radiacién en volimenes cerrados. Volveremos sobre este problema al estudiar las leyes
de radiacién y el comportamiento del llamado cuerpo negro. Por el momento digamos
que para resolver esos conflictos Planck propuso que la luz, y en general toda radiacién
electromagnética, puede ser descripta como compuesta por paquetes de energia, a los que
llam6 cuantos. Planck supuso, ademas, que la energia de cada cuanto depende de su
frecuencia v a través de la relacion :

E=hv (3.6.1)

donde h es una constante universal, la constante de Planck. El concepto de cuanto de
energia fue desarrollado posteriormente por Einstein, como veremos mas adelante al dis-
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cutir su explicacién del efecto fotoeléctrico. Este concepto es el pilar de una nueva forma
de describir la naturaleza: la mecanica cuantica, cuyos elementos basicos veremos en la
segunda parte del libro. Las consecuencias que ésta hipdtesis ha tenido en la fisica fueron
dramadticas, ya que su extensién como parte de una teoria posibilité la explicacién del
espectro del dtomo de hidrégeno (modelo atémico de Bohr), ademds del ya mencionado
efecto fotoeléctrico. Un aspecto particularmente importante de la teoria cuantica de la
luz es el caracter dual onda-particula asociado a ella. Esto significa que fenémenos tales
como la interferencia y la difraccién pueden ser descriptos considerando a la luz como
una onda mientras otros fenémenos, como el efecto fotoeléctrico o la interaccién de la
radiacién con atomos, pueden ser explicados considerando a la luz como a una particula.
La descripcién de la luz como particula consiste en tratarla como una corriente de cuantos
llamados fotones. Si tomamos la definicion de masa en reposo y reemplazamos u = ¢

obtenemos

my=— =0 3.6.2
S (3.6.2)

es decir, la masa en reposo del foton es nula. Si consideramos la direccién de propagacién
de un fotén como definida por el vector unitario 7 su impulso se escribe p' = pil y en
consecuencia, su energia resulta dada por

E? = p*c (3.6.3)
de donde, tomando la raiz cuadrada resulta:
E =pc (3.6.4)

Si ahora combinamos este resultado con el correspondiente a la hipdtesis de Planck, obten-
emos

pc = hv (3.6.5)
que expresa que

El momento de un foton estd relacionado a su frecuencia y la relacion entre ambas
cantidades es una constante, cuyo valor es independiente del observador.

Veamos de qué manera este resultado es compatible con la Teoria de la Relatividad
Especial. Si escribimos la expresién para el efecto Doppler, reemplazando las longitudes
de onda por las frecuencias, (recordemos que v = ¢/\), obtenemos

e (%)m (3.6.6)

Si la fuente emite un pulso de luz con una energia total Ejy, en la direccién negativa de x,
de modo que p' = (p’,,0,0) = —Ey/c, el observador S detectard una energia E

?}EO
p = p(m-t)

E = EOGJ:Z;DW (3.6.7)

Si relacionamos (3.6.6) y (3.6.7), podemos escribir

E E
l/_IJO

(3.6.8)
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Por lo tanto, la relacién entre la energfa y la frecuencia posee un valor independiente del
observador. De acuerdo con (3.6.1) ese valor es precisamente la constante de Planck, h.
La constante de Planck posee unidades de accién (=unidades de energia por unidades de

tiempo) y su valor medido es h = 6.62608 x 1

0734 Joules x seg. Una definicién que se

utiliza frecuentemente es la llamada constante reducida: i = %

3.7

3.8

Resumen del capitulo

Elementos de Mecdnica Relativista y su comparacion con la Mecdanica Newtoniana.
Masa Relativista.

Energia Relativista.

El efecto Doppler.

Fotones.

Problemas

Una particula cuya masa en reposo es mgoc> = 1 MeV y cuya energia cinética es
igual a 2 MeV choca con una particula en reposo, de m{)c2 = 2MeV. Después
de la colisién las particulas quedan adheridas. Hallar en forma clasica y en forma
relativista:

a) La velocidad de la primera particula antes del choque,
b) la energia total de la primera particula antes del choque,
c¢) el momento total inicial del sistema,

d) la energia cinética total después del choque,

e) la masa en reposo del sistema después del choque.

Una particula de masa m; choca elasticamente con una particula de masa ms, ini-
cialmente en reposo. Después del choque, ambas particulas adquieren energias difer-
entes, y las direcciones de sus velocidades forman angulos « y S con la direccion
original de la particula incidente. Analice el problema en forma cldsica y en forma
relativista. ; Cudl es el valor limite para a+ 5 7

En un acelerador lineal se generan haces de positrones y de electrones y se los hace
chocar. En el sistema de referencia del laboratorio, cada haz estd formado por una
secuencia de paquetes de onda, donde cada paquete tiene 1 cm de largo y 10 um de
didmetro. En la region de colision cada particula tiene una energia de 50 GeV, y los
electrones y los positrones se mueven en sentidos opuestos.

a) ;Qué ancho y qué longitud tiene cada paquete en su propio sistema de refer-
encia?

b) ;Cual debe ser la longitud propia minima para que un paquete tenga sus dos
extremos simultaneamente dentro del acelerador en su propio sistema de referencia?
Considere que la longitud real del acelerador es del orden de los 1000 mts.
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c) {Cudl es la longitud del paquete de positrones en el sistema de referencia de
los electrones?

a) Se ha observado radiacién césmica con una energfa de 16 joules (1.2x10%° eV/).
Si la particula que lleva esa energia es un protén (mg ¢ ~ 1 GeV), jcuanto tarda
en cruzar nuestra galaxia (el didmetro de nuestra galaxia es del orden de 10° afios
luz) de acuerdo a lo que medirfa un reloj que se mueve con el prot6n?.

b) {Cudntas veces su energia en reposo deberia tener una particula elemental
para que el didmetro de nuestra galaxia fuera visto por ella contraido al didmetro
de la particula (=2 1 fm = 107'3 em.)? ;cudnta masa debe convertir en energfa un
protén para tener la velocidad deseada?.

. Elsol rota una vez sobre su eje cada 24.7 dias. El radio del sol es de 7x10% m. Calcule

el corrimiento Doppler para luz de longitud de onda A = 50004 = 5000 x 109
que se origina al borde del disco del ecuador solar.

. Determine el valor de la energia cinética relativista, T. Cudl es la relacion entre T

y la energia cinética de la mecédnica clasica 7. Demuestre graficamente la relacion
entre ambas magnitudes.



Capitulo 4

FORMULACION TENSORIAL

4.1 Introduccién

En este capitulo presentaremos las nociones mas elementales del calculo tensorial, que
es la herramienta adecuada para la formulacién de la Teoria de la Relatividad Espe-
cial. Comenzaremos con las reglas usuales de las operaciones entre vectores en el espacio
Euclideo y las generalizaremos para el caso de representaciones en el espacio de Minkowski.

4.2 Vectores

En mécanica newtoniana es usual trabajar en la notacién vectorial y esa es una forma
adecuada para compactar ecuaciones y realizar operaciones. Definimos el espacio vectorial
euclideo de tres dimensiones como el conjunto de puntos P a los que asignamos los niimeros
reales (z,y, z) tales que

rp=xi+yj+ 2k (4.2.1)

es el vector asociado a P. Los vectores (%, j, l%) forman una terna de vectores unitarios, aso-
ciados a los tres ejes coordenados. Las componentes (z,y, z) son, en general, funciones del
tiempo y esto nos permite escribir las ecuaciones de movimiento en forma vectorial, como
vimos en el capitulo anterior. A continuacién presentaremos las operaciones elementales
entre vectores.

4.3 Operaciones entre vectores

El producto escalar entre vectores en el espacio de tres dimensiones

rp.rg = rprQ + Yryq + 2pzqQ (4.3.1)

es una medida del valor de la proyeccién de un vector sobre otro. Si fpg es el valor del
angulo entre los vectores rp y 7, el producto escalar puede escribirse también como

rp.rg =|rp || rg | cosfpq. (4.3.2)

41
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En particular, el producto

rp.rp = xp2 + yp2 + ZP2, (4.3.3)
representa el valor del cuadrado del médulo del vector, de manera que si al punto P hemos
asociado un vector de componentes (z,y,z) el médulo del vector representa la distancia
desde el origen del sistema de coordenadas, (0,0,0), al punto P y su valor es

’ rp ’: \/.%'P2+ypz+2p2. (4.3.4)

Andlogamente, el cuadrado de la distancia [, entre dos puntos P y @, se define

Ibg = (rp—rq).(rp—10)
3
= > (@(P)—z(Q)?
= (zp—20)"+ (yp — Q)" + (2p — 20)*, (4.3.5)

y representa el valor del cuadrado del médulo del vector diferencia (7p — 7).
El producto vectorial
rp XTQ = A
(ypzg — 2pyQ) it + (—zpzg + 202P) J + (TPYg — ypPrQ) K\

es un vector perpendicular al plano determinado por los vectores rp y rqg, cuyo médulo
es igual al valor del 4rea limitada por estos vectores

|rp X rg |=|rp || rg|sinfpq. (4.3.6)
El producto escalar es conmutativo
rp.rQ =1Q.TP, (4.3.7)
el producto vectorial es anticonmutativo
TP XTQ=—TQXTp (4.3.8)
y ambos productos son asociativos respecto a la suma vectorial.

a.(b+c) = ab+a.c

ax(b+c) = axb+axe, (4.3.9)
La suma de vectores se expresa
a+b=(x(a) +2(0)) i+ (y(a) +y(b) j + (2(a) + 2(b)) k. (4.3.10)
y la multiplicacién de vectores y niimeros reales
a=\b (4.3.11)

representan dilataciones o contracciones de los vectores. El vector nulo esta definido a
partir de la suma entre vectores como

a+ (—a) =0. (4.3.12)

Estas definiciones completan las operaciones necesarias para especificar el espacio vectorial.
Notemos que la definicién de las componentes de un vector requiere de la especificacién
de un indice

r=(x,y,x)=z;, (i=1,2,3) (4.3.13)

que se asocia a cada componente del vector. Notemos, ademas, que el indice desaparece
al multiplicar escalarmente dos vectores y su uso se conserva si la operacion involucrada
es el producto vectorial.
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4.4 Trayectorias

La definicién de una trayectoria en el espacio vectorial de tres dimensiones, corresponde
a la imposicién de vinculos (restricciones) sobre los valores del conjunto de coordenadas
(z,y, z) asignadas a P. Estas restricciones se pueden expresar mediante relaciones entre
las coordenadas, en general

flx,y,2,8) =0, (4.4.1)

donde s representa el conjunto de parametros que definen el vinculo. La funcién f puede
depender de un niimero menor o igual de variables que las correspondientes a la definiciéon
del vector y por lo tanto puede expresar restricciones en un espacio cuyas dimensiones son
menores que las del espacio original.

4.5 Transformaciones entre vectores

Una transformacién M («) es una operacién que asigna a un vector x otro vector z’ tal
que
' = M(a)z + 3 (4.5.1)

y su estructura explicita depende de los valores de los parametros de la transformacién, «,
y de 3, que representa un desplazamiento. Si expresamos la operacién anterior en funcién
de las componentes de ambos vectores, tenemos

i = (M(a)x); + 6 (4.5.2)

de manera que la operaciéon M (a)z, en general, se puede expresar como una combinacién
de las componentes (x,y, z) del vector x. Si asignamos indices a esta operacién, la com-
posicién de indices implicita en la definicién de la transformacion significa que M puede
ser:

i) un escalar y por lo tanto no posee indices;
ii) un vector, posee un indice, y puede multiplicar a z escalar o vectorialmente;
0

iii) es una matriz de dos indices, uno de los cuales se multiplica por el indice asociado
a las componentes de .

Si adoptamos esta notacién a indices podemos escribir

3
:C/Z. — Zj:lMijxj + B@ (4.5.3)
0, en forma matricial
z'y My My M3 T B1
.%'/2 = My1 Moy Mog T2 + 52 (4.5.4)
z'3 Msy Mz Mss T3 B3

En esta notacién, el desplazamiento ' — x + 3 se escribe

3
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es decir, la representacién matricial de M es una matriz diagonal, ya que d;; = 1sii = j
0 9;; = 0si7 # ). Sila representacién buscada corresponde a la dilatacién o contraccién
del vector x a la que se le suma el vector 3, tenemos

3
x’l. - Zj:léij)\jxj + B;. (456)

En particular, una dada transformacién R entre dos sistemas de coordenadas se corre-
sponde a la operacién P(z',y',z') = R(P(z,y,z)) = P(R(z,y,z)). Esta operacién se
aplica al conjunto de coordenadas originalmente asignadas a P y produce un nuevo con-
junto de coordenadas. Estos nuevos valores representan las coordenadas de P segun el
nuevo sistema.

Es conveniente expresar las transformaciones en forma diferencial. Si dz’ corresponde
al cambio diferencial en el sistema S’, tenemos, en la notacién a componentes

ox!
da); = Ldxj. (4.5.7)
- 31‘j J

La matriz de transformacién es la matriz que tiene por elementos .J;;

ox'
Jij = ==, (4.5.8)
" 31‘j
y en consecuencia

J

Las transformaciones entre sistemas coordenados son no singulares, es decir existen las
transformaciones inversas y los indices especifican una dada orientacién de los ejes coor-
denados. En otras palabras, para estas transformaciones debe cumplirse

detJij 7é 0. (4.5.10)

Veamos cémo estos conceptos se generalizan en el caso de una representaciéon tensorial.

Un tensor es un objeto definido en una entidad denominada wvariedad. De manera
simple una variedad es algo que localmente se parece a un sector del espacio euclideo
(R™) de n-dimensiones. Diremos que la variedad M (™ es el conjunto de puntos P tales
que cada uno posee un conjunto de coordenadas (z',z2, 23, ..,2") asociadas.(En general,
una propiedad de M es que no es posible o bien puede no ser posible representar todos
sus puntos mediante la asignacién de coordenadas de un tnico sistema de coordenadas).
Un ejemplo tipico es el conjunto de puntos que pueden ser cubiertos por un sistema de
coordenadas polares (r,¢). El origen de ese sistema es un punto para el que el dngulo ¢
estd indeterminado. Andlogamente, si pensamos en la superficie de una esfera como en
una variedad, podemos distinguir dos sistemas caracteristicos (hemisferios) y una zona de
superposicién (ecuador).
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La definicién de curvas en la variedad se corresponde con la definicién de curva en el
espacio ordinario,
z* = x%(u) (4.5.11)
donde a =1,2,..,n

En forma andloga, una hiper-superficie se define en funcién de m = n — 1 coordenadas,
etc.

A partir del conjunto de coordenadas asociadas a cada punto P perteneciente a M (™)
es posible efectuar transformaciones que nos conducen a otro conjunto de coordenadas
2 = [zt 2?23, ") (4.5.12)

La matriz de n X n cuyos elementos son las derivadas parciales

oz’

b
es la matriz que define la transformaciéon y en funcién de estos elementos las derivadas
totales respecto a cada una de las coordenadas transformadas se escriben

(4.5.13)

o 835’“
dz’ Z o d (4.5.14)

Es comun, por lo reiterado de su aparicién, que las sumas sobre indices repetidos se
escriban en forma compacta
/a
ox b
8xb

d b (4.5.15)

prescindiendo del simbolo de sumatoria. Esta es la convencién de Einstein y la adoptare-
mos en lo sucesivo.

En general, definiremos un tensor como una entidad geométrica que obedece ciertas
propiedades de transformacién. Consideremos los puntos P(z%) y Q(z® + dz®) a los que
asociamos el desplazamiento infinitesimal P, que no es un vector libre. Si dz® representa
la variacién de las coordenadas en Sy da’” representa la variacién de las coordenadas en
S’, entonces, como hemos visto

} da® (4.5.16)
P

Definiremos el vector contravariante, o tensor contravariante de rango 1 como el conjunto
de cantidades X en el sistema de coordenadas (z%) asociadas al punto P que se transforma
de acuerdo a

- (4.5.17)

Notemos que los elementos de la matriz de transformacién se calculan en el punto P. De
manera andloga, un tensor contravariante de rango 2,3,...k se define a partir del producto

de transformaciones
ab.. k ox'® oz’ oz d..1
X' :[Bmc] [W S| X (4.5.18)
P P P

X — [(%la} X
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Un tensor covariante de rango n se define a partir de la transformacion inversa

c d l
X'ap. k= [814 [ﬁb] ..... [a_mk] Xed... (4.5.19)
ox’ plox’|p or'" | p

Andlogamente, podemos definir tensores mixtos con k indices contravariantes y j indices
covariantes

Ioknd ox'?
A la estructura definida como variedad se la puede dotar de una métrica y esta nueva
estructura se conoce con el nombre de wvariedad de Riemann. Para ello, podemos elegir
cualquier tensor covariante de rango 2, simétrico frente al intercambio de indices y definir
el intervalo o distancia infinitesimal entre los puntos P(z%) y Q(z* + dz®) como

o _ [Bx’a} [8md
b... »

} ..... X5 (4.5.20)
P

(ds)? = gap(x)da®da® (4.5.21)

En esta expresion gqp(z) es el tensor covariante de rango 2 cuyos elementos estan definidos
en el punto x al que se le asignaron las coordenadas . En lo sucesivo, prescindiremos de
los paréntesis e indicaremos el cuadrado del intervalo como ds?. En general, la norma de
un vector contravariante se escribe

X? = gy(z)X2X° (4.5.22)
de manera que un vector contravariante de norma nula satisface la relacién
gap(2) X X" =0 (4.5.23)

Si g es el determinante de la matriz correspondiente al tensor covariante g, tensor de la
métrica (o simplemente mélrica), diremos que la métrica es no-singular si det(gqy) # 0.
En correspondencia con la métrica covariante, la métrica contravariante se define a partir
de la relacion

gavg" = 0 (4.5.24)

El simbolo 4 es un tensor mixto y se lo conoce como simbolo de Krénecker o § de
Kronecker. Ambas métricas se utilizan, a su vez, para subir o bajar indices de un tensor.
Si tomamos un vector (i.e, un tensor de rango 1) resulta

T¢ — gabTb
T, = guT" (4.5.25)

expresion que es facilmente generalizable para el caso de tensores de rango superior. Apli-
cando este concepto podemos demostrar que

T°T, = T,T" (4.5.26)

Definiremos el espacio de Minkowski, a partir de la variedad de Riemann con n = 4, donde
a cada punto le asignamos el conjunto de coordenadas

(%) = (2%, 21, 2% 2%) = (ct,z,y, 2) (4.5.27)
y donde el intervalo toma la forma

ds® = nepda®dx® (4.5.28)
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La métrica n estd dada por las componentes del tensor n

1 0 0 O
0 -1 0 0
=109 0 -1 o0 (4.5.29)
0 0 0 -1
y por lo tanto
ds® = Adt* — da?* — dy? — d2* (4.5.30)
Si definimos intervalos por medio de la relacion
X2 = g X°X? (4.5.31)

el valor resultante puede ser positivo, negativo o nulo y diremos que el intervalo es tipo
temporal (X2 > 0), tipo espacial (X2 < 0) o tipo nulo o luminoso (X2 =0) .

En notacién tensorial podemos expresar las transformaciones entre sistemas de coor-
denadas en la forma

2@ = 2’
o' = Lix® (4.5.32)
donde B/
Lo = % (4.5.33)

En particular, podemos escribir las transformaciones que dejan invariante la métrica, y
que por lo tanto dejan invariante el intervalo, si

Med = Linap Ly (4.5.34)

ya que

ds’? = nabdx'adx'b

Nap Ldx¢ LY dz?

(LenapLy)dada?

Neqdztda?

= ds? (4.5.35)

Veremos a continuacién de qué manera estas expresiones nos permiten re-obtener las
correspondientes a la teoria de la Relatividad Especial.

4.6 Formulacién tensorial

Partimos de la definicion del tetravector posicién, que es el tensor contravariante de rango
1
ot = (20, 21, 2%, 23) = (20, 2) (4.6.1)

vy que, como hemos visto, corresponde a la asignacién de coordenadas a un dado punto P
en el espacio de Minkowski. Aqui hemos escrito 2° = ct y x = (2!, 22, 23) = (2,9, 2).
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El correspondiente tensor covariante se escribe
z, = (20, —2!, —2?, —2®) = (2, — ) (4.6.2)
y se obtiene a partir de la operacién
Ty = N’ (4.6.3)
De manera que el intervalo toma la forma del producto
z, ot = At — (4.6.4)
Este intervalo es invariante frente a transformaciones de la forma
o't = Lha” (4.6.5)
que dejan invariante la métrica 7, ya que
2’ =z, 2t (4.6.6)

por directa aplicacién de los resultados anteriores:

1o Wi
't = e x

= nngxo‘Lgxﬁ

— Lgnungazaxﬁ

= g’

= zoa” (4.6.7)

En particular, si consideramos una transformacién que nos lleve desde un intervalo dado

a uno tipo temporal,
dr? = Adt* — da? (4.6.8)

donde, por sencillez, hemos escrito dz? para indicar la suma de los cuadrados de las
componentes espaciales (dz,dy,dz). Si consideramos que el tiempo 7 es la medida del
tiempo en el sistema de referencia fijo al reloj, la expresién anterior es simplemente la
definicién del tiempo propio
2
v
dr =dt\/1 - = (4.6.9)

c2

t ,02
T :/ dty/1 — - (4.6.10)
C
to

A partir de estos resultados podemos establecer la correspondencia que buscamos entre los
resultados esenciales de la teorfa de la Relatividad Especial y su formulacién covariante.

y por lo tanto

El tetravector velocidad es el tensor contravariante de rango 1, definido via

_dzt

H= 4.6.11
ut = — (4.6.11)

y expresa la variacién respecto al tiempo propio del tetravector posicién, y sus componentes
son
ut = (ey,yu) (4.6.12)
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donde, como antes, hemos adoptado la notacién vectorial para indicar las componentes
espaciales. Naturalmente, el factor v toma el valor

1
= _ (4.6.13)

1—u

c2
Por consiguiente, la definicién del tetraimpulso

P o= mout
= (»°p)
(me, mu)

(

Mo7ye, Moyu) (4.6.14)

nos permite re-obtener en forma sencilla las expresiones correspondientes a la masa rela-
tivista y a la energia relativista. La componente temporal del tetraimpulso es entonces
E

P = moey =me=— (4.6.15)
c

2 se puede calcular a partir del producto

pup” (4.6.16)

que es una cantidad invariante frente a las transformaciones de Lorentz, tal como lo es
el intervalo z,2#. El valor explicito de este producto, para cualquier observador inercial,
esta dado por

El valor de la energia relativista £ = mc

pupt = Nuap!'p”

= 92 (mgc2 - m%uQ)

2
u
= ’I’I’LgC2’Y2 <1 — C_2>

= mac (4.6.17)

Si ahora expresamos este mismo resultado en funcién de las componentes de p* tenemos

pupt = —5 -
= mic? (4.6.18)

y a partir de este resultado, la energia relativista toma la forma
E? = mict + p? (4.6.19)

y ésta es la expresion que hemos obtenido en el capitulo anterior (ec.(3.4.11)).

La expresién
dp*
Pt =— 4.6.20
dr ( )

define la tetra-fuerza, en correspondencia con el concepto newtoniano de fuerza.

Con estos resultados podemos establecer el cuadro de comparacion entre las magnitudes
propias de la Mecdnica Newtoniana y las de la Relatividad Especial
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Mecanica Newtoniana | Relatividad FEspecial
FEspacio Fuclideo Minkowskt
Mtrica (1,1,1) (1,-1,-1,-1)
Transformacin Galileo Lorentz
FEntes vectores tetra — vectores
Posicin T
Tiempo t ot (2%, x)
Momento p= mofl—f pt = mo%
Masa mo m = mo7y(u)
Fuerza f= % fr= %
FEnerga cintica relativista
(partcula libre) T= % E =mc?

Q0

4.7 Leyes de conservacion energia-impulso

En correspondencia con el concepto newtoniano, escribimos, para el tetra-momento de un

sistema de N particulas
N

p* :Zp’,;

k=1

(4.7.1)

Si el sistema es un sistema aislado
P _ 0 (4.7.2)
dr o

y a partir de esta expresion podemos determinar las ecuaciones que rigen la conservacion
de la energia-impulso en la teoria de la Relatividad Especial. Las componentes espaciales
y temporales del tetra-momento

N
> pr="P
=1
N
E E
P (4.7.3)
c c
k=1
no son independientes, ya que, para cada particula
E, = [\ /mict + pzcz] (4.7.4)
k

Para ilustrar estas expresiones, consideremos el caso de dos particulas, cuyas masas en
reposo son iguales mg(1) = mg(2) = mg. Una de las particulas estd en reposo, u; = 0,
v la otra se mueve hacia ella con velocidad constante uy = u. Las particulas chocan y
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como resultado del choque emerge una particula, cuya masa en reposo My y velocidad U
se desea determinar, asi

moy(u)e + moe = Moy (U)c

moy(u)u = Myy(U)U (4.7.5)
de donde
()
vo= 1+ ~v(u)
B y(u) 4+ 1
MO = mOW (476)

En casos mas generales, las expresiones para la energia relativista y para las componentes
espaciales del momento estdn acopladas y su determinacién requiere un poco mas de
elaboracién que en el ejemplo anterior pero el concepto es el mismo: a diferencia del
caso newtoniano, donde conocido el momento de una particula o sistema de particulas
es inmediato calcular la energia cinética, en la teoria de la Relatividad Especial ambas
cantidades forman parte del tetra-vector momento y su estimacién requiere de la solucion
de un sistema de ecuaciones acopladas.

4.8 Resumen del capitulo

e Vectores, operaciones y espacio vectorial euclideo.

e Tensores, operaciones, métrica, espacio de Minkowsksi.
o Tetra-vectores y Relatividad Especial.

e Fcuaciones caracteristicas: tetra-impulso, tetra-fuerza.

e Leyes de conservacion energia-impulso para un sistema aislado relativista.

4.9 Problemas

1. Escribir la ecuacion correspondiente a un intervalo si la parte espacial se define en
un sistema de coordenadas esféricas. Escriba el valor del intervalo y construya la
métrica adecuada.

2. Demostrar que el intervalo espacio-temporal es invariante frente a las transforma-
ciones de Lorentz.

3. {Como se transforman las componentes de la tetra-fuerza? Comparar con las expre-
siones correspondientes a la aceleracién.

4. ;Cudl es el limite no-relativista de las expresiones correspondientes a la tetrafuerza
y a la aceleracién ?
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5. Un fotén se mueve en el plano zy del sistema de laboratorio, en una direcciéon que
forma un dngulo ¢ con el eje x, de manera que sus componentes de momento son
Pz = pcos(¢), py = psin(¢) y p. = 0.

a) Usando la transformacién de Lorentz para el tetravector p*, y la relacién
E? — p? = 0 para un fotén, determine su energia en un sistema de referencia que se
mueve con velocidad v en la direccién del eje x respecto del sistema de laboratorio,
S’. ;Cudl es la direccién de movimiento del fotén en S’?

b) Si la frecuencia de la luz en el sistema de laboratorio es v, jcudl es la frecuencia
de la luz en S’?. (Efecto Doppler Relativista).
6. Un rayo gama (fotén muy energético), puede tener una energia mayor a la energia
en reposo de un par positrén-electrén. Pruebe que

a) el siguiente proceso es incompatible con las leyes de conservacién de momento
y energia en el sistema de laboratorio:

¥ — et + e,

b) dado que en presencia de materia, el proceso anterior es posible, jcudl es el
umbral de energia necesario para que sea posible la siguiente reaccién?

v + e (en reposo) — et + 2e7.
La energia en reposo del electrén y del positrén es 0.511 MeV.

7. Un positrén et de energia cinética T es aniquilado en un blanco que contiene elec-
trones e~ que se encuentran en reposo en el sistema de laboratorio

et (muy energticos) + e~ (en reposo) — 7,

a) considerando la colisién en el sistema de referencia de centro de masa (sistema
de referencia en el cual el momento total inicial de las particulas es cero), muestre
que resultan al menos dos rayos gama como consecuencia de la aniquilacién del par

electrén-positron,

b) obtenga una expresién para la energia de uno de los rayos gama en el sistema
de laboratorio como funcién del angulo en que emergié el rayo gama y la direccién
que viajo el positrén antes de su aniquilacién.

8. Obtenga una expresién para My, Ec. (4.7.6), en funcién de la velocidad w.



Capitulo 5

FENOMENOS CUANTICOS

5.1 Introduccién

En este capitulo estudiaremos un conjunto de fenémenos cuya explicacién requiere del uso
de conceptos que se apartan de los conceptos clasicos, es decir de las explicaciones basadas
en la Mecdnica Newtoniana, el Electromagnetismo o la Termodinamica. La observacion
y posterior explicacién de fenémenos tales como el comportamiento termodinamico de la
radiacién electromagnética en una cavidad (Planck, 1900), el efecto fotoeléctrico (Einstein,
1905), el efecto Compton (Compton, 1923), sefialan el comienzo de una nueva forma de
explicar los fendmenos de la naturaleza a escala atémica. La importancia de la, por en-
tonces novedosa, descripcién (en adelante nos referiremos a ella denominandola descripcion
cudntica) se vio draméticamente demostrada en la explicacién de la estructura del dtomo
de hidrégeno (modelo atémico de Bohr (1913)), en el estudio del comportamiento de los
calores especificos en la cercania del cero absoluto (Nerst, 1920) y en el descubrimiento
del spin (Gerlach, Unlebeck, 1925).

La formulacién definitiva de la Mecanica Cudantica, y la exploracion de sus aplicaciones
a un conjunto amplio de fendmenos a escala molecular, atémica y nuclear, se concreté du-
rante un par de décadas en trabajos desarrollados por E. Schrodinger (1926), W. Heisen-
berg (1926), P. A. M. Dirac (1928) y R. Feymann (1948))

Las dificultades existentes entre los conceptos clasicos y los resultados experimentales,
evidenciadas a partir de 1900, son las siguientes:

a)Estructura de la materia: Rutherford midié la dispersién de particulas cargadas
sobre ldminas delgadas. Las trayectorias de dispersion obtenidas experimentalmente indi-
caron que la materia esta formada, basicamente, por cargas positivas localizadas rodeadas
de cargas negativas. Este resultado experimental muestra que la teoria electromagnética
clasica no puede ser utilizada para describir la estructura observada, ya que cargas de
distinto signo se atraen y por lo tanto cualquier distribucién de materia deberia emitir
radiacién y al cabo de un cierto tiempo colapsar. Finalmente, las determinaciones exper-
imentales de Rutherford mostraron que la materia no puede ser descripta mediante una
distribucién homogénea de cargas positivas y negativas, como lo postulaba el modelo de
Thompson.

53
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b)Interaccién de la radiacién con la materia: Compton midi6 corrimientos en las longi-
tudes de onda de la radiacion incidente sobre materia, resultado que sugiere una forma de
interaccion donde ambos participantes, ondas y particulas, comparten propiedades afines.
De esta manera, los intercambios de energia y de momento entre ondas y particulas se pro-
ducirian como si ambos presentaran tanto propiedades ondulatorias como corpusculares.

c)La interaccién entre radiacién y materia produce intercambios de energia y de mo-
mento que se apartan drasticamente de las leyes clasicas, sugiriendo la existencia de cuan-
tos de energia. Estas interacciones estan regidas por leyes de conservacion no-clasicas.

d)Las leyes de la termodindmica estadistica cldsica no explican la distribucién de inten-
sidades de la radiaciéon proveniente de una cavidad mantenida a temperatura constante.
Mientras la teoria clasica establece una relacién del tipo E &~ T, los resultados exper-
imentales indican una dependencia del tipo E ~ T* entre la densidad de energia y la
temperatura absoluta.

5.2 Efecto fotoeléctrico

Si una superficie metélica se ilumina con luz visible se liberan particulas cargadas, siempre
que la frecuencia de la radiacion incidente supere cierto valor umbral. Las caracteristicas
del fenémeno, denominado efecto fotoeléctrico son las siguientes (Figura 5.1):

i) la energia de las particulas emitidas no depende de la intensidad de la radiacion
absorbida por la superficie, pero el nimero de particulas emitidas (corriente) aumenta al
aumentar la intensidad de la radiacion,

ii)la energia cinética mdxima de las particulas emitidas, tal como se la determina me-
diante la aplicacion de potenciales de frenado, depende de la frecuencia de la luz incidente
y es diferente para diferentes materiales,

iii)la emision de particulas no depende del tiempo de exposicion de la superficie a la ra-
diacion incidente y ocurre al cabo de algunos nanosequndos luego de iniciada la exposicion.

La explicacién de estas caracteristicas se puede establecer si adoptamos la hipdtesis de
Einstein, referida al balance de energia

hw—¢=T (5.2.1)

De acuerdo a la explicaciéon de Einstein la luz incidente, cuya frecuencia es v, transporta
la cantidad de energia hv, ¢ es el potencial que caracteriza a la superficie emisora y T es
la energia cinética méaxima de las particulas emitidas.

El valor de ¢ determina el valor de la frecuencia umbral
hvy = ¢ (5.2.2)

y solo cuando la luz incidente posee una frecuencia mayor que 1y el material emite
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hv-hv =T

4 T=01/2 mv?)

maxima

Figura 5.1: Dependencia de la energia cinética maxima de los electrones emitidos con
respecto a la fecuencia de la luz incidente

particulas cuya energia cinética méxima es

T =h(v — 1) (5.2.3)

De acuerdo a la hipétesis de Einstein la energia transportada por las ondas estd con-
centrada en cantidades elementales, cuantos, de valor hv. Esto quiere decir que sobre el
frente de ondas la distribucién de energia no es continua, como supone la teoria cldsica
de la radiacién. Este resultado estd ligado a otro resultado tedrico relevante, referido
al comportamiento termodinamico de la radiacién, como veremos mas adelante en este
capitulo al presentar la hipdtesis de Planck y formular la descripcion de la radiacién del
cuerpo negro. En el Capitulo 3, mostramos que hv es precisamente el valor de la energia
asociada a una particula, el fotén, cuya masa en reposo es nula. Esta energia, en el mod-
elo de Einstein, es la energia transportada por la radiacion incidente, que es absorbida en
el metal y produce la emisiéon de electrones con energia cinética maxima T por encima
de la energia umbral hvg. El proceso de absorciéon de energia no es acumulativo, como
se demostr6 experimentalmente, segin los resultados (i) e (ii). Este es el punto critico
en la interpretacién de Einstein, ya que contradice la nocién clasica de continuidad en el
transporte de energia.

5.3 Efecto Compton

Como aplicacién de los conceptos relativistas de conservacién de la energia-impulso y
de la asignacién de momento al fotén, estudiaremos la dispersiéon de un fotén por un
electrén en reposo (Figura 5.2). De acuerdo al esquema mostrado en la figura, el fotén
incide sobre el electrén y lo arranca de su situacién de reposo transfiriéndole momento.
El fotén dispersado pierde parte de su momento y de su energia. El experimento consiste
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electron emergente
® (p ,.E))

electron en reposo
(p=0, E=m c°) o,

(hv'/c, E'=hv")

Figura 5.2: Representacién de la interaccién electron-fot’on, en el efecto Compton. El
foton incidente es dispersado por el electrén, que adquiere momento a expensas del cambio
de frecuencia del fotén

en la medicién de la distribucién angular del fotén emergente. Se observa, ademads, un
corrimiento de la frecuencia del fotén emergente respecto al incidente.

Si llamamos )\ a la longitud de onda emergente, A a la longitud de onda incidente
(suponemos que la fuente es monocromaética) y 6 al dangulo que forma la radiacién emer-
gente con el semieje positivo Z el resultado experimental es el siguiente

N=X= %(1 — cos 0) (5.3.1)
0

donde la cantidad mLOc es la llamada longitud de onda Compton del electrén, cuya masa en
reposo es my. Notemos que este es un resultado muy especial, ya que relaciona parametros
puramente ondulatorios, como las longitudes de onda, con magnitudes propias de las
particulas, como la masa en reposo my.

Las ecuaciones correspondientes a la conservacién de las componentes espaciales del
momento y a la conservacién de la energia relativista se escriben (ver Figura 5.2)

hv h'
— = pecosa+ —cosb
c c
h /
0 = pesina——ysinﬁ
c
hv+ E(pe =0) = h' + E(pe) (5.3.2)

La primera ecuacién describe la conservacién de la componente del momento segun z, la
segunda segin g y la tercera corresponde a la conservacién de la energia relativista. Los
angulos « y 6 son los angulos que forman, con el semieje positivo x, los momentos del
electrén y del fotén emergentes, respectivamente.
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Si partimos de la dltima linea y despejamos E(pe), la energia relativista del electrén

saliente, obtenemos
E(pe) = 1/p2c® + mict = h(v — V') + moc? (5.3.3)

Tomando el cuadrado de ambos miembros resulta

;- [He=2)

2
P = y } + 2moh(v — V') (5.3.4)

Si ahora tomamos el cuadrado de las ecuaciones que describen la conservacion de las
componentes espaciales del momento del sistema, tenemos

hv  h/ ?
<—V——Vcosé?> = plcos’a
c

hv' 2
(— sin 6) = p’sin’a (5.3.5)

y sumando ambas igualdades obtenemos

p; = (%)2 + (%)2 —2 (h—c”> (%) cos 0 (5.3.6)

Igualando las expresiones para p2, en (5.3.4) y (5.3.6), resulta

o)

C

B () (Do

desarrollando el cuadrado en el término de la izquierda y cancelando términos idénticos a
ambos lados de la igualdad obtenemos

2
} + 2moh(v — V') =

h2uv/ hv /'

1 —cosf) = —_— - — 5.3.8
=2 ( cos ) moc<c c> ( )

de donde, finalmente, podemos establecer la igualdad (recordando que v = )
(1 - cosf) = %(A' — ) (5.3.9)
v a partir de ella podemos obtener la expresién para el corrimiento de la longitud de onda

h

—(1— 0)=(\N -\ 5.3.10
(1 - cos6) = (X' = ) (53.10)

que estd de acuerdo con el resultado experimental (Ec.5.3.1). Esta expresién establece
que la diferencia entre las longitudes de onda de la radiacién incidente y la emergente es
proporcional a la longitud de onda Compton del electron

h

e = Acompon (5.3.11)

cuyo valor depende exclusivamente de la masa en reposo del electrén. Si tomamos los
valores conocidos para las constantes h y ¢ y para mgc®> = 511 keV, resulta, ACompton =~
2.4 x 107'2 m, del orden de una centésima de Amstrén ( 1 A=10"1"m).
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5.4 Termodinamica de la radiacion

Veremos a continuacién otro ejemplo de apartamiento respecto a leyes clasicas. Se trata
de describir el comportamiento de la radiaciéon en equilibrio térmico con las paredes de
una cavidad. Pensemos, por ejemplo, en la luz proveniente del calentamiento gradual de
un trozo de metal, o en la luz proveniente del interior de un horno de fundicién. En
ambos casos la distribucién espectral de la luz emitida cambia al cambiar la temperatura
del trozo de metal o del horno. Clasicamente, la energia debe variar linealmente con la
temperatura, pero, de acuerdo a los resultados experimentales:

a)Ley de Stefan-Boltzmann: la energia radiada varfa segin la cuarta potencia de la
temperatura de la cavidad;

b)Ley de Wien: la distribucién de intensidad de la radiacién, como funcién de la
longitud de onda de la radiaciéon emitida, presenta méaximos para valores constantes del
producto de la temperatura absoluta por la longitud de onda correspondiente al maximo;

c) Comportamientos limites: la distribucién espectral de intensidades no sigue un com-
portamiento exponencial uniforme y de acuerdo con el valor de la longitud de onda esta
distribucién toma formas polinémicas, para pequenas longitudes de onda, o exponenciales,
para grandes longitudes de onda.

Para entender estos resultados, de la manera en que fueron descriptos a comienzos del
siglo pasado (Planck, 1900), recordaremos brevemente las nociones bésicas del célculo de
valores medios en la teoria de distribuciones clasicas.

5.5 Elementos de la teoria de distribuciones

La descripcion clésica de la trayectoria de una particula, de acuerdo a las leyes de Newton,
se basa en la determinacion de la dependencia temporal de la posicién y del momento.
La integracion de las ecuaciones de movimiento requiere, ademdas del conocimiento de las
fuerzas actuantes, el conocimiento de las condiciones iniciales. Si bien, en principio, el
problema de una particula puede resolverse en forma exacta, la situacién se torna mas
complicada para el caso de un sistema de muchas particulas. Si se piensa en un mol de
material el conocimiento de las condiciones iniciales implica fijar el valor de 10?4 posiciones
y momentos y la resolucién de un ntimero comparable de ecuaciones de movimiento. La
imposibilidad planteada en la descripcién determinista de un sistema macroscépico llevo
a la formulacién de otra forma de descripcién, la descripcion estadistica.

El esquema bésico de la descripcién estadistica clasica es el siguiente:

i) En lugar de seguir la evolucién temporal de cada componente (particula) del sistema
supondremos que cada uno de estos componentes puede acceder a todos los valores posibles
de la posicién y del momento. Sisuponemos que el sistema evoluciona libremente y durante
un tiempo suficientemente largo hacia su estado de equilibrio, este estado podra definirse
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a partir del promedio sobre las evoluciones de cada una de las componentes. Notemos que
cualquier sistema macroscopico esta compuesto por un nimero grande de subsistemas, que
son, esencialmente, tan complejos como el mismo sistema. De esta manera, una posible
representacion del estado del sistema consistird en la determinacién de valores promedios
a partir del conjunto de subsistemas o de réplicas del mismo sistema. Por ejemplo, un
sistema de N particulas puede pensarse como N sub-sistemas independientes, formado
cada uno de ellos por una particula. Como cada componente (subsistema) puede adquirir
todos los valores posibles de la posicién y del momento, de acuerdo a la definicién de su
energia, el calculo de promedios estadisticos puede realizarse considerando el niimero de
susbsistemas que poseen un dado conjunto de valores de la posicién y del momento. En
Mecénica Clasica se denomina espacio de fases al conjunto de todos los valores posibles
de la posicién y del momento. En este espacio de fases la evolucion de cada subsistema
se puede representar por medio de una funcién del momento y la posicion, la funcion de
distribucion. El elemento de volumen en el espacio de fases es

dQ = d3qdp/h3 (5.5.1)

donde la constante hg, que posee unidades de accion, se introduce por razones dimension-
ales. Los resultados fisicos no dependen de su valor, como demostraremos méds adelante.

ii)Los valores accesibles de la posicién ¢ y del momento p son representados mediante
variables aleatorias sujetas a leyes probabilisticas. La estructura de la ley de distribucion
del momento y de la posicién es el elemento méas importante de la descripcién estadistica,
ya que los observables fisicos se calculan a partir de los valores medios y desviaciones
medias correspondientes a dicha ley, es decir, de acuerdo a la funcién de distribucion.

iii)Los valores de los parametros que caracterizan una dada ley de distribucién definen
tambien el estado de equilibrio del sistema. Estos pardmetros se determinan en forma sen-
cilla fijando los valores medios, desviaciones medias cuadraticas y los momentos de orden
superior de la distribucién, en correspondencia con las cantidades fisicas que caracterizan
al sistema.

Veamos de qué forma este esquema puede aplicarse para describir el estado de equi-
librio de un sistema de particulas. Supongamos que las particulas estan confinadas en el
interior de un recipiente, a temperatura y presién constantes, y que no pueden atravesar
las paredes del recipiente. Por el momento podemos despreciar efectos de tamano finito
y pensar en las particulas como puntuales. Estas son las condiciones que normalmente
describen al sistema conocido como gas ideal. Excepto por la presencia de las paredes
del recipiente, no actian sobre las particulas fuerzas externas. En lugar de describir la
forma en que una particula dada se mueve dentro del recipiente, siguiendo la evolucién de
su posicién y momento, consideraremos que a priori ella puede encontrarse en cualquier
estado accesible. Si elegimos un intervalo, o celda elemental, alrededor de un dado par de
valores (g, p) y registramos el niimero de veces que una particula del sistema adquiere esta
configuracién obtendremos una medida de la frecuencia asociada a la configuracién. Si el
numero de particulas es suficientemente grande y si el niimero de celdas elementales es
también suficientemente grande, podemos reemplazar las frecuencias por probabilidades.
De manera que la descripcion estadistica asigna a la posicién y al momento el significado
de variables aleatorias distribuidas segin una cierta ley de distribucién, f(q,p), de manera
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que la probabilidad asignada a la configuracién, esto es: la probabilidad de encontrar a la
particula en un estado cuya posicion estd en el intervalo (q, ¢+ dq) y cuyo momento estd
en el intervalo (p, p+ dp), es:

P(g;p) = f(p,q)d’qd’p/hj (5.5.2)

Si consideramos a la funcién f(p, q)d2(p, q) como la funcién de distribucién en el espacio
de fases clasico, los valores caracteristicos de una dada funcién O(p, q) de las coordenadas
y momentos, se pueden calcular de la manera siguiente

J dp,9)O(p,q) f(p,q)

<0> [dQ(p,q)f(p.q)
2 _ A0 f(0.9)(Op.q)— < O >)’ (5.5.3)
O JdQp.q)f(p,q) B

que definen el valor medio y la dispersién cuadratica media de O(p, q), respectivamente.

5.6 Distribuciones clasicas

En esta seccion nos dedicaremos a presentar los fundamentos de la descripcion estadistica
de sistemas compuestos por un nimero muy grande de particulas, a las que en primera
aproximacion podemos considerar libres o muy debilmente interactuantes. Tal es el caso
del llamado gas ideal. En este sistema, la relacion entre las llamadas variables ter-
modindmicas y las variables puramente mecénicas (momento de las particulas) se puede
calcular considerando, como lo hizo Maxwell, valores medios del momento. Para calcular
estos valores medios debemos aplicar conceptos como los descriptos en la seccién anterior.
Comenzaremos con el caso mas simple, donde la variable de interés es la energfa cinética
media.

5.6.1 Distribucion de Maxwell

La aplicacién de conceptos probabilisticos a la descripcién del comportamiento de un sis-
tema de particulas tiene, como primer ejemplo, la llamada ley de distribucion de Mazxwell,
que establece el valor de la distribucién de velocidades para un sistema de particulas no
interactuantes, de masa m, a la temperatura absoluta 7. Si v es la velocidad de una
particula, la probabilidad asignada a ese valor es

flv)dv = Ae 0 /2kBT 2 4y (5.6.1)

donde m es la masa de la particula, T' es la temperatura absoluta, kg es la constante de
Boltzmann, cuyo valor es kp=1.38066 10723 joules/K y A es la constante de normalizacién
de la distribucion.

El valor de A se determina de acuerdo a la condicién
/f(v)dv =1 (5.6.2)

Efectuando el cambio de variables

u= (5.6.3)
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en la integral obtenemos

3/2
A/emUQ/szT#dv _ é<2k3T> /e“ul/Qdu

2 m
3/2
= g(zk;iT) I'(3/2) (5.6.4)

En el resultado anterior hemos introducido la integral

I'(s) = /OOO drx®~le ™ (5.6.5)

que define la funcién gamma de argumento semientero I'(s). Estas funciones cumplen con
la propiedad: T'(s + 1) = sI'(s) y a partir del resultado I'(1/2) = /7 podemos generar la
serie de valores I'(3/2) = /m/2, I'(5/2) = 3/m /4, etc. Si el argumento de esta funcién es
entero, entonces I'(n + 1) = n!. Finalmente

A<2kBT>3/2ﬁ =1 (5.6.6)

m 4
de donde

A= % (%)w (5.6.7)

Algunos valores caracteristicos, obtenidos con esta distribucion, son el valor medio
2 (2kpT\"?
U= /f(v)vdv = N <%> (5.6.8)
y el valor medio cuadratico

02 =2 = /f(v)dev = <3kBT> (5.6.9)

m

La energia cinética media se determina a partir del valor de la velocidad media cuadratica,

v2,.5, ya que
1

= §m/f(v)v2dv
L o

= §mv7"ms

3
= ShsT (5.6.10)

El valor mas probable de la velocidad, v*, se obtiene determinando el valor de la velocidad
para el que la derivada de la distribucién se anula,

df
bl =0 5.6.11
|:dr0:| v* ( )
La anulacién de la derivada implica
mu?
2_ = .6.12
ve-gp| - (5.612)

y en consecuencia, ya que v* # 0, resulta

2%kpT\ /2
vt = (ki> (5.6.13)

m
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5.6.2 Distribucion de Maxwell-Bolztmann

Los resultados anteriores son especialmente significativos, en relacién a la termodindmica
clasica, ya que establecen la conexion entre parametros macroscépicos, como la temper-
atura absoluta del sistema, y propiedades de las particulas, como la velocidad de las
mismas. Veamos como se puede extender este estudio al caso de un sistema cuya densidad
esta fija. Suponemos el movimiento de las particulas en un volumen dado. En general, la
probabilidad clésica asignada a una trayectoria cuya energia es FE(p, q), con valores de p y
q en la celda elemental localizada en (q,q + dg; p,p + dp) corresponde a la definicién

f(p.q)dQ(p, q) = e PFPPD a3 qdp /1 (5.6.14)

En el caso de un gas ideal clasico, la energia de la configuracién (p, q) es de la forma

E(p,q) =e(p,q) — (5.6.15)

donde e(p,q) = % y 4 es un parametro cuyo valor determinaremos al fijar la densidad de
particulas en el gas; § = kB%T es la inversa del producto de la temperatura absoluta del
sistema (T") y de la constante de Bolztmann (kg).

Con estas definiciones, la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann se escribe

d’q iy
1 (p.9)AUp, q) = —5 dmp*dpePm e (5.6.16)
0

La distribucién de Maxwell-Boltzmann estd normalizada de acuerdo a la relacién siguiente,

N

[ 10000
d3q _grt
= eﬁu/h—gllﬂ'depe Bim (5.6.17)

que fija el valor del parametro y de manera de reproducir el correcto nimero de particulas,
N. Si integramos, efectuando el cambio de variables

2
_ » _[2mzx
z = ﬁ2m - p= —5
m
dp =d — 5.6.18
po=dv /o5 ( )
resulta 32
|4 m 3
N=er—arn( = or ( = 5.6.19
wr(5) () 6619
La expresion para el nimero de particulas es, en consecuencia
2rm '\ ¥/2
N = Bry ° 5.6.20
’ (5%) (6:20)

y, a partir de la ecuacién anterior resulta

w=kTln (5.6.21)

h2 3/2
(2%7%) N/V
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De esta manera, podemos reemplazar el factor e”# por su valor en la funcién de dis-
tribucién, para cada valor de la densidad N/V y de la temperatura T'. El resultado, luego
de integrar f(p,q) en las coordenadas y reemplazar ePr por su valor, es la funcién

f(x)dx = N%xlﬂe_xdx (5.6.22)

I
donde = = 3p?/2m. La dependencia funcional de la distribucién de Maxwell-Boltzmann
se muestra en la Figura 5.3

El valor de la energfa media por particula, € = E//N, se obtiene integrando el valor de
la energia de una particula, e(p, ¢), con la distribucién f(p.q). De esta manera obtenemos

. (o, 0)2-d2p, )
[dQp,q)f(p,q)

_ Y 47T<T>3/2 V2, <§> (5.6.23)

h3 8) Np \2
Usando T'(5/2) = 3y/7/4, y reemplazando e’ por su valor,
N 5h2 3/2
Br — 2 270 5.6.24
¢ |4 (27rm> ( )
se obtiene 5
e = Skl (5.6.25)

La energia media de las N particulas se obtiene multiplicando (5.6.2) por N y estd dada
por
_ 3

E = §NkBT

3
= 37mola RT (5.6.26)

donde R = NavogadrokB €s la constante universal de los gases. A partir de ésta expresion
clasica, la energia por grado de libertad cuadrético y por particula es igual a %kBT y el
calor especifico a volumen constante es igual

dE
dTl
3

= §nmolarR (5627)

Cy =

Estos resultados constituyen la base de la termodindmica estadistica. De acuerdo con
los resultados anteriores, la distribucién de Maxwell-Boltzmann constituye una buena
distribucién para la descripciéon de la termodindmica estadistica en gases ideales. Sin
embargo, su aplicacion al estudio de la termodinamica de la radiacién no conduce a re-
sultados compatibles con los experimentos. Los resultados experimentales muestran que
el comportamiento exponencial de la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann no reproduce el
comportamiento observado de la distribucién de intensidad de la radiacién, que para un
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f(x)dx

0,5 4
1/2

f(x)dx=(2/x""?) x

exp(-x) dx

Figura 5.3: Distribucién cldsica de momentos, en funcion de la variable z = p?/(2mkT),
para la densidad unidad.

dado valor de la temperatura absoluta y como funcién de la frecuencia aumenta de man-
era polindmica a bajas frecuencias y decrece exponencialmente para altas frecuencias. La
imposibilidad de reproducir este comportamiento, sobre un rango amplio de frecuencias
indica que la forma de la distribucién debe necesariamente apartarse de la simple forma ex-
ponencial. El tratamiento riguroso del problema, en mecénica estadistica cuantica, puede
formularse a partir de la utilizacién de la distribucién

1

1(B) = (5.6.28)

donde E es la energia del cuanto de radiacion (fotén). Esta distribucién, en el limite
BE > 1 toma la forma

f(E)~ e PF (5.6.29)

que es el valor correspondiente a la distribucion de Maxwell-Boltzmann con ¢ = 0, mientras
que para SE < 1 resulta

1

1(B)~ 55 (5.6.30)

De manera que la presencia del factor —1 en el denominador de la funcién de distribucién
permite, en principio, esperar un comportamiento sensiblemente dependiente del valor de
la energia de la radiacién. En capitulos préximos, cuando estudiemos los principios de
la formulacién cuantica, demostraremos rigurosamente los resultados anteriores. En este
punto, siguiendo con esta presentacion de las dificultades relacionadas con la explicacién
clasica del problema de la radiacion de una cavidad, el llamado problema del cuerpo negro,
discutiremos la propuesta de Planck y sus consecuencias.
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f(x)dx

0,7 4

f(x)dx=x> dx / (e*-1)

0,5 4

0,2 4

o
N 4
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®
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Figura 5.4: Distribucién de frecuencias en una cavidad, como funcién de la variable adi-
mensional hv/kT.

5.7 Distribucion de Planck

Sabemos que los cuerpos calientes emiten luz. Si medimos la radiacién proveniente de
un horno, a través de un orificio pequeno practicado en una de sus paredes, obtendremos
una distribuciéon continua de longitudes de onda. Esta distribucién presenta un maximo
para un dado valor de la longitud de onda. Al aumentar la temperatura el maximo se
desplaza hacia valores mas pequenios de la longitud de onda, manteniendose constante
el valor del producto T Amaximo- Em el caso del horno, el calentamiento de las paredes
producird la emisién de radiacién, esta radiacién serd re-absorbida y eventualmente las
paredes del horno y la radiaciéon contenida en la cavidad alcanzaran el estado de equilibrio
a la temperatura absoluta 7. En ese estado la distribucién de energia en la cavidad serd
una cierta funcién de la frecuencia, o lo que es equivalente de la longitud de onda, de la
radiaciéon (Figura 5.4).

Los resultados experimentales son compatibles con:

a)la relacién E =~ T* para la energfa de la radiacién contenida en la cavidad (ley de
Stefan-Boltzmann)

b)la distribucién de longitudes de onda (o de frecuencias) en la cavidad posee un
maximo para un cierto valor A, a la temperatura T'. Si la temperatura varia, el nuevo
méximo corresponders a un valor X,,, a la temperatura 7", tal que \,,7 = X,,T" =con-
stante (ley del corrimiento espectral o ley de Wien).

El tratamiento que Planck di6 al problema se basé en la consideracion de un sistema
de osciladores armonicos, que representan a las particulas que componen las paredes de la
cavidad, en equilibrio con el campo de radiacion. El campo de radiacion es la superposicién
de radiacién de todas las frecuencias posibles. Supuso, ademds, que:

i)los osciladores arménicos unidimensionales y el campo de radiacion estan en equilib-
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710

ii)cada oscilador absorbe de manera continuada la energia proveniente del campo de
radiacion

iii) cada oscilador puede emitir energia solo cuando su energia es un multiplo entero de
la cantidad hv

El postulado (iii) rompe drésticamente con la nocién clésica, en lo relacionado a la
emisién de energia en el continuo de valores y discretiza, cuantifica, el valor de la energia
que un oscilador puede emitir.

Si suponemos que la distribuciéon de probabilidad asociada a la emisiéon de energia
E = hv sigue una ley clasica, como la distribucion de Maxwell-Boltzmann con p = 0,
encontraremos las siguientes dificultades:

la energia radiada por un nimero muy grande (infinito) de osciladores seria infinita
y esto contradice el resultado experimental, ya que la densidad de energia es finita en el
interior de la cavidad

y

la dependencia térmica de la energia seria errdénea, ya que no podriamos explicar la
dependencia establecida por la ley de Stefan-Boltzmann.

Repitiendo el argumento de Planck, literalmente, supondremos que la intensidad de la
radiacion, a la longitud de onda A, se corresponde a la ley de distribucion

C1

IAT)N = s AT )

d\ (5.7.1)

donde c¢; y co son constantes a determinar, A es la longitud de onda de la radiaciéon y T’
es la temperatura absoluta de la cavidad, en equilibrio con la radiacion.

5.7.1 Ondas electromagnéticas en una cavidad

Una forma sencilla de entender la estructura de la expresién (5.7.1) consiste en contar
explicitamente el nimero de configuraciones asociadas a ondas electromagnéticas en una
cavidad.

Clasicamente, la expresién para el campo eléctrico dependiente del tiempo, en ausencia
de superficies limitadoras, se escribe

E(r,t) = Egee'*r—«1 (5.7.2)

Esta expresion representa una onda plana, de amplitud Ey y vector de polarizaciéon €. En
ausencia de cargas la divergencia del campo eléctrico se anula y por lo tanto existen dos
estados de polarizacién para cada valor de k.

Si se considera que la onda estd confinada en un cierto volumen la dependencia espa-
cial cambia, respecto a la expresion anterior. Para ilustrar tal cambio, consideremos el
problema en una dimensién, tal que la solucién a la ecuaciéon de onda

d? d?
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cumpla con condiciones de contorno periédicas, del tipo ¢(z = 0,t) = ¢(z = L,t) = 0.
Escribiendo para la solucion

o(x,t) = Asin(kx)e ™" (5.7.4)
resulta la condiciéon que fija los valores de k:
k=2mn/L (5.7.5)
donde n = 0,+1, +2, etc. De modo que n = (L/2n)k.

Extendiendo el argumento a tres dimensiones espaciales y a partir de esta relacién,
el nimero de estados posibles dN (k) es igual al elemento de volumen (L/27)*4mk2dk
multiplicado por el niimero de estados de polarizacion.

Si ahora reemplazamos k por su valor en funcién de la frecuencia w (k = w/c), el
nimero de estados se escribe

L 3
dN(w) = 2 <%> 4rk>dk
1%

Si multiplicamos esta expresion por la funcién de distribucion

fw) = ﬁ (5.7.7)

y por el valor de la energia Aw, resulta la expresiéon de Planck para la distribucién de
intensidad

V fuw

en funcién de w, o

tVeh d\
I\ T)d\ = G (eﬁhc/A — 1) (5.7.9)

en funcion de la longitud de onda A.

En las expresiones anteriores hemos usado w = 27, de modo que hv = hw = he/A
y a partir del reemplazo de la frecuencia por la longitud de onda en (5.7.8) recuperamos
la forma propuesta por Planck, (5.7.9). Comparando este tltimo resultado con (5.7.1),
podemos fijar los valores de las constantes

cg = 8nVch
he
= —. 7.1
C2 LT (57 0)

La estructura del denominador es consecuencia directa del postulado de discretizacién o
cuantificaciéon de la energia, como veremos mas adelante. En consecuencia, para el valor
de la energia media tenemos, al integrar sobre las frecuencias

E = /I(w,T)dw

Vrlkgt

Este resultado expresa la energia por unidad de volumen en la cavidad € = % como una
cantidad proporcional a 7%, resultado que esta de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann.
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5.7.2 Sumas estadisticas

La forma propuesta por Planck para la distribucién de intensidad, I(A,T'), es una conse-
cuencia directa del postulado (iii), referido a la discretizacion o cuantificacion de la emisién
y absorcién de energia.

Podemos re-obtener la expresion de Planck para la distribucién de intensidades a partir
del uso de la distribucién de Maxwell y a partir del concepto de discretizacién en el valor
de la energia, como veremos a continuacion.

Si los estados de energia permitidos varian segin la expresién
E(v,n) =nhr n=0,1,2,.. (5.7.12)

la energia media se calcula, siguiendo las reglas de la teoria de distribuciones, sumando
los factores exponenciales para cada energia permitida

_ Y nhye B

B, = S s (5.7.13)
n—=
Ccomo
Y T 57.1)
Znhue_"h”ﬁ =——) "M 5.7.14
n=0 8571:0
y
> 1
Z einhuﬁ = m (5715)

n=0
podemos reemplazar el resultado de la suma (5.7.15) en la derivada respecto a 3 (5.7.14)
y escribir el valor de esta operacién en la expresion de la energia media, obteniendo

hv

El paso siguiente consiste en multiplicar el valor de la energia promedio para cada oscilador
de frecuencia v,E,, dado por (5.7.16), por el valor del niimero de osciladores dN (v) en el

intervalo de frecuencias v, v + dv e integrar sobre todas las frecuencias

B- [ AN ()b (5.7.17)

ehvB —1

y esta es precisamente la integracién que permitié establecer la correcta relacién (5.7.11)
entre la energia media y la temperatura absoluta de la cavidad.

Hoy sabemos que el resultado de Planck es perfectamente compatible con los postulados
de la Mecédnica Estadistica Cuantica y que la ley de distribuciéon de Planck es un caso
especial de las leyes de distribuciéon cudnticas, ya que toma la forma de la distribucion
de Bose-Einstein para bosones cuya masa en reposo nula (tal el caso de los fotones).
Mis adelante retornaremos a la discusion de este problema, al estudiar las estadisticas
cuanticas.

El otro resultado importante estd referido a la ley del corrimiento espectral. En efecto,
si tomamos la distribucién de intensidad como funcién de la longitud de onda, de acuerdo
a la ley de distribuciéon de Planck

1
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Figura 5.5: Corrimiento espectral. Las curvas muestran el comportamiento de la distribu-
cion de frecuencias para diferentes temperaturas absolutas.

y derivamos con respecto a la longitud de onda, la condicion de extremo establece
5(e*—1)—e®z =0 (5.7.19)

donde 2 = he/(MKT) y cuya solucién x ~ 4.96 fija el valor AT ~ 2.898 1073 °Km, para la
localizacion del méximo. Por lo tanto,

AT = constante (5.7.20)

como lo establece la ley de Wien para el corrimiento espectral. La Figura 5.5 muestra los
maximos correspondientes a diferentes temperaturas.

5.8 Resumen del capitulo

Efecto Fotoeléctrico.

Efecto Compton.

Distribuciones cldsicas.

Radiacion del cuerpo negro.

5.9 Problemas

1. La energia necesaria para extraer un electrén del sodio es 2.3 eV'.

a) determinar si el sodio presentard efecto fotoeléctrico para la luz amarilla de

5890 A.

b) ;cudl es la longitud de onda de corte para la emisién fotoeléctrica en el sodio?
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. El potencial de frenado para fotoelectrones emitidos por una superficie iluminada

por luz de longitud de onda A = 4910 A es de 0.71 eV, cuando se cambia la longitud
de onda incidente se encuentra que el potencial de frenado es 1.43 eV.; Cual es la
nueva longitud de onda?

. Calcule y grafique la dependencia angular del corrimiento Compton causado por un

protén.

. A partir de la distribucién de probabilidades de Maxwell-Boltzman calcule el valor

medio, la desviacién cuadratica media y el valor mas probable para la de la energia.
Grafique.

. Calcule los valores de I(\,T), (5.7.9), para radiacién infrarroja y ultravioleta.

. En una explosién termonuclear la temperatura es del orden de 10" °K. Encuentre

la longitud de onda para la cual la radiacién emitida es maxima.

. A una temperatura dada la longitud de onda maxima de un cuerpo negro es Apae =

6500 A. ., Cudl sera A4, sila temperatura de las paredes de la cavidad aumenta de
modo que la razén de emisién espectral se duplica?

. Demuestre que la ley de Rayleigh-Jeans

2 kT
f)dy =V A, (5.9.1)

c2

no es consistente con la Ley de desplazamiento de Wien. Idem para

F)dv = e /R gy, (5.9.2)



Capitulo 6

MODELO ATOMICO DE BOHR

6.1 Introduccion

Durante la ultima parte del siglo XIX se acumularon suficientes evidencias experimen-
tales que sugerian la existencia de constituyentes elementales (4tomos) de la materia. El
descubrimiento del electrén constituyé una evidencia directa en favor de una teoria mi-
croscopica. También se determiné que los electrones estan presentes como constituyentes
de los atomos y que la radiacion espectral es el resultado del movimiento de los electrones.
Al mismo tiempo, como los electrones poseen carga negativa, la neutralidad eléctrica de la
materia indicé la existencia de cargas positivas en los atomos. La medicién de la relacion
carga/masa para los electrones revel6 que la mayor parte de la masa de un dtomo deberia
estar relacionada con las cargas positivas. De acuerdo con esta descripcion y considerando
el movimiento simple de electrones y ntcleos masivos de carga positiva y atendiendo al
electromagnetismo clasico, los electrones deberian estar acelerados por la presencia de
los nucleos, la materia deberia colapsar y los atomos deberian radiar energia de manera
proporcional al cuadrado de la aceleracion. Como esto no ocurre, se concluyé que los
atomos deberian estar en algin tipo de estado estacionario desde donde no podrian emitir
radiacion.

El modelo atémico de Thomson consiste en una distribucién uniforme de carga positiva
permeable a las cargas negativas, con electrones que pueden estar fijos o moviéndose
armonicamente alrededor de ciertas posiciones de equilibrio. El movimiento arménico de
los electrones alrededor de estas posiciones de equilibrio es, en el modelo de Thomson,
responsable de la emision de radiacion.

En 1910 E. Rutherford realizé experimentos de dispersiéon de particulas «, provenientes
del decaimiento de dtomos radiactivos, a través de laminas metélicas delgadas. Rutherford
comprobd, en contra de lo esperado suponiendo la validez del modelo de Thomson, segin
el cual para una distribucién uniforme de cargas positivas y negativas la mayor parte de
las particulas «, cuya carga eléctrica es positiva, deberian detectarse en las direcciones de
bombardeo, que un nimero muy grande de las particulas eran dispersadas en trayectorias
muy apartadas de las trayectorias originales. La existencia de estas dispersiones a angulos
elevados probé que la distribucién de cargas positivas en la materia deberia estar concen-
trada espacialmente y no distribuida en forma uniforme como lo postulaba el modelo de
Thomson.
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Al mismo tiempo, considerando el valor de los dngulos de dispersién, se concluyé que
el tamaiio del centro dispersor deberfa ser del orden de 4 x 10~ metros o menor.

Los resultados experimentales eran consistentes con la expresién (formula de Ruther-

ford)

dN  NontZ}Zie'
dQY  64r2e2m3v3 sin® 02

(6.1.1)

donde fl—g es el nimero de particulas a dispersadas por unidad de angulo sélido en la

direccién 6 respecto a la direccién de incidencia; Ny es el nimero de particulas incidentes;
n es el nimero de centros dispersores por unidad de volumen del blanco (ldmina de metal), ¢
es el espesor del blanco, Z; = 2 es el niimero atémico de las particulas incidentes (particulas
a), Zs es el nimero atémico del material que forma el blanco, vy es la velocidad de las
particulas incidentes y m; es la masa de las particulas incidentes.

La dependencia de esta distribuciéon con respecto al espesor del material, la energia
cinética de las particulas incidentes y el angulo de dispersién, fue verificada experimental-
mente en una serie de cuidadosos experimentos llevados a cabo por Geiger y Marsden.

Estos resultados experimentales fueron el detonante de un serio conflicto en fisica, entre
teoria y experimentos. Por un lado, la emisién de radiacion, por parte de los atomos, exigia
una cierta dindmica; por otra parte, la estabilidad atéomica y la ausencia de colapso por
atraccién electrostatica exigia una cierta estacionaridad.

El conflicto fue resuelto por Niels Bohr, quien en 1913 presenté su teoria del atomo de
hidrégeno.

6.2 Postulados de Bohr

e El dtomo de hidrégeno esta compuesto por una ntcleo de carga positiva (protén)
y por una particula mds liviana, de carga negativa (electrén), en un estado de
movimiento relativo producido por su interacciéon coulombiana.

e El dtomo puede permanecer por periodos extensos de tiempo en un dado estado,
sin emitir ondas electromagnéticas, si dicho estado es uno para el que el momento
angular, L, del atomo es un multiplo entero de la cantidad h = %; de modo que
L=nh(n=1,2,3,....) .

e La radiacion es emitida si el dtomo ”salta” de un estado ”permitido” de energia FE;
a otro estado ”permitido” de energia E;.

e Cuando el atomo emite radiacién, la frecuencia correspondiente estd determinada
por la condicién
hv = E; — Ey (6.2.1)

Estos postulados permiten interpretar los resultados de los experimentos de Rutherford
y al mismo tiempo destacan la inaplicabilidad del electromagnetismo cldsico en procesos
atémicos. La teoria clasica, en consecuencia, es reemplazada por reglas que introducen la
constante de Planck: a) afirmando que el momento angular del 4tomo debe ser un multiplo
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Figura 6.1: Esquema simple del atomo de hidrogeno: el protén, cuya masa es M, y el
electrén, de masa m, se mueven en torno al centro de masa CM del sistema.

entero de h y b) afirmando que la frecuencia de la radiaciéon emitida debe corresponder,
en unidades de 1/h, a la diferencia de energia entre los estados involucrados en la emision.

Para determinar la energia de los estados permitidos del atomo de hidrégeno uti-
lizaremos un procedimiento ad-hoc. La demostracién rigurosa serd presentada cuando
estudiemos el problema del movimiento de una particula cargada en un campo coulom-
biano, siguiendo las reglas de la mecdnica cuédntica (ver Capitulo 10).

La situacién que deseamos describir se ilustra en la Figura 6.1. El protén, de masa M
y carga e, ejecuta un movimiento circular alrededor del centro de masa (C'M) del sistema.
R es el radio de la érbita del protén y w es su velocidad angular; el electrén, cuya masa
es m, posee carga —e) y se mueve circularmente alrededor del C M en una érbita de radio
r, con la misma velocidad angular w.

La aplicacién de los postulados de Bohr a este sistema determina:

e Momento angular del sistema

Considerando al C'M en reposo, resulta

mr=MR — R= %r (6.2.2)

El médulo del momento angular total del sistema, L, es igual a la suma de los
momentos angulares del protén y del electrén y posee el valor

L = mriw+ MR*w

= mrtw <1 + %) (6.2.3)

e Movimiento relativo
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La fuerza de Coulomb entre cargas es la fuerza que produce la aceleracion centripeta
y por lo tanto

20 _ ¢
dreg(r + R)?
2
- c . (6.2.4)
4dmeqr? (1 + %)

(ya que hemos supuesto que la distancia entre cargas es constante)

Energia total del sistema

La energia total del sistema es igual a la suma de las energias cinéticas del proton y
del electrén y la energia coulombiana entre cargas

1 1
E = —mriw?+ MR*? - ©
2 2 Areor (1+ 52)
2
= —mrfw’(1+ —) - 6.2.5
< M dmeor (1 + %) ( )

A partir de la expresién (6.2.3) podemos escribir el valor del término coulombiano
de la energfa, (6.2.5), en funcién de la frecuencia angular y del radio de la érbita del

electrén )

e <1 + ﬁ) (6.2.6)
4dmegr (1 + %) M

de donde, reemplazando en la expresién para E, (6.2.5), se obtiene

E = —%mwQTZ (1 + %) (6.2.7)

Resumiendo estos resultados

mriw (1 + %) = nh
1
EF = —imr2w2 <1 + %)
o2
mw’r = (6.2.8)

4dmeqr? (1 + %)2

A los efectos de obtener la solucién podemos escribir:

donde

h
wr? = nn
i
°2F
wir? = ==
1
wr? = yr— (6.2.9)
m
uzm(l—!—M) (6.2.10)
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Tomando el cociente de las primeras dos ecuaciones en (6.2.9) podemos determinar el

valor del radio

dregh?
= 6.2.11
r=——5n (6.2.11)

Este es el primer resultado importante del modelo ya que establece que el movimiento
orbital es permitido solo para ciertos valores del radio. Estos valores se expresan en
unidades del radio de Bohr

4regh?
ag = WEOZ ~ 5.29 x 10" 'metros (6.2.12)
me
Asi
r=r,=aon® (n=1,23.) (6.2.13)

Con este valor del radio, podemos expresar la energia (6.2.7) de la manera siguiente

Bo— __¢m_
8mTeg Ty
etm 1
= — — 6.2.14
(32%%3?12 (1+2%) ) n? ( )

Para una transicién entre estados caracterizados por los niimeros enteros n y n/, cuyas
energias son F,, y F,/, y aplicando la regla de Einstein-Bohr que relaciona la frecuencia
de la radiacién emitida con la diferencia de la energia entre estados, se obtiene

hv = E,—FEy
4
e*m 1 1
= — - — 6.2.15
<327T26(2)h2 (1 + %)) [n/Q n2:| ( )

La energia de ionizacién del atomo de hidrégeno, que es la energia necesaria para
extraer un electrén del primer estado (n=1), se calcula a partir de la diferencia

Eion. = Ep—oo — Ep=—1
. e4m
N 32m2e3h? (14 1)
h2
- (6.2.16)
2mag

Con los valores que se indican en la tabla 6.3 se obtiene para la energia de ionizacion el re-
sultado Fio,. = 13.58 eV, valor que reproduce muy satisfactoriamente el valor experimental
que es del orden de 13.60 eV.

6.3 Series espectrales

Los resultados obtenidos en la seccién anterior pueden ser comparados, directamente, con
los resultados experimentales. En efecto, el andlisis experimental del espectro visible del
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atomo de hidrégeno mostré la existencia de regularidades (series) en el espectro. Las lon-
gitudes de onda pertenecientes a una dada secuencia (serie) fueron clasificadas de acuerdo
a la expresién empirica
b(ng)n?
Ap = 5 6.3.1

n 712 _ n% ( )
(series de Lyman (ng = 1), Balmer (ng = 2), Paschen (ng = 3)). Podemos demostrar,
tal como lo demostré Bohr, que la clasificacion experimental de las series del espectro del
atomo de hidrégeno se corresponde directamente a la expresiéon tedrica obtenida para la
frecuencia v:

1 1
V= CR}_‘;OI' [F _ E:| (6.3.2)
La cantidad
RYgor = ¢'m ~1.097 107 (metros) (6.3.3)
8cedhd (1+ 1)

es una cantidad que depende solamente de constantes fisicas fundamentales: e (carga del
electrén), h (constante de Planck), ¢ (velocidad de la luz en el vacio), €y ( permitividad
eléctrica del vacio), m (masa en reposo del electrén) y M (masa en reposo del protén)
(ver Tabla siguiente).

Magnitud Simbolo Valor (MKS)
velocidad de la luz ¢ 2.99793 10% m-seg—!
carga del electrén e 1.60206 10~19 Coul
masa en reposo del electrén Me 9.1083 103! kgr
mec? 0.511 MeV
masa en reposo del protén M, 1.67239 10~27 kgr
M,yc? 938.573 MeV
constante de Planck h 6.62517 10734 Joule-seg.
constante de Planck reducida h 1.05443 10~3* Joule-seg.
he 3.158 10726 Joule-m
permitividad eléctrica del vacio €0 8.85434 10712 Coul?/(Joule-m).
radio de Bohr ag 5.29172 10~ "1m
longitud de onda Compton del electrén A, 2.42626 10~ ?m
longitud de onda Compton del protén A, 1.32141 10~ %m

La conversién de estos valores a unidades de Fermi (F) y electron-Volt (eV) se realiza a par-
tir de las equivalencias:1F = 10~'°m, 1 eV=1.60210"" Joule, de donde hc = 197.128MeV
F, ap = 5.291 10*F, etc.

Si definimos la frecuencia reducida

(6.3.4)

N
I
SWIN
|
> =
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Energia

Figura 6.2: Secuencia de estados y transiciones en el atomo de hidrégeno, de acuerdo al
modelo de Bohr.

donde A es la longitud de onda de la radiacion, la expresién obtenida para la frecuencia
correspondiente a la radiacién emitida por el atomo al cambiar su estado desde el estado
definido por el nimero entero n al estado definido por n’ se escribe

1 1 1
3 = R‘ﬁor |:F _ ﬁ:| (6.3.5)
y en Consecuencia
1 n2n’?
)‘n~>n’ - R}_}eor n2 — n/2 . (636)

En este punto podemos comparar este resultado con el correspondiente a la parametrizacion
experimental, si establecemos la siguiente asignaciéon de valores para ng:

1
n=ny = 1 b(l):W (Lyman)
H
, 4
n=ny = 2 b(2):W (Balmer)
H
9
n'=ny = 3 b3)=—xp (Paschen) (6.3.7)
Ry

La Figura 6.2 muestra la secuencia de transiciones para las series de Lyman, Balmer
y Paschen. El valor experimental R%;", determinado a partir de b(2), es la llamada con-
stante de Rydberg y su valor es 1.09737318(8) 107m~!. El valor tedrico R¥%°", (6.3.3),
calculado en el modelo de Bohr, reproduce satisfactoriamente el valor experimental. Este
es uno de los resultados més impresionantes del modelo de Bohr, que no solo da una in-
terpretacion cualitativamente correcta de la serie espectral, sino que también reproduce

cuantitativamente los factores experimentales.
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El modelo de Bohr se aplicd, con algunas pequenas modificaciones, para calcular el
espectro de dtomos simplemente ionizados (dtomos hidrégenoides), considerando la carga
del nicleo Ze y su masa My, resulta,

1 mZ%e n2n/?
XS5 —~ SR (6.3.8)
8cegh? <1 + M_N> n®—mn

Los postulados de Bohr y el éxito de los mismos en la explicacion del espectro de los
atomos hidrogenoides constituyeron una evidencia muy fuerte en favor de una nueva (por
entonces, 1913) forma de pensar la fisica de los procesos a escala atémica. La incorporacion
de esos postulados en el cuerpo de una teoria y su generalizaciéon llevé més de veinte anos
y el resultado fue la formulacién de la Mecdnica Cuédntica. A partir de los postulados de
Bohr, resulta evidente que la teoria cuantica difiere drasticamente de la clédsica, ya que
estos postulados establecen

e La discretizacion de los valores de cantidades clasicas, como la energia y el momento
angular, abandonando por lo tanto la nocién de continuidad en la representacién de
estos valores.

e La introduccion del concepto de estado estacionario.

La solucién de Bohr para el atomo de hidrégeno posee un significado muy amplio y
diametralmente opuesto a la concepcién clasica. Como veremos en el capitulo siguiente, las
definiciones clasicas de posicién y momento no son aplicables a escala atémica. Tampoco
son aplicables las reglas newtonianas relacionadas con el célculo de trayectorias. Estas
definiciones deben ser reemplazadas por un conjunto de reglas que constituyen el cuerpo
de la Mecanica Cuantica. El modelo que hemos presentado puede considerarse un antecesor
de la teoria cuantica. En la Mecanica Cudantica:

e Las asignaciones clésicas de coordenadas y momentos se reemplazan por el resultado
de la aplicacién de operadores sobre estados cuanticos.

e Se elimina la nocién de trayectoria y se introducen valores medios de operadores
como representacion de los observables fisicos.

Las preguntas que podemos formular son casi obvias:
a) scomo se calculan los estados estacionarios de un dado sistema cudntico?

b)scudles son los operadores correspondientes y cudles las reglas que se deben respetar
para la determinacion de observables fisicos?

c)scomo se establecen las relaciones entre teoria y datos experimentales?

Las respuestas son menos obvias y requieren de un tratamiento detallado. En este
libro nos limitaremos a estudiar ejemplos muy especificos de aplicacién de los conceptos
cuanticos.

Respecto al punto (a) tomaremos el caso del oscilador armoénico y estudiaremos la
estructura de las soluciones en el marco de la ecuacién de Schrodinger, que es una har-
ramienta adecuada para interpretar las consecuencias de los postulados cuanticos pero
que no es en si misma la Mecdnica Cuéntica. Respecto al punto (b) resolveremos el caso
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del oscilador arménico y construiremos una representacién para ilustrar el papel de los
operadores correspondientes a la posicién y al momento y al momento. Como ejemplo de
(c) estudiaremos el problema de la propagacién en presencia de barreras y resolveremos el
potencial coulombiano entre cargas puntuales. Finalmente, a partir de las conclusiones a
las que lleguemos en el estudio de cada ejemplo, formularemos los postulados bésicos de
la Mecanica Cuéntica e introduciremos los elementos basicos de la teoria.

6.4

Resumen del capitulo.

Ezperimento de Rutherford.
Modelo atomico de Bohr.

Interpretacion de resultados y conflictos con la Mecdnica Cldsica.

Problemas

. Un haz de particulas de o de energfa cinética 5.30 MeV e intensidad 10* particulas/seg

inciden normalmente sobre una lamina de oro de densidad 19.3 g/cm?, A=197 y es-
pesor 1.0 1075 ¢m. A una distancia de 10 ¢m se coloca un detector de particulas
a de 4rea 1.0 em?. Utilizando la seccién transversal diferencial de dispersién de
Rutherford, encontrar el niimero de conteos por hora para 6 = 10° y § = 45°, donde
0 es el angulo entre el haz incidente y el detector. El valor de Z en el oro (Au) es
79.

Demostrar que la frecuencia de revolucion para un electrén en el &tomo de Bohr estd
dado por v =2 | E' | /hn, donde E es la energia total del electrén.

Cuanto valen la energia, el impulso y la longitud de onda de un fotén emitido por
un atomo de hidrégeno que sufre una transicién directa desde un estado excitado
con n = 10 al estado fundamental.

Calcular, utilizando la férmula de Bohr, las tres longitudes de onda mas largas en la
serie de Balmer. Calcular las longitudes de onda més cortas de la serie de Lyman y
Paschen.



Capitulo 7

POSTULADOS DE LA
MECANICA CUANTICA

7.1 Introduccion

En este capitulo comenzaremos la discusién de los postulados béasicos de la Mecanica
Cuantica, que es la formulacion adecuada para la descripcion de fenémenos fisicos a escala
atémica y sub-atéomica. En capitulos anteriores hemos analizado ejemplos muy concretos
de inaplicabilidad de leyes clédsicas a escala atomica, en particular:

i)Radiacién del cuerpo negro (Planck) y efecto fotoeléctrico (Einstein): en ambos casos
se postula, exitosamente, la cuantificacién de la energia transportada por la luz y la forma
en que la misma es absorbida o emitida.

ii)Espectros atémicos: los dtomos poseen niveles de energia discretos, de manera que
la informacién relacionada con los espectros atomicos puede explicarse en funcién de tran-
siciones entre estados de energia separados por cantidades elementales .

iii)Cuantificaciéon del momento angular: el momento angular toma valores discretos,
en unidades de A, la constante de Planck

iv)Decaimiento radiactivo de los atomos: la emisién de pariculas ocurre en condiciones
prohibidas clasicamente.

A manera de introduccién a la Mecanica Cudntica presentaremos los postulados basicos
de la teoria. En los capitulos siguientes nos dedicaremos a estudiar las aplicaciones mas
simples de dichos postulados.

Postulado 1: Vectores de estado y sus propiedades

La informacion referida a un sistema fisico, en el contexto de la mecéanica cuéntica,
estd contenida en su wvector de estado W. Las propiedades basicas de estos vectores de
estado son las siguientes:

a)Linealidad: la suma de dos o més vectores de estado es otro vector de estado

U4+d=0 (7.1.1)

81
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b)Multiplicacién por escalares: la multiplicacién de un escalar por un vector de estado
tiene como resultado otro vector de estado

20 =0 (7.1.2)

donde z es un escalar (en general la palabra escalar la usaremos para designar a un nimero,
sea este real o complejo).

c)Producto escalar:

El producto escalar de dos vectores de estado

(¥, @) (7.1.3)

es igual a un escalar. En particular, el producto escalar
2
(U, 0) = || ¥ (7.1.4)

define el cuadrado de la norma del vector de estado.

d)Base de vectores de estado: un conjunto de vectores de estado ¥,, forma una base si
mediante combinaciones lineales de la forma

=) 0, (7.1.5)

puede expresarse cualquier otro vector de estado, tal que

H v H2 = (\D7\II) = Zc;kncn (\Iln7\:[/m)
= > el (7.1.6)

Los coeficientes ¢, son escalares y los vectores de la base satisfacen la condiciéon de nor-
malizacién:

(Y0, W) = 6nm (7.1.7)
de manera que

El producto escalar de dos wvectores de la base es igual a 1 si los indices de ambos
vectores son iguales y 0 si son distintos.

Postulado 2: Operadores y sus propiedades

La accién de entes que designaremos mediante el término operadores al actuar sobre
vectores de estado produce vectores de estado

Ov = (7.1.8)

La aplicacién de distintos operadores sobre un vector de estado no es, en general, con-
mutativa. Si suponemos que dos operadores P y O se aplican sobre vectores de estado
d Y, A,V segin

Ov=0% , Pp=Y
PU=A , OA=T (7.1.9)
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entonces

O(P¥) = OA=T (7.1.10)
y restando ambas igualdades resulta

(PO - OP) U=%-T (7.1.11)
que no se anula a menos que los vectores de estado X y I' coincidan. La operacion

<PO - OP) - [13, O] (7.1.12)

define el conmutador de los operadores P y O, de modo que solamente cuando ambos
operadores conmutan

[P, O} ~0 (7.1.13)

su aplicacién sobre un vector de estado no dependera del orden en el que se efectiie la
misma.

Si la aplicacién de un operador sobre un dado vector de estado produce, a menos de
un escalar, el mismo vector de estado

QU = qU (7.1.14)

diremos que ¥ es un vector propio o autovector del operador Q con autovalor q. El conjunto
de valores propios de un dado operador puede tener infinitos elementos. En lo sucesivo
nos referiremos a este conjunto como a un conjunto numerable y por lo tanto la misma
observacién vale respecto a las dimensiones de las bases que utilizaremos para expandir la
funcién de onda de un sistema. En general utilizaremos operadores que poseen mas de un
vector propio y designaremos a cada vector perteneciente al conjunto de vectores propios
de cada operador mediante un sub-indice

QU,, = ¢, ¥, (7.1.15)

donde ¢, es el autovalor correspondiente al autovector ¥,,. Si los autovalores ¢,, son reales
el operador ) es hermitico y escribiremos, para indicar esta propiedad

Qt=0 (7.1.16)

La construccion que incluye a los vectores de estado, a los operadores y a las operaciones
entre vectores de estado y entre operadores es denominada, en general, espacio de Hilbert.
La discusién de las propiedades formales del espacio de Hilbert exceden esta presentacion
y en lo que sigue nos limitaremos a utilizar tales propiedades en forma operacional.

Mostraremos ahora que st dos operadores conmutan entonces existe un conjunto de
autovectores y autovalores comunes a ambos operadores y viceversa. Si tomamos dos
operadores, P y @, tales que )

QV, = q ¥, (7.1.17)

PO, =p, 7, (7.1.18)
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entonces

QPY, = an\Iln = pnqnV¥n

y por lo tanto
[15, Q] Uy = (P — Gupn)T_0 (7.1.20)
ya que p, ¥ gn son escalares.
Postulado 3: Observables

El proceso de medicién de una cantidad fisica se corresponde, en el contexto de la
Mecéanica Cuantica, a la determinacién de los valores propios de un operador hermitico.
Si el sistema fisico sobre el que efectuamos la medida estd representado por el vector de
estado W, expresado en la base de autovectores ®,, del operador Q, que es el operador
asociado a la magnitud fisica cuya medida deseamos efectuar, la aplicaciéon del operador
sobre el vector de estado produce el vector de estado

QU = Z cnQ®, = Z CnGn®n (7.1.21)
n n
y el producto escalar de este vector de estado con W resulta

(qf, qu) =3 entn( @, B0) = 3 | en Pan (7.1.22)

n

de modo que el resultado esperado de la medicién serd el valor (\I’, Q\If) La expresién

de este valor esperado indica que el mismo es igual a la suma de los valores propios
qn pesados por el modulo de los factores ¢,. En la interpretacién probabilistica de la
Mecanica Cuéntica los factores | ¢, |2 representan la probabilidad de encontrar al sistema
en el estado propio ®,,.

7.2 Estado de un sistema: representaciones

En esta seccion discutiremos el significado de una representacion de los vectores de estado
a partir de la ecuacion de Schrodinger, cuya solucién discutiremos, para algunos casos
especiales, en los capitulos siguientes. El concepto de funcidon de onda no es equivalente
al de vector o funciéon de estado. Para determinar la funcién de onda de un sistema
debemos fijar una representacion, es decir pasar del esquema de operadores, vectores de
estado y bases en el espacio de Hilbert a un esquema donde, siguiendo ciertas reglas de
correspondencia, a los operadores se le asignan formas diferenciales, a los vectores de
estado se le asignan formas funcionales, las llamadas funciones de onda, y la aplicacién de
operadores a los vectores de estado es reemplazada por operaciones diferenciales efectuadas
sobre funciones.

El estado de un sistema cudntico (i.e: una particula, un atomo, un ntcleo, una
molécula, etc) se representa mediante su funcion de onda. Si el sistema esta compuesto por
una sola particula, su funcién de onda es una funcién de las coordenadas de la particula en
un dado tiempo t (ignoraremos, por el momento, contribuciones relacionadas, por ejemplo,
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con el momento angular intrinseco (spin) de la particula).

Si¢(r,t) es la funcién de onda de una particula, su evolucién temporal estd determinada
por la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo

He(r,t) = ih% (7.2.1)

En esta expresién, H es un operador diferencial, llamado Hamiltoniano y sus valores
propios poseen el significado de la energia. La probabilidad de encontrar a la particula en
el volumen elemental d®r, alrededor de 7, en el tiempo ¢ se define

P(r, t)dgr = | o(rt) ]2d3r (7.2.2)

Por el momento supondremos que esta probabilidad estd normalizada, de manera que

/P(r, t)d>r = /] o(r,t) Pd®r =1 (7.2.3)

La integracion se extiende sobre todo el espacio y si la particula estd confinada en un
volumen V| el recinto de integracion se limita a este volumen. No todas las funciones de
onda pueden normalizarse de esta manera. Si pensamos en la funcién (ondas planas)

b(r, 1) = eilkr—wt) (7.2.4)

su moédulo es igual a 1 y la integral sobre todo el espacio es infinita. Por el momento
consideraremos solamente funciones de onda normalizables. En consecuencia, la ecuacion
que define la probabilidad (7.2.2) ilustra las propiedades bésicas de la Mecdnica Cuéntica:

i) la posicién de la particula, en un dado tiempo ¢, no estd determinada en forma
univoca, solamente esta definida la probabilidad de encontrar a la particula en un estado
dado, representado por la funcién de onda ¢(r,t).

ii)la densidad de probabilidad P(r,t), que es un observable, estd relacionada con la
funcién de onda ¢(r,t), que no es un observable.

7.3 Operadores y observables: representaciones

Cantidades tales como la posicion, el momento y la energia de una particula son denomi-
nadas observables. En fisica clésica, los observables son representados mediante variables
ordinarias. En Mecédnica Cuéntica los observables se representan mediante operadores, que
actuan sobre funciones de onda . No es posible obtener, a partir de la mecanica clésica,
operadores que representen observables. Este es un concepto puramente cuantico y como
tal lo aplicaremos sin justificar cldsicamente la eleccion de los operadores.

El operador posicién 7 se define mediante la relacion

Po(r,t) =ro(r,t) (7.3.1)
y el operador momento p mediante la operaciéon

po(r,t) = —ihVo(r,t) (7.3.2)
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En general,
F(r,p) = F(%,p) (7.3.3)

es un operador construido a partir de una funcién de la posicién y el momento. La energia
clasica de una particula

2
p
E =—4V 7.3.4
o) = L+ V() (7:3.4)
tiene, en Mecanica Cuantica, la expresion
. h?
H= ——v2 +V(r) (7.3.5)

que corresponde al Hamiltoniano.

7.4 Valores esperados y observables

Larelacion entre operadores y el resultado de mediciones se establece en Mecanica Cudntica
por medio de la correspondencia entre el valor esperado de un dado operador O y el 0b-
servable asociado

<0 >= /(b*(r, t0¢(r, t)d>r (7.4.1)

Si consideramos al operador posicién (7.3.1) su valor esperado se escribe

<F> = /gb (r,t)Fp(r, t)d>

= /P(r, tyrd3r (7.4.2)

Este es un resultado muy importante, ya que nos permite interpretar el valor esperado
del operador posicién como la integral del producto de la funcién de distribuicién de
probabilidad P(r,t)d>r por el valor de la posicién 7. Andlogamente, para el valor esperado
del momento (7.3.2) tenemos

<p> = /(;5*(7“, t)po(r, t)d>r
/ ¢*(r, t)(—ihV ) d(r, t)d>r (7.4.3)

Notemos que en este caso debemos respetar el ordenamiento en el integrando, ya que la
accion de p sobre el estado produce un resultado que depende de la estructura explicita
del estado. Esta es una caracteristica fundamental de los operadores: su aplicacién debe
respetar estrictamente el orden de aparicién respecto a la funcién de estado sobre la que
actian. Para el ejemplo anterior es claro que

p(re(r,t)) # 7(pe(r,t)) (7.4.4)
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De hecho, podemos demostrar que

[ﬁ’ f]‘ﬁ(r’ t) = (ﬁf - fﬁ)(ﬁ(T, t)
= —iho(r,t) (7.4.5)

y esto implica que

[b, 7] = —ih (7.4.6)
La demostracién es muy simple y estd basada en las definiciones de partida:

p(ro(r,t)) = plro(r,t))

—ihV (ré(r,t))
= —iho(r,t) —ihr. (Vo(r,t)) (7.4.7)

mientras
7(po(r,t)) = —ihr.(Vo(r,t)) (7.4.8)
de manera que restando las expresiones anteriores obtenemos el resultado buscado, (7.4.6),

que expresa el valor de la conmutacion de los operadores momento y posicién. Retornare-
mos a este resultado mas adelante en este capitulo.

La definicién de valor esperado

<0 >= / ¢*(r, )0 (r, t)d>r (7.4.9)

no es una afirmacién sobre algin valor particular de la medida, representa, en cambio, un
valor medio. Los operadores que poseen valores medios reales cualesquiera sea el estado
¢(r,t) sobre el que actien se denominan operadores hermiticos o auto-adjuntos, de modo
que

/(ﬁ*(r,t)OA(é(r,t)d‘gr = /é(r,t)(o¢(r,t))*d3r
- / (Od(r,8))" 6(r, t)ddr (7.4.10)

por lo tanto podemos interpretar a los observables (i.e: resultado de mediciones) como los
valores esperados de operadores hermiticos. Si un operador es hermitico, entonces, para
cualquier par de funciones de onda se verifica

[ w0060 = [ (O0ur.0) 1001 (7.4.11)

A continuacién veremos cual es el equivalente cudntico al concepto de superposicién
clasico.

7.5 Operadores lineales

En general, para un conjunto completo de funciones de onda ¢ (r,t) podemos escribir

d(r,t) = apgr(r,t) (7.5.1)
k
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Esta es una combinacidn lineal, que expresa a la funcién de onda ¢(r, t) en la base (¢x (7, t)).
Los factores aj son, en general, nimeros complejos. Si la aplicacién de un operador sobre
(7.5.1) resulta en

O¢(r,t) = axOy(r,1) (7.5.2)
k

el operador se denomina operador lineal

7.6 Espectro de operadores, ortonormalidad

Retornemos al concepto de valor esperado de un operador hermitico. Si ese valor se
corresponde con el resultado de una medicién podemos preguntarnos si es posible encontrar
un estado para el cual la desviacién del valor esperado del operador se anule. La desviacion
del valor esperado se escribe

2

(AO) = / o (r, ) (O— < O >) " ¢(r, t)d>r

_ /¢*(r, DO < O >)(O— < O >)b(r, t)dr
_ / (O= < O >)o(r, 1) [(O= < O >)o(r, O)|dr
- / (O < 0 >)o(r1) ["dr (7.6.1)
por lo tanto, la desviacién del valor medio se anulard si
(O— <O >)p(r,t) =0 (7.6.2)
En otras palabras, si al actuar sobre ¢(r 1) se verifica
O¢(r,t) =< O > ¢(r,1) (7.6.3)

diremos que el valor esperado < O > coincide con un valor propio o autovalor de O y que
¢(r,t) es una autofuncion o funcién propia del operador O. Para este caso, la desviacién
del valor medio se anula y como hemos supuesto que el operador es hermitico, el valor
esperado es real.

Un operador hermitico posee, en general, un conjunto de autofunciones y para cada
uno de ellas se cumplira

O (r,t) = Mpoie(r, 1) (7.6.4)

A cada autofuncién ¢y (r,t) del operador le corresponde un valor propio A\;. Diremos que
el conjunto de valores propios Ag, k = 1,2,...n.. forma el espectro de valores propios del
operador hermitico O y que el conjunto de funciones ¢y (r, t) forma el conjunto de funciones
propias del operador.

La propiedad de ortogonalidad entre funciones propias (k,l) de un dado operador
hermitico se expresa mediante la integral

JE (7.6.5)
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que representa una operacion analoga al producto escalar entre vectores. Si calculamos los
valores esperados entre las funciones propias de un dado operador hermitico, se obtiene

/ o5 (r, )0y (r,)dPr = N / o5 (r, )y (1, t)d>r
/ (Op(r, ) di(r, t)dPr = A / oL (r, )y (1, t)dPr (7.6.6)

Como el operador es hermitico, los autovalores i, k = 1,2, ...n son reales, de modo que al
tomar la diferencia entre ambas igualdades resulta

(v =) [ ittt 0 =0 (7.6.7)
y esto implica
[ éit s a0 (7.68)
si
M —N)#0 (7.6.9)

Diremos que tal conjunto de estados es no-degenerado si a cada autovalor A le corresponde
un tunico autoestado ¢y (r,t). Por lo tanto, diremos que dos estados son ortogonales si
la integral de la ecuacién anterior se anula. En general, escribiremos la condicién de
ortonormalidad entre estados pidiendo que

J (7.6.10)

donde 0;; =1si k=1, 00si k # [. Diremos que el conjunto de autoestados es completo
si para la funcién de onda del sistema considerado se puede escribir

¢(r,t) =Y ardr(r,t) (7.6.11)
k

donde los factores aj son, en general, valores complejos. Si efectuamos el producto escalar
entre ésta funcién de onda y una dada autofuncién, obtenemos

[oiwownds = Sa [ Gttt
1
= Zal5k,l
!

= (7.6.12)

Escribiremos ahora el valor esperado del operador O

<0> = Ydju [ Gilrn0nr.0ds
k,l

- Z“Zal/@(ﬁ t\\pi(r,t)dr
k,l

= > _aiaN / G (r, )i (r, t)dr
k,l

= Z apai N0k,
k,l

= > lar Px (7.6.13)

k
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El resultado anterior es muy importante y establece que:

El valor esperado de un operador hermitico sobre una funcion de onda, expresada como
combinacion lineal de las autofunciones del operador, es igual a la suma de los valores
esperados del operador sobre cada uno de sus autofunciones multiplicados por el cuadrado
de la amplitud de cada autofuncion.

Como la funcién de onda estd normalizada
/ ¢*(r,)g(r,)dr = " ajay / S (r )i (r, t)d’r
k,l
= > la P
k

= 1 (7.6.14)

podemos interpretar a los factores
Py = a |? (7.6.15)

como la probabilidad asociada al autoestado k en la combinacién lineal, ya que estos
factores son cantidades definidas positivas cuya suma es igual a la unidad. De esta manera,
podemos re-interpretar el significado del valor esperado de un operador hermitico sobre
una dada funcién de onda de la manera siguiente:

i)la medicién del observable correspondiente al operador dard como resultado el valor
esperado del operador;

ii)este valor esperado es igual a la superposicién del espectro de valores propios del
operador y cada término estd pesado por el cuadrado del moédulo de la amplitud corre-
spondiente a cada autofuncién en la funciéon de onda.

iii)el valor esperado del operador coincidird con uno de sus autovalores sdlo si la funcién
de onda sobre la que actua es una funcién pura, para la que solamente una de las amplitudes
es igual a la unidad y el resto se anula.

7.7 Ecuacién de Schrodinger

Hasta ahora hemos discutido las propiedades bésicas de la representacion (operadores,
funciones de estado, funciones propias, valores esperados) a un dado tiempo t. En la
mecanica cuantica la evolucién temporal de la funcién de estado ¢(r,t) !

9¢(r, t)
7.7.1
5 (7.7.1)
estd determinada por la aplicacién del operador Hamiltoniano
- 0 t
Ho(r,t) = ik ¢é§’ ) (7.7.2)

Esta es la llamada ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo. Es una ecuacién
diferencial de primer orden en el tiempo. En este capitulo no intentaremos justificar la

A partir de ahora nos referiremos indistintamente a funciones de estado o funciones de onda, ya que
trabajaremos en el marco de una dada representaciéon
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forma de esta ecuacién, simplemente aprenderemos a utilizarla y a extraer consecuencias
de interés fisico a partir de ella.

Si el operador H no depende explicitamente del tiempo, podemos intentar una solucion
de la forma ‘
o(r,t) = e F/hg(r) (7.7.3)

donde F es una cantidad real que posee dimensiones de energia, ¢ es el tiempo y ¢(r) es
una funcién que solamente depende de la posicién. Utilizando esta solucién en la ecuacién
de Schrodinger dependiente del tiempo, obtenemos la ecuacion

Ho(r) = E¢(r) (7.7.4)

que es la llamada ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. Notemos que para
llegar a este resultado hemos calculado explicitamente la derivada temporal de la funcién
de estado y eliminado en ambos miembros de la igualdad el factor exponencial:

; 0¢(r,t) = e~ Fg(r)

Hep(r,t) = ih 5
_ Ee*iEt/h(b(r)
= E¢(rt) (7.7.5)
—iEt/h

En definitiva (7.7.4) se obtiene eliminando el factor e
en (7.7.5).

a ambos lados de la igualdad

7.8 Estados estacionarios

Cada uno de los autoestados ¢ (r), k = 1,2, ....n del operador hermitico H correspondiente
a un dado sistema fisico es solucién de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
con autovalor Fj

Hey(r) = Erdy(r) (7.8.1)

El conjunto de autoestados ¢x(r), con k = 1,2,... forma un conjunto completo de fun-
ciones. Esto significa que los autovalores recorren el espectro completo del operador. Bajo
estas condiciones cada uno de esos autoestados es un estado estacionario del sistema y la
probabilidad asignada a cada uno de ellos se define

Pe(r)d®r = | ¢i(r) Pdr (7.8.2)
y es independiente del tiempo. Como los estados estan normalizados, se cumple que
[ A= [1o) e =1 (83)

Si ahora consideramos la superposicién de estados, tendremos para la funciéon de estado
del sistema

S(rit) = > ardi(rt)
k=1

= 3 e Bty (1) (7.8.4)
k=1
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7.9 Cuadro comparativo de conceptos clasicos y cuanticos

En forma suscinta, las diferencias bdsicas que existen entre la Mecanica Clasica y la
Cuéntica se pueden indicar en la tabla siguiente:

Mecéanica Clésica Mecéanica Cudntica

Ecuaciones diferenciales Operadores

ecuaciones de movimiento accién de operadores sobre estados
trayectorias valores propios

variaciones continuas variaciones discretas

medidas observables

En los capitulos siguientes analizaremos con mas detalle estas diferencias, a medida
que se nos presenten al describir casos concretos.

7.10 Oscilaciones del valor esperado

Como ejemplo de aplicacion de los conceptos que hemos presentado, consideremos el caso
del valor esperado de un operador hermitico tomado sobre la superposicion de dos estados
de un dado Hamiltoniano. En consecuencia

2
$(r,t) = ape” gy (r) (7.10.1)
k=1

es la funcién de estado sobre la que actuara el operador. Suponemos que el operador no
contiene derivadas temporales y su valor esperado, al tiempo ¢, es

~

<0> = /gb*(r, £ O0¢(r, t)d>r

2
= Y agae BB [ 00

=1
2 .
= Y ajae POy (7.10.2)
=1
donde hemos definido
Oy = / o5 (r)Ogy(r)d®r (7.10.3)

Si desarrollamos la suma obtenemos
< O >= | aq |2011 + | a9 |2022 + CLTazeiwtOu + (I;Clle_iwtOm (7104)

donde hemos escrito
w=(Ey — E2)/h (7.10.5)

si ademas OF, = O21, como corresponde a un operador hermitico, el valor esperado del
operador toma la forma

< O >= | aq |2011 + | as |2022 + 2R6[a>{a2€iwt012] (7106)
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La operacién Rel..] indica que debemos tomar la parte real de la cantidad entre corchetes.

El resultado anterior nos muestra que en la Mecanica Cudntica el valor esperado de
un operador hermitico es, en general, una funcién del tiempo. Para el caso estudiado el
valor esperado oscila entre los valores extremos con un periodo igual a T' = | Efﬁ%ﬂ. Este
periodo es una funcién de la diferencia de energia entre estados, de acuerdo a la expresién

de w.

7.11 Principio de incerteza

Para finalizar con esta breve introduccién a los conceptos cudnticos ilustraremos, medi-
ante una demostracion simple, el Principio de Incerteza enunciado originalmente por W.
Heisenberg.

Consideremos dos operadores hermiticos, A y B, cuyos valores esperados son < A> y

< B >, respectivamente. Los operadores
& = A-<
3 B- <

8 =

m> ::I>>

>
> (7.11.1)

son también hermiticos y sus valores esperados son nulos. Sea ¢ una funcién de onda,
cuya norma es definida positiva o nula

/d3x¢*¢ >0 (7.11.2)

Consideremos la funcién
Y= (& —i\B)p (7.11.3)

donde A\ es real. La norma de esta funcién
/ d3aap*ap (7.11.4)

sera definida positiva o nula si

/ Bry*y = / Brd* (6 +ir3) (& — irB)d

= (&%) + N(B%) —iN([a, B)) >0 (7.11.5)
En la expresién anterior
(6%) = (4% - (4) = (a4
(6% = (B%) —(B)’ = (AB)? (7.11.6)

Por lo tanto, reemplazando estos valores, la condicién para la norma se escribe
(AA)” + N*(AB)* —i([4,B]) 20 (7.11.7)

Si definimos ahora el operador
C = —i\[A, B]) (7.11.8)
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que es hermitico, resulta
(AA? + X(AB*+C >0 (7.11.9)

que se puede re-escribir de la forma
[AA — MAB)® + (2AAAAB+C) >0 (7.11.10)

y esta desigualdad se satisface si

AAAB > L <[A B)) (7.11.11)

para cualquier valor de A. Por lo tanto, el producto de las desviaciones de los operadores
A y B es mayor o igual que el valor esperado del conmutador de ambos operadores. A
partir de este resultado es facil mostrar que si A = p y B = # entonces

ApAzx >

N | S

(7.11.12)

como hemos discutido anteriormente. Este resultado expresa una propiedad maés general,
que esta referida a la condicién de pares de operadores conjugados. Segun esta condicién
diremos que un par de operadores son conjugados si sus desviaciones satisfacen relaciones
de conmutaciéon como la que hemos discutido y por lo tanto, el producto de dichas desvia-
ciones posee una cota inferior.

7.12 Resumen del capitulo.

FEstado de un sistema.

e Operadores.

e Valores esperados y observables.

o Fspectro de operadores, ortonormalidad.

e Valores esperados, desviaciones de los valores esperados.
e Fcuacion de Schrédinger.

e FEstados estacionarios.

e Cuadro comparativo de conceptos cldsicos y cudnticos.

e QOscilaciones del valor esperado.

e Principio de Incerteza.



7.13. PROBLEMAS 95

7.13 Problemas

1. A partir de la definicién del momento angular
l=rxp (7.13.1)
construir el operador respectivo y calcular los conmutadores

la,zg) = [la,zg]
la;pg) = [la;ps]
C(la,lg) = [la,lg] (7.13.2)

donde los subindices « y 3 representan las componentes cartesianas.

2. Calcular la desviacion estandar de la posicién x y del momento p = —ihAV, en los
estados

\I’[(x) = ]\7[6_043[:2/2
Ur(z) = Np(B+rya?)eoe/? (7.13.3)

donde a, [y v son constantes. Calcule el valor de las constantes de normalizacion
N7y Npj. Las funciones estan definidas en el intervalo —oo < z < oo.

3. Calcule los conmutadores de los operadores representados por las siguientes matrices
o= (1)
o= (17)
Os = ( (1) —0 1 )

., Qué puede afirmar respecto a los autovalores y autovectores correspondientes?

(7.13.4)



Capitulo 8

EL OSCILADOR ARMONICO

8.1 Introduccién

En este capitulo nos dedicaremos a explorar sisteméaticamente las consecuencias de los
postulados de la Mecanica Cuantica, de acuerdo a la discusiéon que desarrollamos en el
capitulo anterior. Para ello tomaremos el sistema que mejor conocemos en fisica, luego de
la particula libre: el oscilador arménico. Analizaremos el caso unidimensional y estable-
ceremos la correspondencia entre los resultados clasicos y los cudnticos.

8.2 Hamiltoniano

La energia del oscilador arménico unidimensional cldsico estd dada por la expresion:

2 2
P kx
Ep,z)="—+— 8.2.1
o)=L+ 2 (3:2.1)
El primer término representa la energia cinética para una particula de masa m y k es la

constante del oscilador. Recordemos que la expresién clasica de la fuerza es

F=—kx (8.2.2)
y no es otra cosa sino el gradiente del potencial escalar V(x) = %962 La frecuencia del
oscilador clasico vale L
2
= — 8.2.3
w=2 (3:23)

y las soluciones, para el momento y la coordenada, son de la forma

z(t) = Acoswt
p(t) = —mwAsinwt (8.2.4)

donde A es la amplitud de la oscilacién. El reemplazo de este valor en la expresién de la
energia conduce al resultado clasico
mw?A?sin?wt kA2 cos® wt
_|_
2 2
mw?A?

= — (8.2.5)

E:

97
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Si ahora reemplazamos la coordenada y el momento por los operadores posicién y mo-
mento, resulta

- R? d*  ka?

Este es el Hamiltoniano del oscilador arménico unidimensional.

8.3 Autoestados del oscilador

En el caso unidimensional que estamos estudiando la ecuacién de Schrodinger independi-
ente del tiempo toma la forma

Ao(x) = Folw)
Jota) = Bota) (3:3.1)

_md ket
2m dx? 2

donde ¢(z) y E representan las auto-funciones y los auto-valores del operador H. Si
definimos el factor de escala (pardametro del oscilador)

h

bp =1/ — 8.3.2
0 mw ( )
y efectuamos el cambio de variables
p=2 (8.3.3)
bo
la ecuacion diferencial puede re-escribirse en forma adimensional usando las relaciones
4 ddp
de  dpdx
14
N bo dp
d? 1 d?
— = S 8.3.4
dx? b3 dp? ( )
de donde resulta
B kPN B 2
2m da? 2  2m \dz? b}
_ P (d_2 _ p2>
2mb3 \ dp?
hw [ d?

= -5 (d—p2 - 2) (8.3.5)

A partir de esta transformacién podemos re-escribir la ecuacién de Schrodinger de la
manera siguiente

hw [ d?

5 (4 - ) #to) = B0 (336)
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y por lo tanto ,
d 2F
(52 #) oo =Tl (337)

La cantidad Aw tiene unidades de energia, de modo que el factor en frente de la funcién de
onda, a la derecha de la igualdad en (8.3.7), es adimensional. Si llamamos v a ese factor
(v = %) y pasamos ese término a la izquierda de la igualdad, podemos re-escribir (8.3.7)
de la manera siguiente

2
<j—p2 -0+ V> ¢(p) =0 (8.3.8)

Efectuaremos ahora un re-arreglo de la ecuacién (8.3.8) considerando que la solucién de
la misma es de la forma

o(p) = e~""/2F(p) (8.3.9)

Si calculamos las derivadas de esta funcién con respecto a la variable p obtenemos los
resultados siguientes

do(p) —p2/2 ((AF(p)

= = — — pF

i e o " (p)
d*¢(p) _p2/2 (*F(p) dF (p) 5
= -2 —(1=p°)F 3.1

Reemplazando en la ecuacién (8.3.8) obtenemos una ecuacién diferencial para la funcién
F(p), que es de la forma

2
(505 205+ 0= 1) Flp) =0 (5:3.11)

La solucién general de esta ecuacién diferencial puede expresarse en forma polinomial
o
F(p)=> app® (8.3.12)
k=0

Reemplazando en la ecuacién diferencial y luego de calcular las derivadas correspondientes

obtenemos
o0

3 [k(k )R 2k — vt 1)pk] ap =0 (8.3.13)
k=0
y a partir de esta ecuaciéon podemos escribir el desarrollo en potencias
[(v —1)ag + 2as] + [(v—3)ay + 6as]p + [(v — 5)as + 12a4]p* +
..... + [(v—2¢—1)ag+ (¢ +2)(g+ Dag2]p?+..=0 (8.3.14)

La anulacién de los coeficientes de este desarrollo se cumplird, término a término si:

(v —1)

a = ———5—ao
@ = _(V?:;)“1
a“ = _(114?35)“2
aq+2 RSN
(@+2)(¢+1)

................... (8.3.15)
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Los coeficientes correspondientes a potencias pares e impares de p forman conjuntos inde-
pendientes de valores y por lo tanto no pueden aparecer simultdneamente en la expresiéon
de F(p). Ademds, para un dado valor de v, las relaciones entre coeficientes pertenecientes
a un mismo conjunto (pares o impares) son excluyentes e implican la aparicién de un valor
maximo en ¢ para cada valor de v. Para estudiar la estructura de los coeficientes de F'(p)
variaremos gradualmente los valores de v. Si

F(p) = ag (8.3.16)
la ecuacion diferencial se reduce a
(v—1)ap=0 (8.3.17)

y se cumple si v = 1 para ag # 0. Para este valor de v obtenemos

Ew=1) = %hw
dlp) = age "/ (8.3.18)
Si suponemos
F(p) =ap+ aip (8.3.19)

la ecuacion diferencial se escribe
(v—1ap+ (v —3)aip=0 (8.3.20)

y se satisface solo si v =3, ag = 0, y a1 # 0. Para este valor de v obtenemos

3
o(p) = alpe_p2/2 (8.3.21)
Analogamente, para
F(p) = ap + a1p + agp® (8.3.22)

la ecuacidon diferencial toma la forma

(2az + (v — D)ag) + p(v — 3)ay + p*(v — B)ag = 0 (8.3.23)
y se cumple para v =5, ag # 0, a1 =0, y as = —2ag. Para el valor v = 5 obtenemos
Bw=5) = _he
o(p) = ao(l—2p)e "2 (8.3.24)

En definitiva, hemos demostrado que los valores de v permitidos son los enteros impares
1,3,5...y las funciones F,(p) son tales que:

i) no contienen simultdneamente potencias pares e impares de p
ii) poseen un nimero mdzimo de términos, que estd determinado por el valor maximo

del exponente kjqr = (Vgl).

Esta ultima condicién es una consecuencia directa de la estructura propuesta para la
solucién, ya que si si F(p) fuese una serie de infinitos términos y no un polinomio con un
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nimero finito de términos, su comportamiento asintético en el limite p — oo seria compa-
rable al de una funcién exponencial y por lo tanto la funcién ¢(p) no resultaria acotada.
Recordemos que esta ultima propiedad estd relacionada con la forma del potencial, que
crece como el cuadrado de p y por lo tanto la funcién de onda tomard valores significativos
en las regiones correspondientes a bajos valores de p. Por tltimo, conviene recordar que
la condicién de corte en las potencias de p que aparecen en F'(p) no condiciona los valores
de la funcién F'(p), que puede tomar valores muy grandes o infinitos cuando p tiende a
infinito, sino la convergencia de ¢(p).

Es fécil ver que las funciones de onda ¢, (p) se generan a partir de la aplicacién

on(p) = ( - %)ne‘pQ/Q (8.3.25)

paran =0,1,2,3....

Las funciones F'(p) pertenecen a una clase de funciones especiales (polinomios ortonor-
males) y para el caso del oscilador armoénico, los polinomios correspondientes son los
polinomios de Hermite. En lo que sigue nos referiremos a los polinomios de Hermite como
al conjunto de polinomios que cumplen con las condiciones impuestas a F'(p) y cuyos co-
eficientes y orden se determinan en forma andloga a la que hemos discutido para el caso
de la funcién F(p).

Comparando la ecuacién que cumple F'(p) con la ecuacién diferencial que satisfacen
los polinomios de Hermite H,(p)

—d2 2 d—i—2 H,(p)=0 (8.3.26)
— J— n = .
podemos establecer la correspondencia

F(p) — Hy(p)
(v—1)—=2n (8.3.27)

Los polinomios de Hermite H,(p) son polinomios de orden n en la variable p. En virtud
de la correspondencia establecida entre el valor de v y el valor del indice n podemos
escribir la condicion de cuantificacion de la energia, para el espectro del oscilador cuantico
unidimensional

20 (2n +1)
Vv = — =(2n
hw

1
n = 0,1,2,.. (8.3.28)
Esta condicién resulta del criterio de convergencia impuesto a F'(p). Los polinomios de

Hermite forman un conjunto completo de funciones reales de la variable p. Los polinomios
pares e impares estan definidos por la sumas:

k‘maw

Hn(p) = Z a2kp2k kmaa} = (n par)
k=0

n
2
kmaz

n—1 )
Hn(p) = Z a2k+1P2k+1 kmax = (TL zmpa?“) (8329)
k=0

2
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Las siguientes son propiedades de los polinomios de Hermite que resultan muy ttiles a la
hora de efectuar calculos

a) Ortogonalidad
+o0
/ ¢ " Hy(p)Hp (p)dp = 6 m2"nIN/T (8.3.30)
b) Recurrencia
Hni1(p) — 2pHn(p) + 2nHp—1(p) = 0 (8.3.31)
c¢)Derivadas
dHy(p)
= 2nH,_
dp nHn1(p)
dHy(p
T~ 2ot p) — Hoa ) (5332

La forma explicita de los primeros (n < 4) polinomios de Hermite es la siguiente

Ho(p) = 1

Hi(p) = 2p

Hy(p) = 4p* =2

Hs(p) = 8p°—12p

Hy(p) 16p* — 48p? + 12 (8.3.33)

8.4 Funciones de onda normalizadas

Las funciones de onda independientes del tiempo (estados estacionarios del oscilador)
normalizadas se escriben

(@) = =z " H, () (8.4.1)

\/Q"H!boﬁ

A partir de estas funciones de onda normalizadas, la distribucién espacial de probabil-
idad, en el estado n-ésimo del oscilador, se escribe

Py(x)dz = | ¢p(x) |Pda (8.4.2)

Como las funciones estdn normalizadas, la integracién sobre todo el espacio (—oo < z <
o0) de la distribucién (8.4.2) es igual a 1 para todo n:

/OO P, (z)dx =1 (8.4.3)

—0
La Figura 8.1 muestra los valores de las funciones de onda independientes del tiempo,
para algunos valores de n.

La Figura 8.2 muestra los valores de la distribucién de probabilidad para las funciones
de onda mostradas en la Figura 8.1.
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funciones de onda

Figura 8.1: Funciones de onda del oscilador arménico unidimensional, para los ntimeros
cudnticos n = 0,1 y n = 10, como funcién de la variable x /b

0,5 4

0,4 4

Figura 8.2: Cuadrado del médulo de las funciones de onda del oscilador que se muestran
en la figura 8.1
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La dependencia temporal, para cada autoestado del oscilador armédnico es:

n(x,t) = e Pty () (8.4.4)
con E, = hw(n + 1/2).

Calcularemos ahora los valores esperados y las desviaciones de los operadores &, 22, p, p2
sobre autoestados del oscilador arménico. Presentaremos en detalle el célculo de uno de
estos operadores y dejaremos como ejercicio para el lector la demostracién de los restantes
valores. En todos los casos se trata de aplicar las propiedades de los polinomios de Hermite
en las definiciones bésicas de la Mecanica Cuéntica.

El simbolo < O >,,, representara, en todos los casos, el valor esperado de un dado
operador O entre los autoestados independientes del tiempo del oscilador arménico carac-
terizados por los niimeros cuanticos n y m. Formalmente

<O > = / Y e (2)Obm(@) (8.4.5)

—00

Para el operador posicién & el valor esperado < & >,,, se expresa

<T>pm = /00 dxd) ()L dpm ()

z? z2

— NNy, / dme*QHn(bf)xe*%% Hm(bf) (8.4.6)

0 0

donde hemos escrito, para los factores de normalizacion

1

N, = ——— 8.4.7
" \/ b02"n'ﬁ ( )
Efectuando el cambio de variables x = pbg, la integral toma la forma
o [ 2
NnNmbO/ dp e Hy(p)pHm(p) (8.4.8)
—00
si ahora reemplazamos pH,,(p) por
1
pHp(p) = 5 Hint1(p) + mHy-1(p) (8.4.9)
obtenemos, para la integral
~ 2 & 7p2 1
< T >pm = NpNpbj dp e P Hy(p) §Hm+1(p) +mHp,—1(p) (8.4.10)
—00
y el resultado final es
1

de donde, reemplazando los factores de normalizacién por sus valores e implementando
las relaciones entre indices segtin cada factor J; ; en cada término, resulta

[Vn+ 16nm—1 + V1bpmi1] - (8.4.12)

<& >Spm =

S‘@
) (e}
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Procediendo de manera andloga podemos obtener los siguientes valores esperados

R bo
<ZT>pm = 7[\/ 15n,m—1+\/ﬁ(5n,m+1]
b2
<32 >pm = 50[\/71+1 )(n 4 2)0n19.m + V10— 1)0p_9.m + 2n—{—1)5nm]

D = \% 611 m 5n ,m
<P >nm bO\/_[ n+ +1, +\/_ 1 ]

<pr>, = [\/n—i—l Y1+ 2)0nt2.m + /(1 — 1)0n_2.m — ( 2n+1)5n7m}

2b2
(8.4.13)

Con estos elementos podemos ahora escribir la expresién para el valor esperado de un dado
operador en la funciéon de onda del oscilador armonico.

~

<0> = /Oo dz¢* (z,t)0¢(x, t)

Za UBn=Em)t/h e O > (8.4.14)

Calcularemos, en primer lugar, el valor esperado del Hamiltoniano

N 1 1
<H> = —<p’>+-mw?® <i?>
2m 2
1
= E apa; € UEx=E)t/h [2 < p? >kl+2mw2 <z >kl]
Kl

(8.4.15)

Utilizando los resultados (8.4.13) para los valores esperados entre auto-estados del oscilador
obtenemos

2 1 2
<H>=) apa P Eﬁt/ﬁ[ <2hb >+ ~mw? (%)] (2k+1) 0 (8.4.16)
k.l 0

Como 2 22 e
mw?bj
pr— == — -4- 1
4mb% 4 4 (8.4.17)

reemplazando en la expresién para el valor esperado del Hamiltoniano (8.4.16) llegamos
al resultado

. hw
<H> = Y |a P2k +1)—
k
— Z’ak ?E}, (8.4.18)
k

Este resultado expresa que:

El valor esperado del Hamiltoniano es igual a la suma sobre los autoestados (k) del
producto de la energia (Ey) de cada autoestado por el cuadrado del mdodulo de la amplitud
correspondiente a dicho autoestado (ay) en la funcion de onda,

y estd de acuerdo con el resultado obtenido en el capitulo anterior (Ecuacién (7.6.13)).
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8.5 Desviacion del valor medio

La utilizacion de las expresiones que hemos presentado en la seccién anterior, conduce a
la siguiente definicién de la desviacion cuadratica del valor medio del operador posicién

@a) = [ @00 - (@)oo )ds
= /¢*(x,t)@2¢(m,t)dx
+ @)’ / 6" (2, )6 (w, t)da
~ o) / & (@, )i (x, t)da
= (2% — (2)? (8.5.1)
Analogamente, para el operador momento tenemos
@) = [ @6 ) ol ds
~ [ ¢ @ ito o
+ 0 [ @00l ds
- 20) [ 6" 0po(e. )ds

= ) -’ (8.5.2)

Consideremos, por sencillez del cdlculo, que ambas desviaciones se calculan sobre un dado
estado del oscilador, cuyo niimero cuantico es n, entonces es facil verificar que

2 b
2 hZ

De esta manera, tenemos, para el producto de desviaciones

mﬁmmﬁwz(%ﬁQ (8.5.4)

En definitiva, para cada autoestado del oscilador arménico unidimensional, el producto
de las desviaciones de los valores medios del operador posicion y del operador momento
es una cantidad proporcional a h

E
AzAp, = — = (n+1/2)h (8.5.5)
w
Este resultado estd de acuerdo con el principio de incerteza, cuya primera manifestacién

fue el caracter no-conmutativo del producto de los operadores posicién y momento. Es
conveniente destacar que esta indeterminacién no es consecuencia de ninguna limitacién
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(2/vT)

clasico

&, -,

Figura 8.3: Comparacién de las probabilidades cldsica (linea llena) y cudntica (linea de
puntos) para el oscilador arménico en el autoestado con n = 10

de tipo experimental, sino que esta dictada por la estructura de los operadores involu-
crados en el producto, ya que se trata de operadores complementarios, como hemos visto
anteriormente.

Finalmente, cabe formular la pregunta respecto a la correspondencia entre valores
clasicos y cuanticos, para los observables en el problema del oscilador armoénico. Para
calcular la probabilidad clasica definiremos, a partir de la expresion de la energia, la
cantidad

2
P(2)asicadr = T—de (8.5.6)
donde T es el periodo del oscilador y

v =] %(E - %ka) (8.5.7)

La expresién P(x)qsicadx, (8.5.6), es una medida del tiempo que el oscilador permanece
en la posicién z. La ecuacién (8.5.7) define los puntos de retorno de la trayectoria clésica
a partir de los ceros de la velocidad, es decir los puntos donde E = V(z,), con la obvia
solucién

2F

mw

T, =+ (8.5.8)

2
Para comparar con el caso cuantico, calcularemos la expresion de la velocidad clésica, reem-
plazando la energia del oscilador por su valor cuantico en funcién del nimero cudntico n.
El resultado se muestra en la Figura 8.3. Vemos claramente que a medida que aumenta-
mos el valor de n los valores cldsicos representan muy bien las distribuciones cuénticas.
Aunque estas ultimas presentan oscilaciones, el nimero de estas oscilaciones aumenta con
n y el valor clasico representa razonablemente el comportamiento medio de las curvas.
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8.6

CAPITULO 8. EL OSCILADOR ARMONICO

Principio de correspondencia

A partir del ejemplo anterior podemos enunciar el Principio de Correspondencia, postulado
por Bohr, diciendo que

Los valores esperados de un dado observable se corresponden con los valores cldsicos de
la magnitud asociada al operador en el limite de grandes valores de los numeros cudnticos
que caracterizan los estados sobre los que actia el operador.

Este principio refleja la importancia del concepto relacionado con la interpretacién de
la teoria, en conjuncién con las reglas propias de la teoria cuantica.

8.7

8.8

Resumen del capitulo

Oscilador arménico unidimensional cldsico

Oscilador cudntico

Soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
Polinomios de Hermite y sus propiedades

Valores medios y desviaciones de los valores medios para los operadores T y p
Relacion de incerteza en el producto AxAp

Principio de correspondencia

Problemas

. Calcular, mediante la aplicacion del operador diferencial

( - d%) (8.8.1)

las funciones de onda del oscilador armoénico unidimensional, con n = 0 — 10.

Calcular el factor de normalizacién para las tres primeras funciones de onda del
oscilador arménico.

Calcular, por integracion de las funciones de onda, los valores esperados del Hamil-
toniano en los primeros tres estados del oscilador armonico.

Calcular, por integracién de las funciones de onda, las dispersiones medias cuadraticas
de los operadores de posicion y momento, en los tres primeros estados del oscilador
armonico.



Capitulo 9

POZOS Y BARRERAS DE
POTENCIAL

9.1 Introduccién

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar soluciones sencillas de la ecuacién de Schrédinger,
en sistemas de una dimensién espacial. Consideraremos el caso de potenciales unidimen-
sionales, para estudiar la aparicién de estados ligados, y algunos ejemplos de barreras de
potencial, para estudiar el movimiento de particulas bajo condiciones muy diferentes a las
que rigen en la Mecanica Clasica.

9.2 Pozo cuadrado en una dimension.

Comenzaremos estudiando el movimiento de una particula de masa m en presencia de un
potencial de la forma

V(i) = 0 |z |>a
= -W |z |<a (9.2.1)

La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo se escribe

K d?
[—%@ + V(w)] o(x) = E¢(x) (9.2.2)
Si definimos la funcién
k(z) = ,/271—7’;(13 V(@) (9.2.3)
la ecuacion toma la forma P
{@ + kQ(w)} p(z) =0 (9.2.4)

Como k(x) es una funcién constante a intervalos, ya que V(x) es una funcién constante a
intervalos, las soluciones de esta ecuacién son de tipo oscilatorio (¢ ~ e**?) si k es real
(E =V > 0) o de tipo exponencial (¢ ~ e***) si k es imaginario (E — V < 0). Si con-
sideramos energias positivas el movimiento de la particula, como ocurre en el caso clésico,

109
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no estard limitado a la region de potencial no nulo. Si en cambio consideramos E < 0 la
particula estard confinada en la regién donde V(x) # 0, ya que en la regién exterior su
energia cinética es negativa.

9.2.1 Soluciones de energia negativa

Si definimos regiones, para indicar los valores de x respecto a los puntos x = +a, podemos

indicar las correspondientes: —oco < x < —a (regién I), —a < = < a (regién II) y
a < x < oo (regién IIT). Sila energia es negativa F = — | E |, la funcién k(x) tomard los
valores

Bo) = a=\ g |E) lzl<a (D)
:m:i\/Qh—T]E] \2|>a (I.IIT) (9.2.5)

La solucién interior (region II) satisface la ecuacion

[d—2 + qﬂ P(z) =0 (9.2.6)

dx?
de manera que la combinacién lineal
ér1(x) = Acosqr + Bsinqx (9.2.7)

es una solucién aceptable. Para las regiones I y I11 (soluciones exteriores) la ecuacién de
Schrédinger es de la forma

L] o) =0 (9.28)
— — K x) = 2.
dx?
y en general, las soluciones se pueden expresar mediante las combinaciones lineales
¢r(x) = Ce " 4 De"™
¢[[[($) = Dle™"™ 4 (e (9.2.9)

Como las funciones deben ser finitas en = +o0o las constantes C'y C’ deben anularse, en
consecuencia las soluciones aceptables son de la forma:

¢r(zr) = D €™
¢rrr(x) = D' e (9.2.10)

Resumiendo, para cada una de las regiones en las que hemos dividido al eje x segin los
valores de V' (x) tenemos:

¢r(x) = D e
¢rr(x) = Acosqr+ Bsingx
¢rr(x) = D' e (9.2.11)
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Para obtener la expresién correspondiente a cada constante debemos imponer las condi-
ciones de continuidad, para las funciones ¢r(x) y sus derivadas %QSR(QJ) (el subindice R
indica las regiones I,IT o III) en los puntos = +a. Estas condiciones se escriben

¢r(zr=—a) = ¢z =—a)
(for) o ()
dzx (z=—a) dzx (z=—aq)
ori(x=a) = ¢r(z=a)
d d
<_C¢;U> _ ( ‘Zf”> (9.2.12)
T/ (z=a) T/ (z=a)
de donde resultan las siguientes igualdades
De ™™ = Acosqa— Bsinga
kDe ™ = gAsinga + gB cosqa
D'e™ " = Acosqa+ Bsinga
—kD'e™ " = —qAsinqa + ¢B cosqa (9.2.13)
Eliminando factores comunes, estas ecuaciones se reducen a
D _ Acosqa — Bsinga
D’ ~ Acosqa + Bsinga
D _ Agsinga + qBcosqa (9.2.14)
D') —  —Agsinga + ¢Bcosqa o
si igualamos ambas ecuaciones resulta
aA+B A-aB (9.2.15)

aA—B A+aB

donde a=tan qa. Sirealizamos los productos correspondientes, esta igualdad se transforma
en
AB(a*+1)=0 (9.2.16)

y por lo tanto tendremos soluciones para las siguientes combinaciones de parametros:
A=0,B#0 (conjunto 1) y A # 0, B =0 (conjunto 2). Las soluciones del conjunto 1 son
funciones impares frente al intercambio de = por —z, ya que, para A = 0, B # 0 resulta
D = —D’ y por lo tanto:

¢r(x) = D
¢rr(x) = Bsingz
brri(r) = =D e " (9.2.17)
Si en cambio tomamos la combinacién A # 0, B = 0 (conjunto 2) resulta D = D’ y las
soluciones correspondientes son funciones pares frente al cambio de x por —x. En efecto
or(z) = D €™
¢rr(r) = Acosqx
érrr(r) = D e (9.2.18)
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Para determinar los valores de las amplitudes A(B), D, D’, volvemos a escribir las ecua-
ciones de continuidad (escribiremos solo las condiciones para las funciones impares)

De™™ = —Bsinga
kDe " = ¢B-cosqa (9.2.19)
de donde resulta la ecuacién
tan ga = 4 (9.2.20)
K

Esta ecuacién, conocida como ecuacidon de consistencia, determina los valores posibles
de Kk y ¢, en funcién de la energia E y al mismo tiempo fija el valor de la energia que
satisface las condiciones de continuidad. Siguiendo con el caso de las soluciones impares,
mostraremos que estos valores estan cuantificados. Escribiendo

¢ = qa
n = ka (9.2.21)
y reemplazando k y q por sus valores, tomando cuadrados y sumando resulta

2m
h2

por lo tanto, a partir de la ecuacién de consistencia

¢+ n? = 5 Vod? (9.2.22)

-1/2
tan ¢ = —% = [Q—mvoaz — gz] (9.2.23)

Esta es, nuevamente, una ecuacion trascendente. Si graficamos los valores de las funciones

fi(€) = tan(
2m —1/2
f(Q) = c[ﬁvocﬂ—cz] (9.2.24)

obtenemos los comportamientos que se muestran en la Figura 9.1. En esa figura hemos
tomado el valor (jnite como pardmetro de corte. Si este valor es menor a /2 no existen
estados ligados, es decir: estados para los cuales la identidad f1(¢) = — f2(¢) se cumple. Si
en cambio ese valor esta comprendido en el intervalo (7/2,37/2) existe un estado ligado,
que se indica en la figura como la interseccion entre ambas funciones, y asi siguiendo
en los sucesivos intervalos, hasta alcanzar el valor limite para (. Este es un resultado
muy importante, ya que: soélo pueden obtenerse estados ligados para ciertos valores de la
energia o en otras palabras la energia de un estado ligado estd cuantificada.

Con los valores de la energia determinados de esta manera, que son los correspondientes
a las intersecciones mostradas en la grafica 9.1 como (1, (2, etc, y como

G = q(En)a
2m
= a\/ﬁ(Vo— | En |) (9.2.25)
resulta, para la energia, el valor
h2 2
| E, |= Vo — I o (9.2.26)
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(%) 1/2 = 3/2 n

4

-] @

,(8)

limite

Figura 9.1: Soluciones para el pozo de potencial unidimensional. Los valores {y y {3 son
soluciones de la ecuacién de consistencia f1(¢) = — f2(C).

Por lo tanto, la energia de los estados ligados (E < 0) esta cuantificada segin la relacién

B2 (2

Para cada uno de estos valores; el indice n indica el autovalor respectivo y esté relacionado
con el nimero de nodos (ceros) de la funcién de onda.

9.2.2 Soluciones de energia positiva

En este caso las soluciones en las tres regiones son funciones oscilatorias. Definiendo

2mE
K = 2
2m
yo= ﬁ(E_FVO) (9.2.28)

obtenemos, para las soluciones a la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

qb(:l? < _a) _ Aeinx+Ale—ima:
p(—a<x<a) = Be" 4 Be”
o)z >a) = Ce** (9.2.29)

Las soluciones de energia positiva en las regiones exteriores (I, III) e interior (II), poseen
diferentes niimeros de ondas y tienden al mismo valor para £ > V. La situacion, para las
soluciones de energia positiva del pozo de potencial, es andloga al caso de la propagacion
de ondas en presencia de barreras de potencial, como veremos en secciones proximas.
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9.3 Pozo infinito.

En el limite Vj — oo (Pozo infinito) la funcién de onda se anula en la regién exterior al

potencial. Esto implica: kK — coy ¢ = 4/ W. Notemos que ¢ toma valores finitos

ya que € = Vo— | E | es la energia medida desde el fondo del pozo de potencial. Aplicando
las condiciones de continuidad en los bordes de la zona donde existe el potencial y dado
que la tnica solucién posible es la solucién interior ¢rr(x)

or1(z) = Acosqx + Bsingr (9.3.1)

la anulacién de la funcién de onda en z = Z4a implica que los valores de ¢ deben ser
s o R
multiplos enteros, pares o impares, de 5. Si

T 1
Gn = E(n+§) n=0,1,2,.. (9.3.2)
las soluciones pares (cos gx) se anulardn en x = a. Si en cambio
™
gn=—-—mn n=0,1,2,.. (9.3.3)
a

se anularan las funciones impares (sin gz) en x = ta. Los valores de las energias permitidas
resultan entonces

hQ
€n = %qg (9.3.4)

y para el caso de funciones pares los autovalores son

S <E(n + 1)>2 (9.3.5)

T 2m\a 2

La estructura de las funciones es

n lﬂ'l’
(@) = —=cos <7< * 2) )

Va a
BT () = %Sin <%) (9.3.6)

9.4 Densidades y corrientes de probabilidad

Discutiremos ahora los conceptos de densidad de probabilidad y de densidad de corriente
de probabilidad. A partir de la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo calculamos
la diferencia

¢*Hp — ¢H¢" = ih (¢" 01 + ¢01”) (9.4.1)
y reemplazando H por su valor
AV V)= p— T4V = D (V2= V)
2m 2m QHTQn

= 5 VA$"Vo - ¢Ve)  (94.2)
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yva que la suma de términos en V' se anula y la suma de derivadas segundas se reemplaza por
la divergencia de los gradientes ¢*V¢ y ¢V¢*. Para el término en derivadas temporales
se tiene

ih (¢ 0rp + $0: ") = ih0(¢*P) (9.4.3)
e igualando ambas expresiones
h’ 2 2
3 (6V2 — 9V = ih0y (87 0) (9-4.4)
Si definimos la densidad de probabilidad
p=¢"0 (9.4.5)
v la densidad de corriente de probabilidad
7= (6ver - 579) (9.46)
- 2m o
la igualdad se expresa
V.J+0p=0 (9.4.7)

Esta es la ecuacion de continuidad, denominada de esta manera por su semejanza con la
ecuacién de continuidad de los fluidos. En este contexto describe la conservacion de la
corriente de probabilidad, ya que si H es independiente del tiempo d;p = 0 y la divergencia
de la corriente V.J se anula. Recordemos que como estamos trabajando en una dimensién

. o 2
espacial V = %z y V2= ddm—g.

En los ejemplos siguientes haremos uso de este resultado.

9.5 Barreras de Potencial

La solucion del pozo de potencial, V' < 0, muestra la existencia de estados ligados. Las
energias de estos estados estdn determinadas por los valores de ¢ que son soluciones de las
ecuaciones de consistencia. El problema correspondiente a V' > 0, barrera de potencial no
admite estados ligados, como veremos a continuacién, y exhibe el fenémeno de penetracion
que consiste en el movimiento en zonas prohibidas clasicamente.

El potencial es de la forma: V =0 para |z |> a,y V = V) para |  |< a . La ecuacién
de Schrodinger independiente del tiempo toma la forma

(-5 + W) 0@) = Bola) | x|<a
(-28) 6@) = Bo(z)  |zl>a
(9.5.1)

Cléasicamente, si F < V) no hay movimiento en el interior de la barrera. Cuédnticamente
la situacion es muy diferente, como veremos a continuacién.

En la regién exterior

ko= /2mE (9.5.2)
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y en consecuencia las soluciones son de la forma
pr(x) = Ae® + A e g < —q (9.5.3)

Esta solucién representa la superposicién de la onda incidente y la onda reflejada. En la
region exterior, a la derecha de la barrera, la solucién toma la forma

orir(z) =C ™ z>a (9.5.4)

En la region 11, que es la region de localizacion de la barrera de potencial Vj, las soluciones
seran de tipo oscilatorio si E > Vj

g = /20 (9.5.5)

b17(z) = B e + B' 7 E > (9.5.6)

de donde

o de tipo exponencial si E < 1}

(ﬁ]](.%’) =Be "4+ B ” E <V (9.5.7)
donde
2m
7=4 72 V- E) (9.5.8)

En ambos casos, la imposicién de las condiciones de continuidad de las funciones de onda
y de sus derivadas primeras en los puntos x = +a, junto a la condiciéon de normalizacién,
nos permitird resolver explicitamente los valores de las amplitudes (A, A’, B, B’,C).

9.5.1 Solucién para el caso F < Vj

La imposicién de las condiciones de continuidad resulta en el siguiente sistema de ecua-
ciones

A(eF9) 4 B(—1) 4+ B/(—=e %) + C(0) = A(—e %)
A (—ike™ ) + B(ye') + B/ (—ye %) + C(0) = A(—ik e""9)

A’(O) + B(e ) + B'(e“/“) + C(—ei’w) =0
A'(0) + B(—ye ") 4+ B' (7€) + C(—ike™™®) = 0 (9.5.9)
El determinante de este sistema de ecuaciones tiene el valor
A = —4 iyre™" cosh (2va) — 2(k% — 7?)e™* % sinh (2ya) (9.5.10)

Utilizando este resultado podemos determinar los valores de las amplitudes A’ (onda re-
flejada) y C' (onda transmitida).
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Las expresiones son las siguientes

C Arry
i — ——
A A
—i2Ka 2’%’7

27k cosh (2ya) — i(k% — +2) sinh (2va)
Al 2(v% + K2) sinh (2ya)

A A
2 2\ o
= eitna (0" + ~7) sinh (2ya) (9.5.11)
27k cosh (2ya) — i(k? — v?) sinh (2ya)

Para cada una de las regiones en las que hemos dividido el intervalo de diferenciacion
de la funcién de onda podemos definir las corrientes a cada lado de la barrera

) hk
Jincidente = _| A |2
m
hx 2
. ‘ _ My
Jreflejada m ‘ ‘
. hk
Jtransmitida = E‘ C ‘2 (9512)

En consecuencia, podemos definir los coeficientes

T — : jtransmitz:da
Jtransmitida T Jreflejada

R = - Jrefteiede (9.5.13)
Jtransmitida T Jreflejada

Estos coeficientes, a su vez, se pueden expresar como funciones de las amplitudes, de la
manera siguiente

C 2
T = | =
1=
B 1
1+ fpsinh?(2ya)
A2
R = | —
15
B fEsinh? (2va)
1+ fpsinh?(2ya)
‘/02
= —— 9.5.14
e = Ew -5 (9:5.14)
La condiciéon de conservacién de la probabilidad corresponde a la condicién
jincidente = jreflejada + jtransmitida
1 = T+R (9.5.15)

Desde el punto de vista clasico, la densidad de particulas en el interior y a la derecha
de la barrera se anulan. Cuanticamente, en cambio, aunque F < V| existen densidades
no nulas en el interior y exterior de la barrera. Esta es la manifestacién del fenémeno
de propagacién conocido como efecto tunel, que permitid, entre otras cosas, explicar la
emisién de particulas « por el niicleo atémico, a energias menores que la correspondiente
a la barrera coulombiana nuclear (Efecto Gamow).
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9.5.2 Solucién para el caso F > 1}

En este caso, tenemos

2mE
R = h2
2m

y las soluciones a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo son de la forma

(b(m < _a) — Aemx + Ale—imx
p(—a<x<a) = Be"4 Be®
o)z >a) = Ce** (9.5.17)

Aplicando las condiciones de continuidad de las funciones y sus derivadas primeras en cada
punto de discontinuidad del potencial obtenemos el sistema de ecuaciones

Al(_ema) + B(e—iya) _{_B/(eiya) + C(O) _ A(e—ma)
Al(ike™ ) 4+ B(iye™ ) + B'(—ive®) + C(0) = A(ik e” )
A'(0) 4+ B(e"®) + B'(e7) + C(—e'r) 0
A'(0) + B(ive®) + B'(—ive ) 4 C(—ike™) = 0 (9.5.18)
El determinante de este sistema de ecuaciones tiene el valor
A = —dryre™ % cos (2va) + 2i(k* +72)e™*  sin (2va) (9.5.19)
Con este valor, para el coeficiente de transmision resulta
g — _ef2ina4ﬂ
A A
C 02 ) -1/2
—| = |1+ -—=——5sin"(2 9.5.20

En la Figura 9.2 se muestra el comportamiento del coeficiente de transmision, como
funcién de la energia.

9.6 Resumen del capitulo.

o Pozo unidimensional.

Pozo infinito.

Barreras de Potencial.

Efecto tunel.

Aplicaciones.
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16 n°mV a®*/h*=1

Figura 9.2: Dependencia con la energia del coeficientes de transmision para una barrera
de altura Vj y ancho ag

9.7 Problemas

1. Problema 1: Estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién de Schroedinger,
independiente del tiempo, correspondiente al potencial
Vi) = V>0 si—a<z<a
= 0st |z|>a (9.7.1)

Considerar el caso E =~ V}

2. Problema 2: Estudiar, para el caso anterior, el comportamiento del coeficiente de
transmisén, en el limite
2m

ay/ S (B =) > 1 (9.7.2)

3. Problema 3: Estudiar la propagacion de ondas en el potencial

Viz) = Voe ** (9.7.3)

4. Graficar el espectro de autovalores (9.2.27). Compararlo con el espectro del dtomo
de Bohr (6.2.14) y con el espectro del oscilador arménico (8.3.28).



Capitulo 10

CAMPO CENTRAL

Continuando con la serie de aplicaciones sencillas de los postulados bésicos de la Mecénica
Cuantica nos dedicaremos, en este capitulo a estudiar el las caracteristicas basicas de las
soluciones de la ecuacion de Schrédinger para potenciales centrales, es decir para aquellos
potenciales que poseen la simetria

Vr) = V(-r). (10.0.1)

Para ello tomaremos dos casos representativos de esta simetria: a) el potencial Coulom-
biano entre cargas puntuales y b)el oscilador arménico en tres dimensiones. Para ello re-
solveremos la ecuacién de Schrodinger, aplicando el método de separacion de variables, y
estudiaremos la cuantificacién del momento angular. Los resultados obtenidos serdan com-
parados con los correspondientes al modelo atéomico de Bohr, para el caso del potencial
Coulombiano, y con los resultados del Capitulo 8, para el caso del oscilador armoénico. Al
final del capitulo compararemos las propiedades de las soluciones para ambos potenciales.

10.1 Cuantificacion del momento angular

A partir de la expresién clasica del momento angular
l=rxp (10.1.1)

definiremos el operador momento angular reemplazando los vectores posicién y momento
por los operadores correspondientes

[ = —ihi x V (10.1.2)
El operador [ tiene por componentes
A 0 0
Il = hly— —
! <y82 Z@y)
. 0 0
ly = —ih <26_x — x&>
. 0 0
l, —ih <xa—y — y%>
(10.1.3)

121
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Las reglas de multiplicacién de estos operadores se pueden expresar en términos de los
conmutadores

indy] = .
i) = —in,
[iy,iz] = ihl, (10.1.4)

Estas expresiones son facilmente verificables si se reemplaza a los operadores por sus
valores, en funcién de las derivadas, por ejemplo

loly = —h(y0,(20;) — yd.(28.) — 20,(20y) + 20,(x0.))
= —p? (y@z + y20,0; — yx0,0, — 2283/(933 + zx(?yaz)
Iy = —h((20:(yd.) — 20,(28y) — 20, (yd,) + 20.(20,))
= K (zyazﬁz — 22893(93/ — 20,0, + 220,0, + :c(?y) (10.1.5)

y la diferencia entre ambas expresiones es

fxfy — nyx = —h2(y8$ — x0y)
= ih(—ih)(x0y — y0y)
= ihl, (10.1.6)

(por sencillez en la notacién hemos escrito 9, = a%, etc.). Estas relaciones muestran que
las componentes del operador momento angular no conmutan entre si, de manera que no
es posible determinar los valores esperados de cada una de las tres componentes en forma
independiente. La determinacién de una base de funciones propias del operador momento
angular se puede efectuar a partir de la consideraciéon de dos operadores:

a)el operador
P=P2+2+12 (10.1.7)

que representa el cuadrado del operador momento angular, y
b)el operador L.

El operador 2 posee un conjunto completo de funciones propias, los esféricos armdnicos
Yim (0, ¢), que satisfacen la ecuacién de autovalores

ZAZYZm(& (b) = l(l + 1)h2Y2m(07 (b) (10'1'8)

donde I = 0,1,2.... es el nidmero cudntico orbitaly m = =, -1+ 1,—1l+2,..1 — 1,1l es su
proyeccion.

Estas funciones son también autofunciones del operador iz
[-Yim (6, §) = mhYin (0, ¢) (10.1.9)
10.2 Autofunciones del momento angular

as funciones orman una base, respecto a las variables angulares, de manera
Las f Yim (6, @) fi base, t 1 bl lares, d
que cualquier funcién regular de los dngulos, f(6, ¢), se puede escribir como combinacién
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lineal de los esféricos armoénicos

[e'9) l
= Z Z alm}/lm(a

1=0 m=-1

123

(10.2.1)

Los coeficientes a;,,, se determinan a partir de las relaciones de ortogonalidad entre esféricos

armoénicos
o = [ Vi 0.0)716.0)0906.9)
— Z Z A, / &) Yim (0, $)dQU0, ¢)
=0m=-1'
= Z Z arrm O mm
=0m=-1"
ya que

[ Y000 0)¥ie (0,610, ) = G
En las integrales anteriores hemos utilizado el diferencial de angulo sélido
dQ=sinfdidp 0<O0<7m 0<¢<2m
La forma explicita de las funciones Y},,(0, ¢) es la siguiente
Yim(0, ) = Nip P™ (cos 0)e™?

donde

Ny = (—1)mimD/2 [(2l +1)(1— | m |)!} 1/2

A (l+ | m |)!
Las funciones

2yl g
m _ (1 .%'2) d 2 l
Pi"(a) = 5 gy (@ = 1]

(10.2.2)

(10.2.3)

(10.2.4)

(10.2.5)

(10.2.6)

(10.2.7)

son los polinomios asociados de Legendre. Los valores de los esféricos armonicos, para los

primeros valores de [ y m son los siguientes:

1
Yoo(0,9) = Vi
3
Yi0(0,9) = 7 08 0
3 . tip
Yi+1(6,0) =7F 8—7Ts1nHe
5
Yoo(0,0) = 4/ 1671_(3COS 6—1)
15 9 42
Yoio(0,0) = 198 sin” fe
T
15 +ig
Yo41(0,0) = Fy/s=—sin26be

c.o
¢
:1

(10.2.8)
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La conjugacion compleja de los esféricos arménicos conduce al resultado

Yin(6.6) = NP (cosf)e ™
()Y (0,0) (10.2.9)

ya que
Niem = (=1)"Nim (10.2.10)

10.3 Transformacion de variables

Si escribimos el conjunto de coordenadas cartesianas (z,y, z) en funcién de las coordenadas
esféricas (r,0, ¢) segin

x = rsinfcos¢
= rsinfsing
z = rcosf (10.3.1)

las correspondientes derivadas toman la forma

d d 1 d i d
= sinfcosp— + —cosfcos p— — sin ¢
dr r

dx do Tsinﬂﬁ

d d 1 d cos¢p d

L n0sine L 4L cosfsino L a

dy i Sm(bdr * T o8 Sln¢d9 + rsinf do

d d 1, d

E = COS 95 — ; Sin 0@ (1032)

y reemplazando en las expresiones para las componentes cartesianas del momento angular
obtenemos

. ., d d
l. = 1ih (smgb@—l—cosgbcotﬂ—)

d¢
- ) d ) d
ly, = ih <— cos (b@ + sin ¢ cot 9%>
- d
- _jh— 10.3.
I, zhd¢ (10.3.3)

Idénticamente, para el cuadrado del operador momento angular la transformacién a vari-
ables angulares conduce a la forma

1 d d 1 d?
?=—n —(sinf—)+ ——— 10.3.4
Line 76105+ 57 d(b?} (10-3.4)
Si ahora escribimos el operador
d? d? d?
2
=—4+—+—-— 10.3.
Vi@y.2) = o5 + R (10.3.5)
en coordenadas esféricas obtenemos:
1d,,d 1 d d 1 &
2 2 .
0,0)=|=5—("— —(sinf—)+ ———— 10.3.
vi(r,0,9) r2dr (r dr) * r2sin 6 df (sin d9) * 2 sin? 6 d¢p? (10.3.6)
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Esta expresién puede entonces re-escribirse utilizando la forma diferencial del operador ZQ,
de donde

AN v =
2m (x7 y? Z) 2m

h? h? [

(10.3.7)

10.4 Ecuacion de Schrodinger: potencial coulombiano

Utilizando la forma de las derivadas segundas en la representacién de coordenadas esféricas
podemos escribir el Hamiltoniano

R [ d? d? d?
H=——|-—5+-—+-—7 |4 10.4.1
2m (dmZ * dy? - d22> +Vir) ( )
de la manera siguiente
l1d, ,d 12
H—_ (2 10.4.2
2m |:T‘2 dr (r dr)} V) + 2mr2 (104.2)

donde V(r) es el potencial central dependiente de la posicién. Podemos resolver ahora
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para esta forma del Hamiltoniano y
para el potencial coulombiano entre cargas puntuales

2

e
Vir)=— 10.4.3
(r) dmegr ( )
Los pasos a seguir son los siguientes:
a)escribiremos para la solucién
u(r
€r.0.0) = “yi,,0.0) (10.4.9

r

b)aplicaremos el método de separacién de variables para determinar la estructura de
las funciones radiales u(r).

En el punto (a) hemos utilizado ya el hecho de ser la parte angular de la ecuacién
diferencial directamente proporcional al operador f2, cuyas autofunciones son los esféricos
arménicos Yy, (0, ¢).

10.5 Separacion de variables

Utilizando la forma propuesta para la funcién de onda &(r, 6, ¢) y la estructura del Hamil-
toniano se obtiene

Hg(r,H,qﬁ) = T5 __(T _(—) nm(9’¢)

+ V(T)Tyrlm(& (b)
R2I(L4 1) u(r)

2mr2 r

Yim(0,9) (10.5.1)
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Si ahora efectuamos las derivadas indicadas resulta:

2 2 u\r
HEr0.6) = o0 u)¥in(0.0) + V() “ri(6.0)
2
712(7;_;1) (r) (6, 0) (10.5.2)

Si eliminamos la parte angular de la solucién, ya que

HE(r,0,0) = E@Ylm(@,qﬁ) (10.5.3)

el problema se limita a la determinacién de la parte radial de £(r, 0, ¢).

10.6 Soluciones de la ecuacion radial

La ecuacién para la parte radial se escribe

n? d%u(r) R21(1+ 1)
QT + (V(r) + W) u(r) = Eu(r) (10.6.1)
o en forma méas compacta
d?u(r ) 2m R2L(1 4 1)
E-V —_— =0 10.6.2
dr? h2 ( (r) - 2mr? Julr) ( )
Notemos que el potencial efectivo
R21(1+ 1)
Vi(r) =V(r) + — —5— (10.6.3)

depende del valor de [. Si V() es el potencial coulombiano atractivo entre cargas puntuales
la suma de la contribucién dependiente de ! (o término centrifugo) produce la aparicién
de un minimo. La posicién del minimo cambia al cambiar los valores de [. La condicién

avy(r) B e? B P21+ 1)
d?ﬂ T=T"mn -

4megr? mrd |
-0 (10.6.4)

fija la posicién del minimo en el valor

Amegh?

Tmin = — 5~ I(1+1) (10.6.5)
y por lo tanto el potencial Vi(r) en el minimo tiene el valor
4
me

Vi(r = rmm) = — (10.6.6)

32m2e3h21(l + 1)
De modo que las caracteristicas fundamentales del potencial son las siguientes:
a)diverge para valores de r cercanos a 0,
b)posee un minimo
c)se anula para valores de r — oo.
La condicién de contorno que debe satisfacer la solucién u(r) en r = 0 es la siguiente
u(r=0) =0, (10.6.7)

y es consecuencia del comportamiento divergente del potencial en ese punto.
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10.7 Autovalores y autofunciones

Trabajaremos con la funcién de prueba, no normalizada,

u(r) = e " rPF(r) (10.7.1)
donde F(r) es el polinomio
kmx
F(r)y=>) " (10.7.2)
k=0

cuyo comportamiento estd acotado, para r — oo, por e*". Este comportamiento garantiza
la validez de la forma propuesta para la funcién u(r). El reemplazo de la forma propuesta
para u(r) en la ecuacién diferencial conduce a la ecuacién

F”—i— (% _2a> F,—|— |:<Oz2 + 2mE> + <m62 —2,80[) 1 + (5(/8_ 1) _l(l+ 1)):| F=0
r h? 2meq r r?
(10.7.3)
Escribiremos ahora los diferentes términos en potencias de r, notando que la expresién
anterior contiene potencias que varfan desde 2 hasta r*=x. La expresién correspondiente
es la siguiente

SACR) £ A1)+ AQ) +rA1) +

)
+r94(q) + oo + 7P A(ky) = 0 (10.7.4)

donde

A(=2) = BB -1)-10+1))

me?
2
A(-0) = ¢ <a2 n 21};@5/’) T (#ﬁfﬂ — 2B — 2a>
+ BB -1)—-I11+1)+48+2)
2
All) = «a <a2 + 27;:2E> + ¢y <%§h2 —2Ba — 2a>

+ a(6+65+5(8-1)—1(1+1))

2mE me?
Alg) = ¢ <0‘2 T3 > + €1 <m — 2B — 2a(q + 1))

+ cgr2((@+2)(g+1) +28(¢+2)+B(B-1) =1l +1))

omE
Alkay) = cpo <a2—|— ;’; > (10.7.5)

La anulacién del coeficiente correspondiente a la potencia %= implica

2mE
<a2 + 73 > =0 (10.7.6)
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que se satisface para E < 0. La solucién al problema de autovalores indica la existencia
de estados ligados, como consecuencia de las condiciones impuestas a F'(r), cuyos valores
estan dados por la expresion

232
E= —O;:L (10.7.7)
En el otro extremo de las potencias de 7, el coeficiente del término en r~2 es
A(=2) =co(B(B—1)=1(l+1)) (10.7.8)
y su anulacion, para cg # 0 conduce a la condicién
BB—-1)—=1(l+1)=0 (10.7.9)

de donde resultan dos posibles valores para (8, ya que la ecuacién de segundo grado

B2—B—11+1)=0 (10.7.10)
tiene como soluciones los valores
1
Br = 3 <1i 1+4z<z+1))
1
= 3 (I1+£(2041)) (10.7.11)
y por ende
6B = -1 (10.7.12)
0
Br=(1+1) (10.7.13)

Dado que u(r) debe anularse para r = 0 el valor 5_ debe descartarse y en consecuencia
B+ es el valor que debe adoptarse. Si reemplazamos estos valores de § = 5(+) y « en la
expresion del coeficiente de A(q) y pedimos su anulacién, obtenemos

20
g+ 1)(2l+2+q)

2
(q Fl+1— 4;2)%) (10.7.14)

Cq+1 = Cq (
Esta relacién de recurrencia permite determinar los coeficientes del polinomio F(r), a
partir del coeficiente cy. La condiciéon de corte, impuesta al valor de los coeficientes para
q = kmx conduce, en la relacién de recurrencia, al resultado

Chpet1 =0 (10.7.15)
que se cumple si
me?
ko +1l+1———+— =0 10.7.16
< e 47reoh2a> ( )
de donde resulta
me?

_ 10.7.17
CT tmeoh? (ke + 1+ 1) ( )

definiendo ahora el niimero entero n = kyx + 1 + 1 resulta kyny = n — 1 — 1, lo que implica
que los valores de [ para un dado valor de n no pueden superar el valor [, =n — 1.
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En definitiva, las condiciones impuestas al comportamiento de la solucién para la parte
radial de la funcién de onda se traducen en los siguientes valores de los pardametros:

B = 1+1
= 1,2,3,...

1
a = —
apn
Amegh?
= 10.7.18
@0 me2 ( )

y la autofuncién radial, no normalizada, toma la forma

Upy(r) = e T/mao it Z cp(nl) r*

2(k — kmx)
(n)(k+1)2l+ k + 2)ag

ckr1(nl) = cx(nl) (10.7.19)

Con estos resultados, el problema de autovalores para el campo coulombiano, se expresa
mediante las autofunciones y autovalores

n—I(—1
&u(r,0,6) = Nu e”"““”(Z ck<nl>r’“> Yim(0,9)
k=0
h2
E, = - 10.7.2
Qmagn2 (10.7.20)

Notemos que los valores de la energia dependen solamente de n y no de los valores de [ y
m.

La constante de normalizacién N,; se determina mediante el calculo de la integral

00 s 2m
/ dr 7“2/ do sine/ de &(r,0,8)&u(r,0,¢) =1 (10.7.21)
0 0 0
Las funciones normalizadas paran =1y n = 2 son:
§n=11=0 = 3€_r/a°
Tag
1 —7r/2a9
§n=2j=0 = o e (1 —7r/2a0)
0
¢ L Ty 9.4) (10.7.22)
n=2,l=1,m; 240,8 ao 1my\Y, ol
. Los autovalores respectivos son
hZ
E,—1j—0 = -
n=1,1=0 2mag
hZ
En=i=01 = (10.7.23)



130 CAPITULO 10. CAMPO CENTRAL

Notemos que paran = 2 existen cuatro estados con la misma energia, ya que los autovalores
no dependen de los valores de [ correspondientes a un dado valor de n. El nimero de
estados con la misma energia define la degeneracion, 2(n), de los orbitales con n fijo.
Para calcular este valor debemos considerar los valores de [ permitidos para un dado n y
tomar en cuanta que cada uno de esos valores de [ implica la existencia de (2 + 1) valores

de my:
n—1

Qn) => (2 +1) =2(n(n—1)/2) +n =n’ (10.7.24)
=0

10.8 Comparacién con el modelo de Bohr

Si reemplazamos en la expresién de los autovalores E,, (10.7.20) la masa m por la masa
reducida mM/(m + M), donde m es la masa del electrén y M es la masa del protén, y
tomamos en cuenta que m << M de manera que m — m/(1 + (m/M) y reemplazamos

ap por su valor obtenemos
4
me 1
E,=—|—5—= )= 10.8.1

" (327T2€%h2> n? ( )
en concordancia con el resultado de Bohr. Naturalmente, utilizando el modelo de Bohr
podemos describir solamente el espectro, pero no deja de ser sorprendente el acuerdo que
se logra con respecto al tratamiento completo basado en la resolucién de la ecuacién de
Schrodinger. La comparacion de ambos tratamientos demuestra de manera dramética el
efecto de la discretizacién del momento angular a la vez que ilustra también de manera
dramatica el concepto de estado estacionario, introducido por Bohr dos décadas antes de
la formulacién definitiva de las reglas de la Mecanica Cuéntica y de su consolidacién como
teoria.

Para verificar que el valor obtenido por Bohr, para el autoestado correspondiente a
una onda s (I = 0), estd de acuerdo con el resultado cuédntico, consideremos la funcién de
onda

1
En=1,1=0 = 5 e/ (10.8.2)
mag
El valor esperado del Hamiltoniano
R [1d d e?
H=_—— | =222 = 10.8.3
2m [r2 dr (r dr )] degr ( )

en el estado es igual a

o0
Enil,l:O = / 5:1:171:0H£n:1,l:04777’2d7’
0
G e 1d .d
- _%/0 En=1,1=0 [ﬁ%(ﬁ%)} §n:1,l:0471'7"2d7°

62 [e'e) 1
- / $ne11=0 (;) En1 1—odmridr (10.8.4)
0

4meq

Reemplazando la funcién de onda por su valor, y efectuando las derivadas indicadas en el
primer término del lado derecho de la expresién (10.8.4), resulta:

2h2 o] 9 2
En—1i=0 = ——3/ e 2r/ao (——r + T—2> dr
0

mag ag  ag
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2 00
S 2/ e=2r/ao <ﬁ> dr (10.8.5)
TENGG Jo ap

Las integrales se pueden calcular facilmente efectuando el cambio de variables

2 2
u="L" du="dr (10.8.6)
ag ag
y teniendo en cuenta que
o0
/ e “u" =n! (10.8.7)
0
obtenemos
h? e?
) O — — 10.8.8
n=1,=0 2 a% dmegag ( )
Finalmente, como
dmeg may
resulta
12 12
E . -
n=11=0 Qma% mag
h2
= - 5 (10.8.10)
2mag

y este es el valor que hemos obtenido al estudiar el modelo atémico de Bohr, ya que al
reemplazar ag por su valor resulta

me4

_327T2h26(2)
_13.6 eV (10.8.11)

Ep—1,-0

Q

La descripcién correcta de los estados estacionarios de un adtomo o de una molécula
requiere del agregado en el Hamiltoniano de otros términos, ademas de la interaccion
coulombiana en el Hamiltoniano.

10.9 El oscilador armodnico

En esta seccién mostraremos la solucién correspondiente al movimiento en tres dimensiones
espaciales de una particula de masa m en el potencial central

V(r)= 1m(,u27“2 (10.9.1)

siguiendo el procedimiento descripto en las secciones anteriores. En el Capitulo 8 hemos
estudiado la solucién al problema unidemensional. A continuacién estudiaremos el caso
en tres dimensiones espaciales, utilizando el método de sepacién de variables y trabajando
con coordenadas esféricas, dado que el potencial posee simetria radial.
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10.10 Soluciones de la ecuacién radial

Como en el caso del campo Coulombiano, la separaciéon de variables en la ecuacién de
ondas conduce a soluciones de la forma

U = MYlm (10.10.1)
r
La ecuacién para la parte radial se escribe, como en las secciones anteriores,
d*>u(r)  2m R2L(1 4 1)

El potencial
1 R+ 1)
Vilr) = —me2r2 4 2T
1(r) 5w T + 22
depende explicitamente de [. El potencial para [ = 0 posee un minimo en » = 0 y no esta
acotado para valores grandes de r; para [ # 0 posee un minimo en

(10.10.3)

r=(1(+1)"" (10.10.4)
donde
h
b=/ — (10.10.5)
mw

es la longitud caracteristica del oscilador. De modo que el movimiento en la variable radial
tiende a confinar o limitar a la funcién de onda en las regiones interiores del potencial y
la posicién del centro de confinamiento, que es el valor de 7 en el minimo del potencial, se
desplaza a medida que aumentan los valores de [. Las caracteristicas fundamentales del
potencial son las siguientes:

a)diverge en r = 0si [ # 0, y se anula en r = 0 solo para [ =0

b)posee un minimo en r = (I(I + 1))*/*b

c)tiende a infinito para valores de r — oo, como r2.

En consecuencia, las condiciones de contorno que debe satisfacer la solucién u(r) son
las siguientes:
u(r =00) =0 (10.10.6)

para cualquier valor de [, y
u(r=0)=0 (10.10.7)

para [ # 0.

10.11  Autovalores y autofunciones

Trabajaremos con la funciéon de prueba, no normalizada,
u(r) = e L () (10.11.1)

donde L(r) es el polinomio

kmax

L(r) =Y agr’ (10.11.2)
k=0
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. ’ CVT‘2
cuyo comportamiento estd acotado, para r — oo, por e* . Kl reemplazo de la forma
propuesta para u(r) en la ecuacién diferencial conduce a la ecuacién

20+ 1 2mE 3 202
L"+< : —4ar> L'+< Z; —4a(l—{—§)+4a27“2—mh—;)r2>l/:0 (10.11.3)

El valor de a se determina a partir de la igualdad

2, ,2
mow o

40’r? = T (10.11.4)

que permite eliminar los términos en 72 que multiplican a L(r). En consecuencia

1
o= (10.11.5)

donde b = \/% es el pardmetro de escala del oscilador (ver Capitulo 8). Escribiremos
ahora los diferentes términos en potencias de r:

kmx

Z :a2k(2/€)(2k _ 1)7021%2}

k=1

Ferns _
+ Z agk(Qk)(Ll +1) - 40[7“)7’2]“_1}
k=1 -

r

& 2mE 3
+> azk (2k)( o —dall+ —))rz"“‘l] =0 (10.11.6)
k=1 -

2

y a partir de este desarrollo, la anulacién de los coeficientes de las diferentes potencias de
r se escribe

(r) — GO(A—404(Z+;))+a2(4(l+1)+2) =0
() = ag(A\—da(l+ ;) —8a) +as(8(1+1)+12) =0

(Y = as(\—4da(l + ;) — 16a) + ag(12(1 +1) +30) =0

3
(rzkmx) - A2k, ()\ — 40[(l + 5) - Skmxa) =0
(10.11.7)

donde hemos escrito
B 2mE

A= 72

La anulacién del coeficiente correspondiente a la potencia 2= implica el valor de corte

(10.11.8)

:)\—404(14-%)

10.11.9
™ ( )

Kmx

La existencia de un valor de corte para la serie de potencias de r es consecuencia, tal como
hemos discutido en el caso del campo Coulombiano, de la imposicién de condiciones de
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contorno para u(r). De acuerdo a la forma del potencial, L(r) estd acotada por e®”. A
partir del valor de corte kpy.x podemos escribir

E=_2knx+1+1+ ;)ﬁw (10.11.10)
para o = ﬁ. Con este valor de « la energia F se expresa en unidades de Aw. Si escribimos
2kmx +1=N (10.11.11)

resulta 5
E=(N+ §)hw (10.11.12)

Esta ecuacién expresa la discretizacién de los valores permitidos para la energia. Como N
es necesariamente un nimero entero, ya que [ y knx lo son, los valores de E difieren en la
cantidad constante

AE = ;h/,u (10.11.13)
La igualdad
2kmx +1=N (10.11.14)
implica
2kmx =N —1 (10.11.15)

y por lo tanto, como 2k,,=0,2,4,.etc, los valores de [ estan sujetos a la condicién

Il = 0,2,..,N si N espar
I = 1,3,..,N si N esimpar (10.11.16)

La variacién de los valores de 2k, con [, para N fijo, implica la depedencia efectiva de E
respecto a un tnico nimero cuantico, N.

Retornando al problema de la determinacion de los coeficientes del polinomio L(r), la
relacién entre ellos es la siguiente:

A —da(l+ 32 — 8ka

= 2 10.11.17
42 = I R 1) — 20k + 12k +1) 2 ( )
de donde, reemplazando k. su valor resulta:
4 max ~
O Kinax — k (10.11.18)

W2 T 1) (2 — 2k 1)

para k =0,1,... < kyx.

10.12 Funciones de onda

La funcién de onda
w(r09) = Axi "y (6.) (10.12.1)
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le:mxaoaga4

0 ]0[0 |1

1|11 o

2 (01 |1 |&

2 [2]0 |1

3011 |1 |55

3 13[0 |1

el hE T
5b2

4 4]0 |1

Tabla 10.1: Coeficientes de los polinomios L(r) = Zzi’a agyr?"

estd normalizada de acuerdo a la integral

AR /dQ Vi (0, 0)Yim (0, ¢) /dr uni(r)? =1 (10.12.2)

La constante de normalizacién A,; se determina, en consecuencia, reemplazando uy;(r)
por su expresién e integrando. El resultado es:

0 (N=1)/2 oo / s
/ dr up(r)? = Z agka2k// dp P2 IHIFRER) =17/ (10.12.3)
0 k,k'=0 0

La integral radial se puede calcular en forma exacta, ya que mediante el cambio de variables

b
t=r2/> 5> r =0/t v dr = ——dt 10.12.4
/ y i ( )
se obtiene
/Oo dmn2(l+1+k+k’)efr2/b2 _ %b2(l+k+k’+3/2) /OO dt e tlTRHE+1/2 (10.12.5)
0 0

Utilizando la definicién de la funcién I', que ya hemos introducido en capitulos anteriores,

reemplazamos la integral radial por su valor I'(l + k + k' + 3/2) y finalmente

=D —1/2

A= |3 > asgagpb®TEFEAT( 4 k4 K 4 3/2) (10.12.6)
k,k'=0

La tabla 10.1 muestra la estructura de los polinomios L(r), para 0 < N < 4

Como hemos demostrado, el valor de la energia depende solamente del niimero cuantico
principal N. Como a cada valor de N se asocia un cierto nimero de valores de [ y cada
valor de [ admite, a su vez, €; = (2] + 1) valores de la proyeccién m, el nimero total de
estados que se asocian a un dado valor de NV, y que por lo tanto poseen la misma energia,
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eS:

N/2

Ov=> O = > (2(2k) +1)
l k=0
N/2 N/2

= 4) k+>Y_1
k=0

k=0
= H(N/2)(N/2+1))/2+ (N/2+1)
= (1+N)((N/2) +1). (10.12.7)

Aunque al desarrollar la expresién anterior hemos supuesto que NN es par, el mismo resul-
tado vale para N impar, si reemplazamos los limites inferiores y superiores de las sumas
por k =1y k= (N + 1)/2, respectivamente. En definitiva, para un dado valor de N la
degeneracién del espectro estd dada por

Qn = (N +1)(N/2+1) (10.12.8)

y en consecuencia, existen 1, 3,6, 15,21, etc estados degenerados para N = 0,1, 2, 3,4, 5,etc.
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10.13 Resumen del capitulo

Cuantificacion del momento angular
Autofunciones del momento angular
Transformacion de variables
Potencial coulombiano

Separacion de variables

Soluciones de la ecuacion radial

Autovalores

10.14 Problemas

. Graficar las funciones Y},,,(0¢), con | = 1y m; = 0,£1. Graficar también el cuadrado

del médulo de estas funciones.

Expresar las componentes del gradiente en coordenadas cilindricas y expresar las
componentes de [ en esta base.

Expresar las componentes del laplaciano V? en coordenadas cilindricas. Aplique el
método de separacién de variables a este caso.

Idem problema anterior, para coordenadas cartesianas (z,y, z). Discuta la solucién
del problema

V2F(z,y,2) =0 (10.14.1)

en un recinto +a, £b, £c y considere que la funcién F se anula si las coordenadas
x,y o z toman valores en los extremos del recinto.

Comparar graficamente las funciones de onda radiales y la distribuciones de prob-
abilidad para los primeros autoestados de a)el oscilador arménico y b)el potencial
coulombiano.

Calcular los valores esperados del operador %Y en los autoestados con n = 2 a)del
oscilador arménico y b)del potencial coulombiano.



Capitulo 11

ESTADISTICAS CUANTICAS

11.1 Introduccion

FEn este capitulo presentaremos los conceptos basicos de las estadisticas cudnticas. Comen-
zaremos discutiendo el concepto de momento angular intrinseco o spin y su relacién con
la simetria o antisimetria de las funciones de onda que representan particulas o sis-
temas de particulas. Mas adelante repasaremos los conceptos de probabilidad y sumas
estadisticas, ya adelantados en el Capitulo 5 e introduciremos el concepto de nimero de
ocupacion. Finalmente, presentaremos en forma sencilla las estadisticas cuanticas (Fermi-
Dirac, Bose-Einstein, Planck) y discutiremos su relacién con las estadisticas cldsicas (
Maxwell-Boltzmann). El objetivo del capitulo no es dar una versién condensada de la
Mecanica Estadistica sino explorar de manera sencilla las consecuencias més importantes
de la descripcién cudntica de sistemas bajo condiciones estadisticas. De este modo el
material presentado en este Capitulo se podra relacionar con el material presentado en el
Capitulo 5 (Radiacién del cuerpo negro).

11.2 El spin

En el capitulo anterior estudiamos el movimiento de particulas en un campo central y la
cuantificacién del momento angular orbital. A nivel cuéntico, las particulas (o sistemas de
particulas, como los niicleos, 4tomos y moléculas) poseen una forma de momento angular,
el momento angular intrinseco o spin, atin cuando su centro de masa se encuentre en
reposo. El spin puede tomar valores enteros o semienteros de h. De acuerdo a los resultados
experimentales, ciertas particulas poseen spin semientero y otras poseen spin entero. Los
neutrones, protones, electrones, positrones, neutrinos, son ejemplos de particulas con spin
%h, los fotones poseen spin 14, las particulas « spin 0, etc. La existencia de esta propiedad,
el spin, explicd, entre otras cosas, la estructura de la tabla periédica y las caracteristicas
observadas en los espectros atémicos.

La descripcién del estado de una particula, desde el punto de vista cudntico, implica la
enumeracion de los niimeros cuanticos asociados al estado y ademds la especificacién del
spin de la misma. Podemos preguntarnos si es posible asignar a dos particulas idénticas el
mismo conjunto de nimeros cudnticos. La evidencia experimental indica que dicha asig-
nacién estda absolutamente prohibida si las particulas en cuestién poseen spin semientero
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y estd permitida si las particulas poseen spin entero.

Si pensamos que un dado nivel (estado) esta caracterizado por el nimero de ocupacién
ng, entonces puede ocurrir:

a)que ny tome los valores ng = 0,1, 2, ... sin ninguna restriccién,
b)que ny esté restringido a los valores ny = 0,1,
en ambos casos cualquiera sea el valor de k.

Cuando estemos en presencia de la situacién (a) diremos que las particulas son bosones;
en el caso (b) diremos que se trata de fermiones.

La situacién (b) es una manifestaciéon del Principio de Exclusién de Pauli y podemos
enunciarlo de la manera siguiente: dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo
estado y por lo tanto, sus nimeros cuanticos no pueden ser los mismos.

La conexién entre los valores del spin y los niimeros de ocupacion es una de las rela-
ciones mas importantes de la fisica, ya que permite establecer que los fermiones poseen
spin semientero y los bosones poseen spin entero. En otras palabras: no existe restriccion
alguna en los nimeros de ocupacién asignados a las particulas de spin entero (bosones)
y si existen restricciones (Principio de Exclusién de Pauli) en los nimeros de ocupacién
asignados a las particulas de spin semientero (fermiones).

11.3 Numeros de ocupacién

11.3.1 Probabilidades normalizadas

Consideremos el caso de un sistema que puede intercambiar particulas y energia con el
bano térmico. El conjunto sistema+bano térmico se mantiene aislado y posee un nimero
fijo de particulas N, una energia fija £ y un volumen dado Vj. Cada una de las i-ésimas
situaciones posibles para la configuracion sistema-+bano térmico se puede caracterizar por
el nimero de particulas N; y la energia F;(N;) del sistema, que mantiene su volumen fijo V.
Cuando esto ocurre, el bano térmico posee N — N; particulas, su energia es E— E;(N;) y su
volumen es Vop—V. De manera que, de acuerdo al postulado de igualdad de probabilidades a
priori (esto significa que no existe una particién o configuracién preferida para el sistema)
la probabilidad de encontrar al sistema en la configuracién i-ésima resulta

pi ~exp [S(E — Ei(N;),Vo — V,N — N,)|/k (11.3.1)

La funcién S representa la entropia del bano térmico y se expresa en unidades de la
constante de Boltzmann k.

La descripcion estadistica estd basada en la diferenciacién de las escalas de evolucion
del bano térmico y del sistema. Supondremos que el banio térmico evoluciona muy lenta-
mente con respecto a los cambios del sistema. También supondremos que el sistema evolu-
ciona ocupando cada uno de sus estados accesibles (F;(N;), N;) intercambiando energia
y particulas con el bano térmico sin alterarlo. La justificacién de esta suposiciéon es muy
simple y se basa en considerar que el bafio térmico posee un nimero de grados de libertad
muchisimo més grande que el nimero de grados de libertad del sistema. En otras palabras,
las diferencias E — F;(N;), N — N;, Vj — V seran siempre arbitrariamente pequenas en
la descripcion de los estados del bano térmico, permaneciendo este arbitrariamente cerca
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de su valor de equilibrio determinado por los valores E, N,Vy. El sistema, en cambio,
evolucionard entre todos sus estados accesibles bajo las condiciones externamente fijadas
por el bano térmico. Estas condiciones externas se representan mediante parametros tales
como la temperatura (T) y el potencial quimico, que no dependen del tamano del sistema
sino exclusivamente del estado de equilibrio definido por el bano térmico. Para determi-
nar los valores de estos pardmetros efectuaremos una expansion alrededor del valor fijo
S(E,N,V). Reteniendo las primeras derivadas en la expansion de Taylor del exponente
n (11.3.1) resulta:

S(E — E;i(N;),Vo — V,N — N;) ~ S(E, N, Vp) — SZE (N;) — g—f[Ni - g—‘iv (11.3.2)

A partir de la expresién (11.3.2) podemos definir la temperatura T y el potencial quimico
1 del bafio térmico mediante

_ o
T — OE
0S8
y con (11.3.3) escribir en (11.3.2)
E uN 0S8
E — E(N;),Vo — V,N — N;) ~ S(E, N, Y A V2 11.3.4
S(B— BN Vo~ ViN - M) = SEN V) - 2+ 2 - BBy i

Estas cantidades son conjugadas a la energia y al nimero de particulas, como podemos
apreciar en la ecuacién siguiente, que se obtiene a partir de (11.3.1) con los reemplazos
dados por (11.3.3):

pi ~ exp [—B(E;(N;) — ulNV;)], (11.3.5)

donde 8 = ]%T, ya que en (11.3.1) la entropia S estd expresada en unidades de la constante
de Boltzmann. Como hemos indicado en el Capitulo 5, seccién 6, la cantidad S posee
unidades de [energia]fl y el factor Bu es adimensional, ya que p posee unidades de
energia. La normalizacién de p; en (11.3.5) se consigue mediante la suma

Z (B, p, Vo) = ZeXp N;) — pNy)] (11.3.6)

Notemos que (11.3.6) no depende de N ni de E, sino de 8y p. La suma en (11.3.6) debe
interpretarse como una suma en el nimero de particulas N; y en todos los valores de la
energia F;(N;) compatibles con N;.

11.3.2 Sumas estadisticas y niimeros de ocupacién

Las probabilidades
_exp [=B(Ei(Ni) — plNy)]
bi =
Z
estan normalizadas y la suma de estos valores es la unidad:

Zpi =1 (11.3.8)

(11.3.7)
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Supongamos que el sistema que estamos describiendo posee estados o niveles de energia
E}. v que en cada uno de esos niveles podemos acomodar 0, 1, ..n; particulas. El conjunto
de estados permitidos para el sistema con N; particulas se puede describir mediante los
numeros de ocupacion ny (i), n2 (i), ...,n;(i), .., correspondientes a la i-ésima configuracion,
tales que

Ni o= > k(i)
k
Ei(N;) = > mi(i)Ey (11.3.9)
k

Los valores de los nimeros de ocupacién ng(i) pueden estar sujetos a restricciones de
acuerdo a la descripcién clasica o cuantica que utilicemos para estudiar el sistema, como
veremos a continuacion.

11.3.3 Numeros de ocupacién: Fermiones
Para el caso de fermiones, cada nimero de ocupacién ny(i) puede tomar los valores
ng(i) =0,1 (11.3.10)

de acuerdo al Principio de Exclusién de Pauli y por lo tanto, la funcién (11.3.6) se escribe
(utilizaremos el sub-indice f para indicar que estamos trabajando con fermiones):

Zf = Z exp [—ﬁ(nlEl+n2E2—|—...+njEj+...—,u(nl—l—ng—l—..—i—nj—l—..)]
= Z exp [—B(n1 By — uny) Z exp [—B(n2Ey — una)l... Z exp [—B(n; Ej — pnj)]...
n1=0,1 n2=0,1 n;=0,1
= (L+exp[-B(E1 — p)]).(1 +exp [-B(Ea — p)])...(1 + exp [-B(Ej — p)])....
= I+ exp [ B(E; — w). (113.11)

Para efectuar el calculo de (11.3.11) a partir de (11.3.6) hemos reemplazado la suma
sobre configuraciones (n1,ng,..n;..) sujetas a las restricciones (11.3.9) por sumas sobre los
nimeros de ocupacién n; para cada estado o nivel de energfa. La tltima linea de (11.3.11)
se obtiene reemplazando n; por los valores posibles n; = 0,1. Si tomamos el logaritmo
del producto (11.3.11) obtenemos

InZs = In(l+exp[—B(E; — p))). (11.3.12)
J

La operacién

l@anf . 1
Boow ;exp[ﬂ(Ej—u)Hl
= > n (11.3.13)

define los niimeros medios de ocupacion para fermiones

1
fij = (11.3.14)

T exp[B(E; — p) +1
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Notemos que mientras n; = 0, 1, de acuerdo al Principio de Exclusién de Pauli, los niimeros
de ocupacién medios (11.3.14) varfan en forma continua entre 0 y 1. En el limite 7" — 0

ﬁj(T = O) = 1 si Ej < W
= 0 si Ej > U (11.3.15)
Y 1
ﬁj(T, Ej = ,u) = 5 (11.3.16)

Los nimeros de ocupacién medios (11.3.14) definen la estadistica de Fermi-Dirac o es-
tadistica de fermiones. De acuerdo con los postulados que hemos presentado anteriormente
los niimeros de ocupacién medios respetan la condicién

> n;=N (11.3.17)
J
y esta ecuacion es la que determina el valor de y para cada temperatura 7.

11.3.4 Numeros de ocupacién: Bosones
Para el caso de bosones, cada nimero de ocupacién ng(i) puede tomar los valores
ng(i) =0,1,2,....N (11.3.18)

dado que no hay restricciones sobre ellos por tratarse de los nimeros de ocupaciéon de
estados de spin entero. Por lo tanto, la funcién (11.3.6) se escribe (utilizaremos el sub-
indice b para indicar que estamos trabajando con bosones):

Zy = Z exp [—5(n1E1 —i—ngEQ—i—...—i—njEj + ... —M(nl —i—ng—l——l—n]—i—)]
n1,M2,... NG,
= Z exp [—f(n1 By — pny)] Z exp [—B(na B2 — png))...
n1=0,1,2,... n2=0,1,2,...
_ 1 1 1
1—exp[~B(E1 — p)] 1 —exp [-B(E2 — p)] "1 —exp [ B(E; — p)] ™
1

e 85— ) 1319
Notemos que para efectuar el calculo de (11.3.19) a partir de (11.3.6) hemos reemplazado
la suma sobre configuraciones (n1,n2,..n;..) sujetas a las restricciones (11.3.9) por sumas
sobre los nimeros de ocupacién n; para cada estado o nivel de energia, repitiendo el
procedimiento utilizado para el caso de fermiones, pero a diferencia de (11.3.11), que sélo
suma dos términos para cada nivel j, en (11.3.19) obtenemos una suma geométrica de razén
exp [—f(E; — p)] para cada nivel j. La tdltima linea de (11.3.19) se obtiene reemplazando
las sumas geométricas por sus expresiones, considerando N suficientemente grande como
para despreciar el valor del ultimo término de cada serie geométrica en el resultado final.
Si tomamos el logaritmo del producto (11.3.19) obtenemos

InZy = — Z In(1 — exp [-B(E; — p)]). (11.3.20)
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La operacién

l@anb B 1
B om Zexp[ﬁ(Ej—M)]—l

J
- Yn, (11.3.21)
j

define los niimeros medios de ocupacion para bosones
1

"= BB T (11.3.22)

En el limite 7" — 0 y para un sistema como el que estamos estudiando con un niimero

fijo de particulas, el estado de energia méas baja debe estar completamente ocupado y p
debe tomar valores negativos respecto a ese nivel. Esta condicién impide que la suma
de nimeros de ocupacién medios (11.3.22) se torne indeterminada (es decir que tienda a
infinito) ya que su valor debe ser igual al nimero de particulas para todo T'. La tendencia
a ocupar exclusivamente el estado de energia mas baja, por debajo de cierta temperatura,
es conocida como la condensacion de Bose-Finstein. No se trata de una condensacién
en el espacio ordinario sino en el espacio de momentos. A medida que T' — 0 el estado
de momento cero (energia mas baja posible), domina en la suma (11.3.20). Esta es una
diferencia fundamental en el comportamiento de los bosones respecto al comportamiento
de los fermiones en el limite 7" — 0, ya que (11.3.17) toma valores finitos atin si 7' = 0
y la ocupacién de niveles a T" = 0 no estd restringida al estado de energia mas baja.
La estadistica definida con los nimeros de ocupacién (11.3.22) es la estadistica de Bose-
Einstein o estadistica de bosones. Se aplica al caso de sistemas con un ntumero fijo de
particulas de spin entero.

11.3.5 Numeros de ocupacién: Fotones

La estadistica de Planck es un caso particular de la estadistica de Bose-Einstein. El fotén
posee spin igual a 1A y su masa en reposo es nula. El nimero de fotones en un sistema esta
siempre indeterminado y la energia de un fotén de frecuencia vy, estd dada por Ej = huy.
Los niimeros de ocupacién n; toman los valores

ng(i) = 0,1, .., 00 (11.3.23)

Al efectuar la suma en (11.3.6) trabajaremos con el valor y = 0 en (11.3.6), eliminando la
restriccién referida al nimero de particulas, obteniendo

o0
Zfotn(yk) = Z €xXp [_5nkhyk]
nk:(]
- ! (11.3.24)
T 1—oxp Bl >
Por lo tanto, considerando el espectro completo de frecuencias
Zfotn = Hkaotn(Vk)
1
= II 11.3.25
1T " exp [—Bhvg)’ ( )
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y en consecuencia

In Zgotm = — Y _In (1 — exp [—Bhuy]). (11.3.26)
k
De manera que, efectivamente, (11.3.26), es de la forma (11.3.20) con p = 0. Analogamente
L : (11.3.27)
n j = T ToaL. 1 q1- . .
7 exp [Bhyy]) — 1

es el nimero de ocupacién medio para fotones de frecuencia v;. La ausencia del potencial
quimico g (11.3.27) elimina la posibilidad de encontrar el fenémeno de condensacién de
Bose-Einstein en un gas de fotones. En el Capitulo 5 hemos descripto el cdlculo de valores
medios, en un gas de fotones, considerando una variacién continua de la frecuencia vy,
partiendo de (11.3.27).

11.4 Estadisticas cuanticas y limites clasicos

La estructura de los niimeros de ocupaciéon medios, en las estadisticas cuanticas es de la

forma )
" BB — P £ 1 (14.1)

El signo + en el denominador corresponde a la estadistica de Fermi-Dirac y el signo — a
la estadistica de Bose-Einstein (con u # 0) y a la estadistica de Plank (fotones) si u = 0.

En el limite clédsico, los niimeros de ocupacion medios deben ser suficientemente pequenos,
dado que el numero de estados accesibles es macroscépico, para garantizar un numero
grande pero finito de particulas (N ~ 10%*). En otras palabras, debemos pedir

nj, < 1 (11.4.2)
La condicién (11.4.2) se satisface si en (11.4.1) pedimos
exp [B(Er — p)] > 1 (11.4.3)

y en consecuencia
ng = exp [—B(Ex — p)] (11.4.4)

que es precisamente el valor correspondiente a la estadistica de Maxwell-Bolztmann. De
manera que las estadisticas cudnticas tienen como limite cldsico la estadistica de Mazwell-
Bolztmann. A partir de (11.4.4) podemos fijar el valor de p pidiendo que el nimero medio
de particulas en el gas resulte de la suma de los nimeros de ocupacién medios (11.4.4):

N = ) exp[-B(E, — p)]

k
= exp[Bu] Y _ exp[—BEx]
k
= exp[fu]Z (11.4.5)
donde
Z =) exp|-BEy] (11.4.6)
k

en completo acuerdo con las expresiones del Capitulo 5.
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11.5 Resumen del capitulo

Spin

Spin y Estadistica
Fermiones y bosones
Numeros de ocupacion

FEstadisticas cudnticas y limites cldsicos

11.6 Problemas

. Describa el experimento de Stern y Gerlach.

. Describa y discuta el efecto Zeeman.

Investigue acerca de la relaciéon existente entre el Principio de Exclusién de Pauli y
el ordenamiento de valencias electronicas en la Tabla Periddica.

Discuta, a partir de graficos, las diferencias existentes en entre los nimeros de ocu-
pacién medios para las estadisticas de Fermi-Dirac, Bose-Einstein y Planck.

Utilizando la estadistica de Fermi-Dirac calcule el valor de la suma

Z exiig (11.6.1)

k

en el limite T=0. Considere un sistema equi-espaciado de energias e, N particulas,
y una degeneracion de dos particulas por cada nivel e.

Utilizando la estadistica de Bose-Einstein, discuta el fenémeno de condensacién, en
un sistema de dos niveles de energia, separados por una distancia Fy — Fy = A.

Considere un sistema de dos niveles de energia, Fy y Fo. Si cada uno de esos niveles
puede acomodar a dos particulas construya la tabla de ocupaciones considerando las
siguientes posibilidades:

a)las particulas son fermiones,
b)las particulas son bosones,
c)las particulas son cldsicas y distinguibles,

d)las particulas son clasicas y indistinguibles.



Capitulo 12

BIBLIOGRAFIA

A continuacién presentaremos la lista de textos que hemos adoptado como textos de ref-
erencia al escribir el presente libro. En nuestra opinién, estos textos son los que mejor se
adaptan a posteriores lecturas y a consultas por parte de los estudiantes, tanto para el curso
introductorio que hemos diseiado como para cursos posteriores de Mecanica Cuéntica,
Mecéanica Estadistica y Relatividad. También se indican algunos textos de divulgacion |,
biograficos y de historia de la fisica moderna. Es recomendable que los estudiantes vis-
iten sitios de la web que estan especificamente dedicados a la presentacién de resultados,
experimentos, notas biograficas y aplicaciones varias relacionados con los conceptos que
hemos presentado en este libro.

12.1 Libros de Texto

1. Introducing Einstein’s Relativity, R.D’Inverno, Clarendon Press-Oxford, (1992)

Este libro ha sido la obra de consulta para disenar los Capitulos 1-4, dedicados a la
presentacién de la Teoria de la Relatividad Especial. De este texto hemos adoptado
la discusién basada en las representaciones espacio-temporales de Bondi. Resulta
especialmente atractivo por el uso de conceptos puramente geométricos. Contiene
los conceptos esenciales para una presentacién rigurosa de la Teoria de la Relatividad,
ya que el material presentado por el autor incluye el desarrollo de los conceptos y
aplicaciones de la Teoria General de la Relatividad.

2. Quantum Mechanics: A modern Introduction, D.R.Bes, Springer (Berlin) 2004.

Hemos utilizado este libro para presentar los aspectos formales de la introduccién
a la Mecdnica Cudntica, en el Capitulo 7. Es un libro de texto muy adecuado
para el dictado de un curso regular de Mecanica Cuantica y en él los conceptos se
presentan en forma concisa, rigurosa y moderna. Contiene elementos que facilitan
la comprension de la evolucién de las ideas en la Mecanica Cudantica. La lista de
referencias constituye una importante fuente de informacién para el estudiante.

3. Introductory Quantum mechanics, F. Mandl, Oxford (2000)
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Se trata de un texto muy accesible para estudiantes que no han tomado atin cursos de
matematicas avanzadas. Presenta los conceptos en forma clara y directa, mediante
el uso de ejercicios de aplicacién. Su lectura complementa el material que hemos
presentado en los Capitulos 8-10, dedicados a las aplicaciones sencillas de la Mécanica
Cuéntica.

. Quantum Mechanics, B. H. Bransden, C. J. Joachain, Prentice Hall (2000) Manch-

ester, England

Es un libro de nivel adecuado a un curso regular de Mecanica Cuéntica para estu-
diantes de graduacién. Sigue una presentacién mds tradicional que las obras que
hemos citado anteriormente. Su lectura puede ser utilizada para ilustrar con mayor
detalle el material que hemos presentado en el Capitulo dedicado a problemas de
Mecéanica Cuéantica en una dimensién espacial.

Statistical Physics, F. Mandl, John Wiley and sons (1988)

Cubre aspectos basicos de la termodindmica estadistica y es ciertamente accesible
para los estudiantes que han completado el ciclo de la fisica general. Establece
claramente y con sencillez los postulados béasicos de la Mecédnica Estadistica, en un
nivel introductorio. Complementa el material presentado en los Capitulos 5 y 11
relacionados con los elementos béasicos de la Mecanica Estadistica.

The Feynman Lectures on Physics. Vol. 3, R. P. Feynman, R. D. Leighton, M.
Sounds. Reading, Mass. (1965)

Se trata de un texto que cubre, de manera elegante y rigurosa, las cuestiones rela-
cionadas con los conceptos bésicos aplicables al estudio de sistemas atémicos y molec-
ulares. El texto tiene la capacidad de captar la atencién del estudiante mediante la
formulacion de ejemplos y la discusién de modelos y sus soluciones.



Profesor Titular Ordinario (Ded. Excl.) de la UNLP, Investigador Superior del
CONICET.

Dr en Fisica (UNLP, 1974), becario de postgrado en el Niels Bohr Institute,
Copenhagen (Dinamarca, 1975-1978), becario de las Fundaciones: Alexander
von Humboldt (Alemania, 1978-1979 y 1982-1983) y J.S.Guggeheim (USA,
1997). Investigador visitante en varias oportunidades en las Universidades
de Sao Paulo (Brasil), Iowa (USA), Notre Dame (USA), Estocolmo (Suecia),
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