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PRESENTACION

La utilizacion de la estadistica en el medio cientifico ha tomado sin duda un ritmo aceleradamente
creciente, sefialando una tendencia que, de forma mas atenuada, es acompafiada cotidianamente por el
resto de las actividades del hombre.

A tal extremo que tanto en economia, como en politica, arte, periodismo, deporte, espectaculos,
oficios, religiones y en todas las demas, se utilizan estimadores, rankings, porcentuales, frecuencias,
tendencias y otras expresiones estadisticas del mas diverso caracter y profundidad, generalmente
acomparfiadas de los codigos que corresponden a cada actividad.

Las geociencias no escapan a esta realidad, ya que se ha convertido en una herramienta de primer
orden, facilitada en su empleo por el advenimiento de la informética. Es por lo tanto habitual que los
geologos la utilicen en sus tareas profesionales, de investigacion o de gestion.

Pero es también habitual que lo hagan para cubrir una necesidad y porque no, una “moda”, sin el
pleno conocimiento del contexto de esta verdadera ciencia formal y de la mayor parte de su oferta. Es
como adquirir un instrumental o un software y aplicarlo sin haber leido acabadamente su
correspondiente manual.

Es aqui donde la obra de la Dra. Alperin adquiere su mayor dimension y apunta al enriquecimiento de
la labor del gedlogo, con el mayor conocimiento posible de la dimension de las bases tedricas para
Ilegar a aprovechar su utilidad, ya se trate de la componente descriptiva o la referencial. O también el
caso de poblaciones relativamente estaticas o dindmicas, como el agua subterranea, donde por
ejemplo, el andlisis de series resulta basico para reconstruir los sucesos hidroldgicos y poder formular
pronosticos.

Luego de una muy valiosa introduccion analitica general a la aplicacion de la ciencia en Geologia,
Marta recorre los caminos de la Estadistica descriptiva con la teoria de las probabilidades y sus
modelos, resaltando especificamente el valor de los muestreos y la distribucion de los consecuentes
estadisticos.

Se adentra seguidamente en el dominio inferencial, con la estimacion de los pardmetros de una
distribucion y las pruebas de hipotesis, para abordar a continuacion el analisis de las medias
muestrales, las correlaciones y las comparaciones multiples, para alcanzar el abordaje de las pruebas

no paramétricas.



Como se anticipara parrafos mas arriba, el estudio de las series de tiempo, cronoldgicas y
observaciones secuenciales fue de especial interés para quien presenta el libro, avanzando luego la
autora con soltura en una introduccion al analisis de datos composicionales, direccionales y espaciales
con el cual concluye la obra.

El potencial lector podria creer que los contenidos hasta aqui comentados guardan un formato y/o un
estilo abrumadoramente matematico, o que corre el riesgo de sucumbir a manos de algiin complicado
y perverso algoritmo. Pues no es asi.

Le sorprenderd que en cambio, el marco esencial es familiarmente geoldgico, incluyendo todas las
componentes imaginables de las geociencias y abundando en ejemplos, que hacen sumamente
interesante no solo ya la lectura, sino la comprension de conceptos que no resultan dificiles cuando las
explicaciones se ofrecen en el marco de la propia actividad de quién lee. La acertada y profusa
seleccion de ilustraciones, muy oportunas en todos los casos, ayuda sin duda a lograrlo plenamente.
Podria decirse que no se trata de una Geoestadistica, sino en realidad de una ordenada estadistica para
geologos no desprevenidos, que sélo tendran que usarla a sabiendas.

Es esa al menos la sensacidn que experimenta quien reconoce, ademas de la excelencia del producto,
el enorme esfuerzo de poder escribirlo de tal manera y con éxito.

Los esfuerzos cuando provienen de la conviccion nunca son vanos y seguramente llenan espacios que

lo cotidiano no logra, porque carece de fortaleza.

Mario A. Hernandez
Profesor Titular Catedra de Hidrogeologia
Doctor en Ciencias Naturales

La Plata, Mayo de 2013



PROLOGO

Durante la segunda mitad del siglo XX las Ciencias Naturales en general y la Geologia en particular
experimentaron importantes cambios metodol6gicos. Entre ellos, se pasd de descripciones cualitativas
a la coleccion sistematica de informacion que permitiera contar con datos valiosos, esenciales para
definir més acabadamente los atributos de los objetos de estudio y explicar con mayor consistencia los
fendmenos naturales. Esta variacion en los enfoques metodol6gicos constituyd un importante desafio
para los profesionales e investigadores en las Ciencias de la Tierra, quienes se vieron obligados a la
incorporacion de nuevas herramientas para el desenvolvimiento de sus tareas.

El proceso de obtencion de datos geoldgicos que puedan ser expresados numéricamente es por una
parte costoso y arduo, y por otra bastante limitado. Por tal motivo, resulta critica la evaluacién de la
calidad y representatividad de la informacion, asi como la ponderacion de su significado. De ello se
ocupa la Estadistica, y a la Estadistica esta dedicado este texto de la Dra. Marta Alperin.

Aun cuando la ciencia moderna no puede prescindir de los estudios probabilisticos y estadisticos, es
muy frecuente que los estudiantes de las licenciaturas en Geologia y Geoquimica los consideren
materias complejas cuando no de dificil comprension, quizas debido a sus fundamentos matematicos.
Por ello, disponer de un texto adaptado a los niveles de instruccion de nuestros estudiantes de grado
resulta esencial para la mejor comprension de los fundamentos de la Estadistica y para lograr que los
futuros profesionales estén capacitados para la obtencion, organizacion e interpretacion de datos
NUMEricos.

El libro de la Dra. Alperin hace hincapié en los muy diversos métodos estadisticos que son aplicables
a las Ciencias de la Tierra y comprende tanto a sus fundamentos como a las principales técnicas para
el procesamiento y evaluacion de la informacion. Con una vision agil, moderna y muy actualizada la
autora nos brinda un aporte muy comprensivo sobre como las distintas herramientas de la estadistica
pueden auxiliar en la resolucion de problemas geoldgicos. El contenido de la obra es muy amplio e
incluye desde conceptos de estadistica descriptiva, probabilidades, muestreo y analisis de varianza y
correlacion hasta tratamientos mas complejos, tales como métodos no paramétricos, series de tiempo
y cadenas de Markov, analisis de datos composicionales, direccionales y geoestadisticos. Digno de
destacar es el equilibrio entre el soporte tedrico de los conceptos, los procedimientos estadisticos y sus

aplicaciones mediante el empleo de muy adecuados ejemplos.



Marta Alperin es licenciada en Geologia (1982) y doctora en Ciencias Naturales (1988) de la Facultad
de Ciencias Naturales y Museo (UNLP). En los primeros afios de su carrera cientifica se dedicé a los
estudios micropaleontolégicos, y en estas investigaciones ya mostré su particular interés por los
métodos estadisticos, tal como lo ilustra su trabajo sobre interpretaciones paleocambientales de
radiolarios publicado por la Asociacion Geoldgica Argentina en 1993. Fue en ese mismo afio que
Marta se incorpor6 a la catedra de Estadistica de la Facultad de Ciencias Naturales y Museo, y es en
esa area del conocimiento donde ha desarrollado su ininterrumpida tarea docente y en la que en la
actualidad se desempefia como profesora adjunta. En el campo profesional ha volcado su experiencia
en el manejo de diversas técnicas estadisticas particularmente en investigaciones sobre medio
ambiente y gestion territorial.

En este libro, Marta ha sabido amalgamar su vocacion para la educacion universitaria con sus amplios
conocimientos sobre Estadistica. Como resultado disponemos ahora de una obra que tiende a derribar
las habituales barreras entre la Geologia y las Matematicas mostrandonos a nivel comprensible los
principales conceptos y técnicas estadisticas.

De esta forma, Introduccion al Analisis Estadistico de Datos Geoldgicos constituye un excelente
soporte para los cursos destinados a la utilizacion de métodos cuantitativos en Geologia y disciplinas
relacionadas. Alun cuando esta dirigido a los estudiantes de grado, el texto es también una obra de
actualizacion y consulta para los profesionales e investigadores que quieran adentrarse en los empleos
de la Estadistica como una herramienta esencial en la obtencion, procesamiento y analisis de datos
geoldgicos.

Es entonces para mi un motivo de orgullo presentar este trabajo para el que auguro una calida
recepcion. Por ello agradezco profundamente a Marta por su calida invitacion y felicito a los
responsables de la Editorial de la Universidad Nacional de La Plata por haberlo seleccionado para su

publicacion.

Luis Spalletti
Profesor Titular Emérito de Sedimentologia
Facultad de Ciencias Naturales y Museo (UNLP)

Doctor en Ciencias Naturales

La Plata, mayo de 2013



APLICACIONES DE LA ESTADISTICA EN LA GEOLOGIA
DATOS GEOLOGICOS

Introduccidn

La estadistica aplicada en la actualidad es parte del lenguaje cientifico cotidiano. Particularmente en
las Ciencias de la Tierra los métodos estadisticos se aplican en trabajos cientificos y profesionales tan
diversos como los de hidrogeologia, hidrologia, petrologia ignea y sedimentaria, pedologia,
evaluacion de recursos naturales (gas, petréleo y minerales), evaluacion de impacto ambiental, gestion
ambiental, teledeteccidn, entre otras. Cualquiera sea el objeto de estudio los gedlogos, geogquimicos y
paleontologos se enfrentan a los desafios que surgen cuando se estudian formaciones de rocas,
yacimientos minerales, especies fosiles, y cualquier otro objeto o fenémeno que implique grandes
volimenes de material espacialmente disperso y/o de dificil acceso.

Si bien la geologia es una ciencia principalmente observacional, algunas veces existe la necesidad de
planear un disefio experimental para obtener la informacion del fendmeno que se quiere estudiar. Los
investigadores se ven forzados a tomar muestras (subconjunto del total) y a partir de la informacion
que de ellas se obtiene caracterizar todo el fendmeno que se estudia (la poblacion). Es necesario
conocer como tomar la muestra para que represente a la poblacion, y de este modo permita
deducciones validas sobre el fendmeno que se estudia. Los experimentos deben estar disefiados de
forma tal que se minimice la variabilidad introducida en el muestreo y solo se obtenga las variaciones
naturales. Ademas se requiere que los datos sean tomados con exactitud y las medidas realizadas con
precision para eliminar las fuentes de error.

Cuando se aborda el estudio de un fenémeno geoldgico alguno de los objetivos e interrogantes mas
frecuentes son estimar el valor medio y la variabilidad de alguna propiedad en el cuerpo de roca,
detectar si existen diferencias geol6gicas importantes entre las propiedades de dos o mas afloramiento
o si los afloramientos pertenecen a la misma unidad litolégica, evaluar el grado de asociacion
(correlacion estadistica) y descubrir patrones de variacion espacial (tendencias) de todo tipo de
propiedades mapeables de la poblacion (i.e. sustancias contaminantes, estructuras, metales). Es dificil

saber si los valores medios y la variabilidad de una muestra son los mismos que los de la poblacion,



asi como decidir si las diferencias entre muestras de distintos afloramientos o de diferentes
experimentos son producto del azar o realmente se trata de muestras de la misma poblacion, incluso si
las propiedades que en una muestra se presentan asociadas lo estan en la poblacion.

La estadistica, con el calculo de probabilidades permite conocer esas diferencias asi como saber cual
es la magnitud del error en esa estimacion. Provee metodologias para tomar muestras representativas
que permitan extraer el maximo de informacion de un conjunto limitado de datos que sean una base
para la interpretacion de los fendmenos geoldgicos. Permite testear las hipétesis geoldgicas con
objetividad y, a partir de los resultados, retroalimentar la generacion de nuevas hipétesis que den

cuenta del fenémeno estudiado.

Breve historia

La cuantificacion de la Geologia ha sido siempre un tdpico fascinante que se remonta a su inicio como
ciencia y los métodos estadisticos se utilizan desde hace mas de ciento cincuenta afios. Uno de los
trabajos pioneros fue el de Lyell quien, en 1830, subdividio la edad de rocas del Terciario utilizando
la proporcion de especies de bivalvos actuales y fosiles. Antes de terminar el siglo XIX inician los
estudios petrograficos en rocas sedimentarias e igneas, se mide el tamafio y forma de clastos, se
describe la composicidn de las rocas, se cuentan cristales o granos bajo el microscopio, etcétera.
Hacia 1930 la Estadistica se expande rapidamente en algunas ramas de la Geologia y es desde 1940
que los andlisis estadisticos se incluyen en todas sus ramas.

A mediados del siglo pasado se conjugaron una serie de acontecimientos que impulsaron el desarrollo
y utilizacién de modelos matematicos y estadisticos que facilitan la comprension de los complejos
sistemas naturales geoldgicos y resolucion de problemas relacionados con su manejo. Durante la
década de 1950 surge un importante avance en la utilizacion de la estadistica en las Ciencias de la
Tierra que coincidié con el desarrollo de técnicas estadisticas multivariadas y la aparicion de las
computadoras que facilitd los célculos.

Fue en la década de 1960 que las aplicaciones se hicieron cada vez mas frecuentes en las industrias
del Petrdleo y Minera. Para resolver problemas propios de estas ramas se disefiaron y adaptaron
especialmente nuevas metodologias que permiten la interpretacion de secuencias de perforaciones, la
descripcion de reservorios, analizar la distribucion de propiedades de roca madre y roca portadoras de
petroleo, efectuar simulaciones y cubicar reservorios, entre otros. Entre estos métodos se encuentran
los que abordan el andlisis de datos espacializados y/o georeferenciados (obtenidos en tareas de
campo o de informacion satelital) y por otro los datos composicionales (obtenidos de analisis modal o
andlisis quimicos de roca). En los ultimos afios se han desarrollado metodologias especificas para el
andlisis de estos datos: la geoestadistica y el analisis estadistico composicional.



Poblacion y Muestra Geoldgica. Poblacion y Muestra Estadistica

La Estadistica es una ciencia metodoldgica cuyos principios y técnicas se aplican a datos de algin
tipo. Las aplicaciones de la estadistica en la Geologia abarcan dos de sus tres ramas, la estadistica
descriptiva o deductiva y la estadistica inferencial o inductiva. La estadistica descriptiva se ocupa
del ordenamiento, la presentacidn, el calculo de promedios y porcentajes y la sintesis de los datos. La
estadistica inferencial utiliza la informacion de una muestra estadistica para formular conclusiones o
realizar predicciones acerca de la poblacion relacionando los modelos matematicos y la practica. A
estas dos ramas se agrega una tercera, en la cual los gedlogos practicamente no se involucran que es la
teoria de probabilidades. La teoria de probabilidades se ocupa del estudio de los fenémenos que
ocurren al azar, formula teoremas, proposiciones y modelos que permiten describirlos y son los que
utiliza la estadistica inferencial.

Cualquiera sea la aplicacion de la estadistica en los trabajos geol6gicos, un nimero limitado de
observaciones o datos, llamados muestra estadistica, permiten hacer inferencias a la totalidad de las
posibles medidas, valores o cualidades estudiadas, la poblacion estadistica.

Antes de proseguir, es necesario aclarar algunos conceptos:

Poblacién estadistica es todo el grupo posible de medidas, valores o cualidades que son motivo del
estudio.

Unidades de muestreo o ejemplares son los miembros individuales de la poblacion.

Datos son los valores medidas o cualidades que se obtienen de la observacion y/o medicion de las
unidades de muestreo.

Muestra estadistica la forman un nimero limitado de datos. La muestra debe ser representativa de la
poblacién y ser obtenida por un procedimiento que permita que cualquier individuo de la poblacion
tenga la misma probabilidad de ser elegido.

Poblacién geoldgica, dada la naturaleza peculiar y la variedad de los fendmenos geoldgicos, la
poblaciéon geoldgica comprende diferente clase de objetos (ej. cristales, pozos de agua y petroleo,
unidades litologicas, emanaciones de gases), eventos (ej. erupciones volcanicas, inundaciones,
precipitaciones, terremotos) o simplemente nimeros (ej. produccién de barriles de petréleo, nimero
de manifestaciones minerales en un distrito minero, medidas de rumbo de estructuras, longitudes de
onda de olas de diferente tipo, profundidades), que son de interés para el estudio que se va a
desarrollar. Es necesario tener el control conceptual de la poblacién lo que implica distinguir entre la
poblacién hipotética, la existente, la disponible y la objetivo o blanco.

La poblacién hipotética, representa el volumen total de material formado por algin proceso que
existe en algun punto inicial del tiempo geoldgico. La poblacion existente es la parte remanente de la
poblacién hipotética. La mayoria de los individuos no estan disponibles para el muestreo porque estan
enterrados o porque fueron devastados por procesos geoldgicos posteriores. La poblacion disponible

representa el volumen de material de la poblacion existente que es accesible a ser muestreada. Por



altimo, la poblacién objetivo o blanco es aquella sobre la que se hacen las inferencias con base a los
datos que se obtienen en el muestreo. La poblacion a ser muestreada debe coincidir con la poblacion
objetivo. Cuando la poblacién muestreada es méas limitada y difiere mucho, se debe tener en cuenta
que cualquier conclusion que se alcance s6lo podra aplicarse a la poblacién muestreada. Para finalizar
es importante recalcar que una Unica poblacion geoldgica puede dar origen a varias poblaciones
estadisticas (diferentes conjuntos de nimeros o cualidades).

Datos geoldgicos, son diferentes a los que estudian otras disciplinas. La mayoria se obtienen a partir
de manifestaciones o afloramientos dispersos en el espacio y producidos por procesos que el gedlogo
(investigador) no puede controlar. Generalmente se observa un producto fijo, a lo que se suman otros
procesos naturales superficiales que pueden haber removido o enmascarado parte de los productos
originales, a esto se agrega que puede existir evidencia no accesible por estar oculta en el subsuelo.
Muestra geolodgica, informalmente se puede definir como una cantidad finita de roca o sedimentos
consolidados o inconsolidados, muestreados al azar de la parte del cuerpo de roca que esta disponible.
La muestra geoldgica se puede obtener de un cuerpo de roca que puede ser una Formacién, un
aflramiento, un cilindro de roca (testigo) obtenido durante una perforacion, o cutting. La posible
confusién entre muestra geoldgica y muestra estadistica se puede minimizar si, para referirse a una
muestra geoldgica se utiliza la palabra espécimen (Rock, 1988) y dejar el término muestra

exclusivamente en sentido estadistico (Cuadro 1).

Poblacion geolégica: conjunto de todos los elementos, objetos, nUmeros o eventos
acotados en un tiempo y en un espacio determinado, con alguna caracteristica comun
observable o medible objeto de estudio.

Poblacién estadistica: todos los valores o datos derivados de las caracteristicas de
los elementos de la poblacién geoldgica. La poblacion estadistica puede ser infinita o
finita.

Unidad de observacion, espécimen 6 unidad muestral: entidad fisica sujeta a
medicidn o caracterizacidn (roca, sedimentos, agua, hidrocarburo, etc.).

Datos: conjunto de valores o de atributos que se obtienen midiendo, contando o
clasificando cada espécimen.

Muestra: subconjunto de datos extraidos por algiin método aleatorio representativos
de la poblacién estadistica.
Cuadro 1. Definiciones de conceptos basicos.

En suma, para iniciar un estudio geoldgico se debe tener claro no solo el objetivo de la investigacién
tan especificamente como sea posible, sino también definir la poblacion objetivo. Se recomienda
delimitar la poblacién en tiempo y espacio, definir las unidades de muestreo, seleccionar
cuidadosamente la caracteristica o caracteristicas a ser tomadas y determinar el volumen de material a
recolectar, todo esto permite planificar el disefio de muestreo evitando omitir datos cuando se

muestrea. Se requiere del juicio geoldgico no solo para elegir la caracteristica a relevar, observacion o



medida a realizar, sino también para evaluar las fuentes de variabilidad que presentan los datos y la
precision y exactitud requeridas en el estudio. En el quinto capitulo se profundizan estos temas.

Un ejemplo concreto de las implicancias que tiene definir claramente a la poblacion geoldgica
acotandola en tempo y espacio se plantea por ejemplo ante el objetivo estudiar la mineral6gica de un
cuerpo granitico especifico, o de todos los cuerpos graniticos producidos durante la Orogenia Andina,
o0 incluso de todos los granitos de la Orogenia Andina que se hayan formado durante el Oligoceno
superior en la Argentina. Esto, condicionara el disefio de muestreo y la eleccion de los sitios para
tomar las muestras. En el primer caso es suficiente con muestrear solamente el cuerpo granitico
especifico, en el segundo se deberan muestrear granitos de toda América producidas durante la
Orogenia Andina, y en el tercer caso se debera limitar el muestreo en tiempo y espacio a los granitos
del Oligoceno superior de la Orogenia Andina argentina. Cualquier sea el caso y generalizando, los
programas de muestreo se adecuan a la poblacion disponible.

Una vez que el objetivo esté claro y la poblacion delimitada, esta claro que resulta imposible examinar
todos los cristales de los minerales que lo componen ya que nunca se puede acceder a la totalidad del
cuerpo aungue estuviera totalmente expuesto y disponible para tal observacion. Esto obliga a que el
estudio se realice a partir de los datos de un nimero limitado de especimenes de granito (las muestras
de roca) de forma que, con la informacion obtenida de estos especimenes, sea posible caracterizar la
mineralogia del cuerpo entero.

Suponga ahora que uno de los objetivos especificos es estudiar los cristales de feldespato potasico del
stock. El estudio podra realizarse estudiando en el laboratorio algunos cristales de feldespato potasico
de los especimenes de granito muestreados. Para este objetivo especifico los cristales de feldespato
son los especimenes o unidades observacionales. A 0jo desnudo o con el microscopio se podra medir
el largo, ancho, forma, &ngulo de clivaje, presencia 0 ausencia de alteraciones, ancho de las
alteraciones, tipo de alteracion, color, orientacion, etcétera. Las mediciones y observaciones se hacen
de un nimero n limitado de cristales y la muestra estadistica tendré n datos lo que permitiran inferir
las caracteristicas de los cristales de todo el cuerpo granitico. Se tiene asi una Unica poblacién
geoldgica, todos los cristales de feldespato del cuerpo granitico, pero varias poblaciones estadisticas,
una para cada propiedad del cristal de feldespato medida o descripta. Se sefiala que una Unica
poblacién de objetos puede dar origen a varias poblaciones de nimeros que representan cada una de

las caracteristicas medidas o descriptas: el largo, el ancho, la forma, la orientacion, etcétera.

Muestreo

La naturaleza de los datos geoldgicos, como se menciond, permite s6lo en algunos casos puntuales

examinar alguna caracteristica en la poblacion entera (tener un censo), por ello en la gran mayoria de

los casos se analiza parte de la poblacion, la poblacion disponible, y sobre la base de la informacion



relevada en esa porcién se hacen inferencias sobre toda la poblacién. Desafortunadamente es dificil
para los gedlogos tomar una muestra representativa porque solo se puede acceder a los afloramientos
de rocas. Se debe tener presente que las caracteristicas del aforamiento no siempre son las mismas que
las del cuerpo entero pues solo tienen rocas que son resistentes a la meteorizacion. Ahora bien, para
que las inferencias acerca de la poblacion sean validas es necesario que en el procedimiento de la
recoleccion de datos, llamado muestreo, los especimenes que forman la muestra hayan tenido igual
probabilidad de ser elegidos y sean representativos de la poblacion. Adn si el afloramiento se
muestrea con ambos criterios se esta asumiendo que la muestra es representativa de toda la poblacion
y no solo de la poblacién disponible. Se profundizaré este tema en el capitulo 5.

Si se excluyen o incluyen especimenes con ciertas caracteristicas de la muestra sistematicamente,
deliberadamente o inadvertidamente, se dice que la muestra es sesgada. Por ejemplo suponga que
interesa caracterizar la porosidad de una unidad arenosa particular. Si se excluyen las muestras
friables o fisuradas porque es dificil medir su porosidad, los resultados se alteran, el rango de
porosidad esta truncado en las muestras de elevada porosidad, los valores estan sesgados hacia el
extremo de menor porosidad y se incorporan errores en la estimacion de la media y de la variabilidad
de porosidad en la unidad arenosa. Si en un estudio granulométrico de sedimentos s6lo se incluyen
datos de una fraccion también se obtiene una muestra sesgada.

Ademads, durante la recoleccién de la muestra hay que evitar que no se pierda nada del material
recolectado y que desde el proceso de muestreo hasta el lugar de estudio, en el laboratorio, la muestra

se disturbe lo menos posible.

Datos geologicos

Naturaleza de los datos

Las observaciones o mediciones sobre los elementos de una poblacion constituyen la materia prima
con la cual trabaja la estadistica. Interesa estudiar las caracteristicas que van variando de individuo en
individuo. Cada medicion o asignacién de valores de una caracteristica efectuada en un espécimen
origina un dato. El conjunto de n datos constituye una muestra estadistica.

Los datos geologicos se pueden clasificar de acuerdo con la forma de obtencion. Asi se identifican dos
grupos: los datos observacionales, incluyen observaciones y mediciones de objetos naturales y
eventos en el campo o en el laboratorio, y los datos experimentales, comprende las medidas que
surgen de experiencias de laboratorio.

Otro criterio de clasificacion de datos considera el método de recoleccion. Se distinguen cuatro tipos:

mediciones, recuentos, identificaciones y ordenamientos o ranqueos.



Los datos derivados de mediciones, involucran operaciones de medidas tales como defleccion de una
aguja sobre un dial, la amplitud de una linea de rayos-X, o el espesor de una capa sedimentaria.
Medidas de rumbo e inclinacién de un plano o de rumbo y buzamiento de una linea, distancias
medidas a escala o por alidadas, medidas microscépicas, incluyendo angulos dpticos, angulos de
extincion y de clivaje, e indices de refraccion.

Una segunda clase de datos deriva de los recuentos. Ejemplos son el nimero de circones reconocidos
en un campo del microscopio, el namero de foraminiferos levdgiros o dextrogiros, el nimero de pozos
de petr6leo en un distrito.

Tanto las mediciones como los recuentos son medidas de datos métricos y estan constituidas de tal
forma que es posible que un objeto pueda identificarse por cantidades relativas entre grado o cantidad.
El tercer tipo de datos geoldgicos de interés proviene de la identificacién. Estos datos no métricos,
cualitativos son atributos, caracteristicas o propiedades categéricas que identifican o describen al
objeto de estudio. Describen diferencias en tipo o clase, indican la presencia o ausencia de una
caracteristica o propiedad. Son ejemplos el reconocimiento de un determinado tipo de resto fdsil en un
sedimento, o de una especie mineral en una roca, o la existencia o ausencia de cierta estructura en una
capa sedimentaria.

A estas tres clases de datos podemos agregar una cuarta, los datos que surgen del ordenamiento
(establecer un ranquin: mayor a menor, menor a mayor, mas claro a mas oscuro, mas blando a mas
duro, etc.) donde es dificil, si no imposible, asignar una escala de medidas. Ejemplos de datos de esta
categoria son descripciones de color, grado de aptitud de rocas portadoras de minerales o petréleo,
etcétera.

Los estudios geologicos en los cuales se utilizan métodos estadisticos se centran en las caracteristicas
que cambian su estado o expresion entre los diferentes elementos de la poblacion. Se define
formalmente el término variable como aquella caracteristica, propiedad o atributo, con respecto a la
cual los elementos de una poblacion difieren de alguna forma. Se utilizan letras maydsculas para
referirse a la variable (ej. X), y la misma letra en mindscula se emplea para sefialar el valor de un
elemento de la poblacién, al dato (x). En el caso particular en que la caracteristica no cambie en los
elementos de la poblacion recibe el nombre de constante. Por ejemplo el periodo de
semidesintegracion de un isétopo radiactivo es constante.

Las variables pueden ser cuantitativas (métricas) y cualitativas (no métricas). Las variables
cuantitativas permiten diferenciar los individuos por diferencias de grado o cantidad relativas.
Se distinguen dos tipos de variables cuantitativas, las continuas y las discretas y tres tipos de variables
cualitativas, las dicotémicas, las nominales y las ordinales (Cuadro 2).

Se llama variable continua a aquella caracteristica cuyas observaciones pueden asumir cualquier

valor entre dos valores posibles, o 1o que es lo mismo, cualquier valor dentro de los infinitos valores



de un intervalo. Formalmente una variable es continua si toma sus valores en un conjunto continuo, es
decir, un intervalo del eje de los nimeros reales.

Se llama variable discreta a aquella caracteristica que asumen un namero finito o infinito numerable
de posibles resultados. Asi las variables discretas surgen de recuentos. Una variable estadistica es
discreta, si el conjunto de valores posibles se puede poner en la forma X = { a;, a,, ... , ax), en que k es
el nimero de valores diferentes que pueden tomar los elementos de la muestra.

Se llama variable categorica, en contraposicion con las variables cuantitativas no se expresan con
nameros, a las que permiten identificar a los individuos a partir de una cualidad, atributo,
caracteristicas o propiedades. Describen diferencias en tipo o clase indicando la presencia o ausencia
de la propiedad. Entre ellas distinguir al menos tres subtipos: a) las dicotomicas o binarias son las
mas simples, diferencian s6lo dos estados como si/no, presente/ausente, contaminado/no
contaminado, alta ley/baja ley; b) las categoricas nominales como la orientacion de los vientos, Norte,
Sur, Este y Oeste, listas de especies de fdsiles presentes en una muestra; c) las categoricas ordinales,
se enuncian siguiendo un orden ascendente o descendente como el grado de alteracién de una roca

que podré ser severo, moderado o leve, o el color cuando se describe como oscuro, mediano y claro.

Binarias: describe solo dos estados (si/no,
contaminado/sin contaminar)

Variables cualitativas Nominales: describen los estados del atributo
Los individuos se diferencian por (estratificacion entrecruzada, plana, cruzada,

los atributos que poseen. No etc.).

permiten realizar operaciones Ordinales: los estados tienen orden ascendente
algebraicas. o descendente (muy seleccionado, bien

seleccionado, pobremente seleccionado, mal
seleccionado).

Discretas: s6lo pueden tomar valores enteros

Variables cuantitativas (recuentos: 1, 2,.... 25).

Los individuos se diferencian por

grado o cantidad relativa expresada . .
Continuas: pueden tomar cualquier valor real

en L.m valor numerico. Perml_ten dentro de un intervalo (mediciones: 1,25; 1,32;..,
realizar operaciones algebraicas. 5,2845)

Cuadro2. Sintesis y ejemplos de tipos de variables.

Procesos de medicién

Asociado estrechamente con la toma de datos se encuentran los procesos de medicion. La medicién es
un proceso que consiste en asignar valores numéricos a cantidades, grados, extensidn, magnitudes,
etc., o alguna cualidad de un elemento de la poblacién. La asignacién se puede hacer utilizando
escalas de medidas no métricas y escalas de medidas métricas.

Escalas de medidas no métricas: a) Escalas nominales los elementos se clasifican en términos de

igualdad de sus atributos usando categorias o valores arbitrarios que no mantienen una relacion de



orden entre si. Por ejemplo al color de una roca pelitica se le asigna el valor 1 si es gris, 2 si es roja, 3
si es negra. b) Escalas ordinales se utilizan para elementos que puedan ser dispuestos o clasificados
en algun orden, jerarquia o ranking entre las categorias, por ejemplo ordenados en forma ascendente o
descendente. Cada clase se compara con otra en términos de mayor que 0 menor que. Los nimeros
sucesivos utilizados en estas escalas no necesariamente deben estar igualmente espaciados pues
indican sélo posiciones relativas en la serie ordenada. Algunos ejemplos son la asignacion de la
dureza mineral utilizando la escala de dureza de Mohs, la asignacion a la presencia de fdsiles en un
estrato como 0: ausente; 1: raro; 2, comdn, 3: abundante, la escala de seleccion de sedimentos de
Mcmanus.

Escalas de medidas métricas: a) Escalas de intervalos se utilizan cuando es posible establecer
igualdad de intervalos (unidades constantes de medida) de forma que la diferencia entre puntos
adyacentes de cualquier parte de la escala es la misma. Estas escalas tienen un cero arbitrario, por
ejemplo las escalas de temperatura como la Celsius y Fahrenheit. Ademas el valor cero no indica una
cantidad cero o ausencia de temperatura dado que existen temperaturas bajo cero. b) Escalas de
razén se utiliza cuando es posible demostrar igualdad de proporciones con respecto a la cualidad que
se analiza. Esto implica explicitamente la identificacién del punto cero. Longitudes y masas son
ejemplos de nimeros de escalas de razén. Los escala ordinal de nameros (1, 2, 3, ... , N) para el
recuento de objetos y el célculo de porcentajes a partir de recuentos son ejemplos de este tipo de
escala. Muchos nimeros que se usan en geologia estan en una escala de razon: medidas de campo
como espesores de capas, angulos de inclinacién y buzamiento, nimero de capas en una unidad
estratigrafica, elevacion con respecto al nivel del mar. De forma semejante mediadas del tamafio de
particulas, forma y orientacion y porosidad o permeabilidad de las rocas; velocidad del agua, altura y
periodo de las olas, profundidad del agua. Este tipo de escala es la mas importante por sus

implicancias en la cuantificacion de los procesos geoldgicos.

Propiedades de los datos

Ademas de las diferencias relacionadas con las escalas de medida para diferenciar las observaciones
se pueden utilizar otras propiedades. Algunos datos son dimensionales otros adimensionales; algunos
son escalares otros vectoriales; algunas se expresan en sistemas cerrados, otros en sistemas abiertos.

Al realizar observaciones suele resultar que la caracteristica estudiada presenta dimensiones tales
como longitud, tiempo 0 masa o alguna combinacion de estas. Por ejemplo el espesor de un estrato, el
tamafio de una particula tienen la dimension longitud (L), la superficie de una cuenca L?, el periodo de
una ola oceanica se mide en tiempo (T), la velocidad de una particula L/T, la densidad se expresada
como masa (M) por centimetro cubico M/L®, entre otras. Sin embargo otro grupo de datos son

adimensionales. Entre ellos se encuentran las mediciones de la gravedad especifica que es la relacion



entre la densidad de un objeto y la densidad del agua (M/L%/(M/L®) y las funciones angulares comos
seno y coseno.

Otro criterio se refiere a considerar si el dato es de tipo vectorial o escalar. Recuerde que un vector se
define con un segmento orientado que tiene direccion y longitud. Datos vectoriales como el azimut (a
direccién es un angulo que se forma respecto al Norte tomado arbitrariamente como referencia) son
muy comunes en geologia podemos mencionar entre muchas la orientacién de clastos en una capa
sedimentaria, trenes de ondulas, rumbos de fallas y diaclasas, etcétera. En contraste con los datos
vectoriales que requieren de dos cantidades para poder ser definidos, los datos escalares se definen
solamente con un numero.

Otro tipo de dato muy frecuente en los trabajos geoldgicos son los porcentajes o proporciones que se
obtienen en los estudios mineraldgicos o de geoguimica de roca, composicion quimica de rocas y
aguas, composicion granulométrica de sedimentos, etcétera. En porcentajes y proporciones la suma de
las partes es constante y acotada a 100% o a 1, se definen como datos cerrados y se suelen denominar
datos composicionales (ver Capitulo 12). Por otra parte, otro gran namero de observaciones, en las

cuales la relacion anterior no se cumple se denominan abiertos.

Medicion del error

Cuando se recolectan datos a través de algin proceso de medicién suelen aparecer valores
inconsistentes. Para explicar estas inconsistencias se utiliza el concepto de error. Los errores se
introducen por el operador u observador, a causa de errores del instrumento de medicion, por falta de
precision en la definicion operacional o en el proceso de medicion.

Los errores determinados, llamados también groseros, se atribuyen principalmente al instrumental o
a reactivos en el caso de analisis quimicos, también pueden ser operativos, debidos a distracciones por
parte del observador o personales, o de método. Generalmente son grandes en magnitud e irregulares
en ocurrencia.

Los errores sistematicos se producen cuando las medidas tienden a ser siempre méas grandes 0 mas
pequefias. Suelen originarse por errores en la calibracion de los aparatos, aunque también pueden
deberse a condiciones externas como por ejemplo cambios de humedad.

Los errores de método se introducen si existen discrepancias entre la definicion conceptual de la
cualidad a ser medida y la definicion operacional utilizada para efectuar esa medida.

Aln si los procesos de medidas estan libres de errores determinados, sistematicos y de método pueden
existir fluctuaciones en los valores numéricos que se obtienen al repetir la medida. Estos errores
impredecibles son los errores aleatorios, que si se producen en un gran nimero de observaciones
tienden a anularse, es decir las desviaciones positivas 0 negativas del valor verdadero, en promedio,

tienden a compensarse aproximandose al valor verdadero.
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Los procesos de medicion y las mediciones del error encuentran su correspondencia en los conceptos
de precision y exactitud. Asi, la precision (es lo cerca que los valores medidos estan uno de otros), se
relaciona con el proceso de medida. Se logra una alta precision en la medida en que los errores
aleatorios sean lo mas pequefios posible. La exactitud (es la proximidad de un valor medido o
calculado al valor verdadero), es externa al proceso de medicion. La exactitud implica la ausencia de
errores sistematicos. Por otra parte, como se verd mas adelante, precision y exactitud se vinculan con
dos conceptos estadisticos clave, la exactitud esta relacionada al valor medio y la precision esta

relacionada a la varianza.
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Introduccién

Cualquiera sea el trabajo geoldgico que se aborda y el objetivo que se persiga se requiere observar el
fenémeno natural y tomar datos midiendo, contando o registrando la presencia de algun caracter. En
los Gltimos afios la recoleccién de informacién se ha visto favorecida por los avances tecnolégicos que
en algunos casos va acompafiada de una disminucién de los costos de obtencion de datos. Es asi que la
cantidad de datos que estan disponibles para analizar suelen aumentar a ritmo acelerado. Si los
geologos quieren sacar provecho de esta informacidn necesitan organizar y sintetizar los datos. La
estadistica descriptiva ayuda en este aspecto pues ofrece métodos que permiten resumir la
informacidn contenida en un conjunto de datos de la manera mas concisa y completa posible. Esto se
logra con tablas y gréficos y con unas medidas resumen llamadas estadisticos 6 parametros segun se
trate de medias de la muestra 6 de la poblacidn respectivamente. Ademas, estadisticos y parametros
permiten no solo tener una apreciacion del conjunto total de los datos, sino que posibilita resolver

problemas practicos como se vera mas adelante.
Ordenamiento de datos. Descripcion mediante gréaficos
Existen diferentes graficos que son Utiles para describir la muestra, algunos son apropiados para

representar datos de variables cualitativas, como color, forma o alguna otra cualidad, y otros son utiles
cuando se trata de variables cuantitativas, que provienen de recuentos o mediciones (Cuadro 1).

Variable Gréfico
. Graficos circulares
Cualtativas Nominales Graficos de barras
Ordinales Graficos de barras
Discretas Grafico de barras
Histograma
Poligono de frecuencias
Cuantitativas Continuas Ojiva
Diagramas bivariados (2 variables
Box plot
Diagramas ternarios (3 variables)

Cuadro 1. Tipos de variables y sus graficos.
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Variables categoricas

Las variables categdricas, como se menciond en el capitulo anterior, son aquellas cuya escala de
medidas es un conjunto de categorias ordinales o nominales. Para graficar datos categdricos se usan
diagramas de tortas, también llamados gréaficos por sectores, y graficos de barra. Para realizar los
graficos se requieren conocer el nimero de datos de cada categoria.

Diagrama de tortas (pie de tortas) o diagramas de sectores. Se utiliza un circulo que representa el
100% de las unidades. El circulo se divide en tantos sectores como categorias posean los datos. El
tamafio de cada sector se dibuja proporcional al porcentaje de unidades que pertenecen a cada
categoria (Fig. 1a).

Grafico de barras. Cada categoria se representa con una barra, generalmente vertical aunque puede
también ser horizontal. La longitud de cada barra es proporcional al porcentaje de unidades que
pertenecen a cada categoria. El ancho de la barra es el mismo para todas (Fig. 1b). Si se necesita
mostrar en el mismo gréfico mas de dos variables categoricas simultaneamente son Utiles los gréficos

de barras adyacentes o agrupadas (Fig. 1c) y los de barra segmentadas o apiladas (Fig. 1d).
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[[IT Geclogia ]
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[ Ecologla
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Figura 1.Graficos de datos cualitativos. a) Grafico de tortas. b) Grafico de barras. ¢) Grafico de barras adyacentes. d)
Gréfico de barras apiladas.

Variables cuantitativas

Analizar una muestra con pocos datos es una tarea relativamente facil, sobre todo si estan ordenados,

pero si la muestra grande las cosas se complican. Cuando las muestras son grandes, con el niamero de
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datos n mayor que 30, conviene construir una distribucion de frecuencias. Una distribucion de
frecuencias, se puede representar con una tabla y/o mediante un grafico. En ella los datos se acomodan
en clases. La clase refiere a los namero de valores diferentes a; que toman los datos de una variable
discreta A, o a los intervalos disjuntos c;, que cubren el dominio de definicién de la variable continua
X. A cada clase le corresponde una frecuencia absoluta, fi, que es el nimero de veces que se repite un

dato. La suma de las frecuencias de las i-ésimas clases de una muestra es igual al tamafio de la muestra

(Z f_j _n» endonde fi es la frecuencia absoluta del valor a; o del intervalo c;.
i=1

Los intervalos disjuntos de la variable continua X son llamados intervalos de clase. Estos intervalos,
se eligen de igual amplitud (C). Tomar pocos intervalos en el dominio de la variable implica pérdida
de informacion en el sentido que se disipa la variabilidad y tomar muchos intervalos tampoco es
conveniente pues se tergiversa la idea de sintesis. Para calcular el nimero adecuado de intervalos de
clase, m, de una distribucién se puede utilizar una aproximacion empirica (m=vn) o la férmula de
Sturgers (m = parte entera de [1+log n/log 2)]). Conocido el nimero de intervalos se calcula la
amplitud de los mismos ((valor més alto — valor més bajo)/m). Los limites de cada intervalo se
definen de manera tal que no existan dudas de donde ubicar a los datos que caen exactamente sobre el
borde. El criterio méas utilizado consiste en incluir en un intervalo los datos iguales 0 mayores que el
limite inferior y menores que el limite superior. Por ejemplo si un fosil mide 5mm y los limites de dos
intervalos adyacentes son 4 - 5mmy 5 - 6mm se incluye en el intervalo 5 - 6 milimetros.

La tabla de frecuencias tiene al menos dos columnas, en la primera columna se ubican los limites
inferior y superior de cada intervalo de clase de la variable continua X o las valores diferentes que
toma la variable discreta A en estudio. En la segunda columna se ponen las frecuencias absolutas fi
correspondiente a cada clase. Se pueden poner dos columnas opcionales mas, una con las frecuencias
relativas y otra las frecuencias acumuladas.

La frecuencia relativa, fr;, resulta del cociente entre la frecuencia absoluta y el nimero n de datos de

la muestra (fr; = fi/n). Se cumple que la suma de todas las frecuencias relativas de los datos de una

muestra es igual a uno 0 a 100%, seglin se expresen cOMo proporciones 0 Como porcentaje(z": fr — 1] .
I

i=1
La frecuencia acumulada, fa;, es el valor que surge de la suma o acumulacion de todas las frecuencias
absolutas (o relativas) precedentes a la frecuencia de la clase en cuestion. La frecuencia acumulada en

la ultima clase es igual al tamafio de la muestra n o a 100 si se trata de frecuencias relativas acumuladas.

Gréficos de barras e histogramas

El diagrama de barras, también Ilamados de bastones, es el grafico que muestra la distribucion de

frecuencias de la variable discreta. Sobre el eje horizontal se representan los valores discretos que
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toman los datos y sobre cada uno de ellos se coloca una barra vertical de longitud (altura) proporcional
a la frecuencia (Fig. 2a). Si se levantan rectangulos en lugar de barras estos deben estar separados unos
de otros.

El histograma es el grafico que representa la tabla de frecuencias de variables continuas agrupadas en
intervalos, en abscisas se representan los intervalos de clase y en ordenadas la frecuencia absoluta.
Sobre cada intervalo se yergue un rectangulo de altura igual a la frecuencia. Es importante remarcar
que el area de cada rectangulo es proporcional a la clase que representa y no su altura. Se recomienda
que en ordenadas se represente la frecuencia absoluta y no porcentajes o proporciones porque se
enmascara el tamafo de la muestra (Fig. 2b).
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Figura 2. a) Grafico de barras. b) Histograma.

Los histogramas y graficos de barra proporcionan mucha informacion sobre la distribucion de los
datos, son sumamente Utiles en las etapas iniciales de un trabajo pues permiten familiarizarse
rapidamente con los datos. En las etapas mas avanzadas del trabajo, aunque los histogramas hayan
revelado patrones mas o menos claros y sugestivos, se deben realizar pruebas estadisticas para
cotejarlos.

Poligono de frecuencias

Otro grafico que se suele emplear es el poligono de frecuencias que se construye uniendo el centro de
de la parte superior de cada rectangulo del histograma con una curva (Fig. 3). El primer segmento se
extiende desde la marca de clase de un intervalo menor al de los datos con frecuencia O y el ultimo
intervalo se une con la marca de clase de un intervalo mayor al Gltimo que también tiene frecuencia 0,
de modo que el poligono quede cerrado. El area debajo del poligono de frecuencias es igual a la suma
del area de cada rectangulo del histograma.
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Figura 3. Relacion entre a) Histograma y el b) Poligono de frecuencias.

Histograma de frecuencias acumuladas y Poligonos de frecuencias acumuladas (ojivas)

El tercer grafico muy util que se deriva de la tabla de frecuencias es el histograma de frecuencias
acumuladas. Esté grafico tiene en abscisas los intervalos de clase y en ordenadas las frecuencias
relativas acumuladas (Fig. 4a). El poligono de frecuencias acumuladas, llamado ojiva, se dibuja
uniendo los puntos del extremo superior de cada intervalo con segmentos de recta. ElI primer

intervalo tiene 0 frecuencia acumulada y el Gltimo intervalo termina en 100% (Fig. 4b).
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Figura 4. Relacion entre a) Histograma de frecuencias acumuladas y el b) Poligono de frecuencias acumuladas.

Gréficos para representar simultaneamente dos o mas variables

En el caso que se midan dos variables en el mismo espécimen y se necesite representar como es la
variacion de ambas simultaneamente se puede construir un grafico de dispersion, también Ilamado
diagrama bivariado o scaterplot. En este gréfico cada observacion esta representada por un par
ordenado x;,y; cuyas coordenadas estan dadas por los valores registrados en ambas variables (Fig. 5a).
El diagramas de lineas es una modificacion del diagrama de dispersion al que se agregan segmentos
de rectas uniendo los puntos segun un orden dado, por ejemplo abscisas (Fig. 5b).
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Los graficos cuantil - cuantil, conocidos a veces como Q-Q Plot son gréficos bivariados especiales
que permiten compara la distribuciéon de frecuencias de una variable observada con una las de un
modelo o distribucion tedrica. EI Q-Q Plot normal es muy utilizado, en este caso el par XxY;
corresponden a los valores observados (ordenados de menor a mayor) y a los valores esperados segun
el modelo normal para una distribucion con los mismos pardmetros poblacionales (se vera con mas
profundidad que es un modelo Normal en el Capitulo 3). Cuando la distribucion de la variable
coincide con el modelo propuesto (distribucion tedrica) los puntos se alinean en una recta a 45° (Fig.
5¢) y cuando presentan cambios de pendiente indican la presencia de mas de una poblacion. Cabe

aclarar que se grafican los valores correspondientes a los cuantiles (este concepto se explicara mas

adelante).
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Figura 5. a) Diagrama de dispersion. b) Gréafico de lineas. ¢) Q-Q plot.

Los diagramas de caja, también llamados de caja y bigote 6 box plot en inglés, se utilizan para
presentar sintéticamente los aspectos mas importantes de una distribucion de frecuencias: posicion,
dispersion, asimetria, longitud de las colas, puntos andmalos. Son especialmente Gtiles para comparar
varios conjuntos de datos. En los diagramas de caja se presenta en abscisas las categorias y en
ordenadas los valores que toma la variable. Se construye una caja para cada categoria. En algunos box
plot los extremos de la caja son los cuartiles (corresponden al 25% y 75% de los datos) y dentro de ella
un punto o una linea horizontal correspondiente a la mediana (50% de los datos). A partir de los
bordes superior e inferior de la caja se trazan lineas hasta los datos mas alejados estos segmentos se
Ilaman bigotes (Fig. 6). En otros diagramas de caja el punto medio es el promedio, los extremos de la

caja el promedio mas/menos el desvio estandar y los bigotes son los datos anémalos.
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Figura 6. Diagramas de caja.
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Los diagramas ternarios o triangulares indican simultaneamente la distribucion de tres variables
diferentes. Son muy Utiles dado que permiten trabajar condiciones de proporcionalidad y de relaciones
mutuas. La figura 7 muestra un diagrama ternario, cada vértice representa 100% de la variable en él
indicada y la base opuesta el 0% de la misma. Los puntos interiores del triangulo muestran la mezcla
de los tres componentes: A, B y C. Las lineas de proporcionalidad son paralelas a uno de los lados y
mantienen fija en todos sus puntos la proporcion del elemento que ocupa el vértice opuesto,

independientemente de la relacidn entre las proporciones de los otros dos elementos.

Grava

Fango Arena

Figura 7. Diagrama ternario.

Entre los diagramas ternarios mas difundidos se encuentran las clasificaciones de Streckeisen (1965)
asumida por la IUGS para la clasificacion de las rocas igneas, el de clasificacion de psamitas de Folk
et al. (1970), los de Dott (1964) modificado por Pettijohn et al. (1972), los diagramas QFL y QmFLt
de discriminacion tectonica de areas de aporte (Dickinson et al., 1983) y los diagramas Piper de

composicién quimica de aguas.

Descripcion de conjuntos de datos: métodos numéricos

Los métodos graficos son muy Utiles para obtener una descripcién general rapida de los datos
recolectados y para su presentacion, sin embargo no sirven para hacer inferencias porque no estan bien
definidos en el sentido que se pueden realizar, por ejemplo, diferentes histogramas a partir del mismo
conjunto de datos. Para hacer inferencias se necesitan medidas rigurosamente definidas. Se buscan
nUmeros transmitan una imagen de la distribucion de frecuencias, medidas que informen sobre el valor
central de la distribucién, otras que describan la dispersion o variabilidad de los datos, medidas que
indiquen la posicion relativa de los datos y otras que den cuenta de la forma de la distribucion.

Para describir la muestra y la poblacion se utilizan las mismas funciones. Se habla de estadistica o

estadistico para referirse a cualquier funcion muestral, pardmetro es el término que se usa para la
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poblacion. El tamafio de muestra se representa con n, los de la poblacién con N. Los estadisticos se
representan con mayusculas con adornos (X, ¥, S, etc.), los parametros con letras griegas (o, p, p, @,

Y, etc.).

Medidas de tendencia central: Moda, Mediana, Media, Media Geométrica

Moda

La moda ()2 ) de una serie de datos es el valor que aparece con mas frecuencia que cualquier otro.
Una serie de datos puede no tener moda o tener mas de una, si tiene dos modas se dice bimodal y
polimodal si tiene mas de dos. En los datos sin agrupar la moda se observa claramente cuando se
ordenan los datos de menor a mayor. Cuando los datos estan agrupados la moda se encuentra en la
clase de mayor frecuencia, llamada clase modal (Fig. 8). Su valor se halla a partir de la siguiente
expresion:

X =L, +[ijc 2.1)
AL+ A2

donde Lin, €s el limite inferior de la clase modal, Al el valor absoluto de la diferencia entre la
frecuencia de la clase premodal (inmediatamente anterior a la clase modal) y modal [fmod — foremod|, A2
el valor absoluto de la diferencia entre la frecuencia de la clase posmodal (inmediatamente posterior a

la clase modal) y modal [fposmed - fmoa| Y C la amplitud del intervalo de clase.
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Contenido de limo (g) Valor de la MODA
Figura 8. El valor de la moda es el x correspondiente a la interseccién de la linea que une el limite superior del intervalo
premodal con el limite superior del intervalo modal con otra que une el limite inferior del intervalo modal con el limite

inferior del intervalo posmodal.
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La moda es inestable ya que puede cambiar con el método de redondeo de los datos. En distribuciones
gue aumentan o disminuyen continuamente y a ritmo constante, la moda podra ser un valor extremo

mas que un valor de tendencia central.

Mediana

La mediana ()Z) es el valor medio de una serie cuando los valores se ordenan de menor a mayor.
Divide la serie de tal forma que el 50% de los valores son menores a €l y el otro 50% de los valores
son mayores a él. Una caracteristica importante de la mediana es que no esta influenciada con la
magnitud de los valores de las colas de la distribucién. Si el nimero de datos de la serie es impar el
valor coincide con el valor central y cuando es par, la mediana se encuentra entre los dos valores
centrales. Si los datos estan agrupados la mediana se ubica en la clase mediana (la clase cuya
frecuencia acumulada supera primero el valor [(n + 1) / 2]) (Fig. 9). Su valor se halla a partir de la

siguiente expresion:

fme

donde Lme es el limite inferior de la clase mediana, fap la frecuencia acumulada en la clase que
precede inmediatamente a la clase que tiene a la mediana, fme la frecuencia de la clase que tiene a la

mediana y C la amplitud del intervalo.

g
H

F(x)

4 8 12 14 16 18 20
Contenido de limo (@) Valor de la Mediana

Figura 9. La mediana graficamente se encuentra utilizando el poligono de frecuencias acumuladas. Desde el valor del 50%
(eje y) se traza una linea paralela a las x hasta cortar la ojiva y desde este punto se traza una linea que corte en forma

perpendicular al eje de las x.

Media aritmética

La media aritmética, promedio o simplemente media, es la medida de tendencia central mas comun y

atil. El simbolo X se usa para la media de la muestra y la media de la poblacién se representa con la
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letra . Para un conjunto de n observaciones {Xi, X; ..., X}, €s igual a las suma de las n observaciones

dividido el nimero total de datos n,

x

X =>" X=inx.. (2.3)

n
i=1

= |

Si los datos estén agrupados la media se calcula como:
3 Xi fi
it N (2.4)

donde x; es el valor de la variable discreta o el punto medio de intervalo de clase (marca de clase) si se

X =

trata de una variable continua y f; es la frecuencia de la variable o intervalo de clase segun
corresponda.

La media tiene algunas propiedades importantes:

1° Es un valor tipico. Esto significa que es el centro de gravedad, un punto de equilibrio. Su valor

puede sustituir al valor de cada dato de la serie sin cambiar el total dado que

n

D% - )?-n:zn:xi
.

i=1

)?:

S|

2° La suma algebraica de las desviaciones con relacion a la media es 0.

iZ::(xi —Y):O

3° La suma del cuadrado de las desviaciones de los datos respecto a la media es menor que las

desviaciones al cuadrado de cualquier otro punto.

n —\2 .
Z(xi - X) =min

i=1 .

Una caracteristica de la media es su inestabilidad pues con el agregado de datos extremos su valor
cambia sustancialmente.

Uno de los de los objetivos de los estudios geologicos mas frecuentes es estimar la media poblacional
u desconocida utilizando la informacion de la muestra. La precision en la estimacion de p se basa en la

independencia de las observaciones, como se vera mas adelante, de esto depende la ley fundamental
del error estandar de la media (/o /n, donde la varianza, o*esla varianza de la poblacion). Para lograr

un error estandar pequefio solo son posibles dos caminos, reducir la varianza o incrementar el nimero

de observaciones.

EJEMPLO 1

Calculo de la moda, mediana y media

Se tienen datos de permeabilidad de una arena obtenidos de registros de pozo expresados en 10°
miliDarcys.
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Limites de clase Marca de clase ¢; fi fa;

15-2,0 1,75 4 4 7,00
2,0-2,5 2,25 6 10 13,50
2,5-3,0 2,75 8 18 22,00
30-3,5 3,25 12 30 39,00
35-4,0 3,75 7 37 26,25
4,0-4,5 4,25 6 43 25,50
4,5-50 4,75 2 45 9,50
50-5,5 5,25 1 46 5,25

n= 46 _ u

Promedio €

>c f, = (L75-4)+--+(5.25-1) =148 g v

i 8 8 7

2 .
- ¢ f . : 7
X :zclil:%:&z miliDarcys % ° 7 / /.'//
iz N 46 P 4 W/// //

Moda o % i % ////////

Clase que contiene la moda: 3,0 — 3,5 Lo 20 28 Pi?m::bngzd 45 50 58

Limo: 3,0 Al=18-12|=

C=25 A2=|7-12|=

X =Li,, +( Al )C = 3,0+(4j2,5 — 3,6 miliDarcys

AL+ A2 4+5

Mediana

n+1/2=47/2=23,5

Clase que contiene a la median: 3,0 — 3,5

Lime = 3,0 fme =12

fap =18 C=25

X = Li,.. + w C =3,0+(23’5_18j2,5 =41 miliDarcys
fme 12

Media y moda se encuentran en el mismo intervalo de clase. La mediana es mayor que la moda y la moda
es mayor que la media.

Media Geométrica

La media geométrica es otra medida de tendencia central cuyo uso mas frecuente es el de promediar
variables tales como porcentajes, tasas, nimeros indices etcétera. Es la Unica medida de tendencia
central que describe bien datos cerrados (Capitulo 12). Ademas tiene la virtud de ser mejor estimador
de tendencia central que la media aritmética cuando la distribucion de frecuencias es de asimetria a la
derecha (gj. distribucion log-normal).

La media geométrica, G, para un conjunto de n observaciones {Xi, Xa, ..., X,}, €s igual a la raiz n-ésima
del producto de esos datos.

G=UX Xy uu X, G=n/x"% X" (25y2.6)
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Solamente se puede calcular la media geométrica si todos los datos son positivos, si uno de ellos es 0,
entonces el resultado es 0. Aunque su calculo es mas complicado que el de la media aritmética, tiene la
ventaja que se ve menos influenciada por los valores extremos. La media geométrica de un conjunto

de nimeros positivos es siempre menor a la media aritmética.

EJEMPLO 2

Calculo de la media geométrica

La Tonalita la Ovejeria aflora en la ladera oriental de la Sierra del Aconquija en la provincia de
Tucuman. Los datos corresponden al contenido Na,O (%) de las tonalitas.

{6.2;9,3; 4,8;7,2; 5,5}

G =8/6,2-9,3-48-7,2-5,5 =§/10960,0 = 6,4

Relaciones entre la media, la mediana y la moda

La mediana se ve afectada solo ligeramente por datos atipicos que, como se vera mas adelante, son
valores alejados del resto de los datos, mientras que la media muestral se ve muy afectada por este tipo
de valores. La media tiene la ventaja de tener en cuenta todas las observaciones, mientras que la
mediana solo tiene en cuenta el orden de las mismas y no su magnitud. La moda es una medida estable
que no cambia con el agregado o perdida de un dato. La media y la mediana son muy distintas cuando
la distribucidn es asimétrica, lo que implica la heterogeneidad de los datos.

En distribuciones simétricas, media, mediana y moda coinciden (moda = mediana = media) (Fig. 10a).
En distribuciones con gran nimero de datos pequefios y pocos datos grandes, la asimetria es positiva o
de cola derecha. La moda se encuentra a la izquierda, seguida por la mediana y la media (moda >
mediana > media) (Fig. 10b). En distribuciones con muchos datos grandes y pocos datos pequefios, la
asimetria es negativa o de cola izquierda. La media se encuentra a la izquierda, seguida por la mediana

y la moda (media > mediana > moda) (Fig. 10c).

a c
Figura 10. a. Distribucién simétrica (moda = mediana = media). b. Distribucion de cola derecha (moda > mediana >
media). ¢. Distribucidn de cola izquierda (media > mediana > moda). En verde la media, en azul la mediana y en rojo la
moda.
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Medidas de dispersion: Rango, Varianza, Desvio estdndar y Coeficiente de Variacion
Rango
El rango, también Ilamado amplitud 6 recorrido, para un conjunto de n observaciones {Xi, X, ..., Xn},

es la diferencia entre el valor maximo y el minimo. El rango se aprecia tanto en los histogramas como

en los diagramas de frecuencia acumulada (Fig. 11).

0,75

e e
0,25
0,25
0 - x 0 A x
R b R
Figura 11. Representacion gréafica del Rango. La distribucion de la variable de la figura a tiene menor rango que la de la
figura b.

Varianza y Desvio estandar

Una forma de medir la variacion de los datos con respecto a la media es calculando la diferencia entre

cada dato y la media, y luego promediar las diferencias:

X, = X +X, = X +..+%X, — X X, + X, + X,

(e, —X), (g = X), e, (0, — X) — : , pero f—iw

luego, la desviacion promedio siempre es nula (ver 2° propiedad de la media).

Para salvar el problema se toma el promedio del cuadrado de las diferencias que es la varianza

(xl_X)Z:(xZ_X)ZH-" (xn_)_()Z

n

a veces llamada variancia. La varianza de todas las mediciones de la poblacion, el parametro, se
representa con o° Y la varianza de la muestra, el estadistico, con S°.
La varianza de n observaciones (Xi, Xp,..., X,) se define como el promedio del cuadrado de las

desviaciones con respecto a la media.

2 (X1 _,U)Z -}_(X2 —,u)2 +...+(Xn —ﬂ)z ,obien 52 (X» _ﬂ)z : 2.7

Q
|
=2
Z|~
Mz

T
iR
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La varianza muestral no es un buen estimador de la varianza poblacional, la subestima. Esa desviacion
se puede corregir disminuyendo el denominador del cociente, por esto, en el calculo del promedio de

las desviaciones se resta una unidad el tamafio de la muestra (n - 1)*.

T \2 T \2 T \2

g2 _ (xl —X) +(x2 —X) +...+(xn —X)
n-1 . (2.8)
Debido a que la varianza es una suma de cuadrados la unidad de S°y & es igual a la unidad de la
variable elevada al cuadrado, por ejemplo si la variable se mide en milimetros, las unidades de S* son
mm?. Para expresar la dispersion en la misma unidades que la variable y simplificar la interpretacion

se define la desviacion 6 desvio estdndar. El desvio estandar de n observaciones (Xi, Xa,..., X»), €s la

raiz cuadrada positiva de la varianza, o = Vo* y S = VS2

2.9y 2.10)

(2.11)

donde x; es el valor de la variable discreta o el punto medio del intervalo de clase en las variables
continuas y fi es la frecuencia.

El desvio estandar se registra con un decimal mas que los datos, sin antes redondear la varianza. La
varianza se expresa con dos decimales mas que los datos.

Algunas propiedades interesantes del desvio estandar son:

1° El desvio estandar no se modifica cuando se suma una constante a todos los valores de la variable.
2° El desvio estandar se incrementa el valor de la constante cuando todos los valores de la variable se
multiplican por una constante.

Otro objetivo importante en los trabajos geologicos, ademas del calculo del promedio, es la medicion
de la variabilidad. La variabilidad puede ser causada, como mencionamos en el capitulo anterior,

durante la formacidn del cuerpo de roca.

Coeficiente de variacion

El coeficiente de variacion para una muestra de valores X, X, ... , x, €s la razon entre su desvio

estandar y la media de esos datos.

cV = (2.12)

|| »
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El Coeficiente de Variacion no posee unidades aunque suele expresarse en forma porcentual.
Este cociente da cuenta de la desviacion estandar como una proporcién de la media, y es a veces un

indicador bastante util. Por ejemplo, un valor S = 10 no es significativo a menos que se lo compare con
algo diferente. SiS=10y X = 1000, entonces la variacion es muy pequefia con respecto a la media.

Sin embargo, si S =10y X = 5, la variacion con respecto a la media es grande. Por ejemplo, si se
estudia la precision (variacion en mediciones repetidas) de un instrumento de medicion, por ejemplo
una Estacion Total, el primer caso CV =10/1000 = 0,01 presentaria una precision aceptable, pero en el
segundo caso CV =10/5 = 2 seria totalmente inaceptable.

En el caso de datos de campo o de laboratorio, el coeficiente de variacion refleja una mezcla
desconocida de la variabilidad natural, la variabilidad introducida durante el proceso de muestreo y de
causas aleatorias. El coeficiente de variacion de una poblacion homogénea es tipicamente menor que
la unidad. Si es mayor que 1,5 conviene investigar posibles fuentes de heterogeneidad en los datos,
también puede indicar la existencia de valores extremos. A pesar de esto, en numerosas variables
geoldgicas el coeficiente de variacion toma valores entre 2,5y 0,2.

El coeficiente de variacion también resulta Gtil para comparar la variabilidad entre varias muestras,
incluso la variabilidad entre mediciones realizadas en diferentes unidades. Pero cuando la media es

cercana a cero no es util calcular el coeficiente de variacion.

EJEMPLO 3

Calculo de la varianza desvio estdndar y coeficiente de variacion

Se utilizan los datos del ejemplo 1, los datos de permeabilidad de una arena obtenidos de registros de
pozo expresados en 10° miliDarcys.

Limites de clase Marca de clase c; f (e -xyt,
15-20 1,75 4 8,6129
20-25 2,25 6 5,6151
25-3,0 2,75 8 1,7476
3,0-35 3,25 12 0,0128
35-4,0 3,75 7 1,9857
4,0-4,5 4,25 6 6,3977
4,5-50 4,75 2 4,6978
50-5,5 5,25 1 4,1315

n =46
X =3,2 miliDarcys

Varianza

o2 _ (.- X) f,+(c, - X) f (e, - X)' f, 332011
n-1 45

$? =0,7378 miliDarcys?

Desvio estandar

s=+/s? = /0,7378

S =0,86 miliDarcys
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Coeficiente de variacion

_S _086
TX 32
CV =0,27

La distribucion tiene baja variabilidad.

Medidas de localizacién

Los cuantiles son valores de la distribucion que la dividen en partes iguales. Los mas usados son los
cuartiles (Q), los deciles (D) y los percentiles (P), que dividen a los datos en 4, 10 y 100 partes
iguales respectivamente. El segundo cuartil (Q, 6 Qsoy), quinto decil (Ds) y percentil 50 (Pso) son
equivalentes a la mediana.

De igual manera que la mediana, un cuantil x; divide a la muestra de datos en dos partes, el 5% de los
valores es menor que 4 y el (1 — 8) de los valores es mayor que Xs.

El calculo de estos cuantiles es similar al de la mediana. Para datos no agrupados la serie se ordena de
menor a mayor y se buscan los valores que satisfacen la condicion buscada. Si los datos estan
agrupados, se determina el intervalo en el cual se encuentra la medida buscada, luego se recorre la
columna de frecuencias acumuladas y el primer valor que sobrepasa el % de n a la izquierda de la

medida indica el intervalo mencionado. Después se efectla la interpolacion aplicando

0 —

Xy = Lo% +| 0180 | (2.13)
fmo

donde Lo% es el limite inferior de la clase 6%, 6% es el total de observaciones que quedan a la

izquierda de 6%, Fap la frecuencia acumulada en la clase que precede inmediatamente a la clase que

tiene al %, fmo la frecuencia de la clase que tiene al 0% y C la amplitud del intervalo (Fig. 12).

:

F(x)

=]

4 8 12 14 16 18 20
Contenido de limo () g,

Figura 12: Se indica como encontrar el valor del primer cuartil Q,so.

Rango intercuartilico. Algunas medidas de dispersion toman como referencia ciertos cuartiles o
deciles de orden 3. El rango intercuartilico es la diferencia entre el tercer cuartil (Qrs%) y el segundo
cuartil (Qazs%) (RI = Q7506 — Qas06). Otros proponen utilizar la diferencia entre el percentil noventa

(Poose) Y el percentil 10 (P1os) (R1 = Xgooe — X1006)-
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Medidas de forma
Coeficiente de Simetria

El coeficiente de simetria (CS) se utiliza para caracterizar el comportamiento de la distribucion
respecto a la media (Fig. 13). La simetria es importante para saber si los valores de la variable se
encuentran en una determinada zona del recorrido de la variable.

Existen varias formas de medir la simetria. La primera es comparando la media con la moda. Si la

diferencia media menos moda ()?— X)) es positiva, la asimetria se dice positiva o derecha, en caso

que la diferencia sea negativa la asimetria es negativa o a izquierda. Aunque simple esta manera de
medir la asimetria es poco practica pues depende de las unidades de la variable. El segundo modo de
medir la asimetria es calculando el Coeficiente de simetria de Pearson que considera el cubo de las

desviaciones a la media. Se define como:

cs=4=2 " (2.14)

Se ha demostrado que cuando el coeficiente es negativo (CS < 0) la asimetria es negativa (Fig. 13a),
cuando es positivo (CS > 0) la asimetria es positiva (Fig. 13b) y cuando es igual a cero (CS =0) la

distribucion es simétrica (Fig. 13c).

CS<0 CS>0 Cs=0

a b c
Figura 13. Ejemplos de distribuciones de frecuencias con diferentes asimetrias. a) Histograma con asimetria negativa.

b) Histograma con asimetria positiva. c) Histograma simétrico.

Coeficiente de Kurtosis
El coeficiente de Kurtosis, K, también llamado de Exceso o de Curtosis, mide el grado de

achatamiento de la distribucion con respecto al modelo teérico Normal (o de forma de campana al que

nos referiremos mas adelante) (Fig. 14). Se define como:
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L (6=X)* T,
X
i=1 _3

K== ' (2.15)

Se ha demostrado que cuando en las distribuciones normales la kurtosis es cero (K = 0) (Fig. 14a). La
kurtosis es positiva (K > 0) en las distribuciones mas puntiagudas que la del modelo normal, se dice
que son leptocurticas (Fig. 14b). Si la distribucion es mas achatada que la del modelo normal, la

kurtosis es negativa (K <0) y se las llama platicurticas (Fig. 14c).

K=0 K>0 K<0

Normal Normal Normal

Al

a b c
Figura 14. Ejemplo de distribuciones de frecuencias con diferentes kurtosis. a) Histograma normal o mesocurtico.

b) Histograma puntiagudo o leptocurtico. ¢) Histograma achatado o platicurtico.

EJEMPLO 4

Célculo del coeficiente de simetria y la kurtosis

Se utilizan los datos del ejemplo 1, los datos de permeabilidad de una arena obtenidos de registros de
pozo expresados en 10° miliDarcys.

Limites de clase Marca de clase c; f; (c, - XJF, (- X)t,
15-2,0 1,75 4 -12,6386 18,5457
2,0-2,5 2,25 6 -5,4320 5,2548
2,5-3,0 2,75 8 -0,8168 0,3818
3,0-35 3,25 12 0,0004 0,0001
3,5-4,0 3,75 7 1,0576 0,5633
40-4,5 4,25 6 6,6063 6,8217
45-50 4,75 2 7,1999 11,0346
50-5,5 5,25 1 8,3977 17,0693

n=46
S =0,87 miliDarcys

Coeficiente de simetria
YO 43745

cs=a2_"1 - =015
s 0,6337
CS =015
Kurtosis
G g 6712
K=S 1 —-3=—"t"-_3
s 0,5444
K =-0,62

La distribucion tiene ligero sesgo positivo y es ligeramente platicurtica.
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Datos Andmalos

Los datos anomalos, datos atipicos u outliers se pueden producir por un error de medicion o de
recuento, un error de transcripcion al momento de volcar los datos al papel, o bien pueden ser
causados por algun suceso sumamente extrafio.

Un criterio que se utiliza para detectar los datos andmalos de un conjunto determinado de datos tiene
en cuenta los cuartiles (Q). Asi se define a los datos anomalos moderados como aquellos que son
menores al valor de Qusy, - 1,5 (Q7s% - Q250) 0 Mayores que Qrsy, + 1,5 (Qrse, - Qas06). EN tanto los
andmalos extremos son los menores a Qas9 - 3 (Q750 - Q2505) 0 10s Mayores a Qs + 3 (Q750 - Q2506),
donde Qs €s el primer cuartil, Qzsy, el tercer cuartil y (Qzsy - Qas4) €l rango intercuartil.

Otros criterios para identificar datos extremos son graficos, usando box-plot, Q-Q plots e histogramas.
Es muy importante identificar los datos atipicos que influencian fuertemente los resultados de un
andlisis estadistico clasico, sin ir muy lejos, se menciond el efecto que tienen sobre la media. Se debe
inspeccionar cuidadosamente los valores andmalos para ver si son producto de un error y deben ser
eliminados o si, por el contrario, el dato corresponde a un individuo que tiene algo particular y debe
permanecer en el analisis. Por otra parte, si se encuentran muchos datos anémalos pueden estar

indicando que la escala elegida no es la mas adecuada.

Tratamiento de datos cero (0)

Existen tres tipos de datos cero. En el primero la variable toma el valor 0, por ejemplo no se
encuentran prospectos mineros en un distrito o0 no existen pozos contaminados con mercurio en una
region rural. En estos casos el cero se incluyen para los célculos de los estadisticos con la jerarquia de
cualquier otro valor. El segundo tipo se conoce como O por redondeo. Estos ceros son muy comunes
en geologia, suelen estar relacionados con el limite de deteccion del aparato o metodologia utilizada
para cuantificar los valores de la variable. Su aparicion es frecuente en datos de geoquimica de roca,
tanto de elementos mayoritario como traza. En las tablas de datos se indican como “< valor” (< 0,05) o
“-valor” (por ejemplo -0,05). Una estrategia habitual para el calculo de los estadisticos, es reemplazar
los ceros por redondeo utilizando la mitad del valor del limite de deteccion, por ejemplo si el limite de
deteccion es 0,01 se reemplazan por 0,005. En el dltimo tipo, los valores 0 indican dato ausente, no se
trata de ceros verdaderos, sélo es una forma de indicar que no se midié la variable en el espécimen o
que se perdié la informacién. Los estadisticos se calculan omitiendo los ceros, sélo con los valores

disponibles, es decir se disminuye el tamafio de la muestra.
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Aplicaciones especiales

Estadisticos y graficos como el poligono de frecuencias acumulado y graficos bivariados son
utilizados en todas las ramas de la Geologia. Una aplicacion muy difundida para estudios
granulométricos de psamitas fue propuesta por Folk y Ward (1957). Estos autores utilizan los gréaficos
de frecuencia acumulada que surgen de los analisis granulométricos de sedimentos actuales (en
abscisas se indica el tamafio de grano en escala ¢ (-log, diametro mm) y en ordenadas el peso retenido

en el tamiz), y calculan a partir de ellos, los estadisticos de la siguiente manera: X =¢50

g fl6+g84-¢50 o ¢#84—g16 $95-¢5 g 16+¢84-2450 (#5+495-2¢50) | $95-45

3 : 4 6,6 2(p84—¢16) 2(¢95-¢5)  2,44(¢75-¢25)
Estos estadisticos se utilizan en el analisis textural de sedimentos. Con ellos también se construyen
graficos bivariados, por ejemplo a base de graficar kurtosis vs. asimetria Folk y Ward (1957)
interpretaron detalles ambientales y Mason y Folk (1958) diferenciaron arenas de playa, duna y planos
edlicos en una barrera litoral. Passega (1957, 1964) grafico C (percentil 1, aproximadamente el valor
del méximo tamafio de grano) en funcién de M (media) para tratar de determinar los agentes o
procesos depositacionales. Visher (1969) utilizd6 los graficos de frecuencias acumuladas
probabilisticos para distinguir subpoblaciones de sedimentos a partir de los cambios de pendiente y las
vincul6 con mecanismos de transporte (diferencio tres segmentos, que de fino a grueso corresponden a
suspensién, saltacion y traccion).
Por otra parte, los histogramas de altura de una cuenca y los poligonos de frecuencia acumulada,
Ilamadas curvas hipsométricas en los estudios de hidrogeologia y geomorfologia cuantitativa, permiten
caracterizar la fisiografia de la cuenca (Fig. 15). Por ejemplo una curva hipsométrica con concavidad
hacia arriba indica una cuenca con valles extensos y cumbres escarpadas y una con concavidad hacia

abajo revela valles profundos y sabanas planas.

Area de la cuenca [%]

0 2 4 6 8 0 12 14 168 18 20
940
940-920 [z 920 4
920-900 =zl 200 4
900-880 pzzzz) 880 -
880-860 zzzza 860
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E 840820 |7zl E aog |
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Figura 15. a. Poligonos de frecuencia de cotas en una cuenca. b) Curva hipsométrica.
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PROBABILIDES

FENOMENOS GEOLOGICOS EN EL CONTEXTO DE LA TEORIA DE
PROBABILIDADES

Introduccidn

Gran parte de los trabajos geoldgicos, profesionales o de investigacion, se basan en la observacion y
andlisis de procesos geoldgicos en los que intervienen variables fisicas, quimicas y ambientales para
originar todo el vasto conjunto de productos geoldgicos (cuerpos de rocas, estratos, depdsitos
minerales, erupciones volcéanicas, procesos de remocién en masa, inundaciones, entre otras).
Desafortunadamente el conocimiento de la génesis de los productos y procesos es limitado, se
desconoce gran parte de las complejas interacciones que ocurren entre ellos, ademas se suma el
desconocimiento causado por la inaccesibilidad o lo errético de los afloramientos. Si bien se pueden
clasificar contar y medir los productos originados durante estos procesos no es posible predecir con
exactitud el valor, tamafio, cantidad, tipo, etc. que tendrd una observacion lo que impide la utilizacion
de modelos deterministcos’.

Sin embargo aungue los procesos no siempre son exactamente iguales, en términos generales, es
posible encontrar en ellos algunas regularidades que permitan usar conceptos estadisticos y modelos
probabilisticos. La utilizacion de modelos probabilisticos en geologia permite analizar la informacion
como el resultado de un proceso aleatorio y entonces estimar los valores desconocidos y predecir, con
un margen de error conocido, el comportamiento que tendran procesos y/o productos en sitios no
muestreados. Es importante sefialar que aleatorio no significa impredecible, tampoco significa que al
considerar que un problema geoldgico como un fendmeno aleatorio se admitan estimaciones carentes
de sentido.

Por otra parte, tanto la estimacion de los parametros como la toma de decisiones se sustentan en la
teoria de probabilidades debido a que la probabilidad es simultaneamente el lenguaje y la medida de
la incertidumbre y los riesgos asociada a ella. Antes de pasar a los procedimientos estadisticos en la

toma de decisiones es entonces necesario describir la teoria de probabilidades.
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Probabilidades

Es posible arribar al concepto de probabilidades desde diferentes aproximaciones, se veran tres:

basada en la experiencia, clasica y axiomatica.
Definicion empirica de probabilidad

Es claro que los estudios geoldgicos se basan fundamentalmente en las observaciones. En las
observaciones hay una gran parte de incertidumbre que impide que sean predecibles. Por ejemplo al
realizar observaciones o mediciones de un cristal de cuarzo de un granito no se puede predecir con
certeza su tamafio, ni es posible saber cual sera el contenido metélico en cobre de un deposito, ni la
precipitacion caida en una cuenca en un lapso dado, o el nimero de blogues explotables por deposito,
ni el tonelaje por sobre una ley de corte en una mina. Sin embargo, la experiencia muestra que en
algunas situaciones précticas, las frecuencias de ocurrencia repetidas de un determinado fenémeno
son, en términos generales parecidas. Por ejemplo el tamafio de cristales de cuarzo cuerpos graniticos
similares se desarrollaran aproximadamente lo mismo, la precipitacion caida en una cuenca
anualmente serd semejante afio a afio, la ley de corte de los bloques de un yacimiento en explotacion
sera similar, etcétera. Esta regularidad es mayor si se consideran series que comparten una gran
cantidad de observaciones. Cuando esto sucede, la frecuencia de ocurrencia, expresada como
frecuencia relativa, se transforma en la probabilidad de ocurrencia. Es esta verificacion
experimental que conduce a interpretar la probabilidad como el limite de la frecuencia relativa que
resultaria de considerar una serie infinita de experiencias.

Dado que la probabilidad de un suceso cuaquiera, A, tiende a coincidir con la frecuencia experimental
cuando el numero de repeticiones del experimento es lo suficientemente grande, es que la
probabilidad de A se define como el limite de la frecuencia relativa que resultaria de considerar una

serie infinita de experiencias.
. Ny
P(A)=Ilim_,, e (3.1)

donde n, es el nimero de veces que ocurre A en una serie de n repeticiones del experimento.

Esta definicion frecuentista de la probabilidad se llama también probabilidad a posteriori ya que solo
se puede dar la probabilidad de un suceso después de repetir y observar un gran nimero de veces el
experimento. Algunos autores las Ilaman probabilidades teoricas.

Definir las probabilidades de esta manera permiten vincularlo intuitivamente con lo visto en el
capitulo anterior. Imagine una distribucion de frecuencias empiricas de un nimero muy grande de
observaciones con intervalos de clase infinitamente pequefios. Para esa distribucion el poligono de
frecuencia seria sumamente suave y representaria todas las potenciales observaciones, por lo tanto, se

podria decir que se trata de la distribucion de la Poblacion. Esta curva, entonces puede considerarse
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una representacion tedrica que se define a partir de un modelo matemético® de las potenciales
observaciones. Contar con modelos permite desarrollar métodos estadisticos y, de este modo, a partir
del andlisis de las probabilidades asociadas con los eventos poder estimar el comportamiento pasado o

futuro de los objetos o de los fendmenos bajo estudio.

Definicion clésica de probabilidad de La Place” (1812)

El concepto de probabilidades empiricas es necesario en circunstancias geologicas como las
descriptas méas arriba asi como en muchas otras circunstancias en donde existe una variedad (a veces
infinitas) de posibles resultados, que impiden que no se pueda predecir con exactitud qué sucedera.
Sin embargo, en otras ocasiones esta definicion no es aplicable, por ejemplo cuando se cuenta la
presencia de ejemplares de una cierta especie de bivalvo en un estrato que poseen ornamentacion
respecto al nimero total de bivalvos de esa especie. En circunstancias parecidas a esas se puede
recurrir a la aproximacion de probabilidades desde la frecuencia relativa (definicion de La Place,
1812). Esta aproximacion es intuitivamente utilizada por los ge6logos ya que se trata de un concepto
cercano al del Uniformitarismo (Charles Lyell®, 1797-1875).

Segln La Place la probabilidad de A es igual al nimero de casos favorables a A sobre nimero de
casos totales.

P(A) = 5 , (3.2)
n
ddnde k es el nimero de casos posibles a A en una serie de n casos totales siempre que todos los casos
sean equiprobables.

La definicién de La Place también se conoce con el nombre de probabilidad a priori pues, para
calcularla, es necesario conocer antes de realizar el experimento aleatorio, el nimero de resultados
posibles.

Este concepto de probabilidades de frecuencias relativas se relaciona con lo que en geologia se conoce
como probabilidades geométricas. Las probabilidades geométricas P(A) se calculan como una razén
de longitudes, areas o volumenes. Suponga que la figura 1 representa un mapa geologico donde el
area blanca corresponde a una litologia y la gris a otra diferente, si se elige al azar (sin apuntar) un
punto, la probabilidad que corresponda a la litologia gris es el cociente entre el &rea ocupada por la
litologia gris s y el ocupado por la litologia blanca S, P(A) = s/S siempre que los casos sean

equiprobables (Fig. 1).
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Figura 1.Probabilides geométricas.

Definicién axiomatica de la probabilidad

El céalculo de probabilidad que proviene de axiomas® fue desarrollado por Kolmogorov’ en 1933.
Segun este matematico, se llama probabilidad de un suceso A a un nimero real, P(A), que verifica los
siguientes axiomas:

AXIOMA 1: La probabilidad de A es mayor o igual a cero, P(A) > 0. Es decir la probabilidad es un
valor que se encuentra entre cero y uno, 0 <P < 1. Cuando la probabilidad de A es cero, el suceso es
imposible. Cuando la probabilidad de A es uno, el suceso es seguro.

AXIOMA 2: La probabilidad de todos los puntos que forman el espacio muestral es igual a uno, P(S) =
1.

AXIOMA 3: Si A'y B pueden ocurrir simultdneamente, la probabilidad que ocurra A o B esta dada por
P(AuB)=P(A) + P(B) - P(ANB); (AN B)#. Si Ay B son sucesos incompatibles, es decir no
puede ocurrir simultaneamente, A N B = @, entonces P(A U B) =P(A) + P(B).

Incertidumbre, proceso aleatorio y conceptos relacionados

Para introducir en la teoria de probabilidades es necesario presentar algunos conceptos.

Se entiende por Fenomenos aleatorios® aquellos en los que las mismas causas dan lugar a resultados
diferentes. Si bien los datos geoldgicos no son ciertamente el resultado de procesos aleatorios,
pensarlos como fenémenos aleatorios resulta una herramienta atil al momento de resolver problemas
de estimacion. Por ejemplo si se considera los procesos que dan lugar a un deposito mineral o a un
reservorio de petrdleo, es innegable que son extremadamente complicados, y que el conocimiento de
ellos es tan pobre que esta complejidad se presenta como una conducta aleatoria, aunque esta claro
que no significa que el fendmeno sea regido por el azar, es mas bien una muestra del desconocimiento
que se tiene del fenémeno.

Los Experimentos aleatorios son experiencias cuyo resultado depende del azar, es decir, pueden
variar cuando el experimento se repite en condiciones supuestamente idénticas. Se considera a los
datos obtenidos de una unidad experimental como el resultado de un proceso o fenémeno aleatorio.

Por ejemplo tirar un dado y mirar el nimero que aparece en su cara superior es un experimento
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aleatorio y lo es también medir el tamafio de cristales de feldespato que se presentan en un corte
delgado en una riolita, pues no todos los cristales medirdn exactamente lo mismo, asi como
inspeccionar los resultados de los analisis quimicos por cobre de minerales de un yacimiento ya que
los resultados de los analisis de cada muestra mineral no seran exactamente los mismos, sino que
variaran de muestra en muestra.

El Resultado es la informacion aportada por la realizacion de una experiencia, el conjunto de todos
los resultados posibles de un experimento se llama Espacio Muestral. EI espacio muestral también se
define como el conjunto de todos los sucesos simples o0 puntos de muestra que resultan de un
experimento. Se suele designar con S y representar con un conjunto, diagrama de Venn, sistema de
ejes cartesianos, o con un arbol.

S={1,2,3,4,5, 6} para el lanzamiento de un dado.

S ={x: x >0} si se mide el tamafio de los feldespatos o el contenido metalico de un mineral.
Estrechamente relacionado al experimento se encuentra la nocion de variable aleatoria. Variable
aleatoria es una funcidn que asigna a cada punto del espacio muestral un nimero real R (se aborda
este concepto detalladamente mas adelante en este capitulo).

Una muestra de n resultados es el conjunto de valores tomados por la variable aleatoria durante n
experimentos, ejemplos:
M={3,5,6,6,5, 2,3, 2} si se tira un dado 8 veces,
M ={2,0; 3,3; 2,1; 2,5; 2,9} si se miden 4 cristales de feldespato de un granito,
M = {0,39; 1,02; 0,50; 0,30; 0,89} si se analizan 5 muestras por cobre.
Suceso 0 Hecho es cualquier subconjunto del espacio muestral. Un suceso es un subconjunto
especifico de puntos de muestra. Para un dado que en una tirada salga 6 (Eg), que salga par (Apar) O
que salga menor a 4 (B-,) en su cara superior:
Es = {6} Avar={2, 4, 6} B-,={1,2,3}
Entre los sucesos se distinguen varios tipos:
a) Suceso simple es el resultado de un experimento que no puede ser descompuesto, es decir posee un
nico elemento del espacio muestral, para el dado el suceso, por ejemplo, Es.
b) Suceso compuesto es el resultado de un experimento que puede ser descompuesto en sucesos
simples. Contiene mas de un elemento del espacio muestral como Apar Y Bsa.
) Suceso seguro es aquel que siempre ocurre; se ve claramente que el espacio muestral y suceso
seguro son lo mismo P(S) = 1.
d) Suceso imposible es aquel que nunca ocurre, es el conjunto vacio @.
I=3 — P()=0
E,= {lanzar un dado y sacar 7}
e) Suceso complementario o contrario son todos los puntos de muestra que estan en S 'y no estan en

el suceso A. Es el suceso contrario de A, ocurre cuando A no ocurre, se simboliza como A.
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Apar={2, 4,6} — Anopar = {1, 3, 6}

ComoYP=1->P(A)+PA)=1

Cuandod =4 —>S=@
f) Sucesos equiprobables son aquellos que poseen igual probabilidades asociadas a cada uno de los
puntos del espacio muestral. Por ejemplo en un dado todas las caras tienen la misma probabilidad de
ocurrencia. Esta probabilidad se puede calcular apelando a la definicion de probabilidades clasica. Ya
que el dado tiene 6 cara, son 6 los casos posibles y el espacio muestral S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, la
probabilidad de una cara cualquiera es 1/6.
g) Sucesos no equiprobables son aquellos en los que los puntos del espacio muestral tienen
diferentes probabilidades. Por ejemplo tirar dos dados y registrar el nimero mayor. El espacio
muestral y las probabilidades asociadas son:

s Dado 1

1 2 3| 4 51 6 X P(x)

1112 |3|4|5]|6 1 1/36

« 21212 |3|4|5]|6 2 3/36
S 3131334516 3 5/36
8 4 |4 | 4| 4] 4 51| 6 4 7/36
51|15 5 515 51| 6 5 9/36

6|/ 6| 6| 6| 6| 6|6 6 11/36

h) Sucesos mutuamente excluyentes son dos sucesos que no pueden ocurrir simultaneamente. Por
ejemplo si al lanzar un dado se definen los sucesos Apar (2, 4, 6) Y Bimpar (1, 3, 5) ambos no tienen

elementos en comin (A N B = ).

Sumar probabilidades

Cuando se quiere conocer la probabilidad que ocurra un suceso A u ocurra un suceso By si Ay B
pueden ocurrir simultaneamente, entonces la probabilidad de que ocurra A 6 B es la suma de las
probabilidades individuales de esos eventos menos la probabilidad que ambos ocurran

simultdneamente.
P(A6B)=P(AUB)=P(A) + P(B)—P(A " B), paraA N B = @. (3.3)

Por ejemplo si el suceso Aper = {2, 4, 6} y el Bo3= {4, 5, 6} ambos tienen dos elementos en comdn,

A N B ={4, 6}. La probabilidad de que ocurra un nimero par o un nimero mayor a 3 es

P(AUB)=342-2=-2-2
6 6 6 6 3
Si A 'y B son sucesos incompatibles, es decir no puede ocurrir simultaneamente, A N B = @, la

probabilidad de que ocurra A 6 B es la suma de las probabilidades individuales de esos eventos es

P(A UB) =P(A) +P(B). (3.4)
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Por ejemplo si el suceso A<z = {1, 2} y el B>z = {4, 5, 6} no existen elementos en comin (A N B =

&). La probabilidad de que ocurra un nimero menor a 3 0 un nimero mayor a 3 es

P(AUB)=24+2=2

Estas situaciones pueden extenderse a mas de dos eventos.

Multiplicar probabilidades, Probabilidad condicional y Sucesos independientes

Si se quiere conocer la probabilidad de dos sucesos que ocurren simultaneamente se hace foco en los
eventos que ambos sucesos tienen en comun, esto es la interseccion. La férmula que se emplea para el
calculo lleva a la definicion de probabilidad condicional y a la de sucesos dependientes. Dos
sucesos son dependientes cuando la probabilidad de ocurrencia de uno cambia, afecta o depende de la
ocurrencia de otro. Sea B un suceso que sabemos gque ha ocurrido, la probabilidad condicional de un

suceso A dado que ha ocurrido B, se escribe (A|B), se define como

P(ANB)

P(AIB) = "2

que puede reescribirse como P(ANn B) = P(A|B) - P(B). (3.5)

Y se llama probabilidad condicional de un suceso B dado que A ha ocurrido

P(ANB)

P(BIA) = 245

, que puede reescribirse como P(AN B) = P(B|A) - P(A). (3.6)

De las expresiones 3.5 y 3.6 se deduce la regla de la multiplicacion de sucesos dependientes.

Como ejemplo si se extrae una carta de un mazo de 40 cartas la probabilidad de extraer un As

sabiendo que las cartas son espadas P(As|Espadas) = 24 deespadas) _ 1/40 _ L
P(Espadas) 10/40 10

Observe que en cambio, la probabilidad de que la carta sea una espada sabiendo que se trata de un As

P(As de espadas) _ 1/40 _ 1
P(As) 4/40 4

es P(Espadas|As) =

Dos sucesos A y B son independientes cuando la ocurrencia o no ocurrencia de uno de ellos no
cambia la probabilidad de ocurrencia del otro. Es decir P(B|A) = P(A) entonces al reemplazar esto
en la ecuacion 3.5 se tiene

P(ANnB) = P(A) - P(B) (3.7)

Se llega a la expresién 3.7 cuando se considera P(A|B) = P(B).

Evidentemente, si A y B son mutuamente excluyentes P(A N B) = 0, entonces P(AN B) = P(A) -
P(B) =0 de ahi que si la probabilidad conjunta de dos eventos es cero, los eventos son
independientes.

Por ejemplo la probabilidad que una moneda lanzada al aire caiga con la cara hacia arriba P(C) y la

probabilidad que al lanzarla nuevamente caiga con la cara hacia es arriba P(C) es P(Cy C) =

11 1
2

P(CNC) =

1
2
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Es bueno aclara en este punto la diferencia entre sucesos mutuamente excluyentes y sucesos
independientes. Si interesa conocer si dos sucesos son mutuamente excluyentes se analiza la
probabilidad de que por lo menos ocurra uno o varios sucesos, es decir se analiza lo que ocurre en la
union. Pero cuando interesa conocer si dos sucesos son independientes se considera la interseccién, o
la probabilidad de que ocurran todos los sucesos. Ademas, si los dos sucesos son mutuamente
excluyentes y si ningin suceso tiene cero probabilidades de ocurrencia, los dos sucesos son
estadisticamente dependientes. Sin embargo que dos sucesos sean dependientes no necesariamente
indica que sean mutuamente exclusivos. Finalmente, si dos sucesos son independientes no pueden ser

mutuamente excluyentes.

EJEmMPLO 1

Célculo de probabilidades

Se ponen al azar tres personas A, B y C, en una fila. Sean los sucesos:
R = Aestaalaizquierda de B

T=Cestaalaizquierdade B

Encontrar P(R), P(T), P(R N T), P(R|T), ¢{Son independientes Ry T?

Respuesta:

S = {ABC, ACB, CAB, BAC, BCA, CBA}
R = {ABC, ACB, CAB}

T={CAB, ACB, CBA}

R N T={ACB, CAB}

Luego: P(R)=3/6=1/2

P(M=23/6=1/2
PRNT)=2/6=1/3
PRI =PRNT)/P(T)=(1/3)/(1/2)=2/3

Entonces R y T no son independientes porque P(R|T) = P(R).

Teorema de Bayes’

El teorema de Bayes, formulado en 1763, vincula la probabilidad de un suceso condicionado por la
ocurrencia de otro suceso. Empleando un vocabulario estadisticos expresa la probabilidad condicional
de un suceso aleatorio A dado B en términos de la distribucion de probabilidad condicional del evento
B dado A y la distribucion de probabilidad marginal de sélo A.

El teorema expresa que si A;, A, ..., A, son un conjunto de sucesos mutuamente excluyentes y
exhaustivos (3. P(A;) = 1) con probabilidad de cada uno de ellos distinta de cero (0), y B es un
suceso cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales P(B|A;), entonces la
probabilidad P (A;|B) viene dada por la expresion:

_ P(BlAD-P(4)
P(AilB) = 5 Granraay (3.8)
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donde P(A;) es la probabilidad de A;, P(B|A;) es la probabilidad de B cuando se conoce que A; ha
sucedido y P(A;|B) son las probabilidades de A; cuando se conoce que sucedi6 B.

EJEmMPLO 2
Teorema de Bayes
Un gedlogo recolecta 60 fdsiles de las especies B y C de tres afloramientos Ag, A, y As:

] ] N° de fésiles
Afloramiento N° de observaciones . .
Especie B Especie C
AL 10 7 3
A, 20 10 10
Az 30 10 20

a) ¢Cuadl es la probabilidad de elegir al azar un fosil del afloramiento A;? ¢uno del afloramiento A,?
¢uno del afloramiento As?

10 1
P(A) =5 =3
20 1
P(A) =5 =3
30 1
P(A) =3 =3

b) ¢Dado que el fésil es del afloramiento A;, cuél es la probabilidad que pertenezca a la especia B?
¢Cual es la probabilidad que pertenezca a la especie B si se conoce que el fosil es del afloramiento
A,? iy sabiendo que es del afloramiento As?

_ P(BnAy) _ 7/60 _ 7
P(BlA,) = P(4;) _ 10/60 10
_ P(BnAp) _ 10/60 _ 1
P(Bl4,) = P(42)  20/60 2
__ P(Bn4z) _ 10/60 _ 1
P(Bl43) = P(43)  30/60 3

c) ¢Dado que el fésil es de la especie B, cual es la probabilidad que provenga del afloramiento A;?

_ P(B|A1)-P(A1)
P(4,1B) = P(B|A1)-P(41)+P(B|A2)-P(A2)+P(B|A3)-P(A3)

_ 7/10-1/6 _ 7 _ 0,259
7/10-1/6+1/2-1/3+1/3-1/2 27

Variable aleatoria

Como se ha visto, los hechos elementales resultado de los experimentos aleatorios se expresan
cominmente en forma cualitativa: pozo contaminado o no contaminado, bloque por encima de la ley
de corte o por debajo de la ley de corte, series finitas de simbolos, entre otros. Ahora bien, para aplicar
la teoria de probabilidades a situaciones practicas es mas conveniente trabajar con nimeros que con
resultados cualitativos porque los nimeros reales permiten analisis matematicos. A esto se suma que

en ciertos experimentos aleatorios no es factible identificar todos los puntos de muestra posibles,
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aungue se puede determinar el hecho elemental a cierto conjunto de hechos del espacio de muestra y
asociarlos con un valor numérico. Estas observaciones inducen a considerar lo que se conoce como
variable aleatoria y funcién de probabilidades.
Se llama Variable Aleatoria a una funcion que asigna un numero real R a cada punto del espacio
muestral. Es decir es una funcidn que permite expresar los resultados de un experimento aleatorio,
como el de lanzar una moneda, en un nimero. Formalmente la variable aleatoria es la transposicion
tedrica de una variable estadistica. En simbolos fn(x): S = R.
Se utilizan letras mayusculas para representar variables estadisticas:

X = el resultado obtenido al lanzar un dado,

Y = el tamafio de cristales de feldespato,

W = el contenido metélico de un mineral.
Un ejemplo geoldgico sencillo, suponga el experimento aleatorio que consiste en registrar la presencia
de Escherischia coli en dos pozos del acuifero Pampeno. Cuando la enterobacteria esta presente se
registra C (con E. coli) y cuando no esta presente S (sin E. coli). El espacio muestral de este
experimento es S = {CC, SS, CS, SC}.
Dado que los resultados del experimento no son nimeros este no es una variable aleatoria. Pero se
puede definir una funcién que transforme los resultados de este experimento en nimeros. Por ejemplo

namero de pozos con E. coli. La variable aleatoria es entonces X = N° de pozos contaminados (C)
(Fig. 2).

Variable Aleatoria X=N"de pozos C

Funcion de
probabilidad f(x)

Figura 2. Espacio muestral, Variable aleatoria y Funcién de probabilidad asociadas del experimento registrar la presencia

de E. coli en dos pozos.

Como los nimeros 0, 1 y 2 provienen de un experimento aleatorio correspondiente a observar el
namero de pozos con E. coli, C, en los dos pozos del Pampeano, los nimeros {0, 1, 2} corresponden
al espacio de muestra que esta formado por tres subconjuntos mutuamente excluyentes y

colectivamente exhaustivos.
X =N°de pozos con C R={0,1,2}

Se Ilama Rango R de una variable aleatoria X al conjunto de todos los valores que puede tomar X. Por

ejemplo
X = el nimero que aparece en la cara superior al tirar un dado R={1,23,4,5,6}
X = longitud de un cristal de feldespato potasico R ={long.: >0}
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Dado que una variable aleatoria puede tomar cualquier valor dentro del campo de los R es posible
distinguir variable aleatoria discretas y continuas.

Una variable aleatoria discreta es la que tiene el espacio muestral asociado con un nimero finito de
elementos o con una cantidad infinita numerable. El rango en losR es de la forma:

R ={X1, X2, X3, ..., Xn}, (Fig. 3).

»  — = o—Jp X

X, X X

Figura 3. Rango de una variable aleatoria discreta.

En las variables aleatorias continuas el espacio muestral esta asociado con un namero infinito de

puntos. El rango en ‘R es de la forma:

R = {x: a <x <b],a 'y b puede ser eventualmente - y +oo (Fig. 4).

———— X

a b
Figura 4. Rango de una variable aleatoria continua.

Descripcion probabilistica de una variable aleatoria

Como las variables aleatorias son hechos que provienen de un experimento cada hecho tiene una
probabilidad asociada. Para el ejemplo de los pozos hay una probabilidad asociada a 0, a1y a2 que
seran P(0), P(1) y P(2) respectivamente. Las variables aleatorias se describen con su funcién de

probabilidades y con la funcién de probabilidades acumuladas.

Variables aleatorias discretas. Funcién de Probabilidad y-Funcion Acumulada de Probabilidades

Si X una Variable Aleatoria Discreta, cada valor posible de x; tiene asociado un valor de
probabilidad P(x;). Dicha probabilidad es la misma que origina el suceso y el valor de la variable. Son
variables aleatorias discretas el namero de terremotos al mes que se producen en una region, el
namero de blogues encima de la ley de corte en un yacimiento por ejemplo. La funcién que permite
asociar a cada valor de la variable aleatoria discreta su probabilidad se llama funcién de
probabilidad (Fig. 2), en simbolos

J(xi) =P(X=xy), (3.9)
donde X es la variable aleatoria y x; es un valor particular observado. La expresion (X = x) se lee el

conjunto de todos los puntos del espacio muestral a los que la variable X les asigno el valor x.
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El conjunto de pares ordenados x, f(x) es una funcién de probabilidad (también llamada funcion de
masa de probabilidad o distribucion de probabilidad) si se cumple que:
1. La funcién f(x;) asume el valor numérico para todo x; que se encuentran entrel <i < N.

P(X = x;), SixeSs
en cualquier otro caso’

Esto significa que f(x;) = {
Ademas f(x;) > 0 para cualquier valor posible de x.
En palabras, siempre existe un valor de probabilidad para cada x; que pertenezca al rango de la
variable.
2. Lasuma de todas las probabilidades que conforman el rango de la variable aleatoria es igual a uno.
2f(x) =1,
estoes, P(x;) +P(x2) +... tP(X,) =1 < ZP(x;) =1

La funcion de probabilidad se representar con una tabla, una ecuacion o una gréfica (Fig. 5).

A A
67367
57367
E =
e 15 G 455
2 z
£ = a6
27368
1436 l
. -
Foail -
1 2z 4 5 3 2 3 4 3 & 7 & 9 16 i 12
a Suceso i) Suresp

Figura 5. a) Funcion de probabilidades del experimento aleatorio lanzar un dado y observar es el nimero que aparece,
si el dado no esté cargado, los seis nimeros tienen una oportunidad igual de aparecer en cualquier jugada. b) Funcion
de probabilidades del experimento lanzar dos dados simultdneamente con el mismo nimero y la funcion de
probabilidad de la variable aleatoria suma de los nimeros de ambos dados, en este caso los sucesos no son

equiprobables.

Otra funcién util para caracterizar probabilisticamente a una variable aleatoria X es la Funcién
Acumulada de Probabilidades también Ilamada Distribucién de Acumulada (CDF). Esta funcion
permite calcular la probabilidad de que la variable aleatoria asuma un valor menor o igual que un
namero particular.

Para una Variable Aleatoria Discreta la distribucion de probabilidad acumulada es una funcién
escalonada, puesto que se incrementa por saltos o escalones en cada uno de los posibles valores de X
(en un conjunto numerable de puntos) (Fig. 6).
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Figura 6. a) Funcion acumulada de probabilidades de la variable nimero que aparece al lanzar un dado. b) Funcién

acumulada de probabilidades de la variable aleatoria suma de los nimeros de dos dados lanzados simultaneamente.

EJEMPLO 3

Funcidn de probabilidad y funcién acumulada de una variable aleatoria discreta

Se detecta la presencia de Escherischia coli en dos pozos de agua del acuifero Pampeano. Se conoce que
la probabilidad de encontrar E. coli en un pozo es de 15% y que su presencia es independiente en cada
pozo. Entonces se puede calcular la probabilidad de hallar ninguno, uno 0 ambos pozos contaminados.
Ya que la presencia de E. coli en un pozo no esta relacionada a la presencia en el otro, esta situacion
puede ser analizada como si se lanzaran dos monedas al aire y registrar el nimero de caras. Siguiendo
esta analogia, los pozos se pueden representar como dos monedas, cada uno tiene sélo dos valores
posibles: 1 (el pozo esta contaminado) y 0 (el pozo no esta contaminado). En este caso las monedas son
defectuosas. El valor 1 sale s6lo 15% de las veces mientras que el valor 0 sucede 85% de las veces. Las
probabilidades de los tres posibles resultados (0, 1, 0 2 pozos contaminados) se pueden determinar
multiplicando las probabilidades asociadas con los posibles resultados para cada pozo, contaminado o no
contaminado.

Espacio X: N° de pozos Funcion de
muestral contaminados Prob]:'?)tzl)lldad Método de Calcular la Probabilidad
Igual a la probabilidad de que el pozo 1 esté contaminado
cc 2 0,023 (0,15) y el pozo 2 esté contaminado (0,15)
= (0,15)-(0,15)
CS Igual a la probabilidad de que pozo 1 esté contaminado y el 2
1 0.255 no lo esté (0,15)*(0,85) ademéas de la probabilidad de que el
' pozo 1 no esté contaminado y el pozo 2 si lo esté (0,85)*(0,15)
SC =(0,15) - (0,85)+ (0,85) - (0,15)
Igual a la probabilidad de que el pozo 1 (0,85) y 2 (0,85) no
SS 0 0,722 estén contaminados
=(0,85) - (0,85)

Se observa que: p(Xo) + p(X1) + p(xz) =1
La funcion de probabilidad acumulada para esta variable aleatoria discreta X = N° de pozos con E. coli,
C y su gréfica son:

X: N° de pozos Funcm'n' de Funcion de probabilidad acumulada
. Probabilidad
contaminados F(xi)
f(xi)
0 0,722 0,722
1 0,255 0,977
2 0,023 1,000
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Variable aleatoria continua, Funcion de Densidad de probabilidades y Funcion acumulada de
probabilidades

Si X es una Variable Aleatoria Continua como la ley de un yacimiento, el valor de concentracion
toxica de un elemento en el agua, la longitud de un cristal o cualquier medida de tiempo, longitud,
peso y volumen, tiene un niamero incontable de valores posibles. La funcion de probabilidades es
entonces continua en el sentido que su grafico es suave, no presenta saltos. Debido a la continuidad, la
probabilidad de que X asuma cualquiera de sus valores posibles es cero, asi que la funcion de
probabilidades no es practica. En su lugar se utiliza la funcién f(x) Densidad de Probabilidad
(PDF). La funcién de densidad de probabilidad, al igual que una funcion como la velocidad, acumula
la probabilidad al pasar rapidamente de derecha a izquierda o de izquierda a derecha sobre el eje de
los valores de la variable aleatoria continua X. Por lo tanto, la funcién de densidad es una medida de la
concentracién de probabilidad dentro de un intervalo. Esta probabilidad se interpreta como un area
(una integral) bajo la curva de f(x) llamada densidad de probabilidad. La funcién de densidad permite
calcular la probabilidad que tomaré la variable entre dos valores de interés comprendido en el rango
de la variable (Fig. 7ay b).
La Funcién de Densidad de Probabilidad de una variable continua definida en el conjunto de nimeros
reales ‘R satisface:
1. La funcién f(x;) asume el valor numérico para todo x; mayor o igual a cero.

f(x)=0 Vxe®R
2. El area bajo la curva f(x) es igual a uno (Fig. 7 a y b).

J2 feodx=1
3. La probabilidad que un valor se encuentre comprendido en el intervalo [a,b], entonces

P(a<X <b) =[] f(x)dx.

(Fig. 7¢).
En particular en el caso X = a la probabilidad de a es nula ya que no hay érea bajo la curva, lo que no
significa que el suceso a sea imposible.

PX=a)=Pl@a<X<a)= [ f(x)dx=0.
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Figura 7. Funcién densidad de variables aleatorias continuas.

Como en el caso discreto, la funcidn de de distribucién acumulada es

Fx)=P(X <x)=["_f(adt. (3.10)

Observe que f(x) se puede interpretar como la velocidad de cambio de F(x). Esta funcion acumulada

tiene las siguientes propiedades:

1.
2.
3.

Vx € R, F.(x) € [0,1]

Dado que F(x) no es decreciente, se deduce que f(x) > 0.

Por otra parte, si a < b, se tiene

P(a < X <b) = F(b) - F(a).

. Si-o< X<

limy,—o0 Fx (x) = P(=20) = 0,

lim, o, Fx(x) = P(X < o) =1, es decir el area bajo la curva de densidad es 1, la probabilidad

total de la distribucion de X.

EJEmPLO 4

Funcion de densidad y funcién acumulada de una variable aleatoria continua

Se adaptan los valores numéricos presentados por Chou (1977) a un problema geolégico.

Uno de los pozos del acuifero Pampeano tiene una bomba que permite bombear entre 9.700 hasta 10.300
litros al dia. La variable continua es L = litros bombeados por dia, en este caso particular el rango se
ubica entre los 9.700 y los 10.300 litros. La frecuencia relativa de muchos dias sugiere la funcion de
densidad de probabilidad de la variable L, litros, se aproxima muy bien a un tridngulo isésceles. Para
facilitar los calculos suponga que la amplitud de L se encuentra entre -3 y 3 (-3 equivale al minimo, 9.700
I; 3 equivale al mdximo, 10.300 | y 0 equivale a 10.000 I). Para satisfacer la condicién que el area bajo la
curvaes 1, el vértice arriba de L = 0 debe tener una altura h = 1/3 (1/2(h) 6 = 1).

Para derivar la funcién de distribucién acumulada F(L) se puede recurrir a las propiedades de triangulos
similares se logra la siguiente descripcion:

( 0, si 1l<-3
[(+3)? ,
) si —3<l<0
F(l)=P(LSl)={ 18 -1
l 1-— T si 0<1<3
1, si =23

La curva de densidad de probabilidad y la curva de la funcién acumulada de L son:
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(L)

3 02 6 1 2 3 ’{
Suponga que se elige al azar un dia cualquiera, la probabilidad de que los litros bombeados sean:

a) menor o igual a 9.900 litros

—1+3)2
F(-1) = % =0,222
b) menor o igual a 10.150 litros
(3—1,5)2
F(1,5)=——m—=
(1,5) 3 0,875

¢) entre 9.000 y 10.150 litros
P(-1 <1<1,5) = F(1,5) — F(-1)
=0,875-0,222
=0,653

El Valor Esperado y la Varianza de una variable aleatoria

La distribucion de probabilidades para una variable aleatoria es un modelo teérico para la distribucién
experimental de datos asociados a una poblacion real. Si el modelo coincide con la realidad, las
distribuciones tedrica y empirica son equivalentes. Para describir la distribucidn teorica (distribucién
de probabilidad y distribucion de densidad) se utiliza la media y la varianza.

El valor medio de una variable aleatoria se conoce como la Esperanza Matematica o Expectativa.
Se utiliza la notacion E(X) para representar la esperanza matematica.

La esperanza para una variable discreta es un promedio ponderado de los valores que puede asumir

la variable X con probabilidades para los valores de X como pesos,

E(X) = x1p1 + X202 + - + xyDN
E(X) =X, x p(x) (3.11)

donde p(x) es a funcion de probabilidad de la variable aleatoria X.

Si la funcidn de probabilidades describe exactamente la distribucion de frecuencias entonces el valor
esperado es igual a la media poblacional, E(X) = p.

La esperanza, como una medida de tendencia central, indica donde se ubica el centro de gravedad de
la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria y es el valor medio si el experimento se repite
una y otra vez. Cabe aclarar que no es necesariamente un valor posible de la variable aleatoria como

se observa en el ejemplo 5 donde la variable aleatoria es X = N° de pozos con E. coli.

EJEMPLO 5

Esperanza y varianza de una variable aleatoria discreta

La esperanza y la varianza de la variable aleatoria discreta X = N° de pozos con E. coli, C del ejemplo de
dos pozos de agua del acuifero Pampeano son:
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E(X)=0-0,722+4+1:0,2554+2:0,023 = 0,301 pozos contaminados
V(X)=(0%-0,722+ 1%- 0,255+ 22-0,023) — (0,301)%? = 0,256

La esperanza para una variable continua es
EX) = [~ f(x)dx. (3.12)

E(X) representa la abscisa del centro de gravedad de la masa de la curva ubicada bajo la curva f(x).
Para obtener el valor precisos de E(X) se requiere conocimientos de calculo fuera del alcance de este
libro, s6lo se menciona que se puede obtener una aproximacion subdividiendo el rango en n partes
iguales y calculando las probabilidades de que la variable se encuentre en el intervalo comprendido
por cada subintervalo. Se muestran los calculos de la aproximacion a la esperanza con el ejemplo de
los litros bombeados para un pozo del acuifero Pampeano (Ejemplo 4).

La varianza es de una variable aleatoria es una medida de la dispersion de los valores que toma con
respecto a la esperanza matematica.

La varianza de una variable aleatoria discreta es
n
VOO =0f = ) [Gri— WP £Gx0)]
i=1

V(X) = E(X?) — 2 (3.13)

La varianza de una variable aleatoria continua es

V(X) = g = E[(X — ux)?] = [, (x — )2 f (x)dx
Por el mismo razonamiento que para el calculo de la esperanza, se puede obtener una aproximacion a

la varianza con la siguiente expresion

VX)) =X, Ga — P f () ¢ (3.14)
donde c es la amplitud del intervalo de clase.

En tanto el desvio estandar de para ambos casos, es oy = /V(X).

EJEMPLO 6

Esperanza y varianza de una variable aleatoria continua

La esperanza de la variable continua L = litros bombeados por dia del pozo del acuifero Pampeano se
calcul6 subdividiendo el rango de la variable en 6 intervalos. Para simplificar los calculos se considera
que la amplitud de L se encuentra entre -3 y 3 (-3 equivale al minimo, 9.700 I; 3 equivale al maximo,
10.300 | y 0 equivale a 10.000 1), la amplitud de cada intervalo es 1.

Las probabilidades de F(I) = P(L <1) fueron derivadas en el ejemplo anterior.

Para calcular la probabilidad de cada intervalo se recurre a la propiedad P(a < X < b) = F(b) — F(a),
donde a es el limite inferior y b el limite superior del intervalo.

Luego se calcula la media siguiendo para datos agrupados con las probabilidades de cada intervalo como
peso. La tabla que se presenta a continuacion muestra los célculos realzados.
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1 2 3 4 5 6
Intervalo P(<b) P(b) — P(a)) l= marca de 2% 3 (1 -? 5x3
clase

-3;-2 0,056 0,056 2,5 -0,139 6,250 0,347
2;-1 0,222 0,167 -1,5 -0,250 2,250 0,375
-1;0 0,500 0,278 0,5 -0,139 0,250 0,069
0:1 0,778 0,278 0,5 0,139 0,250 0,069
1;2 0,944 0,167 15 0,250 2,250 0,375
2:3 1,000 0,056 2,5 0,139 6,250 0,347
Total 1,000 0,000 1,583

La Esperanza es 10.000 litros (valor que equivale a 0).

La Varianza es 10.158,3 litros®.
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MODELOS PROBABILISTICOS UTILES EN GEOLOGIA

Introduccidén

Las distribuciones de frecuencias de las variables geologicas han despertado interés desde dos puntos
de vista. EI primero se centra en identificar si la distribucion de los datos observados se asimila con
algin modelo probabilistico. Lo més corriente es confrontarla la variable geoldgica con el modelo de
distribucion Normal pues, si esta condicion se cumple, entonces es posible realizar predicciones e
inferencias robustas utilizando métodos estandar. La otra perspectiva analiza los modelos de
distribuciones empiricas con el objeto de indagar cuales son los factores geologicos que intervienen,
sin embargo, aconsejan cautela al realizar este tipo de analisis, pues se ha probado que en algunos
casos, el tipo de distribucion estd controlada por causas ajenas a los factores geoldgicos. Por ejemplo
las definiciones operacionales usadas para generar los valores numéricos asociados a la medida del
atributo pueden controlar la forma de la distribucién de nuestras variables. Esto sucede cuando
expresamos el “contenido de granos de minerales pesados en un subconjunto de n granos”, los
minerales se distribuyen segin un modelo Poisson, mientras que si se trata del contenido de
minerales abundantes estos siguen un modelo binomial. Si se trata de la forma, por ejemplo
esfericidad de gravas sin especificar que tipo de gravas, se abarca un rango granulométrico muy
grande y la distribucién tiende a ser un modelo asimétrico, en tanto si se restringe el analisis a un
rango granulométrico dentro del tamafio gravas, la distribucion tiende a ser simétrica. De forma
similar cuando se miden &ngulos sobre un rango relativamente limitado, la distribucién puede
acercarse a un modelo normal.

Por otra parte, contar con un modelo probabilistico que describa la variable de estudio permite decir
que, dadas ciertas condiciones, sucederan tales o cuales hechos conjuntamente con las probabilidades
asociadas a cada uno. En este capitulo se describen los principales modelos probabilisticos con los

que se pueden cotejar las variables geoldgicas.
Modelos de variables aleatorias discretas

Modelo Bernoulli

50



El modelo Bernoulli es el mas sencillo de todos los modelos. Es apropiado para describir
experimentos que solo resultan en un hecho o en su opuesto tales como hallar petréleo (éxito) o o no
hallarlo (fracaso) al perforar un pozo, proposiciones si 0 no (presencia de fésiles, estructuras), entre
otros.

Entonces una variable aleatoria Bernoulli X que toma solamente los valores 0 y 1, con probabilidades
respectivamente py q=1-p (0<p<1).

La funcion de distribucion de la variable Bernoulli es f(x) = (a - p) y (b - q) (Fig. 1).

Se puede probar que la esperanza y la varianza de este modelo son:

E(X) = Xixif (x)) = p,

ViX)=pgq.

El modelo Bernoulli tiene solo un pardmetro p, aunque la mayoria de las veces p es

conocido, puede suceder que no lo sea, mas adelante se vera como estimar p.

fix) Jix)
e a/10
| » X 110 | L, x
a 0 1 b o 1

Cara al lanzar una monada Hallar petroles en un pore

Figura 1. a. Funcidn de probabilidad Bernoulli para la variable X= cara al lanzar una moneda (p=q=1/2)

b. Funcion de probabilidad para la variable P= hallar petréleo al perforar un pozo (p=0,1; q=0,9).

Variable Aleatoria Geométrica

El modelo geométrico se origina con el mismo experimento repitiéndose un ndmero indefinido de
veces. Los experimentos son independientes, en cada repeticion caben dos alternativas: que ocurre un
suceso A con probabilidad p, o que ocurre un suceso B con probabilidad 1 — p. El experimento se
detiene cuando ocurre por primera vez el suceso A.

La variable aleatoria geométrica es X, el nimero de repeticiones necesarias para que ocurra A.

El conjunto de resultados posibles es entonces infinito, por ejemplo S = {A, BA, BBA, BBBA, ...}.
En este caso la variable X sera 1 si A ocurre en el primer experimento, 2 si ocurre en el segundo, 3 si
ocurre en el tercero, 4 si ocurre en el cuarto y asi siguiendo.

Las probabilidades asociadas con cada valor de la variable son:

P(x=1)=P(A) =p

P(x=2) =P(BA) =P(B)-P(A) = (1 - p)-p (por la independencia)

P(x=3) = P(BBA) = P(B)-P(B)-P(A) = (1 - p)*p

La funcion de distribucion de la variable geométrica es f(x) = P(x) = 1 — p*~* - p (Fig. 2).
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Se puede probar que la esperanza y la varianza de este modelo son:

E(X) =,
Ve =2

El modelo geométrico, al igual que el Bernoulli, tiene s6lo un parametro, p.

Figura 2. a) Funcion de probabilidad de la variable geométrica. b) Funcién de probabilidad de X = nimero de

lanzamientos necesarios de una moneda hasta que aparezca cara, (parametro p=1/2).

EJEmPLO 1

Modelo geométrico

Un estudiante tiene un examen a las 8.00 de la mafiana. Ese dia se queda dormido y llega a la parada del
colectivo que lo lleva a la facultad a las 7.40 hs. El colectivo tiene una frecuencia de 10 minutos en horas
pico (desde las 7.00 hasta las 9.00 hs.) y el recorrido demanda 10 minutos. En este horario la
probabilidad que el colectivo pase lleno y no pare es 75%.

¢Cudl es la probabilidad de que logre subir en el tercer colectivo que pase y llegue a horario al examen?

La probabilidad que el colectivo pase vacio es la que interesa pues si pasa vacio el estudiante logra subir
y se acaba el experimento. La probabilidad que pase lleno es dato, es 0,75 = 1 — p, la probabilidad que
pase vacio es p = 0,25,

x=3

P()=(-p)"p

P(x=3) = (1 - 0,25)** (0,25) = 0,14

La probabilidad que llegue a horario a rendir el examen es de 0,14.

Modelo Binomial

Algunos datos geoldgicos provienen de poblaciones de datos nominales que tienen solamente dos
categorias. Cada pozo perforado puede tener petrdleo o no tenerlo, cada alumno puede aprobar o
desaprobar una prueba, etc., es decir son variables Bernoulli. Considere los experimentos que
consisten en la observacion de una serie de n variables Bernoulli, o sea pruebas idénticas e
independientes que generar solamente dos resultados. Experimentos de este tipo originan variables
que se adecuan al modelo binomial y retinen las siguientes caracteristicas:

a) El experimento consta de n pruebas idénticas.

b) Cada prueba tiene solamente dos resultados posibles. Se llama a uno éxito E y al otro fracaso F.
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c) La probabilidad de tener éxito en una sola prueba es igual a p, y permanece constante de prueba en
prueba. La probabilidad de fracaso esigual aq = (1 - p).

d) Las pruebas son independientes, es decir el resultado de una prueba no influye sobre el de las
otras.

e) La variable aleatoria bajo estudio es X, el nimero de éxitos observados en las n pruebas.

f) La variable aleatoria binomial es discreta y tiene n + 1 valores posibles.

g) La funcion de probabilidad que permite calcular la probabilidad de obtener exactamente x éxitos

en las n pruebas independientes de un experimento, con p como la probabilidad de éxito es:
B(x,n,p) = (1) p* q"* (4.1)
donde (2) son las combinaciones posibles de n elementos tomados en grupos de x elementos,

(:) - (x!(:ix)!)'

La distribucién binomial es simétrica cuando p = 0,5 y asimétrica cuando p # 0,5. La asimetria es

derecha cuando p < 0,5y es a la izquierda para p > 0,5 (Fig. 3 a, b y ¢). Ademas, la asimetria se
reduce al aumentar n.

h) La funcion se probabilidad binomial se define con dos pardmetros n y p. Ademas, el modelo
binomial deriva su nombre del hecho que es un término de la expansion del binomio (q + p)".

i) La Esperanza de una variable binomial es E(X) =n-p.

J) Lavarianza de una variable binomial es V(X) = n-p-q.

k) La funcién de distribucion acumulada de una variable binomial, como la de cualquier variable
aleatoria discreta, da la probabilidad de obtener r éxitos 6 menos en n pruebas, con r < n, y se
obtiene sumando las probabilidades individuales para todos los valores binomiales iguales o
menores a r, es decir:

b(r,n,p) =P(x<r)
=b(0,n, p)+b(@,n, p)+---+b(r,n, p)

=Zr:b(x;n; p)-

o o o
0,34 0,3+ 0,3
= 024 X 024 X 02-
& &2 =
0,14 0,14 0,14
a o e o X b o X e e s e X

Figura 3. Funcion de probabilidades binomial para n=10. a) p=0,5. b) p=0,1. ¢) p=0,7.
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EJEMPLO 2

Modelo binomial

Una empresa petrolera decide financiar 4 pozos exploratorios en un bloque. La probabilidad de hallar
petroleo en un pozo es 0,1. Suponga que se trata de sucesos independientes.

Se conoce que al perforar un pozo pueden ocurrir sélo dos resultados posibles que se representan como
F si en el pozo no se encuentra petrdleo y E cuando se encuentra petroleo. La probabilidad de hallar
petroleo es p = 0,1 y la de no hallarlo es g = 1 — p = 0,9. Las probabilidades de todos los posibles
resultados (0, 1, 2, 3, 4, pozos con petréleo) se pueden calcular usando la funcion de probabilidades
binomial. La variable es “niimero de pozos donde se halla petrdleo”.

X = namero de pozos exploratorios con petréleo
n=4

p = 0,1 (probabilidad de hallar petréleo, estado 0)

g = 0,9 (probabilidad de no hallar petréleo, estado 1)

a) ¢Cudl es la probabilidad de que se encuentre petroleo en los 4 pozos?

X=4
b(4;4;0,1) =

Y 0,140,949
41(4-4) ’

=1:0,0001-1 =0,0001
La probabilidad de encontrar petrdleo en los 4 pozos es 0,0001.

b) ¢Cual es la probabilidad de encontrar petréleo en 1 pozo?

x=1
b(4;1;0,1) =

® 0,110,941
11(4-3) ' ’

=4-0,1:0,729 =0,2916
La probabilidad de encontrar petrdleo en un pozo es 0,2916.

c) Suponga que la empresa tiene un costo fijo de U$ 20.000 para preparar el equipo de perforacion, que
hallar un pozo con petréleo cuesta U$ 2.10°. ;Cuénto dinero esta dispuesta a invertir la empresa?

E(X)=n.p
E(X)=4(0,1)=04
El costo sera de 0,4 x 2.10° + 20.000 = U$ 42.000

Algunas variables geologicas que siguen el modelo binomial son las proporciones granos de un
mineral de arena, de fésiles en submuestras de un tamafio dado, la ocurrencia de estructuras
sedimentarias (0= ausente, 1= presente) y todos aquellos estudios que se puedan describir en forma
dicotomica (si/no). A esto se suman las variables continuas que, por el objetivo del trabajo, se
transforman en dicotomicas como el porcentaje de carbonato que define si una roca es o no una caliza
o la concentracién de un metal pesado limite para precisar si los sedimentos de un rio estadn o no

contaminados.
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Modelo uniforme discreto

El modelo uniforme discreto se origina a partir de experimentos cuyos N resultados posibles tienen
todos las mismas probabilidades de ocurrencia. Por ejemplo la distribucién de probabilidades de los
puntos de la cara superior de un dado perfecto tienen igual probabilidad de ocurrencia, p = 1/6.

La funcion de probabilidad de este modelo es
u(xN) = —, x=1,2-N. 4.2)

Una de las variables geoldgicas que se coteja con el modelo uniforme es en el contexto de los datos
direccionales describe la situacion donde la probabilidad de ocurrencia de todos los puntos es la
misma en todas direcciones como se vera en el capitulo 13.

Modelo Poisson

Muchos hechos no ocurren como resultado de un nimero definido de pruebas de un experimento, sino
en puntos de tiempo, espacio o volumen al azar. El hecho puede ser el niUmero de ocurrencias de
fosiles con ciertas caracteristicas en x cm?® de sedimentos, el nimero de particulas radiactivas emitidas
por x cantidad de sustancia, el nimero de terremotos en x afios, etcétera. Experimentos de este tipo se
conocen como experimentos Poisson (atribuido al matematico francés S.D. Poisson, 1781-1840) y
retinen las siguientes caracteristicas:

a) El nimero de ocurrencias del hecho es independiente de una unidad especificada a otra. La unidad
especificada puede ser un intervalo de tiempo, de espacio o un volumen.

b) El valor esperado de la variable es proporcional al tamafio de la unidad especificada.

c) La probabilidad de mas de una ocurrencia del hecho en una unidad especificada muy pequefia es
despreciable en comparacion con la probabilidad de una sola ocurrencia; por lo tanto puede
considerarse nula.

d) Las pruebas son independientes.

e) La variable aleatoria bajo estudio es X, el nUmero de ocurrencias por unidad especificada.

f) La variable aleatoria Poisson es discreta y tiene infinitos valores posibles.

g) La funcion de probabilidad Poisson, del nimero de ocurrencias por unidad especificada queda
completamente definida por su promedio de ocurrencia en esa unidad especificada, el parametro
[lamado Lambda (A).

h) La funcion de probabilidad que permite calcular la probabilidad de obtener exactamente X
ocurrencias en la unidad especificada es

A

P(x,4)=¢ R

(4.3)
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La distribucion es asimétrica positiva pero la asimetria disminuye al aumentar A (Fig. 4).

i) La Esperanza de una variable Poisson es E(X) = A.

j) La varianza de una variable Poisson es V(X) = A.

k) La funcion de distribucion acumulada de una variable Poisson, como la de cualquier variable
aleatoria discreta, da la probabilidad de obtener r 6 menos ocurrencias, se obtiene sumando las
probabilidades de obtener las probabilidades individuales para todos los valores Poisson iguales o
menores a r, es decir
R(r;4)=P(x<r)

P =2 R(x4):
x=0

A A
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Figura 4. Distribuciones de Poisson para: a) 2. =1,b) A =15y c) A =5,
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EJEmMPLO 3

Modelo Poisson

Un evento que ocurre méas de una vez, 0 e espera que ocurra mas de una vez, se dice que es recurrente.
El periodo de retorno es el intervalo de tiempo esperado entre ocurrencias. El Popoctepetl es el volcan
activo mas alto de México. A partir del estudio del historial de las erupciones se estimo el periodo de
retorno en 0,0202 afios™.

a) Calcular las probabilidades de tener 1, 2 y ninguna erupcidn en 20 afios.

El dato inicial A = 0,0202 erupciones en un afio. Como A es proporcional a la unidad entonces para 20
afios A = 0,404
Ninguna erupcion x = 0, una erupcién x=1y dos erupciones x=2.

—0,404 . 0 _
P(0;0,404) = $ _ 0,668 e=271828

R(1,0,404) =

0,404 _ 1
$ —0,270

0,404 _ 2
P.(2,0,404) = $ = 0,054

a) ¢Cuantas erupciones se espera que ocurran en 50 afios?
Para este caso A=1,01. Dado que la esperanza de la distribucidn de probabilidades Poisson es E(X) = A,
Se es pera que ocurra una erupcioén cada 50 afios.

Algunas variables geoldgicas que siguen el modelo Poisson son: minerales raros en rocas
expresados como numero de granos en muestras de un tamafio dado, nimero de pozos de petréleo

por area en un yacimiento, el nimero de particulas o emitidas por unidad de tiempo de sedimentos
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radioactivos y todo evento u objeto que se pueda contar en unidades iguales de area, volumen o
intervalos de tiempo iguales. También suele describir adecuadamente a los eventos raros como

inundaciones, tsunamis, actividad volcanica, etcétera.

Relaciones entre los modelos discretos Binomial y Poisson

La funcién de probabilidades Poisson sirve para aproximar las probabilidades de la funcion Binomial
para valores pequefios de p. Algunos autores consideran que practicamente la aproximacion es
aceptables si p < 0,1 y n-p < 5. Otros sugieren considerar n > 100 y p < 0,01. Cualquiera sea el

criterio adoptado para aproximar una funcion binomial con una Poisson, el pardmetro Lambda se

calcula como A = n-p.

Modelos de variables aleatorias continuas

Modelo Uniforme continuo

Una variable aleatoria cuyo valor solo se encuentra dentro de cierto intervalo delimitado por los
nameros a y b sigue una distribucion uniforme o rectangular si su funcion de densidad de probabilidad
es constante en el intervalo de a a b (Fig. 5). Entonces, la probabilidad de cualquier subintervalo de
[a,b] es el cociente entre su longitud y la del intervalo [a,b].

La funcion de densidad f(x) esta dada por:

1 .
0 de otro modo
La funcién de distribucién acumulada es
0 six<a
= sia<x<b
b—a
1 six=b

Los parametros del modelo son a 'y b.

a+b (b-a)?

La esperanza y la varianza son E(X) = Y V(X) = — respectivamente.
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Figura 5. Funcidn de densidad de una variable aleatoria uniforme.

EJEMPLO 4

Modelo uniforme continuo

La linea de colectivo que un estudiante toma para ir a la Facultad tiene una frecuencia de 30 minutos.
¢Cudl es la probabilidad de que si llega a la parada a una hora al azar espere menos de 5minutos?

La variable aleatoria T = tiempo hasta el siguiente colectivo, estd uniformemente distribuida 0 < T < 30.

La probabilidad que tenga que esperar menos de 5 minutos es

5-0 1

Modelo Normal o Gaussiano

Muchas variables geolégicas siguen una distribucion de tipo normal o gaussiano®. Son algunos
ejemplos el relieve topogréafico, la esfericidad y redondez para un tamafio de grano determinado, el
nivel de agua en acuiferos a través del tiempo, la densidad de drenaje (km/km?), la densidad de
empaquetamiento de granos de arena, ciertas dimensiones de especimenes de invertebrados fosiles, la
humedad en sedimentos y los errores de medicion casuales.

Por otra parte, el modelo normal es el mas importante en el andlisis estadistico pues, como se vera en
los capitulos siguientes, las distribuciones de muchas estadisticas de muestra se aproximan a la
distribucion normal como un limite cuando el tamafio de la muestra es grande.

Una variable aleatoria X, tiene una distribucion normal general, también se dice estd normalmente
distribuida, si:

a) Es continua.

b) Existen las constantes u (promedio poblacional) y o (desvio estandar poblacional), con p entre

-0y + oo, (-0 < p<+o0) Yy el desvio estdndar mayor que cero (o > 0).
c¢) La funcion de densidad se puede calcular de la siguiente manera:

_(x-w?

n(x; u;0) =n(y; 0) = ﬁﬁe 202 (—00 < X < +00) (4.5)

donde e = 2,718 y nt = 3,142. Los dos parametros que definen la distribucion normal son py .
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(x—

2
El exponente —T"Z) tiene x, un valor particular de la variable, y a los parametros u y o. Cuanto

mayor es la desviacion de un valor x con relaciéon a la media p, tanto menor (méas negativo) es el
numerador de este exponente. La desviacion, o, esta elevada al cuadrado, por lo que dos valores de x
que muestren la misma desviacion respecto a u tienen la misma probabilidad lo que implica que se
una distribucion simétrica (Fig. 6).

El signo negativo del exponente indica que cuanto mas alejado se encuentra x de p, menor es el area
bajo la curva de densidad de probabilidad. Por otra parte, cuando x = u, el exponente es cero y la
densidad es 1/a+/m, el valor mas grande de la densidad normal. Ademas la distribucion tiene una sola
moda con valor x = p.

La curva tiene una amplitud infinita, nunca toca el eje X, no obstante si x esta muy alejado de p, su
probabilidad es despreciable. EI 99% del area bajo la curva queda comprendido por valores de x que
se alejen 3 + o de p. Conviene recordar también que el 95% del area bajo la curva se encuentra

limitado por valores de x < u + 2c y el 68% por valores de x < u + o (Fig. 6).

0,683

0,954
] 0997 .-

I
-3 -2 -1 X 1 2 3

Figura 6. Porcentajes de probabilidad bajo la curva normal. 68%del area bajo la curva por valores queda comprendido
por valores de x < u + o, 95% del &rea bajo la curva se encuentra limitado por valores de x <u #2coy

99%x que se alejen 3 £ o de .

Un cambio en el valor de p, desplaza la distribucion hacia la derecha o la izquierda (Fig. 7a). Un

cambio en el valor de o cambia la forma, cuanto mas pequefio es aumenta al maximo el valor de f(x)
(Fig. 7b).

1
e Ha Ha s s

a
Figura 7. Distribuciones normales: a) con la misma desviacion estandar y diferentes medias; b) con la misma media y

diferente desviaciones estandares.
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Por ultimo se ha probado que la esperanza de cualquier variable normalmente distribuida es E(X) = n

y la varianza V(X) = &°.

Modelo Normal Estandar

Dado que existe un nimero infinito de posibles distribuciones normales una para cada par posible de
valores de p, o y que el célculo de la funcion densidad comprende integrales que son dificiles de
resolver, es mas eficiente y rapido trabajar con la Variable Normal Estandar (2).

La distribucion normal estandar tiene media cero, p = 0, y varianza desvio estandar igual a uno, ¢ = 1.
La funcidn de densidad de la distribucion normal general (Fig. 8a) entonces se reduce para la variable

normal estandar, Z
2

N(z;0;1) = N(0;1) =$6_Z7 (-0 < X < +0). (4.6)

La funcion de distribucién acumulada correspondiente a la densidad estandar N(0,1), como en otros
casos, da la probabilidad de que la variable normal estandar asuma un valor igual o menor que z es
F(x) = P(Z < z) (Fig. 8b).

Fq Fix)

» X » X
a b

Figura 8. a) Densidad de probabilidad normal estandar. b) Funcion de distribucion acumulada de la normal estandar.

Es importante sefialar que toda variable X con distribucién normal, N(u, o), se puede transformar en la
variable normal estandar Z calculando el cociente de la diferencia entre cualquier valor y la media y el

desvio estandar
lZ=—" es N(0, 1). 4.7

Esta transformacion de X en Z reduce X a unidades en términos de desviaciones estandares alejadas de
la media. En otras palabras, dado un valor x, el correspondiente valor de Z indica cuan alejada esta x
de su media p, y en que direccion, en términos de desviacién estandar, o. De esta manera, una sola
tabla de probabilidades N(0,1) (Tabla 1 del Anexo) permite evaluar probabilidades normales para

cualquier N(u, o) ya que

60



n(x; w;0) =P(X <x)
— X
=p(z<=h)
_ X7E ).
_N( . ,0,1) (4.8)
Asi, para cualquier N(u, o) y dos nimeros reales ay b, con a <b, se tiene
P(a<X<b)=N(b)—N(a)

=N (=8 - N (ZH) (4.9)

g [

EJEMPLO 5

Célculo de probabilidades de una variable normalmente distribuida

Se ha medido la saturacién de hidrocarburos (SH) en 1145 muestras de testigos extraidos de la Cuenca
Austral. Dado el gran nimero de datos los estadisticos pueden considerarse pardmetros. La saturacion
media hallada es de 20,1% y su desviacion estandar de 4,3%. Si se asume que la variable esta
normalmente distribuida:

a) ¢Cual es la probabilidad de que una muestra posea una SH mayor que 28,2%?
P(x>282)=1-P(x<282)="7

Dado que P(x £ 28,2) =P(z <2)

Se realiza un cambio de variable de X a Z utilizando la expresion 4.7 T

282-201 e s e
= T = 1,88 zZ E [ 14 FI) 30
De la Tabla 1 del Anexo se tiene
P(z <1,88) = 0,9699
Entonces P(x > 28,2) =1 —P(z<1,88)
=1-0,9699 SH%
=0,0301 z g :

La probabilidad de que una muestra posea una SH mayor a 28,2% es 0,0301

b) ¢Cuantas muestras de esa poblacién poseen una SH mayor que 28,2%?
El nimero de muestras se obtiene multiplicando P(x > 28,2) por el tamafio de la muestra (N = 1145).
(0,0301) (1145) = 34,4645
Treinta y cuatro muestras de las 1145 analizadas tendran una SH mayor o igual a 28,2%.

c) Calcular, aproximadamente, la proporcion de muestras que tienen SH entre 18 y 24%

P(18< X < 24) = P(Zx=18) £ Z < Z(y=24))

P(X < 24) - P(X < 18) = P(Z < Z(X:24)) - P(Z < Z(leg))

Se debe hallar el &rea bajo la curva N(0,1) equivalente al area de N(20,1;4,3) para ello se realiza un
cambio de variable de X a Z para ambos valores de x: 18 y 24. Luego se obtienen las la probabilidad
asociada a cada valor de Z utilizando Tabla 1 del Anexo.

P(18S X): P(Z(x:lg)) P(X < 24) = P(Z < Z(x:24))
Z(x:lg): (18-20,1)/4,3 = -0,55 Z(x:24): (24'20,1)/4,3 = 0,90
P (Z <-0,55) = 0,2912 P (Z <0,90)= 0,8159

Utilizando la expresion 4.9
P(X < 24)- P(X < 18) = P(Z < Z(x:24)) - P(Z < Z(x:lg))
=0,8159 - 0,2912 = 0,5247
Aproximadamente el 52% de las muestras tendran valores de SH entre 18 y 24%.
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d) ¢Cudl es el valor de la variable tal que la probabilidad de observar un valor de SH mayor que él valga
0,10?

P(X>x?)=0,10=1-0,90
P(Z>2z?)=0,10 = P(Z<z?)=0,90
En esta ocasion se conoce es el valor de P(0,90). Se debe encontrar el valor de Z que hace que se cumpla
que P(Z < z?)=0,90. Ese valor de Z se busca en la Tabla 1, entrando por el cuerpo de la tabla.
P(Z <1,285)=10,90
Luego, dado que el area bajo la curva N(0,1) equivalente al area de n(20,1; 4,3), utilizando la expresién
4.7
1,285 =
x = (1,285-4,3) + 20,1

= 25,625
La SH tal que la probabilidad de observar un valor mayor que él es 0,1 es 25,6%.

X—-20,1

Relaciones entre el modelo Normal y los modelos discretos Binomial y Poisson

El modelo normal da aproximaciones buenas a modelos discretos como el binomial y el Poisson. La

distribucion binomial se aproxima a la normal cuando np y n(1-p) son suficientemente grandes, mayor

. . ;.. . . . . X-np
o igual a cinco, pues el estadistico que se usa para realizar inferencias sobre proporciones ——
g p q p prop Jnipaop

sigue una distribucién normal. De igual forma cuando el parametro A de la distribucion Poisson es
grande (A > 5) la distribucion de probabilidades aproxima a la distribucion normal con 90% de

confianza.
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MUESTREO Y DISTRUBUCIONES DE ESTADISTICOS
MUESTRALES

Introduccidn

Uno de los propdsitos esenciales tanto en trabajos de investigacion como profesionales es conocer
algun aspecto de una poblacién especifica. Las caracteristicas de los fendmenos geoldgicos (eventos y
rocas), como se menciono en el primer capitulo, impiden contar con la informacion de todos los
individuos de la poblaciéon por esa razon se toma una muestra, para que con esfuerzos y costos
razonables, se obtengan conclusiones tan validas como las que se habrian tenido con un censo.

La informacidn conseguida en la muestra se utiliza para estimar los pardmetros poblacionales pues se

conocen las relaciones entre ambos, - X, o~ S?, z- p, etcétera (Fig. 1).

Muestreo

Parametros

Poblacién .

Estadistica

i
Muestra

Inferencia

Figura 1. Los estadisticos obtenidos con los datos del muestreo permiten inferir los parametros poblacionales.

Muestreo

Existen muchas razones para tomar una muestra, en general son exploratorios (estimar el grado de
contaminacion de un acuifero, la porosidad de una arena o la seleccion de un sedimento, entre otros),
pero otras veces apunta a la estimacion de un recurso (ley media, variabilidad, cubicacion). El
objetivo més usual es estimar el valor medio de uno o mas constituyentes de una roca. También suele

ser estimar la variabilidad que posee una sustancia ya sea para compararla con la que presentan las
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rocas que se han formado en ambientes geoldgicos semejantes o bien para estudiar las relaciones entre
los constituyentes o cuales son las causas y los procesos que producen esas variaciones.
Independientemente de cuél sea el objetivo, los vincula el hecho que no alcanza s6lo caracterizar la
muestra con algin estadistico como la media y la varianza, sino que es necesario utilizar la
informacién que provee la muestra para extender o realizar inferencias sobre la poblacion.
Sintéticamente se trata de estimar un parametro de la poblacion de N elementos con la informacion de
una muestra de tamafio menor n.

Antes de avanzar conviene recordar y aclarar que se entiende por poblacién, muestra y por muestreo.
La poblacion estadistica es la totalidad de medidas, valores o cualidades que son motivo del estudio.
Se trata de la poblacion de la cual se haran las inferencias, Ilamada poblacion objetivo. Una muestra
es una parte representativa del todo, o lo que es lo mismo, es una parte representativa de la poblacion.
Recuerde que se habla de muestra en sentido estadistico, es decir la muestra esta representada por un
namero n de atributos (medidas, valores o cualidades) observados en cada unidad muestral y no se
trata de una muestra de roca o un pequefio volumen de agua.

En esta definicion, representativo hace referencia a dos cualidades. Por un lado sus caracteristicas
deben coincidir con los de la poblacion esto es, la proporcion y distribucion de las caracteristicas que
se investigan deben ser iguales en la poblacion y en la muestra (Fig. 2). Esto, de alguna manera,
remite al tamafio de la muestra, que debe ser lo suficientemente grande como para que todas las
caracteristicas de la poblacion estén representadas en ella. Por otro lado, alude a la equiprobabilidad,
lo que significa que todos los elementos de la poblacién deben tener igual probabilidad de ser
elegidos. Naturalmente ambos aspectos estan estrechamente vinculados con el conocimiento que se
tenga de la poblacion muestreada, especialmente el con la homogeneidad o heterogeneidad de la
poblacion. La muestra debe ser representativa si se va a usar para estimar las caracteristicas de la
poblacién.

El muestreo, segun el diccionario de la real academia espafiola, tiene dos acepciones. En la primera
se refiere a todas las operaciones que conducen a establecer los parametros principales de una
poblacién. La segunda dice textualmente que “muestreo es una operacion estadistica mediante la cual

se eligen n individuos con objeto de representar a una poblacion N mucho mayor”.

Premisas para un buen muestreo

El plan de muestreo debe formularse en las etapas iniciales del trabajo debido al rol fundamental que
ocupa. Cualquier investigacion fracasa si no se tiene un plan de muestreo, un muestreo inadecuado no
se reemplaza con ningun procedimiento experimental o estadistico. El cuidado que se tenga en la

planificacion del muestreo trae aparejadas el ahorro de dos insumos basicos para los trabajos de
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investigacion y profesionales, tiempo y dinero. Un muestreo bien planeado evita que se tome

informacion redundante y se olvide relevar informacion vital cuando se muestrean las unidades.

Poblacion

d %% g Muestra

Figura. 2: Poblacién y Muestra. Suponga que la poblacion esta formada por 50% de trilobites, 30% de bivalvos
y 20 % de braquidpodos; es de esperar que si la muestra es representativa se guarden estas proporciones de los
individuos de cada tipo en la muestra.

Un muestreo planificado correctamente contempla:

1°. Establecer explicitamente el objetivo del estudio, incluyendo la formulacion de las hip6tesis del
trabajo (lo que se espera que indiquen los datos), permite la eleccion del método de muestreo.

2°. Delimitar perfectamente en espacio y tiempo la poblacion objetivo que se va a muestrear.

3°. Definir, describir y listar los elementos de la poblacidn, esto se conoce como marco muestral.

4°, Especificar los datos a recolectar y que observaciones y/o medidas que se van a realizar. Por
ejemplo si se muestrea la roca entera para determinar la composicion quimica o propiedades fisicas.
La composicion, por su parte se podra expresar en oxidos de elementos quimicos o minerales. Las
propiedades fisicas a relevar pueden ser dureza, velocidad de transmision de las ondas sismicas y
otras ondas, resistividad, paleomagnetismo, entre otras. También se encuentran contenido fosilifero,
presencia de estructuras, propiedades estructurales como rumbo y buzamiento y direccion de
corriente.

5°. Evaluar las fuentes de variabilidad que presentan los datos ya sea a través de experiencias
anteriores o por algin marco teérico.

6°. Convenir la cantidad o peso de material que se va a recolectar en cada punto de muestreo. A esto
se suma la necesidad de definir, en forma precisa, la operacion de recoleccién de muestra geoldgica,
es decir fijar el método a seguir en la toma de la muestra. Por ejemplo si se toman medidas de rodados
in situ de donde a donde se toman ancho, largo y alto, si se trata de rumbos y buzamientos si se va a
emplear la regla de la mano derecha. Acordar también el instrumento de medida: cinta métrica,
calibre, carta de colores, etcétera. Por Gltimo pactar lugar y frecuencia con que deben tomarse las
muestras.

7°. Estipular la precision y exactitud requeridas en el estudio.
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Poblacion objetivo

Para iniciar un estudio geoldgico se deben tener claro no solo el objetivo de la investigacion tan
especificamente como sea posible, sino también definir cuidadosamente la poblacion objetivo. La
poblacion objetivo o blanco es aquella sobre la que se realizan las inferencias con base a los datos
que se obtienen en el muestreo. La poblacion a ser muestreada debe coincidir con la poblacion
objetivo. Sin embargo, como sucede cuando se mapea en el campo el contacto de dos unidades
geoldgicas, o se datan fésiles de una asociacién, o se clasifican rocas, las relaciones entre poblacion
objetivo y la poblacion que se va a muestrear no son simples. En los dos primeros casos, al igual que
en los ensayos biomédicos, la poblacion objetivo no se puede identificar y se debe establecer
claramente la relacién entre poblacion objetivo y poblacion muestreada. En el tercero, como sucede
con la causa de céncer, la relacion entre la poblacion objetivo y su relacion con la muestreada es poco
clara. Cuando la poblacién muestreada es méas limitada y difiere mucho, se debe tener en cuenta que

cualquier conclusion que se alcance s6lo podra aplicarse a la poblacién muestreada.

La poblacion objetivo debe estar delimitada en tiempo y espacio. Ademas, la definicion debe tener la
descripcion de los elementos de la poblacion que seran incluidos. También es necesario definir las
unidades de muestreo y seleccionar cuidadosamente la caracteristica o caracteristicas para ser

tomadas, esto permite planificar el disefio de muestreo para evitar omitir datos cuando se muestrea.

Factores geoldgicos que afectan el muestreo

La variabilidad tiene un rol importante en la planificacion y en la eleccion del método de muestreo. Se
describird someramente la variabilidad natural y la originada durante la recoleccion de la muestra
geologica. La variabilidad natural de una sustancia en la roca se relaciona con aspectos genéticos, con
cuestiones de escala de trabajo y con los caracteres geométricos del cuerpo de roca. Su conocimiento
puede provenir de muestreos preliminares o bien se puede estimar a partir de conocimientos geoldgico
obtenido de experiencias en rocas similares o, en algunos casos, proceder de la interpretacion de una

teoria geoldgica.

En sentido muy general se ha descripto que las rocas formadas a altas temperaturas son menos
variables que aquellas formadas a bajas temperaturas, debido a que las primeras se encontrarian en
equilibrio con el medio. Los basaltos, diabasas, gabros, anortositas, marmoles, cuarcitas y eclogitas
son relativamente homogéneas, en tanto las andesitas, dioritas, riolitas, granodioritas, granitos,
hornfels, milonitas esquistos, gneises y rocas piroclasticas en general tienden a ser menos uniformes.

Las rocas sedimentarias, como grupo, son mas variables que las rocas igneas y metamorficas, sin
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embargo algunas, como las areniscas muy maduras, tienen una composicion extremadamente
uniforme. Las calizas, cherts, diatomitas son mas homogéneos que las gravas, waques, dolomitas, till

y rocas de composicion intermedia como las margas.

La variabilidad/homogeneidad de las rocas también depende de la variabilidad de la composicion
mineraldgica, por ejemplo la composicion quimica de los granates es altamente variable, pero en un
nico cuerpo de roca la composicion quimica suele ser mas o menos uniforme o variar gradualmente

de un lugar a otro.

Ademaés de la variabilidad natural, inherente del cuerpo de roca o de otro objeto geoldgico, existen
otras fuentes de variabilidad relacionadas con el muestreo. Entre ellas se encuentra las introducidas
durante la recoleccion de la muestra geoldgica, en la preparacion de la muestra (i.e. triturado,
submuestreo, etc.) y la variabilidad analitica producidas en los laboratorios donde se determina la
geoquimica de la roca. La variabilidad introducida durante la preparacion de la muestra y la originada
en los ensayos quimicos son tratados extensamente por Koch y Link (1980).

Las cuatro fuentes de variabilidad se expresan en un modelo estadistico en el caso de una Unica
variable es X = u + & + &+ &+ s+ €, donde &, es la variabilidad natural, & es la variabilidad de
muestreo, ¢, es la variabilidad de la preparacion y €, de la muestra, es la variabilidad analiticay e es la

variabilidad del azar que no esta contemplada por las otras fuentes de variabilidad.

Métodos de muestreo

Una vez se han especificado la poblacion objetivo y las caracteristicas, el punto siguiente es elegir un
meétodo para obtener una muestra representativa de toda la poblacion. Elegir el método de muestro
apropiado es fundamental para emplear correctamente los métodos estadisticos e inferir los
parametros poblacionales a partir de una muestra asi como para estimar valores medios y la
variabilidad.

Los métodos para seleccionar una muestra representativa son numerosos. Establecer el método
adecuado se basa en conocer la naturaleza de la poblacion (origen, estructuras presentes, forma y
posicion del cuerpo de roca, etc.), la accesibilidad al lugar de muestreo, el tipo de informacion
buscada, la dificultad para tomar una muestra, el costo del equipamiento y el tiempo y dinero
disponibles.

Los métodos de muestreo se clasifican seglin el nimero de muestras y de acuerdo a la manera usada
para seleccionar los elementos de la poblacion que integren la muestra.

De acuerdo con el nimero de muestras tomadas de una poblacion se distinguen el muestreo simple,

el doble y el multiple. En el muestreo simple se toma Unicamente una muestra de la poblacion, como

67


http://www.monografias.com/trabajos6/meti/meti.shtml
http://www.monografias.com/trabajos16/marx-y-dinero/marx-y-dinero.shtml

es solo una, el tamafio debe ser lo suficientemente grande para extraer una conclusion. El problema es
que tomar una muestra grande muchas veces cuesta demasiado dinero y demanda mucho tiempo. El
muestreo doble se realiza cuando el resultado del estudio de la primera muestra no es concluyente.
Entonces se saca una segunda muestra de la misma poblacién. Las dos muestras se combinan para
analizar los resultados. La ventaja del muestreo doble es que permite comenzar con una muestra
relativamente pequefia para ahorrar costos y tiempo. Si la primera muestra arroja una resultado
definitivo, no hace falta tomar la segunda muestra. Por ultimo, el muestreo multiple es semejante al
procedimiento del muestreo doble, excepto que el nimero de muestras sucesivas requerido para llegar
a una decision es mas de dos muestras.

Por otra parte se encuentran los procedimientos para seleccionar cuales seran los elementos de una
muestra. Se distinguen entre ellos dos grandes categorias: los muestreos no probabilisticos y los

muestreos probabilisticos.

Muestreos no probabilisticos

En los muestreos no probabilisticos, es el que se usa en forma empirica, intervienen opiniones y
criterios personales o simplemente razones de comodidad al momento de elegir los elementos que
conforman la muestra. La informacion obtenida no sirve para hacer inferencias sobre la poblacion
porque no se puede utilizar la teoria de probabilidad para medir el error de muestreo, s6lo sirven para
describir la muestra. Entre los muestreos no probabilisticos se encuentran los muestreos de juicio, los
muestreos por cuotas, los accidentales, los incidentales y los muestreos bola de nieve.

a) Muestreos de juicio u opinion, en ellos los elementos de la muestra son seleccionados mediante
juicio personal. La persona que selecciona los elementos de la muestra, usualmente es un experto,
sin embargo como usa su criterio para elegir los elementos de la muestra y no un meétodo
probabilistico, la informacion no se puede usar para hacer inferencias de la poblacion. Las ventajas
de este muestreo son comodidad y bajo costo. EI muestreo de juicio, lamentablemente, suele ser
muy popular entre los cientificos pero se recomienda enfaticamente evitarlo.

b) Muestreos por cuotas requieren conocer la poblacién y/o los individuos mas representativos o
adecuados para la investigacion. En este muestreo se fijan cuotas que consisten en nimero de
individuos con determinadas condiciones. Por ejemplo para una encuesta sobre el lugar
conveniente para ubicar desechos urbanos se realiza a veinte mujeres entre 25 y 40 afios residentes
en La Plata que no sean nacidas en La Plata y luego se administra la encuesta a los primeros
elementos que redinan estas caracteristicas para integrar la muestra.

c) Muestreo accidental, los individuos de la muestra se obtienen sin ningun plan, son elegidos
producto de circunstancias casuales. Por ejemplo para un sondeo de opinién se entrevistan los 50

primeros transelntes que pasan por una esquina a las 12 del mediodia.
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d) Muestreo incidental o de conveniencia se seleccionan directa e intencionalmente a los individuos
de la poblacion que formaran la muestra. Se usa en estudios exploratorios y en pruebas piloto.

e) Muestreo bola de nieve la premisa es que los elementos se relacionen entre si. Se localizan
algunos individuos de la poblacion y estos conducen a otros que llevan a otros y asi hasta tener una
muestra de tamafio suficiente. Se usa en estudio de poblaciones de sectas, enfermos, oficios,

etcétera.

Muestreos probabilisticos

En los muestreos probabilisticos, también Ilamados aleatorios o estadisticos, la seleccion de los
elementos que conforman la muestra debe efectuarse de manera tal que cada elemento de la poblacion
tenga igual oportunidad de ser elegido. La muestra se dice que es aleatoria o probabilistica pues la
obtencion de los elementos de la poblacién es objetiva. Los muestreos aleatorios permiten realizar
inferencias dado que se puede medir el error muestral como probabilidad bajo la curva normal.

Los tipos comunes de muestreo aleatorio son el muestreo aleatorio simple, muestreo sistematico,
muestreo estratificado y muestreo de conglomerados.

a) Muestreo aleatorio simple. En este muestreo las muestras estan distribuidas aleatoriamente en el
espacio o en el tiempo. La seleccidn se realiza de modo que todas las muestras posibles de tamafio n
tengan la misma probabilidad de ser elegidas y que cada elemento de la poblacién tenga una
oportunidad igual de ser incluido en la muestra. Es condicion para aplicarlo que la poblacién sea
homogénea respecto a la variable de interés. Los muestreos aleatorios simples se pueden realizar en
superficies o en estructuras lineales como vetas, transectas y rios. En los muestreos de superficie se
suele superponer una cuadricula o grilla cuadrada, pero puede ser rectangular si se sospecha que los
datos tienen estructura lineal, o con coordenadas polares para patrones radiales como las rocas
piroclasticas generadas por los volcanes. Cada unidad de muestreo o cada nodo de la cuadricula,
segun corresponda, se identifica con un namero y utilizando una tabla de nimeros aleatorios™ (o la
funcion random de las maquinas de calcular, o la funcion aleatorio de Excel) se eligen las unidades
de muestreo de donde se tomar los datos.

El muestreo aleatorio se puede utilizar siempre y cuando no se requiera cobertura areal y cuando los
datos no estén estratificados.

b) Muestreo sistematico. Este muestreo se utiliza cuando el objetivo del trabajo requiere cobertura
areal. La distancia entre los puntos de muestreo es uniforme en el espacio y/o tiempo (Fig. 4). Si bien
es facil de llevar a cabo y estd menos expuesto a los errores de seleccion de los puntos de muestreo,
cuando la poblacién tiene un comportamiento ciclico como el producido por plegamientos la muestra

puede ser poco representativa o sesgada.
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Muestreos sistematicos se usan corrientemente en perforaciones y en muestreos de suelos. También se

utilizan en estructuras y cuerpos lineales como las arenas de playa, en estos casos las transectas se
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Figura 3. Muestro Aleatorio Simple. a. Esquema de muestreo en una linea. b. Muestreo de una veta. c. Esquema

de muestreo de superficie con una malla cuadrada.

ubican perpendiculares a la estructura, regularmente distanciadas y se toman muestras en cada
transecta a distancia también regulares.

A veces en los muestreos geoldgicos se combinan métodos aleatorios y sistematicos.
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Figura 4. Muestro sistematico. a. Esquema de muestreo en una linea. b. Muestreo de una veta. ¢. Esquema de
muestreo de superficie con una malla cuadrada.

c) Muestreo estratificado simple. Se usa cuando se realiza una investigacion en una poblacién que
naturalmente estd dividida en estratos o capas de diferentes tamafios (subpoblaciones). Los estratos
son homogéneos al interior de cada uno y diferentes entre si, ademas no se superponen o traslapan.
La division en estratos puede ser litolégica (unidades de rocas estratificadas), pero también se puede

efectuar con base en la topografia, los horizontes de suelo, cambios de color de suelo, en rocas igneas
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y metamorficas los estratos pueden ser diferentes rocas que definen facies o zonas metamorficas,
litoldgicas aflorantes en una region, etcétera (Fig. 5). Como los estratos son mas homogéneos que la
poblacién como un todo y resulta importante que en la muestra haya representacion de todos y cada
uno de los estratos, se debe utilizar una estrategia de muestreo que garantice la inclusién de elementos
de cada estrato. Una muestra aleatoria estratificada se obtiene seleccionando una muestra aleatoria
simple en cada estrato. El tamafio de la muestra de cada estrato puede ser proporcional o0 no

proporcional al tamafio del estrato.

metros
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B
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Figura 5. Muestreo estratificado simple. a. Esquema de muestreo en una estructura lineal (las lineas verticales

representan estratos). b. Esquema de muestro en un perfil, cada estrato fosilifero tiene solo un tipo de f6sil.

d) Muestreo de conglomerados. Se utiliza en poblaciones que naturalmente estan divididas en
grupos o subpoblaciones llamadas conglomerados. Cada conglomerado presenta la misma
variabilidad de la poblacion, por eso los conglomerados son muy parecidos entre si. El concepto de
conglomerado es opuesto al de estrato dado que los estratos son homogéneos al interior y diferentes
entre si (Fig. 6). Debido a la heterogeneidad interna, la totalidad de los elementos del conglomerado
representan fielmente a la poblacion, de modo que conviene incluirlos a todos en la muestra. Como
todos los conglomerados son equivalentes, la seleccidn de los conglomerados que integran la muestra
se realiza al azar o con un método sistematico.
Sin embargo, los elementos individuales dentro de cada conglomerado tienden a ser iguales y, si bien
no se muestrean todos los conglomerados, la variacion entre los elementos obtenidos de los
seleccionados es, por lo tanto, frecuentemente mayor que la que se obtiene muestreando la poblacién
entera mediante muestreo aleatorio simple.
Es recomendable un muestreo de conglomerados, por ejemplo, si la poblacién objetivo tiene gran
extension areal con muchos afloramientos de la misma unidad y la variabilidad local y regional son
aproximadamente iguales. En un caso extremo se podria incluso obtener la muestra de un solo
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afloramiento. De forma semejante, se podria muestrear verticalmente hacia abajo en un Gnico punto
cuando la estratificacion es horizontal, como en un yacimiento de petr6leo, en un manto de carbon o

en el agua de mar.
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Figura 6. Muestreo por conglomerados. a. Muestreo esquematico. b. Mapa geoldgico.

Tamario de la muestra y precision en la estimacién

Simultaneamente con la eleccion del método adecuado de muestreo se debe establecer el tamafio de la
muestra y la precision en la estimacién de los parametros que demanda el trabajo.

Tamafo y precision estan intimamente ligados. El nivel de precisién en la estimacion generalmente es
10% a 15% en investigacion y 20% a 25% en toma de decisiones. El nimero de unidades de muestreo
que formaran la muestra debe estar determinado por la variacién existente entre las unidades de
muestreo. Cuanto mayor es la variabilidad o heterogeneidad de la poblacion, mayor debe ser el
tamario de la muestra.

En este sentido, contar con informacion de una muestra exploratoria permite estimar el tamafio de la

muestra utilizando la ecuacidn

n= (P:)?)z' (5.1)

donde n es el tamafio de la muestra, S el desvio estandar y X la media de una muestra preliminar de la
poblacion y Pr el nivel de precision requerido. Sin embargo se debe confirmar si el tamafio de la
muestra es compatible con el presupuesto con el que se cuenta para el estudio.

Por otra parte, es importante destacar la relacion que existe entre el volumen de la muestra y el
volumen de la poblacion, conocida geolégicamente como Razon de Muestreo. Para poner en
evidencia este punto suponga un yacimiento de cobre cubicado en 160 millones de toneladas fue
reconocido a través 40.000 metros de sondajes con un peso total de 103 toneladas, la Razén de
Muestreo es 103/(160-10%= 0,000064%. Esto quiere decir que se estimé la ley del yacimiento de
ciento sesenta millones de toneladas conociendo sdlo sesenta y cuatro millonésimas del yacimiento.
Razonamientos del mismo tipo pueden hacerse al pensar cualquier tipo de estudio y usarlos como

argumento para obtener fondos destinados al muestreo.

72



Volumen de la muestra y distancia entre muestras

Volumen de material y distancia entre muestras también se estipulan cuando se elige el método de
muestreo. Conviene aclarar en este punto cual es la representatividad del material que se va a
recolectar, es decir la muestra geoldgica que, como se mencioné previamente, esta vinculado con la
variabilidad que presente la variable (cualidad o cantidad) que se investiga. Cuando los elementos de
la poblacion son homogéneos un cierto niamero de ellos la representa y si la variacion es regular en el
espacio, el problema es facil. Pero la toma de muestra de una poblacién heterogénea se dificulta a
medida que aumenta la variabilidad y el problema se agudiza cuando se suman variaciones espaciales.
En casos extremos, si la variacion es aleatoria, la muestra representa sélo su propio volumen y el valor
de la variable es independiente de la ubicacién de la muestra y en consecuencia, la distancia entre

muestras sucesivas no s importante.

Toma de la muestra

Indudablemente la mayoria de las muestras geoldgicas son muestras de mano de afloramientos, son
excepciones las muestras tomadas para mineria, petroleo o agua. Si bien muchas teorias geoldgicas y
conclusiones se apoyan en la informacion obtenida de las muestras de mano, estas suelen ser muy
sesgadas. El sesgo se produce por factores relacionados con la naturaleza del ser humano y por causas
geolodgicas. Es innegable que los coleccionistas se interesan por objetos raros, los comunes se
descarta, la recoleccion de rocas no escapa de esto. La tendencia de los investigadores es a recolectar
muestras de mano gue contengan especimenes que sean conspicuos por color, tamafio o por alguna
otra razén. Esto tiene implicancias importantes en los trabajos geoldgicos y paleontoldgicos pues
entonces la muestra de mano es tomada de forma subjetiva lo que impide utilizar los datos de la
muestra para realizar inferencias sobre la poblacién. Por otra parte las muestras de mano son tomadas
en afloramientos y las propiedades de las rocas en los afloramientos son diferentes a los de las partes
no expuestas del cuerpo de roca. Ademas un afloramiento puede tener unos pocos lugares donde sea
factible tomar muestras de mano. Sin embargo, a pesar de estas limitaciones, la mayor parte del
conocimiento geoldgico se sustenta en datos obtenidos de afloramientos y si las muestras de manos se
obtienen con algun muestreo probabilistico pueden ser usadas para obtener datos validos para realizar
inferencias.

Las muestras de canaleta se obtienen cortando una canaleta en la superficie de la roca. Los
fragmentos que se producen durante el corte de la canaleta constituyen la muestra geoldgica. Para no
introducir sesgo se deben mantener las dimensiones de la canaleta (usualmente entre 5y 10 cm de
ancho y 2 cm de profundidad) y la distancia entre canaletas sucesivas (muestreos sistematicos). Las

muestras de esquirlas (chips) se sacan de forma semejante al de canaleta con la diferencia que la
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muestra geoldgica la forman las pequefias esquirlas de roca y no se intenta cavar una canaleta. La
separacion entre canaletas suele ser de 2 metros pero es menor cuando la mineralogia presenta
cambios y particularmente si los minerales poseen diferente dureza o friabilidad. Ambos tipo de
muestras, canaletas y esquirlas, son comunes en muestreos de vetas ya sea en minas subterraneas o en
vetas superficiales, no obstante se pueden utilizar en afloramientos y en perfiles. Los datos que se
obtienen en los muestreos de canaletas son mejores dado que el volumen de roca recogido es mayor
que el recuperado en las muestras de esquirlas.

El analisis modal es un método que se utiliza para estimar la composicion mineraldgica de una roca.
Los datos se obtienen superponiendo una cuadricula (grilla) sobre un corte delgado y contando o
eventualmente midiendo los minerales que se encuentran en los nodos de la cuadricula. Se trata
entonces de un muestreo sistematico donde existe la componente aleatoria, el analisis estadistico de
los datos esté asociado con la distribucion binomial. Los problemas del anélisis modal se encuentran
en la identificacion de los minerales y en la variabilidad introducida por el operador ya sea porque
diferentes personas estudien diferentes cortes delgados de la misma roca o por cansancio en el mismo

operador.

Distribuciones en el muestreo

Con los métodos de muestreo se ha resuelto el problema de la representatividad y de la aleatoriedad,
sin embargo resta el problema de la inferencia a partir de los estadisticos de muestra de los parametros
poblacionales. Es decir averiguar, si es que existe, cual es la relacion entre los estadisticos y los
pardmetros. Suponga que se tiene una poblacion finita de tamafio N y que interesa estudiar el
parametro cualquiera que se simboliza con @ (por ejemplo p, o n). Para ello se extrae, de manera
aleatoria, k muestras de las M posibles de tamafio n tal como se ilustra en la figura 7. Se puede
observar que cada muestra aporta un valor estimado del parametro 6, simbolizado con 8. Este valor
varia de muestra en muestra. La variabilidad en los estadisticos de muestra provienen de lo que se
Ilama el error de muestreo debido al azar, esto es las diferencias entre cada muestra y la poblaciony
entre las diferentes muestras se debe Unicamente a las caracteristicas de los individuos que fueron
seleccionados por azar para integrar la muestra.

La distribucién de todos los valores que puede tomar el estadistico calculado a partir de muestras del
mismo tamafio seleccionadas de forma aleatoria de la misma poblacion se llama distribucion
muestral de esa estadistica. Se describiran detalladamente las distribuciones de la media muestral y

de la varianza muestral y sintéticamente la de diferencia de medias.
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Figura 7. La distribucién del estadistico 6.

Distribucion de las Medias Muestrales

Con el objeto de ver la relacion entre la media muestral y la media poblacional se propone analizar

una poblacién hipotética formada sélo por tres individuos, el nimero 2, el 4 y el 6. Esta poblacion
puede ser descripta a través de una grafica como la de la figura 8, con su parametro poblacional u= 4

y con su varianza poblacional %= 2,66.

X ={2, 4, 6}

Frecuencia

=2+4+6=4
3

o o (2-4)2 + (4-2)° +(6—4)2):§:2
3 3

Figura 8: Distribucidn de frecuencias y parametros de la poblacién de la variable X.

Suponga que se realiza un muestreo exhaustivo de esta poblacion de todas las muestras de tamafio
dos, en un muestreo con reposicion, que es analogo a lo que ocurre en una poblacién de tamafio
infinito, como se considera son la gran mayoria de las poblaciones geoldgicas. Se obtienen las
siguientes muestras: (2 —2), (2 -4), (2 -6),(4-2), (4 -4), (4 -6), (6-2), (6 -4y (6 -6). A
continuacion se calcula la media muestral (X,) de cada una de esas muestras (Fig. 9). Dado que las
medias muestrales calculadas de esta poblacién no son todas iguales, la media muestral X, se ha

convertido en una nueva variable. Es conveniente describir la distribucion de frecuencias y calcular

los parametros poblacionales ( 45y 0')%, note el subindice de ambos) de esta nueva variable media

muestral X (Fig. 9).
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Asi, la media de la distribucion de X es Uy =4y lavarianza es o-)% =1,33.

Muestra | X | (X—uf | (X-u)
2;2 2 | 2-4) 4
2.4 3 | 3-4) 1
2:6 4 | (4-4) 0 %
42 3 | (3-4) 1
4,4 | 4 | (4-4) 0 g
4:6 5 | (5-4) 1
6;2 4 | (4-4) 0
6;4 5 | (5-4) 1
6,6 6 | (6-4) 4
Total 36 12 Media Muestral
Hy =36/9=4

o2 =12/9=133

Error tipico: /o2 = /1,33 =115

Figura 9. Distribucion de frecuencias y parametros de la poblacion de la variable Xde un muestro con

reposicion de muestras tamafio 2 de la variable X.

De todo lo anterior se puede concluir que:
1°. La media de las medias muestrales coincide con la media de la poblacién,

hg = U (5.2)
Para el ejemplo el valor de ambas es 4.

2°. La varianza de las medias muestrales es igual a la varianza de la poblacion dividido el tamafio de

la muestra n,
o2=2. 5.3)
Para el ejemplo o5=1,33y o®=2,66.
3°. El desvio estandar de la distribucion de medias muestrales, llamado Error Estandar, es
o = % (5.4)

4°, La distribucion de las medias muestrales es simétrica, aunque la distribucion de la variable no lo

sea.

Esta distribucion simétrica induce a pensar en el modelo de distribucién de una variable normal, en
este caso una normal cuyos parametros son z 'y o-)% . Por lo que se puede definir en forma informal y

luego formal del Teorema central del Limite, también conocido como Teorema del limite Central.

Teorema Central Del Limite (Definicion Informal)
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Cuando se efectlia un muestreo aleatorio de tamafio fijo n de una poblacion tiene forma arbitraria,
pero media y varianza finita, la distribucion de las medias muestrales tiende aproximadamente hacia

una distribucion de frecuencias normal a medida que el tamafio de la muestra aumenta.
Teorema Central Del Limite (Definicion Formal)

Si X3 X,.. X, son variables aleatorias independientes y tienen todas la misma distribucion, con
esperanza matematica, E(X) =  y varianza V(X) =o? finitas y 0. Se define una nueva variable
aleatoria
X-u.
n = 7 )
Jn

Entonces la funcion de distribucion Z, converge a una funcion de distribucion normal estdndar cuando

z

donde X :Ein (5.5)
N

nN—> oo.

Recapitulando, la diferencia entre desvio estandar y error estdndar es que el primero se refiere a la
distribucion de la variable original, mientras que el Gltimo esta relacionada con la distribucion del
estadistico. Si se analiza la distribucién de las medias muestrales resulta claro que, a medida que el
tamafio de la muestra aumenta, aumenta la probabilidad de incluir en la muestra la variabilidad
inherente a los individuos que forman la poblacién, por lo que esa media muestral, sera mucho mas
parecida a la media poblacional que si su tamafio fuera pequefio. Esta reflexién apunta al
denominador del error estandar de la distribucion de media muestrales, que tiene como divisor del
cociente a n, el tamafio de la muestra. A medida que n disminuye el error estandar aumenta.

Suponga que la curva A de la figura 10 es la distribucion de la poblacion de la variable X = largo de
valva de Ostrea maxima, cuya media poblacional es 100 mm, u=100 y desvio estandar poblacional
igual a 15 mm, o = 15. Si se realiza un muestreo con muestras de tamafio 10 (n = 10), la media de la
distribucion de las medias muestrales es g0y = 100 y el error estandar es oxroy = 4,7 (Fig. 10,
curva B). Pero si el muestreo se realza con muestras de tamafio 100 (n = 100), obviamente la
distribucion de las medias muestrales tiene la media poblacional Ug(100) = 100, pero el error estandar
se reduce, oxcio0y = 1,5 (Fig. 10, curva C).

Es claro entonces que el tamafio de la muestra establece el parecido de las medias muestrales a la
media poblacional debido a que existen mas probabilidades de incluir individuos de la poblacion y

con ellos la variabilidad. Esto determina que la distribucion del estadistico media muestral se
encuentre apretada en torno al parametro poblacional.
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55 70 85 100 15 130 145

Figura 10. A: distribucion de la poblacién de la variable X=largo de valva de Ostrea maxima, =100 y o=15.
B: distribucion de medias muestrales de n=10, =100y 0%, 4y = 4,7

C: distribucion de medias muestrales de n=100. x=100 yog o5y = 1,5.

Por otra parte, cuando se selecciona una sola muestra de todas las posibles de una poblacion, existe
una probabilidad de error en la inferencia del pardmetro dado que, aunque con probabilidad baja, una
muestra puede tener valores medios alejados de la media muestral ya sea por muy pequefia o por muy
grande. Recuerde que en el caso de la poblacién de tres individuos muestreados con muestras de
tamafio 2, s6lo dos muestras tenian promedios bajos o altos, 2 y 6 con frecuencia igual a uno (ugz =
u = 4), en casos como este pueda ser que induzca a pensar que esa muestra, por tener esa media no
pertenece a la poblacion con media 4. La probabilidad de error se puede calcular utilizando la
distribucion Normal estandar recordando el teorema central de limite.

6% _ 1,73,
66

Jz_:
2
de la Tabla 1 del anexo, la P(z > 1,73) = 0,0418. Existe 4,18% de probabilidad de encontrar en

muestras de tamafio 2 medias mayores o iguales a 6, mas adelante se vera si esta probabilidad es alta o

Suponga que se ha muestreado esa poblacion y la media obtenida fue 6, entonces Z =

baja en términos estadisticos.

Se sefiala en este punto que la diferencia entre el resultado obtenido de una muestra (un estadistico) y
el resultado que se deberia haber obtenido de al analizar la poblacion (el parametro correspondiente)
se llama el error muestral o error de muestreo. El error de muestreo es medido por el error
estadistico, en términos de probabilidad, bajo la curva normal. El valor del error muestral indica la
precision de la estimacion de la poblacién basada en el estudio de la muestra. Precision es el
alejamiento maximo que el investigador esta dispuesto a permitir entre el estadistico y el parametro

correspondiente. Mientras mas pequefio el error muestral, mayor es la precision de la estimacion.

Distribucion de las Varianzas Muestrales
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Para explicar la relacion entre la varianza poblacional y la muestral se retoma la poblacién hipotética

de los tres nameros {2, 4, 6} en la que se realiza un muestreo con reposicién de muestras de tamafio

L(x-X)?

dos (n = 2). Dado que el interés esta puesto en la varianza muestral, S? =

. se calculan las

varianzas muestrales de todas las muestras. La figura 11 muestra la distribucion de las varianzas

muestrales. Se trata de una distribucion asimétrica cuya media poblacional es U = 24/9 =2,66.

Muestra | X | > (x-X) |2

22 2 | (2-2+(2-2° |0 N

2.4 3 | (2-3)+(@423)7 | 2 83 . §

2.6 |4 | (2-4%+(6-47 | 8 : § x\

4.2 3| (43y+(23) | 2 g, \ % S
4;4 4 [ @4-4+@4 |0 \ % \\\
4.6 |5 | (a5)+(65)7 |2 : % \ §
6,2 |4 | (647+(24) |8 B A
6;4 5 (6-5)+(4-5)" | 2 g 0 1 2 3 4 5 6 7 8
6,6 6 | (6-6)+(6-6)7| 0 s

Total 36 24

Hg. =2419=2,66
o =2,66

Figura 11. Distribucion de frecuencias y parametros de la poblacién de la variable S de un muestro con

reposicion de muestras tamafio 2 de la variable X.

El ejemplo demuestra que en muestras de tamafio dos (n = 2) la varianza muestral, S?, coincide con
la varianza poblacional, o°. Pero a medida que el tamafio de la muestra aumenta el cociente entre la
varianza muestral S° y la varianza poblacional o” se aleja de 1. Se ha encontrado que la relacion

entre la varianza muestral y la varianza poblacional esta dada por el estadistico * (chi cuadrado)

o . (5.6)

La cantidad (n - 1) se llama grados de libertad (v). Entonces, la media de la distribucién de la
varianza muestral depende de la cantidad (n — 1). El Gnico parametro de la distribucion 47, la
media, es igual a los grados de libertad. Hay una curva diferente para diferentes grados de libertad.
A medida que cambian los grados de libertad la forma de la distribucion cambia, las curvas tiene
asimetria a la derecha, la asimetria disminuye a medida que n aumenta (Fig. 12). Como la varianza
nunca puede ser menor que cero, la curva es siempre positiva. En la Tabla 2 del anexo se encuentra

la funcion de densidad de y? para varios grados de libertad v.
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0,8

0,6

0,4

0,2

0,0
0 2 4 6 2

Figura 12. Distribucién 4* para diferentes grados de libertad.
Distribucion Muestral de Diferencia de Medias muestrales con varianzas conocida

Suponga ahora que se tienen dos poblaciones distintas y que sus medias y varianzas poblacionales
son 4, yof'y M,y o respectivamente. Se elige una muestra aleatoria de tamafio n; de la primera
poblacion y una muestra independiente aleatoria de tamafio n, de la segunda poblacién; se calcula
la media muestral para cada muestra (X; y X,) y la diferencia entre dichas medias (X; — X,). La
coleccion de todas esas diferencias se llama distribucion muestral de las diferencias entre
medias o la distribucion muestral del estadistico X; — X, = Ag. Como se vio, debido al proceso
de muestreo, las medias muestrales son distintas y por lo tanto cada diferencia de medias variara,
surge asi la variable diferencia de medias, Agz. Se ha probado que la distribucion de Ag es
aproximadamente normal para tamafios de muestra mayor o igual a 30 (n; =30 y n, = 30). Si las
poblaciones son normales, entonces la distribucion muestral de medias es normal sin importar los
tamafios de las muestras.
g

Por otra parte, se ha demostrado que pug = u 'y que oy = =, en forma analoga se puede deducir

que:

1°. La media de las diferencias de medias muestrales coincide con la media de la diferencia de la

poblacion sig, — pig, = 1, — i,

2 2
2°. El error estandar de la distribucion de diferencia de mediases o — o = % ,%
n n,

3°. La distribucion de la variable diferencia de medias sigue un modelo Normal, que en su forma
estandarizada es

7, = (Xl _)?2)_(,“1_;”2). (5.7)
n n
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INFERENCIA

Introduccidén

La inferencia estadistica es la rama de la estadistica que comprende los métodos y procedimientos
para deducir propiedades de una poblacion estadistica (de algun parametro o de la forma de la
distribucion) a partir de datos de una muestra a través de un razonamiento inductivo. Se puede definir
la inferencia como una evaluacion, juicio o generalizacion, derivada de observaciones empiricas que
permite arribar a una implicancia légica.

Por otra parte, al igual que en otras disciplinas, el conocimiento geoldgico avanza a base de formular
hipotesis que se contrastan con la informacion que aportan los datos, luego, es necesario decidir si los
datos apoyan o refutan la hipdtesis. Es en este punto en el que la estadistica inferencial ofrece su
aporte dado que permite tomar decisiones objetivas cuando se abordan tanto problemas geoldgicos
tedricos como practicos. Sin embargo, como se mencioné en el capitulo precedente, para arribar a
conclusiones validas acerca de la poblacion, la muestra debe ser representativa.

En este capitulo se abordan dos metodologias de la inferencia estadistica: la estimacion de los

pardmetros de una distribucion y las pruebas de hipotesis.

Estimacién de parametros

La estimacion consiste en elegir un valor que represente el parametro poblacional. Existen dos

alternativas para estimar los parametros que son conocidas con el nombre de estimacién puntual y

estimacion por intervalos.

Estimacion puntual

En la estimacion puntual se utiliza el valor de un estadistico de muestra para inferir el parametro

poblacional, por ejemplo X para estimar p. El estadistico que se utiliza para estimar el parametro
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poblacional se llama estimador, en forma genérica se simboliza @ en tanto el pardmetro a estimar

con #. No hay ningun estimador perfecto pues se trata de variables aleatorias que tienen una funcién
de densidad correspondiente a las distribuciones muestrales como se vio en el capitulo precedente. Un
buen estimador debe ser insesgado, con varianza minima, consistencia y suficiencia.

Son estimadores insesgados los que poseen la esperanza matematica igual al parametro que tratan de
estimar (E(é)z@). Por ejemplo la media muestral X es un estimador insesgado de la media
poblacional u pues E( X ) = p (Capitulo 5). Si un estimador es sesgado, el sesgo es la diferencia entre
la esperanza matematica del estimador y el pardmetro poblacional que se trata de estimar (Fig.1).

Un estimador insesgado 6" es eficiente si comparado con otro estimador insesgado, 6, del mismo
parametro @ tiene menor varianza (V(@') §V(é)) (Fig.1).

Un estimador insesgado 6 del parametro 6 es consistente si cuando el tamafio de la muestra tiende a
infinito el valor del estimador es igual al del parametro (n — co: p(8 = 8) - 1).

Por dltimo @ es un estimador suficiente de 6, si toda la informacion acerca del parametro se obtiene

de todos los datos de la muestra.
Aunque los estimadores retinan todas las propiedades descriptas, cuando se realiza una estima por

puntos casi siempre se cometen errores, por ejemplo cuando se utiliza solo una media muestral X
para estimar la media poblacional p. Recuerde el ejemplo desarrollado en el capitulo anterior para el
muestro con reposicion de una poblacion de sélo tres individuos, en solo tres ocasiones de nueve, la
media muestral X es 4. Es simple ver que en las estimas por puntos los resultados pueden ser
cuestionados facilmente pues basta tomar otra muestra y calcular sus estadisticos para objetar la

estima, a esto se suma la imposibilidad de medir el error que se comete al realizarla.

0,081
0,061

0,041

Densidad

0,02}

-20 0 20

Figura 1. Funcién de densidad de tres estimadores del mismo pardmetro. Ay B son insesgados, C tiene sesgo, sobreestima

el valor del parametro. A es més eficiente que B (V(A) < V(B)).
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Estimacién por intervalos

Dado que las estimaciones puntuales pocas veces coinciden con los pardmetros poblacionales es
preferible determinar un rango dentro del cual se encuentre el valor parametro que se va a estimar.
Suponga que se preguntan el nivel de concentracion de arsénico de un acuifero [As]. Primero se podra
hacer una estimacion puntual, esto es calcular la el promedio de una muestra de pequefio tamafio (n =

6) y obtener X = 4 mg/l. Luego hacer afirmaciones del tipo:

a) puede ser que la concentracién se encuentra (35<[As] <4)5) error 0,5;
b) casi seguro que la concentracion se encuentre (3<[As] <bH) error 1;
c) seguro la concentracion esta entre (2 <[As] <6) error 2.

Cada afirmacion tiene una medida de la seguridad de que la concentracion esté comprendida en el
intervalo y un error asociado.
Se define un intervalo de confianza

P[Li<f<Ls]=1-a. 6.1)

El intervalo [Li, Ls] recibe el nombre de Intervalo de confianza del 100(1 - o) % para el parametro
desconocido 6. Liy Ls son los Limites de confianza inferior y superior respectivamente. (1-«) es el
Nivel de Confianza o Coeficiente de confianza (CC) asociado a este intervalo.

Esta claro que se pueden calcular intervalos de confianza para cualquier parametro, sin embargo en
este capitulo se describe el procedimiento para determinar intervalos de confianza de algunos

pardmetros cuya distribucidn poblacional se conoce y que son los mas utilizados en las geociencias.

En general, para cualquier pardmetro @ y su correspondiente estimador @, el intervalo de confianza

tiene la forma:
donde:é—k-aé y é+k-aéson los limites inferior y superior del intervalo de confianza

respectivamente, k es una constante relacionada a la distribucion del estimador puntual ya 1 - a, o es
la probabilidad de que el intervalo no incluya al verdadero valor del parametro.

La expresion P (6 —k - 0,<0< 0+k -0,) =1-a se lee: “el intervalo de limites inferior y superior
tiene la probabilidad 1 — o de contener al parametro 6”.

Por tratarse de una probabilidad el Coeficiente de Confianza (1 — ) es un valor entre 0 y 1, aunque
corrientemente se expresa en forma porcentual, (1 — «)-100. Para que la estimacion sea buena el
coeficiente de confianza debe ser grande, es decir 1 - o debe ser préximo a 1. Para el caso en que o, =
10%, entonces 1 - o = 90%, se tiene un intervalo de confianza del 90% esto significa que la
probabilidad de que el intervalo contenga al verdadero valor del parametro es del 90%. Por ejemplo se

toman diez muestras del mismo tamafio (n) de una poblacion y se construyen los diez intervalos de
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confianza para el parametro con la informacién de cada una de esas muestras, nueve intervalos

contendran al pardmetro y uno no lo haréan (Fig. 2).

Vailor def parametro

8

Figura 2. Intervalos de confianza para el parametro 6(90%). Se utiliza el mismo procedimiento de construccion del
intervalo para 10 muestras aleatorias independientes de tamafio n, entonces 9 (m(1 — &)) intervalos contienen el valor del

parametro y una no lo contiene.

El Coeficiente de Confianza (CC) lo elige el investigador. En los trabajos geol6gicos se utilizan CC
de 90%, 95% y 99%. Algunos autores (Koch y Link 1980) recomiendan utilizar CC 90%
argumentando que la variabilidad de los datos geoldgicos es mayor que a aquella controlada por los
experimentos de laboratorio o manufacturas pues muchos cuerpos geoldgicos presentan
discontinuidades estructurales.

La estimacion de cualquier parametro poblacional por el método de los intervalos de confianza
requiere: 1°) fijar el coeficiente de confianza, 2°) extraer la muestra y calcular el estadistico y 3°)

conocer la distribucion que tiene el estimador del parametro.

Intervalos de confianza para la media poblacional (i) conocida la varianza poblacional (%)

Para estimar la media poblacional p el mejor estimador es la media muestral X. Se conoce que la

media muestral se distribuye normalmente con valor esperado E = xy varianza o* y la distribucion

asociada es z = X;’/‘n (Capitulo 5). Si se fija el CC como 1 - a, entonces la probabilidad o se divide
g

N

en dos partes, una parte se asocia con el limite inferior, a/2, y la otra con el superior, a/2. Si -z, Yy
Z,2 SON los valores de la distribucién normal estandar que tienen probabilidades acumuladas o/2 y 1-
a/2 respectivamente (Fig. 3). Entonces cuando se calcula el intervalo de confianza de p conocida o la

expresion 6.2 toma la forma
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P[X—Zaﬁ\%<y<x+2a/2\%]:l—a (6.3)

CC=1-rx

ouf2: al2

Z(ai2) Z(%12)
Figura 3. Probabilidades asociadas al Coeficiente de Confianza en la distribucion normal estandar.

EJEmMPLO 1

Limites de confianza para la media poblacional con varianza poblacional conocida
Los siguientes datos corresponden a concentracion de plomo en efluentes de una industria.

{8415 - 8100 - 8820 — 9215 — 7875 — 9800 — 8235 — 10305 — 8325 — 9430}
Se conoce ¢ = 900

n=10

X = 8852,5=765

CC=1-0,056=095

o =0,05; a/2 = 0,025

De la Tabla 1 del Anexo, Zg o5 = -1,96; Zg 925 = 1,96

Nz (o2 Nz o
P(X —Za/2ﬁ</l< X +Z“/2\/ﬁj:1_a

P[8852 —1,96@ < u <8852 —1,96900j =1-0,05

V10 V10

P(8294 <1 <9410) =095

El intervalo de (8294, 9410) tiene 95% de probabilidad de contener a la media poblacional.

El intervalo de confianza para la media poblacional p se calcula sobre la base de la distribucion
normal de la media muestral X. Luego, siempre que se calcula el intervalo de confianza para otro

parametro cuyo estimador (estadistico) esté normalmente distribuido, se puede utilizar la expresion

6.3 reemplazando X por el estadistico adecuado y a/+/n por el error estandar del correspondiente

estadistico (Capitulo 5). Por ejemplo un intervalo de confianza para la diferencia de medias

Ap=py —py es

2 2 2 2
Pl X,=X,-Z,, 0—1+0—2<A,u<)71—)72+2a/2 9 ,% |1 g (6.4)
n, n, n, n,
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Intervalos de confianza para la media poblacional (i) con varianza poblacional estimada con la

varianza muestral (S°) y/o para tamafio de muestra chico

En la practica cuando se quiere estimar la media poblacional tampoco se conoce la varianza

poblacional 6® y no se tienen los datos para calcular el error estandar muestral (o = o/+/n) entonces
no se puede usar Z en el calculo del intervalo de confianza. Una alternativa para es estimar o a partir
de Sg. Cuando el tamafio de la muestra es grande entonces S es buen estimador de o Yy es posible
utilizar Z. Sin embargo la mayoria de las veces el tamafio de la muestra es insuficiente y se requiere

utilizar el estadistico t de Student para calcular el intervalo de confianza.

X-u (6.5)

La distribucién t de Student, al igual que la distribucién y® (Capitulo 5), tiene diferentes formas para los
diferentes grados de libertad v (Fig. 4). La distribucion es leptocurtica, los valores se concentran
alrededor de la media, pero a medida que aumentan los grados de libertad la forma de la distribucidn t
tiende a ser similar a la de la distribucién normal y para v = oo, las dos distribuciones son idénticas. En la
Tabla 3 del Anexo se encuentran probabilidades asociadas a algunos puntos para diferentes grados de
libertad. Si no se requiere mucha precision, cuando los valores de t no estan tabulados, se puede usar el
menor valor tabulado méas proximo, pero si se necesita precision se debe efectuar una interpolacion

lineal.

Figura 4. La distribucion t para varios grados de libertad v. Para v= oo, la distribucion t es idéntica a la

distribuciéon normal.

La expresion para calcular el intervalo de confianza de p cuando se desconoce o es analoga a la

expresion 6.3, solo se reemplaza o por Sy Z por t.

P(X—tw/z\sm<y< X+tw/2\/sﬁj:1—a, (6.6)

t tiene v=n - 1 grados de libertad. Es necesario resaltar en este punto que para usar la expresion 6.6

se requiere que los datos se distribuyan normalmente.
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CC=1-

T

"If. 0/ 2 t,

Figura 5. Probabilidades asociadas al Coeficiente de Confianza en la distribucion t..

EJEMPLO 2

Limites de confianza para la media poblacional con varianza poblacional desconocida

Los siguientes datos de concentracion de arsénico (mg I™) en el agua fueron obtenidos de un acuifero del
sector central de la provincia del Chaco que se suponen normalmente distribuidos.

{69-38-49-65-35-37}

n==6
X =4,88
§$=1,49
CC=1-a=1-0,90=0,10
a/2 =0,05
J6 =245
S =0,61
NG
v=n-1=5
De la Tabla 3 del Anexo ts.,,= 2,05
- S o S
P(X-t ,—=<u<X+t ,—)=1-«
( a2 \/ﬁ H a2 \/ﬁ)

P(4,88—2,05-0,60 < 1 < 4,88+ 2,05-0,60) = 0,90
P(3,65< 1< 6,1) =0,90

El contenido medio de arsénico del acuifero pertenece al intervalo (3,65;6,11) mg I™%, con un nivel de
confianza del 90%.

Para el caso en que se deba calcular un intervalo de confianza para la diferencia de dos medias
poblacionales, Ay = —u,, y si también se desconocen los desvio estandar poblacionales 6, y o,

pero se estiman con sus respectivos desvios estandar muestrales S; y S, se utiliza una expresion

analoga a la 6.4.

P(AX —t,/,,S,, <Au<AX +t,,. S, )=1-«a 6.7)

Cuando las varianzas muestrales son iguales se calcula una varianza ponderada en la que

intervienen los tamafios de muestra y las varianza muestrales de la siguiente manera:

2 _ (nl _1)812 +(n2 _1)822 (6.8)

S
P n+n,-2

y el error estandar de la distribucion de la diferencia de medias S, es

Sy, =SP*(W/n +1/n,) . (6.9)
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Pero cuando las varianzas muestrales son diferentes Sp? es

sp? =St 52, (6.10)
nl n2

y el error estandar de la diferencia de medias

SA/I = V (812/”1 +822/n2 ) (611)

En ambos casos para tamafios de muestra diferentes t tiene v = n;+n, - 2 grados de libertad y si ambas

muestras tienen el mismo tamafio (n; =n,=n) ttiene v=n - 1 grados de libertad.

EJEmMPLO 3

Intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales con varianzas desconocidas

Se presentan datos de concentracion de arsénico (mg I™*) en el agua subterrénea de dos localidades del
Chaco central.

Localidad 1 Localidad 2

6,9 4.8

3,8 3,9

4,9 59

6,5 5,0

3,5 4.7

3,7 6,0

3,7

n 6 7
X 4,883 4,857
s° 2,234 0,783

AX =X, - X, =4883—4,857=0,026

Como se muestreo el mismo acuifero se supone que las varianzas de ambas poblaciones son iguales de

modo que se calcula gy — (n,=1)S; +(n, -1)S;

n+n,—-2
sp? = (612234 +(7-1)0.783 1 4477
6+7-2
S, =SP*(/n, +1/n,) S, =~/1,4427(1/6+1/7) =0,6683
CC=1-0=1-0,90=0,10
/2= 0,05

y=n+n,-2=6+7-2=11

De la Tabla 3 del Anexo t . =t;o.,, =1796

alny
P(AX —t,,,,S,, <Au<AX +t,,.8,,)=1-«

P(0,026 - 1,796 - 0,6683 < A < 0,026 + 1,796 - 0,6683) = 0,90
P(-1,174 < Au < 1,226) = 0,90

Con un nivel de confianza del 90% la diferencia entre contenido medio de arsénico de ambos sitios se
encuentra en el intervalo (-1,174; 1,226) mg/I.
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Ademas como el intervalo contiene el valor cero, se puede afirmar con una confianza del 90% que no
existen diferencias estadisticas entre el contenido medio de arsénico de ambos sitios.

Cdlculo de tamario muestral para obtener un intervalo de confianza para u de amplitud definida

El célculo del tamafio de muestra que se debe tomar para obtener una estimacion por intervalos de
confianza de la media poblacional p, de una amplitud especifica, requiere datos de un muestreo
preliminar. La expresion 6.6 (calculo de limites de confianza de la media poblacional) permite definir
la Amplitud del Intervalo de confianza como la diferencia entre el Limite superior y el Limite inferior

(A = Ls— Li). La Amplitud se expresa entonces como:

Y S
X +tU;(X/2_

A=Ls—Li=X+ty - =

=
S

7

Si se llama & a la amplitud especifica del intervalo de confianza que se requiere en la estimacion de la

A=2tyan (6.12)

media poblacional p, el tamafio de la muestra n se despeja de la expresion 6.12,

n= (““T“)2 (6.13)

El procedimiento para calcular el tamafio de muestra requiere definir el coeficiente de confianza de la
estimacion y proponer un tamafio de muestra inicial no, con ambos se establece el valor de t.;, .0 (o =
no - 1) utilizado en la expresion 6.13. Como el tamafio de la muestra se calcula partiendo de un
muestreo preliminar de tamafio no, el coeficiente t,. ,» depende de no, se recomienda rehacer el

calculo con el t, ;. ,» correspondiente al tamafio de muestra n obtenido.

EJEMPLO 4

Tamario de la muestra

Célculo del tamafio de la muestra para disminuir de 2,46 a & = 0,5 el intervalo de confianza de p de los
datos de concentracién de arsénico (mg 1™) del ejemplo 1 (acuifero del sector central de la provincia del
Chaco).

Se necesita disminuir el errora d = 0,5
ng==6

CC=1-a4=1-09=0,10

a/2 =0,05

v=n-1=5

De la Tabla 3 del Anexo, ts.,,= 2,05

2tc(/z,v
" _< 5 )

2
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De la Tabla 3 del Anexo, tgg....= 1,67
B <2 - 1,67
"=\Tos

2
) = 44,62

Para disminuir el error de la estima a 0,5 manteniendo el coeficiente de confianza en 90% se debe tomar
una muestra de tamario 45.

Intervalo de confianza para la varianza poblacional (c?)

En los trabajos geoldgicos muchas veces es necesario estimar la variabilidad de la poblacion, por
ejemplo es importante conocer la variabilidad del contenido de fosforo en los yacimientos de hierro
porque éste esta ligado a la siderurgia. En el Capitulo 5 se vio que S® es un buen estimador de ¢° y que
ambas se tienen una relacion que se describe con el estadistico ¥° con (n - 1) grados de libertad del

modo
-1)s2
g2, =DS (6.14)

Por lo tanto para obtener un intervalo de confianza para la varianza poblacional o conociendo la

varianza muestral S? se aplica la expresion 6.14 (Fig. 6).

F{ (-1S* _ . _(n-Ds }1_0{ (6.15)

2 2
X(n-1), @-al2) X(n-1), (a/2)

CC=1-a

r_ 1

¥ (=2) ¥ (ed2)

Figura 6. Probabilidades asociadas al Coeficiente de Confianza en la distribucién 2.

EJEMPLO 5
Intervalos de confianza para la varianza poblacional
Se utilizan los datos de concentracion de arsénico del acuifero del Chaco en el Sitio 1 del ejemplo 2.

{69-38-49-65-35-37}
n==6

X =4,88

S=1,49

$?=2,234
CC=1-a=1-0,90=0,10

/2 = 0,05

(n-1)$°=11,17
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De la Tabla 2 del Anexo, 42 . =1145Y 42 . =11070

P( (n-s* <o’< (n-s* ]—1—05

Z(2n—1), (-al2) Z(znfn, (@l2)
p 1117 <o’ < 1117 ~1-01
11,070 1145

P[00 < 6% <9,71)=0,90

La varianza poblacional de la concentracion de arsénico del acuifero en la localidad del Chaco se
encuentra en el intervalo (1,00; 9,71) (mg/1), con un nivel de confianza del 90%.

Intervalos de confianza de una sola cola

Si bien en el célculo de todos los intervalos de confianza explicados son limitados por dos lados
(intervalos de confianza de dos colas), se pueden calcular intervalos de confianza que tengan un s6lo
limite, el inferior o el superior (intervalos de confianza de una cola). En los intervalos a dos colas el
error o. se reparte en ambos limites, en cambio en los intervalos a una cola el limite no calculado no
tiene riesgo de error y o se encuentra sélo en el limite que se calcula. En los intervalos de cola
superior el error esta a la derecha P(-ao0o <@ < Ls) = 1 — a, en los intervalos de cola inferior el error se

acumula a la izquierda P(Li <0 < ) = 1 — a (Fig.7).

cC=1-ox CcC=1-ox cc=1-00
[ | I 1
j/\[ﬂz j/\ /\Lq
- (e/2) @ (al2) -8 (o) 8 (o)
a b c

Figura 7. a. Intervalo de confianza de dos colas. b. Intervalo de confianza de cola inferior.

c. Intervalo de confianza de cola superior.

Prueba de hipdtesis

Las pruebas de hipdtesis estadisticas se enmarcan perfectamente en lo que Popper (1968) describid
como el método cientifico. Segun este filosofo austro-britanico (1902-1994), el conocimiento
cientifico tiene caracteristicas que lo diferencian de otro tipo de conocimientos: tiene origen empirico,
se somete permanentemente a revisiones, las teorias e hipdtesis se contrastan con la realidad para
descubrir falsedad ya que la verdad es circunstancial o sustentada en probabilidades. Suele decirse que
el método cientifico es un camino que recorre gradualmente para dilucidar un problema especifico. Se
trata de un método hipotético-deductivo donde el investigador observa o muestrea un hecho natural y
usa toda la informacion disponible para formular una suposicion sobre el mismo o sobre su

funcionamiento, esto es la hipdtesis. La suposicion se realiza solo sobre la base de la intuicion. El
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investigador no tiene manera de conocer si su hipdtesis es correcta. Realiza predicciones. Para testear
la hipotesis efecta otros muestreos o un experimento. Si los resultados son consistentes con las
predicciones entonces se retiene la hipotesis. Si los resultados no son consistentes, se rechaza y se
formula una nueva hipétesis.

He aqui un ejemplo. Al noroeste de la provincia de Buenos Aires el agua subterrdnea destinada a
consumo humano tiene elevadas concentraciones de Arsénico. Un grupo de gedlogos piensa que si el
agua se mezcla con arcillas, estas pueden retener el arsénico debido a su peculiar estructura. El
tratamiento es un proceso sencillo y de muy bajo costo. La hip6tesis que se necesita testear es simple:
las arcillas retienen el arsénico del agua.

Para esta hipotesis la prediccion es lineal, se espera menor concentracion de arsénico después que el
agua circule y se mezcle con la arcilla. La prediccién se puede testear realizando un experimento.
Entonces se mezclan 10 gr de arcillas en 5 litros de agua subterranea. Debido a que la concentracion
cambia segun la localidad, se replica el tratamiento varias veces. Se elijen tres localidades al azar de
todas las que presentan el problema y se recolectan 10 | de agua. Cinco litros se someten al
tratamiento y 5 | se dejan para control. Cada 24 horas durante 10 dias se toma una alicuota del agua
que se analiza quimicamente para obtener los datos para testear la hipotesis.

Este experimento tiene al menos cuatro resultados posibles:

1° La concentracién de arsénico del agua después del tratamiento es mucho menor que la del agua sin
el tratamiento. El resultado es consistente con la hip6tesis. Como la hip6tesis supera la prueba
sobrevive provisoriamente.

2° La concentracion de arsénico del agua después del tratamiento no cambia, es la misma que la del
agua sin tratar. El resultado contradice la hipotesis. Como la hipdtesis no supera la prueba se descarta.
3° Hay una pequefia disminucion de la concentracion de arsénico después del tratamiento. Es dificil
saber si el resultado se relaciona con la hipotesis, por ejemplo 10 gr de arcilla no son suficientes para
remover el arsénico o es poco el tiempo que dura el experimento y el arsénico no alcanza a quedar
retenido. La hip6tesis no se puede rechazar ni aceptar.

4° La concentracion de arsénico después del tratamiento es mayor que la del agua sin tratar. Esto es
un resultado inesperado y no consistente con la hipotesis, y debe ser rechazado.

Este tipo de resultados experimentales, donde se debe decidir si la arcilla reduce o elimina el arsénico
del agua o si las diferencias entre el agua sin tratamiento o tratada sucede por azar, se puede resolver
utilizando una prueba de hipotesis estadistica.

Cuando se somete a prueba una hipétesis pueden suceder dos cosas: los resultados son consistentes
con la hipdtesis entonces esta se retiene, o los resultados no son consistente con la hipétesis y se
rechaza. Si la hipotesis se rechaza se debe proponer otra. Si la hipotesis no se rechaza hay que

someterla repetidamente a otras pruebas pues siempre hay posibilidades de desecharla en el futuro.

92



Es una convencion que en un test de hipotesis se formulen dos hipotesis complementarias. Por
ejemplo: La arcilla retiene el Arsénico del agua y La arcilla no retiene el Arsénico del agua. Estas
hipotesis son llamadas alternativa y nula respectivamente.

La hipotesis nula enuncia lo contrario de lo que considera como verdadero, siempre es la hipdtesis de
no diferencias o no efectos. La hipotesis nula se expresa normalmente en simbolos por Hy. El cero en
referencia al efecto nulo o que los datos que se comparan no presentan diferencias entre si, la
diferencia es cero.

La hipotesis alternativa es la hipétesis contra la cual se contrasta la hipdtesis nula, es la hipdtesis que
el investigador quiere probar, se denota Hy 0 H;. Generalmente es mejor argumento encontrar
evidencias contrarias a la hipdtesis nula y tener que rechazarla, que aceptar la hipotesis nula pues se

puede sospechar que se buscan evidencias para probarla.

Definiciones

El objetivo de una prueba de hipotesis permite distinguir al menos dos categorias: las Pruebas de
hipotesis sobre parametros que se usan para determinar si un parametro poblacional toma o0 no un
valor fijo, y las Pruebas de Bondad de Ajuste que se emplean para definir si un conjunto de datos se
puede modelar con una distribucion tedrica. A continuacidn se presentan conceptos y definiciones que
se utilizaran en adelante:

Hipotesis estadistica es una proposicion con respecto a una o mas variables poblaciones, ya sea uno o
varios de sus parametros desconocidos (simbolizados con 6), o a la forma de su distribucién de
probabilidad (f(x, 6)).

Hipotesis nula (Ho): generalmente se plantea que no existen diferencias entre los valores a comparar
y de modo tal que especifique el valor exacto del parametro.

Hipotesis alternativa (Ha 0 H;): recuerde que es la hip6tesis de investigacion, que se contrasta contra
la hipotesis nula.

Hipotesis nula y alternativa pueden incluir el 0, como en este caso Hy: 6x- 6=0Vs. Ha: G- 6<00
referirse a un valor particular como en este otro caso Ho: 0, = é VS. Ha: 6 # 6, donde &, es un valor
especifico.

Por ejemplo, siguiendo con el problema del arsénico en el agua subterranea, la concentracion tolerable
segun las leyes de la provincia de Buenos Aires es 0,01 mg/l. Si se quiere demostrar que la
concentracién de arsénico en el agua de una localidad es mayor que la tolerable, la hip6tesis nula sera:
La concentracion media de arsénico del acuifero es menor o igual a 0,01 mg/l (Ho: u <0,01) y la
hipotesis alternativa: La concentracion media de arsénico del acuifero es mayor a 0,01 mg/l (Ha: p >
0,01).
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Prueba de Hipotesis: también Ilamada contraste de hipétesis estadistica, es un procedimiento que
establece un criterio que permite decidir si se acepta o se rechaza una hipdtesis con base en los
resultados de una muestra aleatoria de la poblacion de interés. El procedimiento tiene los siguientes
pasos:

1° Plantear la hipdtesis nula y alternativa.

2° Tomar una muestra aleatoria de tamafio n de la poblacion {x;, X,,..., Xn}.

3° Definir el estadistico de prueba adecuado y fijar el nivel de significacion de la prueba, llamado o.
o es la probabilidad del error que se esta dispuesto a tolerar al aceptar la hipétesis nula cuando es
falsa.

4° Calcular el Estadistico de prueba a partir de los datos de la muestra.

5° Definir el criterio de aceptacion o de rechazo de la hipotesis nula. Es decir, el o los valores del
estadistico de prueba (valor critico) que permitan delimitar una region de aceptacién de H, y otra
region de rechazo de Ho.

6° Tomar la decision de no aceptar o aceptar Hy. Existen varios procedimientos para tomar la decision
estadistica. Uno es ver si el estadistico de prueba queda en la regién de aceptacion o en la region de
rechazo de la hipdtesis nula. Otro, el que ofrecen los software estadisticos, consiste en calcular la
probabilidad p asociada con el estadistico de prueba. Este valor p corresponde a la hip6tesis nula y se
interpreta como la probabilidad de error si se rechaza Hy cuando ésta es cierta. Se rechaza Hy si p < o
Hay que recalcar que rechazar la hipétesis nula s6lo indica que los datos no dan evidencia suficiente
para concluir que es falsa.

Errores al tomar una decisién: cuando se toma una decision estadistica se pueden cometer dos tipos
de errores: rechazar la hip6tesis nula cuando es verdadera, es el llamado Error de tipo | 0 a0 y aceptar
la hipdtesis alternativa cuando es falsa, denominado Error de tipo Il o B (Cuadro 1). Se conoce que
para un tamafio de muestra dado, el tamafio de ambos errores esta inversamente relacionado, al
aumentar o disminuye 3 y viceversa. Esto es, bajas probabilidades de cometer error de tipo | estan
asociadas a grandes probabilidades de error de tipo Il. La Gnica manera de reducir ambos errores es
aumentar el tamafio de la muestra. Es importante saber que combinacion es aceptable. Generalmente
se propone a = 0,05 pero eso depende del problema a investigar, cuando el nivel de significacion no

es 5% se debe justificar y aclarar antes de realizar el muestreo o el experimento.

Decision Hoverdadera Ho falsa;
(H; falsa) (H1 verdadera)

Decision incorrecta Decisién correcta
Se rechaza Ho Error tipo | No hay error

Porcentaje de error: « | P(1 - B)

Decision correcta Decision incorrecta
No se rechaza Ho | No hay error Error tipo 11

P(1- ) Porcentaje de error:

Cuadro 1. Tipos de error de una prueba estadistica.
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Nivel de significacidn de la prueba: es la maxima probabilidad de rechazar la hip6tesis nula cuando
es verdadera. Se utiliza o para indicar el nivel de significacion por ejemplo o = 0,05 pero a veces se
utiliza como probabilidad P < 0,05 (se lee la probabilidad es menor que 0,05); NS significa no
significativo que es cuando la probabilidad es mayor a 0,05 (P > 0,05).

Region critica: es la region de rechazo de la hipotesis nula (1 - o).

Poder o potencia de la prueba estadistica: es 1 - 3, se interpreta como la probabilidad de rechazar
de manera correcta una hip6tesis nula falsa. Describe la capacidad de una prueba para detectar
diferencias.

Tipos de pruebas de hipdtesis: la hipotesis alternativa que se debe formular depende del problema
que se analiza y los resultados esperados. Las pruebas bilaterales o de dos colas se enuncian cuando
el problema requiere comprobar si existen diferencias con respecto a un valor poblacional conocido,
pero sin especifica el sentido, se trata sélo de decidir si es igual o es diferente, son del tipo Ho: 8= &
vs. Ha: 6+ 6. Por otro lado, las pruebas unilaterales o de una cola se formulan cuando se investiga si
existen diferencias y ademas se especifica el sentido, si es mayor o menor a un valor conocido. Las
pruebas unilaterales derecha o de cola superior se enuncian si el interés es encontrar diferencias
mayores, en este caso las hipdtesis son Ho: @ < & vs. Ha: @ > 6. Cuando se investiga si existen
diferencias y si estas son menores, la prueba es unilateral izquierda o de cola inferior y las
hipotesis son del tipo Ho: 8> 6, vs. Ha: €< & (Fig. 8). La idea que subyace es hacer el intervalo de

Rechazo de la Hipétesis Nula lo méas grande posible.

RR H,=/2 RAH,=1-cc RR H,=01/2 RR H,=c: RAHZT- RAH=1-cx RR H,=c:
-0 (c/2) g (ar2) -0 (2) 8 ()
a b c

Figura 8. Region de aceptacion (RA) y region de rechazo (RR) de la Hipdtesis Nula.. a. Prueba de Hipdtesis bilateral
(Ho: 0= Gy vs. Ha: 0+ &). b. Prueba de Hipdtesis de cola inferior (Ho: 8> 6 vs. Ha: < &). . Prueba de Hipotesis de
cola superior (Ho: 6< &y vs. Ha: 0> &)).

Pruebas de Hipoétesis para una muestra

Prueba de Hipdtesis para la media muestral

El estadistico de prueba de hipotesis relativas a la media poblacional p cuando la varianza muestral
es conocida es el normal estandar Z (expresion 6.16), pero si la varianza muestral es desconocida el

estadistico es t (expresion 6.17). .Ambos usan la informacion de la muestra: la media X, el tamafio de

la muestra n y si fuera necesario, la varianza muestral S°.
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z=2F  (6.16) g =2t (6.17)

Dependiendo del problema que se investiga se pueden plantear las siguientes hip6tesis:
Ho: 1L = Lo VS. Ha: 1 # Lo, Ho Se rechaza si 2| > Zo2 0 [t > tos, 01 .
Ho: 1t <o VS. Hal > o, Ho Se rechazasiz >Z, 0t >ty na

Ho: L > o VS. Hal L < o, Ho Se rechazasiz <-Z, 0t <-ty n1

Los estadisticos de prueba Z y t se utilizan también para contrastar hipdtesis sobre otros parametros

sustituyendo el error estandar de la distribucion de la media muestral (o/+/n 0 S/+/n, segin
corresponda) por el correspondiente error estandar del pardmetro, como se vera mas adelante. El
unico requisito que debe cumplir el estimador (estadistico) del parametro es que esté normalmente
distribuido.

EJEMPLO 6

Prueba de hipdétesis para una media muestral

En el Parque Provincial Copahue el mayor atractivo turistico son el wvolcan Copahue y las
manifestaciones termales. El sitio sufre el impacto del transito de pobladores y visitantes. El inadecuado
trazado de caminos y el intenso pisoteo contribuyen a la perdida de la cobertura vegetal herbacea y
arbustiva junto con la fusiéon nivea han generando condiciones para que se produzca un intenso
carcavamiento que origina procesos de erosion y pérdida de suelo.

Para controlar y revertir los procesos erosivos se construyeron azudes en algunas crcavas para reducir la
energia hidrica. Interesa saber si las tasas de acumulacion media de sedimentos producida en los mismos
supera el valor de acumulacién esperada para el afio hidrico estimada en 0,54 m*/afio.

Datos: 04 03 065 055 084 073 034 083 065 054 071 06 038 052 078 04
X=058; S=0,18; n=16
Ho: 1<0,54
Ha: n>0,54
o =0,05
De la Tabla 3 del Anexo, tg0s: 161 = 1,753
Criterio de rechazo de Hy: t < -t n1

X—uo 0,58-0,54 0,04

t = = —<1 :—:0'82
S )
i —-— 0,044

n V16

Dado que 0,82 < 1,753, no existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Se puede concluir que la acumulacion de sedimentos en los azudes es menor que la estimada para el afio
hidrico y consecuentemente no evitarian el proceso de erosion.
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Prueba de Hipdtesis para la varianza muestral

Si el problema que se investiga se refiere a la variabilidad que presenta la poblacién de una variable
normalmente distribuida se puede realizar una prueba sobre la varianza poblacional o2 Se toma una
muestra aleatoria de tamafio n de una poblacion normal, se calcula la varianza muestral es S% el

estadistico de prueba se calcula como

x? =008 (6.18)

0-2
Como se menciono, el problema que se investiga determina las hip6tesis de interés, estas pueden ser:
Ho: 6% = 6% vs. Ha! 6% # 6%, en este caso la Hy se rechaza cuando y? < x7 /2 -1 X% 2 X j2n1-
Ho: 6°< 6% Vs. Ha! 6°> 6%, se rechaza Ho si x2 = x2,_;.

Ho: 6°> 6% Vs. Ha: 6° < 6%, se rechaza Ho si x? < x?_gn_1-

EJEMPLO 7

Prueba de hipoétesis sobre la varianza poblacional

Las arenas que se usan en pozos de sheil gas y sheil oil deben ser muy bien seleccionada, tener sus
granos esféricos, con gran redondez y alta resistencia a la compresion. Uno de los ensayos que se realizan
para ver si son aptas consiste en someterlas a presiones de 10.000 psi y analizar la cantidad de material
perdido. Las arenas de buena calidad tienen en las pruebas de resistencia a la compresién con varianzas
menores a 2.

Se realizan pruebas a 10 muestras de arena con varianza de 1,6. ;Hay evidencias para afirmar que la
arena muestreada podria ser utilizada en pozos de sheil gas y sheil 0il?

Hy: 6°>2

Haio°<2

o =0,05

Criterio de rechazo de Ho x* < x7_,/3n-1-
n=10

De la Tabla 2 del Anexo, x§ ¢s.o = 3,33

n-1)s?2 91,6
2 (TDST 916 _ 55
o2 2

X

Dado que 3,33 < 7,2; no existen evidencias para rechazar la hipotesis nula.
Se puede concluir que la resistencia de las arenas a la compresidn es mayor a 2 y consecuentemente las
arenas no serian aptas para usar en pozos de sheil gas y sheil oil.

Pruebas de Hipoétesis para dos muestras
Prueba de Hipdtesis para comparar dos varianzas

En las ocaciones en las que es necesario comparar la variabilidad que presentan dos poblaciones, se

puede formular una prueba sobre las varianzas poblacionales 6% y c%. Para obtener el estadistico de
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prueba se muestrean dos poblaciones normales, poblacion 1 y poblacion 2. Se toman muestras de
tamafio n; y n, y se calculan las varianzas muestrales S? y Sz.

El estadistico de prueba en este caso es

St
F=3
2

(6.19)

Nuevamente el problema que se investiga determina las hipdtesis de interés, que pueden ser:
Ho: 0f = 07 vs. Ha! of # o, laHo se rechazacuando F < Fy g n1-172-1.0 F = Fani-1n2-1-
Ho: 0f < 05 vs. Hal of > 07, se rechaza Ho Si F = Fy -1 na—1.Ho: 0f = 07 vs. Hal of < a3, se

rechaza HoSi F < Fyn1—1n2-1-

La distribucion F de Fisher es una familia de distribuciones de frecuencia tedricas para la relacién entre
dos varianzas obtenidas de un muestreo independiente de dos poblaciones cuyas observaciones estan
normalmente distribuidas y cuyas varianzas son iguales. Conceptualmente una distribucion F se obtiene
tomando una muestra de tamafio n, de una poblacién con varianza o® y calculando la varianza de la
muestra SZ con (n; — 1) grados de libertad. De la misma manera se obtiene una muestra de tamafio n, de
una poblacién con varianza oy se calcula la varianza de la muestra SZ con (n, — 1) grados de libertad. El
cociente de las dos varianzas muestrales sigue una distribucion F cuyos dos pardmetros son vi = (n; — 1) y
v, = (n, — 1) grados de libertad.

Existen diferentes distribuciones F para cada combinacién de nimeros de grados de libertad en el
numerador y en el denominador. F es el cociente de dos nimeros positivos, el valor minimo es 0 y el
méaximo infinito. A medida que los grados de libertad del numerador y denominador aumentan, la
distribucion se vuelve més simétrica (Fig. 9).

0,6
0.4

0,2

0.0

0 1 2 3 4 S 6

Figura 9. Distribucidon F para varios pares de grados de libertad v, y v».

Prueba de Hipdtesis para la diferencia de medias muestrales

Muchos problemas geoldgicos se plantean hipdtesis que requieren comparar las medias poblacionales

de dos muestras, por ejemplo la precipitacion caida en dos localidades, la carga hidraulica de dos
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ambientes sedimentarios o los niveles de contaminacién de un rio donde una industria evacua sus
efluentes, entre otros. En estos casos se toman muestras de tamafio n; y n, de la poblacion 1 y de la 2
respectivamente, se calculan los promedios, X; y X,, las varianzas S? y S?, y se plantean las
hipotesis. Suponga que el interés del trabajo es conocer si ambas poblaciones tienen igual media
poblacional, en este caso las hipétesis seran: Ho: py = o Y Hal pa # o, Las hipotesis se pueden escribir
también como Hy: py- o =0y Hal py - o= 0.

Al igual que en las pruebas de hipdtesis relativas a una media poblacional, las pruebas para la
diferencia de medias tienen distintos estadisticos de prueba segun las varianzas poblacionales son
conocidas o desconocidas. Cuando las varianzas poblacionales son conocidas el estadistico de
prueba es el normal estdndar Z (expresion 6.20), en tanto si las varianzas poblacionales son
desconocidas y se estiman con las varianzas muestrales el estadistico de prueba es t (expresion 6.21).

Estadistico de prueba para varianzas poblacionales conocidas:

_ %5

7 === (6.20)
2 2
/QJ,&
ng ny
Estadistico de prueba para varianzas poblacionales desconocidas:

_ X-X-5

t , (6.21)

Sax

para &, cualquier diferencia hipotética de medias poblacionales (incluso 0 como se indicd en el parrafo
precedente).

Antes de calcular t se debe verificar si las varianzas muestrales son iguales o diferentes con una
prueba de Hipdtesis F para comparar ambas varianzas.

Cuando las varianzas muestrales son iguales S, se calcula con

g _ [0S +(m,-DSF 1 1 (6.22)
ax n+n,—2 n n,

Pero cuando las varianzas muestrales son diferentes S,z se calcula con

2 2
R (6.23)
AX n1 n2

Las diferentes hipotesis que se pueden presentar son las siguientes:

Ho: M- W= 80 VS. HA: M- j,lg;é 80, Ho se rechaza si |Z| > Za/z() |t| > ta/z, Ve
Ho: U1 - U2 < 80 VS. HA: 1= H2> 80, Ho se rechaza si z > Za ot> ta,v-

Ho: M- o 2 80 VS. HA: 1= P2 < 60, Ho se rechaza si z < 'Za ot< 'ta,v-

Los grados de libertad de las pruebas de t se calculan de diferente forma segin el tamafio de las

muestras sean iguales o diferentes. Se presentan cuatro casos:
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a) Poblaciones con varianzas iguales y tamafios de muestra iguales (SZ = S2 y n, =n,=n), v=2(n-1).

Cabe aclarar que en este caso g _ \/(n—l)Sf +(n-s; \F
ax n-2 n

b) Poblaciones con varianzas iguales y tamafios de muestra diferentes (S2 = S2 y n; # ny), v=n+np-2.
¢) Poblaciones con varianzas diferentes y tamafios de muestra iguales (S # Sz y n; = ny), v=(n-1).
d) Poblaciones con varianzas diferentes y tamafios de muestra diferentes (S? # S2 y ny # ny),

2
2 2
51,5
ny nz

2 2
<S%> <S%>
n n
1 2

(n1-1) (nz2-1)

Cabe aclarar en este punto que los resultados solamente son validos si en las dos poblaciones,

poblacion 1y poblacion 2, la variable se distribuye normalmente.

EJEmMPLO 8

Prueba de hipétesis para dos muestras independientes

Las emisiones industriales generan y emiten material particulado con capacidad de adsorcion
hidrocarburos aromaticos polociclicos, HAP’s, que pueden producir cancer. En la ciudad de La Plata,
muy cercana al polo petroquimico, se realizaron muestreos entre el 3/5/2012 y 26/6/2012 con el objeto de
saber si existen diferencias entre la cantidad de HAP’s (%ng/m’) adsorbidos por las fracciones
granulométrica F2 y F3.

Ho: No existen diferencias en los HAP’s adsorbidos por F2'y F3
Ha: Existen diferencias en los HAP's adsorbidos por F2 'y F3.

Hol sty = #tep O gy — pg, =0

Ha' ey # pte, O gy — pie, #0
Nivel de significacion o= 0,05

Muestra F2 F3
1 0,025 0,008
2 0,030 0,004
3 0,035 0,004
4 0,658 0,357
5 0,200 0,300
6 0,080 0,050
7 0,045 0,156
8 0,223 0,346
9 0,123 0,178
10 0,150 0,200
11 0,067 0,185
12 0,568 1,349
13 0,360 0,128
14 0,200 0,405
15 2,374 2,519
16 0,003
17 0,201
18 0,007
N 18 15
Promedio 0,297 0,413
S 0,535 0,646
s 0,286 0,417

Prueba de Hipdtesis para comparar las varianzas
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Ho: 02 = 05
Ha: 02, # 05
Criterio de rechazode Hy F < Fy g n1-112-1.0F 2 Fy 11021

_ 52 0286

F==2= = 0,6859
S5 0417
De la Tabla 4 del Anexo, Fggs. 17:14 = 2,31

Dado que 0,6859 < 2,31 existen evidencias para aceptar la hipétesis nula. Las varianzas de ambas
poblaciones son iguales.

Prueba de hipotesis para la diferencia de medias
Criterio de rechazo de Hy [t| >ty v
v=18+15-2=31
De la Tabla 3 del Anexo, t( gs. 31 = 1,697
Dado que las varianzas muestrales son iguales corresponde calcular S g
(X, — Xp,) =6, _ Xey—Xep, =0
S -~ S

AX AX

t=

S _ = (n1_1)312+(n2_1)522 i_'_i
AX n +n,—2 n n,

SA; =

\/ (18-1)0,286 + (15—1)0,417 \/ 1.1 1w
18+15-2 18 15
¢ 0.297-0413 0116

= =-010
1142 1142

Dado que |-0,10 |< 2,73, no existen evidencias para rechazar la hipétesis nula. Se puede concluir que no
existen diferencias en la adsorcion de HAP’s entre F2 y F3.

Prueba de Hipdtesis para muestras apareadas

Las muestras apareadas se obtienen con distintas mediciones realizadas sobre los mismos individuos.
Uno de los objetivos que se buscan al realizar un muestro apareado es controlar o eliminar la
influencia de variables extrafias con el fin de evaluar las diferencias que existen entre las dos
observaciones en el mismo individuo. Las diferencias pueden ser producto de diferentes tratamientos
(por ejemplo diferentes concentraciones, diferente tiempo de exposicién ante un agente, diferentes
métodos de analisis quimicos). Se toma una muestra aleatoria de una poblacion normal bivariada, se
obtienen pares de mediciones para los i elementos de la muestra del tipo (X, Xgi). La variable de
estudio es la diferencia d = x, - Xs. d se distribuye normalmente. La muestra tiene media D y varianza
S2. La prueba de hipOtesis para d es una prueba de hipdtesis para una sola muestra de la media,

entonces el estadistico de prueba es t y tiene la siguiente expresion:
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_ X, -6, ,para d, cualquier diferencia hipotética demedias poblacionalesy n = n° de pares. (6.24)
S

Jn

Dependiendo del problema que se investiga se pueden plantear las siguientes hipétesis:

t

Ho: pa= 8 vS. Hal pa# 8o, Ho se rechaza si [t| > top, 1.
Ho: g < 8o Vs. Ha pg> 8o, Ho se rechaza si t > t, 1.

Ho: 1a> 8o VS. Ha: g < 8o, Ho Se rechaza si 6 t < -t, .

EJEMPLO 9

Prueba de hipétesis para datos apareados

Se sospecha que los resultados de los analisis quimicos enviados al laboratorio AMM estan sesgados por
la metodologia utilizada. Para corroborarlo se realiza un muestreo testigo de las emisiones industriales
del material particulado del aire del &rea de Ensenada. Cada muestra se divide en dos alicuotas para
duplicar los analisis, una se envia al laboratorio AMM vy otra al laboratorio BestMar que se sabe no tiene

error.

AMM BestMar d
6,5 54 1,1
5,6 5,8 -0,2
6,6 54 1,2
6,1 5,8 0,3
5,8 57 0,1
6,0 54 0,6
51 5,7 0,6
6,3 6,0 0,3
6,1 53 0,8
6,6 6,0 0,6

n=10
X,=052; SZ=0188; S,=0,434

Ho: No existen diferencias entre los resultados de ambos laboratorios
Ha: Existen diferencias entre los resultados de ambos laboratorios

Ho: Ap, =0

Hi: Awy #0

Nivel de significacion de la prueba o = 0,01
Criterio de rechazo de Hy [t| > to2 n1

De la Tabla 3 del Anexo, t(,0s. 9 = 1,833

2
S, =\/§=,/0’188 =0137
n 10

X,—08, 052
S, 0137

Jn

Dado que 1,833 < 3,795 existen evidencias para rechazar la hip6tesis nula.
Se puede concluir que existen diferencias entre los resultados de ambos laboratorios, se deduce que los
resultados de AMM estan sesgados.

t=

=3,795

Prueba de hip6tesis para diferencia de proporciones
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La prueba de hipotesis para diferencias de proporciones es analoga a la prueba de diferencia de
medias para muestras grandes y/o con varianzas conocidas. Si se toman dos muestras aleatorias e

independientes y p es la estimacion del parametro poblacional =, el estadistico de prueba es Z que se

calcula como
7 (P, —P;)— 3, para §,< 0. (6.25)
p,(L—p,) + p,(1-p,)
n, n,

El estadistico de prueba que permite contrastar diferentes hipotesis:
Ho: 11 - 7= 8 VS. Ha: 11 - T2 # 80, Ho Se rechaza si |z| > Z.
Ho: T - T < 80 VS. HA: T - ﬁ2>80, Ho se rechazasiz > Z(x.

Ho: T - T > 80 VS. HA: T - T < 60, Ho se rechaza si z < 'Zu.

EJEmMPLO 10

Prueba de hipoétesis para diferencia de proporciones

La proporcion de minerales arcillosos presentes en los suelos se vincula directamente a la capacidad de
contraerse en seco y de expandirse en hiimedo. En términos edafoldgicos esta propiedad se denomina
Expansion Libre y se mide en %. Los suelos mejores para la construccion son aquellos que presentan
valores menores de Expansion Libre. Se realizan nuestros aleatorios en dos suelos de la provincia de
Buenos Aires, la Serie Estancia Chica (EA) y la Serie Esquina Negra (EN). Interesa conocer que suelo es
mas apto para la construccion.

Serie EC EN
Expansion Libre (%) 69 75
n 5 8

Ho: mec < men
Ha: Ttec > men
o =0,05

De la Tabla 1 del Anexo, zy g5 = -1,645
H, se rechaza siz > z,

Pec — Pen 0,69-0,75

\/ Pec (- pEC) + Pen @- pEN) \/0'69(1_0'69) + 0,75(1-0,75) -

-0,23

5 8

nEC nEN

Dado que -0,23 < -1,645, existen evidencias para aceptar la hipdtesis nula. Se puede concluir que los
suelos de la Serie Estancia Chica tienen menor expansion libre que los de la Serie Esquina Negra y son
mejores para ser utilizados en la construccion.

Relacién entre estimaciéon por intervalos de confianza y prueba de hipétesis

Se ha visto que los Intervalos de Confianza se plantean para estimar parametros, mientras que las
Pruebas de Hipotesis para tomar decisiones en relacion a los valores postulados para ellos. Sin

embargo, los Intervalos de Confianza permiten tomar una decision estadistica analizando la ubicacion
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del valor parametro hipotetizado en el intervalo de confianza. La hip6tesis nula se rechaza cuando el

valor del parametro esté fuera de los limites del intervalo de confianza.

Pruebas de bondad de ajuste

Las Pruebas de Bondad de Ajuste tienen por objetivo determinar si un conjunto de datos se puede

modelar con una distribucion tedrica.

Prueba »* (Chi cuadrado)

La prueba x* es muy versatil pues se puede utilizar para datos nominales tanto como para datos
numéricos continuos y discretos. El objetivo de la prueba es inferir si la poblacion, se ajusta a una
cierta distribucion teérica. Los datos de la muestra deben ser frecuencias absolutas. Si los datos son
continuos se deben agrupar en intervalos de clase.

El estadistico de prueba es una medida de la desviacion entre las frecuencias observadas en la muestra
respecto a las frecuencias de una distribucion tedrica.

El estadistico de prueba es:
K (fo- fe)?
ge=y oty (6.26)
= fe

ddnde fo: frecuencia observada, fe: frecuencia tedrica o esperada y k: nimero de categorias.
Las hipotesis que se contrastan son:

Ho: La distribucion observada se ajusta al modelo tedrico.

Ha: La distribucion observada no se ajusta al modelo tedrico.

Ho: fo = fe (las frecuencias observadas son iguales a las frecuencias esperadas).

Ha: fo # fe (las frecuencias observadas son diferentes a las frecuencias esperadas).

Es fécil ver que cuanto mayor es la diferencia entre la frecuencia observada y la esperada, mayor sera

el valor de y”. Cuando la frecuencia observada es igual a la frecuencia esperada la diferencia es cero

(0)y x? tiende a cero (0). La hipétesis nula se rechaza cuando y2 > Zi;v. Los grados de libertad v

se calculan como k (nimero de clases) menos el nimero de parametros utilizados para estimar las
frecuencias esperadas menos 1 (k — n° de parametros estimados - 1).
Corrientemente se desconocen los parametros de la poblacion muestreada y se estiman con los

estadisticos muestrales. Asi cuando los datos se contrastan contra un modelo Binomial se estima p, en
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el modelo Poisson se estima A, en el modelo Normal se estiman p y o, y finalmente en el modelo
Uniforme no se estima ningun parametro.

Se recomienda que las categorias tengan frecuencia esperada de cinco o0 méas (fe > 5). Cuando las
frecuencias esperadas son menores a 5, se deben combinar las categorias contiguas hasta obtener esta
cantidad. Por Gltimo, para evitar errores hay de calcular las frecuencias esperadas con cuatro
decimales y x?con tres decimales.

Se presentan dos problemas aplicados. El ejemplo 11 se prueba la bondad de ajuste a un modelo

binomial y en ejemplo 12 a un modelo normal.

EJEmMPLO 11

Prueba de bondad de ajuste x*a un modelo binomial

Se postula que una industria papelera evacla sus efluentes en un rio. Durante 109 dias se efectlia un
muestre aguas debajo de la industria. Se toman 4 muestras de agua por dia y se registra si contienen una
sustancia contaminante por encima del limite permitido por la OMS. Si la empresa es responsable los
niveles de concentracion de la sustancia no ocurrirdn al azar. El problema se puede resolver con una
prueba de bondad de ajuste a un modelo Binomial.

Ho: La poblacion muestreada se adectia a un modelo binomial.
Ha: La poblacion muestreada no se adectia a un modelo binomial.
Hoy: fo =fe

Ha: fo #fe

Nivel de significacién, o. = 0,05

Xi fo pi fe=p;-N V4
0 20 0,1678 18,2872 0,160
1 41 0,3775 41,1461 0,001
2 33 0,3185 34,7170 0,085
3 11 0,1194 13,0189 0,002
4 4 0,0168 1,8308

En la distribucion binomial E=X =p - n

=109
4

1;
=03

T x> Z

43
6

Las p; se calculan con B(x;n;p) = (xl(:_!x),) p*q"t*

Debido a que la fey-s) €s 1,8308 < 5, se agrupan con las frecuencias de la clase anterior. Se pierde una
categoria.

v =k —n° parametros estimados —1=4-1-1=2

De la Tabla 2 del Anexo, x§ 5., = 5,99
k 2
2 (fo— fe)
=) ——=0,247
2 le P

Dado que 0,247 < 5,99 no existen evidencias para rechazar la hip6tesis nula.
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Se puede concluir que los datos se han muestreado de una poblacién Binomial. No hay evidencias que
apoyen que la papelera contamine.

EJEMPLO 12

Prueba de bondad de ajuste de %* a un modelo normal

El caudal del Rio Salado de la provincia de Buenos Aires presenta alternancias de mermas y desbordes.
Se postula que el caudal se comporta normalmente dentro de un periodo de 300 dias. Se realizan
mediciones diarios de caudal (m/s) en la estacion de aforo de General Belgrano para testear la hipétesis.

Intervalo MC (x) Fe Intervalo Z sup P fe=p-n

35,5-40,5 38 7 >40,5 -1,8 0,0359 10,7700 1,3197
40,5-45,5 43 54 40,5-45,5 -0,8 0,1760 52,8000 0,0273
45,5-50,5 48 120 45,5-50,5 0,2 0,3674 110,2200 0,8678
50,5-55,5 53 84 50,5-55,5 12 0,3056 91,6800 0,6434
55,5-60,5 58 31 55,5-60,5 2,2 0,1012 30,3600 0,0059
60,5-65,5 63 4 <60,5 0 0,0139 4,1700

Ho: La poblacion muestreada es normal.
Ha: La poblacién muestreada no es normal.
Hy: fo=fe

Ha: fo #fe

Nivel de significacion, o = 0,05

Se calcula el punto medio de cada intervalo de clase MC(x) para calcular la media y desvio muestral.
n=300 , X=495, S=5
El area bajo la curva normal (p) viene dado por ejemplo para el intervalo (40,5 - 45,5)

x-X _455-495 _

_ 40,5-49,5 _
2= Zap = —_—=

-1,8
5

_0,8 f Zinf =

De la Tabla 1 del Anexo
P(Zsup <-0,8) — p(zins < -1,8) = 0,4641 — 0,2881 = 0,1760

El zy,, de un intervalo es el zj, del siguiente intervalo. El zj,; del primer intervalo es -oo. El z, del tltimo
intervalo es +oo.

Debido a que la fe del Gltimo intervalo es 4,17 < 5, se agrupan con las frecuencias del intervalo
precedente. Se pierde una categoria.

k _ 2
2= 27( fo—1e)” _ 564

= fe
Se estiman la media y el desvio estdndar poblacional.
v = k—n° pardmetros estimados —1=5-2-1=2
De la Tabla 2 del Anexo, x§ 5., = 5,99

Dado que 2,864 < 5,99 no existen evidencias para rechazar la hip6tesis nula.
Se puede concluir que los datos se han muestreado de una poblacion normalmente distribuida.
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Método G de Fisher (Log-likelihood ratio)

La prueba G de Fisher tiene las mismas aplicaciones que la prueba de 2 En relacion a la prueba
anterior, no es tan sensible a las frecuencias esperadas bajas por lo que no es necesario agrupar

categorias. El estadistico de prueba G se calcula con la siguiente expresion:
k fol 6 G=3k,folnfo—3k, fel 6.27
G:ZZfo-In ?e 0 Zl:lfo TlfO Zl=1fe nfe' ( : )
i=1

La hipétesis nula se rechaza cuando G = yx32.,, los grados de libertad se calculan igual que en la

prueba de ¥, v=k— (nGmero de parametros estimados) — 1.

EJEMPLO 13

Prueba de bondad de ajuste G de Fisher

Se prueba el supuesto de normalidad de datos diarios de caudal (m*/s) del Rio Salado, provincia de
Buenos Aires.

Ho: La poblacion muestreada es normal.
Ha: La poblacion muestreada no es normal.
Hoy: fo =fe

Ha: fo #fe

Nivel de significacién, o. = 0,05

k fo
G=2) fo-Inl—
2 4

! 4—54In5 +..+4In
10,77 52,8 417

G= 2(7In j =3,06

v =k —n° parametros estimados -1=6-2-1=3
De la Tabla 3 del Anexo, x§ 5.5 = 7,51

Dado que 3,06 < 7,51 no existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Se puede concluir que los datos se han muestreado de una poblacién normalmente distribuida como en la
prueba anterior.

Test de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov se puede usar con variables continuas, con
variables discretas y con variables que presenten sus datos agrupados. Es una prueba sensible a hallar
las diferencias entre cualquier tipo de distribuciéon empirica y teoricas, tiene la virtud de ser Util con

tamarfio de muestra pequefios y su calculo es muy simple.
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Las hipotesis de esta prueba son las mismas que las de otras pruebas de bondad de ajuste (Ho: la
distribucion observada se ajusta al modelo tedrico, Ha: la distribucion observada no se ajusta al
modelo tedrico).

Para realizar la prueba para datos continuos se requiere calcular las cantidades
d; = |Fr; — Fry| (6.28)
d; = |Fri_y — Fr] (6.29)

donde Fr; es la frecuencia relativa acumulada observada del i-ésimo dato, Fr; la frecuencia relativa
acumulada esperada y Fr;_, la frecuencia relativa del dato anterior al i-€simo.

El estadistico de prueba es
d= max[(max d;), (maxd;)], (6.30)

esto significa que el estadistico de prueba d, es el maximo valor de cualquiera de las dos valores
maximos obtenidos en d; o d;. La hipotesis nula se rechaza cuando d > D,, .. Los valores de D criticos
se encuentran en la Tabla 5 del Anexo.

Para usar la prueba de Kolmogorov-Smirnov para el supuesto de normalidad se requiere conocer la
media p y la varianza poblacional o? hecho que sucede rara vez. Lillifords (1967) propone calcular
las frecuencias esperadas utilizando los estimadores muestrales y buscar el valor critico D en una tabla
que calculd ad-hoc (Tabla 6 del Anexo). En el ejemplo 14 se encuentra una aplicacion de ajuste a un

modelo normal.

EJEmpPLO 14

Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov - Smirnov para datos continuos

Los Rodados Patagénicos, de edad Cenozoico tardio, son gravas cuyo origen se atribuye a zonas
pedemontanas o a procesos glacifluvial. En las proximidades del Bajo de San Julian, provincia de Santa
Cruz, se mide, en forma expeditiva en el campo, el didmetro maximo de 25 rodados elegidos al azar con
una regla graduada cada 5 milimetros. Si bien las mediciones no son exactas se desea saber si la
poblacién muestreada el tamafio sigue un modelo normal.

Diam. max. fo; Fr, z pi-Fr, |d| [d]
15 1 0,04 -3,89 0,0000 0,04 0,04
2 1 0,08 -2,76 0,0029 0,08 0,04
2,5 3 0,20 -1,63 0,0515 0,15 0,03
3 7 0,48 -0,50 0,3092 0,17 0,11
3,5 8 0,80 0,63 0,7370 0,06 0,26
4 4 0,96 1,77 0,9613 0,00 0,16
4,5 1 1,00 2,90 0,9981 0,00 0,04

Ho: La poblacion muestreada es normal.
Ha: La poblacion muestreada no es normal.

Nivel de significacion, o = 0,05
n=25, X=32, S=07

. -X
Se estandarizan los datos con: z = XT
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De la Tabla 1 del Anexo, se obtienen p(z <zp) = fr,
Por ejemplo
d, =10,96—0,9613|=10,00 y d, =|0,8—0,9613| = 0,16

d= max[(max d;), (max dl)]
d = max[(0,17),(0,26)]
En este caso se utilizaron los estadisticos X y S para estimar p y o entonces corresponde buscar el valor
critico en la Tabla de Lillifords.
De la Tabla 6 del Anexo, Dg gs: 25 = 0,18
Dado que 0,26 > 0,18 existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Se puede concluir que los datos se han muestreado de una poblacion que no es normal.

En la prueba de Kolmogorov — Smirnov para datos discretos o agrupados sélo requiere calcular el
valor absoluto de las diferencias entre las frecuencias acumuladas observadas y esperadas

di = |fa; — fa,, (6.31)

donde fa; es la frecuencia acumulada observada del i-ésimo dato y fa, la frecuencia acumulada
esperada segun el modelo teorico.

El estadistico de prueba d es simplemente el maximo valor d;,
d = max|fa; — fa,|, (6.32)

La hipdtesis nula se rechaza cuando d > D, n.« (N =N° de datos, k = N° de categorias). Los valores de
D se encuentran en la Tabla 7 del Anexo. En el ejemplo 15 se encuentra una aplicacion de ajuste a un
modelo binomial con los datos del ejemplo 11.

EJEMPLO 15

Calculo una prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov para datos discretos
Se realiza la prueba con los datos del ejemplo 11 de la industria papelera que evacua sus efluentes en un

rio. Se prueba la bondad de ajuste a un modelo Binomial.

Ho: La poblacion muestreada se adectia a un modelo binomial.
Ha: La poblacién muestreada no se adecta a un modelo binomial.
Ho: fa; = f/sz

Ha: fa; # fa,

Nivel de significacién, o = 0,05

d = max|105 —107,17| = 2,17

De la Tabla 7 del Anexo, Do gs: 1005 = 9

X f pi f=piN fai fa, d
0 20 0,1678 18,287 20 18,287 1,713
1 41 0,3775 41,146 61 59,433 1,567
2 33 0,3185 34,717 94 94,150 0,150
3 11 0,1194 13,019 105 107,169 2,169
4 4 0,0168 1,831 109 109 0

Dado que 2,17 < 9 no existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Se puede concluir que los datos se han muestreado de una poblacion Binomial como sucedid con la
prueba de y2 No hay evidencias que apoyen que la papelera contamine.
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Sintesis

PRUEBAS PARA UNA MUESTRA

Hipétesis Estadistico de prueba Criterio de rechazo
Ho: 1 = g 1zo| > Za /2
Prueba para una media. H1: g = po. X -y Bilateral
Varianza Poblacional . Z,= Zy < —Z
conocida y/o n> 30. Ho:pu 2 o o’ 0 “
Ho= un nimero fijo H1: p < no — Unilateral izquierda
conocido Ho: 1 < po n Zy > Zg
H1: u> pg Unilateral derecha
to| > ta
Ho: u = uy [t %y
_ H1: p# po. X—u Bilateral
Prueba para una media. t,=——=— to < —tg
Varianza Poblacional Ho: p = o §?2 v
desconocida y/o n< 30 H1: p < po — Unilateral izquierda
Ho: i < o n to > taw
H1: p > po Unilateral derecha
Ho: 6% = o¢ XS Xi-ajane1 0
H1: 02 # of 2 2 Xajanes
) 0 Bilateral
.52 2 n—1)S?2
Prueba de Varianza Ho: 0% = gy 2= (—2) X=Xl n
H1: 6% < o o Unilateral izquierda
) 2
Ho: 0° < 0§ X’ S)(lz—a/z,n—l
H1: 02 > of Unilateral derecha
PRUEBAS PARA DOS MUESTRAS

cg2 = 52
Ho: o = 03

.52 2
H1: of # o0,

F S Fl—a,nl—l,nZ—Z'é
F Z Fa,nl—l,nZ—Z
Bilateral

Prueba para comparar Ho: o2 = o7 Fo st F < Fymi-1nz—2
Varianzas H1: 012 < 022 sz Unilateral izquierda
.52 2
Ho: 04 < gy F = Fa,nl—l,nz—z
H1: 02 > o} Unilateral derecha
Ho: g = u, 1Zo] > Za/2
H1: yy # Va2 i
Prueba de diferencia de e 7 X, =X, Bilateral
medias. Ho: g = u, 0T 2 Zy < —Zg
Vari Poblacional : A L%
arianzas Poblacionales H1: wy < uy —+— Unilateral izquierda
conocidas n n,
Ho: uy <, Zy > Zg
H1: yy > py Unilateral derecha
Va va [to] > ta
Prueba de dif i d Ho: iy = pp t _Xl_XZ 0 2V
rueba de diferencia de Hl:u #u 0~ ;
medias. t 2 SAY Bilateral
Varianzas Poblacionales Ho: g > uy to < —tgy
desconocidas y H1: i : R
] A P < Uy Recordar que previamente debe Unilateral izquierda
estimadas a partir de las calcularse la prueba de homogeneidad > tq
varianzas muestrales Ho: uy < iy de varianzas para utilizar S,; que 0~ tav
H1: py > u, corresponda Unilateral derecha
to] > ta
Ho: uy = ol v
H1: g # 1o Xd — i Bilateral
Prueba de Muestras Ho: py = py t, =7S £ to < —lgpy
apareadas . ’ o
p Hl:puy < py +d Unilateral izquierda
Ho: g < u, to >ty
H1: wy > uy Unilateral derecha
Ho: m; =7, |zo| > Za /2
H1l:m #m, P, - P, Bilateral
Prueba de diferencia Ho: m; =7, Zy = 1 Zy < —Zg
Proporciones H1: pl(l_ p1) pz( - pz) ) . .
p 1y < Ty 0 + Unilateral izquierda
Ho: m; < m, ' %0 > Za
Hl:my > my Unilateral derecha
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ANALISIS DE LA VARIANZA

COMPARACIONES MULTIPLES ENTRE MEDIAS MUESTRALES

Introduccién

Se ha visto la importancia que tiene para los gedlogos comparar dos medias muestrales. En el capitulo
precedente se describieron dos procedimientos: estableciendo limites de confianza y a partir de la
prueba de hipotesis t. Sin embargo a veces el problema que se investiga plantea el estudio y
comparacion de mas de dos medias muestrales, por ejemplo el contenido de carbonatos en arenas de
diferentes afloramientos o localidades (u; = pp = -+ = ). Ante esta circunstancia se podrian intentar
comparar, de a pares, todos las medias, utilizando test de hipotesis t, no obstante esto presenta dos
problemas principales. EI primer inconveniente surge pues a medida que el nimero de comparaciones
aumenta, aumenta la probabilidad de cometer errores de Tipo I, rechazar la hip6tesis nula cuando es
verdadera (i.e. rechazar la hipotesis que dos medias poblacionales son iguales)'. Por ejemplo para
cinco medias se deberian realizar diez pares de comparaciones (u; VS. Ho, Wy VS. Ua, ..., Mg VS. Ls)
usando un nivel de significacion del o = 0,05, la probabilidad de cometer al menos un error de Tipo |
es 0,40. El segundo problema se relaciona con el tamafio de las muestras pues la mayoria de las veces
se tienen muy pocas observaciones en cada muestra estadistica como para tener una buena estimacion
de la varianza poblacional ¢

Para subsanar estas dificultades se han desarrollado un conjunto de estrategias que reciben el nombre
general de Analisis de la Varianza, conocido por las siglas ANOVA (Analysis of variance). Estas
metodologias normalmente se utilizan para el analisis de datos obtenidos a través de la aplicacion de
diferentes disefios de experimentos, no obstante, aunque los datos geoldgicos, debido a su duracion y

extension areal son en su mayoria observacionales, también es posible usarlas.

Andlisis de la Varianza de un factor
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Definiciones

En esta oportunidad se utilizard& un ejemplo hipotético muy simplificado para explicar
conceptualmente las bases del analisis. Se sostiene que los sedimentos de fondo del arroyo Del Gato
ubicado en el Partido de La Plata, provincia de Buenos Aires, se encuentran contaminados con PCB’s
(Bifenilos Policlorados). Se postula que la concentracion de PCB’s no es la misma en diferentes
sectores del arroyo debido a que el uso del territorio circundante varia. Para someter a prueba la
hipotesis se dividié al arroyo en tres sectores bien diferentes. En términos estadisticos cada sector
representa y es llamado un tratamiento. Se realiza un muestreo de sedimentos en cada sector, la
seleccion de los puntos de muestreo en cada sector se efectua al azar.

En cabeceras el territorio se utiliza para el cultivo de hortalizas y flores (SHF), en el tramo medio es
urbano (SU) y en el tramo inferior el arroyo se encuentra canalizado (SC). En cada sector se toman
varias muestras de sedimentos, en la terminologia de ANOVA las muestras de sedimento de cada
sector se llaman réplicas (n;). Se toman 6 muestras de sedimentos en SHF, 4 en SC y 4 SU, de modo

que en total se tienen N = 14 datos (Fig. 1, Tabla 1).

oveees

Gran Media

-
L
N :
- p—
L4
L]

su s¢ SHF
Figura 1. Representacion de los datos de PCB’s del arroyo Del Gato. Los circulos representan los datos de cada

tratamiento, las lineas cortas la media de cada tratamiento y la linea horizontal larga representa el valor medio de todos los

datos.

En ANOVA lo mas corriente es utilizar X para referirse a la variable dependiente o respuesta. En este
caso la concentracion de PCB’s en los sedimentos es la variable respuesta. La variable independiente,
también es llamada tratamiento posee k categorias o condiciones en las cuales se toman los datos a
comparar, en este caso corresponden a los tres sectores del arroyo. Ya se menciond que n; son las
repeticiones o réplicas, es decir la cantidad de datos tomados en cada sector y N es el nimero total de
datos. Cada dato es representado por la notacion x; donde j es el j-ésimo dato en el i-ésimo

tratamiento (Ver ejemplo).
El modelo

El modelo que utiliza el andlisis de la varianza supone que si el proceso de muestreo ha sido
aleatorio, los datos de PCB’s se definen como una muestra de n; observaciones de la poblacién

correspondiente a cada sector de la cuenca. Esto es, hay una Gnica muestra de n; observaciones para
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cada una de las tres poblaciones normales muestreadas. Cada media poblacional se designa con ;, y
cada varianza poblacional con o?, la varianza poblacional es la misma para los tres sectores de la
cuenca.

La hipdtesis nula del ANOVA propone gque las muestras son tomadas de la misma poblacion y que
ademas, esta poblacion es normal, o bien que se han muestreado poblaciones idénticas, que tienen
todas la misma media y varianza poblacional (Fig. 2).

Figura 2.Hipdtesis nula de ANOVA: Las k muestras son tomadas de poblaciones idénticas.

La hipotesis alternativa del ANOVA sefiala que las muestras son tomadas de diferentes poblaciones,
0 bien que al menos una muestra es tomada de una poblacién diferente a las demas, pero todas estas

poblaciones tienen la misma varianza (Fig. 3).

T T T T
L r 1 v

Figura 3.Hipdtesis alternativa de ANOVA: Las k muestras son tomadas de poblaciones normales diferentes con idénticas

varianzas. Se muestra el punto de equilibrio de cada 4 y el de todas ellas en z (curva negra).

Cuando el investigador acepta la hipdtesis nula, en el ejemplo de las concentraciones de PBC’s en los
sedimentos, se podra concluir que este no varia en los diferentes sectores de la cuenca. En cambio, si
rechaza la hipotesis nula, se concluira que la concentracion de PBC’s es diferente en al menos un
sector. La interpretacion depende del modelo matematico que se usa. Se trata de un modelo lineal que
se define de la siguiente manera: cada observacion x;, se puede representar con la distancia al punto
de equilibrio del sistema, pu, mas la distancia entre la media de la poblacién de donde se extrajo, L al
punto de equilibrio (wi - W), mas una cantidad e;, que representa la variacion de la observacion
respecto a la media de su poblacion. Se asume que el error épsilon tiene media cero y varianza igual a
la varianza poblacional. La expresion para una observacion es entonces:

X = g+ (u—p) + &, (7.1)
donde x; es la j-ésimo dato del i-ésimo factor, u es la media general de los datos o el punto de

equilibrio, (w - 1) es el efecto del i-ésimo factor, &; es una variable aleatoria normal, con esperanza 0

y varianza igual a la varianza poblacional 6* (u, = 0; 62 = 02).
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Si las medias de todas las poblaciones p; son iguales, el término del paréntesis (u; - ) es igual a cero.
Pero si las medias poblacionales no son iguales, una medida de estas diferencias es la varianza de la
poblacion de medias (Fig. 3).

Ahora bien, si las muestras son tomadas en forma aleatoria de una poblacion comin (esta es la
hipdtesis nula), es razonable esperar que las variaciones entre las muestras sea aproximadamente la
misma que la variaciones dentro de las muestras y que ambas reflejen la variacion de la poblacion.
Cualquier diferencia entre estas dos medidas de variacion se debe puramente al azar y es producida
por el procedimiento de muestreo. Sin embargo, si las muestras son tomadas de diferentes poblaciones
(la hipotesis alternativa), no es razonable esperar esto, dado que la variacion entre las muestras es el
reflejo de la variacion de la poblacion de la cual es extraida. La I6gica del ANOVA es encontrar, si es
que existe, mas variacion Entre muestras diferentes o Dentro de una misma muestra. Hallar
desviaciones entre muestras, en este caso, estaran mostrando la diferencia entre las poblaciones.
Entonces, el problema se circunscribe a encontrar la forma de estimar la varianza poblacional que es
comun a todas las distribuciones muestreadas.

Para estimar la varianza poblacional comin o, se calcula una varianza ponderada a partir de las
varianzas muestrales de las distintas poblaciones. Esto es calculando lo que se conoce como el
Cuadrado Medio Dentro (CMDentro) o Cuadrado Medio del Error.

Kk n 2 k
CMDentro = w; SCDentro = Z Z(xij - Xi) » glDentro = Z(ni -D=N-k- (7.2)
glDentro i1| j=1 i1

Pero también se puede calcular una varianza ponderada a partir de las varianzas entre las medias
muestrales de las distintas poblaciones y la gran media esto se conoce como Cuadrado Medio Entre
(CMEntre):

k
CMEntre = SCEMTe ; SCEntre = > 'n,(X; — X) glEntre =k —1. (7.3)
glEntre Py

Ademas es posible calcular una varianza total (CMTotal):

i (X — X): glTotal = N 1. (7.4)

K
=1 j=1

SCTotal -

ol ) SCTotal =
glTotal

CMTotal =

Si Y1 x;;, es la suma de las observaciones de cada muestra, Xi es al promedi6 de la i-ésima muestra

y X el promedio de todos los datos, llamado la Gran Media, cada desviacion de una observacion a la
gran media, se debe a la desviacion de cada dato a la media grupal, mas una desviacién de la media de

cada grupo a la gran media (Fig. 4).

(%, = X)=(Xi = X )+ (x; - X;) (7.5)
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Gran Media Gran Media ]h Gran Media
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SuU SC SHF suU sC SHF su sC SHF
a b c

Figura 4. Fuentes de variacion del ANOVA. a. Variacién Dentro del tratamiento (las flechas indican la desviacion de cada
dato a la media de su respectivo tratamiento). b. Variacion Entre tratamientos (las flechas indican la desviacién entre la
media de cada tratamiento y la Gran media). c. Variacion Total (las flechas indican la desviacion de los datos y la Gran

Media).

La teoria estadistica informa que la varianza total que presentan los datos puede descomponerse o ser
atribuida a dos fuentes: la primera causada por la diferencia entre tratamientos, es lo que se llamé
Cuadrado Medio Entre y la segunda producida por variaciones aleatorias llamada Dentro o Error.

Entonces, si se consideran todas las observaciones, la expresion 7.5 se puede escribir como
SCTotal = SCEntre + SCDentro. (7.6)

Ademas, los grados de libertad Total son la suma de los grados de libertad Entre y los grados de
libertad Dentro (glTotal = glEntre + glDentro). Pero no se cumple que el cuadrado medio total sea la
suma de las cuadros medios entre y dentro (CMTotal # CMEntre + CDentro).

Retomando las hipotesis de ANOVA, como las poblaciones tienen todas la misma varianza, entonces
las k varianzas muestrales estiman al mismo parametro poblacional, y el promedio ponderado de estas
varianzas es un buen estimador de esta varianza poblacional. Se puede probar que el Cuadrado
Medio Dentro es un estimador insesgado de la varianza poblacional. EI Cuadrado Medio Entre, en
cambio, solamente estima a la varianza poblacional cuando la Hipotesis Nula del ANOVA es cierta.
Es decir cuando las medias de las poblaciones muestreadas son iguales, ya que la componente de la
varianza total producida por los factores de variacion se anula y entonces Cuadrado Medio Entre es la
varianza poblacional. Pero, si la Hipotesis nula no es verdadera, el Cuadrado Medio Entre estima a
la varianza poblacional mas una cantidad que representa una medida de la magnitud de los efectos del
tratamiento. Luego, la comparacion las varianzas calculadas, Cuadrado Medio Entre y Cuadrado
Medio Dentro, permite cotejar medias poblacionales. El problema se reduce al calculo de estas dos
varianzas. Se trata entonces de descomponer la variabilidad total que presentan los datos de manera de
distinguir estas dos fuentes de variacion, entre tratamientos y dentro de cada tratamiento y luego

compararlas.

Procedimiento para el calculo
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Recuerde que para facilitar los calculos manuales y evitar errores al momento de calcular la varianza
(Capitulo 2) se utilizé la Suma de Cuadrados (SC):

sc=Y(x —X) =Zx2—(ZTX)Z.

Se utilizaran diferencias analogas a esta para realizar los calculos. Las varianzas o Cuadrados Medios
se obtienen a partir del cociente entre suma de cuadrados y grados de libertad.
Para calcular la variabilidad de todos los datos, se usa lo que se conoce como la Suma de Cuadrados
Total (SCTotal) que expresa la suma de las distancias de cada observacion x; a la Media total de
datos, la llamada Gran Media ( X ')
k n kK n
SCTotal =Y S (¢-Xf =YY% -C. 7.7
i=1 j=1 i=1 j=1
Donde C es el Factor de correccion de la media:
C o 2
554

(o (7.8)

=z

Los grados de libertad Total son el nimero total de datos menos uno (glGLTotal = N-1). EI Cuadrado
Medio Total (CMTotal) es entonces:

CMTotal = ScTo@l (7.9)

Por otra parte, la Suma de Cuadrados Entre (SCEntre) es el promedio de las distancias entre cada una

de las medias muestrales a la gran Media:

n 2
S
sCEntre=Yn,(X, - X =Y~ _c. (7.10)
i=1

i=1 ni
Los grados de libertad entre tratamientos son el nimero de tratamientos menos uno (glEntre = k - 1).
El Cuadrado Medio Entre (CMEntre) se calcula con la siguiente expresion:

SCEntre

CMEntre = (7.11)

Como se asumié que las varianzas poblacionales son iguales, la varianza dentro de los grupos o Error
es la distancia que entre cada observacion a la media de su propio grupo (tratamiento), es posible
calcular la Suma de Cuadrados Dentro (SCDentro) como:
K n 2
SCDentro = Z( X, — X iJ = SCtotal — SCEntre - (7.12)
i=1 \_j=1
Finalmente, los grados de libertad dentro surgen de la diferencia entre nimero total de datos y el

namero de tratamientos (glDentro = glTotal — GLEntre = N - k). El Cuadrado Medio Dentro es:

115



SCDentro
N —k
Para probar la hipétesis nula que todas las medias son iguales frente a la alternativa que al menos una

CMDentro = (7.13)

de las igualdades no se cumpla,

Ho i =po=... = w;

Ha: wi # 1 , para al menos un par de (i, j)
se compara el CMEntre con el CMDentro ya que se trata de las dos varianzas que miden en forma
independiente la varianza de la distribucién de medias muestrales. La prueba de hipdtesis para
comparar si dos varianzas son iguales contrasta el cociente entre ambas con el estadistico F de Fisher.
La hipétesis nula se rechaza cuando

CMEntre S
CMDentro = Nk (7.14)

Se realiza una prueba a una cola ya que se trata de detectar la variabilidad que tienda a aumentar la
varianza Entre medias.

Los céalculos del analisis de la varianza se presentan generalmente en una tabla como la del Cuadro 1
que muestra, para el caso de un experimento aleatorizado que contiene k tratamientos, en la primera
columna el origen de cada suma de cuadrados de las desviaciones; la segunda las Suma de Cuadrados,
la tercera los Grados de Libertad, la cuarta los Cuadrados Medios y por ultimo, la quinta presenta el
valor calculado del estadistico de prueba f, comparando CMEntre y CMDentro.

Intuitivamente a mayor diferencia entre las medias observadas de los tratamientos, mayor es la
evidencia que indica una diferencia entre las medias poblacionales correspondientes. Analizando la
relacion expresada en la SCEntre, es claro que a medida que las medias se alejan una de otras, las
desviaciones aumentaran en valor absoluto y la SCEntre aumentard en magnitud. Por consiguiente a

mayor valor de SCEntre mayor peso de la evidencia en rechazar la hip6tesis nula.

Suma de Cuadrados Grados de Cuadrado Medio
Fuente de F
variacién (SC) libertad (gl) (CM)
2
n
Entre JElxlj k-l SCEntre
Tratamientos koo ’ c k-1 CMEntre
i1 h CMDentro
Dentro de los SCTotal — SCEntre N-k SCDentro
Tratamientos N—k
kK n 5
Total szij -C N-1
i=1 j=1
k n 2
>y Xij]
Cuadro 1. Tabla resumen de ANOVA. Para ¢ - M2 ™=
N
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EJEmPLO 1

ANOVA de un factor con replicas diferentes

Se postula que la concentracion de PCB’s en la cuenca del arroyo Del Gato no es la misma en diferentes
sectores del mismo. En cabeceras el territorio se utiliza para el cultivo de hortalizas y flores (SHF), en el
tramo medio es urbano (SU) y en el tramo inferior el arroyo se encuentra canalizado (SC). Se realizé un
muestreo de sedimentos en cada sector, la seleccion de los puntos de muestreo en cada sector se efectu
al azar. Se toman 6 muestras de sedimentos en SHF, 4 en SUy 4 SC.

— Sector SHF sc su Total
Replica
1 59,1 60,8 69,6
2 60,5 63,4 68,7
3 63,5 65,5 72,3
4 62,7 64,9 73,2
5 70,4
6 73,6
n 4 4 6 14
n
% 245,8 254,6 4278 928,2
1
X 61,45 63,65 71,30 196,4
2
n
(Z xijj 60417,64 64821,16 183012,84 308251,64
1
n 2
(Z xijj /ni 15104,41 16205,29 30502,14 61811,84
1
n
D> xE 15116,60 16218,46 30522,50 61857,56
1

Tabla 1. Datos de concentracion de PCB'’s en sedimentos de fondo del arroyo Del Gato en tres
sectores de la cuenca: Hortalizas y flores (SHF), urbano (SU) y canalizado (SC).
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Box-plot de [PCB’s] en sedimentos del arroyo del Gato.

Variable dependiente, X: [PCB’s]

Tratamientos: sectores de la cuenca

k = n° tratamientos = 3 (variadei=1,...,K)

n; = n° de replicas (varian segun los sectores de lacuencade j=1, ..., n)
N = n° total de observaciones = 14

Ho: las medias poblacional p; de [PCB’s] de los diferentes sectores de la cuenca del arroyo son iguales

Ha: al menos una de las medias poblacional p; de [PCB’s] de los diferentes sectores de la cuenca del
arroyo es diferente

. _ — . 4 2 _ 2
Ho: MshF = Hsu = Hsc; 0 G "ENTRE = O DENTRO
Ha: i = para al menos un par de (i, j); 6 6 2eNTRE > O DENTRO
Riesgo de error de Tipo I: a = 0,05
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sa kK n 2
Factor de correccion:  _ [szuj /N
11

= (245,8 + 254,6 + 427,8)? _ 928,22

T2 12 = 61539,66
SCTotal = Zklznlxﬁ -C SCTotal = 61857,65 — 61539,66 = 317,90
1 1
n 2
(5
SCEntre = z 1 _C SCEntre = 61811,84 — 61539,66 = 272,18
1 n;
SCDentro = SCTotal — SCEntre SCDentro = 317,90 — 272,18 = 45,72
glIT=N-1 glE = k-1 gID =gIT - glE = (N-k)
gIT =14-1=13 gIE=3-1=2 giD=14-3=11
CME = SCE/gIE CME = 272,18/2 = 136,09
CMD = SCD/gID CMD =45,72/11 = 4,16
f = CME/CMD f=136,09/4,16 = 32,74

El valor critico se encuentra en la Tabla 4 del Anexo, Fge: gip; os F2: 11; 0,05 = 3,98

Tabla resumen de ANOV A para concentraciones de PCB’s en sedimentos de fondo del arroyo Del Gato
en tres sectores de la cuenca.

Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados de libertad ~ Cuadrado Medio f F
Entre sectores 272,18 2 136,09

32,74 3,98
Dentro de sectores 45,72 11 4,16
Total 317,90 13

Distnbucian F(2; 11, 003)
1-0=095 a=005

O

398 3274F

Como f > F,. 11. 005 (32,74 > 3,98), rechazo la Hip6tesis nula. Es posible afirmar, con un error del 5%,
que la concentracion de PCB’s en los sedimentos del arroyo Del Gato es diferente en los distintos
sectores de la cuenca.

Comparaciones multiples

Al hacer un analisis de varianza usando el modelo general lineal, cuando se rechaza la hipétesis nula
del ANOVA se puede detectar si existen diferencias entre tratamientos, sin embargo, no se establecen
ddnde estan las diferencias. Para detectar entre cuales tratamientos se encuentran estas diferencias se
han propuesto algunas pruebas llamadas de Comparaciones Multiples.

Aunque existen varios procedimientos, describiremos solamente la Prueba de Tukey por su sencillez.
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La prueba de Tukey, también conocida como la prueba de Diferencia Significativa Honesta (DSH),
es semejante a la de la prueba t donde se corrige el error estandar dado que, como se menciond
anteriormente, cuando se realizan comparaciones multiples con la prueba de t aumenta la probabilidad
de cometer error de tipo I.

Tukey propone contrastar la hipétesis nula, Ho: pa = pg con la hipétesis alternativa, Ha: Ha # ue,
formulada para todos los pares posibles de comparaciones entre medias, donde A es la media mas
grande a comparar y B la mas pequefia. Luego, se calcula el estadistico de prueba g, como:

_Xa—Xp

c SE ’ (715)

donde el error estandar, SE, es un valor asociado con el Cuadrado Medio Dentro (o Cuadrado Medio
del Error) y al nimero de replicas del par de muestras que se comparan.

Para tamafios de muestra iguales, el error estandar se calcula como sigue:

SE - /CMDgntro _ (7.16)
ni

Para tamafios de muestra diferentes, el error estandar se calcula con la expresion:

SE:\/CMDentro 1 R 1 (7.17)

2 na nb’
donde na es el tamafio de la muestra A y nb es el tamafio de la muestra B.
El estadistico g. se aproxima a una distribucion de gy n.«.  asociado al nimero de categorias del factor
(k) y de los grados de libertad del CMDentro que se obtiene de la Tabla Rango Total Studentizado
(Tabla 8 del Anexo). La hipdtesis nula se rechaza cuando q. > Q. n«: o- Se suelen declarar diferencias
significativas aquellas diferencias donde g, es mayores que q para a. = 0,05 y diferencias altamente

significativas a las que superan q para o = 0,01.

EJEMPLO 2

Prueba de Tukey para muestras de tamafio diferente

Debido a que se rechazd la hipétesis nula de la prueba de ANOVA del ejemplo de las concentraciones de
PCB’s en sedimentos del arroyo Del Gato, corresponde preguntarse entre que sectores de la cuenca se
encuentran diferentes contenidos de PCB’s en los sedimentos.

Sector

Replica SHF SC SuU

1 59,1 60,8 69,6
2 60,5 63,4 68,7
3 63,5 65,5 72,3
4 62,7 64,9 73,2
5 70,4
6 73,6
n; 4 4 6

X 61,45 63,65 71,30

CMDentro =416

Para cada par posible de comparaciones contrastar las siguientes hipotesis:
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Ho: Ma= B ; Ha: P ps

Xy — Xp
e =~

1°Calcular las diferencias de medias comenzando por las medias mayores X, — X

2° Dado que se trata de comparaciones con tamafios de muestra diferentes Sg = CMbentro |1 + 1

2 na nb
Paran,=6yng =4, SE = 416 1+1:o7931
2 6 4
Parana =4yng =4, SE = 0,056 /Lr1 =1,020
2 4 4
3° De la Tabla 8 del Anexo, 03; 11; 0,05) = 3,82 Y 4@; 11; 000 = 5,15
4° Armar la tabla, tomar la decisidn estadistica e interpretar los resultados.
Comparacién Diferencias 11:005/
P _ SE Jc e 13,009 Conclusién
(Avs.B) Xa—Xg 0; 11;0,01)
Rechazar Ho: existen diferencias
SUvs. SFH 9.85 0,931 10,58 3827515 altamente significativas entre SU y SFH.
Rechazar Ho: existen diferencias
SUvs. SC 7,65 0,931 8,22 3827515 altamente significativas entre SU y SC.
Aceptar Ho: no existen diferencias entre
SCvs. SFH 2,20 1,02 2,16 3,82 /5,15 SCy SHF.
SuU SC SHE

Se puede afirmar, con un error de 1%, que la concentracion de PCB’s en sedimentos del sector urbano
(SU) son diferentes a las del sector canalizado (SC) y a las del sector frutihorticola (SFH); ademaés el
sector canalizado y el frutihorticola no difieren entre si.

Comprobacién de supuestos

Discrepancias moderadas con el cumplimiento de los supuestos del ANOVA (aleatoriedad del
muestreo, normalidad en las distribuciones y homogeneidad de varianzas) practicamente no afectan
las propiedades de la prueba. Sin embargo, si las diferencias son importantes se debe recurrir a otra

estrategia de andlisis.
Pruebas para comprobar el supuesto de normalidad
En cuanto a la normalidad, si bien es necesaria en las pruebas de hipétesis en algunos casos no es un

supuesto critico, a no ser que vaya acompafado de heterogeneidad de varianzas. Muchas pruebas de
andlisis de la varianza son robustas con relacion a la falta de normalidad.
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Para verificar el supuesto de normalidad se pueden utilizar pruebas de bondad de ajuste, como las de

chi-cuadrado (;(2), Kolmogorov-Smirnov y su modificacién conocida como prueba de Lilllifors

descriptas en el Capitulo 6. Ademas se puede examinar mediante el huso de histogramas, box plot y

graficos de probabilidad normal (normal probability plots).

Pruebas para comprobar el supuesto de homogeneidad de varianzas

Uno de los requerimientos para la aplicacion de una prueba de ANOVA es el cumplimiento del
supuesto de homogeneidad de varianzas entre las muestras. Esta caracteristica es Ilamada
homocedasticidad. Existen varias pruebas para chequear este supuesto, por su sencillez se describen la
Prueba de Bartlett y la prueba Fyax de Hartley.

Prueba de Bartlett

Introducida por Bartlett en 1937, la prueba se puede utilizar cuando los tamarfios de muestra en cada
tratamiento son diferentes. Para esta prueba se recomienda que cada tratamiento tenga al menos tres
réplicas y preferentemente que éstas sean mayor a cinco. Si bien la prueba no requiere que los
tamarios de las muestras sean iguales es muy sensible a alejamientos del supuesto de normalidad. Si
existe evidencia fuerte de que los datos de cada poblacion son normales, o casi normal, la prueba de
Bartlett tiene un buen desempefio, pero si existe un fuerte apartamiento de la normalidad el
desempefio es malo.

La hipotesis nula de la prueba postula que las varianzas de las k poblaciones muestreadas son iguales
y la hipétesis alternativa que al menos una varianza poblacional es diferente (Hy: 0f = 05 = -+ = of;
H,:of # of paraal menos un par de (i, j)).

El estadistico de prueba se define como:

. (N —k)ln(si)—g(ni ~Din(s?) (7.18)
1 N1 1
1+3(k—1){;(ni —1]_ N —kJ

para: k = nimero de tratamientos, n; = tamafio del i-simo tratamiento, sL-Z = varianza estimada para la

i-ésima poblacidn a partir de una muestra de tamafio nj, N=n; +n, + +nyy

2__1 _1)s2. 7.19
Sp N_kiZ(nl 1)S| ( )
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Este estadistico se aproxima a una distribucion de * con v = k — 1 grados de libertad (yZ_,). La
hipotesis nula se rechaza cuando y* > x£_;., Y se concluye que existen poblaciones con diferentes

varianzas.

EJEMPLO 3

Calculo de la prueba de Homogeneidad de varianzas de Bartlett aplicado a los datos del ejemplo de las
concentraciones de PCB’s en sedimentos del arroyo del Gato.

SHF SC SuU Tolal
59,1 60,8 69,6
60,5 63,4 68,7
63,5 65,5 72,3
62,7 64,9 73,2
70,4
73,6
N 4 4 6 14
n-1 3 3 5
1/(n-1) 0,33 0,33 0,20 0,87
s 4,06 4,39 4,07 12,53
(n-1) 8* 16,25 17,56 24,43 58,25
Ins* 1,40 1,48 1,40 4,29
(n-1) InS* 4,21 4,44 7,02 15,66

H,:0f =0} =07
H,:o? =02 Para al menos un par de (i, j)
a =0,05

2 2 _
Ak , de la Tabla 2 del Anexo, X300 =999

N = 14
k=3
sﬁ:iz“(n.—l)s.2 - s2-_1 1566-5209
PON-k&5 ' P 14-3 7 ’
InS? =167
k
2 (N*k)'”(si)*g(”i*1)'”(55) - ,__(4-3)(L67)-(1566) _ 2670 _
d L1 (i( 1 ] 1 ] 1+3(31_1)[0,87—141_3J 2055
3k-1(&n 1) N—k

Decision estadistica: 0,472 < 5,99 (}(2 < ;(kz_l,a ). Se acepta la hip6tesis nula, las varianzas son iguales.

Prueba Fp.xde Hartley

Fue propuesta por Hartley (1940-1950). Se trata de una prueba muy sensible a alejamientos del
supuesto de normalidad y requiere que los tamafios de muestras sean iguales (n;=n,=--- = n). Si

los tamafios de muestras no son iguales, entonces la prueba ya no tiene soporte tedrico fuerte y no es

aplicable.

Las hipdtesis que se contrastan son las mismas que las de la prueba de Bartlett (Hy: 07 = 05 = -
i Ha: 0} # o para al menos un par de (i, j)).
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El estadistico de prueba Fmax es el cociente entre la mayor y la menor varianza muestral de los k

tratamientos:

2
F max = %(S'z)
min(s;) (7.20)
donde: i =1, ., k, con k igual al nimero de muestras, max (Siz) la varianza mayor y min (Siz) la

varianza menor de las k muestras.

Este estadistico calculado Fmax se aproxima a una distribucion de Fyax con k grados de libertad en el
numerador y v =n—1 grados de libertad en el denominado. La hipdtesis nula se rechaza cuando Fpax >
Fuax(k, n - 1, a) (Tabla 9 del Anexo) y se concluye que las varianzas poblacionales son diferentes.
Esta prueba si bien es una de las méas faciles de calcular requiere el uso de tablas especiales no

siempre accesibles.

Incumplimiento de los supuestos

Los supuestos anteriores tienen por objetivo facilitar la interpretacion de los resultados, tornar los
métodos mas simples y posibilitar la aplicacion de las pruebas. Si bien la validez exacta de los
supuestos es esencialmente tedrica, en la practica, cuando el alejamiento es poco el ANOVA puede
realizarse igual.

Cuando los supuestos no se cumplen sus efectos varian dependiendo de la gravedad y de la situacion.
La homogeneidad de varianzas es el requisito necesario. Cuando se tiene heterogeneidad de varianzas
se ven muy afectadas la prueba F, los métodos de comparaciones multiples y los componentes de la
varianza. En cuanto a la normalidad, si bien es necesaria en la pruebas de hipotesis, en algunos casos
Nno es un supuesto critico a no ser que vaya acompafiado de heterogeneidad de varianzas y muchas
pruebas siguen siendo robustas ante la falta de normalidad.

La consecuencia del incumplimiento de los supuestos es que las conclusiones de los analisis
realizados no sean validas puesto que los niveles de error pueden ser diferentes a los que se han
elegido, pues por ejemplo los errores estandar alcanzan subestimar o sobreestimar los verdaderos
errores poblacionales.

Si se observa un alejamiento grande de los supuestos se presentan dos alternativas: aplicar técnicas
estadisticas que no requieran el cumplimiento de supuestos como las de la Estadistica no Paramétrica,
o utilizar alguna transformacion en los datos que estabilice la varianza y realizar el analisis con estos

datos transformados.

ANOVA Modelo I y ANOVA Modelo 11
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Para finalizar, se destaca que el Analisis de la Varianza es una metodologia muy versatil que se aplica
tanto cuando los datos se obtienen de un experimento planificado, hecho relativamente infrecuente en
trabajos de investigacidn geol6gicos, como en datos obtenidos de muestreos aleatorios como los del
ejemplo de concentracion de PCB’s en sedimentos.

Este capitulo es s6lo una introduccion a los extensos métodos que comprende el Analisis de la
Varianza. Se explico cual es el fundamento del analisis de la varianza de un factor que tiene varios
niveles. En el ANOVA de un factor se distinguen dos modelos para la hipétesis alternativa. En el
Modelo I, o de efectos fijos, la hipbtesis alternativa supone que las k muestras son obtenidas de k
poblaciones distintas y fijas. Es el caso que acabamos de ejemplificar donde el investigador esta
interesado en determinar las concentraciones de PCB’ en tres sectores fijos de la cuenca del arroyo
Del Gato. En el Modelo 11, o de efectos aleatorios, la hipotesis alternativa supone que las k muestras,
se han seleccionado aleatoriamente de un conjunto m mayor que k poblaciones. Por ejemplo existen
numerosos afloramientos del Patagoniano y se muestrean solo algunos con el objeto de estudiar el
tamafo que del bivalvo Ostrea maxima. Una manera sencilla de distinguir entre ambos modelos es
pensar que, si se repitiera el estudio un tiempo después, en un Modelo | las muestras serian iguales
(no los individuos que las forman) es decir corresponderian a la misma situacién, mientras que en un
Modelo Il las muestras serian distintas. Aunque las asunciones iniciales y los propésitos de ambos
modelos son diferentes, los calculos y las pruebas de significacion son los mismos y s6lo difieren en
la interpretacion y en algunas pruebas de hipétesis suplementarias.

Ademas del ANOVA de un factor, el analisis de la varianza se puede aplicar para evaluar el efecto de
dos factores sobre una variable dependiente. Este ANOVA se llama bifactorial. Cada factor tiene
varios niveles. En el andlisis bifactorial se formulan hipotesis sobre el efecto de cada factor por
separado y de la interaccion entre ambos factores. Por ejemplo puede plantearse la necesidad de
conocer cual es la variacion de la concentracion de algun ion en suelos diferentes (uno de los factores)

y donde cada perfil esta dividido en horizontes (el segundo factor de variacion).
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RELACIONES ENTRE DOS VARIABLES

Introduccidén

Algunos trabajos geoldgicos requieren conocer y modelar como son las relaciones entre variables que
son medidas en una misma unidad experimental, es decir como es el patron de variacion conjunta.
Son ejemplos transmisividad de un soluto y el espesor de la capa, distancia de transporte y la
redondez de clastos, los volatiles y la viscosidad del magma, el caudal y las precipitaciones, la ley de
Pb y laley de Zn en una mena, y la ley de uranio y la radiactividad.

Cuando dos variables estan relacionadas o asociadas varian en forma conjunta, si el valor de una
aumenta el de la otra crece o decrece de manera permanente. Por otra parte si las dos variables estan
funcionalmente relacionadas no solo varian simultaneamente, sino que el valor de una de ellas permite
predecir el valor de la otra.

Para detectar si existe alguna relacion entre dos variables ambas se miden en cada espécimen de la
muestra, de este modo se obtiene una muestra de datos bivariados (M = {(X1,y1), (X2.¥2), , (Xn,¥n)}).
Con los datos se puede construir un diagrama de dispersion para visualizar si existe algin patron de
variacion. Esta estrategia, sin embargo, no permite conocer si la relacion (funcional o no segun el
caso) es significativa, pues puede suceder que por azar en la muestra las dos variables manifiesten una
relacion y en la poblacién muestreada esa relacién no exista. La aplicacion de métodos estadisticos
permite, al igual que en las situaciones semejantes ya vistas, dilucidar el problema. En este capitulo se
abordaran los dos métodos principales que se utilizan para describir y cuantificar las relaciones entre

dos variables: correlacion y regresion lineal simple.

Correlacion vs. Regresion

La correlacién es una técnica exploratoria usada para examinar si los valores de las variables cambian
simultaneamente en forma constante. El analisis de regresién, en cambio, describe la relacion
funcional entre las variables y permite predecir el valor que tomard una variable, llamada variable

dependiente, conocido el valor de la otra variable, llamada independiente. En la relacion funcional se
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supone, de algiin modo, que la variable dependiente puede ser afectada por el aumento o disminucion
de la variable independiente pero es imposible que se la situacion inversa sea verdadera. Por ejemplo
la meteorizacion quimica que sufre una roca depende de la humedad del ambiente pero es absurdo
pensar que la relacion inversa sea cierta. Por otra parte, la relacién funcional no implica una relacion
causa-consecuencia sino que muchas veces los cambios son producidos por factores que inciden en la
relacién. Por ejemplo la viscosidad del magma se relaciona funcionalmente con la temperatura, sin

embargo ambas son producidas por el contenido de silice del magma.

Correlacion

Coeficiente de correlacion de Pearson

El coeficiente de correlacion de Pearson', también conocido como coeficiente de correlacion
producto - momento, es una medida de de la relacidn lineal entre dos variables.

Las variables deben ser medidas en escalas de intervalo o de raz6n y deben provenir de poblaciones
normalmente distribuidas. Esto significa que la distribucion de frecuencia de ambas variables debe ser
normal. Cuando el supuesto de distribucion normal bivariada no se cumple repercute mucho en el
coeficiente y el problema no se soluciona aumentando el tamafio de la muestra. Si las variables no se
distribuyen normalmente se pueden transformar los datos para normalizarlos o utilizar el coeficiente
de correlacion no paramétrico de Spearman (Capitulo 9).

Es de uso corriente denominar a las dos variables X e Y, pero vale la pena aclarar que esta designacion
no implica que exista alguna relacion de dependencia entre ambas. En los estudios de correlacion se
trata siempre de variables independientes, por ello es indistinto designar a una u otra con X 0 Y.

El coeficiente de correlacion, r para la muestra y p para la poblacidon, se calcula con el cociente entre

la covarianza de X e Y respecto al producto de sus respectivas desviaciones estandar

i=1(x_X)(y_}7) (81)

r =
j2?=1(x—f)2~ " (y-7)2

El numerador puede ser un numero positivo, cero o negativos en tanto el denominador es siempre un
namero positivo. Esto determina que r sea positivo, cero o negativo. Los valores de r positivos
indican que el aumento de una de las variables va acompafiado por el aumento de la otra. Valores de r
negativos sefialan que el aumento de una variable esta seguido por la disminucidon de la otra variable.
El valor O del coeficiente de correlacion indica que no existe relacion lineal pero puede haberla de
otro tipo (Fig. 1).

Ademas el valor absoluto del numerador de la ecuacion siempre es menor que el denominador, por lo

que el coeficiente de correlacion puede toma cualquier valor entre -1y 1 (-1 <r <1). El coeficiente no
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tiene dimensiones pues las unidades se cancelan algebraicamente. Se recomienda calcular
correlaciones con muestra de tamafio mayor a 12 porque cuando la cantidad de datos es demasiado
pequefia los resultados son poco confiables.

El coeficiente de correlacién mide la intensidad de la asociacion entre las variables, no cuantifica el

cambio de una respecto a la otra.

a X b X c X d X

Figura 1. Gréficos de dos variables con diferente coeficiente de correlacionadas. a. p = 0. b. p = 0,95. c. p = 0,7. d. p = -0,95.

Coeficiente de Determinacion 6 Indice de Correlacion

El Coeficiente de Determinacion también llamado indice de Correlacion es el cuadrado del valor del
coeficiente de correlacion, r’. Se puede interpretar como una medida de la intensidad de la relacion

lineal.

Pruebas de hipotesis sobre el coeficiente de correlacion r

El coeficiente de correlacion calculado a partir de una muestra es una estimacion del coeficiente de
correlacion de la poblacion (p). Es posible formular varias hipotesis sobre la correlacion de las

variables en la poblacién.

Test de Hipotesis para p igual a cero

Es relevante conocer si en la poblacion muestreada las variables estan efectivamente correlacionadas.
La hipotesis nula de la prueba postula que las variables no estan correlacionadas y la hipotesis
alternativa que si lo estan. Las hipdtesis nula y alternativa se plantean respecto a cero (Ho: p=0; Ha: p
# 0). Recuerde que coeficientes de correlacion 0 indica que las variables no estan linealmente

correlacionadas. Existen varias alternativas, con solo efectuar una prueba es suficiente.
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Contrastar el valor absoluto de r, con unos valores tabulados criticos que se buscan en una tabla
de valores criticos del coeficiente de Correlacion r de Pearson con n - 2 grados de libertad para 2
variables (Tabla 10 del Anexo).

Cuando el r; > r,. ,» Se rechaza la hipétesis nula para el nivel de significacion elegido para la prueba,
se infiere que las variables estan correlacionadas.

Contrastar la Hipdtesis nula utilizando el estadistico t de Student que se obtiene a través de la
siguiente expresion:

(8.2)

Si [t] > tws n-2), S€ rechaza la hipotesis nula para el nivel de significacion elegido para la prueba (los
valores de t», n-2) S€ encuentran en la Tabla 3 del Anexo).

Contrastar la Hipotesis nula a través del estadistico F de Fisher que se calcula con la siguiente
expresion:

Fo=1 (8.3)

R
Si Fr> Fop, 1. 1), S rechaza la Hipotesis nula para el nivel de significacion elegido para la prueba
(los valores de F,» ,-1.n-1y S€ €ncuentran en la Tabla 4 del Anexo).

Test de Hipétesis para cualquier otro p diferente de cero

Cuando se investiga si la muestra es extraida de una poblacién donde las variables estan
correlacionadas de un modo especial se formula una prueba de hipdtesis andloga a la prueba de z para
una muestra (Capitulo 6). En este caso las hipotesis son Ho: p=po Y Ha: p # po.

La prueba requiere un paso previo, estandarizar el valor del coeficiente de correlacion de la muestra

(r) y de la poblacion (p) utilizando la transformacién de Fisher z,,

2 =05 In, (8.4)
cuya inversa es:
_ eZZT'_l
r = m. (85)

Observe que aungue cuando el valor del coeficiente de correlacion se encuentra entre 0 y 1, el
correspondiente valor de z, varia entre 0 e infinito, en tanto que cuando r se halla entre 0 y -1, el valor
de z,varia entre 0 y menos infinito.

Entonces para testear la hipdtesis nula p = py, se utiliza el estadistico de prueba Z, normal estandar:

(8.6)

Zr—Zp

ZOZ

n-3
Luego el Z, calculado se compara con Z,; (Tabla 1 del Anexo). Si Zy > Z,) Se rechaza la hipotesis

nula.
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También se pueden realizar test a una cola (Ho: p < po, Ha: p > po 0 Ho: p > po, Ha: p < po).

EJEmPLO 1

Coeficiente de correlacion: calculo, pruebas de hip6tesis

Se realizd un muestreo de corriente para prospectar oro en la margen norte de Lago Fontana. Los datos
muestran el volumen de grava procesada (m®) y el peso de oro recuperado (gr). Interesa conocer la
relacion volumen procesado-gramos de oro recuperado.

Grava procesada  Oro recuperado

(m®) ((]9)]

1 0,025

2 0.042

25 0.038

3 0.071

4 0.103

5 0111

6 0.142

6.5 0.156

7 0.164

8 0.191

9 0.220

10 0.258
X 53 01
S 2.9 01
s 8,4 0,0
Z x? 433,5 0.3
Z x 64,0 15

2

(Z x) 4096,0 23

1° Se realiza un gréfico bivariado con el objeto de explorar como es la relacion entre las variables. La
relacion volumen procesado-gramos de oro recuperado es lineal.

3,30 T T T T T T T i ¥ L
o *
= 025p =~
2 3 .
[=3 F - A
'g 0,20:
g r . ®
2 0.15F . -
& e .
o E g =
5 0‘10:
3 L]
Co5E . -
F L -
o,000 b 1 1 1 s i i 1 i fraalaax
a 1 2 3 4 s <] 7 3 2] 0 N

Grava procesada (')

2° Se calcula el coeficiente de correlacion.

r= ?:1(x_)?)(y_}7) _ ny—@
\/Z?=1(x - X)2- 3 (y—Y)? \/(Z X2 — (Z:V) ) (Zyz B (272,)2>
64-1,5
10,5 — —=+—
"= L = 0,9942

Y335 -133%) (03 -35)

3° Se realiza la prueba de hipdtesis t de Student para saber si en la poblacion de donde se extrajo la
muestra las variables estan correlacionadas.

r=0,9942
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Ho:p=0

Ha: p #0
a=0,05
n=12
De la Tabla 3 del Anexo, t((,jzv n-2) = t(01025;10) =2,228
r 0,9942
t, = = = 29,233

J1 —r2 J1 —0,99422
n—2 12=2

El [t > twe, n2) (29,333 > 2,228) esto conduce al rechazo de la hipétesis nula. Se infiere que el volumen
de grava procesado esta correlacionado con el peso de oro recuperado.

4° El coeficiente de determinacion es r>= 0,9884. El 98,84% de la variabilidad del peso de oro se puede
explicar por el volumen de grava procesada.

5° Interesa conocer si la correlacion entre el volumen de grava procesada y el peso de oro recuperado de
la margen norte del Lago Fontana es mayor que la que se encuentra a nivel global que es de 0,90.

Se plantean las hipdtesis de la prueba, se elige el nivel de significacion y el valor critico para tomar la
decision estadistica:

r =0,9942

Ho: p < 0,90

Ha: p>0,90

o =0,05

De la Tabla 1 del Anexo, Zy s = 1,645

1+r

1+0,9942
Zy = 0,5 11’1: 20,9942 = 0,5 In

1-0,9942

1+0,9

= 1,47
1-0,9

=2,92 Zoo = 0,5 In

_ Zr—Zp _ 2,92-147 _
Zy =—+="——5—=435
Vyn-3 V12-3

Se rechaza la Hipotesis nula pues Z, > Z, (4,35 > 1,645). Se infiere que la correlacion entre el volumen
de grava y el peso de oro en la margen norte del Lago Fontana es mayor que la correlacion entre ambas
variables a nivel global.

Limites de confianza para el coeficiente de correlacion poblacional

Para calcular los limites de confianza para el coeficiente de correlacion poblacional p se procede de
forma similar que con el célculo de limites de otros parametros. En este caso se calculan los limites de
Z, cuyo parametro poblacional ¢. Para la transformacién de r a Z, se utiliza la formula 8.4. De este
modo se tiene

P(Zi-Zwoy <{<Z+Zpwy)=1-a (8.7)

Observe que se han calculado valores limites de Z,, pero se buscan valores limites del coeficiente de
correlacion por lo que debe ahora transformar los valores de Z, en r utilizando la inversa de la

transformacion de Fisher (expresion 8.5).
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ezzinf_l e2zsup_q

Los limites inferior y superior de p seran 7y, = iy Y Tow = Samuwpay

EJEMPLO 2
Limites de confianza del coeficiente de correlacién
Se utilizan los datos del ejemplo 1 del Lago Fontana para calcular los limites de confianza de r.

a=01
De la Tabla 1 del Anexo, Z(,,) = 1,645

z, = 0,5 11'1% Zg9042 = 0,5 ln% = 2,92
P(Zi-Za) <C<Zi+Zyp)=1-a
P(2,92 - 1,645<(<2,92+1,645)=0,90
P(1,275 <{ < 4,565) = 0,90
ezzinf_l _ e2:1275_4 _ 0’8551 . _ e2Zsup _q _ 2:4,565_1 _ 0’9998

Tinf = e2zinfiq 2127541 SUp T g2zsupyq | 2456541

P(0,8551 < p < 0,9998) = 0,90

Comparacion de dos coeficientes de correlacion

Se pueden testear hip6tesis (a una o dos colas) sobre dos coeficientes de correlacién. Para ello se

recurre nuevamente a la transformacion de Fisher (expresion 8.4). El estadistico de prueba es:

Z, ==z (8.8)

1 1
+
ni-3 n2-3

En el caso de una prueba a dos colas las hipotesis son Hy: p; = p2 Y Ha: p1 # p2, luego el Z, calculado
se compara con Z ). Si Zo>Z, Se rechaza la hipotesis nula.

Si la hipétesis nula se acepta se concluye que ambas muestras provienen de una poblacion que tiene
idéntico coeficiente de correlacién. En estos casos se debe combinar la informacién de las dos
muestras calculando un coeficiente de correlacién Unico que estime mejor al coeficiente de

correlacion poblacional p. Se procede de la siguiente forma:

_ (n1-3)zp1+(n2-3)z,,
Zy ponderado — (n1-3)+(n2-3)

(8.9)

Se ha calculado un valor de Z; pongerado, POr 10 que para obtener el valor de p se debe aplicar la inversa
de la transformacion de Fisher (expresion 8.5).

EJemPLO 3
Comparacion de dos coeficientes de correlacion

Continuando la prospeccion de oro en Lago Fontana se realizé un muestreo de corriente en la margen sur
del lago. Se tom6 una muestra de tamafio 20. El coeficiente de correlacion del volumen de grava
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procesado y el peso de oro recuperado fue rs = 0,9687. Interesa conocer si ambas margenes presentan
caracteristicas similares.

Ho: pn = ps
Ha: pn 7 Ps
a=0,1
Z(u/z) = 1,645
ny=12

ns =20
ry=0,9942
rs=0,9687

1+r
z,=05In—
r ’ 1-r

1+0,9942
1-0,9942

1+0,9687
1-0,9687

Zpg9942 = 0,5 In = 2,92 Zpoeg7 = 0,5 1n = 2,07

7 = Zy1—Zyp  _ 2,92-2,07
0

e e S e il
ni-3 ' n2-3 12-3 20-3

El Zo> Z ) (4,488 > 1,645), se rechaza la hipétesis nula, se infiere que la correlacion entre el volumen
de grava y el peso de oro de ambas margenes es igual. Corresponde hallar el coeficiente de correlacion
para el lago.

(1 -3)z, + (2 —-3)z, (12-3)2,92+ (20— 3)2,07
Zrponderado =TT T o 3y (12— 3) + (20— 3)

= 2,364

eZzpon _ 1 62-2,364 _

T, =

ponderado = zpon { 1  g22364 4 1 0,8551

El coeficiente de correlacion entre el volumen de gravas y el peso de oro para el Lago Fontana es 0,8551.

Correccidn del nivel de significacidn (a ) para comparaciones multiples

Es importante recordar que si se calculan todos los coeficientes de correlacion de a pares cuando hay
m variables, el nimero de correlaciones que se tienen es m(m - 1)/2. Por ejemplo, si m = 10, entonces
se pueden calcular 45 correlaciones diferentes. En estos casos se espera que entre 5% y 10% (para el
ejemplo, 2 a 5) de las correlaciones sean diferentes de 0 solamente por cuestiones de azar, es decir son
falsos positivos.

Para evitar aceptar correlaciones debidas al azar, Bonferroni'* propone reducir el nivel de
significacion de todas las pruebas de hipotesis sobre el coeficiente de correlacion a a/m. Aungue usar
la correccién Bonferroni controla la probabilidad de falsos positivos, lo hace a costa de incrementar
los falsos negativos. A esto se suma que en ciertas situaciones se desea aceptar la hip6tesis nula de la
prueba, hecho que la correccion no contempla. Una alternativa para evitar ambos problemas es usar la

correccion Sidék (o Dunn- Sidék) que es 1 — (1—o)1/2,
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Exactitud, Precision y Correlacion

Los diagramas de dispersion que muestran relaciones entre datos observados y valores estimados
suministran informacidn tanto de la exactitud como de la precision. Por ejemplo, en un yacimiento es
posible conocer la ley de los bloques explotados y las leyes estimadas por laboratorio a partir de un
muestreo de los blogues. Si las estimaciones son exactas, se espera que los datos se alineen en torno a
los 45° (equivalente a Y = X). En cambio, cuando las estimaciones no son perfectas los puntos no se
disponen a 45°, existe un sesgo que se interpreta un problema de exactitud. Por otra parte si los puntos
estan dispersos, el ancho de la dispersion representa la variabilidad de los datos y va unido a la
precision del estimador o del laboratorio. La incertidumbre total es la suma de precision mas

exactitud.

Correlacion espuria en datos composicionales. El problema de la suma constante

Una de las préacticas habituales en el tratamiento de datos geoquimicos, mineral6gicos y petrogréficos
(igneos, sedimentarios y metamorficos) es su transformacion de forma que para un espécimen o individuo
la suma de todas las componentes individuales sea constante (i.e. 100%). Datos expresados como parte
del todo (proporciones, porcentajes y partes por millon —ppm-) se conocen como datos composicionales.
Este es un mecanismo sencillo que permite realizar comparaciones entre muestras, sin embargo puede
conducir a resultados espurios e inducir a interpretaciones errdneas de los datos si no se analiza con los
métodos estadisticos apropiados.

Los porcentajes y proporciones son razones numéricas complejas que contienen variables en su
denominador que representan todos los constituyentes a ser examinados. Esto trae aparejado que los
componentes de porcentajes no sean libres de variar independientemente. A medida que la proporcion de
un componente aumenta, la proporcion de uno o mas de los otros componentes debe decrecer. Por
ejemplo si se analiza el quimismo de una roca y el contenido en silice fuera 61,5%, entonces el contenido
de alimina no podra ser cualquier valor, estara restringido a ser igual 6 menor a (100 — 61,5) %. El
siguiente Oxido que forme parte de esta roca se vera también restringido por el contenido de los dos
oxidos anteriores. Una de los problemas que se producen al analizar datos composicionales es que se
introduce un sesgo negativo en las correlaciones. En el Capitulo 12 se abordaran los métodos estadisticos

para analizar datos composicionales.

133



Regresion lineal simple

El andlisis de regresion puede ser lineal o curvilineo. A su vez el analisis lineal puede ser simple,
parcial o maltiple y el curvilineo simple o maltiple (potencial, exponencial o logaritmico). En el
analisis de regresion se utiliza X para designar a la variable independiente e Y para referirse a la
variable dependiente. La relacion mas simple que existe entre una variable dependiente y una
independiente es la lineal (sélo se aborda esta en el libro). Solamente se necesitan dos estadisticos
para describir la posicion de la recta, el valor de Y cuando X es cero, llamado ordenada al origen y
simbolizada con a y la pendiente de la recta, representada con b. Se puede ubicar cualquier punto

sobre la recta con la ecuacion:

El andlisis de regresion consiste en hallar la recta que mejor describe la relacion entre dos variables y
realizar las pruebas estadisticas para corroborar que esa relacion existe en la poblacion muestreada

(i.e. la pendiente es diferente de cero).

Céalculo de la ecuacion de la recta

Suponga que se realiza un muestreo de una poblacion donde las dos variables tienen una dependencia
funcional que es lineal, cuando se grafican los datos de la muestra en un grafico de dispersion es de
esperar que los puntos se encuentren alineados (Fig. 2). Se puede calcular la recta que mejor ajusta a
los datos con el método de minimos cuadrados.

El método de ajuste de minimos cuadrados considera la desviacion vertical entre cada punto y la recta
(i.e. desviacion es Y — ¥, donde Y es el valor estimado por la recta de regresion) y define a la recta
que mejor ajusta aquella donde el cuadrado de las desviaciones de todos los valores es minimo,
[Z2(Y — ¥)? = minimo]. La suma de cuadrados de estas desviaciones se llama Suma de Cuadrados
de las desviaciones como se vera luego.

Antes de calcular los coeficientes de la recta conviene recordar que se define:

2
Suma de Cuadrados de X = SCx = Y, x? — % 8.11)
_ _ 2 E»?
Suma de Cuadrados deY = SCy = Y, y* — = 8.12)
Suma de Cuadrados de XY = SCxy = Y, xy — LXLY (8.13)

n

134



L= S AL L L B L B L B B L B

4

.
e

LN  I
N\

Al v by P v b b by

0 1

o

1 2 3 4 5 6 7
X

Figura 2. Los datos de esta figura muestran la relacion lineal de Y en funcion de X.

Coeficiente de regresion

La expresion 8.14 se utiliza para calcular el coeficiente de regresion que es la pendiente de la recta.

Ix¥y
scxy  Xxy—"T 7=
b="%ex = 5 x2- 202 (8.14)
S

x (8.15)

El numerador de b puede ser positivo, cero o negativo, el denominador es siempre positivo, y el valor
de la pendiente puede estar, tedricamente, entre menos infinito y mas infinito. Pendientes positivas
indican que al aumentar los valores de la variable también aumenta el valor de la variable
dependiente. Pendientes negativas sefialan que los incrementos de la variable independiente van
acompafiados por decrecimientos de la variable dependiente. Cuando la recta es paralela al eje de las
X, la pendiente es cero lo que muestra que los cambios de la variable independiente no se relaciona
con las variaciones de la variable dependiente. La pendiente se expresa en unidades de X sobre
unidades de Y. El coeficiente de regresién expresa el cambio que se produce en Y con el cambio de
una unidad de X (Fig. 3). Cuanto mayor es el valor absoluto de la pendiente, mayor es la magnitud del
cambio de Y por cada unidad de cambio de X.

Ordenada al origen
La ordenada al origen es el valor de la variable dependiente correspondiente al valor cero de la

variable independiente. Matematicamente se prueba que el punto X e Y se encuentran en la recta de

regresion que mejor se ajusta a los datos, entonces se puede sustituir ambos los valores X;; e Y;; en la
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ecuacion de la recta (expresion 8.10) por los valores medios de modo que se tiene Y =a+b X, y

simplemente obtener la ordenada al origen como

a=Y+bX (8.16)
Y
Yol
v L

‘ Y,

O N S

Figura 3. Por convencion se utiliza la ordenada para la variable dependiente Y, y la abscisa para la variable independiente
X. Calculo de la pendiente de la recta que mejor ajusta a un conjunto de datos. La flecha vertical indica el cambio relativo
de Y; a Y, que se produce con el incremento en X desde X; a X,. Para cualquier par de puntos, el cociente (Y- Y1)/(Xz - Xy)

es la pendiente de la recta, en este caso es positiva porque Y aumenta cuando X aumenta.

Estimacion de la variable dependiente a partir de la variable independiente

Conocer la pendiente y la ordenada al origen de la recta que mejor ajusta permite estimar cualquier
valor de la variable dependiente para cualquier valor de X usando la ecuacién 8.10.

Para dibujar la recta de regresion solo se necesitan conocer dos valores de Y, se recomienda que esos
dos valores sean la ordenada al origen y el que corresponde a X.

Por otra parte, es aconsejable no extrapolar las estimaciones fuera del rango de la variable
independiente que se utiliza para calcular la recta pues la funcion puede cambiar fuera de ese rango.
Por ejemplo el gradiente geotérmico tiene un comportamiento lineal de 33 °C/km los primeros

kilometros, pero el gradiente cambia a medida que la profundidad se aproxima al manto.

EJEMPLO 4

Célculo de la recta de regresion

El costo de produccion de una empresa minera esté integrado por varias variables (mano de obra directa,
gastos de transformacién, materiales consumibles como explosivos, etc.). En este ejemplo el problema se
simplifica y se proponen un conjunto de datos hipotéticos de produccién (X) y costo total (Y) mensual de
una empresa minera. Produccidn y costo estan multiplicados por contantes para facilitar los calculos.

Produccién Costo

10 (X) $10°%(Y)
0,94 3,75
1,25 4,65
1,88 5,70
0,94 3,15
2,19 6,45
1,88 4,80
2,81 7,20

136



2,50 5,85

2,50 6,60

1,56 4,50
1,63 5,10
2,63 6,15

n=12

X=1,89 Y =533

Y x = 22,69 Yy =63,90

Sy = 0,65 S, =121

Sz =10,42 S2 =147

Y x? = 42,52 Y y2 = 356,45

(Xx)?=514,72 (X y)? = 4083,45

Y xy =12892

2
SCx = x? —@:45,52—M=4,63
n 12
2
y) 4083,45
SCy = 2 —(27 =356,45-————=16,18
y Zy n 12

SCxy =ny—@=12&92—w:&m

a. Calculo del coeficiente de regresion (pendiente b de la recta)
b SCxy _ 810
© SCx 4,63

=175%/t

b. Célculo de la ordenada al origen, a
a=Y-b X =533-175-1,89=2,01%

c. Laecuacién de larecta es
Y=2,01%$+175%/t-X t

d. Estimacion del costo de extraccion de 2 t de material
X

Supuestos de la regresion

Para validar las hip6tesis sobre los parametros poblacionales o para hallar los intervalos de confianza
de la regresion se requiere el cumplimiento de los siguientes supuestos:

1° La variable dependiente es determinada por la variable independiente.

2° La relacion entre las variables es lineal. Esto se corrobora con un grafico de dispersion.

3° Para cada valor de X existe una poblacion de valores de Y que estdn normalmente distribuidos.

4° Las varianzas de estas poblaciones de Y son iguales entre si. Esto se puede comprobar graficando

los residuos. El residuo es la diferencia entre el valor observado y el estimado por la recta (Y — ¥). En
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un grafico de dispersion se grafican los residuos para cada valor de X. Si hay homogeneidad de
varianzas los residuos se distribuyen de manera uniforme en una linea horizontal en torno al cero pero
cuando hay heterocedasticidad el ancho de la banda cambia a medida que X varia (Fig. 4).

5° El error de Y es aditivo.

6° Los valores de Y son independientes.

7° La variable independiente X se mide sin error. Si bien esto es impracticable, el error debe ser
despreciable o al menos pequefio comparado con el error de medicidn de la variable dependiente.
Alejamientos pequefios de estas asunciones no invalidan las estimaciones. Si la relacion entre las

variables no es lineal se pueden transformar los datos antes de hacer el anlisis de regresion.

0 4' 7 " o

X

a b
Figura 4. Gréfico de residuos: a) Homocedasticidad, b) Heterocedasticidad, en este caso, la varianza de los residuos

X

decrece al aumentar X.

EJEMPLO 5
Comprobacion del supuesto de homocedasticidad con el Método de los residuos

Se utilizan los datos del ejemplo 4 produccién-costo de la empresa minera para las poblaciones de la
variable dependiente que corresponde a cada valor observado.
El prondstico de Costo se calcula con y=201$+175%/t-xt, para cada valor de produccion

observado. El residuoes Y — Y.

c Costo
(:;sto estimado Residuos
)4
3,75 3,66 0,09
4,65 4,20 0,45
5,70 5,30 0,40
3,15 3,66 -0,51
6,45 5,85 0,60
4,80 5,30 -0,50
7,20 6,94 0,26
5,85 6,39 -0,54
6,60 6,39 0,21
4,50 4,75 -0,25
5,10 4,86 0,24
6,15 6,61 -0,46
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Produccién

Los puntos forman una franja horizontal con respecto a cero, entonces el modelo es aceptable.

Pruebas de Hipdtesis sobre el coeficiente de regresion (pendiente)

Cuando la pendiente de la recta de regresion se calcula a partir de los datos de una muestra no informa
sobre la relacion entre las variables en la poblacion. Puede suceder que aunque b sea diferente de cero
se halla muestreado una poblacion donde la relacién de dependencia entre las variables no exista y

que este hallazgo sea solamente una cuestion de azar (Fig. 5).

a
Figura 5. Tres situaciones donde X e Y no tienen relacion de dependencia. Con linea roja recta de regresion de la muestra,

linea cortada, regresion de la poblacion. a) La recta de regresion de la muestra y de la poblacidn tienen pendiente 0. b) La
recta de regresion de la muestra tiene suave pendiente positiva y la de la poblacién tienen pendiente 0. ¢) La recta de

regresion de la muestra tiene suave pendiente negativa y la de la poblacién tienen pendiente 0.

Para conocer si en la poblacion muestreada las variables tienen una dependencia lineal se debe
realizar una prueba de hip6tesis sobre el coeficiente de regresion poblacional (B). Se plantean la
hipotesis nula Ho: B = 0 y la hipétesis alternativa Ha: B # 0. Fijado el nivel de significacion o de la
prueba, si la hipétesis nula se acepta existen evidencias para sostener, con probabilidad de error 1 - o,
que la muestra es tomada de una poblacién donde las variables no tienen una relacion de dependencia.
En tanto si la hip6tesis nula no se rechaza, existen evidencias para sostener, con probabilidad de error
1 - a, que la muestra es tomada de una poblacion donde las variables tienen una relacion de
dependencia. Estas hipotesis se pueden testear utilizando Andlisis de la Variancia de la regresion o
utilizando una prueba de t de Student.
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ANOVA de la regresion

El analisis de la varianza de la regresion permite testear las hipotesis Ho: B =0y Ha: B # 0. Se trata de
un analisis analogo al descripto en el Capitulo 7. En la figura 6 se representan las fuentes de variacion
del analisis. Para el dato X-Y, la Variacion Total es la distancia vertical entre Y y la media de la
variable dependiente (Y — Y). La variacion total se puede dividir en dos: a) la Variacion Explicada
por la recta de Regresion, esta representada por la distancia entre el valor estimado por la recta y la
media (¥ — ¥) y b) la variacion no explicada por la regresion llamada Error o Variacion Residual, es

la distancia entre el valor observado y el estimado por la recta (Y — Y).

Figura 6. ANOVA de la regresion. La figura muestra la recta de regresion para seis datos con linea entera y la media de Y
con linea de trazos. La linea roja entera representa la variacion total, es la distancia del punto X,Y a la media ¥ (Y — ¥).
La linea roja de puntos representa la variacion explicada por la recta de regresién (¥ — ¥). La linea roja entrecortada

representa el Error, la variacion no explicada por la recta de regresion (Y — 7).

Las sumas de cuadrados de las dos fuentes de variacion del analisis se obtienen sumando para todos
los pares de valores X,Y el cuadrado de esas diferencias. Los grados de libertad totales son n - 1, los
del error, n - 2 y el de la regresion® es 1. Los cuadrados medios se obtienen calculando los cocientes
entre suma de cuadrados y grados de libertad respectivos. El estadistico de prueba F se consigue con
el cociente entre el Cuadrado medio de la regresion (CMR) y el Cuadrado medio del error
(CME). El Cuadro 1 muestra las formulas para realizar los calculos.

Si la recta tiene pendiente cercana a cero o es cero, el CMR y el CME son muy semejantes, entonces
F =~ 1. A medida que la pendiente aumenta la varianza explicada por la regresion y disminuye la
varianza no explicada, F > 1. La decision estadistica se toma contrastando F calculado con F, gr, gig)
(Tabla 4 del Anexo).

Los cuadrados medios, al igual que en el ANOVA se calculan como cocientes entre sumas de

cuadrados y los grados de libertad.
Cy)?

n

La Suma de Cuadrados Total es SCT = SCY = Y y? —

Los grados de libertad total glTotal =n - 2
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La Suma de Cuadrados de la Regresion:

2
) scxry?  (Say-EEY)
SCRegresion = = Sy
SCX ¥ xy—2xeY
n

Los grados de libertad total gIRegresion =1

La Suma de Cuadrados del Error o Residual: SCError = SCT — SCRegresién.

Los grados de libertad total glError =n -2

Fuente de Grados de
o Suma de cuadrados ) Cuadrados medios | F¢
variacion libertad (gl)
R ., (sCcxY)? _ —
egresion | SCR =-——==bSCxy (8.17) gIR=1 CMR = SCR (8.19)
Error o CMR
: SCE = SCT — SCR (8.18) glE=n-2 | CME=%£ (820) | cur (8.21)
Residual glE
SCT
Total SCT = SCy glT=n-2 CMT = —
glT
Cuadro 1. Tabla resumen de ANOVA de la regresion con formulas que se utilizan en el analisis.
EJEMPLO 6
Célculo de ANOVA de la Regresion
Se utilizan los datos del ejemplo 4 de produccién-costo de la empresa minera.
Ho: B =0
Ha: B#0
n=12
a=0,05
De la Tabla 4 del Anexo, F 1. 1.1y = 4,84
SCy =16,18
SCx =4,63
SCxy =8,10
SCT =SCy =16,18
2 2
scr= O 810" ;5
SCx 4,63
SCError = SCT —SCR =16,18-14,20=1,98
gl Total =12-1=11; gl Regresion=1 glError=12-2=10
CMR = SCR = 14,20
CME = SCE 198 0.2
T glET 10
Fo= CMR 142 7178
CTTMET 02z "
Fuentes de Suma de Grados de Cuadrado E
variacion Cuadrados libertad medio ¢
Total 16,18 11
Regresion 14,20 1 14,20
71,78
Residual 1,98 10 0,20

Fc > Fos: 1;11) (71,78 > 4,84) se rechaza la Hipotesis nula. En la poblacion muestreada el coeficiente de

regresion B # 0 (p > 0,05). Existe dependencia del costo con la produccién de la empresa minera.
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Error estandar de estimacion

El Cuadrado Medio del Error o Residual a veces se indica como SZ., representa la varianza de Y
después de tomar en cuenta la dependencia de Y sobre X. La raiz cuadrada de la varianza residual es el
error estandar de estimacion Sy.y.

El error estandar de estimacion indica la precisién con la cual la recta de regresion predice la

dependencia de Y por X. La ecuacion de la recta se escribe entonces como

En el ejemplo produccion-costo de la empresa minera Sy.x = 1,4. La ecuacion de la recta es para este

caso §=2,01$+175$/t-2t+14.

Coeficiente de determinacién

El coeficiente de determinacion, r?, como se indicd mas arriba, sirve como medida de la linealidad de
la regresion. También es un estadistico que indica la proporcion o porcentaje de la variacion total de
los valores de la variable dependiente Y respecto a la media (Y) que es explicada por la linea de

regresion. r? se calcula como

Suma de Cuadrados de la Regresion
r2 = g (8.23)

Suma de Cuadrados Total

y toma valores entre 0 y 1. Cuando todos los puntos se ubican sobre una recta de regresion cuya
pendiente es diferente a cero, toda la variabilidad es explicada por la recta, numerador y denominador
de la expresion 8.23 son iguales y r? es 1. Si la suma de cuadrados explicada es menor que la no
explicada, r* es menor a uno. Cuando el coeficiente de determinacion es pequefio se concluye que la
relacion lineal no es un buen ajuste para los datos, ya sea porque hay poca relacién entre las variables
o0 bien a que la relacién subyacente no es lineal.

La contraparte del coeficiente de determinacion es el coeficiente de indeterminacion. Se trata de la
proporcion o porcentaje de varianza no explicada por la regresion, es 1 - r°.

En el ejemplo produccion-costo de la empresa minera r? = 0,8777, la recta calculada ajusta bien a

los datos, solo el 12% de la variabilidad de los datos no se explica con el modelo.

Test de t sobre g (Coeficiente de regresion)

La prueba de t es una prueba alternativa que se puede realizar sobre el coeficiente de regresion para
testear la hipotesis de = 0. Sin embargo es la Unica para someter a prueba hipotesis sobre 3 diferente
decero (Ho: B<0yHa:p>0; H: p=>0y Ha: p <0).
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Al igual que en otras pruebas de t el estadistico se calcula como la diferencia entre el estadistico y el

pardmetro hipotetizado sobre el error estandar del estadistico (Capitulo 6). Para este caso

b—B
t, = (8.24)
Cuadrado Medio Residual
Suma de cuadrados de X

Si [ty] > t, n-2), S rechaza la Hipotesis nula para el nivel de significacion elegido para la prueba.

Limites de confianza en la regresion

Los intervalos de confianza de la regresion se calculan en forma analoga a otros intervalos de

confianza sumando y restando al estadistico el producto del error estandar del estadistico y el valor

critico de t para el error elegido para la prueba (Capitulo 6).

Limites de confianza para el coeficiente de regresion

Para el coeficiente de regresion los limites de confianza de 3 se calcula con la siguiente expresion:

Suma de Cuadrados de X Suma de Cuadrados de X

p (b _ tﬁ_v\/ Cuadrado Medio Error < ,3 <b+ tﬁ,v\/ Cuadrado Medio Error ) —1—a (825)
2’ 2’

para v=n - 2.
La figura 7 muestra los limites de confianza para la pendiente de la linea de regresion. Dentro de estos

Iimites los posibles valores de b basculan alrededor del punto (X, Y).

EJEMPLO 7
Limites de confianza del coeficiente de regresion
Se utilizan los datos del ejemplo 4 de produccion-costo de la empresa minera.

n=10
b=1,75
SCx =4,63
SCE 1,98
CME = gﬁ =10 = 0,2
o =0,05
v=n-2=10
De la Tabla 3 del Anexo, ty». = 2,228
plb—ta \/ Cuadrado Medio Error <B<b+tta J Cuadrado Medio Error 1_g
2V |Suma de Cuadrados de X 2V |Suma de Cuadrados de X

, 0,2 , 0,2
P|1,75— 2,228 263 <p <175+ 2,228 263)° 1-0,05

P (1,29% <p <221 $/t> =0,95
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Figura 7. Limites de confianza del 95% de la linea de regresion. Linea roja, recta de regresion. Lineas negras cortadas

limites de confianza.

Limites de confianza para el valor estimado de Y

Los limites de confianza de los valores estimados de Y generan una Banda de Confianza alrededor de
la recta de regresion cuyo ancho es minimo para X = X y se ensancha a medida que se aparta de la
media (Fig. 8). La expresidn 8.26 permite calcular los limites de confianza de un valor estimado

> D) _ ¢ op =%
P(Y—t;z;v\/s 2+ SCX]<Yu<Y+t;;V\/ [+SCX]) 1-a (8.26)

para v=n - 2.
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Figura 8. Banda de confianza del 95%de la linea de regresion.
Linea roja, recta de regresion. Lineas negras cortadas limites de confianza.
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EJEMPLO 8

Limites de confianza del valor estimado con la recta de regresién
Se utilizan los datos del ejemplo 4 de produccién-costo de la empresa minera.

De la Tabla 3 del Anexo, ty2.10 = 2,228

X=189
SCx =4,63

S;,X =CME =0,2
- 1 X-X) PN 1 (X-X)
— 2 2 |4~ =1 —
P <Y t%;v Sv.x [n + SCX ] <YV, <Y+ t%;v\/SY'X [n + SCX ) 1—«a

Pl 7,51-2228 02[1+(2_1’89)]<f <751+ 2,228 02[1+(2_1'89)] =1-0,05
’ ’ 112 4,63 b= ’ 112 4,63 - ’

P(7,18$/t <Y, < 7,83$/t) = 0,95

Prediccion inversa

Existen algunas pocas situaciones en las que es posible estimar el valor de la variable dependiente a
partir de la variable independiente, esto se conoce como prediccion inversa. Para el célculo

simplemente se acomodan los términos de la expresidn 8.10 de modo que se tiene

X, =4 (8.27)

Los limites de confianza del valor estimado de X no son simétricos, para calcularlos se usa la

expresion

_ tgn_ T
p(ree s (). o

— p2 _ 42 2
donde K =1b>b —t%n_zsb.
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Comparacion de dos coeficientes de regresion (dos pendientes)

En los casos en los que se muestrean dos poblaciones y se obtienen dos rectas de regresion suele ser
necesario conocer si las pendientes son significativamente diferentes entre si o si son diferentes de
cero. Para comparar las pendientes de dos rectas se utiliza una prueba de t de Student analoga a la que

se utiliza para comparar dos medias (Capitulo 6) con un procedimiento que lleva varios pasos.

Prueba de igualdad de pendientes

Para analizar si las pendientes de las dos rectas son iguales (Ho: B1 = B2, Ha: B1 # B2) €l primer paso es

calcular el estadistico t con la expresion

bi—b,

ty, = S5 (8.29)
1—0P2
donde el error estandar de la diferencia entre los dos coeficientes de regresion es
SZ. S2,
$p0. = (3x), (55, .30)

(5€x);  (SCx),’

El cuadrado medio residual ponderado se calcula con

__ CMResidual, +CMResidual,

(SEx)p = . (8.31)

glResidual,+glResidual,

El valor critico de t para esta prueba tiene grados de libertad v = n; + n, - 4 (la suma de los grados de
libertad de los dos residuos). Como en otras pruebas, Si [to| > t(, n1+n2-4), S€ rechaza la hipotesis nula
para el nivel de significacion elegido para la prueba.

Si se rechaza la hipotesis nula (Ho: B1 = B2) Se asume que se han muestreado dos poblaciones

diferentes, entonces conviene calcular el punto donde ambas rectas se cruzan utilizando

_ Q24
Xo =30 (8.32)

Para estimar cualquier valor de Y se usa indistintamente las ecuaciones de las rectas:
/YE: aq +b1 XC 0 ?E: a, +b2 Xc. (833)

Cuando la hipotesis nula no se rechaza hay que estimar el parametro poblacional 3 que corresponde

a ambas rectas con

_ SCxy;+SCxy,
SCx,+SCxy

be (8.34)

146



Prueba para diferencia de pendientes igual, mayor o menor y diferente de cero

Es posible testear la hipotesis que la diferencia entre dos coeficientes de regresion es un valor
especifico (Bo). Las hipdtesis pueden ser a dos colas (Ho: B1- B2= Bo, Ha: B1— P27 Bo) 0 a una sola cola
(Ho: B1- B2>PBo, Ha: B1- B2<Po 0 Ho: B1- B2<Po, Ha: P1- B2> Bo). El estadistico de prueba es

¢ = ba=bel=Po (8.35)

Sbhi-by

El valor critico de t para la prueba tiene grados de libertad v = n; + n, - 4 (la suma de los grados de

libertad de los dos residuos). La hipdtesis nula se rechaza si el t calculado es mayor que el t critico.

EJEMPLO 9

Test de diferencia entre dos coeficientes de regresion
Se presentan las rectas de regresion que modelan los cambios del contenido de humedad en funcidn de la
profundidad de dos tipos de suelos diferentes que se desarrollan en una misma éarea de estudio.

Ho: B1=PB2; Hal B1#B:

Para la muestra 1

Para la muestra 2

n=26 n=30
Y x? = 1470,87 Y x2 = 227247
Y y? = 13299,53 Y y? = 10964,09
Y xy = 4363,16 Y xy = 4928,81

436316 . _ 492881 _

1467087 T 272,47
SCError = 13299,53 — £36316% _ 356 73 SCError = 10964,09 — 2283 _ 57391

1470,87 2272,47

glError =26 -2 =24 glError =30-2=28

2 __356,73+273,91 __
(Svdp = 24428 12,13

_ | 1213 12,13

Sp1-b2 = 1470,87 | 2272,47 0,1165

— 2,97-2,17 — 6,867

0,1165

v=24+28=52
o =0,05

De la Tabla 3 del Anexo, tg 5. 52 = 2,007

Se rechaza la Hipdtesis nula, t >ty g2s: 50, p < 0,001 (6,867 > 2,007). Los coeficientes de regresion de los
dos suelos son diferentes.

Interpretacion de la funcion de regresion
Como se ha visto, la ecuacion lineal calculada a partir de una muestra de datos bivariados (las

constantes a y b) permite describir el ritmo de cambio de la variable dependiente (Y) con el cambio de

la variable independiente (X). Sin embargo, aunque se asume que existe una dependencia matematica
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de Y sobre X, no se debe asumir que exista un fendmeno geoldgico causa - efecto, ni que el fenémeno
geoldgico pueda ser descripto en su totalidad por la recta. A pesar de estas limitaciones, la ecuacién
de regresion es util para predecir los valores de Y para un X dado asi como el error de la estima,

valores muy utiles en si mismos.

Regresion lineal en geocronologia

Un uso importante de la regresion es en datacion de muestras geologicas, rocas o fosiles usando el
método radiométrico basado en la desintegracion atomica. En la constitucion de rocas y fosiles
participan elementos inestables quimicamente llamados isotopos radiactivos que se desintegran y se
transforman en otros. El isotopo radiactivo se denomina padre (P) y el isotopo estable hijo (D). La
ecuacion 8.36 expresa la relacion entre ambas ambos. D es la variable dependiente (equivalente a Y),
P es la independiente (equivalente a X).

D =Dy + (e* - 1)P. (8.36)

D es la cantidad de isotopo presente en la muestra, D, es la cantidad presente en la roca al momento
de su formacion, e es el exponencial, A es la constante de decaimiento radiactivo (se mide en afios), t
es la edad de la muestra medido desde el presente (se expresa en Ma -10° afios- 0 en Ga -10° afios-) y
P es la cantidad de isotopo padre de la muestra.

La desintegracion o decaimiento se realiza a un ritmo constante que se puede medir en el tiempo
geoldgico. El periodo de Semidesintegracion (t/2) es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de
los nucleos del isotopo radiactivo (se mide en afios). También se puede definir como el tiempo que
tardan en transmutarse la mitad de los atomos radiactivos de una muestra. Un ejemplo es el Carbono
14 utilizado para datar restos fosiles no muy antiguos, su periodo es de 5760 afios. Se conoce el
periodo de semidesintegracion de muchos isotopos que forman parte de la constitucion de las rocas y
se utilizan en geocronologia, por ejemplo “C/*N, “°K/*Ar, ®’Rb/¥'Sr y Z8U/**°Pb.

Un diagrama isocrono es un diagrama bivariado de la relacion entre los isotopos padre - hijo para un
conjunto de muestras de roca cogeneticas. Cuando la suite de muestras define un patrén lineal forman
una isécrona y la pendiente de la recta es proporcional a la edad de la suite. La edad de la roca se

calcula a partir de la pendiente de la recta con la ecuacion,

t= % In (pendiente + 1). (8.37)

La recta que mejor ajusta la isocrona se obtiene con el método de minimos cuadrados pesados que
permite determinar, con precisién razonable, la pendiente y ordenada al origen de la isdcrona.

Utilizando este método es posible conocer la bondad del ajuste de la isécrona a partir del cuadrado
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medio de las desviaciones y obtener los limites del error analitico de los datos. La errocrona es la

recta que no ajusta a los datos dentro de los limites del error analitico.
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ESTADISTICA NO PARAMETRICA

Introduccidén

Bajo el nombre de métodos no paramétricos se incluyen una variedad de pruebas que se emplean en el
analisis de variables nominales (que se pueden clasificar en diferentes categorias) y de variables que
se expresan en escalas ordinales. También se utilizan para datos medidos en escalas de intervalo o de
razon donde la funcion de distribucion de la variable aleatoria es inespecifica. Surgidos a fines de
1930, estos métodos llenan el vacio que dejan los métodos paramétricos descriptos en los capitulos
precedentes.

Las pruebas no paramétricas tienen ventajas y desventajas respecto a las paramétricas. Se pueden
utilizar cuando se desconoce la distribucion de probabilidad la poblacion, brindan respuestas rapidas
con pocos célculos, en los casos en que los datos son convertidos en rangos se elimina la
incertidumbre asociada a la escala utilizada en las mediciones. Por otra parte, si los datos son
continuos pero existen dudas del cumplimiento de los supuestos requeridos por las metodologias
descriptas hasta ahora (normalidad y homogeneidad de varianzas) permiten hacer inferencias sobre
los pardmetros poblacionales. Sin embargo no usan toda la informacion disponible y al no haber
parametros es dificil hacer estimaciones cuantitativas, ademas son algo menos eficientes, para

rechazar la hipotesis nula con el mismo nivel de confianza se necesitan muestras mayores.

Variable 2

Nominal Ordinal

Variable 1

Bondad de ajuste (3°)
Tabla de Contingencia
Test de rachas
Ordinal Test U de Mann — Whitney Coeficiente de correlacién de Spearman
Test de Kruskal —Wallis

Cuadro 1. Métodos no paramétricos. * El test de rachas se describe en el Capitulo 11 dado que se utiliza en el andlisis de

Nominal Test de Kolmogorov — Smirnov (dos muestras)

series.

Dado que la estadistica no paramétrica trabaja bien en suposiciones muy generales acerca de las
caracteristicas de cualquier distribucion de probabilidades o parametros involucrados en un problema

inferencial, entonces si existen dudas sobre los supuestos que subyacen en los métodos paramétricos
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es mas seguro usar métodos no paramétricos, sin embargo cuando los supuestos se cumplen se deben
aplicar métodos paramétricos.
Naturalmente el tipo de variable y el objetivo del analisis determinan cuél debe ser el método que se

utilice. El cuadro 1 muestra los métodos que se abordaran en este capitulo.

Pruebas para datos nominales
Pruebas de bondad de ajuste 3

En los trabajos geoldgicos en los que se registra la presencia de alguna caracteristica, por ejemplo se
registra la presencia de estructuras en sedimentos cuando se levanta una columna estratigrafica o
cuando muestras de agua se clasifican como potables o no, se utiliza la prueba °. La prueba requiere
datos nominales con categorias mutuamente excluyentes y su objetivo es inferir si la muestra fue
tomada de una poblacién cuyas componentes tienen proporciones establecidas. Aplicaciones
geoldgicas se encuentran en la clasificacion de rocas, problemas mineros y problemas paleontoldgicos
entre otros.

Para calcular el estadistico de prueba se muestrea la poblacién, los datos se expresan como
frecuencias. El estadistico de prueba es el mismo que el de otras pruebas de bondad de ajuste

(Capitulo 6, expresion 6.25),
K (fo - fe)?
X = Z—( ) 9.1)
= fe

ddnde fo: frecuencia observada, fe: frecuencia tedrica o esperada y k: son las categorias de los datos.
Las hipotesis que se contrastan son:
Ho: fo = fe (las frecuencias observadas son iguales a las frecuencias esperadas) y

Ha: fo # fe (las frecuencias observadas son diferentes a las frecuencias esperadas).
- . Y ., . . 2
Se fija el nivel de significacion de la prueba, o. La hipétesis nula se rechaza cuando y2 > X - LOS

grados de libertad, v, se calculan como k (nimero de clases) menos 1 (v=k - 1).

EJEmPLO 1

Prueba de bondad de ajuste de x?

El objetivo de la prueba es conocer si una muestra geologica de gneiss fue tomada de un afloramiento
donde la relacién entre los porfiroblastos de hornblenda (H), biotita (B) y granate (G) es 9:3:3. Los datos
provienen de un analisis modal.

H B G N
fo 152 39 53 244
fe 146,4 48,8 48,8
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Ho: Los datos provienen de una poblacion con relacion H:B:G de 9:3:3.
Ha: Los datos provienen de una poblacién donde la relacién H:B:G no es 9:3:3.

N =244

Grados de libertad v=k-1=3-1=2
Nivel de significacion o = 0,05

De la Tabla 2 del Anexo, x§ ¢s., = 5,99

_ (152-146,4)* N (39-489)? . (53-488)2

=0,2142+1,9680+0,3615 = 2,544
146,4 48,8 48,8

K 2
2 o (fo—fe)
Xe _; fe

Dado que 2,544 < 5,99 no existen evidencias para rechazar la hip6tesis nula.
Se puede concluir que la muestra de gneiss proviene de un afloramiento donde hornblenda, biotita y
granate tiene una relacion 9:3:3.

Correccion de #’por continuidad (Correccion de Yates)

Cuando los grados de libertad de la prueba es uno, v = 1 y el tamafio de la muestra es menor a
doscientos (n < 200), el valor de > calculado con la expresion 9.1 no es exacto, esta sobrestimado.
Esto puede inducir a cometer errores Tipo |, rechazar la hipdtesis nula cuando es verdadera, con
probabilidad de error mayor a o, y el sesgo aumenta a medida que el tamafio de la muestra disminuye.
En los casos en los que v = 1 se debe aplicar la Correccién por continuidad de Yates donde el
valor absoluto de las desviaciones entre la frecuencia observada y las esperadas se reduce 0,5, de

modo que

k (| fo - fe|—0,5)?
x=2 P :
i=1

(9.2)

para y2 el valor de ¥ corregido.

EJEMPLO 2

Correccidn por continuidad de Yates

El sentido de enroscamiento de los caparazones del foraminifero Globorotalia truncatulinoides se usa
como dato indirecto (proxi data) para estimar paleotemperatura del agua de mar. Las valvas dextrogiras
ocurren en una relacion 9:1 sobre las levégiras cuando las aguas son calidas. El objetivo del estudio es
determinar la paleotemperatura del agua en un un nivel de un testigo recogido a la latitud de Buenos
Aires en la plataforma continental a partir de G. truncatulinoides.

Ho: Los datos provienen de una poblacion con relacion 9:1 de G. truncatulinoides dextrogiras-levogiras.
Ha: Los datos provienen de una poblacién donde la relacion G. truncatulinoides dextrégiras-levogiras no

es 9:1.
Categoria (sentido de enroscamiento)
Dextrégiras Levdgiras
fo 84 16
fe 90 10
N = 100
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fe valvas dextrégiras = (0,9) 100 = 90
fe valvas levogiras = (0,1) 100 = 10
Grados de libertad v=k-1=2-1=1
Nivel de significacion o = 0,05

De la Tabla 2 del Anexo, x§ os.,= 3,84

=0,4000 + 3,6000 = 4,000
90 10

k (fo—fe)®> (84-90)° (16-10)°
4o3 fe) _(84-90)° (16-10)
i=1
Utilizando la correccién por continuidad de Yates se obtiene
, & (fo—fe-05)° (84-90-05)° (16-10-0,5)°
Xe = z - +
) fe 90 10

=0,3361+3,0250 = 3,3611

Observe que si no se utiliza la correccion de Yates se rechaza la hipotesis nula dado que 4,00 > 3,84. Sin
embargo, el resultado obtenido usando la correccion indica que no existen evidencias para rechazar la
hip6tesis nula puesto que 3,36 < 3,84.

Se puede concluir que los ejemplares provienen de una poblacion donde la relacion de G.
truncatulinoides dextrogiras-levogiras es 9:1 lo que indicaria que se trata de aguas calidas.

Pruebas de asociacion. Tablas de contingencia

El estudio de la influencia de una variable, variable independiente, sobre la forma en que modifica
otra, la variable dependiente, es un estudio bivariado. Las tablas de contingencia son tablas de doble
entrada que constituyen una herramienta fundamental para el analisis de la dependencia o
independencia entre variables categdricas. Las variables y sus categorias pueden ser nominales o estar
codificadas. Las tablas estan compuestas por m filas que presenta las categorias de una variable y n
columnas para las categorias de la otra variable, en algunas ocasiones puede haber una tercera
variable y en ese caso son tablas en tres dimensiones. La interseccion de filas y columnas delimita
celdas donde se vuelcan las frecuencias absolutas de los individuos que presentan las categorias
simultaneamente. Es importante recalcar que deben ser tablas de frecuencias absolutas y nunca deben
Ser proporciones o porcentajes.

Por ejemplo, observar la frecuencia de una especie de bivalvo fésil en diferentes afloramientos de una
Formacién o la ocurrencia de un metal pesado por encima o debajo de un valor limite en diferentes
sectores de un rio o quizas la redondez y esfericidad de los clastos de una psefita. En cualquiera de
estos casos y en otros muchos andlisis de este tipo subyacen dos hipotesis sobre la existencia de
alguna relacion entre la frecuencia de ocurrencia simultanea de las dos variables. La primera afirma
que existe una relacion entre las variables estudiadas, ocasionalmente, si existe sustento teorico, es
posible hablar de variable dependiente y de variable independiente. La otra hipotesis afirma que no
existe tal relacion y que ambas variables son totalmente independientes, esta es la hipétesis nula.

Inspeccionar la tabla de contingencia no permite ser concluyente sobre cual hipétesis es valida y se
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debe realizar una prueba, en este caso se trata de una prueba de hipotesis de y°. La hipétesis nula es
sobre ausencia de relacion de ocurrencia, sélo a veces de independencia. Si el supuesto de
independencia se cumple, se espera encontrar frecuencias similares para la ocurrencia conjunta de las
categorias de cada variable, pero cuando las frecuencias esperadas son diferentes de las observadas se
deduce una relacion de dependencia.

El estadistico de prueba es

o (fo;, - fe;)?

g2=y Y T 9.3)

i1 j=l feij

donde foj; es la frecuencia observada en la fila i y columna j, fej; la frecuencia esperada.

Las frecuencias esperadas se calculan con:
_ TFi'TCj

fel-]- = (94)

N
para TF; = suma de las frecuencias de la fila i, TF; = suma de las frecuencias de la columna j, N =

cantidad de datos.
Las hipotesis que se contrastan son:
Ho: fo = fe (no existe relacion entre las variables) y

Ha: fo # fe (las variables estan relacionadas).

Para saber si la diferencia es significativa o no lo es, se compara el valor de y*calculado con un ;(j;v
critico para el nivel de significacion, o, elegido para el test (Tabla 2 del Anexo). La hipétesis nula se
rechaza cuando y’ > )(j;v. Los grados de libertad v se calculan como cantidad de columnas (n)

menos por cantidad de filas (m) menos 1 (v=(m-1) (n—1)).

EJEMPLO 3

Tablas de contingencia

En el noroeste de la provincia de Buenos Aires las aguas subterraneas suelen poseer elevados tenores de
fldor. Concentraciones elevadas de este elemento en el agua para consumo resultan perjudiciales para la
salud, la OMS establecio como limite 0,5 pg/l. Un hidroge6logo estudia si los valores de F en el agua
subterranea de 4 localidades del municipio de Carlos Tejedor se relacionan con su ubicacion. Las
muestras de agua de los pozos fueron clasificadas en dos categorias mutuamente excluyentes: por encima
0 por debajo del nivel establecido por la OMS.

Ho: fo = fe (los niveles de F son independientes de la localidad)
Hy: fo # fe (1os niveles de F no son independientes de la localidad)
Nivel de significacion de la prueba o. = 0,05

Grados de libertad v=(m-1) (n-1)=(2-1) (4-1)=3

De la Tabla 2 del Anexo, x§ 5.3 = 7,815

Frecuencias observadas
Localidad

Nivel de F A B C D Total Fila
Debajo 32 43 16 9 100
Encima 55 65 64 16 200
Total Columna 87 108 80 25 300
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A modo de ejemplo para la localidad A y valores debajo del nivel la fe = % = 29,000

Frecuencias esperadas
Localidad

Nivel de F A B c D Total Fila
Debajo 29,000 36,000 26,667 8,333 100
Encima 58,000 72,000 53,333 16,666 200
Total Columna 87 108 80 25 300
ZZ
. Localidad

Nivel de F A B c D Total
Debajo 0,3103 1,3611 4,2667 0,0533

Encima 0,1552 0,6806 2,1444 0,0267

Total 8,987

Dado que 8,987 > 7,815 existen evidencias para rechazar la hip6tesis nula.

Se puede concluir que los niveles de F estan relacionados con la localidad. Observe que en la localidad C
hay menos pozos que los esperados con niveles bajos de F y méas con niveles altos, por eso los valores de
x? subrayados en la tabla son elevados.

Prueba para datos ordinales y nominales

La prueba de Kolmogorov-Smirnov se puede usar para comparar dos distribuciones. Recuerde que
en el capitulo 6 (expresion 6.28) se definio el estadistico de prueba d como la maxima diferencia entre
la frecuencia relativa acumulada observada y esperada para el modelo teérico, sobre el nimero total
de observaciones, la misma expresion se utiliza para comparar la distribucion de dos poblaciones A 'y
B,

Jo max| faA — faB|
B N

9.5)

donde faA: maxima frecuencia relativa acumulada en la muestra A, faB: maxima frecuencia relativa
acumulada en la muestra B y N: nimero total de observaciones.

Las hipotesis de la prueba son:

Ho: Las muestras provienen de la misma poblacion.

H,: Las muestras provienen de poblaciones diferentes.

Ho,: faA =faB

Hi: faB # faA

La hipbtesis nula se rechaza cuando d > D,. Los valores de D se encuentran en la Tabla 11 del Anexo.

EJEMPLO 4

Prueba de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras

Frecuentemente se asevera que los procesos de desecacion de los suelos arcillosos (F) que forman las
grietas son similares a los que forman la disyuncién columnar de los basaltos (B). Los barquillos de
fango y las columnas de basalto tienen seccion poligonal. Se plantea la siguiente hipétesis: si los
procesos de formacion son analogos, el nimero de lados de los barquillos de fango y de las columnas de
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basalto seran iguales pues la contraccién por enfriamiento o por desecacion es equidistante desde un
punto y tiende a formar estructuras hexagonales (tomado de Cheeny 1983).

X=N°lados __ (B) f(F) fr(B) fr(F) fa (B) fa (F) d
3 1 1 0.0303 0.0278 0.0303 0.0278 0.0025
4 3 7 0.0909 0.1944 0.1212 0.2222 0.1010
5 8 10 0.2424 0.2778 0.3636 0.5000 0.1364
6 15 8 0.4545 0.2222 0.8182 0.7222 0.0960
7 4 6 0.1212 0.1667 0.9394 0.8889 0.0505
8 1 4 0.0303 0.1111 0.9697 1.0000 0.0303
9 0 0 0.0000 0.0000 0.9697 1.0000 0.0303
10 1 0 0.0303 0.0000 1.0000 1.0000 0.0000

ng=33; ng=236

Ho: Las dos muestras son tomadas de poblaciones iguales (igual nimero de lados de los poligonos).

H;: Las dos muestras son tomadas de poblaciones diferentes (diferente nimero de lados de los
poligonos).
Ho: faB = faF
Hi: faB # faF

Nivel de significacién, o. = 0,05
De la Tabla 11 del Anexo, Dyqs) = 0,241

Frecuencia relativa

d = max| faB- faF|=0,1364

003'4'5‘6‘7‘8'9'10'

Numero de lados

Figura ejemplo 4. En negro distribucion de frecuencias relativas
acumuladas de Fangos y en rojo de Basaltos.

Debido a que d < D5 (0,1364 < 0,241), no existen evidencias para rechazar la hipotesis nula. Los
procesos que originan las grietas de desecacion y la disyuncion columnar son similares.

Pruebas para datos ordinales

Muchas veces los trabajos requieren realizar pruebas pero los datos muestrales no cumplen con los
requisitos de normalidad y homogeneidad de varianzas necesarios para aplicar las pruebas de t,
ANOVA, coeficiente de correlacion, entre otras. Las pruebas no paramétricas llamadas de
distribucion libre, resuelven el problema pues tienen exigencias menores. Estas pruebas, a diferencia
de las paramétricas que utilizan los valores medios, comparan las distribuciones, por ello son menos
potentes que sus equivalentes paramétricos. Las pruebas no paramétricas que se describen a
continuacion se utilizan con datos que originariamente fueron medidos en un escala ordinal o
asignando rangos a datos medidos en escalas de razon o de intervalos (comunmente de manera
ascendente desde 1 al menor hasta n al mayor).

Aunque no tienen restricciones, se recomienda no usar pruebas no paramétricas cuando existen
grandes diferencias entre la distribucion de las muestras (incluyendo las varianzas). Como regla

general la relacion entre la mayor y menor varianza no debe ser superior a 4:1.
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Test U de Mann - Whitney para comparar dos muestras independientes

Mann y Whitney en 1947 propusieron una prueba para comparar dos muestras independientes, cada
individuo de una muestra se compara con los de la otra. La hip6tesis nula postula que las dos muestras
pertenecen a la misma poblacion.

Entonces, se toman dos muestras aleatorias independientes (M; y M), con n; y n, observaciones cada
una, los datos se combinan y se ordenan de menor a mayor, rango 1 al menor, 2 al siguiente, hasta n
al mayor (n; + n, = n). Luego se suman los rangos de cada muestra por separado (R; y R, son la suma
de rangos de la muestra 1 y 2 respectivamente).

Si las observaciones fueron seleccionadas de la misma poblacion, esto es la hipétesis nula, la suma de
los rangos de cada muestra (Ri) deberia ser mas o menos proporcionales al tamafio de cada una (n; y
n,). Es mas, si n; y n, fueran iguales, las sumas de los rangos para las dos muestras son similares. Al
contrario, si las observaciones fueron tomadas de diferentes poblaciones, esto es la hipotesis
alternativa, los datos de una muestra seran diferentes a los de la otra (mayores o menores) y por lo
tanto la suma de rangos, Ri, de cada muestra serd diferente poniendo en evidencia que las muestras
fueron tomadas de diferentes poblaciones.

Con los estadisticos de Mann-Whitney, U y U’, es posible discernir si los datos proceden de una

misma poblacién o no.

n,(n, +1

uznl.nﬁ%- N 9.6)
n,(n, +1

U’:nl-n2+(22)—R2. 9.7)

Para confirmar U +U’'=n, -n,.

Como se desprende de las expresiones 9.6 y 9.7, los valores de U y U” dependen del tamafio de las
muestras y de la suma de rangos. U es grande cuando R; es pequefio (la muestra tiene valores bajos) y
viceversa. De igual forma U" es grande cuando R, es pequefio (la muestra tiene valores bajos) y
viceversa. Por consiguiente depende de las hipotesis del problema cual valor, U o U’, se contrastan
con el valor critico de tabla para el nivel de significacion elegido para la prueba.

Si la prueba es a dos colas, las hipotesis son Hy: las muestras pertenecen a la misma poblacion (M, =
M,) y Ha: las muestras son de poblaciones diferentes (M; # M), entonces el estadistico puede ser U o
U’, siempre el mayor. La hipétesis nula se rechaza cuando U 0 U” > U cyitico ar2-

Cuando la prueba es unilateral de cola inferior, con hipotesis Hy: M; > M,y Ha: My < M, se debe
calcular U. La hipotesis nula se rechaza cuando U > U ¢rico o POr €l contrario, cuando la prueba es
unilateral de cola superior, con hipétesis Hy: M; < M,y Ha: M; > M, se debe calcular U". La

hipdtesis nula se rechaza cuando U™ > U criticoe-
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La Tabla 12 del Anexo tiene los valores criticos para muestras pequefias (menor a 20). Cuando el

tamafio de las muestras es mayor a 12, la distribucion del estadistico U se aproxima a la distribucion

nn nin, (n{+n,+1)
112 y oy = 121122

normal, con uy = , esto permite calcular el estadistico de prueba

z= % que se contrasta con Z (Tabla 1 del Anexo) para el nivel de significacién elegido para la
14

prueba. Para pruebas bilaterales la hipdtesis nula se rechaza cuando z > Zcyiico.
Por altimo, si hubiera valores iguales se producen empates, entonces se asigna a cada miembro del
grupo empatado el promedio de los rangos que se les habria asignado a las observaciones. Por

ejemplo suponga que hay empates entre el cuarto y quinto valor, en ese caso el rango de ambos sera

4+5 . L oan . .
- = 4,5y si el séptimo, octavo y noveno datos fueran iguales a los tres les corresponderia el rango
7+8+9

2

8.

EJEMPLO 5

Prueba U de Mann-Whitney

El contenido de Fe*? en los suelos es un importante proveedor de electrones y participa en la adsorcién y
mecanismos redox. Se disefia un procedimiento de muestro en el horizonte A de dos suelos
hidromorficos de importancia agricola de la provincia de Buenos Aires: un suelo Natraquert (1) situado
en la marisma y un Fluvaquert (2) situado en la llanura aluvial.

Natraquert (1) Fluvaquert (2)

Fe™ Rango Fe™ Rango
11,1 9 9,0 35
12,3 12 10,7 7
9,6 6 11,1 9
9,0 3,5 11,1 9
13,4 13 9,3 5
11,8 11 8,7 2
14,6 14 8,4 1
15,2 15

n; 8 7

Ri 83,5 36,5

a) Interesa saber si ambos suelos tienen igual contenido de Fe?.
Ho: El contenido de Fe*? es el mismo en ambos suelos (M =M,)

Ha: El contenido de Fe*? es diferente en ambos suelos (M1 # M)
Prueba a dos colas, oo = 0,05
De la Tabla 12 del Anexo, U7; 8;0,05(1) = 13

n,(n, +1
U=n, 2+¥—R1=7-8+78(8+1)—83,5:8,5
2 2
U’:nl'n2+M_Rz:7’8"'@—36,5:47,5

La prueba es a dos colas U < U, entonces U” se usa para contrastar las hipotesis.
Debido a 47,5 > 13 (U” > Us. 7. 0,05) existen evidencias para rechazar la hipétesis nula. EI contenido de
Fe*? en el horizonte A del Natraquert es diferente al del Fluvaquert.

b) Interesa saber si el contenido de Fe*? del Natraquert es mayor al del Fluvaquert.
Ho: el contenido de Fe*? del Natraquert es menor o igual al del Fluvaquert (M, < A5)
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Ha: el contenido de Fe*? del Natraquert es mayor al del Fluvaquert (M; > M,)

Prueba de cola de cola derecha se debe calcular U". U= 47,5

o =0,05

De la Tabla 12 del Anexo, Ug. 7. 0051y = 10

Debido a 47,5 > 10 (U” > Us. 6. 005) €Xisten evidencias para rechazar la hipétesis nula. El contenido de
Fe*? del Natraquert es mayor al del Fluvaquert.

Test de Kruskal-Wallis (ANOVA no paramétrico)

El test de Kruskal — Wallis, propuesto en 1952, se emplea para detectar diferencias entre mas de dos
poblaciones. Se aplica cuando el supuesto de normalidad de ANOVA no se cumple.

Los supuestos y el procedimiento de calculo son similares en las etapas iniciales al descripto en la
prueba de Mann — Whitney. Se obtienen k muestras aleatorias independientes (M1, M,, ..., M), con ny,
n, ..., N, observaciones cada una, los datos se combinan y se ordenan de menor a mayor, rango 1 al
menor, 2 al siguiente, hasta n el mayor (n; + n, + ... + ng = n). Luego se suman los rangos de cada
muestra por separado (R;). Los empates se manejan como en la prueba de U, se asigna a cada
miembro del grupo empatado el promedio de los rangos que se les habria asignado a cada
observacion.

La hipdtesis nula de la prueba postula que las k distribuciones poblacionales de donde se obtuvieron
las muestras son idénticas y la hipotesis alternativa que al menos una de las distribuciones
poblacionales es diferente. Si la hip6tesis nula es verdadera se espera que la suma de rangos de cada
muestra, los R; valores, sean practicamente iguales, pero si existen diferencias entre las poblaciones

las suma de rangos son diferentes. El estadistico H puede describir si existen o no esas diferencias.

N(N T lZF;— 3(N +1) (9.8)

Cuando todas las muestras tienen mas de cinco datos (n; > 5), el estadistico H aproxima a % con
v =k - 1 grados de libertad. La hipétesis nula se rechaza cuando H > yZ.,.

Si hay rangos empatados se debe corregir el valor de H.

H.= g (9.10)

C se obtiene como,

c=1-=2L y YT =Y™(E - 1), (9.11y9.12)

n3-n

donde t; es el nimero de empates en el i-ésimo grupo de empates y m es el nimero de rangos

empatados.
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EJEMPLO 6

Test de Kruskal —Wallis

Un problema limnolégico cuyo objetivo es averiguar la calidad del agua en las lagunas llamadas
“Encadenadas”, ubicadas al suroeste de la provincia de Buenos Aires, se recogen datos de pH.

L. Epecuén L. del Monte L. Cochico L. Alsina
7,68 1) 771 (6%) 774 (13,5 7,71 (6
7,69 ) 773 (109 7,75 (16) 7,71 (6*)
7,70 (3,5%) 7,74 (13,5% 7,77 (18) 7,74 (13,5%)
7,70 (3,5%) 7,74 (13,5%) 7,78 (20%) 779 (22)
7,72 (8) 7,78 (20%) 7,80 (23,5%) 7,81 (26%)
7,73 (10%) 7,78  (20%) 7,81 (26%) 7,85  (29)
773 (109 7,80 (23,5%) 784  (28) 7,87  (30)
7,76 (17) 781 (26% 791  (31)
n; 8 8 7 8
Ri 55 132,5 145 163,5

Entre paréntesis se encuentran los rangos.*Observaciones con rangos empatados.

Ho: pH es el mismo en las 4 lagunas

Ha: el pH de al menos una es diferente

o =0,05

k=4

v=k-1=3

De la Tabla 2 del Anexo, x* (.0s;3 = 7,815
N=8+8+7+8=31

k 2
H :LZR—‘—%N +1)
N(N+1) &' n,
12 (55° 1325% 145" 163°
= —+ + +
31(32)| 8 8 7 8
Como existen rangos empatados se debe corregir H .
Numero de grupos con rangos empatados, m = 7.
NT =30 —t)
YT=023-2)+(3%-3)+(3*-3)+(4*-4)+(33-3)+(23-2)+ (33 -3) =168.

] ~3(32) =11,88

T
C=1- ; =1- %68 =0,994
n°—n 31°-31

H 1186

i=— = =11943
C 09944

Dado que H, > #%5. 0,05 (11,943 > 7,815) existen evidencias para rechazar la hipétesis nula. Se infiere que
el pH de las lagunas es diferente.

Comparaciones maltiples no paramétricas

Cuando se rechaza la hipotesis nula de una prueba de Kruskal-Wallis corresponde preguntarse entre
cuales muestras existen diferencias significativas. Para ello se realizan pruebas de hip6tesis andlogas a
la prueba de Tukey (descripta en el capitulo 7) pero usando las sumas de rangos R; en lugar de las
medias muestrales. Esta prueba solo se puede realizar en muestras de igual tamano.
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Para cada par posible de comparaciones muestrales se formulan las hipétesis nula, las dos
distribuciones son iguales, Ho: pa= Mgy la alternativa, las dos poblaciones son diferentes, Ha: HUa# us
El estadistico de contraste es q,

__Rp—Ry
Q=g 9.13)

donde el error estandar SE viene dado con la siguiente expresion:

SE = /—” (”"1(2”"“). (9.14)

El estadistico q calculado se compara con el valor de Rangos estudentizados q.. .. x (Tabla 8 del
Anexo). La hipdtesis nula se rechaza cuando q > g, . k.

Para facilitar las comparaciones se recomienda ordenarlas de mayor a menor de acuerdo a la suma de
rangos y efectuar las diferencias entre la mayor y la menor de los posibles pares de comparaciones.

En el caso de muestras de tamafio diferente se calcula el estadistico Q,

_Ra-Rp
Q=" 9.15)

donde R indica el valor medio de la suma de rangos (i. €. R = R/n). Para muestras de tamafio

diferente el error estandar, SE, se calcula como

__ |n(n+1) 1 1
SE = \/—12 + (nA + nB). (9.16)
Si existen rangos empatados se utiliza,
_ |n(n+1)  ¥T 1,1
SE = \/ 12 12(n-1) (nA + nB)' (9.17)

Y. T es el calculado para la prueba del Kruskal-Wallis con rangos empatados.

La hipotesis nula se rechaza cuando Q > Q.. x que se obtienen de la Tabla 13 del Anexo.

EJEMPLO 7

Comparaciones multiples no paramétricas

Dado que existen diferencias en el pH de las lagunas Encadenadas (Ejemplo 6) pues se rechazé la
hipétesis nula de la prueba de Kruskal-Wallis corresponde preguntar entre cuales lagunas se encuentran
esas diferencias.

Ho: Ha= HUB
Hal UaZ 1B
L. Epecuén L. del Monte L. Alsina L. Cochicé
(1) (2 @ 3
Ri 55 132,5 163,5 145
n; 8 8 8 7
R, 6,88 16,56 20,44 20,71

L

Las muestras tienen diferente tamafio y rangos empatados, entonces se utiliza

SEZJM_ LT (L)
12 12(N-1) \ngq np

3T =168
Parana=8yng=38
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SEZ\/@_£G+E)=4'53

12 12(30) \8 8
Parana=7yng=8

SE:\/31(32)_ 168 (l_l_l) = 469

12 12(30) \7 8

Co(an p\)le;r.aAc;on I?;ef_gre_n%a)s SE Q Qo,05: 4 Conclusién
3vs. 1 20,71-6,88=13,83 4,69 2,95 2,639 Rechazar Ho: el pH del agua de las lagunas 1 y 3 es igual
3vs.2 20,71-16,56=4,15 4,69 0,88 2,639 Aceptar Ho: el pH del agua de las lagunas 2y 3 es igual
3vs. 4 20,71-20,44=0,27 4,53 0,596 2,639 Aceptar Ho: el pH del agua de las lagunas 3y 4 es igual
4vs.1 20,44-6,88=13,56 4,53 2,99 2,639 Rechazar Ho: el pH del agua de las lagunas 1 y 4 es igual
4vs.2 20,44-16,56=3,88 4,53 0,856 2,639 Aceptar Ho: el pH del agua de las lagunas 2y 4 es igual
2vs. 1 15,56-6,88=9,68 4,53 2,14 2,639 Aceptar Ho: el pH del agua de las lagunas 1y 2 es igual
L. Epecuén L. del Monte L. Cochico L. Alsina

Conclusion general: el pH de las lagunas Cochico - del Monte, Cochicd — Alsina, Alsina — del Monte y
del Monte — Epecuén no muestra diferencias significativas. La laguna de Epecuén tiene pH menor que las
lagunas de Cochic6 y Alsina.

Coeficiente de correlacion de Spearman

El coeficiente de correlacion de rs Spearman se utiliza para saber si existe correlacion entre dos
variables cuando los supuestos para el céalculo del coeficiente de correlacion r de Pearson no se
cumplen.

El coeficiente de correlacion rs, al igual que r, varia entre +1 y —1; valores cercanosa +1 indican que
las dos variables estan positivamente correlacionadas, valores cercanos a —1 indican que la correlacién
entre ambas variables es inversa y valores cercanos a 0 indican ausencia de correlacion. Si rs es +1,
entonces los rangos de las variables son idénticos: valores grandes de x corresponden a valores
grandes de y y valores pequefios de x corresponden a valores pequefios de y. Sin embargo, a diferencia
de r de Pearson, la relacion entre las dos variables puede no ser necesariamente lineal. Por ejemplo si
la relacion es Y = X?, rs sera cercano a1 y el de r cercano a 0.

Comparar los dos coeficientes de correlacion resulta una estrategia de analisis interesante. Cuando rs
> r indica la existencia de pares de valores extremos, mientras que si r > rs indica la presencia de
unos pocos valores extremos.

El procedimiento para el célculo de rs requiere asignar rangos a X y rangos a Y de manera
independiente dado que se trata de variables independientes (en los procedimientos previos la

variable es una sola y por lo tanto los rangos se asignan en un solo ranking).
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6 d?
r=1-—2 (9.18)
n(n®-1)

donde d; es la diferencia de 10s rangos de X y de Y.

Cuando existen valores empatados en X oenY se emplea la expresion
-N)/6- Zdz DT -DT,
\/[(N3 N)/6-23 T JI(N*~N)/6-23"T, ]

donde . T, = i (i para t;= nimero de empates en el i-6simo grupo de empates de Xy

(9.19)

XT, = g (i para t;= nimero de empates en el i-ésimo grupo de empates de Y.

En la Tabla 14 del Anexo se encuentras los valores criticos de rs para v = n grados de libertad que
permiten testear las hipotesis Ho: ps =0y Ha: ps# 0. La hipdtesis nula se rechaza cuando rs > rs itico-

EJEMPLO 8

Coeficiente de correlacion de Spearman

En un estudio sedimentoldgico se desea investigar en los aglomerados que se encuentran en las costas del
Nahuel Huapi como es la relacion entre el ancho y el largo de los clastos. Se eligen 12 clastos al azar y se
miden dos de sus ejes mayores ortogonales, A (largo) y B (ancho).

Largo Ancho

di d?
Xi Rangos x; Vi Rangos y; !
5,20 4 3,70 5 -1 1
5,40 85" 3,80 7 1,5 2,25
5,55 10 3,95 11 -1 1
5,10 1,5 3,60 2,57 -1 1
5,15 3 3,70 5 2 4
5,10 1,5" 3,55 1 0,5 0,25
5,35 7 3,70 5 2 4
5,25 5 3,60 2,57 2,5 6,25
5,40 85" 3,90 9,5" -1 1
5,60 11 3,85 8 3 9
5,30 6 3,90 9,5" -3,5 12,25
5,70 12 4,15 12 0 0
"y 7"Rangos empatados.

Yd? =42,

n=12

Hay 2 empates de 2 rangos en X y 2 empates de 2 rangos en Y.

(23—2)+(23—2)
»T, 5 =1
_ (2-2)+(23-2) _
T, = 5 =1
n®-n)/6-> d? T, T
(n* = Z -~ 2T, (12° -12)/6 - 42-1-1 242

=2 0,852
\/[(n —n)/6- ZZT][(n —n)/6- ZZT] Ja2® -12)/6-2.1][12° -12) /6 2.1 284

Ho: ps=10
HAZ [f)s?ﬁ 0
o =0,05
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De la Tabla 14 del Anexo, Is (005;2;12) = 0,587
Existen evidencias para rechazar la Ho (I's > rsqgs; 2; 12, 0,852 > 0,587). Se puede afirmar que existe una

correlacion positiva entre el largo y el ancho, a medida que aumenta el largo lo hace también el ancho, los
clastos mas largos son también los mas anchos.
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LA DISTRIBUCION LOG-NORMAL

Introduccidn

La distribucion log-normal se caracteriza por presentar una variable con mayor nimero de datos en
torno a valores bajos y unos pocos datos hacia los valores més altos, de modo que es asimétrica (Fig.
1). Esta distribucion describe adecuadamente datos originados por muchos procesos fisicos, quimicos,
biol6gicos, toxicologicos, econémicos (ingreso per capta, costos de inmuebles), epidemioldgicos
(tiempo de incubacion de enfermedades, tiempo de supervivencia de enfermos de cancer o HIV).
Algunos de los procesos que se adecuan al modelo log-normal propios de las ciencias de la tierra son
las leyes de muchos elementos traza, la trasmisividad de un acuifero, propiedades edaficas, dilucion

de sustancias en otro material, etcétera.

14
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] ;Z
2 8 1
]
3
8 6 1
i
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0 2 4 B 8 10 12 14 18 18 20
QOro (ppm)

Figura 1. Histograma de concentraciones leyes de oro (ppm) en vetas. La ley promedio de estos datos es 7,6 ppm de Au..

Las leyes altas ejercen mucha influencia sobre el ley promedio.

Como se ha visto en capitulos anteriores muchas pruebas requieren normalidad y la transformacion
logaritmica suele ser la primera a que se recurre para lograrla. Operar con escalas logaritmicas no
conlleva ninguna dificultad. Entre las escalas logaritmicas mas usadas por los geélogos se encuentra
el pH, la escala sismoldgica de Richter y la escala granulométrica Phi.

La distribucién log-normal debe su nombre a que los logaritmos de los datos se distribuyen segun el
modelo normal. Una variable aleatoria x sigue un modelo log-normal si su logaritmo sigue una ley
normal. Si se llama u, a la media y o a la desviacion estandar de x respectivamente, que x sea log-

normal se expresa como LN (u,., 62). Por otra parte, si la variable y es igual al logaritmo natural de x:

164



y = In(x), (10.1)
entonces y esta normalmente distribuida con media u, y desviacion estandar oy y se expresa como

N(uy, 03).
A partir de esta definicion se puede demostrar que la funcién de densidad tiene por expresion:

f09= 5

_l[m(x)—uyr
2 O'y

e (10.2)

Asi como existen infinidad de distribuciones normales, dependiendo de los valores que tomen sus
parametros . y ¢, existen infinitas distribuciones log-normales dependiendo de los valores que tomen
sus parametros LN (u,, c2). Las distribuciones log-normales son siempre asimétricas con asimetria a
la derecha, el grado de su asimetria depende de la varianza del logaritmo de las observaciones. Si el
valor de la varianza es pequefio, entonces la asimetria y la distribucion de frecuencias se aproxima a la

normal (Fig.2.).

Frecuencia

Figura 2. Modelos log-normal de la variable X. Observe como cambia la forma de la distribucién a medida que cambia la

varianza.

Estimacion de pardmetros

Aitchison y Brown (1957) notaron que cuando se conocen la media y desvio estandar poblacional de y
(y = In(x)), uy, 0} se puede conocer la correspondiente media y varianza para x. En forma similar

cuando se conoce u,, a2 para x (la variable sin transformar), se puede conocer la correspondiente
media y varianza de y aplicando la expresion 10.1. En el cuadro 1 se presentan las expresiones que

permiten realizar los célculos.
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Conocida y (In(x)) Conocida x (la variable log-normal)
2
1, y2
uy+-0y =|n 22—
Hy =€ F H [12 1 o2
+0o
(10.3) (10‘; ) X
2
05 _ eZ//y+a§ (eai _1) 0-5 = |n(]_+ %J
(10.4) (10.6) "

Cuadro 1. Expresiones que permiten calcular la media y desvio estandar poblacional de x e y.

Sin embargo, surgen problemas a la hora de estimar los parametros u,,oZ a través de sus
correspondientes estadisticos. Recuerde el teorema Central del limite, la media muestral X es un
estimador insesgado de la media poblacional . De la misma forma la varianza muestral s* es un
estimador insesgado de la varianza poblacional ¢”. Desafortunadamente cuando se trata de
distribuciones log-normales estas estimaciones no son muy eficientes. Se ha descrito que las
estimaciones mas eficientes se obtienen primero estimando los parametros u,, g, y luego estimando
Uy, Oy, pues dado que los logaritmos de x estdn normalmente distribuidos, la media y varianza
muestral de y resultan buenos estimadores de los parametros poblacionales u,, y o, respectivamente.
Entonces, para estimar y, se calcula el promedio de los logaritmos de x (10.7) y para estimar o} se

calcula la varianza muestral de los logaritmos x (10.8).

iln(x) Zn:(ln(x) -X,)?
_ =l , S2 — =l

n y n—1

X

y

(10.7 y 10.8)

Para tener estimadores eficientes de la media y la varianza poblacional de x (u,, 02) a partir de y se
utilizan las expresiones 10.9 y 10.10.

Va X, 1. 2 _ 42X, 2
X, =e l//n(asy]* s, =€ 4, (sy) (10.9y 10.10)

Los valores de y,, = Gsf,) se buscan en la Tabla 17 del Anexo entrando con T = (%sj) yn, el

tamafio de la muestra. Para hallar ¢, (s2) se busca en la misma tabla entrando con T = (s2) y n, el
tamario de la muestra. Si los valores de T no se encuentran en la tabla se interpola linealmente con los
valores mas cercanos.

Sin embargo, si los datos no son exactamente log-normales las estimaciones de los parametros
poblacionales pueden conducir a un sesgo'®. La media muestral X, tiene una eficiencia de méas del

90% en la estima de p, en distribuciones con el coeficiente de variacion es menor que 1,2

2 . . e a . ..
(corresponde a S, = 0,9). Por esta razon se recomienda usar X,, para estimar x cuando el coeficiente
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de variacion de la distribucién es menor a 1,2. El gréafico de la figura 3 permite calcular la eficiencia
de la estimacion usando el coeficiente de variacion.

100

90 |-

80 -

Eficiencia %

60 -

50 ] |

0 1 2 3
Coeficiente de variacion y

Figura 3. Grafico que permite calcular la eficiencia de )?X para estimar g conocido el coeficiente de variacion.

El coeficiente de variacién de la distribucion adquiere un nuevo rol. El coeficiente de variacion
muestral, CV, es una estima del poblacional, y, se puede hallar de varias maneras:
a) utilizando la varianza del In(x) con la siguiente expresion

S

y=\e

<N

-1, (10.11)

b) a través del cociente entre el desvio estandar muestral y media muestral de la variable en escala
logaritmica, y

Sy

X, .

y= (10.12)

c) utilizando el cociente entre el desvio estandar muestral y media muestral de la variable en escala
aritmética, x

Cabe aclarar que las estimaciones obtenidas con estas expresiones difieren ligeramente entre si.

EJEMPLO 1

Grado de eficiencia de la media en escala aritmética para estimar la media poblacional

La concentracién de Plomo (ppm) en suelos de prados de un sector de los Jura suizos son log-normales
(datos tomados de Goovaerts, 1997).

Se trata de 159 datos cuya distribucidn de frecuencias en escala aritmética y logaritmica se muestran en
los histogramas de la figura de la izquierda y derecha respectivamente.
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50 T T T T T 7T T T 1 S N — T T T T T T
45~ = - 40 -
9 % 9 35 ) -
s T = IR = T
g T -~ 1 8 = _ -
o, > o %% 1
C R 15 L5
Z 15 = 1=z - 1
A Lk
- T ™ 4 5 i
3 28 30 32 34 36 38 40 42 4446 48 50
In Pb
1° Se calculan los estadisticos en escala logaritmica
I n ]
Xy _ ZimgIn () _ 3,845
n
—\2
sz = Halt®H) _ g q33
n-1
2° Se obtienen los estimadores eficientes en escala aritmética,
X, =e"y, (%Sij = e*84,050 = 49,08 Y s2=e”0¢ (s2) =e?**°1128 = 2464,75.

De la Tabla 17 del Anexo se obtienen y,, = (%syz) entrando conn=50yT = G syz) = 0,066y ¢,(s2)

entrando con T = (s2) = 0,133.
Ambas cantidades se obtuvieron por interpolacidn lineal entre los valores mas cercanos, se uso n = 50 en
lugar de n = 159 porque es el méaximo valor tabulado.

3° Se calcula el coeficiente de variacion poblacional,

y=ve¥ —1=+/e"%_1-0377.

La eficiencia de la media aritmética para estimar la media poblacional es aproximadamente 100% (Fig.
3). La media aritmética de la distribucién de Pb es 50 ppmy la estimada es 49,08 ppm.

Inferencia

Pruebas de bondad de ajuste

Para evaluar la log-normalidad de un conjunto de datos se puede recurrir al método grafico o las

pruebas de bondad de ajuste de 2 Kolmogorov - Smirnov o Lillifords descriptos en el Capitulo 6. En

todos los casos el procedimiento méas simple es log transformar los datos y realizar las pruebas de

normalidad. También se puede calcular el coeficiente de simetria y de curtosis y comparar los valores

con los del modelo normal.
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Limites de confianza

Para la media poblacional de X, conocida la varianza poblacional de Y

Cuando se conoce la varianza poblacional del logaritmo de la variable y (o) se pueden calcular los

limites de confianza de uyx siguiendo algunos pasos. Primero se calculan los limites en escala

logaritmica (y)

= 0'2 - 0'2
plY—ze [X<uyy <YV +ze | X)=1-a. (10.14)
AL PAL
Luego se transformar los limites a escala aritmética
antilogaritmo de pyny = etvins, (10.15)
antilogaritmo de iy, = etYsw, (10.16)

Por Gltimo se expresar los limites en escala aritmética

p (euyinf _ %0-3 <y < eHlysup +§o’3) =1-a. (1017)

Para la media poblacional de X, cuando no se conoce la varianza poblacional de Y

El célculo de los limites de uy cuando se desconoce oy se hace también en etapas. Primero se

calculan los limites de confianza de la varianza poblacional en escala logaritmica, o (ver Capitulo 6)

— 2 - 2
, (mz St w) Cl-q (10.18)

1-a/2 Xot/z

Los valores de % se encuentran en la Tabla 2 del Anexo.

Lugo se calcula los limites de uy utilizando los limites inferior y superior de o2

2 Ulz’inf %4 O-lzfsup _
pl|Y —za T<My<Y+Zg — =1-a. (10.19)
2 2

Finalmente se expresan los limites en escala aritmética

p (e#Yinf"'O'So)%inf < Ux < el‘Ysup"'O'SUlZ/sup) =1-—a. (1020)

EJEMPLO 2

Limites de confianza de la media poblacional

Se utilizan los datos de concentracidn de Plomo (ppm) en suelos de prados de un sector de los Jura suizos
del ejemplo 1.

Datos

n = 159 X,=3845  s2=0,133
@ =0,05
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De la Taba 1 del Anexo, z,,= 1,645

Ifss;oms = 194,6885
Zfss;o,ozs = 125,0967
Primer paso
n-— 1 SZ n— 1 52
P((Z#<a§<(2#>=1_a
Xl—a/z Xa/z
(159 - 0,133 <ol < 159 - 0’133> 1 oos
1946885 ' ~ 1250067 )

P(0,1076 < 62 < 0,1675) = 0,95

> Jl?inf = O-}gsup
PlY —za <py <Y+ za =l-a
2 n 2 n

0,1076 < uy, < 3,845+ 1,645 0.1076
159 ~Hr =2 ’ 159

Segundo paso

P| 3,845 — 1,645 =1-0,05

p(3,7937 < py < 3,9083) = 1—0,05
Tercer paso
P (e#Yi'ﬂf_"O’SUl%inf <py < eV'YSHP"'O'SU)%sup) =1—«a
P(es,7937+(0.5~0,1076) <y < e3,9038+(0.5~0,1675)) =1-005

P(42,09 < piy < 54,16) = 0,95

Para la varianza poblacional o2

Los limites de la media y varianza poblacional calculados con las expresiones 10.18 y 10.19 permiten

encontrar los limites de confianza de la varianza poblacional en escala aritmética x.

P (,uf(mf (e"lzfinf — 1) < 0% < Ugsup (e"‘z’suz7 - 1)) =1—-a (10.21)

Prueba de igualdad de contenido medio de dos poblaciones log-normales

Cuando se quieren comparar el contenido medio de dos poblaciones cuyos valores se comportan
segun el modelo log-normal se puede utilizar un test de t pero se deben utilizar los estadisticos de y (y
= log x) para no llegar a falsas conclusiones. De modo que el estadistico de prueba que se construye

debe tener la siguiente forma:
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Ho: iy = o
Hat 1 # pto

i 5%1-5%,
=2 (10.22)

1

2 2 4 4 2
N S S S
Y1+ Y2+< Y1 + Y2 )
ng nyp ni-1 npy-1

La hipdtesis nula se rechaza cuando t > ty (i+n2-2. Al igual que otras pruebas de diferencias de
medias también se pueden formular hipotesis a una sola cola, inferior o superior, dependiendo del

problema.

EJEmMPLO 3

Prueba de igualdad de contenidos medios

Se analizan datos de un estudio hidroquimico ([CI] meg/l) en aguas y salmueras de la Salinas Grandes,
Cordoba. Se realiz6 un muestreo de agua en el area de aporte de rios y vertientes y en el Complejo salino
(lagos y lagunas). La variable es log-normal.

Ho: g = 11

Hal g # 1y

ng = 30 n.=35

Xz =713 X, =11,00
Sz =1,43 S2=10,45
o =0,05

De la Tabla 3 del Anexo, t(,gzs; 63 = 2,00

7131142237045

t= 2 == -5,82
1,43 045 2,05 0,20\2
jﬁ+¥+(Tq+W)2
La hip6tesis nula se rechaza 5,82 > 2,00 (t > t(,025; 63)). Se infiere que la concentracion de cloruros de rios
y vertientes es diferente a la de lagos y lagunas.

Correlaciony regresion

En el octavo capitulo se mencion6 que el coeficiente de correlacion r se debe obtener muestreando al
azar una poblacion normal bivariada. Cuando no se cumple el supuesto de normalidad es posible que
el coeficiente indique que no hay correlacion ain cuando existe asociacion entre las variables con el
consecuente error en la interpretacién geoldgica del resultado. Una situacion bastante habitual se
plantea cuando se quiere investigar si dos variables log-normales que se encuentran correlacionadas,
en estos casos el coeficiente de correlacion se debe calcular con los log-valores de los datos de ambas
variables ya que de esta manera se obtiene un r que da cuenta de la relacion que existe entre ellas. La
expresion que permite calcular r es igual a la 8.1, pero aqui w = In(x) y z = In(y).
L W-W)(z-2)

j2?=1(w—W)2~2?=1(z—Z‘)2

r (10.23)
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Existen situaciones donde se detectan relaciones no lineales entre un par de variables, ya sea a partir
de los valores de r? o analizando el gréafico de dispersion. En algunas de ellas, transformando la
variable dependiente, la independiente 0 ambas usando logaritmos se logra obtener relaciones mas o
menos lineales que se pueden estudiar utilizando la metodologia de la regresion lineal descripta en el
capitulo 8. Por ejemplo si la regresion es exponencial, logaritmica o potencial, aplicando logaritmos
se logran regresiones lineales y se evita recurrir a los métodos de ajuste no lineales mas complejos.

Si la regresion es exponencial

y=a-e? - Iny=Ina+bx. (10.24 y 10.25)

Cuando la regresion es logaritmica Iny=a+blnx. (10.26)
Por altimo, para regresion potencial

y=a+x? - Iny =Ina+blnx. (10.27 y 10.28)
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ANALISIS DE SERIES DE DATOS

SERIES DE TIEMPO, SERIES CRONOLOGICAS Y OBSERVACIONES SECUENCIALES

Introduccidn

En este capitulo se abordara el estudio de fendmenos geoldgicos unidireccionales que se producen en
el tiempo o en el espacio. Se describen algunos métodos de analisis de datos que se recolectan en un
cierto orden o secuencia y donde la ubicacion del dato en la secuencia se tiene en cuenta en el estudio.
Existen numerosos datos de este tipo en geologia, por ejemplo: datos que son tomados de secciones
verticales como espesores, curvas de variacion de isétopos (5'°0; §*°C), datos de perfiles eléctricos de
perforaciones (resistividad eléctrica, Gamma ray, etc.), registros sismicos, salidas o corridas de un
registro continuo (difractogramas de rayos-X), datos climaticos (precipitaciones, temperaturas), datos
hidrol6gicos e hidrogeoldgicos (caudal, altura de nivel freatico), datos ambientales (calidad del agua),
historia de produccion de un pozo o yacimiento, etcétera.

La estrategia de estudio de las secuencias recibe el nombre general de Andlisis de Series de Tiempo.
Una serie temporal, cronoldgica, histérica o de tiempo es una sucesion de observaciones cuantitativas
de un fendmeno ordenadas en el tiempo. El término serie de tiempo fue utilizado primero para
referirse a observaciones realizadas en forma ordenada y en intervalos de tiempo dados, como el caso
de las mediciones de temperatura diaria. Si bien la definicidbn menciona solo el tiempo, en los estudios
geoldgicos se puede ampliar para incluir a sucesiones de observaciones ordenadas en el espacio®’. En
algunas series la variable que se estudia es medida en una escala de intervalo (i.e. temperatura) o de
razon (i.e. caudal) en tanto la escala de medida de la variable a lo largo de la cual se toman los datos
suele ser una escala nominal (dias, afios, metros, etc.).

Por otro lado, existen otros tipos de series que requieren métodos de analisis diferentes al que
cominmente se entiende por analisis de series de tiempo. Son los casos de datos cuya escala de
medida es nominal, como las que expresan las repeticiones ritmicas de los tipos litoldgicos en una
columna estratigréafica o las de datos binomiales, como presencia/ausencia de estructuras o restos
fésiles en una secuencia estratigrafica.

Naturalmente el tipo de variable y el objetivo del analisis determinan cual debe ser el método que se

utilice. EI Cuadro 1 muestra los métodos que se abordaran en este capitulo.
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VARIABLE MEDIDA EN ESCALA: | OBSERVACIONES CON ESPACIADO REGULAR | NO SE CONSIDERA EL ESPACIAMIENTO

Andlisis de Series de Tiempo Auto-correlacion

DE RAZON O DE INTERVALOS Auto-correlacion o
— Correlacién cruzada

Correlacién cruzada

Test de rachas Test de rachas

Auto-asociacién y Asociacién cruzada Auto-asociacidn y Asociacién cruzada
ORDINAL O NOMINAL - L - L

Matrices de transicion Matrices de transicion

Cadenas de Markov Cadenas de Markov

Cuadro 1. Métodos de analisis de series.

Series de tiempo

Se Ilama serie de tiempo o cronoldgica al conjunto de datos que surgen del registro de observaciones
de una variable cuantitativa en funcion del tiempo. Las series pueden ser de dos tipos: evolutivas o
estacionarias. En las series evolutivas el valor medio de la serie cambia a través del tiempo, en
cambio, en las series estacionarias el valor medio permanece constante aunque se presenta variaciones
en torno a ese valor.

La metodologia de analisis que se describe en este apartado permite por una parte estimar los factores
(o componentes) que producen el comportamiento general o patrén de la serie, y por otra usar las

estimaciones para predecir el comportamiento futuro de la serie.

Componentes de una serie cronolégica

En general se considera que las series cronoldgicas estan formadas por cuatro componentes: la
tendencia, la variacion estacional, la variacion ciclica y la variacion irregular también Ilamada erratica
o residuo.

La tendencia (T) es el movimiento de una serie cronolégica en un periodo largo, o en otras palabras,
su comportamiento a largo plazo. ElI comportamiento puede ser de tipo estacionario o constante,
lineal, parabodlico, exponencial, logistico, etcétera. Por ejemplo la tendencia hacia el aumento de
temperatura del planeta o la disminucion de la porosidad con el aumento de la profundidad (Fig. 1).
Las variaciones estacionales (VE) representan las fluctuaciones que se repiten en periodos iguales o
inferiores a un afio. Su nombre proviene de las estaciones climatoldgicas (otofio, invierno, primavera
y verano). Sin embargo aunque la periodicidad generalmente es el afio, puede ser el mes, la semana o
incluso el dia dependiendo de los datos (Fig. 1).

El componente ciclico (C) representa el patrén de comportamiento que se repite en periodos de
diferente duracion, mayores a un afio. Suelen ser mas irregulares que las variaciones estacionales. La
amplitud de los ciclos se mide en afios. Por ejemplo periodos de crecidas o sequias en el caudal de un
rio (Fig. 1).
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Las variaciones irregulares (R) pueden ser el producto de variaciones naturales aleatorias. Se
producen en la serie de forma aislada y no permanente de modo que es practicamente imposible
preverlas. Se estima que su media es cero, su varianza es constante en el tiempo y se distribuyen

segtin un modelo normal (E ~ N(0, 6?)).

t

Figura 1. Componentes de una serie de tiempo. Serie con tendencia, ciclo y variaciones estacionales.

Modelos de la serie cronolégica

Uno de los objetivos del estudio de una serie es evaluar que parte del valor de la variable dependiente
Yy, para cualquier momento dado, puede atribuirse a la tendencia, a los factores estacionales, a los
factores ciclicos 0 a una variacion aleatoria. Para aislar las componentes correctamente se debe
conocer la forma en que estan relacionados en la poblacion que se investiga. Existen algunos modelos
series cronoldgicas.

Los modelos basicos son dos, segun los componentes se expresen en términos de suma (modelo
aditivo) o de producto (modelo multiplicativo).

En el modelo aditivo se considera gue y; es igual a la suma de los cuatro componentes:
yi=Ti+ VE+ Ci+ R:. (11.1)

Al suponer gque los componentes son aditivos se admite que son independientes entre si. Entonces, por
ejemplo, la tendencia no puede afectar ni a la variacion estacional ni a la ciclica, ni estos componentes
afectan a la tendencia.

En el modelo multiplicativo y; se expresa en la forma de producto de componentes:
yi=Ti- VE;¢- Ci - Re. (11.2)

En este modelo se considera que las cuatro componentes estan relacionadas entre si, si bien se

mantiene la posibilidad de que los componentes provengan de causas basicas diferentes.
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Para conocer a cual modelo se ajusta una serie se calculan la Diferencia Estacional (DE = la
diferencia entre un dato y el dato anterior) y el Cociente Estacional (CE = el cociente entre un dato y
el anterior) para todos los pares de datos.

DE = y1; — Y1 yit=Y para el momento t (11.3)
CE =yi/Yi-1,i yr1 =y para el dato equivalente del afio siguiente (11.4)
Luego se calculan los coeficientes de variacion de DE y CE
S, S
CVpp =2£ , CVep = =£.
DE XpE CE Xcg

Cuando CVce > CVpe es indicio de un modelo aditivo. Mientras que si CVce < CVpe indicaria un

modelo multiplicativo.

Analisis de la serie

El analisis de una serie cronolégica consiste en estimar primero la tendencia y luego eliminar la
variacion que se debe a dicha tendencia. La variacion restante se atribuye entonces a los factores VE,
C y R. Luego se estiman y aislan la variacion de cada uno de estos componentes siguiendo con las VE,
C y por ultimo las variaciones R. Solamente después de haber estimado todos los componentes de una
serie cronoldgica, es posible hacer predicciones del valor de la variable en algin punto del futuro
comenzando a estimar primero a través de la tendencia y luego ajustando el valor con las otras

componentes.

Determinacion de la Tendencia (Trend Lineal)

El primer paso en el analisis de una serie consiste en graficar los datos en un sistema cartesiano en el
que el tiempo siempre se pone en las abscisas y los valores de la serie, y;, en las ordenadas. El
diagrama permite conocer las caracteristicas de la serie, tendencia, oscilaciones, valores anomalos,
etcétera.

La Tabla 1 y contiene los datos de ancho de playa medido desde la linea de bajamar hasta la base
espaldon durante un muestreo mensual efectuado en el periodo 2007-2011 en un perfil de playa de la

provincia de Buenos Aires (Fig. 2) que se usaran para ejemplificar cada método.

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 2256 226,2 222,7 218,1 212,3 209,1 200,9 198,9 204,0 207,3 209,3 207,5
2008 209,1 206,7 203,9 196,8 190,2 186,0 1786 177,7 1788 180,3 180,4 1785
2009 180,4 178,3 175,7 170,8 164,9 161,2 1551 1554 157,0 159,1 162,3 161,3
2010 1539 1545 151,0 146,4 1406 137,4 129,2 127,2 132,3 1356 137,6 1358

2011 137,4 1350 1322 1251 11855 114,3 1069 106,0 107,1 108,6 108,7 106,8
Tabla 1. Ancho de playa (m) para el periodo 2007-2011.
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Figura 2. Variaciones del ancho de playa para el periodo 2006-2011.

El paso siguiente consiste en estimar la tendencia. Existen varios procedimientos que se pueden
utilizar, se describen dos, el método analitico y el método de las medias moviles.

Método analitico

Este método de obtencidn de la tendencia tiene por objetivo seleccionar la funcién matematica que
modele las variaciones a largo plazo de la serie. Como ya se mencioné la tendencia puede ser lineal,
exponencial, logistica, etc., se explicara solamente como obtener una funcion lineal.
Tal como ocurre en el analisis de regresion, primero se debe identificar si la tendencia es lineal. Cabe
aclarar, sin embargo, que en el caso de series de tiempo el andlisis de regresion no tiene por objetivo
encontrar la capacidad explicativa del tiempo, sino modelar las variaciones que sufre la variable. El
tiempo no explica nada, se trata solo del soporte en el que se mueve la serie. Dicho de otra forma, las
variaciones de la variable en el tiempo no son producidas por el paso del tiempo sino que son
causadas por otras variables que inciden en ella. Por ejemplo las variaciones en el caudal de un rio no
son funcion del tiempo sino que estan reguladas por las precipitaciones y la temperatura del clima.
Si se acepta que se trata de una tendencia lineal (y = a + b-t, dénde t es una medida del tiempo
cronolodgico, a es la ordenada al origen y b la pendiente de la recta), se utiliza algin método para
calcular la recta como el de Minimos Cuadrados utilizado en el capitulo 8. Recuerde que para
determinar los valores de a y b con éste método es necesario resolver las dos ecuaciones siguientes:
b SCY
SCt
donde y es la variable y n el nimero de datos de la serie.

2 ) VAL =y-bt
SCt E t . SCty E ty - a=y

Dado que el tiempo es continuo, no hay diferencias si se expresa en cualquier tipo de unidad, ademas,
debido a que no tiene influencia en el analisis la asignacion del valor t = 0 a cualquier punto hay
libertad para elegir cuél es el origen de la serie.
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Cuando se desconoce el punto de origen se suele asignar el 0 al punto central a través de una de las
siguientes reglas:

a) Si el numero de observaciones es impar, t se asigna al valor ubicado en el centro. Entonces los
datos anteriores at = 0 se denotan por ... ,-3, -2, -1y los posteriores por 1, 2, 3, ...

b) Si el nimero de periodos es par, no hay punto medio, el valor t se toma entre la mitad de las dos
medidas centrales, de manera que t = O se omite. Luego, los periodos anteriores a t = 0 se asignan
como ... ,-5, -3, -1y los posteriores como 1, 3, 5, ...

Las ventajas de este procedimiento de codificacion son que la media de los valores de t es igual a 0,
ademas el punto central de cada periodo estara representado por un valor entero de t.

Obtener la tendencia mediante el método analitico permite tener una medida de la bondad del ajuste y
determinar si la funcion elegida es correcta. Por otra parte, tener la funcion posibilita realizar
predicciones. La medida de la bondad del ajuste se obtiene con el coeficiente de determinacion r’. En
las series estacionarias la pendiente de la recta se aproxima a 0 y si ademas presentan poca
variabilidad el estimador de la serie es simplemente la media.

Todos los resultados, asi como la informacion previa se pueden expresar en forma resumida en los

siguientes términos:

yi =a+ bt r’=... (t, en fecha ; unidad temporal ...)

EieEmpPLO 1
Estimacion de la tendencia
Para los datos del ancho de playa la recta estimada por el método de minimos cuadrados es:

yi =222,6m—19t r’=0,8791 (to: enero 2006; unidad temporal: mes)
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Figura 3. Tendencia del ancho de playa para el periodo 2006-2011. Recta calculada y; = 222,6 m — 1,9¢.

En la playa monitoreada existe una tendencia lineal significativa con pendiente negativa (Fig. 3). Esto
permite interpretar que el ancho de playa tiende a decrecer en el periodo considerado. Sin embargo,
debido a que el lapso monitoreado es corto en términos de series temporales, no es posible asegurar que
esta tendencia prosiga a futuro.
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Eliminacion de la tendencia

Para eliminar la tendencia de la serie partiendo de un modelo multiplicativo y; = T, VE; C; R;, se
calcula el cociente entre el valor observado en el momento t y el valor estimado con la recta de
tendencia calculada. De este modo lo que se obtiene es:

M =VE; C; R = 33:_5’ yi =y, estimado con larecta de regresion calculada. (11.5)

Para modelos aditivos la tendencia se elimina por sustraccion.

EJEMPLO 2

Eliminacién de la tendencia

Para eliminar la tendencia de la serie de datos del ancho de playa bonaerense (Tabla 1) se calculan, para
cada fecha de muestro, el ancho estimado con la ecuacion de la recta de regresion calculada (y; =
222,6 m—1,9t), (Tabla 2).

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 218,8 216,9 215,0 213,1 211,2 209,3 207,4 2055 203,6 201,7 199,8 197,9
2008 196,0 194,1 192,2 190,3 188,4 1865 184,6 182,7 180,8 1789 177,0 1751
2009 173,2 171,3 169,4 167,5 1656 163,7 161,8 159,9 158,0 156,1 154,2 152,3
2010 150,4 148,5 146,6 144,7 142,8 140,9 139,0 137,12 1352 133,3 131,4 1295
2011 127,6 125,7 123,8 121,9 120,0 118,1 116,2 114,3 112,4 110,5 108,6 107,7
Tabla 2: Valores de ancho de playa estimados a partir de la recta de regresion calculada y; = 222,6 m — 1,9t

Luego, se calcula el cociente entre el ancho observado y el ancho estimado % =VE, C, R, (Tabla 3, Fig.
t

4). De este modo se obtiene una serie que solo posee las variaciones estacionales, las ciclicas y las
residuales.

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 103 101 099 098 098 09 09 099 102 104 111 1,14
2008 105 101 099 095 095 09 09 098 100 104 1,15 1,19
2009 103 100 097 097 097 09 09 098 101 103 1,14 1,18
2010 103 099 09 095 095 092 092 097 100 103 1,15 1,19
2011 106 100 09 089 089 091 091 094 097 103 122 1,28

Tabla 3. Valores de ancho de playa sin tendencia (yi/y; )
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Figura 4. Serie de ancho de playa sin tendencia.
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En la figura 4 se aprecia claramente un patrén que se repite afio a afio en el que el ancho de playa entre
febrero y septiembre se encuentra debajo de los valores medios y entre octubre y enero por sobre los
valores medios.

Método de las medias méviles

Este método sirve para suavizar la serie calculando promedios de valores de la misma para periodos
de tiempo fijo pero que se desplazan a lo largo de toda la serie. En el vocabulario geofisico y de los
ingenieros eléctricos se habla de eliminar el ruido (noisy) y de aplicar filtros. Es un método util para
analizar registros sismicos y otros registros continuos como los difractogramas de rayos-X o los
registros eléctricos de pozo. Con este procedimiento solo queda la tendencia ya que elimina los
movimientos de corto y medio plazo y las anomalias debidas a causas impredecibles.

Un promedio mévil es la media aritmética de un conjunto de k valores consecutivos de la serie, el
Unico requisito es que k sea menor que nimero total de datos.

Si el nimero k de valores es impar la media y;’, esta centrada y se la hace corresponder con el valor

del momento t que es el valor central de la suma. EI promedio mévil es entonces:

k-1
_1Yt+i 1+ _1 Ayt -1 _+ -
k-1 yt_k21 3’t_k21+1 Yt yt+k21—1 Yk

N

ZL

fo— 2 — 2
yi=—L—= - (11.6)

Segun esta expresion la primera media que se puede calcular es aquella correspondiente a un conjunto
de k valores cuyo valor central coincide con el dato t = (k - 1)/2, y;. La siguiente media se calcula
para los k valores que tienen como dato central t + 1, y..; ", y asi sucesivamente. En otras palabras, a
partir de la segunda media se elimina el primer dato y se agrega el siguiente de la serie.

Un ejemplo para k = 3, las sucesivas medias seran:

x _ YotYVity2
1 = 3 '
x _ Y1tY2tY3
Y2 =7
x _ Y2tY3tY,
Vs ==

3

centrados en s, Y € Y3 respectivamente.

Si el nimero k de valores es par la media y;, no esta centrada y no corresponde a ningin valor
observado de la serie original, sino a un punto medio entre dos valores. Por esa razén hay que
promediar las medias calculadas de dos en dos sucesivamente para lograr una serie de medias

centradas en un valor que se corresponda a un dato de la serie. Un ejemplo para k = 4 sera de la forma:

y* — YatYa+YstYys
23 =T,

x  _ Y2tY3tyatys
Y34 = 2 '

* *
« _ Y2;31V3)4
3 2 .
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Un aspecto importante es la cantidad de datos que se deben incluir en la media mavil para lograr un
buen resultado. Si bien cuanto mayor es el nimero de términos incluidos en el célculo de las medias
moviles mayor es el alisamiento, un nimero demasiado grande puede llevar a una pérdida de
informacién. Por otra parte, si k es grande la serie resultante tiene pocos términos pues se pierden
observaciones al principio y al final de la serie. Por el contrario si el nimero de datos es muy pequefio
no se logra eliminar las variaciones que no son producidas por la tendencia y la suavizacion no
cumple su cometido.

En series que tienen algun patron de variacion k es facil de determinar. Por ejemplo en una serie de
datos mensuales con estacionalidad, medias moviles centradas de 12 términos, eliminarian la
estacionalidad y las variaciones accidentales.

Se recomienda usar el método de las medias mdviles en series en las que el ritmo de crecimiento
cambia con el tiempo o que presenten muchas variaciones irregulares ya que pueden proponer
funciones que aproximen periodos cortos de tiempo. Sin embargo, aunque es Util en estos casos el
método de la media movil sélo suaviza la serie y no hay posibilidad algebraica de eliminar la

tendencia.

EJEmPLO 3
Calculo de medias mdviles
Se suavizan los datos de ancho de playa calculando la media mévil de 3 términos (MM3) (Tabla 4). Las

dos primeras medias son:
w4y +ys 2256+ 2262+ 2227

Vreb—07 = 3 3 =2248
. Vo +ys+Va 2262+ 222742181
YMmar-07 = 3 = 3 =222,3

MM3 Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 224,8 222,3 217,7 213,2 207,4 203,0 201,3 203,4 206,9 208,0 208,6
2008 207,8 206,6 2025 197,0 191,0 184,9 180,8 1784 1789 179,8 179,7 179,8
2009 179,1 178,1 1749 1705 1656 160,4 157,2 1558 157,2 159,5 160,9 1592
2010 156,6 153,1 150,6 146,0 141,5 1357 131,3 129,6 131,7 1352 136,3 136,9
2011 1361 134,9 130,8 1253 119,3 113,2 109,1 106,7 107,2 108,1 108,0

Tabla 4. Serie suavizada con promedios mdviles de 3 términos.

También se suaviza la serie calculando la media mdvil de 12 términos (MM12). Como el nimero de
términos es par y cada media calculada no se corresponde con ningln dato observado se deben centrar
calculando el promedio de dos MM12 sucesivas. Se obtienen asi medias mdviles de 12 términos
centradas (MMC12) (Tabla 5, Fig. 5). La primera media movil se calcula como sigue:

225,6 + 226,2 + -+ 209,3 + 207,5

YEne-07|Dic-07 = 12 =2118
. 226,24 222,7+ -+ 207,54+ 209,1
YFeb—07|Ene—08 = 12 =210,5
. 211,8 + 210,5
Yiui-07 = — 3 - 2111
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MMC12 Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 211,1 209,6 208,0 206,4 2046 2027
2008 200,8 199,0 197,0 1949 1925 190,1 187,7 1853 183,0 180,7 178,6 176,55
2009 1745 1726 170,7 169,0 167,3 1658 164,0 161,9 159,9 157,9 1558 153,8
2010 151,8 149,5 147,3 1453 1433 141,2 1394 1379 136,3 134,7 1329 1310
2011 129,1 127,3 125,3 123,2 120,8 1184

Tabla 5. Serie suavizada con promedios mdviles centrados de 12 términos.
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Figura 5. Datos de ancho de playa observados (curva azul), suavizados con medias méviles de 3 términos (curva

verde) y con media moviles de 12 términos centradas (curva roja).

Métodos para aislar la estacionalidad

Inicialmente se definieron los movimientos estacionales de una serie como aquellos que se repiten
sistematicamente con una periodicidad menor al afio. La estacionalidad produce que en determinados
meses (u otros periodos de tiempo inferiores al afio), sucedan movimientos ajenos a la tendencia que
dificultan una educada comparacion de esa serie en esos meses pues el nivel medio de la misma se va
modificando.

Para evitar estas alteraciones en los niveles medios se realiza una correccion estacional o
desestacionalizacion. El paso previo a esta correccion es aislar la componente estacional. Para ello se

pueden usar varios metodos, aqui se explicaré sélo el de la razén a la media movil.

Método de la razon a la media movil

Este método es el mas difundido para estimar la variacion estacional. Se sintetiza en los siguientes
pasos:

1° Estimacion de la tendencia - ciclo utilizando una media movil cuyo orden permita eliminar la
componente estacional. El orden de la media movil depende de la periodicidad de los datos, si se trata

de datos mensuales es de 12 términos, si los datos son trimestrales es de 4 términos. Las medias
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moviles deben quedar siempre centradas. La nueva serie estard reducida pues se han perdido las
primeras y las ultimas observaciones.

2° Obtencion de las razones o porcentajes a las medias moéviles como cociente de la serie original
y la estimacion de la tendencia-ciclo calculada en el primer paso. Estos cocientes se denominan
indices Bruto Estacionales (IBE).

Si se trata de un modelo multiplicativo y=T; VE; C{R,, el cociente que se obtiene es:

Ye  _LVEGR _yp R = [BE,. (11.7)
Media Mdvil T¢ Ct

Para modelos aditivos la VE se elimina por sustraccion.

3° Calcular la media de todos los IBE correspondientes a un mismo mes o trimestre si los datos
fueran trimestrales. De este modo se elimina gran parte de las variaciones irregulares.

En total se tienen k indices Estacionales (IE) correspondientes a cada mes 0 a cada trimestre

dependiendo de la periodicidad de los datos

IE = ﬁ Y1 IBE, i=1,.k (11.8)

Cuando no hay estacionalidad, el 1E es 1, pero cuando existe estacionalidad los IE son diferentesa 1y
diferentes entre si. Cabe aclarar que en modelos aditivos el IE es 0.

Algunos autores proponen realizar un ANOVA para detectar si existen diferencias significativas entre
IBE y de existir diferencias, efectuar las pruebas a posteriori correspondientes.

La suma de todos los IE deberia ser 12 si los datos son mensuales o 4 si son trimestrales. Cuando esto
no sucede es necesario realizar un ajuste.

4° Normalizar los indices estacionales para expresarlos como proporcion de su valor medio. Para
obtener el indice Estacional Normalizado (IEN) se calcula el cociente entre el 1E por el promedio de

los mismos.
IE;
YL IE

IEN; = k. (11.9)

Los IEN se suelen expresar en porcentaje y son los que se utilizan para mostrar la desviacion que se
produce en cada mes del afio. Para visualizar se realiza un grafico de barras marcando el nivel medio
en 100.

EJEMPLO 4

Método de la razén a la media movil

Para aislar la estacionalidad de la serie de ancho de playa del ejemplo se siguen los siguientes pasos:

1° Estimar la tendencia-ciclo de la serie de datos del ancho de playa. Los datos de la Tabla 4 muestra la
serie obtenida con los promedios mdviles de 12 términos centrados.

2° Obtener las razones a las medias méviles. El indice Bruto Estacional (IBE) se calcula realizando los
cocientes de los datos de la Tabla 1 sobre los datos de la Tabla 5. La Tabla 6 muestra los cocientes; por
ejemplo el IBE para julio de 2007 es:

246,4 _

Vi
: IBE, N IBEju-07 = 5o =

Media Mévil

1,16
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IBE Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 1,167 1,161 1,145 1,128 1,118 1,118
2008 1,041 1,039 1,035 1010 0,988 0,978 0951 0,959 0,977 0998 1,010 1,011
2009 1,034 1,033 1,029 1011 0986 0,972 0946 0,960 0,982 1,008 1,042 1,049
2010 1,014 1,033 1,025 1,008 0981 0,973 0927 0922 0,970 1,007 1,036 1,037
2011 1,064 1,061 1,065 1,016 0,981 0,965

Gran Media

IE 1,088 1,042 1036 1011 0984 0972 0998 1000 1,019 1035 1051 1,054 1,020

Tabla 6: Indices Bruto Estacional e Indices Estacionales.

3° El indice Estacional de cada mes es el promedio de los IBE para cada mes. Los IE se presentan en la
Gltima fila de la Tabla 6.

4° Aungue el promedio de los IBE es aproximadamente 1 y para este caso no es necesario normalizar los
indices se calculan igual a modo de ejemplo. La tabla 7 muestra los indices normalizados.

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 1,144 1,138 1,123 1,106 1,096 1,096
2008 1,021 1,018 1,015 0,990 0,968 0,959 0,933 0,940 0,958 0,978 0,990 0,992
2009 1,014 1,013 1,009 0,991 0966 0,953 0,927 0941 0,963 0,988 1,021 1,028
2010 0,994 1,013 1,005 0,988 0962 0,954 0,908 0904 0,951 0,987 1,015 1,016
2011 1,044 1,040 1,034 0,996 0,961 0,946

IEN 1,018 1,021 1016 0991 095 0953 0978 0981 0,999 1,015 1,031 1,033

Tabla 7. Indice estacional normalizado.

La figura 6 representa el indice Estacional normalizado para el ancho de playa. Los valores indican que
existe un comportamiento estacional, durante los meses de otofio e invierno el ancho de playa disminuye
y aumenta en los meses de primavera y verano respecto al valor medio.
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Figura 6. Indice estacional normalizado.

Desestacionalizacion

La desestacionalizacion consiste en eliminar de la serie la componente estacional para tener un
diagnostico méas fiel del fendbmeno estudiado. Se parte del supuesto de que las fluctuaciones
estacionales pueden medirse y aislarse de las variaciones producidas por la tendencia, las variaciones

ciclicas e irregulares.
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Para modelos multiplicativos se calcula el cociente entre cada dato de la serie original por su
correspondiente IEN. Este cociente recoge el porcentaje de variacion que sobre la tendencia provoca
esta componente. Asi

Ye _ T VE R,
IEN, IEN,

Para modelos aditivos la componente estacional se elimina por sustraccion.

Una vez que se elimina la componente estacional los valores de cualquier mes se pueden comparar
entre si porque perdieron la particularidad que le asignaba la estacionalidad.

EJEMPLO 5
Desestacionalizacion

La Tabla 8 muestra los datos desestacionalizados. Los valores surgen del cociente entre el dato original
(Tabla 1) y el IEN (Tabla 7).

Ene. Feb. Mar. Abr. May. Jun. Jul. Ago. Sep. Oct. Nov. Dic.

2007 2356 233,3 2334 2423 251,7 2550 251,9 248,1 2386 2294 2219 2194
2008 221,6 221,5 219,3 220,0 220,1 219,4 2054 202,8 204,3 204,3 203,1 200,9
2009 2054 202,4 200,8 1985 197,2 1952 1826 181,2 179,0 177,7 1750 1728
2010 177,2 1746 173,0 172,3 1710 169,1 158,6 158,4 157,2 156,8 157,5 156,1

2011 151,2 151,3 148,7 147,7 1458 1442 132,1 129,7 132,5 133,6 1335 1315
Tabla 8. Indice estacional normalizado.

La figura 7 muestra un patrén bastante definido: el ancho de playa disminuye paulatinamente durante el
periodo analizado.
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Figura 7. Ancho de playa desestacionalizado (curva negra), ancho de playa (curva negra).

Analisis del ciclo

La componente ciclica es la mas dificil de detectar y estimar porque no siempre existe; cuando esta
presente sus oscilaciones suelen ser muy irregulares y no tienen periodo fijo, ademas, puede suceder

que dos ciclos se superpongan. Sin embargo, a pesar de las dificultades, conviene aislar el
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componente ciclico de una serie cronoldgica para estudiar los puntos de inflexion y los valores
maximos y minimos. Si la serie tiene un patrdn ciclico estable, aislarla posibilita determinar las causas
intrinsecas y la prediccion de los movimientos futuros como por ejemplo los fendmenos del Nifio.

La componente ciclica se puede aislar con el método de los residuos que se describe a continuacion.

Método de los residuos

El método de los residuos consiste en identificar la Tendencia, las Variaciones Estacionales y las
variaciones Irregulares y eliminarlas de la serie por division si el modelo es multiplicativo o por
sustraccion si el modelo es aditivo.

Para un modelo multiplicativo y;=T; VE; C; R, los pasos serdn entonces primero desestacionalizar la

yt+ _ TVECR

serie (
IEN VE

=TC R) y luego eliminar la tendencia (# =C R).
En el ejemplo del ancho de playa no se detectan ciclos probablemente porque el periodo analizado es

muy corto.

Variaciones irregulares

Las variaciones irregulares o residuales son de poco interés. Podrian aislarse con una suavizacién con
medias moviles. Sin embargo, cuanto mayor son las irregularidades que presente la serie mayor debe
ser el nimero de términos que se incluyan en la media mdvil. Luego se obtienen como cociente entre

la serie sin tendencia ni estacionalidad ni ciclo como cociente.

Autocorrelacién

Al analizar una serie cronoldgica a veces aparecen segmentos de curvas que aparentemente se repiten.
Una forma de medir estas semejanzas es con un proceso de auto-comparacion de la serie. Para medir
estas semejanzas se utiliza el coeficiente de correlacion lineal r de Pearson. El coeficiente se calcula
entre la serie y la misma serie desplazada un paso o lag (L). Aunque la magnitud del paso puede
variar tedricamente desde 1 hasta n - L, algunos autores recomiendan solo calcular r hasta
desplazamientos igual a n/4, y algunos mas conservadores hasta n/10.

Para el célculo de r_se utiliza una expresion analoga a la del coeficiente de correlacion lineal r de

Pearson. La autocorrelacién para el paso k esta dada por la siguiente expresion:
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n—

k _ _
% N i— (yi - yl)(yi+k - yz) (11.11)

= r: ,
" Naryvary., s e G- v

donde ys, Y2, ...,Ya SON los valores de la variable en los tiempos ty, t;, ..., tn, y, = z_”:lk y, [(n—K)

Vo = 2 0=K)-

El coeficiente de autocorrelacion toma valores entre 1 y -1, valores cercanos a 0 indican ausencia de
autocorrelacion. Se puede calcular la significancia de r_con una prueba de hipdtesis con el estadistico
de prueba z = r,+/N — L. La prueba es a dos colas con hip6tesis nula es ausencia de correlacion (Ho:
pL=0).

Si se calcula r_ para varios valores de L (i.e.: 1, 2, 3, ..., n - L) se obtienen los valores de la llamada
funcion de autocorrelacion cuya expresion gréafica es el correlograma. El correlograma es un grafico
bivariado que en abscisas tiene los valores de L y en ordenadas los valores de r.. El correlograma
facilita la deteccion de patrones de variacion y se utiliza para describir la estructura de una serie
cronoldgica.

Cuando el correlograma se calcula a partir de la serie cronoldgica original, se incluyen todas las
componentes deterministicas (T, C y VE) y estocésticas (R). Valores de tendencia crecientes o
decrecientes producen valores de autocorrelacion cercanos a cero, a medida que aumenta el paso (Fig.
8). Si hay patron ciclico o estacional el correlograma muestra una forma semejante a la funcién seno o
coseno. En cambio, cuando el correlograma se calcula con los valores de la serie filtrados, por

ejemplo con promedios méviles, se puede identificar o estimar la componente aleatoria.

1

Wl\}\w o M
! A

4] 30 T

Numero de observacionss 0 Niimero de ohservaciones o 50 100
Paso Paso
a b c d
1 1
’ M W\/\/ ’ W
-1 -1
himaro de observaciones o 50 100 Numero de observacionas 0 B0 100
Pasg Paso
e f 9 h

Figura 8. Ejemplos de secuencias de variables vs. tiempo y correlogramas (se plotea r de Pearson vs. el numero de paso).
ay b:Secuencia aleatoria estacionaria sin tendencia, el valor de r en el correlograma alcanza rapidammente el valor cero.
cy d: Series con tendencia lineal positiva 0 negativa muestran el mismo correlograma con marcada correlacion positiva en
los pasos bajos y marcadamente negativos a pasos distantes. e y f: Secuencia con tendencia negativa y componente
aleatoria. g y h: Secuencia con componente estacionaria (puede ser ciclica dependiendo de la escala), el correlograma
muestra el mismo patron (modificado de McKillup y Dyar 2010).
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EJEMPLO 6

Correlograma

El correglama obtenido con los datos del ancho de playa muestra claramente la componente ciclica del
fendmeno que se repite, en este caso, con una periodicidad de un afio (Fig. 9).

0,98 4
0,96 1
0,94 4

0,92

0,90

0 5 10 15 20
PASO

Figura 9. Correlograma del ancho de playa.

Correlacién cruzada

El coeficiente de correlacion cruzada se utiliza con el objeto de investigar si dos series de datos
poseen patrones de variacion semejantes. Si se designan a las dos series como Yi; e Y;, se define n”
como el numero de posiciones que se superponen entre las dos cadenas, el coeficiente de correlacion

cruzada para el desfasaje m, es:

_ n'yv,,-YY; YV, (11_12)
j [n* $Y2—(E V)2 [n* £ 25 Y5)?]

"m

La significancia del coeficiente de correlacion cruzada en el desfasaje m, ry, se calcula con una prueba

de hipotesis de prueba t, donde el estadistico de prueba tiene la siguiente expresion:

t=r, /% (11.13)

La prueba es a dos colas con hipotesis nula es ausencia de correlacion (Ho: p. = 0), el valor critico
para tomar la decisién estadistica se busca con (n* - 2) grados de libertad en la Tabla 3 del Anexo.
Cabe aclarar que a diferencia del coeficiente de autocorrelacién donde el desfasaje se produce siempre
en el mimo sentido (L = 1, 2, ..., n) porque hay un inicio conocido de la serie, en el calculo del
coeficiente de correlacion cruzada, las series se desfasan en los dos sentidos (L =-n, ..., -2, -1, 0, 1, 2,
..., N) porque no hay certeza de cudl es el punto 0 momento de coincidencia maxima de ambas series.
Por ejemplo, si se desea conocer cuando se producira el aumento de caudal maximo de un rio en el
punto B de su cauce conociendo las precipitaciones caidas en el punto A ubicado aguas arriba se

podré inferir el tiempo que tarda en aumentar el caudal en B.

188



Test de rachas

El Test de Rachas de Wald-Wolfowitz (Runs test) se utiliza con series de datos nominales con solo
dos categorias mutuamente excluyentes. Se trata de un test no paramétrico que se podria haber
descrito en el Capitulo 11, pero dado que es una prueba que se aplica a las series mas simples, se
explica en este apartado. Imagine el siguiente ejemplo: en una playa de la provincia de Buenos Aires
se realizan mediciones del ancho de playa una vez al mes durante 2 afios, se define una fase de
ampliacion (A) como aquella en las que el ancho de playa aumenta respecto al mes anterior y una fase
de reduccion (R) como aquella en la que el ancho de playa disminuye respecto a la del mes anterior.
Se registraron 10 fases de ampliacién y 13 de reduccion del ancho de playa.

Se define una racha u como la secuencia ininterrumpida de la misma categoria. La serie observada
(So) tiene 8 rachas (cada racha se indica con una linea contiinua). Podria suceder que se hubiesen
encontrado solo 2 rachas ( serie S;) o tal vez 20 (serie S,) y ambas serian consistentes con las 10 fases
de Aylas13R.

So:AAARRAARRRRAAARRRRAARRR

S:AAAAAAAAAARRRRRRRRRRRRR

El test de rachas permite evaluar la hipétesis que la secuencia de eventos es producto del azar. Para
someter a prueba la hipdtesis nula se usa el estadistico de prueba Z,

z, = % (11.14)
_2nqn, o 2nin,(2nyny,—n;—n,)
donde u, = . +1yoz= J AT cTa—T (11.15y 11.16)

para n; es el nimero de elementos de la primera categoria (A para el ejemplo), n, el nimero de
elementos de la segunda categoria (R, para el ejemplo) y u es el nimero de rachas de la serie.

La hipétesis nula se rechaza cuando z, > Z,,, los valores criticos del estadistico se encuentran en la
Tabla 1 del Anexo.

EJEMPLO 7
Test de rachas
Serie de fases de ampliacion-reduccion del ancho de playa entre dos meses sucesivos observadas

S AAARRAARRRRAAARRRRAARRR

Ho: u = . La distribucion de las fases de ampliacion-reduccién del ancho de playa es al azar
Hi: u # . La distribucion de las fases de ampliacién-reduccion del ancho de playa no es al azar
o =0,05 o/2 = 0,025

De la Tabla 1 del Anexo, Zy 05 = 1,96

189



na=10 ngR=13 u=38

2810 _ _ ’28 10(2 810-8-10) _
Hu =500 +1=99 Ou = (8+10)2(8+10-1) 2,03

800 03
~ 2,03 7

Z¢

Decision estadistica: z. > z,, (2,03 > 1,96), existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
La serie de eventos de ampliacion y reduccidn de la playa en el periodo analizado no ocurre al azar.

Rechazar esta hipotesis dara pie a investigar si la serie tiene: a) menos rachas que las que ocurren por
azar, en ese caso la serie es mas agrupada o contagiosa que una aleatoria, b) si la serie tiene mas
rachas que las que ocurren por azar, indica una tendencia hacia una distribucién uniforme. Para el
ejemplo, si hay pocas rachas podria indicar que la acrecion se produce solo en determinados meses del
afio y la reduccién del ancho de playa en otros, por el contrario, si se encuentran muchas rachas existe
alguna tendencia hacia la alternancia de faces de ampliacion y reduccion de la playa.

Para analizar se la serie es contagiosa o uniforme se realizan pruebas de hipotesis de una cola. La
hipotesis nula de la situacion contagiosa enuncia que los elementos de la poblacién no estan en forma
agrupada (Ho: u > £4) y la hipdtesis alternativa que los elementos de la poblacion estan agrupados
(Ha: u < g,). La hipdtesis nula se rechaza si z. >z,y u < 4, Para el caso de S;, con solo dos rachas (u
= 2), el valor de z. = -3,88 y el de zy05 = 1,645, ademas 2 es menor que la media poblacional (4, =
9,89), esto resultados llevan a rechazar la hipdtesis nula y a concluir que esta serie presenta sus datos
agrupados.

La hipétesis nula de la situacion uniforme expresa que los elementos de la poblacion se no se
distribuyen uniformemente (Ho: u < z,) y la hipotesis alternativa que los elementos de la poblacion se
distribuyen uniformemente (Hy: u > z4,). La hipdtesis nula se rechaza si z.>z,y u > u,. Para el caso de
S,, que posee un numero elevado de rachas (u = 20), el valor de z.= 9,85 y el de 2,05 = 1,645, ademas
20 es mayor que la media poblacional (x4, = 9,89), esto conduce a rechazar la hip6tesis nula y a

concluir que esta serie presenta sus datos uniformemente distribuidos.

Auto-asociacion y Asociacion cruzada

El método de auto-asociacion y el de asociacion cruzada tienen por objetivo calcular un indice para
cuantificar las semejanzas entre dos series de datos nominales. Las categorias de clasificacion deben
ser mutuamente excluyentes. Por ejemplo series estratigraficas donde se suceden tipos litologicos (i.e.
lutitas, areniscas, arcilitas, coquinas, etc.) o el registro en testigos de perforaciones de zonas
mineralizadas (i.e. distintos tipo de ganga y mena), entre otros. Para medir las semejanzas cuando se

comparan dos series se utiliza el indice de coincidencias (ICo) que es igual al ndmero de
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coincidencias (C) sobre el nimero de total de comparaciones (N), (ICo = C/N). El coeficiente se
calcula desplazando las series una respecto a otra hasta que solo se compara una posicion.

Los indices de coincidencia de cada comparacion se pueden volcar en un grafico bivariado similar al
correloglama, poniendo en abscisas los valores de desfasaje y en ordenadas los valores del ICo.

La significacion del 1Co se determina con una prueba de hipGtesis de Chi cuadrado (x°). Para realizar
la prueba se necesita conocer el nimero de coincidencias y el de no coincidencias de la comparacion.
También se requiere conocer la probabilidad del nimero de coincidencias que tendrian dos series
aleatorias con el mismo nimero de categorias y de la misma longitud (Pc) y la probabilidad del
namero de no coincidencias (Pnc = 1 - Pc). La probabilidad del namero de coincidencias se calcula
con la siguiente formula:

pc = 2= XXk (11.17)

nin;

donde, Xy = nimero de observaciones en cada k-ésima categoria en la serie 1, X, = numero de
observaciones en cada k-ésima categoria en la serie 2, n; = es el nimero de observaciones de la serie
1, n,=es el nimero de observaciones de la serie 2.

El estadistico de prueba se calcula con la siguiente expresion:

5 _ (]Co—Ce|-0,5)2 | (INCo—NCe|-0,5)2
X2 = +

o NCo , (11.18)

donde Co = nimero de coincidencias observadas, Ce = nimero de coincidencias esperadas (Pc x N),
NCo = numero de no coincidencias observadas, NCe = nimero de no coincidencias esperadas (Pnc x
N).

La hipdtesis nula de la prueba es que el nimero de coincidencias y de no coincidencias entre ambas

series es producto del azar. La hipétesis nula se rechaza cuando x? > xz.,, note que el valor critico de

%” tiene 1 grado de libertad (Tabla 2 del Anexo).

EJEmMPLO 8

Autoasociacion

Se relevaron dos perfiles en el Patagoniano aflorante en dos localidades distantes. La litologias halladas
son: arena muy fina, (AMF), arena fina (AF), arena mediana (AM), arena gruesa (AG), sabulo (S). Los
perfiles tienen las siguientes litologias de base a techo:

Perfil 1. AG AM AF AM AF AG AF AMF AF S AF AG
Perfil 2: AMF AF AM AG AF AGAM AF AM AF AMF AF
En la primera comparacion N =12, C=2,1Co=0,16

En la segunda comparacion se desfasa una secuencia respecto a la otra una posicién
AG AM AF AM AF AG AF AMF AFS AF AG

AMF AF AM AG AF AG AM  AF AM AF AMF AF
N=11,C=4,1Co=0,36

La prueba de significacion de la comparacion de las dos series sin desfasar se plantea como:
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Ho: Fo = Fe. El nimero de coincidencias y de no coincidencias entre ambas series es producto del azar.
Hi: Fo # Fe. El nimero de coincidencias y de no coincidencias entre ambas series no es producto del
azar.

o =0,05
De la Tabla 2 del Anexo, x%0s.1 = 3,84

Categoria N°Perfil1  N°Perfil 2 N°1 x N°2

AMF 1 2 2
AF 5 5 25
AM 2 3 6
AG 3 2 6
S 1 0 0
Suma 12 12 39
Pe= Tt X11 Xak — pc= 39 _ 0.27
nmn, 12 x 12

Pnc=1-0,27=0,73

Co = numero de coincidencias observadas = 2

Ce = niimero de coincidencias esperadas (Pc x N) = 0,27 x 12 = 3,2

NCo = namero de no coincidencias observadas = 10

NCe = niimero de no coincidencias esperadas (Pnc x N) = 0,73 x 12 =8,8

_ (Ico— Ce| — 0,5)? , (INCo — NCe| - 05)? (12—32/-05)% (|10 88| —0,5)?

%
Ce NCe 3,2 8,8

=0,21

Decision estadistica: x> < %005 (0,21 < 3,84), no existen evidencias para rechazar la hipétesis nula.
Las coincidencias entre ambas series se producen por azar.

Matrices de transicion

Las matrices de transicion se utilizan para analizar series de datos nominales al igual que los métodos
de auto asociacion y asociacion cruzada descriptos. Tiene por objetivo conocer la tendencia de paso
de un estado o categoria a otro sin tener en cuenta el orden de los cambios de categoria en la
secuencia.

Para el analisis de las transiciones de un estado a otro de una serie se puede construir la matriz de
frecuencias de transicion [Tr]. Esta matriz tiene un nimero de datos menos que la cantidad de datos
de la serie (n - 1). La matriz se lee que el cambio ocurre desde las categoria de las filas, hacia la las
categorias de las columnas.

Con el objeto de visualiza mas claramente cuales son las tendencias de transicion, también se puede
construir una matriz de proporciones (proportion matrix) dividiendo cada frecuencia observada en
la matriz de transicion por el total de transiciones registradas, [Ppi] = (Xj/(n - 1)).

Para enfatizar la proporcion de estados que preceden un estado dado, es Util calcular la matriz de
proporciones/probabilidades de transicién (transition proportion matrix). Esta matriz tiene el
resultado del cociente de la frecuencia de transicion de una categoria A en otra B, sobre el nimero

total de A presentes en la secuencia, [Pri] = (x;/ total de fila).
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EJEMPLO 9

Matrices de transicion

Los siguientes datos representan la sucesion de litologias en un perfil de detalle del Grupo Sierras Bayas.
Se reconocieron 4 tipos litoldgicos: dolomias (D), calizas (C), cuarcitas (Q) y psamopelitas (P).

(Piso)) DCDQPQPDCQCDPQPQCDQDCPDCQPCD QP D (Techo)

Matriz de transicion Tr; D CH:ACI(S‘ p TOTAL DE FILA
u D 0 4 3 1 8
3 C 4 0 2 1 7
g Q 1 2 0 5 8
P 3 1 2 0 7
TOTALDECOLUMNA 8 7 8 7 30

Para Tr;; por ejemplo, la frecuencia de transicion desde D hacia C se registra en la celda x;, y es igual
4(estan subrayadas en la serie), mientras que la frecuencia de transicion desde P hacia Q se registra en la
celdax,3 Yy esigual a 2.

Matriz de proporciones Ppj; D CHAC|AQ p TOTAL DE FILA
W D 0 0,13 0,10 0,03 0,26
2 C 0,13 0 0,07 0,03 0,23
i Q 0,03 0,07 0 0,17 0,27
P 0,10 0,03 0,10 0 0,23
TOTAL DE COLUMNA 026 023 027 0,23 1

En la matriz de proporciones se aprecia que la transicion desde cuarcitas (Q) hacia psamopelitas (P) es la
mayor, ocurre 17%. Por el contrario, la transicién desde dolomitas (D) hacia psamopelitas (P), desde
cuarcitas (Q) hacia psamopelitas (P), desde cuarcitas (Q) hacia dolomitas (D) y desde pasamopelitas (P)
hacia calizas (C), son las menores, ocurren solo el 3% de las veces.

Matriz de proporciones de transicion Pr; D c HAClAQ p TOTAL DE FILA
|.u D 0 0,500 0,375 0,125 1,00
2 c 0,571 0 0,286 0,143 1,00
w Q 0,125 0,250 0 0,625 1,00
P 0,428 0,143 0,428 0 =~1,00

En la matriz de proporciones de transiciones se observa que el 50% de transiciones desde capas de
dolomita (D) son hacia capas de caliza (C), hacia capas de cuarcitas (Q) es 37,5% Yy hacia psamopelitas
(P) es de 12,5%.

Cadenas de Markov

Una cadena de Markov'® es una serie de eventos, en la cual la probabilidad de que ocurra un evento

depende del estado del evento que le antecede. Las cadenas de este tipo recuerdan el estado del

altimo evento y esto condiciona la probabilidad del estado de los eventos futuros, se dice que tienen

memoria. Esta dependencia del evento anterior diferencia a las cadenas de Markov de las series de

eventos independientes (i.e. tirar una moneda al aire).

Las series de eventos pueden ser totalmente deterministicas cuando la sucesion de estados es siempre

la misma, por ejemplo si los estados son tres, A, By C, a lo largo de la sucesién al estado A siempre

le sucede B, a B siempre C y a C siempre A. La persistencia de la memoria es una funcién del
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determinismo del sistema que, en este caso, recuerdar por siempre. En el extremo opuesto se
encuentran las series totalmente aleatorias en las cuales la sucesion de eventos ocurre al azar como es
el caso de una serie de lanzamiento de una moneda. Las series de este tipo olvidan el estado
precedente por completo. Entre estos extremos se encuentran series parcialmente deterministicas,
series de comportamiento semi-aleatorio, etcétera. Muchas de estas series tienen propiedades de las
cadenas de Markov, esto es el estado en un punto cualquiera de la serie es dependiente, de manera
estadistica, del estado del suceso precedente. En estas series el nimero de pasos que persiste la
memoria es un indice de orden de la serie.

Las aplicaciones de la teoria de Markov en problemas geoldgicos son para modelar o simular los
procesos. Muchos procesos que operan en el interior o sobre la superficie de la tierra exhiben
comportamiento de Markov, por ejemplo los procesos que condujeron a la depositacion de secuencias
hemipel&gicas en el Jurasico superior de la Peninsula antartica.

Para evaluar si una secuencia tiene propiedades de cadenas de Markov se recurre a las matrices de
transicion. Se ha visto que es posible usar la frecuencia relativa para estimar la probabilidad de
ocurrencia de un suceso. Asi la matriz de proporciones (Ppj;) calculada con la matriz de frecuencia de
transicion de una secuencia (Tr;), es una estimacion de las probabilidades de las transiciones de un
estado a otro. De igual manera, la matriz de proporciones de transicion (Pr;) es la matriz de
probabilidad condicional, es decir la matriz tiene la probabilidad que ocurra un estado conociendo el
estado precedente (P(A|B)).

Con el objetivos de probar la significacién de un proceso de Markov se realiza una prueba de
hipotesis de »°. La prueba se desarrolla a partir de la matriz de transicion (Try) y la matriz de
probabilidad de transicion (Pri). El primer paso es calcular la probabilidad de que se llegue a un
estado determinado desde cualquier estado anterior, es decir conocer las probabilidades marginales.
La matriz de probabilidades marginales (Pr;) se calcula sumando las frecuencias de cada columna de
la matriz de transicion Tr, y dividiendo por el ndmero total de transiciones. Para una matriz de

transicion de m x m estados, Pr;se calcula entonces con la siguiente expresion:

— Xiz, TTij
PT] }1127217‘7‘17. (1119)
El estadistico de prueba es:
=2 $P N0, Try; I (11.20)

P_I‘j.
Cada elemento de la matriz de probabilidad de transicion (Prj) se divide por la probabilidad marginal
de la columna donde se encuentra el elemento (Pr;) (Pr;;/ Pr;). El nimero correspondiente de la matriz
de transicion (Tr) se multiplica por el logaritmo natural de ese cociente. Por Gltimos se suman todos
los valores m? y se multiplica por 2 para obtener el estadistico de prueba y2 El %2 calculado se

contrasta con un valor critico de tabla (Tabla 2 del Anexo) para el nivel de significacion elegidoy v =
(m - 1)% grados de libertad.
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La hipotesis nula de la prueba es que el estado de un evento en cualquier punto de la serie es

independiente del estado del evento anterior. La hipdtesis alternativa es el estado de un evento en un

punto cualquiera de la serie depende del estado del evento anterior, 0o que la secuencia tiene

propiedades de Markov.

EJEmPLO 10
Cadenas de Markov

Se desea investigar si la sucesion de sedimentos descriptos en un perfil de detalle del Grupo Sierras
Bayas, presentado arriba, exhibe un comportamiento Markoviano que pueda asociarse a algin proceso.

Las hipotesis que se testean son:

Ho: el estado de un evento en cualquier punto de la serie es independiente del estado del evento

precedente.

H;: el estado de un evento en cualquier punto de la serie depende del estado del evento precedente.

o =0,05
v=(m-1)>*=9
De la Tabla 2 del Anexo, %050 = 16,92

El estadistico de prueba es:

Matriz de probabilidades
marginales Pr;

Prij/Prj D
D 0,000
C 2,143
Q 0,469
P 1,607
Ln (Pry/Pr) | D
D
C 0,762
Q -0,758
= 0,474
Pr;;
Trj In Pn-J D
D
C 3,049
Q -0,758
P 1,423

%2 =2-11,52 = 22,04

2,143
0,000
1,071
0,612

0,762

0,069
-0,491

3,049

0,138
-0,491

0,2
67

1,406
1,071
0,000
1,071

c
0,2

0,341
0,069

0,069

1,023
0,138

0,138

0,536
0,612
2,679
0,000

0,2
67

-0,624
-0,491
0,985

-0,624
-0,491
4,926

0,2
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Como Xz > X20,05; 0(22,04>16,92), se rechaza la hip6tesis nula. Se infiere que esta serie tiene memoria de
las litologias precedentes, se considera que existe un patrén de recurrencia en la secuencia. La figura
muestra las transiciones mas frecuentes con las probabilidades asociadas a cada transicidn.

Figura 10. Transiciones litologicas mas frecuentes y probabilidades asociadas en la secuencia de Sierras Bayas.
P: psamopelitas, D: dolomias, C: calizas, Q: cuarcitas.

En la secuencia descripta las transiciones entre eventos sucesivos solamente pueden ser entre
categorias diferentes, algunos autores las llaman transiciones verdaderas. Sin embargo, si se estudian
secuencias litoldgicas, se puede registrar el tipo litoldgico que ocurre con un espaciamiento constante,
por ejemplo relevar la litologia cada metro. En estos casos pueden aparecer transiciones de la misma
categoria y la matriz de transiciones Tr;; no tendra O en la diagonal. En estas secuencias el estadistico

de la prueba de hipétesis ”es el de las tablas de contingencia (Capitulo 9).

Anélisis para series del mismo evento

Existen secuencias temporales o espaciales en donde el mismo evento se repite en el tiempo o
distancia. Por ejemplo fechas de inundaciones o crecidas excepcionales de un rio, flujos de barro,
terremotos.

Si se requiere conocer si la frecuencia de ocurrencia cambia con el tiempo o la distancia se realiza
un analisis de regresién. Primero se agrupan los registros de la secuencia en intervalos de la misma
duracién y se cuentan los eventos que ocurren en cada intervalo de modo de obtener la frecuencia en
forma anéloga a la construccion de un histograma. También en este caso es importante seleccionar
adecuadamente la amplitud del intervalo de modo gque no sean demasiado chicos para evitar que haya
0 sean muy pocos los intervalos sin datos, ni muy grandes como para que el nimero de intervalos sea
bajo. Se recomienda contar al menos con 6 intervalos y que el 80% de ellos tengan al menos un dato.
Luego se realiza el andlisis de regresion con las frecuencias de ocurrencia. Se calcula la recta de
regresion y se realiza la prueba de hipétesis sobre la pendiente (Capitulo 8). Si la pendiente es
diferente que cero, existen evidencias de cambios en las frecuencias de ocurrencias. Dependiendo del
patron de cambio puede ser necesario efectuar un ajuste con una funcion diferente.

Por otra parte, cuando interesa saber si los eventos estan distribuidos al azar o agrupados o
distanciados en el tiempo, se realiza un andlisis de supervivencia. Para ésta analisis, primero se

obtiene informacion de la longitud del intervalo (tiempo o espacio) transcurrido entre eventos
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sucesivos. Luego se construye la distribucion de frecuencias para todas las longitudes de intervalo
observadas. Se calcula ademas los porcentajes remanentes (0 sobrevivientes) de casos cuyo intervalo
es mayor que el intervalo analizado. Los porcentajes remanentes se utilizan para hacer un gréafico de
supervivencia con la longitud del intervalo en abscisas y el logaritmo del porcentaje remanente en
ordenadas. Para facilitar la interpretacion del gréfico de supervivencia se suele realizar otro gréafico
con el logaritmo del porcentaje de supervivientes. Este grafico siempre tiene pendiente negativa.
Cuando los eventos estan distribuidos al azar la gréfica es lineal (Fig. 11a). Si los eventos estan
regularmente espaciados la pendiente es suave al inicio y luego se torna mas pronunciada (Fig. 11b),
mientras que si los eventos estan agrupados la pendiente es abrupta en los intervalos cortos y decrece

suavemente hacia los intervalos largos (Fig. 11c).

Lndel % de
supervivientes

a b c

tongitud del intervalo
Figura 11. Logaritmo de la funcion de supervivencia de secuencias con patron a: aleatorio, b: aproximadamente
regular, c: agrupado.

EieEmpPLO 11

Analisis de supervivencia

Los datos adjuntos muestran el afio en que un volcan, suponga ubicado en la zona de subduccidn entre de
la Placa Indoaustraliana bajo la Placa Euroasiatica, mostré alguna actividad en el periodo 1850 - 2008.
Interesa conocer si la frecuencia de ocurrencia en lapsos de 10 afios cambia en el periodo analizado.

1850 1866 1887 1908 1934 1959 1977 1990
1851 1866 1890 1908 1934 1960 1978 1991
1852 1867 1892 1911 1938 1961 1978 1991
1852 1870 1894 1911 1939 1962 1979 1992
1853 1873 1895 1912 1942 1962 1980 1993
1854 1874 1895 1914 1943 1963 1983 1994
1854 1874 1896 1921 1944 1966 1983 1995
1854 1874 1900 1923 1946 1969 1984 1997
1856 1875 1903 1924 1950 1972 1984 2000
1857 1880 1904 1924 1952 1972 1986 2000
1859 1881 1904 1924 1953 1973 1987 2001
1860 1882 1905 1931 1955 1974 1987 2007
1861 1886 1907 1933 1956 1974 1988 2008

La Tabla 9 muestra el nUmero de eventos volcanicos registrados en lapsos de 10 afios. La figura 12
representa los datos de la tabla y la recta que mejor ajusta de ecuacion Y = 1,071 + 0,002 X. La prueba de
hip6tesis realizada sobre la pendiente confirma que la pendiente de la recta es 0 (Fy.q4 = 0,044, No
Significativa). Se interpreta que la frecuencia de ocurrencia de los eventos no cambia en el periodo 1850-
2000.

Corresponde también estudiar el patrdn de distribucién temporal entre eventos sucesivos. La segunda
columna de la tabla 10 muestra el nimero de eventos sucesivos cuya ocurrencia se produjo en periodos
menores a 1 afio, 1 afio, 2 afios, ..., 7 afios que es la maxima separacion entre un evento y el siguiente. Por
ejemplo hay 21 eventos que se produjeron el mismo afio, 37 que sucedieron con 1 afio de diferencia (i.e.
1852-1853, 1856-1857), solo 1 que se distancio del precedente 7 afios (2001-2007). La tercera columna
de la tabla es el porcentaje de eventos respecto al total (104). Es evidente que el lapso entre eventos
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sucesivos mas frecuente es 1 afio (41,1%). La cuarta columna es el porcentaje de eventos remanentes o

“sobrevivientes” con intervalos “mas largos que” 0 afios, 1 aflo, ..., 7 afios. Los porcentajes en este caso
se calculan respecto al total de casos (90). Estos porcentajes se utilizan para hacer el grafico de

supervivencia (Fig. 13a). Los datos de la quinta columna (Lh % remanente) se usan para facilitar la

interpretacion del grafico de supervivencia (Fig. 13b). En figura 13b los datos se disponen
aproximadamente en una recta por lo que se infiere una distribucion aleatoria.

Intervalo  N°eventos Intervalo N°eventos
1850-59 11 1930-39 6
1860-69 5 1940-49 4
1870-79 6 1950-59 6
1880-89 5 1960-69 7
1890-99 6 1970-79 9
1900-09 8 1980-89 9
1910-19 4 1990-99 8
1920-29 5 2000-09 5

Tabla 9. Ndmero de eventos volcanicos
registrados en intervalos de 10 afios. Note que
hay afios en que ocurrié mas de un evento, por
ejemplo en 1924 se produjeron 3 eventos.

N’ de emanaciones

1840
1860
1880 4
1900
1920
1960

2
3

Intervalo de 10 afios

1980 7

o
s

2020 ~

Figura 12. Nimero de eventos volcanicos registrados en
lapsos de 10 afios. La linea es la recta que mejor ajusta

(Y = 1,071 + 0,002 X).

Eventos

sucesivos en o % del total de % de Ln %

- N° casos

intervalos de casos remanentes remanentes

longitud ...

0 21 23,3 76,7 4,34
1 37 41,1 35,6 3,57
2 12 13,3 22,2 3,10
3 12 13,3 8,9 2,19
4 4 4,4 4,4 1,48
5 2 2,2 2,2 0,79
6 0 0 2,2 0,79
7 1 2,2 0 0,00

Porcentaje de remanentes

Figura 13. a) Grafico de supervivencia. b) Grafico del logaritmo de porcentaje de supervivientes.

Tabla 10. Namero de afios que transcurrieron entre eventos sucesivos.

0 2 4 6
Longitud de Intervalo en afios

Longitud de Intervalo en afios
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE DATOS
COMPOSICIONALES

Introduccidn

Los datos composicionales son aquellos que se expresan como proporciones, porcentajes o partes por
millén y cuya suma es un valor constantes k (igual a 1, 100 o 10° respectivamente). Un sinniimero de
datos geoldgicos son composicionales: analisis quimicos de elementos mayoritarios, de elementos
minoritarios y traza, modas mineralogicas y sedimentolGgicas, analisis granulométricos de
sedimentos, recuento de especies en asociaciones fosiles, hidroquimica de agua subterranea. También
aparecen, frecuentemente en estudios ambientales de uso y distribucién del suelo, distribucion de
contaminantes en agua, aire y suelo, etcétera. Ademas, en muchas otras oportunidades se utilizan
subconjuntos de éstas composiciones como lo son los populares diagramas ternarios.

Aungue son numerosos los trabajos que presentan abundantes datos composicionales, al presente las
conclusiones derivadas del analisis de estos datos numéricos son descriptivos, semicuantitativas y se
limitan a caracterizar la muestra. Las estimaciones cuantitativas que tradicionalmente se utilizan se
centran en describir las composiciones en términos de composicion promedio y la variabilidad de
cada componente en términos de poca, mucha, grande, mayor que, menor que, etcétera. Por otra parte
a la hora de establecer relaciones entre componentes se indican en términos relativos y son del tipo “a
medida que aumenta el contenido de A, decrece el de B”.

Igualmente amplia es la utilizacion de diagramas ternarios, usados para visualizar datos numéricos
que pueden ser expresados en términos de relaciones de tres componentes (porcentajes o proporciones
ternarias). Ejemplos de diagramas ternarios se encuentran en geoquimica, sedimentologia y
paleontologia pero son especialmente populares en las variadas ramas de la petrologia de rocas igneas,
metamdrficas y sedimentarias, aqui su rol se centra en esquemas de clasificacion y de discriminacion
de ambientes geotectdnicos y, otras veces, se indican lineas de tendencias. En algunas ocasiones se
agregan a los datos puntuales los promedios aritméticos de los analisis, en un paso posterior, se suele
proceder a la construccion de los llamados campos de variacion composicional con el objeto de

capturar la dispersion de los datos.
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La primera referencia donde se identifican los problemas del analisis e interpretacién de los datos
composicionales se encuentra en el trabajo de Karl Pearson publicado en 1887. A mediados del siglo
XX, Chayes (1960) identifica las dificultades a la suma constante. Krumbein (1962), Chayes y
Kruskal (1966), Le Maitre (1982), Davis (1986) y Rock (1988) proponen algunas estrategias de
analisis. Sin embargo no es hasta que en 1986 que Aitchison, en su monografia “The statistical
analysis of compositional data”, sienta las bases para el andlisis modermno de los datos
composicionales sorteando la restriccion de la suma constante. Actualmente existen numerosas lineas
de investigacion en datos composicionales, el mas importante es liderado por Vera Pawlowsky-Glhan
en la Universidad de Girona, Espafia.

Cabe mencionar, por ultimo, que si bien los datos composicionales son esencialmente multivariantes y
se analizan con métodos multivariantes (i.e. Analisis de Componentes Principales, Andlisis de
agrupamientos) que exceden los alcances de este libro, se presentan en este capitulo las bases del
analisis y algunas estrategias exploratorias e inferenciales.

Datos Composicionales

Los datos composicionales, o cerrados, se caracterizan por que, para cada individuo, la suma de sus
constituyentes o partes es aproximadamente un valor constante k, dentro de un cierto limite de
incertidumbre. Por ejemplo la suma aproximada de concentraciones de ciertos elementos expresadas
como gramos en 100 gramos de muestra es 100. La incertidumbre proviene, en el caso de datos
geoquimicos, por errores en las mediciones o es causada al no considerar la presencia de los
elementos traza. Ademas de estos datos, que se definen como intrinsecamente cerrados, existe otro
conjunto en los que la suma constante se establece para presentar los datos en los diagramas ternarios.
Formalmente un dato composicional es un vector X (X = (X, X2, ==+, Xp) | X;>,J=1,2, ..., D; 1 +2 +
...+ D = K), cuyas D partes o componentes son valores positivos que sumados dan la unidad, o en
forma general alguna constante fija k. Una matriz de datos composicionales X tiene como columnas

las correspondientes d-partes composicionales y cada fila es un dato composicional.

Xin X X3 o0 Xy

Xop Xy Xyg o0 Xy
X =|: .

Xi1 Xig

Los datos composicionales se enuncian en términos estadisticos como realizaciones (vector aleatorio)

de una composicion cuyo espacio muestral se llama simplex d-dimensional, S°.
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Para el caso particular en que D = 3, el simplex S° se puede representar con diagramas ternarios
(Capitulo 2). Un ejemplo de tres componentes de una arena en el que las etiquetas de las tres
componentes son cuarzo total (Qt), feldespatos (F) y liticos (L) [0,63; 0,35; 0,02] (Fig. 1).

0.1 09

F L
Figura 1. Diagrama ternario cuarzo (Qt), feldespatos (F), liticos (L), se muestra la ubicacion de una muestra de
composicién [0,63; 0,35; 0,02].

Principales problemas que causa la restriccion de la suma constante

La restriccion impuesta por la suma constante impide la aplicacidn de los procedimientos estadisticos
descriptos en los capitulos previos. Observe que el cambio de una de las partes provoca el cambio en
al menos una de las otras partes de la composicidn. Ignorar o tratar inapropiadamente la restriccion de
la suma constante, tiene al menos tres inconvenientes graves que deben ser evitados para no incurrir
en analisis erroneos y resultados irrelevantes: sesgo en las correlaciones, incoherencias
subcomposicionales, problemas a la hora de establecer modelos lineales y en general aplicar las
operaciones clasicas del espacio real vectorial a los datos composicionales (por ejemplo la distancia

euclidiana).

Correlaciones espurias

Karl Pearson a fines del siglo XIX (1987) fue quien primero identifica el problema de las
correlaciones espurias (falsas) entre proporciones. Posteriormente Chayes (1948, 1960) trabajando
con geoquimica y mineralogia de rocas igneas y metamorficas vincula el problema con la suma
constante. La restriccion de la suma constante determina que la matriz de correlaciones entre partes (r
de Pearson, Capitulo 8) presente correlacién negativas no nulas. Las correlaciones no son libres de
tomar cualquier valor en el intervalo (-1,1). Se puede ver la trascendencia de este hecho pues, ademas

de ser relevante por si mismo, un gran nimero de pruebas estadisticas multivariantes parten del
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calculo de matrices de correlacion o de varianza-covarianza (ej: Analisis de Componentes Principales;

Analisis Cluster, Analisis Discriminante, etc.).

EiEmpPLO 1

Correlaciones espurias

Se presentan los espesores de estratos presentes en dos secuencias A y B expresadas en metros y como
porcentajes de la suma en ambas secuencias (tomado de Rollinson 1993).

Espesor (m) Espesor (%)
A B A B

1 50 50 50,0 50,0
2 60 85 41,4 58,6
3 70 110 38,9 61,1
4 75 140 34,9 65,1
5 80 170 32,0 68,0
6 90 200 31,0 69,0
r 0,99 -1,00

Claramente se ve que los espesores medidos (metros) en las secuencias expuestas en A'y en B estan positivamente
correlacionados (r = 0,99), a medida que aumentan el espesor en A, aumenta en B. Sin embargo, al hacer la
transformacion de los datos a porcentajes se llega a la conclusiéon opuesta (r = -1), a medida que aumenta la
proporcion del espesor de A disminuye en B.

En el ejemplo 1 se cuenta con las mediciones, es decir con los datos absolutos, por lo que es facil ver
cual es la relacion correcta, sin embargo, la gran mayoria de las veces se cuenta s6lo con los valores
relativos (proporciones o porcentajes) y el problema se traslada a composiciones con mas de dos

partes.

Incoherencias en las subcomposiciones

Una subcomposicion es un subconjunto cualquiera de las partes de una composicion en la que se
reconstruye la condicion de la suma constante. Intuitivamente se espera encontrar que una cierta
correlacion entre partes sea la misma en la subcomposicion y en la composicion original. Sin embargo

las correlaciones varian desde la composicion inicial a subcomposiciones cada vez méas pequeias.

EJEmMPLO 2

Incoherencias en las subcomposiciones

Dos investigadores A 'y B estudian la composicion de unas muestras de suelo. A esta interesado en cuatro
partes que clasifica como animal, vegetal, mineral y agua (X, ..., x4). B seca las muestras y las analiza la
composicion animal, vegetal y mineral (s, Sz, S3). De modo que los datos de B son una subcomposicion
de los de A (tomado de Aitchison 1997).

A B
(X1, X2, X3, Xa). (S1, S2, S3)
(0,1;0,2; 0,1; 0,6) (0,25; 0,50; 0,25)
(0,2;0,1;0,1;0,6) (0,50; 0,25; 0,25)
(0,3; 0,3;0,2; 0,2) (0,375; 0,375; 0,25)
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La correlacion entre las partes animal-vegetal registrada por el investigador A es corr(xy, x,) = 0,5
mientras que el investigador B obtiene corr(sy, s;) = -1.

Inconvenientes para establecer modelos lineales

Si se quiere establecer algin modelo lineal del tipo y = a +bx facilmente el valor calculado excede al

del espacio muestral del simplex, es decir se excede el valor maximo de la composicion total.

Bases del analisis de datos composicionales

Si bien los problemas de los datos composicionales se conocen desde hace mas de cien afios, es recién
en 1982 que Aitchison propone una solucion que evita la restriccion de la suma constante. Las
dificultades se sortean cuando la atencion se centra en la magnitud relativa de las partes, es decir,
en los cocientes x; / x; (i,j = 1,2, ..., D, i #). Analizar las magnitudes absolutas de las partes xi, X, ...,
Xp de una composicion carece de sentido. Este principio fundacional se denomina invariancia por
cambios de escala.

Al trabajar con los cocientes entre partes desaparecen las correlaciones espurias y por otra parte, la
magnitud relativa de las partes de una subcomposicion no cambia en relacion a la magnitud relativa
entre las partes de la composicion original (si/s; = xi/x;). Por ejemplo, en la primera muestra de suelo
del ejemplo 2, la relacion animal/vegetal para la composicion del investigador A y B son iguales,
0,1/0,2 = 0,25/0,50 = 0,5, la proporcién de la componente animal es la mitad de la componente
vegetal.

Sin embargo, la propuesta de Aitchison se enfrenta la dificultad para entender la geometria del
espacio muestral de los datos composicionales, el simplex S, y su estructura algebraica ya que no es
intuitiva como la geometria Euclidiana del espacio de los nimeros Reales (R). Por ejemplo,
considere la diferencia entre dos proporciones Ay B en una muestra son 5% y 10% respectivamente,
la distancia entre ellas es 5 unidades, pero esta diferencia no significa lo mismo cuando se tratara de
50% y 55%. En el primer caso la diferencia entre Ay B es de 50%, en el segundo, en cambio es tan
solo del 10%. La distancia Euclidiana es la misma, hay un incremento de 5 unidades en ambos casos
pero el incremento relativo es sustancialmente diferente.

La metodologia que propone Aitchison para sortear la compleja geometria del Simplex, se basa en
tomar los logaritmos de los cocientes entre partes y llevando los datos al octante positivo de los reales

R P, Con esta simple estrategia es posible aplicar cualquier método de estadistica clasica.
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Operaciones basicas en el Simplex y transformaciones
Operacion de Clausura

La operacion de clausura (simbolizada con C) permite expresar un conjunto de datos como una
composicidn, partiendo de la premisa que no existen datos ausentes o con valores negativos. Es una
transformacion que hace corresponder a cada vector w = (wy,wy, -+, wp)de R? su dato

composicional asociado

C(W) _ ( kwq kws, kwp ) (12.1)

witwy+twp T witwo+twp T wytwy e twp

en SPcon k la constante de clausura.
Esto es, la clausura se obtiene dividiendo cada componente w; por la suma de todos todas las d-partes
(wy +...+ wp) y multiplicando el resultado por la constante k.

EJEmMPLO 3

Clausura

Los siguientes datos corresponden al analisis modal de una arena. Se identificaron 444 granos de cuarzo
(Qt), feldespato (F) vy liticos (L).

Qt F L

302 136 6

Operando la clausura se obtiene la siguiente composicién x = (68,02; 30,63; 1,35)

Operacidn de Perturbacion

La operacion de perturbacion es equivalente a una traslacion en el espacio de los reales. La
perturbacion es un cambio de escala. La perturbacion (simbolizada @) de una composicion X = (Xg, Xz,

..., Xp) en SP por otro vector y = (Y1, Y2, ..., yp) en SP, resulta en un nuevo vector z.

2=X® y=C(X1Y1X2Y2, ..., X4 Ya) (12.2)

donde C significa la operacién de clausura.

Perturbar x por su inversa x* = (1/xy, 1/%, ..., 1/Xp), resulta en el elemento neutro e = C(1, 1, ...,1) =
(c/D, c/D, ..., c/D), que se ubica en el baricentro de la composicién. Si se tratara de una composicién
ternaria e = C(1, 1, 1) = (c/3, c/3, ¢/3) que es el centro del diagrama ternario™.

Es comun utilizar la inversa del centro de una composicion (g(‘Xl)) como vector perturbador para lograr
un re-escalamiento optimo enviando las observaciones a su baricentro (el concepto de centro se

explica en el siguiente apartado). Es importante mencionar que la operacion de perturbacion puede ser
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llevada a cabo, sobre valores muestrales, sobre lineas y limites de campos composicionales. Cuando
se realiza una perturbacion se aconseja entonces efectuarla sobre datos, lineas bordes de campo
composicionales para no perder los marcos de referencia.

Cabe aclarar que, cuando se efectiia una perturbacion lo Gnico que queda invariante son, en el caso de
los diagramas ternarios, los vértices V. Por convencion para distinguir los vértices de aquellos
diagramas en donde no se ha efectuado la operacion de perturbacion se los designa como “pV” (para
V la etiqueta del vértice) o V¢ con ¢ como superindice para indicar que se encuentra centrado.

Ciertos procesos geolégicos como los cambios producidos durante el metamorfismo, la
meteorizacion, la fragmentacion que modifica la distribucion del tamafio de las particulas se pueden

modelar con perturbaciones.

EJEMPLO 4

Perturbacion

Los datos corresponden a la composicién mineral6gica de 7 arenas cuyos granos son de cuarzo (Qt),
feldespato (F) y liticos (L).

Qt F L
0,63 0,35 0,02
0,64 0,31 0,05
0,64 0,31 0,05
0,65 0,32 0,03
0,65 0,25 0,10
0,58 0,28 0,14
0,74 0,16 0,10

El vector perturbador es la inversa del centro gx = (0,66; 0,28; 0,06)
1 1 1

-1 _ (1 1 1) _ . .
9 =C (0,66' 0,28’0,06) =(0,07;0,15;0,78)

Para la primera muestra de arena

x = (0,63; 0,35; 0,02)

Perturbar x con g\

x ® gy = C(0,63-0,07; 0,35-0,15; 0,02-0,78) =
= (0,37; 0,49; 0,14)

Operacion de Potenciacion

La potenciacién, simbolizada con ®, es analoga a la multiplicacion en los reales. Para cualquier

composicion x € S y cualquier nimero real a € R*, resulta una nueva composicion y

y=x®a = C(x{,x$,-,xp), (12.3)

donde C significa la operacion de clausura.

La potenciacion es util para describir relaciones de regresion para composiciones.
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P(Qt)

Figura 2. a. Diagrama ternario de la composicién mineral6gica de arenas.

b. Diagrama ternario de las mismas arenas centrado (perturbado por la inversa del centro).

EJEMPLO 5

Potenciacion

Los datos del ejemplo 4 se potencian con a = 3.
Para el primer dato

x =(0,63; 0,35; 0,02)

y =x®3 = (0,633 0,353 0,02%)
y = (0,85;0,15;0,00)

09 01

L F
Figura 3. a. Diagrama ternario de la composicion mineralégica de arenas.

b. Diagrama ternario de las mismas arenas después de efectuar la operacion de potenciacion con el escalar a = 3.

Subcomposiciones y amalgamas
Con la operacion de clausura es posible hacer un recorte del espacio d-dimensional S°, a un espacio

de menores dimensiones. Esta disminucion se puede lograr con una subcomposicion o con una

amalgama.

206



Como se indicd mas arriba una subcomposicién es un subconjunto de la composicion, por ejemplo la
subcomposicion s = (sq, -+, Sc) de una composicion x = (x,,:++,xp) de d-partes. Se realiza cuando
el interés es estudiar solo parte de los componentes de un sistema, por ejemplo de todos los 6xidos
mayoritarios el interés esta en las relaciones CNK (CaO, Na,O, K;0).

Una amalgama es un recorte del espacio d-dimensional que se realiza sumando dos 0 mas partes, por
ejemploa = (ay, -+, ap_,) de una composicion x = (xq,-:+,xp) de d-partes. El diagrama AFM de
Irvine y Baragar (1971) que de los ocho 6xidos mayoritarios de las rocas igneas se centra en A: K,O +
Na,O, F: Fe,0; y M: MgO, es uno de los numerosos ejemplos geoldgicos. En estos casos se realiza

primero la suma de algunos componentes y luego se procede a la operacion de clausura.

EJEMPLO 6
Subcomposicién y amalgama
La composicién mineralégica de una arena es cuarzo monocristalino (Qm), feldespatos (F), cuarzo
policristalino (Qp) y liticos (L) en la siguiente proporcion:
(Qm, F, Qp, L) =(0,6; 0,2; 0,1; 0,1)
Se reduce una composicién de 4 partes en 3, eliminando el cuarzo monocristalino
(Sk, Sqp, SL) =C(0,2; 0,1; 0,1) = (0,50; 0,25; 0,25)

Se reduce la composicion de 4 partes sumando cuarzo monocristalino y policristalino (Qt)
(agw ar, &) =C(0,7; 0,2; 0,1) = (0,7; 0,2; 0,1)

Transformaciones

Aitchison (1986) en su monografia propone una serie de transformaciones que tienen por objetivo
llevar los datos desde el simplex S° al espacio de los nimeros reales R*. Las transformaciones estan
basadas en el célculo de logcocientes que permite, no solo describir adecuadamente los datos, sino
que ademas utilizar los métodos estadisticos uni y multivariantes paramétricos y no paramétricos para
analizar y modelar los datos composicionales.

La metodologia que se aplica en el estudio de los datos composicionales consiste en: 1) transformar
los datos para llevarlos al espacio sin restricciones, 2) analizar y modelar los datos en el espacio real y
3) transformar los datos para volverlos al simplex.

Transformacion logcociente aditiva

La transformacién logcociente aditiva, alr, de una composicion x € S? ay € RP~1, se define como:

y =alr(x) :(Inxl,lnxz,..., In XDlJ: (Y1, Yoy Yoa) (12.4)
X

D D D
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Esto es, se elige una parte cualquiera como divisor del logcociente, siempre el mismo para todos los
datos. Es importante aclarar que no existe pérdida de informacion al efectuar esta transformacion.

La transformacion logcociente aditiva es biyectiva® pero no es simétrica en las partes de x ya que la
parte elegida como denominador tiene un protagonismo diferente respecto a las demas componentes.

La operacion inversa de la transformacion alr desde RP~* a SP se realiza con:

agl(y) = C(e’,e”2,--,e?P71) = x. (12.5)
Los datos alr-transformados s6lo debe usarse cuando se requiere realizar pruebas de hipotesis
(multinormalidad, contrastar hipotesis sobre el centro y estructura de covarianza) y regiones de
confianza para el centro de una composicion). Sin embargo, la falta de simetria impide que el calculo
de rectas de regresion cuando se opera con variables que surgen como cocientes con el mismo divisor
y ser sumamente cuidadosos a la hora de interpretar diagramas de dispersion de logcocientes con el

mismo divisor.

EJEMPLO 7

Transformacién logcociente aditiva

Se realiza la transformacion alr de la composicion de una muestra de un gneiss tonalitico; se eligi6 la
silice como denominador del logcociente.

S|Oz T|Oz A|203 Fe,O; MnO MgO CaO Na,O K,O P,0s

X 62,74 0,75 1842 471 005 162 403 559 19 0,19

alr(x) -4,423 -1,226 -2,590 -7,131 -3,659 -2,746 -2,418 -3,499 -5,796

Transformacion logcociente centrada

La transformacidon logcociente centrada clr, de una composicion x € SP a z € R?, se define como

—|In . Xo |_ 7)) =2, 12.6
clr (x) (Ing(x)’lng(x)""’lng(x)j (202,01 2p) =1 (12.6)

cong(x) = (1'[?:1 xi)l/ D, la media geométrica de cada dato composicional.

Cabe aclarar que en un conjunto de datos, cada composicion (vector fila) tiene una media geométrica
diferente. El resultado de la transformacion de la matriz de datos (X), es una matriz con el mismo
namero de columnas que la matriz original (Z).

La inversa de esta transformacion es
clr~1(z) = C(e?,e?,-.-,e?p) = x. (12.7)

La transformacion clr es también biyectiva, pero a diferencia de la alr es simétrica entre las partes.
Sin embargo, esta simetria en las componentes tiene el problema de una nueva restriccion sobre los

datos transformados cuya suma es cero y con una matriz de varianza-covarianza singular®. Esta
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transformacion se utiliza en pruebas que se basan en distancias tales como el analisis de agrupamiento
(cluster) y para resolver problemas acerca del grado de correlacion entre componentes y entre
individuos (Anélisis de Componentes Principales).

EJEMPLO 8
Transformacion logcociente centrada
Se utilizan los datos de la composicion de una muestra de un gneiss tonalitico del ejemplo 8.

g(x) = ([T, x)P =2,20

S|02 TIOZ A|203 Fe203 MnO MgO CaO NaZO Kzo PzOs

x 62,74 0,75 1842 4,71 005 162 403 559 19 0,19

cr(x) {3,349 -1,074 2,123 0,759 -3,782 -0,310 0,602 0,931 -0,150 -2,447

Anélisis exploratorio de datos composicionales
Estadistica composicional descriptiva

La estadistica descriptiva estandar no se ajusta a la geometria del Simplex de ahi que se definen otros
estadisticos que son el centro, la variancia total y la matriz de variacién. Es Gtil también analizar la

estructura de la matriz de varianza-covarianza de los logcocientes entre todas las partes.
Centro

La media o promedio de un conjunto de n datos composicionales X es un vector de medias
geométricas clausurado llamado el Centro de la composicion gy, (Aitchison, 1986, 1997)

m=C(91, 92, ..., gb), (12.8)

con g; = (H?zlxij)l/n, i=1,2,...,D.

Para obtener el centro se calcula la media geométrica, g;, 92, ....gp, de cada parte (columna de la
matriz X) y luego se aplica la operacion de clausura C. Note la diferencia con la media geométrica de
la transformacion crl (expresion 12.6) que utiliza la media geométrica de cada dato (fila de la matriz
X).

Varianza total

Para medir la dispersidn total se utiliza la varianza total, totvar[X] dada por

1 D D Xi
tot var[X | = ZDZJZ;va{InXJ- (12.9)
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La varianza total también se calcula como la suma de las varianzas de lo las partes clr-transformadas.

totvar[X] =3P, clr x; (12.10)
Matriz de variacion
Otra medida apropiada para describir la variabilidad de un conjunto de datos composicionales es la

matriz de variacion que tiene en la mitad superior derecha las varianzas de los logcocientes entre

partes y en la mitad inferior izquierda las medias aritméticas de los logcocientes entre partes.

1 2 3 d D
<
1 var (ln ﬁ) var (ln ﬁ) var (ln i 2
X3 X3 D o
_ X1 Xy X1 N
21 X (ln —) var (ln —) var (ln —) 3
X2 X3 Xp
2| 2(n2)  2(n2)
X3 X2
d var (ln ﬁ)
Xp
D| X (ln ﬂ) X (ln x—l) X (ln ﬁ)
Xp X2 Xp
Medias

(12.11)

Matriz de varianza-covarianza de los datos clr-transformados

La matriz de varianza-covarianza de los datos clr-transformados es Gtil para descifrar las relaciones
entre las partes. La matriz es simétrica con las varianzas en la diagonal y las covarianzas en las demas
celdas. El analisis de esta matriz se suele hacer graficamente a partir de un biplot que resulta de un
Andlisis de Componentes Principales efectuado con los datos clr-transformados (Aitchison y

Greenacre 2002).

clr(1) clr(2) clr(D)
clr() | var(l) covar(1,2) covar(1,D)
clr(2) var(1) var(2,D)
clr(D) var(D)

(12.12)

EJEMPLO 9
Descripcion estadistica de datos composicionales

Se presentan datos de los 6xidos mayoritarios de 17 muestras de lavas tolehiticas del Kilahuea Iki de
Hawaii (tomado de Rollinson 1993, con datos de Richter y Moore 1966).
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Muestra Sio; TiO, Al,O3 FeO MnO MgO CaO Na,O K,0 P,0s

48,34 2,33 11,49 11,63 0,18 13,59 9,86 1,90 0,44 0,23
48,90 2,47 12,40 11,58 0,17 11,10 10,65 2,02 0,47 0,24
3 45,70 1,70 8,35 12,16 0,17 23,11 6,99 1,33 0,32 0,16
4 45,58 1,54 8,18 12,06 0,17 23,91 6,80 1,28 0,31 0,15
5 49,36 3,31 12,12 11,68 0,17 10,48 9,67 2,25 0,65 0,30
6 46,67 2,00 9,52 11,99 0,18 19,34 8,20 1,54 0,38 0,18
7
8
9

N -

48,18 2,34 11,44 11,73 0,18 13,67 9,88 1,89 0,46 0,22
47,97 2,32 11,19 11,83 0,18 14,34 9,65 1,86 0,45 0,21
46,99 2,01 9,91 11,86 0,18 18,32 8,59 1,58 0,37 0,19

10 49,17 2,73 12,54 11,85 0,18 10,05 10,55 2,09 0,56 0,26
11 48,45 2,47 11,81 11,73 0,18 12,53 10,19 1,93 0,48 0,23
12 47,94 2,24 11,18 11,78 0,18 14,65 9,59 1,82 0,41 0,21
13 48,47 2,35 11,64 11,41 0,18 13,24 10,13 1,89 0,45 0,23
14 49,47 2,45 11,93 11,44 0,18 11,07 10,72 1,71 0,79 0,24
15 48,74 2,44 11,60 11,56 0,18 12,35 10,45 1,67 0,79 0,23
16 49,68 3,03 12,93 11,30 0,17 8,85 10,98 2,24 0,55 0,27
17 49,26 2,50 12,33 11,40 0,18 10,52 11,06 2,02 0,48 0,23
Ji 48,15 2,33 11,12 11,70 0,18 13,61 9,55 1,81 0,48 0,22
Om 48,57 2,35 11,21 11,80 0,18 13,73 9,64 1,82 0,48 0,22

varclr | 0,0121 0,0175 0,0134 0,0148 0,135 10,0715 0,0144 0,0160 0,0315 0,0165

La suma de las medias geométricas de los 10 éxidos es 99,15 por ello se opera la clausura y se obtiene el
vector gp,.
La varianza total totvar = 0,2211

Matriz de variacion

SiO, TiO, Al,O3 FeO MnO MgO CaO Na,O K.O P,0s
SiO, 0,0244 0,0114 0,0019 0,0011 0,0931 0,0138 0,018 0,0573 0,0218 <
TiO, | -3,0281 0,0062 0,0378 0,0328 0,2051 0,0094 0,0038 0,0292  0,0009 %-
AlLO; | -1,4658 1,5623 0,0221 0,0165 0,1675 0,0008 0,0033 0,0347 0,0044 ﬁ
FeO -1,4145 1,6136 0,0513 0,0011 0,0695 0,0253 0,0292 0,0748 0,0349 g
MnO | -5,6055 -2,5774 -4,1397 -4,191 0,0798 0,0183  0,0245 0,0665 0,0298 | &%
MgO | -1,2636 1,7645 0,2022 0,1509  4,3419 0,1728  0,1830 0,2593 0,1992
CaO | -1,6173 1,4107 -0,1515 -0,2028 3,9882 -0,3537 0,0066 0,0328 0,0074
Na,O | -3,2836 -0,2555 -1,8178 -1,8691 2,3219 -2,02 -1,6663 0,0471  0,0036
K>0 -4,6179 -1,5899 -3,1521 -3,2035 0,9876 -3,3544 -3,0006 -1,3343 0,0279
P,Os | -5,3918 -2,3637 -3,9259 -3,9773 0,2137 -4,1282 -3,7744 -2,1081 -0,7738
Medias lnx—‘:
J

Las caracteristicas mas destacadas de este conjunto de datos son:

La varianzas relativa mas grandes aparece entre el K,O y MgO (var (ln %‘;) = 0,2593) ademas dado

K50
Mgo

que la media es negativa ()? (ln ) = —3,3544) la proporcion de K,O tiende, en promedio, a ser

menor que la de MgO (sombreado rosado). Por otra parte el hecho que )?(ln;;zoo) < |var (ln;:;(;)

K0
Mgo

sugiere que, para un nimero importante de observaciones, el In es negativo con el correspondiente

porcentaje de MgO siempre mayor que el de K,O.

. . , - Cao
En el otro extremo la varianza relativa més chicas aparece entre CaO y Al,O3 (var (lnAlao ) =
2V3

Cao
Al,03

0,0008); ademas dado que la ()? (ln )= —0,1515)es negativa la proporcion de Al,O es, en

Ca0o

) < [var (ln ) en la mayoria de las muestras el

promedio, mayor que la de CaO y como X (ln Clao

Aly03 Al,03
porcentaje de Al,O es mayor que CaO (sombreado celeste).

Las varianzas relativas mayores se encuentran entre el MgO (indicativo del olivino en la fase
fraccionada) y los elementos que no intervienen en esta fase y que estan concentrados en el magma (K,

Na, Ca, P, Ti, y Al).
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En las rocas igneas, los valores altos de variabilidad en la matriz de variacion indicarian relaciones entre
la fase solida y la fundida y se produciria entre los elementos que forman parte de los cristales y la fase

fundida o entre dos 0 mas minerales cristalizados.

Matriz de varianza-covarianza de datos clr-transformados

clr(Si0y)  clr(TiOy)  cIr(Al,03)  cIr(FeO)  clr(MnO)  clr(MgO)  clr(CaO)  cIr(Na,0)  cIr(K;0)  clr(P,0s)
clr(Si0y) 0,0022 -0,0047 -0,0023 0,0039 0,003 0,015 -0,0025 -0,003 -0,0071 -0,0044
clr(TiOy) 0,0128 0,0056 -0,0087 -0,0075 @ -0,0357 0,005 0,0094 0,0122 0,0114
clr(Al,03) 0,0046 -0,005 -0,0035 -0,021  0,0052 0,0055 0,0054 0,0055
clr(FeO) 0,0076 0,0057 0,0294 -0,0056 -0,0059 -0,0132 -0,0082
clr(MnO) 0,005 0,023 -0,0034 -0,0049 -0,0104 -0,007
clr(MgO) 0,1208 -0,0227 -0,0262 -0,0488 -0,0337
clr(Ca0) 0,0066 0,0049 0,0073 0,005
clr(Na,0) 0,0098 0,0018 0,0086
clr(K0) 0,0408 0,0119
clr(P20s) 0,0109

Las covarianzas negativas entre Mg-K, Mg-Ti, Mg-P, Mg-Na y Mg-Ca, enfatizan la repulsién entre el

Mg (en las olivinas) y los elementos K, Ti, P, Na y Ca que estan concentradas en la fase fundida

(sombreadas en color rosa). La covarianza positiva Fe-Mg refleja la asociacion entre estos metales en las

olivinas (sombreada en color celeste). Los otros elementos con covarianzas pequefias 0 muestran fuertes

asociaciones entre si.

En el contexto de las rocas igneas, altas covarianzas positivas indicarian fuerte asociacion entre los

elementos y esto se interpreta que coexisten en el mismo mineral.

Medidas de distancia entre composiciones

Para medir la distancia entre dos grupos de datos composicionales se utiliza la distancia que hay entre

el centro de las dos composiciones. Sin embargo, dado que en el Simplex la distancia euclidiana no es

apropiada se han propuesto dos medidas alternativas: la Distancia de Aitchison aplicada sobre la

matriz de datos X, y la distancia de Mohalonobis aplicada a los datos clr-transformados.

ds(X,X") =d (clr(X),clr(X"))

(12.13)

X y X’ son composiciones en S°, de es la distancia Euclidiana en R y clr la transformacion

logcociente centrada clr(x) = (lnx—1 e, In 22

g’

g(x)

Analisis estadistico inferencial de datos composicionales

), con g(x) = (2, x)V”.
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Pruebas de hip6tesis sobre normalidad multivariante de datos composicionales

Como se vio en los capitulos precedentes, establecer la distribucion subyacente de un conjunto de
datos es decisivo para la correcta implementaciéon de algunos procedimientos estadisticos incluidos
los datos composicionales.

Especialmente importante es chequear si un conjunto de datos composicionales siguen la distribucion
lognormal aditiva (Aitchison 1996). Se dice que una composicion X, cuyo espacio muestral es el S°,
sigue una distribucion log-normal aditiva (additive logistic normality), cuando el conjunto de los
datos alr transformados (alr(X)) sigue una distribucion normal multivariante.

Las hipotesis que se someten a prueba son Hy: las muestras proviene de una distribucion log-normal
aditiva o su equivalente, los datos alr-transformados provienen de una distribucién normal
multivariante, vs. Ha: las muestras no proviene de una distribucién log-normal aditiva o su
equivalente, los datos alr-transformados no provienen de una distribucién normal multivariante.

Si bien los alcances de este libro no abarcan métodos multivariantes, solo se mencionara que
Aitchison (1986) propone realizar tres pruebas de bondad de ajuste que se basan en comparar la
distribucion relativa acumulada observada con la distribucion de probabilidades acumulada teorica:
Anderson-Darling, Cramer-von Mises y Watson.

El método requiere calcular los estadisticos de prueba para: a) la distribucion de cada uno de las
partes, Ilamadas distribuciones marginales (d-pruebas marginales), b) cada una de las posibles
distribuciones bivariadas, Ilamada distribucion angular bivariada (%2 d(d - 1) pruebas bivariadas) y c)
una prueba multivariante conjunta o global, la prueba Radius d-dimensional de la distribucion Radius.
Todos los estadisticos calculados se contrastan con los valores criticos para el nivel de significacion
elegido para las pruebas. La hipotesis nula se acepta cuando el estadistico de prueba es menor que el
valor critico de tabla (Tabla 1). Todas estas pruebas se pueden realizar con el software CoDaPack
v2.01.8 desarrollado por Marc Comas-Cufi y Santiago Thio-Henestrosa (Departamento de Ciencias de

la Computacion y Matematica Aplicada, Universidad de Girona, Espafia).

Prueba de hipotesis para dos grupos de datos composicionales

Cuando se necesita conocer si existen diferencias entre dos conjuntos de datos composicionales las
mismas pueden ubicarse entre los vectores de medias composicionales, entre la estructura de la matriz
de varianza—covarianza o entre ambas. Cabe aclarar que las pruebas que permiten contrastar estas
hipotesis sdlo son validas si existe normalidad composicional de cada grupo de datos (normalidad

multivariante de los datos alr-transformados).
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Considere dos muestras de datos alr-transformados de poblaciones normal multivariante N(z4, 21) y
N(we, 2,) con tamafio ny y n, respectivamente (u el vector de medias y 2 la matriz de varianza-

covarianza). Se contrastan cuatro hipotesis en forma consecutiva:

Nivel de 10 5 o5 1
significacion (%) '
. 4 25
Anderson-Darlin 1+-—=
brucha g u+r-2] 0,656 | 0,787 | 0,918 | 1,002
delos Cramer-von Mises Q¢ [1 + % 0,104 | 0,126 | 0,148 | 0,178
Marginales
9 Watson w1+~ 0,096 | 0,116 | 0,136 | 0,163
Anderson-Darling Q4 1,933 | 2,492 | 3,070 | 3,857
Pruebas
Bivariadas | Cramer-von Mises [QC - °N—4 + ‘I’V—j . [1 + %] 0,347 | 0,461 | 0,581 | 0,743
Radius
y Watson low -2+ [1+] 0,152 | 0,187 | 0,221 | 0,267

Tabla 1. Valores criticos para las pruebas de log-normalidad aditiva (tomado de Aitchison 1986).

1) Los vectores de medias y las matrices de varianza-covarianza son iguales (x4 = 4, 21 = %3).

2) Las estructuras de covarianzas son las mismas pero los vectores de medias son diferentes (14 # s,
2= 2%).

3) Los vectores de medias y las estructuras de covarianzas son diferentes (14 =16, 21 # 2,).

Si la primera hipotesis se acepta se acaba la prueba, si se rechaza se debe averiguar si las diferencias

estan en el vector de medias o en la estructura de la matriz de varianza-covarianza, por lo que se

contrastan la 2° y 3° hipotesis, en este caso el orden es indistinto. Si se rechazan ambas se prosigue

con la 4° hipotesis.

Para llevar adelante estas pruebas se utilizan estimadores de los vectores de medias y de la matriz de

varianzas-covarianzas

~ 2 — — 1 .
A=Y =@Ouy), cony ==Ly, j=12 (13.14)

1 _\2 .
: (Slz Slz) con |9 w0 =) J=12 (13.15)

2 1 I —
S12. 52 S12 = ;Z?ﬂ(}’m = ¥1) iz — ¥2)-
Observe la primera hipotesis @ = m, X1 = 3. Si esta hipotesis es verdadera, entonces las

distribuciones son idénticas y solo es necesario estimar un vector esperado de medias y una matriz de

varianza-covarianza que considere los datos de las dos muestras,

YC — n Y1+n,¥ (1316) y SC — n1511n,35; + My (Vi-%) (i-%) (1317)

ny+n ny+n n,+n,)>2 !
11N 11, 1112
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(Y; = Y,)'(Y; = Y,) es el producto de vector columna con dos componentes con el mismo vector
traspuesto para una composicion de tres partes en S°. El estadistico para contrastar con la hipétesis

alternativa sy # w1, X # %, €5

1Sl 1Sl
nyln ™ +nyln 5,1 (13.18)

Este estadistico se compara con y° con 1/2(3 — 1)(3 +2) grados de libertad.
Para la segunda hipétesis, 1 = 1n, 21 = 2,, solo se asumen iguales las matrices de covarianza. El

estimador ponderado de ambas matrices de varianza covarianza es

S, = Bl (13.19)

n1+n2
La hipotesis alternativa de esta prueba es de diferencia absoluta de los vectores de medias y de las
matrices de varianza-covarianza, s # 1, 21 # 2, Y €l estadistico de prueba es

Isol Iyl
nin 5 +nyin 5l (13.20)

Este estadistico se compara con y° con 1/2(3 — 1)3 grados de libertad.

La tercera hipotesis, t # 16, 21 # 2,, asume que el vector de medias es igual en ambas muestras.
Existe aqui un problema, el estimador se calcula con un procedimiento iterativo cuyos pasos son los
siguientes:

1. Sean los valores iniciales Si;, = Sy, Son = S5,

2. Caleular y, =(n,S;* +n,S;t)" -(nl\Tnghl + nZY_ZS;;),

3. Calcular S, = S; + (Y1 = Y1) (Y1 = Yn) Y San = Sz + (V2 = V)" (Y2 = V),

4. Repetir pasos 2 y 3 hasta convergencia.

Para chequear la convergencia se calcula la maxima diferencia entre la estima de S;, en dos
iteraciones y también en S,,. La maxima diferencia de ambas se compara con el valor fijo 0,01.
Nuevamente, la hipdtesis alternativa de esta prueba es de diferencia absoluta de los vectores de

medias y de las matrices de varianza-covarianza, (s # ta, 21 # 2, y €l estadistico de prueba es

[S1pl [Sznl
nqin X +nyln 5| (13.21)

Este estadistico se compara con y* con D — 1 grados de libertad.

Todas estas pruebas se pueden realizar con el software CoDaPack v2.01.8.

El caso de los ceros

En el inicio del capitulo se menciond que el vector composicional esta restringido a valores positivos

dado que toda la metodologia propuesta se basa en el analisis de logcocientes. Sin embargo, en
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muchos casos la matriz de datos presenta ceros. Estos ceros pueden ser por redondeo o ceros
esenciales.

Los ceros por redondeo aparecen en una componente donde el cero se registra cuando no es
detectado o es extremadamente chico (por ejemplo el valor es inferior al umbral de deteccion del
método analitico). Los ceros esenciales o estructurales son los valores nulos que indican la ausencia
de una de las partes en la composicion. Dado que la presencia de ceros no admite ningin analisis
composicional, se proponen diferentes estrategias para estudiarlos.

Para los ceros por redondeo, Martin-Fernandez (2001) y Martin-Fernandez et al. (2003) proponen la
estrategia de reemplazo multiplicativo. Si dx es el valor de reemplazo derivado del umbral de
deteccion para la k-esima parte y x es una observacion que contiene ceros por redondeo, se construye

la observacion r (ry, r, ..., rp) sustituyendo los ceros de x mediante la siguiente expresion:

5 i, = 0,
. ={ k St Xk (12.22)

X (K — Xx,=03 0k) sixg >0,
para k la constante de la composiciony ¥, o3 0, la suma de los valores de reemplazo de cero.

Si los ceros son esenciales pueden indicar que las composiciones pertenecen a diferentes poblaciones
0 bien que el componente no tiene significacion para el estudio. La estrategia de analisis
composicional en estos casos puede ser dividir la muestra en submuestras y tratarlos de forma
independiente o efectuar amalgamas de las diferentes partes y analizar la muestra entera (Aitchison
1986, Martin-Fernandez et al. 2003).

EJEmpPLO 10

Reemplazo multiplicativo de ceros

Los datos corresponden a una asociacion de foraminiferos bentdnicos.
8, = 0,005; Y x,=0; 6k = 0,015;; 1= Y(x,=03 6 = 0,985

\Ammonia beccarii
Buccella peruviana
Bulimina patagonica
Cibicides dispars
Cibicides mckannai
Epistominella exigua
Globobulimina affinis
Nonionella auris

Composicién

Original (w;) 0| 025]| 015
Reemplazado el 0 (x) | 0,005 | 0,246 | 0,148 | 0,005 | 0,005 | 0,246 | 0,217 | 0,128

o
o

0,25 0,22 0,13
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE DATOS DIRECCIONALES

Introduccidén

En los trabajos geolégicos es muy frecuente obtener datos de azimut/inclinacion de planos (fallas,
vetas, diaclasas, estratificacion, planos axiales de pliegues, etc.) y azimut/buzamiento de lineas (ejes
de pliegues, estrias, lineamientos minerales, fabrica deposicional o clastica, etc.). Estas orientaciones
pueden estar en dos dimensiones (2D) en cuyo caso se llaman datos circulares o en tres dimensiones
(3D) y se denominan datos esféricos.

La primera referencia de analisis de datos direccionales se encuentra en el trabajo de John Michell?,
quien, hacia finales del siglo XV 111, utiliza estos métodos para estudiar la separacion angular entre las
estrellas. Su andlisis adquiere impulso a comienzos de 1950 con los estudios paleomagnéticos en
rocas volcanicas de Islandia realizados por gedlogos y geofisicos de la Universidad de Cambridge.
Pero fue a partir de la publicacién del trabajo de Fisher en 1953 que su utilizacion se afianza en las
investigaciones paleomagnéticas y se expande a otras ramas de la geologia.

Bien se trate de 2D o de 3D es posible distinguir dos categorias de orientaciones: las direcciones y los
ejes. Una direccion es una linea que tiene orientacion y sentido, se simboliza con una flecha, por
ejemplo las direcciones paleomagnéticas, direcciones de sedimentos y estructuras sedimentarias
clastos. Una direccion con el agregado de magnitud se convierte en un vector como la velocidad del
viento. Un eje, en cambio, es una linea de direccion que no tiene sentido, por ejemplo los ejes
cristalograficos y épticos de minerales, el eje axial de un pliegue.

Una variable circular se puede definir como aquella que representa direcciones en el plano y que se
cuantifican mediante &ngulos que varian de 0° a 360° (2= radianes). Las direcciones se miden en
escalas de intervalos que no tienen un punto cero verdadero. Son datos de este tipo los azimut e
inclinaciones que se miden con una brajula donde el circulo esta dividido en 360 intervalos iguales
que son los grados. Los azimut podrian medirse desde el norte magnético o geografico y la inclinacion
desde un plano horizontal o vertical ya que la posicion del cero es, como se dijo, arbitraria.

Una de las diferencias mas importantes respecto a las variables lineales es que las variables circulares
toman valores ciclicos con periodos que se repiten en los 360° 0 en un rango mas limitado como las

inclinaciones (£90°). Debido a esta propiedad los datos temporales (diarios, mensuales o anuales) se
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pueden analizar como datos direccionales. Es simple convertir los datos expresados en unidades de
tiempo en direcciones, sélo se calcula el valor del angulo que le corresponde a la unidad (o)
dividiendo 360°/k (k = namero de unidades en el ciclo completo), luego se sitta el 0 en el circulo y
por Gltimo se calcula el angulo correspondiente al dato que se quiere ubicar. Por ejemplo, para
convertir las horas de un dia en direcciones o angulos, el angulo unidad es a=360°/24 horas=15°/hora,
si la hora 0 esta en direccion Norte, la hora 3 se representa con un angulo de 45° medido desde el
Norte.

Todas estas caracteristicas y razones de indole tanto tedricas como précticas confluyen para dar a las
variables direccionales un tratamiento estadistico distinto al de las variables lineales mediante
estadisticos descriptivos, distribuciones especificas y métodos para realizar diferentes pruebas de
hipotesis. En este capitulo se describen algunos estadisticos y pruebas de hipotesis para datos en 2D.
Para el célculo de estadisticos y pruebas se requieren tres funciones trigonométricas basicas: seno,
coseno y tangente. Recuerde que las funciones trigonométricas se definen a partir de las razones
trigonométricas de los triangulos rectangulos. Si se considera el angulo o del vértice A del triangulo
rectangulo (Fig.1), los lados del triangulo se denominan: Hipotenusa (h) al lado opuesto al angulo
recto, o lado de mayor longitud del triangulo rectangulo; Cateto opuesto (a) al lado opuesto al angulo

oy Cateto adyacente (b) al lado adyacente al angulo o..

[ oo° o
c b A

Figura 1. Triangulo rectangulo. a: cateto opuesto a «. b: cateto adyacente a «. h: hipotenusa, lado opuesto al angulo recto.

El seno (sen) de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto opuesto y la longitud de la

hipotenusa (expresion 13.1).

opuesto a
senq =220 12 (13.1)
hipotenusa h

El coseno (cos) de un angulo es la relacion entre la longitud del cateto adyacente y la longitud de la

hipotenusa (expresion 13.2).

adyacente b
cos q = —2YAEE _ 2 (13.2)
hipotenusa h
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La tangente (tan) de un angulo es la relacién entre la longitud del cateto opuesto y la del adyacente
(expresion 13.3).

opuesto a
tan a = Opuesto = - (13.3)
adyacente b

Suponga el caso de una circunferencia de radio uno (r) como la que se presenta en la figura 2, en el
centro del circulo se encuentra el origen y se traza un eje vertical X y un eje horizontal Y (note la
diferencia de las coordenadas cartesianas donde el eje horizontal es X y el vertical Y). Se acostumbra
realizar las medidas desde el eje vertical X (Norte en la brajula) en sentido inverso a las agujas del
reloj. En este circulo se puede ubicar un punto de dos modos diferentes: el primero es con sus
coordenadas polares que son el angulo o respecto al cero o punto de origen y la distancia r vy, el
segundo, es con sus coordenadas rectangulares (ver Capitulo 8) X e Y (Fig. 2). Las coordenadas

polares X e Y son el seno y coseno del angulo o respectivamente dado que

opuesto X X
senq =—2o0 =S == (13.4)
hipotenusa T 1
adyacente Y Y
cosa=—7——=—=—, (13.5)
hipotenusa r 1

o= 300°

270° 90° X

180°

Figura 2. Circulo de radio 1. Para el punto 1, las coordenadas polares son &g = 35°, r = 1y las coordenadas rectangulares

X=0,57 (cos 35° = Oli) eY=0,82 (sen 35° = g) Para el punto 2, las coordenadas polares son &, = 130°, r =1y las

coordenadas rectangulares X = 0,77 (cos 130° = 0'77) eY=-0,64 (sen 130° = #). Para el punto 3, las coordenadas

1
polares son a3 = 220°, r = 1y las coordenadas rectangulares X =-0,77 (cos 220° = _0'64) eY=-0,77 (sen 220° =

1
_01'64). Para el punto 4, las coordenadas polares son a; = 300°, r = 1y las coordenadas rectangulares X = -0

87(cos 300° = ‘01'87) eY =050 (sen 300° = ?)
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Estadistica descriptiva
Representacion grafica

Un dato circular se puede simbolizar en el plano como un vector unitario 0 como un punto sobre un
circulo unidad. La forma mas simple de representar un conjunto de datos circulares es graficarlos en
diagramas de dispersion, como puntos sobre un circulo unidad y cuando una direccion se repite los
nuevo puntos se sittan fuera del circulo sobre el radio correspondiente (Fig. 3a). El diagrama de
dispersion permite visualizar las caracteristicas mas salientes de los datos tales como tendencia
central, dispersion y el nimero de modas de la distribucion.

Cuando los datos estan agrupados la distribucion se muestra con un histograma circular (Fig. 3b).
Construir un histograma circular requiere calcular el area del sector del diagrama de modo que esta
sea proporcional a la frecuencia de la clase que se representa en el perimetro. El radio del sector se

obtiene con la expresion 13.6.

r2 =24 (13.6)
Nc

donde r es el radio del sector, A es el &rea total del histograma, f es la frecuencia de clase, N el tamafio
de la muestra y ¢ la amplitud del intervalo de clase expresada en radianes (1 radian = 180/x grados).
Hay quienes indican que los histogramas de datos circulares no son adecuados para representar la
distribucion pues cambian su apariencia cuando se modifica el limite de los intervalos aun
conservando la misma amplitud. En su reemplazo proponen graficar el histograma con circulos
concentricos que representen las frecuencias y un radios en cada intervalo de clase (Fig. 3c).

Los diagramas de rosas son muy difundidos cuando son muchos los datos a representar. Al igual que
en el histograma los datos se agrupan en intervalos, en este caso la longitud de los radios que
delimitan cada sector son proporcionales a la frecuencia relativa pero el area no lo es (Fig. 3d). El
sector de la clase modal adquiere una proporcion que no esté acorde a su significado. Debido a esta
distorsion no se recomienda este tipo de representacion.

La representacion grafica de la distribucion los datos esféricos se realizan casi siempre usando una
proyeccion estereografica como la red de Wulff o la red de Schmit donde la orientacién se simboliza

con un punto.
Estadisticos

Media angular
La media angular < de una muestra de n angulos, o, hasta o, es una estima de la media angular de la

poblacion p, muestreada. La direccion de la media requiere conocer el angulo medio & y la longitud.
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oe N=36

a 80" ° c 180° d a0
Figura 3: Graficos de la distribucion de frecuencias de la orientacion del eje A de una muestra de 36 clastos psefiticos de

un depdsito de una planicie aluvial. a) diagrama de dispersion. by ¢) histograma circular ¢) diagrama de rosas.

9w70°

del vector medio r. Con las coordenadas polares de los datos se calcula

n
Yl cos a;

X === (13.7)

y = Zena (13.8)

r=VXZ+YZ (13.9)
El valor de & corresponde al &ngulo cuyo coseno y seno se obtienen con

cosa = é (13.10)

send =~ (13.11)
Otra alternativa para es a partir de la tangente de <

tan@ =<, (13.12)
y luego calculando el arcotangente. En este caso se aplica

- {igc()t?i[i{”ft]an[Y/X ] ii))i Z g} (13.13)

El vector medio r varia entre 0 y 1, cuando r es igual a cero, la media angular es indefinida y se
concluye que no hay una direccion media, por el contrario cuando es 1, los datos estan concentrados
en una Unica direccion dominante. En el ejemplo 1 se muestra el calculo para un conjunto de datos de

azimut de 11 vetas del distrito minero de Manantial Espejo.

EJEmMPLO 1

Ejemplos de calculo de los estadisticos circulares: Media, Moda y Mediana angular, Dispersion
media y Dispersion estandar

Los datos adjuntos son azimut de 11 vetas del Distrito Minero de Manantial Espejo, provincia de Santa

Cruz.
AZIMUT Sen (Y) Cos (X)
55 0,8192 0,5736
81 0,9877 0,1564
92 0,9994 -0,0349
96 0,9945 -0,1045
109 0,9455 -0,3256
110 0,9397 -0,3420
111 0,9336 -0,3584
117 0,8910 -0,4540
132 0,7431 -0,6691
132 0,7431 -0,6691
154 0,4384 -0,8988
Y.sena; = 9,4352 Y. cosa; =—3,1264
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— 94352 0,8577, X = Z31264 = —0,2842

11 11

n =11; Y

r = /(—0,2842)2 + 0,8577% = 0,9036

— X —0,2842 — Y 0,8577
cosa ===—-==-0,3145 sena@ =- =
T 0,9036 T 0,9036

= 0,9492

El &ngulo con ese seno y coseno es x= 108° 19",
La mediana angular es 110°.
La moda angular es 132°.

Medidas de dispersion:

Rango = 154° - 55° = 99°

1-r=1-0,9036 =0,0963

Desviacion media s = % 2(1— 0,9036) = 50,31°
180°

Desviacion estandar s’ — —21n0,9036 = 51,60°

270° = 90°

Mediana

Moda

186"
Media, Moda y Mediana angular, r de los datos de
azimut de vetas del Distrito Minero de Manantial Espejo

Cuando los datos se presentan agrupados en arcos, la media angular se calcula con las siguientes

férmulas alternativas:

x =Zimficosai (13.14)

n

y = Zim fusena (13.15)

n

donde f; es la frecuencia de la clase y a; el punto medio del arco. El valor de r se subestima debido al

agrupamiento y se debe corregir de modo que,

re=rec, (13.16)
dn_ a
c = —3&% 0 c=—%r, (d en radianes) (13.17)
sen(a) sen(;)

donde r. esr corregido, c el factor de correccion y d la amplitud del arco.

El célculo de & es valido s6lo para muestras con una sola moda. Pero algunos datos geoldgicos
pueden tener mas de una moda y en estos casos el calculo de la media angular difiere del descrito. Las
muestras polimodales se consideran como extraidas de una distribucioén generada por el solapamiento

de varias distribuciones unimodales por lo que se puede hablar de una mezcla de distribuciones.
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Cuando las distancias entre modas son arbitraria no existen métodos para descomponer la muestra
polimodal en varias muestras unimodales.
Sin embargo, si las distribuciones son bimodales y diametralmente opuestas (o axial) es posible
reducirla a una sola muestra unimodal duplicando los angulos (2c.). Si 2a;< 360° se registra 2, pero
si 2a; > 360° entonces se registra 360° - 20, Luego se calcula el vector &, r, utilizando las
expresiones que permiten calcular la media angular (13.14, 13.15, 13.13 y 13.9). Para obtener el
angulo modal simétrico de la muestra original se debe cancelar el efecto de la duplicacion de los
angulos, siendo:

a;=0;/2 0 a;=a,/2+ 180° (13.18)

Moda angular

La moda angular coincide con el dato que se repite mas veces. Cuando los datos estan agrupados se
encuentra en la clase de mayor frecuencia (Fig. 3b y 3c). Pueden existir distribuciones con mas de una

moda, por ejemplo los sistemas de diaclasas conjugadas.

Mediana angular

La mediana angular es el valor del angulo del diametro, en el diagrama de dispersién, que divide a los
puntos de la muestra de modo tal que deje en ambos semicirculos igual nimero de puntos (Fig. 3a). Si
el nimero de puntos es impar la mediana puede coincidir con uno de los datos, si el nimero de datos
es par se encuentra en medio de dos datos. Cuando los datos estan uniformemente distribuidos
alrededor del circulo, la mediana es indefinida. Para el caso de las vetas del distrito minero de

Manantial Espejo la mediana coincide con el sexto dato y es 110°.

Dispersion angular

Para medir la dispersion angular existen medidas analogas a las medidas definidas en escala lineal.

El rango es el angulo que corresponde al menor arco (porcion de circulo de la circunferencia) que
contiene a todos los datos de la distribucion. Para los datos de azimut de vetas de Manantial Espejo el
rango es 99° que corresponde al arco entre 55° y 154°.

La longitud del vector medio r de alguna forma se puede considerar una medida de concentracion (k)

de los datos y en contra partida 1 - r es entonces una medida de dispersion. Recuerde que r no tiene
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unidades y que varia entre 0, cuando los datos estan dispersos y no se puede establecer una direccion
media, y 1 cuando todos los datos estdn concentrados en la misma direccion (Fig. 4). De este modo,
1 - r=0indica entonces ausencia de dispersiony 1 —r = 1, maxima dispersion.

Otra medida de dispersién es la desviacion media circular, s, que puede tener un valor comprendido

entre un minimo de 0 y un maximo de 81,03° (Fig. 4).

s =%"°,/2(1—r). (13.19)

a 180° b 180° c 180

Figura 4. Medida de concentracion y dispersion. a.r =1,s=0.b.r=0,5,s =57°.c.r =0, s = 80°.

Por Gltimo, una medida analoga a la desviacidn estandar en escala lineal es la desviacion estandar
circular, s’, cuyo valor varia entre cero e infinito.
s’ = %\/W (13.20)

Si los datos estan agrupados se debe usar r. en lugar de r. Ejemplos del calculo se muestra para los
datos de azimut de vetas de Manantial Espejo en el ejemplo 1.
Cuando las distribuciones son bimodales y diametralmente opuestas, el valor del desvio estandar
medio, s, se calcula con el procedimiento descrito para la media angular, es decir duplicando los
angulos. El valor de s calculado corresponde a los valores angulares duplicados y es el doble del valor
real, cuando deberia ser la mitad (s/2).

EJEMPLO 2

Ejemplos de célculo de los estadisticos circulares: Media, Moda y Mediana angular, Dispersion

media y Dispersion estdndar para una distribuciéon bimodal diametralmente opuesta

Orientacidn de los fragmentos (céfalo, térax y pigideo) del trilobites del Género Geragnostus hallados en
una quebrada tributaria del rio Huasamayo en la provincia de Jujuy (Cdmbrico tardio-Tremadociano).

a fi 20 sen 2 o fisen 2q; cos 2¢; f,cos 2¢
0 2 0 0,0000 0,0000 1,0000 2,0000
15 3 30 0,5000 1,5000 0,8660 2,5980
30 5 60 0,8660 4,3300 0,5000 2,5000
45 10 90 1,0000 10,0000 0,0000 0,0000
60 6 120 0,8660 5,1960 -0,5000 -3,0000
75 3 150 0,5000 1,5000 -0,8660 -2,5980
90 1 180 0,0000 0,0000 -1,0000 -1,0000
180 1 0 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000
195 3 30 0,5000 1,5000 0,8660 2,5980
210 5 60 0,8660 4,3300 0,5000 2,5000
225 10 90 1,0000 10,0000 0,0000 0,0000
240 6 120 0,8660 5,1960 -0,5000 -3,0000
255 3 150 0,5000 1,5000 -0,8660 -2,5980
270 2 180 0,0000 0,0000 -1,0000 -2,0000
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Y.sen 2a; = 45,052 Y. cos2a; = —1,000

45,052 _ —1,000

n=060; Y = 0,7587; X= o = —0,0167

r =+/(=0,0167)2 + 0,7587% = 0,7511

— X —-0,0167 — Y 0,7587
cos2a =—-=——=-—10,0222 sen2a =-=——=0,9997
T 0,7511 T 0,7511

El 4ngulo 2 es 91° 16"y = 45°, significa que la distribucidn bimodal se ubica en el didmetro de la
linea orientada a 45°.

=/2(1-0,7511) = 0,7056

=0,3528

Desviacion media 2a s
Desviacion media o %

Modelos de distribuciones direccionales

Los modelos probabilisticos mas comunes a los que se ajustan los datos direccionales son el uniforme

y el circular normal.
Distribucion circular uniforme

La distribucion uniforme en el contexto de los datos direccionales describe la situacion donde la
probabilidad de ocurrencia de todos los puntos es la misma en todas direcciones, entonces la densidad
de las direcciones es aproximadamente constante sobre la circunferencia del circulo (en el caso 2D) o
sobre la superficie en la esfera (en el caso 3D). En contraposicion una distribucidn circular no
uniforme presenta uno 0 mas grupos de datos que indican que tienen orientaciones preferenciales. La
distribucion circular uniforme es un buen modelo para procesos estocésticos y provee la densidad de

probabilidad que se utiliza para testear la hipétesis nula de no existencia de una direccion preferencial.

Distribucion circular normal o de Von Misses

La distribucién de Von Misses es una de las distribuciones mas usadas en el analisis direccional, su
rol es analogo al de la distribucion Normal en el andlisis lineal razon por la cual es también conocida
como Distribucion Normal Circular. La funcion de densidad se muestra solo con fines ilustrativos.

Para n muestras unimodales y simétricas esta dada por

1
2mly (k)

fla) = Explk cosn (a — 0)], (13.21)
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donde I, es la funcion de Bessel, k es el parametro que de concentracion que indica en qué medida se
concentra la distribucion alrededor de la direccion dominante&. Ambos, € y k, son los parametros de
la distribucion. El parametro de concentracion k varia entre 0 y +oo y en la medida que éste aumenta la
funcion se aparta del circulo.

Si bien la distribucion de muchos datos direccionales se aproxima a la distribucién de VVon Misses, los
test estadisticos para probar el ajuste son complicados de calcular y estan fuera del alcance de este
libro. Por esta razdn se asumira que una distribucion muestral de datos direccionales proviene de una
distribucion de Von Misses cuando su diagrama de dispersion es aproximadamente bilateral alrededor

de la moda y muestra un decrecimiento paulatino en sus densidades desde la moda hacia la anti-moda.

Inferencia con datos direccionales

De igual forma que para datos lineales, las pruebas de hipétesis para los datos direccionales pueden
ser no parameétricas o paramétricas, a dos colas o a una sola. Ademas se pueden calcular los intervalos
de confianza para los pardmetros poblacionales.

Limites de confianza para media angular

Los limites de confianza de la media angular se calculan con:

Pl@a—d<puy,<a+d)=1-a. (13.22)
La cantidad d se obtiene de las figura 1 del Anexo; se requiere conocer el tamafio de muestra n y el
vector r.
Para el ejemplo de los azimut de las vetas de Manantial Espejo (n = 11, r =0,9036, @ = 106°), d = 20

para 95% de confianza. Los limites de la media poblacional angular son entonces

p(108° — 20° < p, < 108° +20°) = 1— 0,05
p(88° < u, < 128°) = 0,95.
Pruebas de bondad de ajuste
Existen varias pruebas de bondad de ajuste que se pueden aplicar con los datos direccionales para

probar la hipétesis de uniformidad, el test de Chi cuadrado ¥ (descripto en el Capitulo 6) y el test U

para una muestra de Watson (Watson one-sample U? test).
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La prueba de Chi cuadrado x° es la apropiada si los datos estan agrupados. Requiere calcular las
frecuencias esperadas, f;, para cada frecuencia observada, f;. Se recomienda agrupar los datos cuando

la frecuencia esperada es menor a cuatro. En el ejemplo 3 se muestra una aplicacion de la prueba.

EJEMPLO 3

Prueba de bondad de ajuste

Se pone a prueba la hipotesis que los datos de azimut de lineamientos del Distrito Manantial Espejo se
distribuyen de manera uniforme.

Ho: f; = f, (los datos de la muestra provienen de una poblacién uniformemente distribuida alrededor de
circulo)

Hi: f; # f, (los datos de la muestra provienen de una poblacion que no es uniformemente distribuida
alrededor de circulo)

o =0,01
AZIMUT fi 7 22
60-70 10 45,58 27,78
70-80 14 45,58 21,88
80-90 38 45,58 1,26
90-100 51 45,58 0,64
100-110 95 45,58 53,57
110-120 115 45,58 105,71
120-130 77 45,58 21,65
130-140 64 45,58 7,44
140-150 34 45,58 2,94
150-160 25 45,58 9,29
160-170 13 45,58 23,29
170-180 11 45,58 26,24
~ n 547 4558
L kk_ 12 S
2 _ Z (fi—%)
2 —
i?(l f;'
, (10 — 45,58)2 (11 — 45,58)2
te = Z 2558 Tt gssg T 30L7L
=

De la Tabla 2 del Anexo, x*o01: 11 = 26,8

La Hipotesis nula se rechaza P < 0,01. La poblacién no esta uniformemente distribuida.

El test U” para una muestra de Watson se usa cuando los datos no estan agrupados. Para calcular el
estadistico de prueba U?, es necesario obtener u; dividiendo cada dato por 360° (u; = o/ 360°) y luego

calcular las cantidades ) u;, >, ul-z, uyy iu;,

Ut =3u— 9 Iy 4 (ot Da+ (13.23)

n n

Los valores criticos de esta prugba U? . . ny Se encuentran en la Tabla 16 del Anexo. En el ejemplo 4

se muestra una aplicacion de la prueba.

EJEMPLO 4
Prueba de bondad de ajuste U? de Watson
Se utilizan los datos de azimut de vetas del Distrito Manantial Espejo del ejemplo 1.
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Ho: Los datos de la muestra provienen de una poblacion uniformemente distribuida alrededor de circulo.
Ha: Los datos de la muestra no provienen de una poblacion uniformemente distribuida alrededor de

circulo.
o =0,05
i AZIMUT u; u? Iu;
1 55 0,1528 0,0233 0,1528
2 81 0,2250 0,0506 0,4500
3 92 0,2556 0,0653 0,7667
4 96 0,2667 0,0711 1,0667
5 109 0,3028 0,0917 1,5139
6 110 0,3056 0,0934 1,8333
7 111 0,3083 0,0951 2,1583
8 117 0,3250 0,1056 2,6000
9 132 0,3667 0,1344 3,3000
10 132 0,3667 0,1344 3,6667
11 154 0,4278 0,1830 4,7056
Suma n=11 3,3028 1,0480 22,2139
_ Yu; 3,3208
U=—-= =0,3003
n 11
Cu)® 2, _n
U2=2ui— : ——Zlui+(n+1)u+—
n n 12
U? =3,3028 3,30287 2 22,2139+ 11 (0 3003)+11
o 11 11 77 ’ 12

U? =3,3028—-10,9917 — 4,0389 + 3,3028 + 0,916 = 2,4917
De la Tabla 16 del Anexo, U%q0s: 11.11) = 0,182

La Hipotesis nula se rechaza P < 0,01. La poblacién no esta uniformemente distribuida.

Significacion de la media angular

La prueba de Rayleigh se utiliza para probar si una muestra se extrajo de una poblacion que tiene
distribucion uniforme. Obviamente la estima de la media angular poblacional, p,, es mejor cuando la
dispersion angular es baja que cuando es grande y cuando r es largo (=1) que cuando es pequefio (=0).
La prueba se formula con el objetivo de testear cuan grande debe ser r para indicar que la poblacion
no es uniforme. Las hipotesis de la prueba son entonces: Ho: La poblacion muestreada es uniforme
(Ho: p = 0) lo que implica que no hay una direccion referencial y Ha: La poblacién muestreada no es
uniforme (Ha: p # 0), es decir que tiene una direccion preferencial. Las hipotesis se testean con el
Ilamado R de Rayleigh y el Z de Rayleigh,

R=nr (13.24)

z=— 0 z=nT. (13.25)

228



Recuerde que r es la longitud del vector de la media angular. En la Tabla 17 del Anexo se encuentran
los valores criticos de Z g rayieigh o.n- Si 12 hipdtesis nula se rechaza se puede concluir que la poblacion
tiene una direccion preferencial pero solo si la distribucidn es unimodal. Cuando la hipétesis nula no
se rechaza se puede concluir que la distribucion es uniforme solo si se asume que no tiene modas. El
test falla si la distribucion tiene mas de una moda como en las distribuciones axiales que no son
uniformes y tienen dos direcciones dominantes. Se muestra un ejemplo de calculo para los datos del

azimut de la vetas del Distrito Manantial Espejo.

EJEMPLO 5
Test de Rayleigh
Los datos corresponden al azimut de vetas de Manantial Espejo del ejemplo 1.

Ho: p = 0 (la poblacién esta uniformemente distribuida alrededor de circulo).
Ha: p # 0 (la poblacion no esta uniformemente distribuida alrededor de circulo).

n=11; r=20,9036
R =nr=(11) (0,9036) = 9,9397

RZ _ 993972

z=— = 8,982
n

De la Tabla 17 del Anexo, z ge rayleigh (0,05; 11) = 2,92
Se rechaza la hipétesis nula P < 0,01. La poblacion no esta uniformemente distribuida.

Pruebas de hipdtesis para la media angular

Prueba para una muestra

El test de Rayleigh modificado, también Ilamado test V, se utiliza para testear la hipétesis que
supone, a priori, que la muestra fue tomada de una poblacion que tiene una orientacion particular. Por
ejemplo si los vientos que soplan en el Rio de La Plata un dia de julio son predominantemente de
direccién sudeste (N145°). Las hipotesis de la prueba son: Hy: La poblacién muestreada es uniforme
(Ho: p = 0) lo que implica que no hay una direccion preferencial y Ha: La poblacién muestreada no es
uniforme (H;: p # 0) y entonces existe una direccion particular. El estadistico V se calcula con la
expresion
V = Rcos(@ — lyp), (13. 26)

donde g4 es la direccion particular. En la Tabla 18 del Anexo se encuentran los valores criticos de u,, n).

u=v % (13.27)

n
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Por otra parte se encontré que V aproxima a una cola de la distribucién normal (Z). En estos casos si n
> 5 se pueden usar g s = 1,645 0 290, = 2,236, con desviaciones menores del 3% del valor nominal
del error de tipo | (o).

Cuando los datos estan agrupados R se debe determinar con r. en lugar de con r.

EJEMPLO 6

Testde V

Se quiere testear la hipétesis que el Rio de la Plata un dia los vientos tuvieron direccién sudeste (N145°).
Se dispone de datos de viento medidos cada tres horas.

Ho: p = 0 (la poblacion estd uniformemente distribuida alrededor de circulo)
Ha: p # 0 (la poblacion no esta uniformemente distribuida alrededor de circulo)

o Sen ¢ Cos «;
95 0,9962 -0,0872
110 0,9397 -0,3420
130 0,7660 -0,6428
145 0,5736 -0,8192
160 0,3420 -0,9397
150 0,5000 -0,8660
145 0,5736 -0,8192
150 0,5000 -0,8660

n=3_8
Ysena; =5,1911 ; Y cosa; = —5,3820

_ —53820

=0,6489;, X= s = -0,6727

_ 51911

Y

r = /(=0,6727)% + 0,64892 = 0,9347

— X -0,6727 . — Y 0,6489
cosqg ==-=—=-—10,7187; senq =-=
r 0,9347 r 0,9347

= 0,6942

El angulo con ese seno y coseno es o= 136°.

R =7,4775
V =R cos(136° - 145°)
= 17,4775 cos(4°) = 7,3855

u=Vv\: S u= 7,3855\/§= 3,6927

n

De la Tabla 18 del Anexo, U gs: 5= 1,649.

No existen evidencias para aceptar la hipotesis nula.
Otra alternativa para someter a prueba la hipdtesis nula que los datos son muestreados de una
poblacién con direccion especifica (Ho: 1, = o) Y la hipétesis alternativa que la poblacion muestreada
no tiene esa direccion especifica (Ha: ., # o), €S observar si la direccion especifica se encuentra
comprendido entre los limites del intervalo de confianza de la media angular. En este caso el

procedimiento es el mismo que el descripto para el célculo de intervalo de confianza de la media
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angular. La hip6tesis nula se rechaza cuando la direccion especifica esta fuera de los limites del

intervalo de confianza.

EJEMPLO 7
Test de la media angular para una muestra
Se utilizan los datos de viento del Rio de La Plata del ejemplo 6.

Ho: 1, = 145° (la poblacidn tiene una media de 145°)
Ha: o # 145° (la poblacion no tiene una media de 145°)

Pl@a—-d<py,<a+d)=1-a

La cantidad d se obtiene de la figura 1 del Anexo (n = 8, r = 0,9347, a = 136°), d = 21 para 95% de
confianza.
P(136°—21°< u, < 136°+21°)=1-10,05
P(115° < u, < 157°) = 0,095
Debido a que este intervalo de confianza contiene el valor hipotetizado de la media (p, = 145°), no se
rechaza la hipétesis nula. Los vientos dominantes tuvieron direccién 145°.

Prueba para dos muestras

El test de Watson-Williams se utiliza para evaluar si dos muestras tienen la misma media angular. El
estadistico de prueba es una modificacion de la prueba lineal de F donde se reemplaza la media
estimada por el R de Rayleigh obtenido de los datos de las muestras. El estadistico F se calcula con

FeK (N=2)(Ry+R,—R)
N—R,-R,

, (13.28)

donde N = n; + n,, Ry ¥ R, son los valores de R de Rayleigh (expresion 13.24) calculados para cada
muestra en forma independiente, R es el valor de las dos muestras combinadas y K es un factor de
correccion. Los valores de K se encuentran en la Tabla 18 del Anexo. Para usar el factor de correccion

K hay que calcular el vector r promedio

7= nyri+n,r, — R1+R; ) (1329)
N N

El valor critico de esta prueba es F,1; n-2).

EJEMPLO

Test de Watson-Williams para dos muestras

Se pone a prueba la hip6tesis que el rumbo de foliacion S1 y S2 medidas a lo largo de un perfil en el rio
Catan Lil, provincia de Neuguén, son guales.

Ho: ps1= ps2
Ha: Hs1 # Us2

231



S1 S2
o° sen ¢ COS ¢ o’ sen g COoS o
144 0,5878 -0,8090 108 0,9511 -0,3090
140 0,6428 -0,7660 130 0,7660 -0,6428
122 0,8480 -0,5299 94 0,9976 -0,0698
88 0,9994 0,0349 104 0,9703 -0,2419
100 0,9848 -0,1736 76 0,9703 0,2419
70 0,9397 0,3420 94 0,9976 -0,0698
96 0,9945 -0,1045 146 0,5592 -0,8290
130 0,7660 -0,6428 164 0,2756 -0,9613
115 0,9063 -0,4226 178 0,0349 -0,9994
174 0,1045 -0,9945
Y. senag, = 7,6694 Y. cos ag; = —3,0716
7,6694 -3,0716
ng=9 ; Y ==—=08522; Xy =—"—=-03413

751 =+/(—0,3413)% + 0,85222 = 0,9180

X _ —0,3413 Y 0,8522

CoS gy = T Toes 0,3718; sendg; = T oets 0,9283
asy = 126° 20
R31: 8,22
Y senag, = 6,6271 Y. cos ag, = —4,8755
ne=10 ; Voo = 225 20,6627, Xy, = —o = —0,4876
Ts, =+/(—0,4876)2 + 0,6627% = 0,8227
cosd@s, = =227 — _ 05926 sena,, = ~ = 2227 — 8055
r 0,8227 r 0,8227
sy = 111° 49
R32: 8,2616
Al combinar los 19 datos de ambas muestras se obtiene:
Ysena, = 7,6694+ 6,6271 = 14,2965
Y cos a, = (—3,0176) + (—4,8755) = —7,9471
N=19 Ve = =22 = 0,7524; Xe = =22 = -0,4183
7, = 0,8609
__Ri+R, 822482616 . o
"TTN T 19
Rc = 16,3568
De la Tabla 18 del Anexo, K = 1,0916
N-2)(Ri,+R,—R 19 — 2)(8,22+ 8,2616 — 16,3568
pogW=DRAER =R o (19— 2)( )
N—-R,—R, 19 —8,22—8,2616

F =1,0916-0,8944 = 0,9763
De la Tabla 4 del Anexo, Fgs; 1; 17y = 4,4513

No existen evidencias para rechazar la hipdtesis nula. Los rumbos de los planos de foliacién S1y S2 son
iguales (p < 0,01).
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Prueba para mas de dos muestra

La prueba de Watson-Williams se generaliza a mas de dos muestras, en este caso la hipotesis nula
€S Ho: o1 = Moz = ... = Uok El estadistico de prueba se calcula con

(N-k)(Zk_,R;-R
_ g YoEEyr) - ). (13.30)
(k-1 (N-Efs Ry)
Aca k es el nimero de muestras, R es el R de Rayleigh combinado para las k muestras y N es la suma
de los k tamafios de muestra. El factor de correccion K también se obtiene de la Tabla 18 del Anexo,

en este caso

= Szt Ty (13.31)

N N

El valor critico de esta prueba es F. «1: n-k). ESte test se puede usar con datos agrupados sélo cuando
los intervalos de agrupamiento no sean mayores a 10°. Por altimo, cabe aclarar que se trata de una
prueba suficientemente robusta que es posible utilizar aunque no se cumplan los supuestos de
normalidad circular (distribucion de von Mises) e igualdad de dispersion de todas las poblaciones
muestreadas.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE DATOS ESPACIALES

Introduccidén

En la mayoria de los trabajos geoldgicos se estudian fendmenos que se manifiestan en el espacio. Ya
se trate de propiedades como la porosidad, permeabilidad, transmisividad, nivel piezométrico de un
acuifero, de metales en un depdsito mineral, de contaminantes en un sedimento, en el agua o en el
aire, o del relieve, entre otros, siempre se utilizan mapas que muestran su distribucion espacial.
Existen varias clases de mapas. Los mas simples muestran sélo las coordenadas de los puntos en el
plano. Otros, junto con las coordenadas, indican uno o dos valores de la variable (cota, espesores,
valores de metales, etc.).

La distribucién espacial de la variable se analiza con mas facilidad en los mapas de curvas de
isovalores (curvas de nivel, isopletas, isobaras, isohipsas, etc.) a partir del patron que presentan las
curvas (curvas mas apretadas o0 mas espaciadas). En otros mapas se utilizan colores o tonos de gris en
lugar de curvas, un caso especial de este tipo son los mapas indicadores donde solo estan presentes
dos categorias.

Cuando se dibuja una curva o se colorean sectores de un mapa se estan estimando valores de la
variable en lugares que no han sido muestreados. La forma mas corriente de realizar esas estimaciones
es utilizando interpolacion lineal, sin embargo existen otros métodos. En este capitulo se describen
metodologias de andlisis estadisticos que se utilizan para describir los patrones de variabilidad

espacial.

Distribucion de puntos

Algunos trabajos geoldgicos tienen por objetivo conocer la distribucion en el espacio que presentan
unos puntos sobre una superficie o en una linea. Los puntos pueden ser localidades, puntos de control
geoldgico, trazas fosiles sobre una superficie, especimenes de plantas que crecen en suelos derivados
de ciertas rocas (i.e. Acacia burkittii, Acacia resinomarginea) que se utilizan para prospeccion

geobotanica o bien la presencia de algun atributo en una transecta o en un perfil. La distribucion
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espacial de los puntos puede ser totalmente al azar (Fig. 1a 'y 1b), seguir un patrén regular (Fig. 1cy
1d) o un patrén agrupado o contagioso (Fig. le y 1f).Cualquiera sea el caso si se quiere investigar
como es el patron de distribucion de los puntos se puede recurrir a una prueba de hipotesis.

. ‘ - » » . *a |
. L ] . b
-* 4 4
- # . . - L] [} [ 3 :
. . 4
» 4 b
LX'S -
. . 4 - . . . .
-
- [ A
4 y
. ‘ . . . . i
. -
a b c d e f

Figura 1. ay b. Distribucién de puntos es al azar. c y d. Distribucidn regular. e y f. Distribucion agrupada o contagiosa.

En el Capitulo 6 se describio la prueba de bondad de ajuste y*cuyo objetivo es inferir si la poblacion
muestreada se ajusta a una cierta distribucion tedrica. Por otra parte, en el Capitulo 4 se menciono que
las variables Poisson describen la ocurrencia de sucesos independientes que ocurre en el espacio 0 en
el tiempo. La variable aleatoria que se analiza en este apartado es X, el nimero de ocurrencias en una
unidad especificada de superficie, o lineal. Recuerde que la funcion de probabilidad Poisson
(expresién 4.3) permite calcular el nimero de ocurrencias de ese fendémeno aleatorio conociendo el
parametro A que es el promedio de ocurrencia en la unidad especificada.

El procedimiento requiere dividir el area de trabajo en unidades del mismo tamafio de superficie o
lineales y contar el nimero de puntos en cada una (Fig. 2). Si la distribucién de los puntos es al azar,

la frecuencia de puntos esperada en cada unidad tienen media y varianza iguales, la relacién varianza
. . 52 - . .
media es igual a uno (; = 1), pues es una de las caracteristicas del modelo Poisson (Capitulo 4)

(Fig. 2a). En cambio, si los puntos estan mas uniformemente distribuidos que lo que determina el

azar, la variacion de la frecuencia de los puntos por unidad es pequefia porque todas las unidades
. . , ., . . 52 .
tienen el mismo ndmero de putos, entonces la relacion varianza media es menor a uno (; < 1) (Fig.

2b). Por altimo, si los puntos estan menos regularmente distribuidos que lo que determina el azar, la
variacion de la frecuencia de los puntos por unidad es grande porque hay unidades que contienen

muchos puntos y otras con muy pocos 0 ninguno, de donde la relacion varianza media es mayor que
s? .

uno (; > 1) (Fig. 2c).

Entonces si se calculan las frecuencias esperadas para una distribucién Poisson se puede utilizar la

prueba de # para realizar la prueba de hipétesis que permita responder si la variable se distribuye al

azar 0 no. La hip6tesis nula de la prueba es que las frecuencias observadas y esperadas son iguales

(Ho: fo =fe) y la hipotesis alternativa que las frecuencias observadas y esperadas son diferentes (H;: fo
# fe). El estadistico de prueba es
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k 2
gr=y oty (14.1)
= fe

ddnde fo: frecuencia observada, fe: frecuencia tedrica o esperada y k: niimero de categorias.
-, . 2 - - - -/
La hipdtesis nula se rechaza cuando y’> .., , de modo que se interpreta que la distribucion de la

variable en el espacio no es al azar. Los grados de libertad ,v, se calculan como k (nimero de clases)
menos el nimero de pardmetros utilizados para estimar las frecuencias esperadas menos 1 (k — n° de
parametros estimados - 1). Si el parametro A se desconoce se estima con el promedio de la muestra.

Cuando el patron espacial no es al azar (se rechaz6 la hipétesis nula de la prueba de 4%) conviene
indagar si el patron es agrupado o mas o menos uniformemente distribuidos. Se realiza entonces una

prueba de hipdtesis que tiene en cuenta si la relacion entre la varianza y la media es igual o diferente a

2 2
uno, HO:SE =1y Hp: S; # 1. El estadistico de prueba es una adaptacion del la prueba de t para una

muestra que tiene la expresion

tn—l =X . (142)

El andlisis de la expresion 14.2 permite ver que cuando la relacion entre la varianza y la media es 1,
el numerador es 0 y también es 0 el valor de t. Un valor diferente a 0 indica que los datos estan
agrupados o estan uniformemente distribuidos en el espacio. Si la varianza sobre la media es menor a
uno, significa que los datos son uniformes. Cuando la varianza sobre la media es mayor que uno, los
datos estan agrupados. El valor critico de t se busca en la Tabla 3 del Anexo para v =n— 1 grados de
libertad y ot / 2 (th-1: ar2)-

. - . - . e
. L4
- .
L] - B wad . L] - . L4
o .
-
*e ew
. | ] . . . [ .t
- [
-
* . . . ]
L3 -
a b C d e f

Figura 2. ay b. Distribucién de puntos es al azar. c y d. Distribucién regular. e y f. Distribucién agrupada o contagiosa.

Para estudiar que distribucion espacial presentan los datos se divide el area en sectores todos del mimo tamafio.

EJEmMPLO 1

Anadlisis espacial del patron de distribucion de puntos

Se realizan estudios paleoambientales en sedimentos marinos cretdcicos de la cuenca Neuquina. Se desea
averiguar si la distribucion de los individuos de la especie de ostrea Aetostreon latissimum que aparecen
en el techo del estrato transgresivo son el resultado del transporte por el oleaje y corrientes en un
ambiente submareal somero o, por el contrario, refleja la distribucion de los individuos en la comunidad
en el momento de su muerte. Para responder sus interrogantes ubica sobre el techo del estrato una
cuadricula de 100 celdas de 50 cm de lado.
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fo=N°de et A 2

X = N° de individuos cuadriculas P(x) = 3 fe=nP(x) X

0 44 0,3166 31,6637 4,8063
1 24 0,3641 36,4132 4,2317
2 17 0,2094 20,9376 0,7405
3 7 0,0803 8,0261 1,4694
4 5 0,0231 2,3075*
5 2 0,0053 0,5307*
6 1 0,0010 0,1017*
>7 0 0,0002 0,0167*

Suma 100 1,0000 99,9973 11,2479

n =100
m = ndmero de ejemplares = 115
A se estima con la media
¥=C=_115; $2=189
n 200
Las probabilidades se calculan con la expresion 4.3 p(x) :‘3%7'/?
X!
Ho: fo = fe. Los individuos de la ostrea se disponen al azar.
Ha: fo # fe. Los individuos de la ostrea no se disponen al azar.
o =0,05
Como las frecuencias esperadas parax = 4,5, 6 y > 7 (sefialados con *) son menores a 5 se suman a la
frecuencia de x = 3. Las categorias k se reducen de 8 a 4.
v=4-1-1=2
De la Tabla 3 del Anexo, #

2;0,05
K 2
2 o (fo—fe)
lc _g fe

¥ =11,25

5,99

La hipdtesis nula se rechaza, 11,25 > 5,99 (xZ > x3.005)- Se interpreta que los individuos no fueron
transportados por olas ni corrientes. ;Cémo se disponian los individuos en la comunidad?

52
Hp7 =1
52
o =0,05
v=n-1=99
De la Tabla 2 del Anexo, tgg 0,05 = 1,984

52
-1
X
2

n-1

1,89
15l g5

t =
100-1 2
100—-1

La hipdtesis nula se rechaza, 4,52 > 1,984 (t. - tog, 005). Cuando se mira la relacion entre la varianza y la
media y se analiza el signo de t calculado, se puede afirmar que los individuos se disponen sobre el
sustrato agrupados.

Prediccion e interpolacion de datos en 2D. Geoestadistica
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La Geoestadistica es una rama de la estadistica que estudia el comportamiento de las variables en el
espacio conocidas como variables regionalizadas. Muchas ramas de la geociencias emplean métodos
geoestadisticos para resolver sus problemas, la geologia de minas, la del petréleo, hidrogeologia,
oceanografia, sensores remotos, edafologia y meteorologia entre otras. El objetivo de la
Geoestadistica es la caracterizacion del fenomeno natural para luego realizar estimaciones
(inferencias) y obtener medidas de incertidumbre sobre las estimaciones realizadas.

Los origenes de la Geoestadistica se encuentran en los trabajos de Krige® (1951) quien estudio los
problemas de estimacion de las leyes de oro en las minas sudafricanas y propuso una metodologia
basica para su estudio. Matheron® y su grupo en la Escuela de Minas de Paris fueron quienes, diez
afios despueés, formulan en forma rigurosa y dan solucion a los problemas de estimacion. Actualmente
los grupos de investigacion mas importantes son el francés y el de la Universidad de Stanford
(California, USA) liderado por Andre Journel.

Una variable aleatoria regionalizada se define en todos los puntos del espacio, entonces cada
realizacién de la funcion aleatoria es una funcion espacial. Cada realizacién tiene dos componentes,
una estructurada y otra aleatoria. La componente estructurada es la que permite decir que dos
mediciones cercanas se parecen, es probable que se encuentren valores altos proximos a otros valores
altos. La componente aleatoria es la que impide predecir exactamente el valor de esas mediciones.

La estimacion espacial que se realiza utilizando geoestadistica utiliza modelos probabilisticos que
consideran la incertidumbre de lo sucedido en la generacion del fenébmeno puesto que, como se
indico, los datos son considerados realizaciones de una funcién aleatoria espacial.

Es necesario mencionar que en este apartado se presentan los conceptos principales para efectuar los
andlisis geoestadisticos y que los mismos involucran gran cantidad de datos y la resolucion de
ecuaciones complejas razon por la cual se utilizan software. Existen muchos software para realizar los

analisis algunos de acceso libre, GEO-EAS (1988), VARIOWIN 2.1 (1994), GSLIB (1997) y

geoR entre otros.

La correlacion espacial

Una metodologia andloga a la que se utiliza para describir la correlacién entre dos variable,
calculando el coeficiente de correlacion y a través de la construccion de un diagrama de dispersion
(Capitulo 8) se puede usar para comenzar a describir la correlacion espacial.

Antes de avanzar conviene aclarar algunos conceptos y simbolos que se utilizaran en este apartado.
Los puntos en el espacio se identifican con las coordenadas, un punto i tiene coordenadas x; e y;. La
separacion entre el punto i y el punto j es (X; — Xi, y; — Xi). Esta separacion es un vector h que tiene

maddulo, direccion (6) y sentido; el sentido se describe desde el origen hasta el extremo y puede ser de
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i hacia j (h;) o desde j a i (h;). Por altimo las variables se denominaran V 'y W en lugar de X e Y para
diferenciarlas de las coordenadas en el plano. Los valores que tomen la variable en un punto
cualquiera del espacio se denota con letras minusculas v; 0 wi.

Para comenzar a analizar la correlacion espacial de una variable V se puede construir diagrama de
dispersion h. El diagrama muestra las relaciones entre los valores en un punto y en otro que se
encuentre alejado un vector h. La figura 3 muestra dos modelos de adquisicion de datos para construir

el diagrama de dispersion.
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Figura 3. a) Datos de la variable V ubicados en los nodos de una cuadricula distanciada 1 metro (Tomado de Issaks y
Srivastava 1989). Modelos de adquisicion de datos (se muestra s6lo para los 25 puntos ubicados en el noroeste). b) Pares
de datos distanciados h = v/2 en direccién Noreste. ¢) Pares de datos distanciados h = 1y h =2 en direccion Norte. Los

arcos definen los puntos de datos separados por cada vector.

En la figura 4 se muestran los diagramas de dispersion con los datos obtenidos de la figura 3, en
abscisas se ubican los valores correspondientes al punto del origen del vector h (v;) y en ordenadas los
valores del extremo (v;), cada punto en el diagrama de dispersion es entonces (v;, v;). El diagrama de
dispersion generalmente cambia de forma par diferentes valores de h dado que depende tanto del
madulo (largo) como de la orientacion del vector utilizada para definir los pares. Cuando los valores
de los puntos distantes h son semejantes los puntos en el diagrama de dispersion se encuentran
alineados en una linea que pasa por el origen del diagrama e inclina 45°, en estos casos la correlacion
es alta y la variabilidad es baja (Fig. 4a). Por el contrario, cuando los valores de los puntos separados
en h son muy diferentes forman una nube mas o menos dispersa lo que indica baja correlacion
espacial y variabilidad alta (Fig. 4b). Se espera que la correlacion disminuya al aumentar la distancia
entre los puntos.

Por otra parte, el diagrama de dispersion h permite identificar datos andmalos que distorsionan la
correlacion espacial y se puede evaluar si se deben o no retener en el calculo de medidas que

describan la nube de puntos. Ademas sirve para determinar si existe mas de una poblacién en el
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conjunto de datos puesto que el diagrama tendra grupos de puntos correspondientes a los pares de

datos dentro de cada poblacion.

Correlograma y Variograma

Se ha visto que para explorar la correlacion entre dos variables se utiliza solo un diagrama de

dispersidn, pero no ocurre lo mismo con la correlacion espacial puesto que se deben analizar una
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Figura 4.Diagramas de dispersion h de la variable V calculados con el software GEOEAS.
a) h =1 en direccién norte. b) h = 4 en direccion norte. Dato andmalo en rojo.

familia de diagramas de dispersion h para varias direcciones y distancia. Por otra parte si bien el
coeficiente de correlacion r sintetiza y cuantifica la informacion del diagrama de dispersion, analizar
los coeficientes en forma aislada es complicado de ahi que se utiliza un correlograma. El
correlograma es un gréfico de dispersion que muestra la relacion entre h en las abscisas y el
coeficiente de correlacion de un grafico de dispersion h en las ordenadas (Fig. 5a). Recuerde que el
correlograma se utiliza también para detectar patrones temporales como se mencioné en el capitulo
11.

Otro indice para medir en este caso la discontinuidad espacial es la semivarianza,

y = —(‘“—2"" ’ (14.3)

donde v;y v; son los valores de la variable V que se encuentran a una distancia h?®. Para dos valores
idénticos de la variable, la semivarianza es cero y a medida que la diferencia entre los valores
aumenta también la semivarianza aumenta. La semivarianza de todos los puntos que estan separadas
por el vector h es entonces

Y(R) = g T (v = )" (14.4)
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donde N es el nimero de pares de datos que se encuentran a la distancia h y v; y v;son los valores de V
de el origen y extremo del vector h. El variograma es el gréafico de dispersion que muestra la relacion
entre h en las abscisas y la semivarianza de todos los puntos distantes h en las ordenadas (Fig. 5b). El
nombre especifico es en realidad funcién semi-variograma debido a que es la mitad del coeficiente
que aparece en la expresion utilizada para definirlo. Con el tiempo el término semi-variograma pasé a
variograma.

Tanto el coeficiente de correlacion espacial como la semivarianza son muy sensibles a los valores
extremos es por ello que se deben remover cuando se identificaron en el analisis de los diagramas de
dispersion h. Ademas si existen diferentes poblaciones dentro del area se deben separar en conjuntos

homogéneos antes de construir el variograma y el correlograma.
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Figura 5. a) Correlograma y b) Variograma de la variable V calculados con el software GEOEAS

Para calcular estadisticos de correlacion espacial significativos sobre pares de datos, los estadisticos
de la variable (media y varianza) no deben cambiar dentro del area estudiada. Esta hipdtesis acerca de
la variable se define como estacionaridad. La hipdtesis de estacionaridad no se prueba, se asume que
se cumple, sin embargo es un requisito critico, de ahi que antes de empezar el analisis espacial se debe
explorar y calcular los estadisticos para el conjunto de datos y definir cuantas poblaciones estan

presentes en el area.

Variograma experimental omnidireccional y variogramas direccionales

Si el muestreo se realiz6 empleando una cuadricula mas o menos regular, se utiliza el tamafio de la
cuadricula para determinar la distancia entre los graficos de dispersion h. Esta distancia se conoce
como paso (lag en inglés). En cambio, si el muestreo fue aleatorio el espaciamiento se estima con el
promedio de la distancia de muestreo entre dos puntos vecinos. Cuando a densidad de muestreo es
mas pequefia en una direccion que en otra, como ocurre con los datos obtenidos de perforaciones (la
distancia vertical es mucho menor que la distancia entre pozos), los variogramas se calculan
considerando las distancias de muestreo en ambas direcciones.

Los datos usados en el ejemplo 2 se tomaron en forma sistematica en los nodos de una cuadricula pero

en la préctica no siempre es posible muestrear en los lugares planificados o, puede suceder, que se
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cuente con informacion relevada con mas intensidad en algln sector, de ahi que se permite cierta
libertad. Debido a que cada diagrama de dispersion h depende de la direccidn y distancia es necesario
entonces tener tolerancia tanto en la distancia como la orientacion del vector que define los pares.
Esto significa que el variograma experimental se define en la distancia h mas/menos alguna distancia
(h + Ah) y dngulo @ mas/menos algin angulo (€ = A6). Generalmente se utiliza una tolerancia en la
distancia igual a la mitad del desplazamiento (médulo del vector h). Cuando los variogramas son
exploratorios la tolerancia angular suele ser chica (Fig. 6).

El analisis de la continuidad espacial se inicia con el célculo de un variograma donde solamente se
especifica una tolerancia de distancia, de aqui que todos los pares de datos separados por esa distancia
ingresan al calculo del variograma, no se considera ninguna orientacion (la tolerancia angular es

io®

370“&-
Figura 6. Tolerancia. Como al aumentar h aumenta el arco de bisqueda incluyendo puntos muy fuera de la direccién

deseada se suele acotar la busqueda definiendo una banda.

360°). Este variograma se denomina omnidireccional y se puede considerar como un variograma
promedio del area de estudio (Fig. 7a). El variograma omnidireccional describe la estructura general
de la correlacion espacial y se utiliza para establecer los pardmetros del variograma que se describen
mas adelante.
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Figura 7. a) Variograma omnidireccional de la variable V (datos de la figura 3). b) Variogramas direccionales de la

variable V (datos de la figura 3) obtenidos con el software VARIOWIN.
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El siguiente paso tiene como objetivo detectar el patrén de variacion espacial vinculado con algunas
direcciones particulares, estas direcciones se conocen como ejes de anisotropia. Para ello es
importante contar con informacion geoldgica y conocer la variable. Practicamente no existen
fenémenos donde la variabilidad espacial sea igual en todas direcciones, en general existen
direcciones que presenten mayor continuidad que otras. Por ejemplo durante la formacion de los
depdsitos minerales pueden existir controles estructurales o genéticos que determinen direcciones de
maxima y minima continuidad como ocurre con los depoésitos de origen sedimentario donde la
maxima continuidad es paralela al plano de estratificacion. Si se trata de problemas hidrogeoldgicos
asociados con la transmisividad (importante en el transporte de solutos) la variabilidad cambia en la
direccion del flujo. Otros fendmenos que presentan variabilidad espacial son los vinculados con la
direccién del viento como la contaminacion aérea y los productos de emanaciones volcanicas que se
espera que exista mayor continuidad en la direccion de los vientos dominantes.

Un panorama del patron de variacion espacial que permita detectar los ejes de anisotropia se obtiene
con el mapa de variograma (Fig. 8). EI mapa de variograma se dibujan con los valores de varios

variogramas direccionales (Fig. 7b).

Y(h)
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Figura 8. Mapa de variograma de los datos de la variable V (figura 3) obtenido con el software VARIOWIN.

Dependiendo del conocimiento geoldgico del fendmeno que se estudia y de a densidad de los datos se
define el nimero, direccion y tolerancia espacial y angular de los variogramas direccionales. Si el
muestreo no es regular se sugiere calcular variogramas en direccion N, N30E, N60E, E, S60E, S30E
con tolerancia angular de 15°. De este modo se tendra un panorama de la continuidad espacial de toda
el area debido a que el variograma es igual en las distancias +h y —h (el variograma en la direccién N

es igual al variograma en la direccion S, por ejemplo).

243



Partes del variograma

Si bien el valor del variograma a una distancia de separacion cero, es cero (cada muestra es igual a si
misma), en el variograma experimental suele existir una discontinuidad en el origen que es llamada
efecto pepita® (nugget effect en inglés) (Fig. 9). El efecto pepita representa la componente de
variabilidad aleatoria que no estd correlacionado espacialmente. Se origina por la suma de varios
componentes: errores de laboratorio, errores de muestreo, errores de preparacion de la muestra y las
fluctuaciones aleatorias en la variable.

A medida que aumenta la distancia entre los puntos el valor del correspondiente variograma aumenta
pero eventualmente, en una cierta distancia, se estabiliza y alcanza una meseta (sill en inglés). La
meseta del variograma representa la variabilidad total, se relaciona con la varianza de los datos y es la
parte del modelo que se correlaciona espacialmente. La meseta esta integrada por una porcion
correlacionada (C) mas una componente aleatoria (CO) que corresponde al efecto pepita (Fig. 9).

Pepita

v

+— Alcance

- h
Figura 9. Partes del variograma.

El alcance del variograma (abreviatura del alcance de correlacion, range en inglés) marca el limite de
la distancia en que los datos tienen correlacion espacial. Dos puntos separados por una distancia
menor que el alcance estan correlacionados, mientras que dos puntos separados por una distancia
mayor no estan correlacionados (son independientes). El alcance también se puede definir como la

distancia a la que el variograma alcanza su valor de umbral (Fig. 9).

Modelado del variograma

Para estimar los valores que se encuentran entre dos puntos se suele usar interpolacion lineal pues se
asume que la pendiente entre los puntos es recta y cambia de manera uniforme entre la distancia que

separa dos puntos vecinos. Sin embargo, el patron de variacion puede no ser lineal y es el variograma

el que captura como cambia la variable en funcion de la distancia. Ahora bien, el variograma
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experimental y(h;) se calcula para un nimero finito de vectores h (distancias y direcciones) y se
necesita hallar la curva continua que mejor ajuste.

Por otra parte, como se ha visto en el Capitulo 5, para hacer inferencias y tener medidas de la
incertidumbre asociada a ella es necesario contar con modelos. Los modelos tedricos basicos que se
utilizan para ajustar el variograma experimental deben reunir algunas condiciones (definido positivo)
para que sean Utiles para estimar y predecir incertidumbre. Se utilizan seis modelos basicos: efecto
pepita puro, esférico, exponencial, gaussiano, monomico y efecto agujero (Fig. 10).

El comportamiento del variograma en las cercanias del origen puede ser de tres tipos. En el modelo
gaussiano es parabdlico, lo que indica un fendmeno muy regular y que se encuentra muy
correlacionado a distancias cortas como sucede con las cotas de un paisaje ligeramente ondulado o la
potencia de una capa o de una veta. En los modelos exponencial y esférico el comportamiento es
lineal, la pendiente de la recta indica la velocidad de cambio, a mayor pendiente se espera que los
valores de puntos cercanos cambie mas rapido que cuando la pendiente es baja. Por ultimo el modelo

efecto pepita es discontinuo en el origen que, como se indicé muestra la falta de continuidad espacial.

d " e h f p
Figura 10. Modelos de variogramas. a) Efecto pepita. b) Esférico. ¢) Exponencial. d) Gaussiano. €) Monomico. f) Efecto

agujero.

El modelo efecto agujero indica fendmenos con componentes periddicas o cuasi-periddicas. Se
puede formar cuando se muestrean unidades plegadas o en yacimientos estratificados o sistemas de
vetas paralelas cuando el variograma se construye en forma perpendicular al plano de las unidades
estratificadas o de las vetas.

Para lograr un buen ajuste del variograma experimental se utiliza una combinacion de modelos y se

dice que los modelos estan anidados. En la practica, se suele usar el efecto pepita para modelar la
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componente aleatoria y una forma lineal cerca del origen. El efecto pepita se estima prolongando una
linea recta a través de los primeros puntos del variograma experimental hasta el origen.

Cuando la continuidad espacial cambia con la direccion se modela un variograma que combina los
modelos en los ejes de maxima y minima anisotropia. La anisotropia puede ser zonal o geométrica. La
anisotropia zonal se presenta cuando la meseta de los variogramas depende de la direccion pero
tienen el mismo alcance y en la anisotropia geométrica la meseta es la misma pero el alcance es
diferente (Fig. 11).

Si bien existen varios métodos para ajustar el variograma experimental al modelo, minimos
cuadrados, jackknife, maxima verosimilitud, validacion cruzada, el ajuste a sentimiento suele dar
buenos resultados.

Hhit y(hy
glh,) g, (thiy*+g.(h)
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h h
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Figura 11. a) Anisotropia geométrica. b) Anisotropia zonal.

Krigeado y simulacion

Una de las principales aplicaciones de la Geoestadistica es la estimacion de la variable en ciertos
puntos o la estimacion de los valores medios en una serie de zonas o bloques. Se ha desarrollado un
estimador que minimiza la varianza de estimacion que se denomina krigeado®’ (krging en inglés). El
krigeado es un método de estimacion lineal que calcula los estimados minimizando la varianza de los
errores de estimacion. Se suele usar la sigla BLUE que provienen de Best Linear Unbiased Estimator
para sintetizar sus propiedaes. Ademas el krigeado proporciona un error de estimacion conocido como
varianza de krigeado que no dependen de los valores medidos de las variables sino de su posicion y
de los parametros del modelado del variograma experimental, es decir que considera la variabilidad
espacial de la variable que se estudia.

Los dos tipos principales de krigeado son el puntual y el de bloques. Los resultados del krigeado se
vuelcan en dos mapas, uno con los valores estimados y el otro con las varianzas de la estimacion (Fig.
12). El mapa de las varianzas de estimacion se suele utilizar para planificar la ubicacion de un futuro
muestreo.

Con el krigeado se obtiene una imagen suavizada del fendmeno que se estudia que no considera las

fluctuaciones. Pero si se enfoca el problema desde la perspectiva que la variable es una funcion
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aleatoria se pueden tener innumerables realizaciones del fendmeno con las mismas caracteristicas de
continuidad espacial que los datos originales. Para estas realizaciones, llamadas simulaciones, se
utiliza el variograma experimental ajustado con el modelo tedrico. Los métodos de simulacion mas
usados se retinen bajo el nombre de simulacion condicional (simulacién secuencial gaussiana, bandas
rotantes, booleana, etc.). En la simulacion condicional todas las realizaciones proveen valores
estimados y reproducen exactamente los datos (honran los datos) (Fig. 13).

Figura 12. Mapa de porosidad efectuado con krigeado (tomado de Castafio Agudelo y Vergara Elorza 2004).

El krigeado y las simulaciones tienen diferentes objetivos, el del krigeado es la estimacién, el de la
simulacion obtener escenarios diferentes de la variabilidad espacial. No hay un método mejor que
otro, los dos se complementan.

Las ecuaciones de kriging y simulacion estan fuera del alcance de este libro. En Cressie (1980), Issaks
y Srivastava (1989) y Goovaerts (1997) son algunos libros de referencia en el tema. Por otra parte, si
bien se han mencionado s6lo algunos software para realizar los analisis geoestadisticos, existen otros
muchos de acceso libre

12.450
11.686
10.922
10.158
9.394
8.630
7.866
7.102
6.338
5574
4.810

Figura 13. Simulaciones de porosidad (tomado de Castafio Agudelo y Vergara Elorza 2004).
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Tabla 1. Valores de “Z” la distribucion Normal estandar N(0,1) (en el cuerpo de la tabla se encuentra la probabilidad de hallar un valor de Z menor o igual a
Z, (ej. P(Z2<1,42) =0,9222).

Z 0,09 0,08 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0,00 VA 0 001|002 | 003|004 | 005 | 006 | 007 | 0,08 | 0,09
-3,5 |0,00023|0,00017|0,00017|0,00018 |0,00019|0,00019 |0,00020|0,00021 |0,00022|0,00022 0,0 {0,5000|0,5040/0,5080|0,5120|0,5160(0,5199|0,5239|0,5279|0,5319|0,5359
-3,4 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 0,1 |0,5398|0,5438|0,5478|0,5517|0,5557|0,5596|0,5636|0,5675|0,5714|0,5753
-3,3 | 0,0005 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0005 0,2 |0,5793|0,5832|0,5871|0,5910|0,5948|0,5987|0,6026|0,6064|0,6103|0,6141
-3,2 | 0,0007 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0007 0,3 |0,6179|0,6217|0,6255|0,6293|0,6331|0,6368|0,6406|0,6443|0,6480|0,6517
-3,1 ]0,0010 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 0,4 0,6554|0,6591|0,6628|0,6664|0,6700|0,6736|0,6772|0,6808|0,6844|0,6879
-3,0 |0,0010 | 0,0010 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 0,5 (0,6915|0,6950|0,6985|0,7019|0,7054|0,7088|0,7123|0,7157|0,7190|0,7224
-2,9 10,0014 | 0,0014 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0017 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0019 0,6 |0,7257|0,7291|0,7324|0,7357|0,7389|0,7422|0,7454|0,7486|0,7517|0,7549
-2,8 10,0019 | 0,0020 | 0,0021 | 0,0021 | 0,0022 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0024 | 0,0025 | 0,0026 0,7 |0,7580|0,7611|0,7642|0,7673|0,7704|0,7734|0,7764|0,7794|0,7823|0,7852
-2,7 10,0026 | 0,0027 | 0,0028 | 0,0029 | 0,0030 | 0,0031 | 0,0032 | 0,0033 | 0,0034 | 0,0035 0,8 |0,7881/0,7910|0,7939|0,7967|0,7995|0,8023|0,8051|0,8078|0,8106|0,8133
-2,6 | 0,0036 | 0,0037 | 0,0038 | 0,0039 | 0,0040 | 0,0041 | 0,0043 | 0,0044 | 0,0045 | 0,0047 0,9 |0,8159|0,8186|0,8212|0,8238/|0,8264|0,8289|0,8315|0,8340/0,8365|0,8389
-2,5 |0,0048 | 0,0049 | 0,0051 | 0,0052 | 0,0054 | 0,0055 | 0,0057 | 0,0059 | 0,0060 | 0,0062 1,0 |0,8413|0,8438|0,8461|0,8485|0,8508|0,8531|0,8554|0,8577|0,8599|0,8621
-2,4 |0,0064 | 0,0066 | 0,0068 | 0,0069 | 0,0071 | 0,0073 | 0,0075 | 0,0078 | 0,0080 | 0,0082 1,1 0,8643|0,8665|0,8686|0,8708|0,8729|0,8749|0,8770|0,8790|0,8810|0,8830
-2,3 | 0,0084 | 0,0087 | 0,0089 | 0,0091 | 0,0094 | 0,0096 | 0,0099 | 0,0102 | 0,0104 | 0,0107 1,2 |0,8849|0,8869|0,8888|0,8907|0,8925|0,8944|0,8962(0,89800,8997(0,9015
-2,2 10,0110 |0,0113 | 0,0116 | 0,0119 | 0,0122 | 0,0125 | 0,0129 | 0,0132 | 0,0136 | 0,0139 1,3 ]0,9032|0,9049|0,9066|0,9082|0,9099|0,9115|0,9131|0,9147|0,9162|0,9177
-2,1 | 0,0143 | 0,0146 | 0,0150 | 0,0154 | 0,0158 | 0,0162 | 0,0166 | 0,0170 | 0,0174 | 0,0179 1,4 ]0,9192|0,9207|0,9222|0,9236|0,9251|0,9265|0,9279(0,9292|0,9306|0,9319
-2,0 |0,0183|0,0188 | 0,0192 | 0,0197 | 0,0202 | 0,0207 | 0,0212 | 0,0217 | 0,0222 | 0,0228 1,5 ]0,9332|0,9345|0,9357|0,9370|0,9382|0,9394|0,9406|0,9418|0,9429|0,9441
-1,9 10,0233 | 0,0239 | 0,0244 | 0,0250 | 0,0256 | 0,0262 | 0,0268 | 0,0274 | 0,0281 | 0,0287 1,6 ]0,9452|0,9463|0,9474|0,9484|0,9495|0,9505|0,9515|0,9525|0,9535|0,9545
-1,8 |0,0294 | 0,0301 | 0,0307 | 0,0314 | 0,0322 | 0,0329 | 0,0336 | 0,0344 | 0,0351 | 0,0359 1,7 ]0,9554|0,9564|0,9573|0,9582|0,9591|0,9599|0,9608|0,9616 |0,9625|0,9633
-1,7 |0,0367 | 0,0375 | 0,0384 | 0,0392 | 0,0401 | 0,0409 | 0,0418 | 0,0427 | 0,0436 | 0,0446 1,8 |0,9641|0,9649|0,9656|0,9664|0,9671|0,9678|0,9686|0,9693|0,9699(0,9706
-1,6 | 0,0455 | 0,0465 | 0,0475 | 0,0485 | 0,0495 | 0,0505 | 0,0516 | 0,0526 | 0,0537 | 0,0548 1,9 ]0,9713|0,9719|0,9726|0,9732|0,9738|0,9744|0,9750|0,9756 |0,9761|0,9767
-1,5 |0,0559 | 0,0571 | 0,0582 | 0,0594 | 0,0606 | 0,0618 | 0,0630 | 0,0643 | 0,0655 | 0,0668 2,0 |0,9772|0,9778|0,9783|0,9788|0,9793|0,9798|0,9803|0,9808|0,9812|0,9817
-1,4 ]0,0681 | 0,0694 | 0,0708 | 0,0721 | 0,0735 | 0,0749 | 0,0764 | 0,0778 | 0,0793 | 0,0808 2,1 |0,9821|0,9826|0,9830|0,9834|0,9838|0,9842|0,9846|0,9850|0,9854|0,9857
-1,3 |0,0823 | 0,0838 | 0,0853 | 0,0869 | 0,0885 | 0,0901 | 0,0918 | 0,0934 | 0,0951 | 0,0968 2,2 0,9861|0,9864|0,9868|0,9871|0,9875|0,9878|0,9881|0,9884|0,9887|0,9890
-1,2 | 0,0985 | 0,1003 | 0,1020 | 0,1038 | 0,1056 | 0,1075 | 0,1093 | 0,1112 | 0,1131 | 0,1151 2,3 0,9893|0,9896|0,9898|0,9901|0,9904|0,9906|0,9909|0,9911|0,9913|0,9916
-1,1 |0,1170 | 0,1190 | 0,1210 | 0,1230 | 0,1251 | 0,1271 | 0,1292 | 0,1314 | 0,1335 | 0,1357 2,4 10,9918|0,9920|0,9922|0,9925|0,9927|0,9929|0,9931|0,9932|0,9934|0,9936
-1,0 |0,1379 | 0,1401 | 0,1423 | 0,1446 | 0,1469 | 0,1492 | 0,1515 | 0,1539 | 0,1562 | 0,1587 2,5 ]0,9938|0,9940/0,9941|0,9943|0,9945|0,9946|0,9948|0,9949|0,9951|0,9952
-0,9 |0,1611 | 0,1635 | 0,1660 | 0,1685 | 0,1711 | 0,1736 | 0,1762 | 0,1788 | 0,1814 | 0,1841 2,6 10,9953|0,9955|0,9956|0,9957|0,9959|0,9960|0,9961|0,9962|0,9963|0,9964
-0,8 |0,1867 | 0,1894 | 0,1922 | 0,1949 | 0,1977 | 0,2005 | 0,2033 | 0,2061 | 0,2090 | 0,2119 2,7 0,9965|0,9966|0,9967|0,9968|0,9969|0,9970(0,9971|0,9972|0,9973|0,9974
-0,7 10,2148 | 0,2177 | 0,2206 | 0,2236 | 0,2266 | 0,2296 | 0,2327 | 0,2358 | 0,2389 | 0,2420 2,8 0,9974/0,9975|0,9976|0,9977|0,9977|0,9978|0,9979|0,9979|0,9980|0,9981
-0,6 |0,2451 | 0,2483 | 0,2514 | 0,2546 | 0,2578 | 0,2611 | 0,2643 | 0,2676 | 0,2709 | 0,2743 2,9 ]0,9981|0,9982|0,9982|0,9983|0,9984|0,9984|0,9985|0,9985|0,9986|0,9986
-0,5 |0,2776 | 0,2810 | 0,2843 | 0,2877 | 0,2912 | 0,2946 | 0,2981 | 0,3015 | 0,3050 | 0,3085 3,0 |0,9987|0,9987|0,9987|0,9988/|0,9988|0,9989|0,9989|0,9989|0,9990|0,9990
-0,4 ]0,3121 | 0,3156 | 0,3192 | 0,3228 | 0,3264 | 0,3300 | 0,3336 | 0,3372 | 0,3409 | 0,3446 3,1 |0,9990|0,9991|0,9991|0,9991|0,9992|0,9992|0,9992|0,9992|0,9993|0,9993
-0,3 |0,3483 | 0,3520 | 0,3557 | 0,3594 | 0,3632 | 0,3669 | 0,3707 | 0,3745 | 0,3783 | 0,3821 3,2 |0,9993|0,9993|0,9994|0,9994|0,9994|0,9994|0,9994|0,9995|0,9995|0,9995
-0,2 |0,3859 | 0,3897 | 0,3936 | 0,3974 | 0,4013 | 0,4052 | 0,4090 | 0,4129 | 0,4168 | 0,4207 3,3 |0,9995|0,9995|0,9995|0,9996|0,9996|0,9996|0,9996|0,9996 |0,9996|0,9997
-0,1 | 0,4247 | 0,4286 | 0,4325 | 0,4364 | 0,4404 | 0,4443 | 0,4483 | 0,4522 | 0,4562 | 0,4602 3,4 |0,9997|0,9997|0,9997|0,9997|0,9997|0,9997|0,9997|0,9997 |0,9997|0,9998
0,0 0,4641 | 0,4681 | 0,4721 | 0,4761 | 0,4801 | 0,4840 | 0,4880 | 0,4920 | 0,4960 | 0,5000 3,5 (0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998|0,9998
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Tabla 2. Valores criticos de la distribucion x? (el cuerpo de la tabla se encuentran los valores de y?
tales que la probabilidad sea mayor o igual a la especificada (gj. para v = 10, P[x*> 15,99] =0,10).

Grados de Probabilidad

libertad v 0,995 0,99 0,975 0,95 0,90 0,75 0,5 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,10 0,46 1,32 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 0,21 0,58 1,39 2,77 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,11 0,22 0,35 0,58 1,21 2,37 4,11 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 0,21 0,30 0,48 0,71 1,06 1,92 3,36 5,39 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 1,61 2,68 4,35 6,63 9,24 11,07 1283 1509 16,75
6 0,68 0,87 1,24 1,64 2,20 3,46 5,35 7,84 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 0,99 1,24 1,69 2,17 2,83 4,26 6,35 9,04 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 5,07 7,34 10,22 1336 1551 17,53 20,09 21,95
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 5,90 8,34 11,39 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 6,74 9,34 12,55 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 7,58 10,34 13,70 17,28 19,68 21,92 24,73 26,76
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 8,44 11,34 14,85 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 9,30 12,34 15,98 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 10,17 13,34 17,12 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 11,04 14,34 18,25 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
16 514 5,81 6,91 7,96 9,31 11,91 15,34 19,37 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 12,79 16,34 20,49 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,86 13,08 17,34 21,61 25,99 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,84 7,63 8,91 10,12 11,65 14,56 18,34 22,72 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,43 8,26 9,59 10,85 12,44 15,45 19,34 23,83 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 16,34 20,34 24,94 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 17,24 21,34 26,04 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 18,14 22,34 27,14 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 9,89 10,86 12,40 13,85 15,66 19,04 23,34 28,24 33,20 36,42 39,36 42,98 45,56
25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 19,94 24,34 29,34 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
30 13,79 1495 16,79 1849 20,60 24,48 2934 3480 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
35 17,19 1851 20,57 2247 2480 29,05 34,34 40,22 46,06 4980 5320 57,34 60,27
40 20,71 22,16 2443 2651 29,05 3366 3934 4562 5181 5576 59,34 6369 66,77
45 2431 2590 2837 3061 3335 3829 4434 5099 5751 6166 6541 6996 73,17
50 2799 29,71 3236 34,76 3769 4394 4934 56,33 63,17 6750 7142 76,15 79,49
55 31,73 3357 3640 3896 42,06 4761 5434 6167 6880 7331 77,38 8229 8575
60 35,53 37,48 40,48 43,19 46,46 52,69 59,34 66,98 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95
65 39,38 41,44 44,60 47,45 50,88 56,99 64,34 72,29 79,97 84,82 89,18 94,42 98,10
70 43,28 45,44 48,76 51,74 55,33 61,70 69,33 77,58 85,53 90,53 95,02 100,4 104,2
75 47,21 49,48 52,94 56,05 59,79 66,42 74,33 82,86 91,06 96,22 100,8 106,4 110,3
80 51,17 53,54 57,15 60,39 64,28 71,15 79,33 88,13 96,58 101,9 106,6 112,3 116,3
85 55,17 57,63 61,39 64,75 6878 7588 84,33 9339 1021 107,5 1124 1182 1223
90 59,20 61,75 6565 69,13 7329 8063 8933 9865 107,6 1132 1181 124,1 128,33
95 63,25 6590 6992 7352 77,82 8538 94,33 103,90 1130 1188 1239 130,0 1343
100 67,33 70,06 7422 7793 8239 90,13 99,33 109,14 118,49 124,34 129,56 13581 140,17
140 100,65 104,14 109,14 113,68 119,03 128,38 139,33 150,89 161,83 168,61 174,65 181,84 186,85
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Tabla 3. Valores criticos de la distribucion “t” de Student (el cuerpo de la tabla se encuentran los
valores de t tales que la probabilidad sea mayor o igual a la especificada, ej. para v = 10, P[t >

I1,812[] = 0,05)
Grados Probabilidad
libertad vi 940 030 020 015 010 0075 005 0025 0,01 0,005
1 0325 0727 1376 1963 3,078 4,165 6314 12,706 31,821 63,656
2 0289 0617 1061 1386 1886 2,282 2920 4,303 6965 9,925
3 0277 0584 0978 1250 1,638 1,924 2353 3182 4541 5841
4 0271 0569 0941 1190 1,533 1,778 2132 2776 3747 4,604
5 0267 0559 0920 1156 1476 1,699 2,015 2571 3365 4,032
6 0,265 0553 0906 1134 1,440 1,650 1943 2447 3143 3707
7 0,263 0549 0,896 1119 1415 1,617 1895 2,365 2998 3,499
8 0262 0546 0889 1108 1,397 1,592 1,860 2,306 2896 3355
9 0261 0543 0883 1100 1,383 1,574 1833 2,262 2821 3,250
10 0260 0542 0879 1093 1,372 1,559 1812 2,228 2,764 3,169
11 0260 0540 0876 1088 1,363 1,548 1796 2201 2718 3,106
12 0259 0539 0873 1083 1,356 1,538 1782 2179 2681 3,055
13 0259 0538 0870 1079 1350 1530 1,771 2160 2650 3,012
14 0258 0537 0868 1076 1,345 1523 1761 2145 2624 2977
15 0,258 0536 0866 1074 1,341 1517 1753 2131 2,602 2,947
16 0258 0535 0865 1071 1337 1512 1746 2120 2583 2,921
17 0257 0534 0863 1069 1,333 1,508 1,740 2110 2567 2,898
18 0257 0534 0862 1067 1330 1504 1734 2101 2552 2,878
19 0257 0533 0861 1066 1328 1,500 1,729 2,093 2539 2,861
20 0257 0533 0860 1064 1,325 1,497 1725 2086 2528 2845
21 0257 0532 0859 1063 1323 1494 1721 2,080 2518 2,831
22 0,256 0532 0858 1061 1,321 1,492 1717 2,074 2508 2819
23 0256 0532 0858 1060 1,319 1,489 1714 2069 2500 2,807
24 0256 0531 0857 1059 1,318 1,487 1711 2064 2492 2797
25 0256 0531 0856 1058 1,316 1,485 1708 2060 2485 2787
26 0256 0531 0856 1058 1,315 1483 1706 2,056 2479 2779
27 0256 0531 0855 1057 1,314 1482 1703 2052 2473 2771
28 0256 0530 0855 1056 1,313 1,480 1701 2048 2467 2763
29 0256 0530 0854 1055 1,311 1,479 1699 2,045 2462 2756
30 0256 0530 0854 1055 1,310 1,477 1697 2042 2457 2750
>30 | 0253 0524 0842 1036 1,282 1440 1645 1960 2326 2,576
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Tabla 4. Distribucién F para a. = 0,10; (P[F > F¢] = o)

Grados de Grados de libertad del numerador v1

libertad v2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 60 80 100 120

1 399 495 536 558 572 582 589 594 598 601 627 61,2 61,7 620 622 625 52,7 628 629 63,00
2 853 900 916 924 929 933 935 937 938 939 941 942 944 945 946 947 947 947 948 9,48 9,48
3 554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 517 517 516 515 515 5,15 5,14 5,14
4 454 432 419 411 405 401 398 39 394 392 39 387 384 383 38 38 38 379 3,78 3,78 3,78
5 406 3,78 362 352 345 340 337 334 332 330 327 324 321 319 317 316 3,15 314 3,13 3,13 3,12
6 378 346 329 318 311 305 301 298 29 294 29 287 284 281 280 278 277 276 275 2,75 2,74
7 359 326 307 29 288 283 278 275 272 270 267 263 259 257 256 254 252 251 250 2,50 2,49
8 346 311 292 281 273 267 262 259 256 254 250 246 242 240 238 236 235 234 233 2,32 2,32
9 336 301 281 269 261 255 251 247 244 242 238 234 230 227 225 223 222 221 220 2,19 2,18
10 329 292 273 261 252 246 241 238 235 232 228 224 220 217 216 213 212 211 2,09 2,09 2,08
12 318 281 261 248 239 233 228 224 221 219 215 210 206 203 201 199 197 19 1,9 1,94 1,93
15 307 270 249 236 227 221 216 212 209 206 202 197 192 189 187 18 183 1,82 1,80 1,79 1,79
20 297 259 238 225 216 209 204 200 19 194 189 184 179 1,76 1,74 1,71 169 168 1,66 1,65 1,64
25 292 253 232 218 209 202 197 193 189 187 182 177 172 168 166 163 161 159 1,58 1,56 1,56
30 288 249 228 214 205 198 193 18 18 182 177 172 167 163 161 157 155 154 152 151 1,50
40 284 244 223 209 200 193 187 183 1,79 176 1,71 166 161 157 154 151 148 1,47 145 1,43 1,42
50 281 241 220 206 197 190 184 18 1,76 1,73 168 163 157 153 150 146 144 142 140 1,39 1,38
60 2,79 2,39 2,18 2,04 1,95 1,87 1,82 1,77 1,74 1,71 1,66 1,60 1,54 1,50 1,48 1,44 1,41 1,40 1,37 1,36 1,35
80 2,77 2,37 2,15 2,02 1,92 1,85 1,79 1,75 1,71 1,68 1,63 1,57 1,51 1,47 1,44 1,40 1,38 1,36 1,33 1,32 1,31
100 276 236 214 200 191 183 1,78 1,73 169 166 161 156 149 145 142 138 135 134 131 1,29 1,28
120 275 235 213 199 190 182 1,77 1,72 168 165 160 155 148 144 141 137 134 132 1,29 1,28 1,26
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Tabla 4 (continuacion).

Distribucion F para a. = 0,05; (P[F > Fq] = o)

Grados de Grados de libertad del numerador v1
libertad v2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 60 80 100 120
1 161 199 216 224 230 234 237 239 240 242 244 246 248 249 250 251 252 252 253 253
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 1943 19,45 19,46 19,46 19,47 19,48 19,48 19,48 19,49 19,49
3 10,13 9,55 9,28 9,12 901 894 88 88 881 879 874 870 866 863 862 859 858 857 856 855 8,55
4 771 694 659 639 6,26 6,16 609 604 600 59 591 58 58 577 575 572 570 569 567 566 5,66
5 6,61 579 541 519 505 495 488 482 477 474 468 462 456 452 450 446 444 443 441 441 4,40
6 599 514 476 453 439 428 421 415 410 406 400 394 387 38 381 377 375 374 372 371 3,70
7 559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 357 351 344 340 338 334 332 330 329 327 3,27
8 532 446 407 384 369 358 350 344 339 335 328 322 315 3,11 3,08 3,04 3,02 301 29 297 297
9 512 426 38 363 348 337 329 323 318 3,14 3,07 3,01 294 289 28 283 280 279 277 2,76 2,75
10 49 4,10 3,71 348 333 322 314 307 3,02 298 291 285 277 273 270 266 264 262 260 25 2,58
12 475 389 349 326 311 300 291 285 28 275 269 262 254 250 247 243 240 238 236 235 234
15 454 368 3,29 306 29 279 271 264 259 254 248 240 233 228 225 220 2,18 2,16 2,14 2,12 2,11
20 435 349 3,10 287 271 260 251 245 239 235 228 220 212 207 204 199 197 195 192 191 1,9
25 424 339 299 2,76 260 249 240 234 2,28 224 216 2,09 201 19 192 1,87 184 18 1,80 1,78 1,77
30 417 3,32 292 269 253 242 233 227 221 216 209 201 193 18 184 1,79 1,76 1,74 1,71 1,70 1,68
40 408 3,23 284 261 245 234 225 2,18 2,12 208 200 1,92 184 1,78 1,74 169 166 164 161 159 1,58
50 403 3,18 2,79 256 240 229 220 2,13 207 203 19 18 1,784 1,73 169 163 160 1,58 154 1,52 1,51
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,92 1,84 1,75 1,69 1,65 1,59 1,56 1,53 1,50 1,48 1,47
80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 2,06 2,00 1,95 1,88 1,79 1,70 1,64 1,60 1,54 1,51 1,48 1,45 1,43 1,41
100 394 30 270 246 231 219 210 203 197 193 18 1,77 168 162 157 152 148 145 141 1,39 1,38
120 392 307 268 245 229 218 209 202 19% 191 18 175 166 160 155 150 146 143 139 1,37 1,35
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Tabla 4 (continuacion). Distribucion F para o = 0,025; (P[F > Fo] = o)

Grados de Grados de libertad del numerador v1
libertad v2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 60 80 100 120
1 648 799 864 899 922 937 948 957 963 969 977 985 993 998 1001 1005 1008 1009 1011 1013
2 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 39,40 39,41 3943 3945 3946 39,46 39,47 39,48 39,48 39,49 39,49 39,49
3 17,44 16,04 1544 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42 14,34 14,25 14,17 14,12 14,08 14,04 14,01 13,99 13,97 13,96 13,95
4 12,22 1065 998 960 936 920 907 89 89 884 875 866 856 850 846 841 838 836 8§33 8§32 8§31
5 10,00 843 7,76 739 715 698 68 6,76 668 662 652 643 633 627 623 6,18 6,14 6,12 6,10 6,08 6,07
6 881 726 660 623 599 58 570 560 552 546 537 527 517 511 507 501 498 49 493 492 4,90
7 8,07 6,54 5,89 5,52 5,29 5,12 4,99 4,90 4,82 4,76 4,67 4,57 4,47 4,40 4,36 4,31 4,28 4,25 4,23 4,21 4,20
8 7,57 6,06 542 505 482 465 453 443 436 430 420 4,10 400 394 389 384 381 3,78 376 3,74 3,73
9 721 571 508 472 448 432 420 4,10 403 39 387 377 367 360 35 351 347 345 342 340 3,39
10 6,94 546 483 447 424 407 395 38 3,78 372 362 352 342 335 331 326 322 320 3,17 3,15 3,14
12 6,55 5,10 447 412 389 373 361 351 344 337 328 318 3,07 301 29 291 28 28 28 280 279
15 6,20 4,77 4,15 38 358 341 329 320 3,12 306 29% 28 2,76 269 264 259 255 252 249 247 246
20 587 446 38 3,51 329 3,13 301 291 284 277 268 257 246 240 235 2,29 2,25 2,22 2,19 2,17 2,16
25 569 429 369 335 3,13 297 28 275 268 261 251 241 230 223 218 2,12 2,08 205 202 200 1,98
30 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51 2,41 2,31 2,20 2,12 2,07 2,01 1,97 1,94 1,90 1,88 1,87
40 542 405 346 3,13 290 2,74 262 253 245 239 229 218 207 199 194 18 18 1,80 1,76 1,74 1,72
50 534 397 339 305 283 267 255 246 238 232 222 211 199 192 187 18 1,75 1,72 168 166 1,64
60 529 3,93 334 301 279 263 251 241 233 227 217 206 1,9 187 1,82 1,74 1,70 1,67 163 160 1,58
80 522 38 328 29 273 257 24 235 228 221 211 200 188 181 1,75 168 163 160 1,55 1,53 1,51
100 518 3,83 325 292 270 254 242 232 224 218 208 197 18 1,77 1,71 164 1,59 156 151 148 1,46
120 515 3,80 323 289 267 252 239 230 222 216 205 194 18 175 169 161 156 153 148 145 143
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Tabla 4 (continuacion). Distribucion F para o = 0,01; (P[F > Fg] = o)

Grados de Grados de libertad del numerador v1
libertad v2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50 60 80 100 120
1 4052 4999 54035 5624 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6106 5157 6208 6239 6260 6286 6302 6313 6326 6334
2 98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39 99,40 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,48 99,48 99,48 99,48 99,49 99,49
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 2749 27,34 27,23 27,05 26,87 26,69 2658 2650 2641 2635 2632 26,27 26,24 26,22
4 21,20 18,00 16,69 1598 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,37 14,20 14,02 13,91 13,84 13,75 13,69 13,65 13,61 13,58 13,56
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,89 9,72 955 945 938 929 924 920 9,16 9,13 9,11
6 13,75 1092 978 9,15 875 847 826 810 798 787 772 756 740 730 723 714 709 706 7,01 699 6,97
7 12,25 9,55 8,45 78 746 7,19 699 684 6,72° 662 647 631 6,16 606 599 591 58 582 578 575 574
8 11,26 8,65 759 701 663 637 618 603 591 581 567 552 536 526 520 512 507 503 49 49 4,95
9 10,56 8,02 6,99 642 606 580 561 547 535 526 511 49 481 471 465 457 452 448 4,44 441 440
10 10,04 7,56 6,55 599 564 539 520 506 494 485 471 456 441 431 425 4,17 412 408 4,04 4,01 4,00
12 933 6,93 5,95 541 506 482 464 450 439 430 416 401 38 376 370 362 357 354 349 347 3,45
15 8,68 6,36 542 489 456 432 4,14 400 389 38 367 352 337 328 321 313 308 305 300 298 29
20 8,10 585 494 443 4,10 387 3,70 356 346 337 323 309 29 284 278 269 264 261 25 254 252
25 7,77 557 468 4,18 385 363 346 332 322 3,13 29 285 270 260 254 245 240 236 2,32 229 227
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,84 2,70 2,55 2,45 2,39 2,30 2,25 2,21 2,16 2,13 2,11
40 7,31 518 4,31 38 351 329 312 299 28 280 266 252 237 227 220 211 206 202 197 194 1,92
50 7,17 506 420 3,72 34 3,19 302 289 278 270 25 242 227 217 2,10 201 19 191 18 182 1,80
60 7,08 498 4,13 365 334 3,12 295 282 272 263 250 235 220 210 203 194 188 1,84 1,78 1,75 1,73
80 6,96 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55 2,42 2,27 2,12 2,01 1,94 1,85 1,79 1,75 1,69 1,65 1,63
100 6,90 4,82 398 3,51 321 299 28 269 259 250 237 222 207 197 1,8 1,8 1,74 169 163 160 1,57
120 6,85 4,79 3,95 348 3,17 29 279 266 256 247 234 219 203 193 18 1,76 1,70 166 160 1,56 1,53
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Tabla 5. Valores criticos “d” de la prueba Kolmogorov-Smirnov para datos continuos

N a
0,10 0,05 0,01
. ,950 975 ,995
776 ,842 ,929
§ 642 ,708 ,828
4 564 624 733
c ,510 565 ,669
470 521 618
6 438 ,486 577
! 411 457 543
8 ,388 432 514
;z ,368 410 ,490
1 352 ;391 463
1 ,338 375 ,450
13 325 361 ,133
314 ,349 418
14 ,304 ,338 404
12 ,295 ,328 ,329
17 ,286 ;318 ,381
18 278 ,309 371
19 272 ,301 ,363
20 264 294 ,356
o5 24 27 ,32
22 24 ,29
gg 21 23 27
> 35 122 136 163
VN YN VN
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Tabla 6. Valores criticos “d” de la prueba Kolmogorov-Smirnov para datos continuos corregido por
Lillifords

N (/4
0,10 0,05 0,01
4 352 ,381 417
c ,315 337 ,405
6 ,294 ,319 ,364
5 276 ,300 ,348
8 261 285 ;331
9 249 271 311
10 239 258 294
1 ,230 219 281
15 223 242 275
13 214 234 ,268
4 ,207 227 261
15 ,201 220 257
16 ,195 213 ,250
17 ,189 ,206 245
18 184 ,200 ,239
10 ,179 ,195 235
20 174 ,190 231
s ,165 ,180 ,203
20 144 161 ,187
> 30 .805 .886 1,031
VN YN VN
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Tabla 7. Valores criticos “d” de la prueba Kolmogorov-Smirnov para datos discretos o agrupados

0.1 (alfa 0.0 0.0 0.0 o (2)0.1 0.0 0.0 0.0
2) 5 2 1 (alfa 2) 5 2 1
" . 0.05 (alfa 0.0 0.0 0.0 N 0.05 (alfa 0.0 0.0 0.0
1) 25 1 05 1) 25 1 05
3 2 3 3 3 5 3 3 4 4
6 3 3 4 4 10 4 4 5 5
9 4 4 4 5 15 4 5 5 6
12 5 4 6 6 20 5 5 6 7
15 4 5 6 6 25 5 6 6 7
18 5 5 6 6 30 5 6 7 8
21 5 6 6 7 35 6 7 7 8
24 5 6 7 1 40 6 7 8 9
21 6 6 7 8 45 6 7 8 9
30 6 7 8 8 50 7 8 9 10
33 6 7 8 8 55 7 8 9 10
35 6 7 8 9 60 7 8 9 11
39 7 7 8 9 65 7 9 10 11
42 7 8 8 9 70 8 9 10 11
45 7 8 9 10 75 8 9 10 12
3 48 7 8 9 10 80 8 9 11 12
51 7 8 10 10 85 8 9 11 12
54 8 9 10 11 2 8 9 11 12
57 8 9 10 11 95 8 9 11 12
60 8 9 10 11 100 8 9 11 12
63 8 9 11 12 6 3 4 4 4
66 8 9 10 12 12 4 5 5 6
69 8 9 11 12 18 5 6 6 7
72 8 9 11 12 24 6 6 7 8
75 8 10 11 12 30 6 7 8 9
78 9 10 11 12 36 7 8 9 9
81 9 10 11 13 42 7 8 9 10
84 9 10 12 13 48 8 9 10 11
87 9 10 12 13 54 8 9 10 11
92 9 10 12 13 60 9 10 11 12
99 9 10 12 13 66 9 10 11 12
4 3 3 3 3 72 9 10 12 13
8 4 4 4 5 78 9 11 12 13
12 4 5 5 6 84 9 11 12 13
15 5 5 6 6 20 10 11 13 14
20 5 6 6 7 9% 10 11 13 14
24 6 6 7 8 7 3 4 4 4
28 6 7 7 8 14 4 5 5 6
32 6 7 8 9 21 5 6 6 7
36 7 7 8 9 28 5 6 7 8
40 7 8 9 9 35 6 7 8 9
44 7 8 9 10 42 6 7 8 9
48 7 8 10 10 49 7 8 9 10
4 52 8 9 10 11 56 7 8 9 11
56 8 9 10 11 63 8 9 10 11
60 8 9 10 11 70 8 9 10 12
64 8 9 11 12 77 8 9 11 12
68 9 10 11 12 84 8 10 12 12
72 9 10 11 12 91 8 10 11 13
76 9 10 11 12 98 8 10 11 13
80 9 10 11 12
84 9 10 12 13
88 9 10 12 13
92 9 10 12 13
9% 9 10 12 13
100 9 11 12 13
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Tabla 7 (continuacion). Valores criticos “d”” de la prueba Kolmogorov-Smirnov para datos discretos o

agrupados
0.1 (alfa 0.0
2) 0.05 002
0.05 0.0

k n (alfa 1) 0.025 0.01 05
8 8 3 4 4 5
8 16 4 5 6 6
8 24 5 6 7 7
8 32 6 7 7 8
8 40 6 7 8 9
8 48 7 8 9 10
8 56 7 9 10 11
8 64 8 9 10 11
8 72 8 9 11 12
8 80 8 10 11 12
8 88 8 10 11 13
8 95 9 10 11 13
9 9 4 4 4 5
9 18 5 5 6 7
9 27 6 6 7 8
9 36 6 7 8 9
9 45 7 8 9 10
9 54 7 9 10 11
9 63 8 9 10 11
9 72 8 10 11 12
9 81 8 10 11 13
9 90 9 10 11 13
9 99 9 10 12 13
10 10 4 4 5 5
10 20 5 6 6 7
10 30 6 7 7 8
10 40 7 8 8 9
10 50 7 8 9 10
10 60 8 9 10 11
10 70 8 10 11 12
10 80 9 10 11 13
10 Cl) 9 10 12 13
10 100 9 10 12 13
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Tabla 8. Valores criticos de “q” para la prueba de Tukey (o = 0,05)

v k: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
5 3,64 4,60 5,22 5,67 6,03 6,33 6,58 6,80 6,99 7,17 7,32 7,47 7,60 7,72 7,83 7,93 8,03 8,12 8,21
6 3,46 4,34 4,90 5,30 5,63 5,90 6,12 6,32 6,49 6,65 6,79 6,92 7,03 7,14 7,24 7,34 7,43 7,51 7,59
7 3,34 4,16 4,68 5,06 5,36 5,61 5,82 6,00 6,16 6,30 6,43 6,55 6,66 6,76 6,85 6,94 7,02 7,10 7,17
8 3,26 4,04 4,53 4,89 5,17 5,40 5,60 577 5,92 6,05 6,18 6,29 6,39 6,48 6,57 6,65 6,73 6,80 6,87
9 3,20 3,95 4,41 4,76 5,02 5,24 5,43 5,59 574 5,87 5,98 6,09 6,19 6,28 6,36 6,44 6,51 6,58 6,64
10 3,15 3,88 4,33 4,65 4,91 512 5,30 5,46 5,60 572 5,83 5,93 6,03 6,11 6,19 6,27 6,34 6,40 6,47
11 3,11 3,82 4,26 4,57 4,82 5,03 5,20 5,35 5,49 5,61 571 5,81 5,90 5,98 6,06 6,13 6,20 6,27 6,33
12 3,08 3,77 4,20 4,51 4,75 4,95 5,12 5,27 5,39 5,51 5,61 571 5,80 5,88 5,95 6,02 6,09 6,15 6,21
13 3,06 3,73 4,15 4,45 4,69 4,88 5,05 5,19 5,32 5,43 5,53 5,63 571 5,79 5,86 5,93 5,99 6,05 6,11
14 3,03 3,70 4,11 4,41 4,64 4,83 4,99 5,13 5,25 5,36 5,46 5,55 5,64 571 5,79 5,85 5,91 5,97 6,03
15 3,01 3,67 4,08 4,37 4,59 4,78 4,94 5,08 5,20 531 5,40 5,49 5,57 5,65 572 5,78 5,85 5,90 5,96
16 3,00 3,65 4,05 4,33 4,56 4,74 4,90 5,03 5,15 5,26 5,35 5,44 5,52 5,59 5,66 5,73 5,79 5,84 5,90
17 2,98 3,63 4,02 4,30 4,52 4,70 4,86 4,99 511 521 531 5,39 5,47 5,54 5,61 5,67 5,73 5,79 5,84
18 2,97 3,61 4,00 4,28 4,49 4,67 4,82 4,96 5,07 517 5,27 5,35 5,43 5,50 5,57 5,63 5,69 574 579
19 2,96 3,59 3,98 4,25 4,47 4,65 4,79 4,92 5,04 514 5,23 531 5,39 5,46 5,53 5,59 5,65 5,70 5,75
20 2,95 3,58 3,96 4,23 4,45 4,62 4,77 4,90 5,01 511 5,20 5,28 5,36 5,43 5,49 5,55 5,61 5,66 571
24 2,92 3,53 3,90 4,17 4,37 4,54 4,68 4,81 4,92 5,01 5,10 5,18 5,25 5,32 5,38 5,44 5,49 5,55 5,59
30 2,89 3,49 3,85 4,10 4,30 4,46 4,60 4,72 4,82 4,92 5,00 5,08 515 5,21 5,27 5,33 5,38 5,43 5,47
40 2,86 3,44 3,79 4,04 4,23 4,39 4,52 4,63 4,73 4,82 4,90 4,98 5,04 511 5,16 5,22 5,27 531 5,36
60 2,83 3,40 3,74 3,98 4,16 4,31 4,44 4,55 4,65 4,73 4,81 4,88 4,94 5,00 5,06 511 5,15 5,20 5,24
120 2,80 3,36 3,68 3,92 4,10 4,24 4,36 4,47 4,56 4,64 4,71 4,78 4,84 4,90 4,95 5,00 5,04 5,09 513
121 2,77 3,31 3,63 3,86 4,03 4,17 4,29 4,39 4,47 4,55 4,62 4,68 4,74 4,80 4,85 4,89 4,93 4,97 5,01
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Tabla 8 (continuacion). Valores criticos de “q” para la prueba de Tukey (o. = 0,01)

v k=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
5 5,70 6,98 7,80 8,42 8,91 9,32 9,67 9,97 10,24 10,48 10,70 10,89 11,08 11,24 11,40 11,55 11,68 11,81 11,93
6 5,24 6,33 7,03 7,56 7,97 8,32 8,61 8,87 9,10 9,30 9,48 9,65 9,81 9,95 10,08 10,21 10,32 10,43 10,54
7 4,95 5,92 6,54 7,01 7,37 7,68 7,94 8,17 8,37 8,55 8,71 8,86 9,00 9,12 9,24 9,35 9,46 9,55 9,65
8 4,75 5,64 6,20 6,62 6,96 7,24 7,47 7,68 7,86 8,03 8,18 8,31 8,44 8,55 8,66 8,76 8,85 8,94 9,03
9 4,60 5,43 5,96 6,35 6,66 6,91 7,13 7,33 7,49 7,65 7,78 7,91 8,03 8,13 8,23 8,33 8,41 8,49 8,57
10 4,48 5,27 5,77 6,14 6,43 6,67 6,87 7,05 7,21 7,36 7,49 7,60 7,71 7,81 7,91 7,99 8,08 8,15 8,23
11 4,39 5,15 5,62 5,97 6,25 6,48 6,67 6,84 6,99 7,13 7,25 7,36 7,46 7,56 7,65 7,73 7,81 7,88 7,95
12 4,32 5,05 5,50 5,84 6,10 6,32 6,51 6,67 6,81 6,94 7,06 7,17 7,26 7,36 7,44 7,52 7,59 7,66 7,73
13 4,26 4,96 5,40 573 5,98 6,19 6,37 6,53 6,67 6,79 6,90 7,01 7,10 7,19 7,27 7,35 7,42 7,48 7,55
14 4,21 4,89 5,32 5,63 5,88 6,08 6,26 6,41 6,54 6,66 6,77 6,87 6,96 7,05 7,13 7,20 7,27 7,33 7,39
15 4,17 4,84 5,25 5,56 5,80 5,99 6,16 6,31 6,44 6,55 6,66 6,76 6,84 6,93 7,00 7,07 7,14 7,20 7,26
16 4,13 4,79 5,19 5,49 5,72 5,92 6,08 6,22 6,35 6,46 6,56 6,66 6,74 6,82 6,90 6,97 7,03 7,09 7,15
17 4,10 4,74 5,14 5,43 5,66 5,85 6,01 6,15 6,27 6,38 6,48 6,57 6,66 6,73 6,81 6,87 6,94 7,00 7,05
18 4,07 4,70 5,09 5,38 5,60 5,79 5,94 6,08 6,20 6,31 6,41 6,50 6,58 6,65 6,73 6,79 6,85 6,91 6,97
19 4,05 4,67 5,05 5,33 5,55 573 5,89 6,02 6,14 6,25 6,34 6,43 6,51 6,58 6,65 6,72 6,78 6,84 6,89
20 4,02 4,64 5,02 5,29 5,51 5,69 5,84 5,97 6,09 6,19 6,28 6,37 6,45 6,52 6,59 6,65 6,71 6,77 6,82
24 3,96 4,55 4,01 517 5,37 5,54 5,69 5,81 5,92 6,02 6,11 6,19 6,26 6,33 6,39 6,45 6,51 6,56 6,61
30 3,89 4,45 4,80 5,05 5,24 5,40 5,54 5,65 5,76 5,85 5,93 6,01 6,08 6,14 6,20 6,26 6,31 6,36 6,41
40 3,82 4,37 4,70 4,93 511 5,26 5,39 5,50 5,60 5,69 5,76 5,83 5,90 5,96 6,02 6,07 6,12 6,16 6,21
60 3,76 4,28 4,59 4,82 4,99 5,13 5,25 5,36 5,45 5,53 5,60 5,67 5,73 5,78 5,84 5,89 5,93 5,97 6,01
120 3,70 4,20 4,50 4,71 4,87 5,01 5,12 5,21 5,30 5,37 5,44 5,50 5,56 5,61 5,66 571 5,75 5,79 5,83
121 3,64 4,12 4,40 4,60 4,76 4,88 4,99 5,08 5,16 5,23 5,29 5,35 5,40 5,45 5,49 5,54 5,57 5,61 5,65
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Tabla 9. Valores criticos para la prueba Fyax

Grados . )
de Numero de tratramientos k

libertad
v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 39,0 87,5 142 202 288 333 403 475 550 828 704
3 15,4 27,8 39,2 50,7 62,0 72,9 83,5 93,9 104 114 124
4 9,6 15,5 20,6 25,2 29,5 33,6 37,5 41,1 44,6 48,0 51,4
5 7,2 10,8 13,7 16,3 18,7 20,8 22,9 24,7 26,5 28,2 29,9
6 5,82 8,38 10,4 12,1 13,7 15,0 16,3 17,5 18,6 19,7 20,7
7 4,99 6,94 8,44 9,70 10,8 11,8 12,7 13,5 14,3 15,1 15,8
8 4,43 6,00 7,18 8,12 9,03 9,78 10,5 11,1 11,7 12,2 12,7
9 4,03 5,34 6,31 7,11 7,80 8,41 8,95 9,45 9,91 10,3 10,7
10 3,72 4,85 5,87 6,34 6,92 7,42 7,87 8,28 8,66 9,01 9,34
12 3,28 4,16 4,75 5,30 5,72 6,09 6,42 6,72 7,00 7,25 7,43
15 2,86 3,54 4,01 4,37 4,68 4,95 5,19 5,40 5,59 5,77 5,95
20 2,46 2,95 3,29 3,54 3,76 3,94 4,10 4,24 4,37 4,49 4,59
30 2,07 2,40 2,61 2,78 2,91 3,02 3,12 3,21 3,29 3,36 3,39
60 1,67 1,85 1,96 2,04 2,11 2,17 2,22 2,26 2,30 2,33 2,36
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Tabla 10. Valores criticos del coeficiente de correlacion “r” de Pearson

N-2 N-2

0,05 0,01 0,05 0,01
1 0,997 1 24 0,388 0,496
2 0,950 0,990 25 0,381 0,487
3 0,878 0,959 26 0,374 0,478
4 0,811 0,917 27 0,367 0,47
5 0,764 0,874 28 0,361 0,463
6 0,707 0,834 29 0,355 0,456
7 0,666 0,798 30 0,349 0,449
8 0,672 0,765 35 0,325 0,418
9 0,602 0,735 40 0,304 0,393
10 0,576 0,708 45 0,288 0,372
11 0,553 0,864 50 0,273 0,354
12 0,532 0,661 60 0,250 0,325
13 0,514 0,641 70 0,232 0,302
14 0,497 0,623 80 0,217 0,283
15 0,482 0,606 90 0,205 0,267
16 0,456 0,590 100 0,195 0,254
17 0,456 0,575 125 0,174 0,228
18 0,444 0,561 150 0,159 0,208
19 0,433 0,549 200 0,138 0,181
20 0,423 0,537 300 0,113 0,148
21 0,413 0,526 400 0,098 0,128
22 0,404 0,526 500 0,088 0,115
23 0,396 0,505 1000 0,062 0,081
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Tabla 11. Valores criticos de “d” para la prueba de Kologorov-Smirnov para dos muestras

k n 0,05 0,025 0,01 0,005 n 0,05 0,025 0,01 0,005
3 2 3 3 3 5 3 3 4 4
6 3 3 4 4 10 4 4 5 5
9 4 4 4 5 15 4 5 5 6

12 5 4 6 6 20 5 5 6 7
15 4 5 6 6 25 5 6 6 7
18 5 5 6 6 30 5 6 7 8
21 5 6 6 7 35 6 7 7 8
24 5 6 7 1 40 6 7 8 9
21 6 6 7 8 45 6 7 8 9
30 6 7 8 8 50 7 8 9 10
33 6 7 8 8 55 7 8 9 10
35 6 7 8 9 60 7 8 9 11
39 7 7 8 9 65 7 9 10 11
42 7 8 9 9 70 8 9 10 11
45 7 8 9 10 75 8 9 10 12
3 48 7 8 9 10 80 8 9 11 12
51 7 8 10 10 85 8 9 11 12
54 8 9 10 11 90 8 9 11 12
57 8 9 10 11 95 8 9 11 12
60 8 9 10 11 100 8 9 11 12
63 8 9 11 12 6 3 4 4 4
66 8 9 10 12 12 4 5 5 6
69 8 9 11 12 18 5 6 6 7
72 8 9 11 12 24 6 6 7 8
75 8 10 11 12 30 6 7 8 9
78 9 10 11 12 36 7 8 9 9
8l 9 10 11 13 42 7 8 9 10
84 9 10 12 13 48 8 9 10 11
87 9 10 12 13 54 8 9 10 11
90 9 10 12 13 60 9 10 11 12
99 9 10 12 13 66 9 10 11 12
4 3 3 3 3 72 9 10 12 13
8 4 4 4 5 78 9 11 12 13
12 4 5 5 6 84 9 11 12 13
15 5 5 6 6 90 10 11 13 14
20 5 6 6 7 96 10 11 13 14
24 6 6 7 8 7 3 4 4 4
28 6 7 7 8 14 4 5 5 6
32 6 7 8 9 21 5 6 6 7
36 7 7 8 9 28 5 6 7 8
40 7 8 9 9 35 6 7 8 9
44 7 8 9 10 42 6 7 8 9
48 7 8 10 10 49 7 8 9 10
4 52 8 9 10 11 56 7 8 9 11
56 8 9 10 11 63 8 9 10 11
60 8 9 10 11 70 8 9 10 12
64 8 9 11 12 77 8 9 11 12
68 9 10 11 12 84 8 10 12 12
72 9 10 11 12 91 8 10 11 13
76 9 10 11 12 98 8 10 11 13
80 9 10 11 12
84 9 10 12 13
88 9 10 12 13
92 9 10 12 13
96 9 10 12 13
100 9 11 12 13
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Tabla 11 (continuacion). Valores criticos de “d” para la prueba de Kologorov-Smirnov para dos
muestras

k n 0,05 0,025 0,01 0,005
8 3 4 4 5
16 4 5 6 6
24 5 6 7 7
32 6 7 7 8
40 6 7 8 9
8 48 7 8 9 10
56 7 9 10 11
64 8 9 10 11
72 8 9 11 12
80 8 10 11 12
88 8 10 11 13
95 9 10 11 13
9 4 4 4 5
18 5 5 6 7
27 6 6 7 8
36 6 7 8 9
45 7 8 9 10
9 54 7 9 10 11
63 8 9 10 11
72 8 10 11 12
81 8 10 11 13
90 9 10 11 13
99 9 10 12 13
10 4 4 5 5
20 5 6 6 7
30 6 7 7 8
40 7 8 8 9
10 50 7 8 9 10
60 8 9 10 11
70 8 10 11 12
80 9 10 11 13
90 9 10 12 13
100 9 10 12 13
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Tabla 12. Valores criticos de la prueba U de Mann-Whitney

N1 10
3 |0
2 N
5 1 0 2 1 4 2
- - 0 - 1 0
6 2 1 3 2 5 3 7 5
- - 1 0 2 1 3 2
7 2 1 4 3 6 5 8 6 11 8
0 - 1 0 3 2 4 3 6 4
8 3 2 5 4 8 6 10 8 13 10 15 13
0 - 2 1 4 3 6 4 8 6 10 8
9 3 2 6 4 9 7 12 10 15 12 18 15 21 17
1 0 3 1 5 3 7 5 9 7 11 9 14 11
10 4 3 7 5 11 8 14 11 17 14 20 17 24 20 27 23
1 0 3 2 6 4 8 6 11 9 13 11 16 13 19 16
11 5 3 |8 6 12 9 16 13 19 16 23 19 | 27 23 |31 26
1 0 |4 2 7 5 9 7 12 10 15 13 18 16 22 18
12 5 4 19 7 13 11 17 14 |21 18 26 22 |30 26 | 34 29
2 1 5 3 8 6 11 9 14 12 17 15 21 18 24 21
13 6 4 10 8 15 12 19 16 24 20 28 24 33 28 37 33
2 1 |5 3 9 7 12 10 16 13 30 17 | 23 20 |27 24
14 7 5 |11 9 16 13 21 17 26 22 31 26 |36 31 |41 36
2 1 6 4 10 7 13 11 17 15 22 18 26 22 30 26
15 7 5 12 10 18 14 23 19 28 24 33 29 39 34 44 39
3 2 |7 5 11 8 15 12 19 16 24 20 |28 24 |33 29
16 8 6 14 11 19 15 25 21 30 26 36 31 42 37 48 42
3 2 7 5 12 9 16 13 21 18 26 22 31 27 36 31
17 9 6 |15 11 | 20 17 26 22 |33 28 39 34 |45 39 |51 45
4 2 8 6 13 10 18 15 23 19 28 24 33 29 38 34
18 9 7 16 12 22 18 28 24 35 30 41 36 48 42 55 48
4 2 9 6 14 11 19 16 24 21 30 26 30 31 41 37
19 10 7 17 13 23 19 30 25 37 32 44 38 51 45 58 52
4 3 9 7 15 12 20 17 26 22 32 28 38 33 44 39
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Tabla 12 (continuacion). Valores criticos de la prueba U de Mann-Whitney

N 11 12 13 14 15 16 17 18 19
34 30
1 25 21
12 38 33|42 37
28 24 |31 27
13 42 37 |47 41 |51 45
31 27 |35 31|39 34
14 46 40 |51 45 |56 50|61 55
34 30 |38 34 |43 38 |47 42
15 50 44 |55 49 |61 54|66 59 |72 64
37 33|42 37 |47 42 |51 46 |56 51
16 54 47 |60 53 |65 59 |71 64|77 70|83 75
41 36 |46 41 |51 45 |56 50 |61 55 |66 60
17 57 51|64 57 |70 63|77 67|83 75|89 81 | 96 87
44 39 |49 44 |55 49|60 54|66 60|71 65 | 77 70
18 61 55|68 61|75 67 |82 74|88 80|95 86 | 102 93 | 109 99
47 42 |53 47 |59 53 |65 58 |70 64 |76 70 82 75 88 81
19 65 58|72 65|80 72|87 78|94 85 |101 92 109 99 | 116 106 | 123 113
50 45|56 51 |63 57 |69 63|75 69 82 74 88 81 94 87 | 101 93

La tabla esta dividida en celdas. Cada columna de celdas corresponde al nimero
de datos en la muestra 1 (N1) y cada fila al nGmero de datos en la muestra 2 (N2). En la prueba los
datos se arreglan de forma que N1 es menor que N2. Dentro de cada celda hay 4 valores criticos de U
arreglados del siguiente modo:

0,05
0,01

Numero de colas
una

dos

La region critica contiene valores de U igual o menor el valor critico.
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Tabla 13. Valores criticos de “Q” para Comparaciones Multiples No Paramétricas para tamafo de

muestra diferentes

k 0,10 0,05 0,01 0,005 0,001
2 1,645 1,960 2576 2,807 3,291
3 2,128 2,394 2,936 3,144 3,588
4 2,394 2,639 3,144 3,342 3,765
5 2,576 2,807 3,291 3,481 3,891
6 2,713 2,936 3,403 3,558 3,988
7 2,823 3,038 3,494 3,675 4,067
8 2914 3,124 3570 3,748 4,134
9 2,992 3,197 3,635 3,810 4,191
10 3,059 3,261 3,692 3,865 4,241
11 3,119 3,317 3,743 3,914 4,286
12 3,172 3,368 3,789 3,957 4,363
13 3,220 3,414 3,830 3,997 4,363
14 3264 3,456 3,868 4,034 4,397
15 3,304 3,494 3,902 4,067 4,428
16 3,342 3,529 3,935 4,098 4,456
17 3,376 3,562 3,965 4,127 4,483
18 3,409 3,593 3,993 4,154 4,508
19 3,439 3,622 4,019 4,179 4,532
20 3,467 3,649 4,044 4,203 4,554
21 3,494 3,675 4,067 4,220 4,575
22 3,519 3,699 4,089 4,247 4,595
23 3,543 3,722 4,110 4,268 4,614
24 3,566 3,744 4,130 4,287 4,632
25 358 3,765 4,149 4,305 4,649
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Tabla 14. Valores criticos para el coeficiente de correlacion “R” de Spearman

n 0,05 0,01
5 0,900

6 0,829 0,943
7 0,714 0,893
8 0,643 0,833
9 0,600 0,783
10 0,564 0,745
11 0,523 0,736
12 0,497 0,703
13 0,475 0,673
14 0,457 0,646
15 0,441 0,623
16 0,425 0,601
17 0,417 0,582
18 0,399 0,564
19 0,388 0,549
20 0,377 0,534
21 0,368 0,521
22 0,359 0,534
23 0,351 0,521
24 0,343 0,508
25 0,336 0,496
26 0,329 0,485
27 0,323 0,475
28 0,317 0,465
29 0,311 0,456
30 0,305 0,448
35 0,283 0,394
40 0,264 0,368
45 0,248 0,347
50 0,235 0,329
60 0,214 0,300
70 0,198 0,278
80 0,185 0,260
90 0,174 0,245
100 0,165 0,233
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Tabla 15. Factor de multiplicacion para la media geométrica

2

s Y (Sj) para distribuciones de frecuencias log-normal

Valores de %s

T Tamafio de la muestra (n)
2 5 8 10 13 15 25 50
0,05 1,025 1,041 1,045 1,046 1,047 1,048 1,049 1,050
0,10 1,050 1,082 1,091 1,093 1,096 1,097 1,100 1,103
0,15 1,076 1,125 1,138 1,143 1,147 1,149 1,154 1,158
0,20 1,102 1,169 1,187 1,194 1,200 1,203 1,210 1,216
0,25 1,128 1,214 1,238 1,247 1,255 1,259 1,268 1,276
0,30 1,154 1,260 1,291 1,302 1,312 1,317 1,330 1,340
0,35 1,180 1,307 1,345 1,359 1,372 1,378 1,393 1,406
0,40 1,207 1,356 1,401 1,418 1,433 1,441 1,460 1,476
0,45 1,234 1,406 1,459 1,479 1,498 1,506 1,530 1,548
0,50 1,261 1,457 1,519 1,542 1,564 1,574 1,602 1,625
0,55 1,288 1,509 1,581 1,608 1,633 1,645 1,618 1,705
0,60 1,315 1,563 1,645 1,675 1,705 1,719 1,757 1,789
0,65 1,343 1,618 1,711 1,746 1,780 1,796 1,840 1,876
0,70 1,371 1,875 1,779 1,818 1,857 1,876 1,926 1,968
0,75 1,399 1,733 1,849 1,894 1,938 1,958 2,016 2,064
0,80 1,427 1,792 1,922 1,971 2,021 2,045 2,110 2,165
0,85 1,456 1,853 1,996 2,052 2,108 2,134 2,208 2,270
0,90 1,485 1,915 2,074 2,135 2,197 2,227 2,310 2,381
0,95 1,514 1,979 2,153 2,221 2,291 2,323 2,417 2,496
1,00 1,543 2,044 2,235 2,310 2,387 2,424 2,528 2,617
1,05 1,573 2,111 2,320 2,403 2,487 2,528 2,644 2,744
1,10 1,602 2,180 2,407 2,498 2,591 2,636 2,765 2,876
1,15 1,632 2,250 2,497 2,596 2,698 2,748 2,891 3,014
1,20 1,662 2,321 2,589 2,698 2,810 2,864 3,022 3,159
1,25 1,693 2,395 2,685 2,803 2,926 2,985 3,159 3,311
1,30 1,724 2,470 2,783 2,911 3,045 3,111 3,301 3,470
1,35 1,754 2,547 2,884 3,023 3,169 3,241 3,450 3,636
1,40 1,786 2,626 2,988 3,139 3,298 3,376 3,604 3,809
1,45 1,817 2,706 3,096 3,259 3,431 3,515 3,766 3,991
1,50 1,849 2,788 3,206 3,382 3,569 3,661 3,933 4,181
1,55 1,880 2,873 3,320 3,510 3,711 3,811 4,108 4,379
1,60 1,913 2,959 3,437 3,642 3,859 3,967 4,291 4,587
1,65 1,945 3,047 3,558 3,777 4,012 4,129 4,480 4,804
1,70 1,977 3,137 3,682 3,918 4,171 4,297 4,678 5,031
1,75 2,010 3,229 3,810 4,062 4,334 4,471 4,883 5,269
1,80 2,043 3,323 3,942 4,212 4,504 4,651 5,097 5,517
1,85 2,077 3,420 4,077 4,366 4,680 4,838 5,320 5,776
1,90 2,110 3,518 4,216 4,525 4,861 5,031 5,552 6,048
1,95 2,144 3,619 4,359 4,688 5,049 5,232 5,794 6,331
2,00 2,178 3,721 4,506 4,857 5,243 5,439 6,045 6,628

1
2 | se buscan en la Tabla entrando con T =| =s?

1
Los valores de v/ Esy >S5y y n= tamafio de la

muestra. Para hallar ¢, (Si) se busca en Tabla entrando con T = (Sj) y n= tamafio de la muestra.
Valores intermedios se obtiene interpolando linealmente con los valores mas cercanos.
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Tabla 16. Valores criticos U? para la prueba de Watson para una muestra

n @ 0,10 0,05 0,01
4 0,144 0,171 0,230
5 0,146 0,175 0,238
6 0,147 0,177 0,243
7 0,148 0,179 0,247
8 0,149 0,180 0,250
9 0,149 0,181 0,252
10 0,150 0,182 0,253
11 0,150 0,182 0,255
12 0,150 0,183 0,256
13 0,150 0,183 0,257

Tabla 17. Valores criticos para la prueba Z de Rayleigh

0,10 0,05 0,02 0,01 0,001
6 2,74 2,86 3,57 4,06 5,29
10 2,30 2,92 3,72 4,29 5,99
20 2,30 2,96 3,82 4,45 6,47
30 2,30 2,97 3,85 4,50 6,62
40 2,30 2,98 3,86 4,53 6,69
50 2,30 2,98 3,87 4,54 6,74
100 2,30 2,99 3,89 4,57 6,82
200 2,30 2,99 3,90 4,59 6,87
500 2,30 2,99 3,01 4,60 6,89
w 2,30 3,00 3,01 4,61 6,91
Tabla 18. Valores criticos de “u” para el test V de uniformidad circular
0,10 0,05 0,025 0,01 0,001
1,296 1,649 1,947 2,280 2,916
1,294 1,649 1,948 2,286 2,937
10 1,203 1,648 1,950 2,290 2,954
20 1,287 1,646 1,955 2,308 3,025
30 1,285 1,646 1,957 2,315 3,047
40 1,284 1,646 1,957 2,317 3,058
50 1,284 1,645 1,958 2,319 3,065
75 1,283 1,645 1,959 2,322 3,073
100 1,283 1,645 1,959 2,333 3,077
200 1,282 1,645 1,959 2,325 3,084
300 1,282 1,645 1,960 2,325 3,086
@ 12818  1,6449  1,9598 23256  3,0877
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Tabla 19. Factor de correccion “K” para el test de Watson

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 188,49 94,747 63,5015 47,8749 38,4992 32,2498 27,7851 24,4367 21,8325
0,01 19,7489 18,0444 16,6239 15,4219 14,3916 13,4986 12,7173 12,0278 11,4150 10,8667
0,02 10,3731 9,9266 9,5206 9,1500 8,8103 8,4976 8,2091 7,6941 7,6938 7,4628
0,03 7,2472 7,0455 6,8564 6,6787 6,5115 6,3539 6,2050 6,0641 5,9306 5,8040
0,04 5,6837 5,5693 5,4603 5,3564 5,2572 5,1625 5,0718 4,9850 4,9102 4,8219
0,05 4,7453 4,6717 4,6009 4,5322 4,4672 4,4039 4,3430 4,2841 4,2273 4,1724
0,06 4,1194 4,0680 4,0184 3,9703 3,9237 3,8785 3,8347 3,7922 3,7510 3,7109
0,07 3,6720 3,6342 3,5974 3,5616 3,5268 3,4930 3,4600 3,4278 3,3965 3,3666
0,08 3,3362 3,3072 3,2789 3,2512 3,2243 3,1979 3,1722 3,1470 3,1224 3,0984
0,09 3,0749 3,0519 3,0294 3,0074 2,9858 2,9648 2,9441 2,9239 2,9041 2,8846
0,1 2,8656 2,8469 2,8286 2,8107 2,7931 2,7758 2,7589 2,7423 2,7259 2,7099
0,11 2,,6942 2,6787 2,6636 2,6487 2,6340 2,6196 2,6055 2,5915 2,5779 2,5644
0,12 2,5512 2,5382 2,5254 2,5128 2,5004 2,4882 2,4762 2,4644 2,4528 2,4413
0,13 2,4301 2,4189 2,4080 2,3972 2,3866 2,3762 2,3658 2,3557 2,3457 2,3358
0,14 2,3261 2,3165 2,3070 2,2977 2,2885 2,2794 2,2705 2,2616 2,2529 2,2443
0,15 2,2358 2,2275 2,2192 2,2110 2,2030 2,1950 2,1872 2,1794 2,1718 2,1642
0,16 2,1567 2,1494 2,1421 2,1349 2,1278 2,1208 2,1138 2,1070 2,1002 2,0935
0,17 2,0868 2,0803 2,0738 2,0764 2,0611 2,0549 2,0487 2,0426 2,0365 2,0305
0,18 2,0246 2,0188 2,0130 2,0072 2,0016 1,9960 1,9904 1,9849 1,9795 1,9741
0,19 1,9688 1,9635 1,9583 1,9532 1,9481 1,9430 1,9380 1,9331 1,9282 1,9233
0,2 1,9185 1,9137 1,9090 1,9043 1,8997 1,8951 1,8906 1,8861 1,8817 1,8772
0,21 1,8729 1,8685 1,8643 1,8600 1,8558 1,8516 1,8475 1,8434 1,8393 1,8353
0,22 1,8313 1,8274 1,8234 1,8195 1,8157 1,8119 1,8081 1,8043 1,8006 1,7969
0,23 1,7933 1,7896 1,7860 1,7825 1,7789 1,7754 1,7719 1,7685 1,7651 1,7617
0,24 1,7583 1,7550 1,7516 1,7484 1,7451 1,7419 1,7386 1,7355 1,7323 1,7292
0,25 1,7261 1,7230 1,7199 1,7169 1,7138 1,7080 1,7079 1,7049 1,7020 1,6991
0,26 1,6962 1,6933 1,6905 1,6877 1,6849 1,6821 1,6793 1,6766 1,6739 1,6712
0,27 1,6685 1,6658 1,6632 1,6606 1,6579 1,6554 1,6528 1,6502 1,6477 1,6452
0,28 1,6427 1,6402 1,6377 1,6353 1,6328 1,6304 1,6280 1,6256 1,6233 1,6209
0,29 1,6186 1,6162 1,6139 1,6116 1,6094 1,6071 1,6048 1,6026 1,6004 1,5982
0,3 1,5960 1,5938 1,5916 1,5895 1,5873 1,5852 1,5831 1,5810 1,5789 1,5768
0,31 1,5748 1,5727 1,5707 1,5687 1,5667 1,5647 1,5627 1,5607 1,5587 1,5568
0,32 1,5548 1,5529 1,5510 1,5491 1,5472 1,5453 1,5434 1,5416 1,5397 1,5379
0,33 1,5360 1,5342 1,5324 1,5306 1,5288 1,5270 1,5253 1,5235 1,5217 1,5200
0,34 1,5183 1,5165 1,5148 1,5131 15114 1,5097 1,5081 1,5064 1,5047 1,5031
0,35 1,5014 1,4998 1,4982 1,4986 1,4950 1,4934 1,4918 1,4902 1,4886 1,4871
0,36 1,4885 1,4839 1,4824 1,4809 1,4793 1,4778 1,4763 1,4748 1,4733 1,4718
0,37 1,4703 1,4689 1,4674 1,4659 1,4645 1,4630 1,4616 1,4602 1,4587 1,4573
0,38 1,4559 1,4545 1,4531 1,4517 1,4503 1,4490 1,4476 1,4462 1,4449 1,4435
0,39 1,4422 1,4408 1,4395 1,4382 1,4368 1,4355 1,4342 1,4329 1,4316 1,4303
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Tabla 19 (continuacion). Factor de correccion “K” para el test de Watson

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,4 1,4290 1,4277 1,4205 1,4252 1,4239 1,4227 1,4214 1,4202 1,4189 1,4177
0,41 1,4165 1,4152 1,4140 1,4128 1,4116 1,4104 1,4092 1,4092 1,4068 1,4056
0,42 1,4044 1,4033 1,4021 1,4009 1,3998 1,3986 1,3975 1,3963 1,3952 1,3940
0,43 1,3929 1,3918 1,3907 1,3895 1,3844 1,3873 1,3862 1,3851 1,3840 1,3829
0,44 1,3818 1,3808 1,3797 1,3786 1,3775 1,3765 1,1754 1,3744 1,3733 1,3723
0,45 1,3712 1,3702 1,3691 1,36SI 1,3671 1,3660 1,3650 1,3640 1,3630 1,3620
0,46 1,3610 1,3600 1,3590 1,3580 1,3570 1,3560 1,3550 1,3540 1,3530 1,3521
0,47 1,3511 1,3501 1,3492 1,3482 1,3472 1,3463 1,3453 1,3444 1,3434 1,3425
0,48 1,3416 1,3406 1,3397 1,3388 1,3378 1,1369 1,3360 1,3351 1,3342 1,3333
0,49 1,3324 1,3315 1,3306 1,3237 1,3281 1,3279 1,3270 1,3261 1,3252 1,3243
0,5 1,3235 1,3226 1,3217 1,3209 1,3200 1,3191 1,3183 1,3174 1,3166 1,3157
0,51 1,3148 1,3140 1,3132 1,3123 1,3115 1,3106 1,3098 1,3090 1,3081 1,3073
0,52 1,3065 1,3057 1,1049 1,3040 1,3032 1,3024 1,3016 1,3008 1,3000 1,2992
0,53 1,2984 1,2976 1,2968 1,2960 1,2952 1,2944 1,2936 1,2929 1,2921 1,2913
0,54 1,2905 1,2897 1,2890 1,2882 1,2874 1,2867 1,2859 1,2851 1,2844 1,2836
0,55 1,2829 1,2821 1,2814 1,2806 1,2799 1,2791 1,2784 1,2776 1,2769 1,2762
0,56 1,2754 1,2747 1,2740 1,2732 1,2725 1,2718 1,2710 1,2703 1,2692 1,2689
0,57 1,2682 1,2674 1,2667 1,2660 1,2653 1,2646 1,2639 1,2632 1,2625 1,2618
0,58 1,2611 1,2604 1,2597 1,2590 1,2583 1,2576 1,2569 1,2562 1,2555 1,2548
0,59 1,2542 1,2535 1,2528 1,2521 1,2514 1,2509 1,2501 1,2494 1,2487 1,2481

06 1,2474 1,2467 1,2461 1,2454 1,2447 1,2441 1,2434 1,2428 1,2421 1,2414
0,61 1,2408 1,2401 1,2395 1,2388 1,2382 1,2315 1,2369 1,2362 1,2356 1,2350
0,62 1,2341 1,2337 1,2330 1,2324 1,2318 1,2311 1,2305 1,2298 1,2292 1,2286
0,63 1,2280 1,2273 1,2267 1,2261 1,2254 1,2248 1,2242 1,2236 1,2230 1,2223
0,64 1,2217 1,2211 1,2205 1,2199 1,2193 1,2186 1,2180 1,2174 1,2168 1,2162
0,65 1,2156 1,2150 1,2144 1,2138 1,2132 1,2126 1,2120 1,2114 1,2108 1,2102
0,66 1,2096 1,2090 1,2084 1,2078 1,2072 1,2066 1,2060 1,2054 1,2048 1,2042
0,67 1,2036 1,2030 1,2024 1,2018 1,2013 1,2007 1,2001 1,1995 1,1989 1,1983
0,68 1,1977 1,1972 11966 1,1960 1,1190 1,1948 1,1948 1,1937 1,1931 1,1925
0,69 1,1920 1,1914 1,1908 1,1902 1,1897 1,1897 1,1885 1,1879 1,1874 1,1868
0,7 1,1862 1,1857 1,1851 1,1845 1,1840 1,1834 1,1828 1,1823 1,1817 1,1811
0,71 1,1806 1,1800 1,1794 1,1789 1,1783 1,1777 1,1772 1,1766 1,1761 1,1755
0,72 1,1749 1,1744 1,1738 1,1733 1,1727 1,1721 1,1716 1,1710 1,1705 1,1699
0,73 1,1694 1,1688 1,1682 1,1677 1,1671 1,1666 1,1660 1,1655 1,1649 1,1644
0,74 1,1638 1,1633 1,1627 1,1621 1,1616 1,1610 1,1605 1,1599 1,1594 1,1588
0,75 1,1583 1,1517 1,1572 1,1566 1,1561 1,1555 1,1550 1,1544 1,1539 1,1533
0,76 1,1528 1,1522 1,1517 1,1511 1,1505 1,1500 1,1494 1,1489 1,1483 1,1478
0,77 1,1472 1,1467 1,1461 1,1456 1,1450 1,1445 1,1439 1,1434 1,1428 1,1423
0,78 1,1417 1,1412 1,1406 1,1401 1,1395 1,1389 1,1384 1,1378 1,1373 1,1367
0,79 1,1362 1,1356 1,1351 1,1345 1,1340 1,1334 1,1328 1,1323 1,1317 1,1312
0,8 1,1306 1,1300 1,1295 1,1289 1,1284 1,1278 1,1272 1,1267 1,1261 1,1256
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Tabla 19 (continuacion). Factor de correccion “K” para el test de Watson

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,81 1,1250 1,1244 1,1239 1,1233 1,1227 1,1222 1,1216 1,1210 1,1205 1,1199
0,82 1,1193 1,1188 1,1182 1,1176 1,1170 1,1165 1,1159 1,1153 1,1147 1,1142
0,83 1,1136 1,1130 1,1124 1,1119 1,1113 1,1107 1,1101 1,1095 1,1090 1,1084
0,84 1,1078 1,1072 1,1060 1,1060 1,1054 1,1049 1,1043 1,1037 1,1031 1,1025
0,85 1,1019 1,1013 1,1007 1,1001 1,0995 1,0989 1,0983 1,0977 1,0971 1,0965
0,86 1,0959 1,0953 1,0947 1,0941 1,0935 1,0928 1,0922 1,0916 1,0910 1,0904
0,87 1,0898 1,0892 1,0885 1,0879 1,0873 1,0867 1,0861 1,0854 1,0848 1,0842
0,88 1,0815 1,0829 1,0823 1,0816 1,0810 1,0804 1,0797 1,0791 1,0785 1,0778
0,89 1,0772 1,0765 1,0759 1,0752 1,0746 1,0740 1,0733 1,0727 1,0720 1,0713

0,9 1,0707 1,0700 1,0694 1,0687 1,0681 1,0674 1,0667 1,0661 1,0654 1,0647
0,91 1,0641 1,0634 1,0627 1,0621 1,0614 1,0607 1,0601 1,0594 1,0587 1,0580
0,92 1,0573 1,0567 1,0560 1,0553 1,0546 1,0539 1,0533 1,0526 1,0519 1,0512
0,93 1,0505 1,0498 1,0491 1,0484 1,0477 1,0470 1,0463 1,0456 1,0449 1,0443
0,94 1,0436 1,0429 1,0422 1,0414 1,0407 1,0400 1,0393 1,0386 1,0379 1,0372
0,95 1,0365 1,0358 1,0351 1,0344 1,0337 1,0330 1,0322 1,0315 1,0308 1,0301
0,96 1,0294 1,0287 1,0279 1,0272 1,0265 1,0258 1,0251 1,0243 1,0236 1,0229
0,97 1,0222 1,0214 1,0207 1,0200 1,0192 1,0185 1,0178 1,0170 1,0163 1,0156
0,98 1,0148 1,0141 1,0134 1,0126 1,0119 1,0119 1,0104 1,0097 1,0089 1,0082
0,99 1,0075 1,0067 1,0060 1,0052 1,0015 1,0037 1,0030 1,0022 1,0000 1,0000
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Figura 1. Valores d para Limites de confianza para la media angular. a. o = 0,05. b. « = 0,01
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NOTAS

1. La introduccion de la cantidad (n - 1) requiere explicacion. Dado que la varianza se define como el cuadrado
del promedio de las desviaciones respecto al promedio, cuando se procede al muestreo se desconoce la media
poblacional W pero la estimamos con la media muestral, X . La media muestral, X, se calcula de manera que
minimiza los cuadrados de las desviaciones con respecto a ella (ver 3° propiedad de la media). Esta propiedad de
la media muestral tiende a subestimar la varianza cuando se usa la ecuacién para calcular o . Esto es S es un
estimador sesgado de o2, y para corregir este sesgo se reduce el denominador de la varianza muestral an -1 lo
que produce un estimador mayor de o >.

2. Recuerde que el promedio de estas desviaciones es cero, en tanto el cuadrado de las desviaciones, la varianza,
es siempre positivo.

3. Los modelos son aproximaciones de la realidad que pueden expresarse verbalmente o como relaciones
matematicas. Los modelos deterministicos y los probabilisticos son dos tipos de modelos matematicos. En los
modelo determinsticos se expresa la relacion funcional entre las variables (dependiente-independiente). Muchos
modelos geoldgicos son deterministicos, por ejemplo la “ley de Stokes” que describe la velocidad de caida de
una particula en un fluido.

4. Pierre-Simon Laplace (1749-1827) fue un astrénomo, fisico y matematico francés que invent6 y desarroll6 la
transformada y la ecuacion que llevan su nombre. Ademas, demostré también la estabilidad del sistema solar,
sento las bases cientificas de la teoria matematica de probabilidades, formul6 el método de los minimos
cuadrados (fundamental para la teoria de errores). Fue creyente del determinismo (el estado actual "determina"
en algun sentido el futuro).

5. Charles Lyell (1797-1875) fue un abogado y geodlogo britanico. En su obra “Priciples of Geology” publicado
entre1830 y 1833 presentd principios fundamentales para la historia de la Geologia moderna. Lyell fue uno de
los representantes mas destacados del uniformismo y el gradualismo geolégico. El uniformismo o actualismo, es
el principio segun el cual los procesos naturales que actuaron en el pasado son los mismos que acttan en el
presente.

6. Axioma: proposicion matematica tan clara y evidente que se acepta sin demostracion. Sinénimo: postulado.

7. Andréi Nikolayevich Kolmogérov (1903 — 1987) fue un matematico ruso que hizo progresos importantes en
los campos de la Teoria de la Probabilidad y aplicaciones, Teoria de Funciones, Logica Matematica, Problemas
de Estacionalidad, Educacidn e Historia de las matematicas. En particular, estructuro el sistema axiomatico de la
Teoria de la Probabilidad a partir de la Teoria de Conjuntos, donde los elementos son eventos. Trabajo al
principio de su carrera en Idgica constructivista.

8. Los fendmenos que tienen esta propiedad: “la frecuencia relativa con que ocurren en una gran serie de
observaciones es estable” reciben el nombre de fendmenos aleatorios o estocasticos.

9. Thomas Bayes (1702 — 1761) fue un matematico britanico. Su obra mas conocida es el Teorema que lleva su
nombre. Bayes fue uno de los primeros en utilizar la probabilidad inductivamente y establecer una base
matematica para la inferencia probabilistica. Actualmente, con base en su obra, se ha desarrollado una poderosa
teoria que se aplica en &reas del conocimiento muy diversas.
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10. La distribucion normal fue descubierta por De Moivre (matematico francés, 1667 — 1774) quien en 1773
enuncia la ecuacion de la distribucién. En 1774 Laplace (fisico-matematico francés, 1749 — 1827) la redescubre.
Sin embargo fue Gauss (matematico y fisico aleman, 1777 — 1855) quien en 1809 la desarrolla. Durante los
siglos XVIII'y XIX se realizaron estudios que intentaban demostrar que el modelo normal es el que poseen la
mayoria de las variables continuas (de ahi el nombre normal). Hoy se sabe que los intentos fracasaron.

11. La tabla de nimeros aleatorios contiene 5000 digitos. Idealmente, estos niimeros son generados por un
mecanismo tal que cada digito es el resultado de un ensayo que consiste en una extraccion de un nimero de
0,1...,9 con una probabilidad igual a 1/10; los digitos en posiciones diferentes son los resultados de repeticiones
independientes de tales ensayos. EI modelo en que esté basada la tabla de nimeros aleatorios asegura que todos
los digitos simples tienen la misma probabilidad de ocurrencia de 1/10, que todos los pares de digitos 00, 01,
...,99 tienen una probabilidad de ocurrencia igual a 1/100, y asi sucesivamente.

12. La probabilidad de error de tipo | aumenta con el nimero de pares de comparaciones. Cada vez que se
formula una hipétesis nula, el riesgo de error de tipo | es .. Para oo = 0,05, la probabilidad de no cometer error
de tipo l es 1 - o = 0,95. Para tres medias existen tres pares de comparaciones posibles, la probabilidad de no
cometer error de tipo | es 0,95 = 0,86 y la probabilidad de cometer error de tipo | es 0,14. Para cuatro medias
existen seis pares de comparaciones posibles, la probabilidad de no cometer error de tipo | es 0,95°= 0,74y la
probabilidad de cometer error de tipo | es 0,26.

13. Karl Pearson (1857-1936), cientifico, matematico y pensador britanico, que establecio la disciplina de la
estadistica matematica, fue el fundador de la bioestadistica.

14. Carlo Emilio Bonferroni (1892-1960) matematico italiano que trabajo en teoria de probabilidades.

15. Los grados de libertad de la regresién son el nimero de parametros estimados menos uno. En este caso se

estiman a partir de la muestra la pendiente (B) y la ordenada al origen (o) poblacional, de ahi que los grados de
libertad son2 —1=1.

16. Se llama sesgo de un estimador a la diferencia entre su esperanza matematica y el valor del parametro que
estima. Un estimador cuyo sesgo es nulo se llama insesgado o centrado.

17. Estas metodologias de andlisis de series no se pueden usar con mediciones realizadas en transectas, que si
bien pueden ser unidireccionales, generalmente ocurre que los datos estan vinculados con sus vecinos de ambos
lados.

18. Andrei Andreevitch Markov (1856-1922) fue un matematico ruso conocido por sus trabajos en la teoria de
los nimeros y la teoria de probabilidades. Su trabajo tedrico en el campo de los procesos en los que estan
involucrados componentes aleatorios origind lo actualmente se conoce como cadena de Méarkov consideradas
una herramienta esencial en disciplinas como la economia, la ingenieria, la investigacidn de operaciones y
muchas otras.

19. x @y es un elemento del S" y puede mostrarse como (S°, @ ). La operacién de Perturbacién satisface la
condicidn de ser asociativa, conmutativa y tener un elemento neutro () lo que le confiere una estructura de
grupo conmutativo. Como consecuencia dado dos vectores cualesquiera existe siempre un vector perturbador x
que transforma el primero en el segundo (von Eynatten, et al., 2002).

20. Una funcién es biyectiva cuando todos los elementos del conjunto de salida tienen una imagen distinta en el
conjunto de llegada, y a cada elemento del conjunto de llegada le corresponde un elemento del conjunto de
salida.

21. Matriz singular es aquella tiene determinante cero. Esta dificultad suele ser superada dado que muchos
paquetes estadisticos aplican inversas generalizadas para superar el problema cuando se requiere utilizar la
matriz de varianza-covarianza como es el caso de Analisis de Componentes Principales.

22. John Michell (1724-1793) filosofo naturalista inglés su trabajo abarca temas tedricos y experimentales de la
astronomia, geologia, Optica y gravitacion. Los principales aportes a la geologia se vinculan con los terremotos.
Ademas fue el primero en definir la estratigrafia del mesozoico del Reino Unido.
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23. Danie Gerhardus Krige, ge6logo de minas sudafricano naci6 en el Estado Libre de Orange en 1919 es
pionero en el campo de la geoestadistica.

24. Georges Francois Paul Marie Matheron (1930 — 2000) fue un matemético y ge6logo francés fundador de la
Geoestadistica y co-fundador junto con Jean Serra de la morfologia matematica.

?:1(96_)?)2

25, La semivarianza es la misma varianza muestral S = 2 — dado que se trata de s6lo dos valores

— (x1—7)2—(x2—}7)2 — (x1—X2)2
2-1 2

52

26. El nombre efecto pepita proviene de la mineria de oro, la distribucion de las pepitas de oro en un yacimiento
ocurren al azar, entonces se encuentran pepitas en una muestra y no en otra.

27. Krigeado y kriging derivan del nombre de D. G. Krige precursor del método.
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