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A theory is the more impressive the greater the simplicity of its premises,

the more different kinds of things it relates, and the more extended its area of applicability.
Therefore the deep impression that classical thermodynamics made upon me.

It is the only physical theory of universal content which | am convinced will never be overthrown,

within the framework of applicability of its basic concepts.

ALBERT EINSTEIN, AUTOBIOGRAPHICAL NOTES
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Introduccion

Es este un libro sobre Termodinamica destinado a los estudiantes de la Licenciatura en
Fisica y otras carreras afines en esta Universidad. Durante mi desempefio como profesor he
tenido oportunidad de dictar numerosos cursos de Termodinamica y varios de Mecanica
Estadistica -base microscépica de la termodinamica- para las licenciaturas en Fisica y en
Astronomia. A partir de mis notas de clase he ido elaborando los capitulos que constituyen el
libro, tratando de resumir en ellos lo esencial de cada clase.

En el breve texto presente se pretende integrar los conocimientos sobre termodinamica
previamente adquiridos, en una formulacién basada en postulados que se constituye en una
teoria general de la materia y la energia. En el desarrollo légico posterior a partir de los
postulados, encuentran su lugar las diversas variables macroscépicas conocidas de la fisica
general. Analizados los criterios de estabilidad se introducen las transiciones de fase asociadas
a la violacién de dichos criterios e ilustradas con una rica fenomenologia en diversos campos.
Luego se discuten los fendmenos criticos concluyendo en la necesidad de un postulado
adicional: la hipotesis de escala. En los cursos habituales se aborda finalmente el dominio de la
termodinamica fuera de equilibrio y las transiciones de fase disipativas tendiendo un puente
hacia el estudio de los sistemas bioldgicos y otros sistemas complejos. Estos temas han
quedado fuera del presente texto y tal vez sean objeto de una préxima obra.

El objetivo principal de este libro es cubrir adecuadamente los contenidos de una materia
fundamental para cualquier licenciado en fisica y otras disciplinas afines. Con ello pretende
dotar a los estudiantes de una herramienta universal sencilla para encarar el estudio de
cualquier sistema macroscépico, sus propiedades de equilibrio y la posible existencia de
diversas transiciones de fase. Como objetivos especificos, se pueden mencionar:

- ofrecer una version unificada de las propiedades macroscopicas aprendidas en fisica general;
- brindar un método deductivo sencillo para predecir el comportamiento de sistemas
macroscopicos;

- capacitar para el analisis de muy diversas transiciones de fase posibles y reconocer la

universalidad de algunos comportamientos.

Luis Mendoza Zélis



CAPITULO 1

Repaso y formalizacion de la termodinamica

En este capitulo recordaremos las leyes de la termodinamica de equilibrio, aprendidas en
los cursos de fisica general. A partir de ellas elaboraremos una formulacién en base a

Postulados que facilitara el desarrollo posterior.

Las leyes de la Termodinamica

La termodinamica es la ciencia de lo macroscépico. En nuestro estudio fisico de la
naturaleza nos enfrentamos a sistemas constituidos por un nimero enorme de particulas (es
en este sentido que los llamamos macroscépicos). A la descripcidon microscopica provista por
las leyes fundamentales de la fisica debemos unir las consecuencias del gran numero de
particulas constituyentes. De aqui surge una serie de propiedades generales que todo sistema,
mas allda de sus detalles especificos, debe cumplir: las leyes de la Termodinamica. Se
constituye asi ésta en una especie de teoria general de la materia. Las leyes de la
termodinamica tienen una fuerte base empirica y fueron enunciadas hace ya mas de cien afios.

A continuaciéon recordamos sus aspectos fundamentales.

Ley 0
Existe una propiedad de los estados de equilibrio de los cuerpos, llamada temperatura.

Dos cuerpos puestos en contacto mutuo pueden cambiar sus propiedades hasta alcanzar
un estado de equilibrio térmico entre ambos, a partir del cual éstas no cambian mas: decimos
entonces que los cuerpos se encuentran a la misma temperatura. Esta relacion tiene caracter
transitivo: dos cuerpos en equilibrio térmico con un tercero estaran en equilibrio térmico entre

si. Esto nos permite construir termémetros y definir acabadamente esta nueva propiedad: la
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temperatura o estado térmico de los cuerpos. A partir de esta ley podemos ademas distinguir
entre paredes diatérmicas (las que permiten que se alcance el equilibrio térmico mediante un
proceso que lleva a que ambos cuerpos tengan la misma temperatura) y paredes adiabaticas
(las que impiden este proceso).

Antes de continuar, es conveniente en este contexto definir con cierto rigor matematico la

nocién de propiedad o funcién de estado.

F es funcion de estado < §dF =0 < dF es un diferencial exacto.

En dos variable independientes x e y, la forma diferencial X(x,y)dx + Y(x,y)dy es un diferencial

exacto si y sélo si oX/dy = dY/ox. Para la propiedad F = F(x,y),

dF = (oF/ox)dx + (oF/dy)dy y entonces:
oXloy = 8°Floyox = 8°Floxoy = dY/ox

si las derivadas segundas existen y son continuas.

Ademas:

$dF = §[(0F/ox)dx+(oF /dy)dy] = $dF[(0F/ox)i+(oF /ay)j].(dxi+dyj)
e introduciendo Z = (oF/ox)i+(0F/oy)j y ds = (dx)i+(dy)j
$dF = §z.ds = [[rotZ dxdy = 0

pues rotZ = 9Y/ox - oX/oy = aZFlaxay - aZF/ayax =0.

Ley 1

La energia de un sistema aislado se conserva.

Durante el proceso que lleva al equilibrio térmico entre dos cuerpos, éstos intercambian
energia (llamamos calor Q a esta forma de intercambio). Ademas la energia de un sistema
puede modificarse realizando trabajo W sobre él, que es una forma controlable y medible de
intercambiar energia. De esta manera el cambio en la energia interna U sera en general: AU =
Q + W y en un proceso adiabético (Q=0): AU = W2, Esto nos permite reconocer a la energia
interna U como una funcion de estado, es decir, una propiedad caracteristica del dado estado
de equilibrio del sistema.

Claramente, en un sistema aislado (Q=W=0), AU = 0. Microscopicamente, esta ley es
consecuencia de que todas las interacciones entre particulas constituyentes responden a

fuerzas conservativas.



Ley 2
La entropia de un sistema aislado nunca disminuye.

No todos los procesos, aun cuando conserven la energia, ocurren espontaneamente. En
general, si naturalmente ocurre el proceso A—B, entonces no se observara el proceso inverso
B—A. Hay una direccion natural para la ocurrencia espontanea de los procesos. Esta
irreversibilidad macroscépica se contrapone a la reversibilidad de las leyes microscopicas que
describen las interacciones entre particulas constituyentes.

En términos del rendimiento n de una maquina térmica, que toma Qq de un foco a T4 y
entrega —Q, a otro a T,, el teorema de Carnot establece que: n = |W|/Q; = 1-]|Q,|/Q1 < 1-T,/T;.
De aqui surge que debe cumplirse: Q4/Ty £ |Q,|/T, y teniendo en cuenta que: |Qz| = -Qq,

podemos concluir que: Q4/T1 + Qu/T, < 0. Resultado que Clausius generalizé para cualquier

proceso ciclico: §dQ/T <0

Se define entonces una nueva funcion de estado llamada entropia S, a través de:

AS = jrev(dQ/T) donde la integral debe hacerse a lo largo de un proceso cuasiestatico

(reversible). Para los procesos espontaneos (irreversibles) vales la desigualdad AS > f(dQ/T).

Claramente, para un sistema aislado (dQ=0), AS > 0, dependiendo de las caracteristicas del
proceso. Ello permite caracterizar a los estados de equilibrio de un sistema aislado como los de
maxima entropia S para el dado valor de la energia interna U.

Microscépicamente, cada estado de equilibrio macroscépico (macroestado) es compatible
con un gran numero de configuraciones microscépicas (microestados). Boltzmann establecié
una relacion entre la entropia del macroestado y el numero W de microestados consistentes
con el mismo, en un sistema aislado:

S = k.In(W)

Ley 3
La entropia de cualquier sistema se anula en el estado T=0.
Se observa que los cambios en la entropia en procesos isotérmicos se van reduciendo al

disminuir la temperatura, de modo que ASt — 0 cuando T— 0. Ello llevé a formular esta ley,

que solo pudo justificarse con el posterior desarrollo de la mecanica cuantica.



Formulacioén en base a postulados

Estas cuatro leyes:

Existe una propiedad de los estados de equilibrio de los cuerpos, llamada temperatura.
La energia de un sistema aislado se conserva.
La entropia de un sistema aislado nunca disminuye.

La entropia de cualquier sistema se anula en el estado T=0.

son la base de la Termodinamica y de ellas puede deducirse casi todo cuanto esta contenido
en este libro. Esta tarea se simplifica considerablemente reformulando la teoria en base a una
serie de postulados (afirmaciones con verificacion a posteriori). Basados en el texto de H.
Callen formularemos entonces tres postulados sobre los que puede fundarse Ila
Termodinamica.

El primero se refiere a la posibilidad de describir los estados de equilibrio de los sistemas
simples en términos de un pequefio numero de variables. Denominamos sistema simple a todo
sistema macroscopicamente homogéneo, isétropo, sin carga, quimicamente inerte,
suficientemente grande para poder despreciar efectos de superficie, no afectado por campos

externos (eléctricos, magnéticos o gravitatorios).

Postulado |: En los sistemas simples existen estados de equilibrio que macroscopicamente
quedan completamente caracterizados por la energia interna U, el volumen V' y

los numeros molares N4, N,,...,N.,.

Como se ve, el mismo postulado admite la existencia de estados de equilibrio, en el sentido
habitual de permanecer invariables en el tiempo, y establece las propiedades que los
caracterizan: U,V,N4,N,,...,.N,. Notemos que todas ellas son propiedades extensivas
(proporcionales al tamafio del sistema). Para describir sistemas de mayor complejidad
deberemos incluir nuevas variables (momento magnético, eléctrico u otras propiedades).

Se sobreentiende que el sistema asi definido tiene limites (paredes) que lo aislan del resto
del universo. Esto significa que estas paredes deben ser restrictivas a la modificacién de
cualquiera de los parametros que fijan el estado de equilibrio. Deben ser rigidas para impedir la
modificacién de V y de U (a través del trabajo asociado al cambio de volumen), deben ser
impermeables para impedir la modificacion de cualquiera de los N; y de U (a través del trabajo
asociado al intercambio de particulas) y deben ser adiabaticas para impedir la modificacion de

U a través del intercambio de calor.



universo

UV,N,N,,...

T

pared rigida,
impermeable
y adiabatica

Figura 1.1

En general nos interesa estudiar sistemas abiertos total o parcialmente al resto del universo
(que se considera en si mismo un sistema aislado) mediante paredes diatérmicas y/o moviles
y/o permeables. Esto es equivalente a estudiar sistemas compuestos de dos sistemas simples,
separados entre si por paredes de un dado tipo y aislados del resto del universo. Las paredes
internas permitiran o no el intercambio de una o varias de las propiedades extensivas (U,V,N;)
entre los sistemas constituyentes, manteniendo fijo el total de cada una de ellas mediante la
pared externa. En el caso trivial en que ambos subsistemas estén aislados entre si (pared
completamente restrictiva) el estado de equilibrio del sistema quedara determinado por el
equilibrio individual de los constituyentes. El problema que se nos presenta es el de predecir
cual sera el estado de equilibrio hacia el que evolucionara el sistema cuando se remueva
alguno de los vinculos o restricciones internas, es decir se modifique total o parcialmente el
caracter de la pared. Para ello formulamos el siguiente postulado (dos postulados en la version

original de H. Callen):

Postulado Il: Existe una funcién continua y diferenciable de los parametros extensivos de
cualquier sistema, mondotonamente creciente con U, llamada entropia S y
definida para todos los estados de equilibrio. Para un sistema compuesto la
entropia es aditiva sobre los subsistemas constituyentes y al remover un vinculo
interno, el estado de equilibrio que el sistema alcance, sera aquél que la

maximice sobre todos los estados compatibles con dicho vinculo.

Vemos que el postulado introduce una nueva funcién de estado, dependiente de las otras a
través de la llamada relacién fundamental: S = S(U,V,N4,...), a la que ademas de ciertas

propiedades le agrega un principio extremal claramente inspirado en la Ley 2. Al remover un
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vinculo interno, el sistema compuesto elegira un estado entre muchos, cada uno de ellos
siendo un estado de equilibrio realizable con el vinculo apropiado.

Veamos esto a través de un ejemplo. Supongamos que en el sistema de la figura 1.2, la
pared interna es diatérmica, rigida e impermeable. Entonces U’ y u? podran variar,
redistribuyendo la energia entre los subsistemas, sujetos a la condicién de cierre U'+U*=U=
cte. Todos los valores de U’ (y los correspondientes de U2) son posibles de realizar usando una
pared adiabatica, pero el valor que adopte el sistema, al permitirsele variar mediante una pared
diatérmica, sera el que maximice la entropia total: S = S'(U",V',N,",...) + S3(U? V* N,...).

pared rigida,
impermeable
y diatérmica universo
\
UiViN? U2,v2,N?

oU

= T~

pared rigida,
. . impermeable
Ut+uU-+=U y adiabdtica

Figura 1.2

Entonces para variaciones en torno al equilibrio:
8S = 681 + 682 = (681/6U1)V(1)1Ni(1).6U1 + (682/5U2)V(2)’Ni(2).8U2 =0
8S = [(631/6U1)V(1)’Ni(1) - (682/6U2)V(2)’Ni(2)].8U1 = 0; V5U1.

y la condicion necesaria de equilibrio sera:
(@S"10U" aynict) = (0S10U Wi

Ademas, si el sistema se encontrara ligeramente fuera de equilibrio, por ejemplo con:

(581/6U1)V(1),Ni(1) > (asz/aUZ)V(Z),Ni(Z)

el proceso que restablezca el equilibrio debera aumentar S. Entonces:
8S = [(681/6U1)V(1)’Ni(1) - (582/5U2)V(2),Ni(2)].8U1 >0

11



y como en la situacion supuesta [ ] > 0, sera entonces suU'>0 (ESU2 < 0). Es decir que fluira

energia en forma de calor desde el sistema 2 al 1, desde el de menor al de mayor (6S/0U)y n;.

Esta cantidad tiene entonces las propiedades de 1/T.

De manera analoga se puede analizar la redistribucién de volumen o de particulas que
conduce al equilibrio en el caso de paredes diatérmicas moviles o permeables. Asi
obtendriamos respectivamente las condiciones de equilibrio adicionales:

(681/6V1)U(1),Ni(1) = (532/6V2)U(2),Ni(2) y
(@S 1oN Yy vennizic) = (0SPIONZ )y v Ni2)-

El criterio de maximizar S para los estados de equilibrio puede extenderse a los sistemas
simples. Estos pueden considerarse idealmente divididos en dos o mas partes por paredes
imaginarias no restrictivas. La distribucion de U,V,N4,... entre los subsistemas es tal que
maximiza S para los dados valores totales de U,V,Ny,... .

Notemos ademas que de la aditividad sobre subsistemas constituyentes:
S=3X,S% conS*=8*%U"V%N,%..)

surge la extensividad de la entropia. En efecto, si consideramos un sistema compuesto de A

subsistemas iguales:
S(AU,AV,AN) = 2, S*(U,V,N;) = AS(U,V,N)).

Ello es equivalente a decir que la entropia es una funcién homogénea de grado 1 de todas sus
variables y nos permite escalear las propiedades de un sistema de N moles a las de 1 mol.
Eligiendo A=1/N, con N=XN;, e introduciendo las magnitudes molares s=S/N, u=U/N, v=V/N y
las fracciones molares x;=N;/N:

S(U,V,N;

N;) = Ns(u,V,Xi,...,Xr1)-

Y para un sistema de 1 componente:

S(U,V,N) = Ns(u,v) vy

s =s(u,v).

Finalmente veamos que, por las propiedades de la funcion S, la relacion fundamental S=
S(U,V,Ny,...) puede invertirse, obteniéndose U = U(S,V,N;,...) que también sera funcion
homogénea de grado 1 de todas sus variables. Pasamos asi de la llamada representacion
entrépica a otra completamente equivalente: la representacion energética. Teniendo en cuenta
que (6S/oU)yni > 0, el principio extremal puede reformularse para caracterizar el estado de
equilibrio de un sistema compuesto aislado como el de minima energia interna U para el dado

valor de la entropia S.
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U, S U-W, S U, S+Q/T

W > Q

Figura 1.3

La equivalencia entre ambas formulaciones puede demostrarse por reduccién al absurdo,
como muestra el esquema de la figura 1.3. Partiendo de un estado de equilibrio con la maxima
S para el dado valor de U, afirmamos que esa es la minima U para el dado valor de S. Si ello
no fuera asi, seria posible quitarle energia interna al sistema en forma de trabajo, manteniendo
constante la entropia (U,S) — (U-AU,S). Si luego le devolviéramos la misma cantidad de
energia en forma de calor, restableciendo el valor de U pero aumentando la entropia (U-AU,S)
— (U,S+AU/T), no se cumpliria el principio extremal original (maximo S para el dado U). Puede
hacerse la analogia con la definicion de un circulo como la figura de mayor area para el dado
perimetro o la de menor perimetro para el area dada.

Para completar este esquema formal agregamos un tercer postulado que coincide con la

Ley 3 de la termodinamica.

Postulado lll La entropia de cualquier sistema se anula en el estado para el que

(dJ/O’)S)V,N,' =0.

Esquema formal basico

Es claro que lo esencial de la descripcion termodinamica de los estados de equilibrio de un
sistema, contenido tanto en la Leyes como en los Postulados, es la existencia de una relacion
fundamental que describe los estados de equilibrio y un principio extremal que permite predecir

su evolucién. En este sentido, podemos citar a Roger Balian:

Los estados de equilibrio de un sistema estan caracterizados a escala macroscopica por
un conjunto de variables extensivas A; y por una funcién de estas variables, la entropia S,
que es continuamente diferenciable, positiva y aditiva: la entropia de un sistema
compuesto es la suma de las de sus partes, la entropia de una sustancia homogénea es
extensiva. En un sistema compuesto aislado la liberacién de alguna restricciéon (interna)
puede permitir intercambios entre los subsistemas, que se reflejan en cambios en los Aj;
el dominio A permitido para las variables A; esta limitado por las restantes restricciones y

por las leyes de conservacién. En el estado de equilibrio final que el sistema alcance el

13



valor de las variables A; se determina buscando el maximo de la entropia en el dominio A.
(R.Balian, 1991, 244)

Con independencia de la formulacion elegida los principios basicos pueden resumirse como
sigue:
e En los sistemas macroscopicos existen estados de equilibrio homogéneos que pueden
caracterizarse completamente por un conjunto pequefio de variables extensivas: la energia
interna U, el volumen V y los numeros molares N;, en el caso de sistemas simples y algunas
otras, tales como momentos eléctricos 0 magnéticos, en sistemas mas complejos.
e Para todos los estados de equilibrio existe una funcién de estas variables, la entropia S,
definida a través de la ecuacién fundamental del sistema (representacion entrépica):
S = S(U,V,N)) que contiene toda la informacion sobre las propiedades macroscopicas del
sistema.
e En un sistema compuesto de dos 0 mas subsistemas simples separados entre si por paredes
parcialmente restrictivas a la modificacion de las variable mencionadas (vinculos internos) y
aislado como un todo, la entropia (aditiva sobre los subsistemas constituyentes) toma el valor
maximo compatible con dichos vinculos.
e La relacion fundamental puede invertirse (representacion energética) U = U(S,V,N;). Los
estados de equilibrio de un sistema aislado son los que minimizan la energia para el dado valor

de la entropia.

Referencias

Balian, R. (1991). From microphysics to macrophysics: Methods and Applications of Statistical
Physics, vol1. Springer.

Callen, H. (1985). Thermodynamics and an introduction to thermosatistics. Wiley.
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CAPITULO 2

Propiedades intensivas y relaciones formales

En este capitulo veremos cédmo aparecen en nuestro formalismo las propiedades intensivas,
asociadas a las derivadas primeras de la relacion fundamental. Asimismo desarrollaremos

algunas relaciones formales que se desprenden facilimente de los postulados.

Propiedades intensivas y derivadas primeras

Para la descripcion de los estados de equilibrio de un sistema hemos utilizado soélo
propiedades extensivas. Al interesarnos en procesos y en los cambios en los parametros
extensivos asociados con ellos necesitaremos la forma diferencial de la relacién fundamental

que, en la representacion energética, puede escribirse:

du = (6U/6S)VN,dS + (6U/6V)SN,dV + 3 (6U/6N,)SV Nj¢i-dNi

Daremos a estas derivadas parciales, nombres que pueden justificarse facilmente.

(eU/leS)yni=T temperatura
(oUloV)sni =P —presion
(OUION)s v N = Wi potenciales quimicos.

Razonando de manera analoga a la de la clase anterior, podemos analizar el equilibrio entre
dos sistemas separados por una pared diatérmica (rigida e impermeable) en la representacion
energética, y asimilar la cantidad (0U/8S)y n; con la temperatura T en su sentido fisico habitual,
justificando la anterior denominacién. De modo similar pueden analizarse las condiciones para
el equilibrio entre sistemas separados por una pared movil y diatérmica en cualquiera de las

dos representaciones. En la representacién energética:
15



8U = [(0U"18S )iy nigr-(OU*10S? i) ni2)] - 8S " +
I:(6U1/6V1 )3(1),Ni(1)-(6U2/6V2)S(2),Ni(2)].8V1 = 0; \v 881, v 8V1

De aqui surge, ademas de la igualdad de temperaturas, la igualdad de la cantidad (0U/6V)s i @
ambos lados de la pared moévil. Una breve reflexion posterior permite asimilar esta derivada
cambiada de signo a la presiéon P con su sentido fisico habitual. Finalmente, analizando el
equilibrio entre dos sistemas separados por una pared permeable al componente i-ésimo y
diatérmica, se obtiene como condicién necesaria la igualdad de la cantidad (0U/ONj)sv .« @
ambos lados de la pared. Esta magnitud, asociada a los cambios energéticos producidos por el
agregado de particulas se denomina potencial quimico del dado componente.

Resulta entonces la llamada ecuacion de Gibbs (forma diferencial de la relacion

fundamental):

dU =TdS - PdV + Zi M,dN|

En ella reconocemos el término de trabajo mecanico: dW,,. = -PdV correspondiente a un
cambio cuasiestético en el volumen. Usamos el simbolo dW .., en lugar de dW .., para indicar
que no se trata de un diferencial exacto. En un proceso infinitesimal a N; = cte,

dU = TdS — PdV = TdS + dW,,., con lo que podemos identificar el término de calor: dQ = TdS.
Finalmente en un proceso infinitesimal cualquiera, cada uno de los términos en dN; puede
asociarse al trabajo quimico respectivo, cambio en la energia producido por un agregado

cuasiestatico de particulas: dWg; = wdN;. Entonces:

dU =dQ + dWpee + X dW,,; = dQ + dW.

Vemos entonces que a cada variable extensiva se le asocia una variable infensiva como
derivada parcial de la energia respecto de aquella. En general, Y; = (6U/0X)xs se denomina
variable intensiva conjugada de X;. En un sistema simple con r componentes tendremos r+2
pares de variables extensivas e intensivas conjugadas.

Comprobamos también que estas propiedades se vinculan directamente con las
condiciones de equilibrio: concretamente, si entre dos sistemas se permite el intercambio de X;,
el equilibrio entre ambos requiere la igualdad de sus respectivas Y; (condicidon necesaria).

Trabajando en la representacién entrépica obtenemos la correspondiente ecuacién de

Gibbs:
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dS = (1/T).dU + (P/T).dV - Z; (w/T).dNi

que introduce los respectivos parametros intensivos entropicos:
(68/6U)V,Ni = 1/T

(63/@V)U’Ni = P/T

(68/6Ni)u,\,’ Njzi = 'Mi/T

Ecuaciones de estado y otras relaciones formales

Como derivadas primeras de la relacion fundamental, los parametros intensivos seran a su

vez funciones de las variables independientes elegidas, resultando asi las relaciones:

T=T(S,V,N)
P =P(S,V,N)
i = i (S,V,N)

habitualmente denominadas ecuaciones de estado.

Sugerencia: buscar entre las ecuaciones conocidas de la fisica general, de origen
fenomenoldgico, aquellas que puedan interpretarse como ecuaciones de estado.

Cada una de ellas contiene informacién parcial sobre el sistema y sélo el conjunto de las r+2
ecuaciones posee una informacion equivalente a la de la ecuacion fundamental. Estas
relaciones funcionales, siendo derivadas primeras de la relacion fundamental, que es
homogénea de grado 1, resultan homogéneas de grado O, lo cual estd de acuerdo con el

caracter intensivo de estas propiedades. Por ejemplo:
T(AS,AV,AN;) = kO.T(S,V,Ni )=T(S,V,N;) = T(s,v,x).
que expresa el hecho de que si aumentamos el tamano del sistema simple no modificamos su

temperatura.

Por otra parte, a partir de las propiedades de homogeneidad de la relacion fundamental:
U(AS,AV,AN;) = AU(S,V,N)),
derivando respecto de A:
[OU(AS,AV,AN;))/O(AS)].S + [OU(AS,AV,AN))/6(AV)].V + ... = U(S,V,N)),

TAS,AVAN)S - PAS VANV + 2 (AS AV AN)N; = U(S,V.N,).
T(S,V,Ni)S - P(S,V,Nj)V + Z; ii(S,V,Ni)N; = U(S,V,N;).
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Resulta entonces la llamada ecuacién de Euler:

U=TS-PV +2i H-iNia

donde debemos tener presente que las variables independientes son S,V,N; y deben tomarse
T,P,u; como funciones de aquellas.
Finalmente, diferenciando la ecuacion de Euler:

dU =TdS + SdT - PdV — VdP + Z; wdN; + % N; d,
y teniendo en cuenta la ecuacion de Gibbs, resulta:
SdT — VdP + 3 Nidui =0
llamada ecuacion de Gibbs-Duhem. Esta pone de manifiesto que las r+2 variables intensivas
no son todas independientes, sino sélo r+1 de ellas. Decimos entonces que el sistema tiene r+1
grados de libertad.
Para sistemas de un componente con U = U(S,V,N) = Nu(s,v), la ecuacion de Gibbs molar
resulta:
du=T.ds - P.dv
y es habitual escribir la ecuacion de Gibbs-Duhem como:
dp =-s.dT + v.dP
En la Tabla 2.1 hacemos un resumen de estas relaciones formales incluyendo también las

correspondientes a la representacién entrépica y los casos particulares de sistemas de 1

componente.
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Tabla 2.1: Formalismo termodinamico para un sistema simple

representacién energética

representacion entropica

ecuacion fundamental

U= U(S,V.Ni,...,Ny)

S =S(U, V,N1,...N)

estados de equilibrio
de un sistema aislado

minimo U
para los dados S,V,N;

maximo S
para los dados U,V,N;

ecuacion de Gibbs

dU = T.dS-P.dV+Zip;.dN;

dS = (1/T)dU+(P/T)dV-Zi(w/T)dN;

ecuaciones de estado

T =T(SVN1,...Ny)
P = P(S,V.N,...N\)
wi = 1i(S,V,N1,...,Nr)

1/T = 1/T(U,V,Na,....N))
P/T = P/T(U,V,Ns,....N;)
W/T = w/T(U,V,Na,....Ny)

ecuacion de Euler

U = TS-PV+ZiuN;

S = U/T+PV/T-ZuNi/T

ecuacion de Gibbs-Duhem

S.dT-V.dP+ZiNi.dpi =0

U.d(1/T)+V.d(P/T)-=N.d(w/T) = 0

sistema simple de un componente

ecuacion fundamental U = N.u(s,v) S = N.s(u,v)
ecuacion de Gibbs molar du = Tds-Pdv ds = (1/T)du+(P/T)dv
ec. Gibbs-Duhem dp = -sdT+vdP d(W/T) = ud(1/T)+vd(P/T)

En un sistema genérico tendremos:

estados de equilibrio descriptos por variables extensivas X;,

y la relacion fundamental sera U = U({Xi}),

habra variable intensivas conjugadas: Y; = (0U/0Xi)x;.

que satisfacen ecuaciones de estado: Y; = Y; ({Xi})

y valdran la ecuacion de Gibbs: dU = %, Y;dX;,

la de Euler: U =%, Y X,

y la de Gibbs-Duhem: %; XidY; =0 .

Ejemplo 1.1: ecuaciéon fundamental de un gas ideal monoatémico

Como aplicacion de estos conceptos veamos como podemos obtener la ecuacién

fundamental de un sistema simple (gas ideal) a partir del conocimiento parcial que dan las

ecuaciones de estado. Por un lado tenemos la conocida ecuacion de los gases ideales: PV =

NRT y por otro la relacion U = NCyT (con Cy= 3R/2 para un gas monoatémico). Estas

ecuaciones pueden reescribirse para poner de manifiesto su forma de ecuaciones de estado en

la representacién entrdpica, ya que las variables extensivas que aparecen son U,V y N. En

efecto:

1/T = 3NR/2U = 3R/2u
P/T =NR/N =RN
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Un procedimiento posible es obtener la ecuacion de estado faltante, la que daria wWT en

términos de u y v, integrando la ecuacién de Gibbs-Duhem:
d(WT) = u.d(1/T)+v.d(P/T) = (3RT/2)d(1/T)+(RT/P)d(P/T)
y luego reconstruir la ecuacion fundamental usando la ecuacion de Euler.

Otra alternativa es integrar la ecuacion de Gibbs molar: ds = (1/T)du+(P/T)dv y luego
obtener S=Ns(u,v). En ambos casos la constante de integracion quedara a determinar.
Seguiremos este Ultimo camino que aparece como mas simple:
ds = 3Rdu/2u + Rdv/v
= 5 =5, + RIN(U/U)*? + RIN(VIVo) = s + RINU¥AV/UY2V,),
finalmente:

S = Ns = (N/No)S, + NR.In [(U/Uo) 2 (VIV,) (N/No)®?] .
S = N.[cte. + R.In(U¥*V/N®?)]

que es la ecuacion fundamental de un gas ideal monoatomico.

Ejemplo2.1: ecuaciéon fundamental de la radiacion del cuerpo negro

La radiacion electromagnética en equilibrio a la temperatura T en el interior de un cuerpo
negro satisface las ecuaciones: UV = rT* (con r = 4c/c, siendo o la constante de Stefan—
Boltzmann) y P = U/3V, donde debe notarse la independencia con N (u=0). Podemos obtener
de ellas las ecuaciones de estado en la representacion entrépica (variables U y V):

T = 1T (U,V) = ' viuy™

P/T = PIT (U,V) = (r'"*3)(UV)**

De alli, por sustitucion en la correspondiente ecuacion de Euler, resulta la ecuacion
fundamental:

S = (1T)U + (PIT)V = (4/3).r" vy

Notar que puede escribirse la expresion mas sencilla: S = (4/3).rVT3 que no es una ecuacion

fundamental.”

! Mas adelante veremos que si quieren tomarse T y V como variables, la relacion fundamental debe expresarse en
términos de la funcién de Massieu, transformada de Legendre de la entropia, S[1/T] =S - 1/T.U =1/3 VT3, A partir de
ella podria obtenerse, por ejemplo: U = - (6S[1/T}/8(1/T))y = rVT*. Por otra parte es interesante notar que: G = U-TS+PV
= VT* = (4/3)'VT* = (1/3)rVT* = 0 como era de esperar a partir de que G = Np.
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CAPITULO 3

Procesos, energia utilizable o trabajo minimo

En este capitulo discutiremos como aplicar el principio extremal a procesos reales en los

cuales el sistema se aparta de la situacion de equilibrio.

Procesos

Hasta aqui hemos definido estados de equilibrio y s6lo concebimos los procesos como
procesos cuasiestaticos: sucesion ideal de estados de equilibrio. Los procesos reales son
esencialmente fuera de equilibrio y su estudio detallado sera tema de un texto complementario.
Como todo proceso comienza y termina en un estado de equilibrio, algunas conclusiones
pueden obtenerse a partir del cambio en las funciones de estado, que tiene lugar como
consecuencia del mismo.

La ecuacién fundamental de un sistema simple S=S(U,V,N;...N,) define una superficie en el
espacio de configuracion termodinamico (S,U,V,N4,...,N;). Cada punto de la superficie
corresponde a un estado de equilibrio y un proceso cuasiestatico se representara como una
curva o trayectoria sobre la superficie. La descripcion de estados y procesos en sistemas mas
complejos o en sistemas compuestos, se hace de manera analoga incorporando las variables
adicionales necesarias.

Representar un estado fuera de equilibrio requerira de un espacio de mayor dimensiéon (mas
variables) y es imposible mostrarlo en ese grafico. En un proceso real el sistema desaparece
de la superficie para volver a aparecer cuando recupera el equilibrio. Ello ocurrira mas o menos
rapidamente dependiendo de la velocidad con que se conduzca el proceso (tiempos
caracteristicos t) y de los tiempos de relajacién propios del sistema (t). Los diferenciales dS,
dU, ... que hemos considerado y que satisfacen la ecuacion de Gibbs se refieren a procesos
infinitesimales cuasiestaticos. Podremos aplicarlos a procesos reales en tanto ellos se
aproximen a procesos cuasiestaticos (t<<t).

Si un sistema simple se encuentra en equilibrio, no evolucionara espontaneamente. Para
que tenga lugar un proceso necesitamos perturbarlo, sacarlo del equilibrio. Ello implica abrirlo a
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la interaccion con un agente externo o al medio en general. Concretamente debemos
considerar un sistema compuesto, una o varias de cuyas ligaduras internas se remueve para
provocar la evolucion al equilibrio. Estos son los términos en que hemos planteado
anteriormente el problema central de la termodinamica, al que el postulado Il propone una
solucion: “... al remover un vinculo interno el estado de equilibrio que el sistema alcance sera
aquel que maximice S sobre todos los estados compatibles con dicho vinculo.”

Veamos, a través de un ejemplo, cdmo se aplican estos principios a un proceso concreto.

Ejemplo 3.1

Sea un cilindro rigido, cerrado en sus extremos y aislado adiabaticamente que lleva en su
interior un piston moévil y diatérmico que lo divide en dos partes. Inicialmente el piston esta fijo
en el centro con 1 dm® de gas ideal a 300K y 2atm de presion del lado izquierdo y 1dm?® de gas
ideal a 300K y 1 atm del lado derecho. El pistén se libera alcanzando su estado de equilibrio en
una nueva posicion. Calcular la temperatura y presion finales y el aumento de entropia. Discutir
la irreversibilidad del proceso.

El sistema compuesto se encuentra aislado, a U,V,N constantes (no hay aportes de calor ni
de trabajo que modifiquen su energia interna). El nuevo estado de equilibrio sera el que
maximice S=S8"'+S? con U'+U?=cte y V'+V?=cte, N'=cte y N’=cte. Ese equilibrio, térmico y
mecanico, queda asegurado por la igualdad de temperaturas y presiones entre ambas partes,
como se desprende de las condiciones para S maximo: 1T = 1T? y P'/T" = PYT? Estas dos
igualdades son ecuaciones para U’ y V! y permiten en principio resolver el problema.

Con la condicién adicional de que se trata de un gas ideal, a partir de la ecuacion
fundamental y/o de las consecuentes ecuaciones de estado (U = 3NRT/2 y PV= NRT) resulta

inmediatamente:

T'=T*=T,
P'=P? = 3P,/2
V' =2V = 4V,/3.

Se sugiere representar en un diagrama (P,V) los estados inicial y final de ambos
subsistemas y analizar los posibles procesos que los unen. Internamente ha habido
intercambios de energia en forma de trabajo y calor entre ambas partes. El gas de la izquierda
se expande (tiende a enfriarse) realizando trabajo sobre el de la derecha que se comprime
(tiende a calentarse). Habra entonces un flujo de calor de derecha a izquierda a través del
pistén diatérmico que compensa la transferencia de energia en forma de trabajo. En el estado
final, de equilibrio, ambos gases tendran la misma energia interna que al comienzo ya que su
temperatura no habra cambiado.

Calculemos finalmente el aumento de entropia asociado al proceso. Segun la ecuacién
fundamental el cambio en la entropia de cada parte viene dado por: AS' = NR.IN(V/V,) y

entonces:
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AS = AS"+AS? = N'R In(4/3)+ N°R In(2/3) = (P,V4/T,) In(32/27)

La entropia del sistema izquierdo aumenta y la del derecho disminuye, resultando un
aumento neto. U,V y N permanecieron constante pero S aumenté como esperamos de un
proceso irreversible en un sistema aislado. Notemos que la entropia ha aumentado sin que
hayamos podido entregar calor al sistema, resultando asi un proceso ineficiente desde un

punto de vista practico.

Si el proceso del ejemplo se realizara cuasiestaticamente, realizando trabajo sobre el medio,
entonces AU<O y los gases se habrian enfriado: AT<0. En tanto S no habria aumentado,
llegando asi a un estado final diferente. Para llegar al mismo estado final que antes deberiamos
entregar esa misma cantidad de energia en forma de calor para aumentar S (ver figura 3.1). Es
decir que de esta manera (proceso cuasiestatico) aprovechariamos el aumento de entropia
para deshacernos de la mayor cantidad posible de calor: Q < T(AS)yvn (donde el signo igual
corresponde al proceso cuasiestatico). Cualquier otro proceso, sera, menos ventajoso desde

este punto de vista. Reencontramos asi la desigualdad.

dQ <TdS

S estados de
equilibrio

—— proceso a U=cte

—— proceso a S=cte

AU<0 estado inicial

Figura 3.1
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Potencial de trabajo o energia libre

Analicemos ahora un proceso a S,V y N; constantes para ver que en ese caso U(S,V,N;)
puede considerarse como un potencial de trabajo o energia utilizable: AU mide el trabajo
externo minimo necesario para realizar el proceso o el maximo que puede aprovecharse en el

proceso inverso (-AU), es decir

W > (AU)syn-

(Hemos simplificado la notaciéon usando N para representar al conjunto de los N;).

Consideremos un sistema compuesto en el cual, por remocion de un vinculo interno, ocurre
un proceso isentrépico que lo lleva a un nuevo estado de equilibrio con el consiguiente cambio
en la energia interna AU<0. Para ello acoplamos nuestro sistema a un foco reversible de
trabajo.’

Supongamos para fijar ideas, un sistema como el del ejemplo 1 en el que S sera constante
si los procesos son cuasiestaticos. Para ello podemos hacer que el sistema realice trabajo
sobre un agente externo (o que éste haga trabajo sobre aquél) mediante una cuerda sujeta a la
pared movil y atravesando el extremo del recinto de la izquierda y una polea, con una masa
sometida al campo gravitatorio (foco reversible de trabajo). Para realizar el proceso
cuasiestaticamente podemos suponer la masa dividida en porciones infinitesimales que pueden
irse quitando o agregando.

En las condiciones dadas la reduccién de energia interna del sistema sera integramente
aprovechada para realizar trabajo sobre el foco y en el proceso inverso todo el trabajo realizado
por el foco sera integramente convertido en energia interna del sistema. Para un proceso finito
tendriamos: W = (AU)sv

En un proceso real (espontédneo) no se podra aprovechar todo el cambio en la energia como
trabajo. Habra una agitacién que calentara el gas y si queremos mantener constante S sera
necesario permitir la liberacion de Q al exterior aumentando la entropia del medio. Entonces no
toda la reduccion en energia interna sera aprovechable para realizar trabajo sobre el medio, ya
que en parte sera disipada en forma de calor. En el proceso inverso, no todo el trabajo externo
podra convertirse en energia interna y entonces W > (AU)syn, 0 en términos del trabajo externo

-W < (-AU)sv . En un proceso infinitesimal:
dw >du

que es otra forma de la desigualdad implicita en el principio extremal.

? sistema ideal confinado por paredes adiabaticas e impermeables con tiempos de relajacién tales que todos los
procesos que en €l ocurren son cuasiestaticos y que actuara como foco o sumidero de trabajo cuasiestatico
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La energia interna juega entonces el papel de potencial de trabajo en procesos a S,V,N
constantes, determinando el maximo trabajo que puede aprovecharse (energia libre o
utilizable) o el trabajo minimo que hay que invertir para llevar a cabo el proceso inverso.
Notemos que en el caso trivial en que no se intercambia trabajo con ningun foco (W=0) resulta:
(AU)syn < 0 es decir, en los procesos espontaneos la energia disminuye. Ello es compatible
con nuestra descripcion de los estados de equilibrio (estables) como estados de minima
energia interna. Si estos son estados de minima energia el sistema no podra abandonarlos
espontaneamente y si ello ocurriera por alguna causa (perturbacion externa o fluctuaciones) el
sistema regresara espontaneamente a ellos.

En el siguiente Capitulo, luego de introducir los potenciales termodinamicos, veremos como
cada uno de ellos resulta un potencial de trabajo para procesos realizados en diferentes
condiciones especificas.

Para finalizar, como aplicacion de estos conceptos, consideraremos el siguiente proceso

cuasiestatico y analizaremos los cambios que ocurren en el sistema y en sus partes.

Ejemplo 3.2

Sea un cilindro rigido, cerrado en sus extremos y aislado adiabaticamente que lleva en su
interior un piston movil y adiabatico que lo divide en dos partes. Inicialmente ambas partes
tienen volumen V, y se encuentran llenas con un gas ideal (Cy = 2R) a T, y P,. Por medio de
una resistencia eléctrica inserta en la parte izquierda se calienta lentamente el gas de ese lado,
haciendo circular corriente, hasta que se alcanza una presion 27P,/8. Hallar:

el estado final de ambas partes:

- del lado derecho: AS? = 0 (proc. cuasiestatico adiabatico); V2 = 4V,/9; T? = 3T,/2
- del lado izquierdo: V' = 14V/9; T' = 21T /4

los aportes de W y Q sobre ambas partes:

- trabajo sobre el lado derecho W = AU? = NRT,
- trabajo sobre el lado izquierdo W’ = -W = - NRT,
- calor transferido al lado izquierdo Q = AU" - W’ = AU" + AU? = 19NRT,/2

el cambio en la entropia:
AS = AS' pues AS?=0
AS" = N'R In[(T/To)*(VIVo)] = (PoVo/To) In(7/2)°

Sugerencia: discutir los cambios energéticos y entropicos en cada parte, en el sistema

compuesto, sin y con calefactor, y en el universo.
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CAPITULO 4

Potenciales termodinamicos

En este Capitulo introduciremos los potenciales termodinamicos mediante cambios en las
variables independientes para adecuarnos a las diversas condiciones en que podemos
encontrar al sistema. Para conservar la informaciéon contenida en la ecuacién fundamental

utilizaremos la transformada de Legendre.

Formulaciones alternativas

Tanto en la representacion entropica como en la energética, empleadas hasta ahora,
describimos los estados de equilibrio exclusivamente en términos de variables extensivas, en
general dificiles de controlar o medir. La experiencia indica que son las variables intensivas:
temperatura, presion, etc, mas faciles de controlar o medir y mas apropiadas entonces para
hacer una descripcion de los estados de equilibrio.

Por otra parte, en las representaciones empleadas el principio extremal resulta
adecuado para sistemas aislados con los que no es frecuente encontrarse. Mas bien nos
interesan sistemas abiertos, total o parcialmente, a la interaccion con el medio. En esos
casos uno debe aplicar los principios enunciados al gran sistema, aislado en su conjunto,
constituido por el sistema de interés y el medio que lo rodea y de ahi obtener
conclusiones para el sistema en cuestion.

Nos interesa entonces, considerar descripciones alternativas que empleen variables
intensivas para describir los estados de equilibrio y que, a su vez, se adecuen naturalmente a
la descripcion de sistemas abiertos. Se trata, pues, de intentar reemplazar una o varias de las
variables extensivas por sus conjugadas intensivas es decir por las derivadas primeras de la
relaciéon fundamental. Esto debe hacerse con el rigor adecuado, a través de las
transformaciones de Legendre, de modo de evitar la pérdida de parte de la informacién

contenida en aquella.
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Sugerencia: analizar el caso del gas ideal y la dependencia de S con U o con T; verificar
que una vez introducida T como variable no puede obtenerse U sino a menos de una
constante de integracion.

Consideremos el caso sencillo de una funcién de una variable X, U=U(X), con su variable
conjugada Y=dU/dX, tal que dU=YdX. Intentamos obtener una funcién ®=®(Y) con Y como
variable independiente y el mismo contenido en informacion. Si Y=Y(X), es decir si no se anula
la derivada segunda: d?U/dX? =dY/dX, podemos invertir la relacion entre Y y X y obtener una
U=U(X(Y)) donde Y sea la variable independiente. En el proceso habremos perdido parte de la
informacioén ya que esta relacion describe toda una familia de curvas con el mismo valor de la
pendiente para el dado valor de U (figura 4.1). Nos falta incorporar entonces, la informacion

sobre la ordenada al origen @ para poder especificar por completo la curva de partida.

pendiente Y

U Y = (U-D)/X

Figura 4.1

La misma curva descripta por los pares de puntos (X,U) que satisfacen U=U(X) puede
describirse por la envolvente de una familia de rectas con pendientes Y y ordenadas al origen
@, que satisfagan entre ellas una relacion ®=®(Y) apropiada. Graficamente es facil comprobar
que Y=(U-®)/X, de modo que tal relacién viene dada por ®=U-XY, que constituye la llamada
transformada de Legendre de U. Esta debe entenderse como: ®=0(Y)=U(X(Y))-X(Y)Y y podra
obtenerse siempre que d’U/dX*£0. Ademas notamos que dd=dU-XdY-YdX= —X.dY de donde

resulta que puede recuperarse la variable original X como conjugada de la nueva variable Y,
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derivando la funciéon obtenida, es decir: X=-dd®/dY. También puede pensarse en una
transformacion inversa: U=0+YX.

Por ejemplo, para la funcién f(x)=ax2, la variable conjugada de x es y=df/dx=2ax y entonces
x=y/2a. La transformada de Legendre sera: ®(y)=f-xy= ax’-2ax’=- ax2=-y2/4a (y no y2/4a como
se obtendria por substitucion directa). Verificamos que puede obtenerse x = -d®/dy = y/2a.

La generalizacion al caso de funciones de varias variables U(X;, ..., X;) es inmediata,
pudiendo reemplazarse una o varias de dichas variables. En general se utiliza la notacion:
ULY1,...,Y ] = O(Yq,..., Yo Xgs1seXn) = U=-X1Y1—...—XY\ para indicar la transformada de Legendre
de U en la que se han sustituido las variables extensivas (X4, ..., X) por sus conjugadas

intensivas (Y4, ..., Xg).

Transformadas de Legendre de la energia interna

Apliquemos las anteriores consideraciones al caso de la energia interna de un sistema
simple U = U(S,V,N), para obtener los diferentes potenciales termodinamicos y sus relaciones

fundamentales correspondientes. Por simplicidad consideramos el caso de un componente.

Potencial de Helmholtz F(T,V,N)

Se define este potencial como la transformada de Legendre de la energia interna en la que
se reemplaza la entropia por la temperatura como variable independiente, es decir: F=U[T].
También se lo denomina energia libre de Helmholtz. En el cuadro que sigue se detallan el
cambio de variable, la ecuacién fundamental, su forma diferencial (ecuacién de Gibbs) y las
derivadas primeras del potencial en cuestidon. Resaltamos el hecho de poder obtener S, ahora

como variable conjugada de T, a partir de la derivada primera de la nueva funcion.

So T=(6U/68)VN -S= (6F/6T)VN
F = U-TS = F(T,V.N) P = (OFIV)r
dF = -SdT-PdV+udN w = (OF/oN)ry

Entalpia H(S,P,N)

Se define este potencial como la transformada de Legendre de la energia interna en la que

se reemplaza el volumen por la presion como variable independiente, es decir: H=U[P].
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V & -P=(8U/dV)s T = (6H/8S)pn
H = U+PV = H(S,P,N) V = (6H/OP)s
dH = TdS+VdP+udN i = (H/ON)s p

Potencial de Gibbs G(T,P,N)

Se define este potencial como la transformada de Legendre de la energia interna en la que
simultaneamente se reemplazan la entropia y el volumen por la temperatura y la presion como
variables independientes, es decir: G=U[T,P]. También se lo denomina energia libre de Gibbs.
Notemos que G = H-TS razén por la que también se lo denomina entalpia libre y que en virtud

de la ecuacion de Euler (U=TS-PV-uN) resulta: G = Nu (Z;N;; en sistemas multicomponentes).

S <> T=(0U/oS)vn -S = (0G/oT)pn
Vo -P:(6U/6V)S’N V= (5G/8P)T’N
G = U-TS+PV = G(T,P,N) = (0G/oN)rp

dG = -SdT+VdP+udN

Se atribuye a Max Born un esquema mnemotécnico consistente en un cuadrado con los
potenciales U(Energia),F,G, H en los lados y las variables S,V,T, -P en los vértices (figura 4,2).

Volveremos a usarlo para recordar las relaciones de Maxwell en el capitulo siguiente.

F
Vv T
U G
S -P
H
Figura 4.2

Gran Potencial Q (T,V,u)

Se define este potencial como la transformada de Legendre de la energia interna en la que
simultaneamente se reemplazan la entropia y el numero de moles por la temperatura y el
potencial quimico como variables independientes, es decir: Q=U[T,u]. En virtud de la ecuacién

de Euler: Q = -PV.
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S & T=(0U/3S)y -S = (0Q/T)y, ,
N & u=(U/oN)s v -P = (6Q/dV)r,
Q=U-TS-uN = Q(T,V, pn) -N = (6Q/ou)rv
dQ = -SdT-PdV-Ndp

Es importante destacar que esta necesidad de cambiar variables no es exclusiva de la
Termodinamica. En Mecanica Estadistica se describe un sistema aislado con el conjunto
estadistico microcanénico donde vale la equiprobabilidad de los microestados y cuya propiedad
macroscopica asociada es S. Para describir sistemas abiertos, de energia y composicion
variable, se introducen sucesivamente los conjuntos estadisticos candnico y gran candnico,
que se vinculan con las propiedades macroscopicas F y Q, respectivamente.

Observemos que estos potenciales, derivados de la energia, son propiedades extensivas y
que, al depender de variables independientes tanto extensivas como intensivas, tienen
propiedades de homogeneidad hibridas. Por ejemplo, para F(T,V,N): F(T,AV,AN) = AF(T,V,N).
Este tipo de relaciones se denominan de homogeneidad generalizada: f(\"x,\%) = Af(x,y).

Veamos finalmente que si intentdramos cambiar todas las variables obtendriamos un
potencial trivial idénticamente nulo. En efecto: Z(T,P,u) = U[T,P,u] = U-TS+PV-uN = 0 en virtud
de la ecuacion de Euler. Ello esta de acuerdo con la necesidad de incluir, en la descripcion de
un sistema macroscopico, al menos una variable extensiva para dar cuenta de la dependencia

con el tamafio del sistema.

Transformadas de Legendre de la entropia

Se las denomina funciones de Massieu y se obtienen reemplazando una o varias variables
extensivas por sus respectivas conjugadas intensivas. En general pueden relacionarse con los

potenciales ya vistos:

M, = S[1/T] = S-(1/T)U = ~(U-TS)/T = -F/T
M, = S[1/T,P/T] = S-(1/T)U-(PIT)V = -(U-TS+PV)/T = -G/T
Mz = S[1/T, WT] = S-(UT)U+(WT)N = (U-TS-uN)/T = -Q/T.

Las funciones de Massieu, al igual que los potenciales derivados de la energia, son
propiedades extensivas y satisfacen relaciones de homogeneidad generalizada.
Sugerencia: analizar la aplicacion de estos conceptos a la ecuaciéon fundamental para la

radiacion del cuerpo negro.
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El principio extremal para los potenciales

La utilidad de estos potenciales para su aplicacién a las diferentes condiciones en que
puede encontrarse un sistema puede concretarse reformulando el principio extremal. Nos
basaremos, entonces, en el principio de minimo para un sistema aislado: “El valor de equilibrio
de cualquier parametro interno no restringido es el que minimiza la energia interna para los

dados valores de la entropia, el volumen y los numeros de moles totales”.

minimo U,
S+5, =5,
V+V, =V,
SoVo, N, N+N, = N,

reservorio (T,)

ouU
SVN

Figura 4.3

Consideremos ahora un sistema en contacto térmico con un reservorio de calor ° o bafio
térmico que actua como fuente o sumidero de calor cuasiestatico sin alterar su propia
temperatura T, y por lo tanto la del sistema (ver figura). Nos proponemos establecer un
principio para predecir el estado de equilibrio que alcanzara el sistema al remover en él algun
vinculo interno. Suponemos que el conjunto formado por el sistema y el reservorio puede
considerarse aislado, es decir, mantenido con valores de S;V; y N; constantes. En esas
condiciones los valores de equilibrio de los parametros internos seran los que minimicen U, =

U+U, de modo que:
U, esminimo = dU;=0 y d°U;>0
con las condiciones de cierre:

dS, = d(S+S,) = 0 = dS, = -dS

® sistema confinado por paredes rigidas e impermeables con tiempos de relajacion tales que todos los procesos que en
él ocurren son esencialmente cuasiestaticos y suficientemente grande para que el intercambio de calor no afecte su
temperatura (0T/oU) — 0
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y condiciones semejantes para V. y N. Pero, tanto el sistema como el reservorio estan
rodeados de paredes rigidas e impermeables y entonces todas estas variables estan fijas:
dV=dN=dV,= dN,=0.

Las condiciones de equilibrio pueden transformarse como sigue:

dU; = dU+dU, = dU+T,dS, = dU-T,dS = d(U-T,S) =0

d?U, = d?U+d?U, = d2U+(8T,/8S.)(dS,)* =d°U > 0

pues en un reservorio las variables extensivas V, y N, son constantes de modo que todos los
términos que incluyen dV, o dN, se anulan y 82U0/6802 = 0T,/0S, = 0 para un reservorio. Por

otro lado, por ser T, una constante y S una variable independiente:
d?U, = d°U-d*(T,S) = d*(U-T,S) > 0

Asi resulta que las condiciones de equilibrio, d(U-T,S) = 0 y dz(U—TOS) > 0, son las
requeridas para minimizar (U-T,S) que, teniendo en cuenta que la temperatura del sistema esta
fija en T=T,, coincide con el potencial de Helmholtz del mismo. En otras palabras, minimizar Ut
para el sistema mas el bafio térmico equivale a minimizar F para el sistema en cuestion, sobre
el conjunto de estados con T=T,.

Entonces, el valor de equilibrio de los pardmetros internos libres en un sistema en contacto
térmico con un reservorio de calor es aquel que minimiza la energia libre de Helmholtz para
T=T, y los dados valores de V y N.

El significado intuitivo del razonamiento anterior es el siguiente. Ya que d(-TS) representa el
cambio en la energia del reservorio: -T,dS = T,dS,, decir que es minima la energia interna total
es equivalente a decir que es minima la energia libre F del sistema.

Anédlogamente podemos decir que los estados de equilibrio de un sistema son los de

- minimo H para los dados valores de S, p y N.
- minimo G para los dados valores de T, p y N.

- minimo Q para los dados valores de T, V y .

Los potenciales termodinamicos como potenciales de trabajo

Como vimos, la energia interna U juega el papel de potencial de trabajo en procesos a
S,V,N constantes determinando el frabajo minimo que hay que invertir para llevar a cabo un
proceso o el maximo trabajo que puede aprovecharse (energia libre o utilizable) en el proceso
inverso inverso (-AU, en este caso). Notamos también que en el caso trivial en que no se
intercambia trabajo con ningun foco (W=0) resulta (AU)syn < O, es decir, en los procesos
espontaneos la energia disminuye. Ello es compatible con nuestra descripcion de los estados

de equilibrio (estables) como estados de minima energia interna.
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Mediante razonamientos analogos para los potenciales termodinamicos, podemos ver como
cada uno de ellos resulta un potencial de trabajo para procesos realizados en diferentes
condiciones especificas. Su cambio, A®, da la maxima energia aprovechable en forma de
trabajo o “energia libre”en procesos cuasiestaticos conducidos bajo diferentes condiciones. Por

ejemplo puede verse que

W > (AF)ryn-

Es decir que el trabajo minimo necesario para un proceso a T,V,N constantes viene dado
por el valor de AF y corresponde a un proceso cuasiestatico; en cualquier otro caso habra que
invertir una cantidad mayor de trabajo. Viceversa, la maxima energia aprovechable como
trabajo, energia libre, en un proceso a T,V,N constantes sera -AF. Por las propiedades de las
funciones de estado, no es necesario que los procesos sean estrictamente a T,V,N constantes
sino que es suficiente con que estas variables tengan el mismo valor al comienzo y al final del
proceso en cuestion.

Asimismo podemos escribir:

Z (AH )S,p,N L]

(AG)T,p,N )
> (AQ)tvy,

\2

w
w
w
con significado semejante.

Ejemplo 4.1

Sea un cilindro rigido, con un pistén interno a cada lado del cual hay 1 mol de un gas ideal
monoatémico. Sus paredes son diatérmicas y el sistema esta sumergido en un bafio térmico a
0°C, de gran capacidad. Inicialmente V' = 10 Iy V% = 1 | y luego el pistén se desplaza
cuasiestaticamente hasta V' =6 | y V% =51. Hallar el trabajo aprovechable usando el potencial
de Helmholtz.

Este trabajo vendra dado por -AF del sistema compuesto.
Obtenemos F(T,V,N) a partir de M, (1/T,V,N) = S[1/T] = -F(T,V,N)/T:
como vimos, para un gas ideal: S = (N/No)S, + NR.IN[(U/Uo)**(V/Vo)(N/No)°?]

de donde: My = S - (1/T)U = (N/No)S, + NR.IN[(T/To)*2(VIVo)(N/No) '] = (3/2)NR
y entonces: F = - TM; = (NT/NoTo)Fo - NRT.IN[(T/To)*2(V/Vo)(N/No) 1.
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En procesos a T y N constantes, AF = -NRT. In(V{/V,)
y entonces: AF = AFY + AF® = -RT.In(6/10) -RT.In(5/1) = -RT.In(3) = -2495 J.

Todo el trabajo obtenido (-AF) proviene de la fuente térmica ya que la energia interna del
sistema no ha cambiado (AU = AT = 0). Notemos que en general: AF = AU-T.AS vy la
disminucién de F (energia libre) puede tener origen en una disminucién de la energia U y/o en
un aumento de la entropia S. En el caso presente la disminucion de F se debe exclusivamente
al aumento de entropia.

Sugerencia: analizar el proceso espontaneo que tiene lugar cuando se libera el pistén sin

realizar trabajo sobre un agente externo.
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CAPITULO 5

Funciones respuesta

En este capitulo introduciremos algunas funciones respuesta, habitualmente accesibles al
experimento, y las relacionaremos con las derivadas segundas de los potenciales
termodinamicos. Analizaremos las relaciones entre ellas y discutiremos métodos para

reducirlas a un conjunto base.

Funciones respuesta y derivadas segundas

Ya vimos que las derivadas primeras de U (o de S) tienen sentido fisico. De hecho,
introducen las propiedades intensivas T,P,u en nuestro formalismo y como tales aparecen en
las condiciones de equilibrio. Asimismo, las derivadas primeras de los potenciales
termodinamicos asocian con cada variable (intensiva o extensiva) su respectiva variable
conjugada (extensiva o intensiva).

También las derivadas segundas tienen sentido fisico pues se relacionan con magnitudes
fisicas medibles, caracteristicas de las sustancias: las funciones respuesta. Ellas miden como
cambia una variable de estado al variar independientemente otra, bajo condiciones dadas;
siendo asi las cantidades termodindmicas generalmente mas accesibles al experimento. Como
derivadas de variables intensivas respecto de extensivas (o viceversa) se relacionan
formalmente con derivadas segundas de los potenciales termodinamicos y como tales jugaran
un papel importante en las condiciones de estabilidad que mas adelante discutiremos.

Recordemos la definicion de algunas funciones respuesta conocidas, todas supuestas a N

constante:
i) coeficiente de dilatacion a

definido como incremento relativo de volumen por unidad de aumento de temperatura, a

presién constante:
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a = (1/V).(aVIeT)e = (1IV).(6*GIoToP) = (1/V).Grp

donde hemos tenido en cuenta que V = (6G/6P)r y que la presencia de T y P como variables
independientes sugiere trabajar en la representacion de Gibbs.

ii) capacidad calorifica molar a presion constante Cp

definida como cantidad de calor que es necesario agregar cuasiestaticamente por mol para un

incremento unitario de temperatura, a presion constante:

Cp = (1/N).(dQ/dT)p = (T/N).(6S/8T)p = «(T/N).(6°G/0T?) = -(TIN).Grr

donde nuevamente la presencia de T y P como variables independientes sugiere trabajar en la
representacion de Gibbs y hemos tenido en cuenta que S = -(0G/0T )p.

iii) capacidad calorifica molar a volumen constante Cy

definida como cantidad de calor que es necesario agregar cuasiestaticamente por mol para un

incremento unitario de temperatura, a volumen constante:

Cv = (1/N).(dQ/dT)y = (T/N).(8S/eT)y = -(T/N).(6°F/oT?) = -(T/N).Fry

donde la presencia de T y V como variables independientes sugiere ahora la representacién de
Helmholtz, en la cual S = -(oF/0T)y,.

iv) compresibilidad isotérmica «r

definida como disminucion relativa de volumen por unidad de aumento de presion, a

temperatura constante:
k1 =-(1/V).(0VIOP)r = -(1/V).(62G/6P2) =-(1/V).Gpp

donde nuevamente la presencia de T y P como variables sugiere la representacion de Gibbs.
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v) médulo volumétrico adiabatico Bs

definido como incremento de presidn necesario para producir una disminucion unitaria relativa

de volumen a entropia constante:

Bs = -V.(0P/V)s = V.(6°U/oV?) = V.Uyy = 1/xs

donde ahora la presencia de S y V como variables sugiere la representacion energética, en la
cual P = -(0U/oV)s.

Vemos pues como estos coeficientes a, Cp, Cy, k1, Ks Y otros que podrian definirse se
relacionan con derivadas segundas de potenciales termodinamicos. Mas adelante veremos
cémo relacionar estas derivadas segundas entre si y expresar cualquier funcion respuesta en

términos de un conjunto base.

Relaciones de reciprocidad de Maxwell

Por las condiciones de continuidad de los potenciales y sus derivadas primeras, surge

inmediatamente la igualdad de sus derivadas segundas mixtas:
para ® = ®(x4,X,) tendremos: O’D/OX10%p = O°DIOX20X1
que en términos de las derivadas primeras:

y1= (0D/OX1)X2 = Y1(X1,X2) €
Yo = (6CD/6X2)X1 = YQ(X1,X2)

se traduce en la siguiente relacion:

(Oy2/0%4)x2 = (Oy1/0X2)X4

Estas propiedades matematicas se conocen en termodinamica como relaciones de Maxwell
y estan evidentemente ligadas con el hecho de que los potenciales ® son funciones de estado,
es decir que dd es un diferencial exacto, o bien que su integral sobre un camino cerrado en el
plano (x4,x2) se anula. Su importancia radica en que hacen predicciones fisicas no triviales,
experimentalmente comprobables. Veamos algunas de las mas conocidas. Para un sistema
simple con N constante (o {N;} constantes) sélo quedan dos variables independientes y por

tanto, una relacion de Maxwell o bien una por potencial, a saber:
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en U(S,V):
(6°UloVas) = (6°UlaSoV)
como (0U/6S)y=T 'y (0U/dV)s=-P
resulta: (6T/0V)s = -(0P/8S)y

en F(T,V)
(6°FIoVaT) = (O°FlaTaV)
como (0F/oT)y=-S y (oF/oV)r=-P
resulta: (0S/oV)r = (6P/oT)y

en G(T,P)
(0°GIoPaT) = (6°GloToP)
como (0G/dT)p=-S y (0G/oP)r=V
resulta: (6S/6P)r = -(oV/oT)p

en H(S,P)
(6°HI6PaS) = (6°HI6SoP)
como (0H/6S)p=T y (oH/OP)s=V
resulta: (0T/0P)s = (6V/0S)p

Estas cuatro relaciones, muy utiles, son en rigor una sola ya que a partir de cualquiera de
ellas pueden obtenerse las restantes cambiando de representacién. Para recordarlas puede
usarse la regla mnemotécnica de M. Born aplicada al cuadrado que definimos anteriormente.
Partiendo de cualquier vértice se recorren los dos siguientes en cierto sentido, generando una
derivada parcial que incluye las 3 variables en esos vértices. Esta sera igual a la que se
obtenga partiendo del otro vecino y recorriendo otros dos en sentido contrario, con el signo

cambiado si cambia la naturaleza de la variable de partida (extensiva o intensiva).

F
V. T
U G
S P
H
Figura 5.1

Es interesante analizar el tipo de predicciones fisicas no triviales que estas relaciones

encierran. Consideremos, por ejemplo, la relacion de Maxwell en la representacion de Gibbs:
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(0S/0P)r = -(oVIdT)p = - aV. El término de la izquierda es generalmente negativo, ya que debe
liberarse calor al comprimir un sistema si se quiere mantener la temperatura constante. Por
tanto debera ser oo > 0 como se verifica en la mayoria de las sustancias. La excepcion mas
conocida la constituye el agua, entre 0 y 4°C, que se contrae al calentarla (o < 0). En este
rango entonces debera ser (0S/0P)r > 0, es decir que sera necesario agregar calor para evitar
que se enfrie al comprimirla, tal como puede verificarse.

Para N variable, en un sistema simple aparecen un par de relaciones nuevas, que en la

representacion de Gibbs serian:

(0W/oT)en = (°GIOTON)p = (6°GIONGT)p = -(6S/ON)T p

(6WoP)r N = (6°GIoPaN); = (6°GIONOP)r = (8V/IoN)rp

Y en sistemas multicomponentes, entre otras relaciones, tendriamos algunas del tipo:

(6u/oN); = (B°GIONION;) = (0°GION;ON;) = (B/ON)

todo a T, P y los restantes Ny constantes. Estas relaciones muestran la reciprocidad en el

cambio resultante del potencial quimico de un componente al agregar moles de otro.

Derivadas segundas independientes y reduccion de derivadas

En general, (en cualquier representacion) si tenemos n variables independientes, habra:
n’ derivadas segundas, n de ellas respecto de la misma variable,
n%n = n(n-1) derivadas segundas mixtas,
n(n-1)/2 relaciones de Maxwell que las vinculan de a pares y
n+n(n-1)/2 = n(n+1)/2 derivadas segundas independientes.
Entonces cualquier derivada segunda podra reescribirse en términos de un conjunto de
n(n+1)/2 derivadas elegidas como base, mediante cambios de coordenadas apropiados.

En un sistema simple monocomponente tendremos 3 variables independientes (ej: S,V,N) y
por lo tanto 9 derivadas segundas, de las cuales s6lo 6 seran independientes en virtud de las 3
relaciones de Maxwell (e]: Uss, Uyy, Unn, Usy=Uys, Usn=Uns ¥ Uyn =Uny).

Si ademas podemos tomar N constante, n=2 y sélo quedan tres derivadas independientes
(Uss, Uy, Usy=Uys). En la practica, es conveniente elegir como conjunto base a G1,Grp ¥
Gpp dada su relacidon directa con Cp, a y x1, magnitudes accesibles al experimento y
habitualmente tabuladas.

A continuacion describiremos cémo expresar cualquier otra derivada segunda (funcion
respuesta) en términos de éstas o de cualquier otro conjunto elegido como base. Si bien este
no es un tema fundamental resulta bastante atil en las aplicaciones ya que es habitual tener
la necesidad de evaluar alguna funcidn respuesta, la que puede facilmente expresarse como
derivada segunda y luego reducirse a una expresién en términos de un conjunto de
magnitudes conocidas.

En términos generales esta reduccion implica un pasaje a la representacion de Gibbs con el

asociado cambio de coordenadas. En principio, cualquier derivada primera que involucre

39



parametros intensivos (extensivos) puede expresarse en términos de derivadas segundas que
impliquen parametros extensivos (intensivos) reemplazando aquellos por su definiciéon. Si
aparecen diferenciales de otros potenciales termodinamicos o del potencial quimico u, pueden
reemplazarse usando respectivamente las ecuaciones de Gibbs de los potenciales en cuestion
o la ecuacion de Gibbs-Duhem. Para esta reduccién es conveniente utilizar propiedades
conocidas de las derivadas segundas como la relacion ciclica (Euler) y algunas otras que
resulta facil implementar recurriendo a Jacobianos y sus propiedades (ver Anexo). En
ocasiones se debe recurrir a las relaciones de Maxwell. Veamos cémo proceder, a través de

algunos ejemplos.

Ejemplo 5.1

Hallar el cambio en S y en U en una compresion isotérmica.
dS = (6S/0P)rn.dP = - (0V/OT)pn.dP = -aV.dP,
donde hemos usado la relacion de Maxwell: (6S/0P)y = -(6V/aT)p
dU = (0U/0P)rn.dP = [T(9S/0P)r n - P(0V/IOP)rn].dP = (-aT+ krP)V.dP

Para gases ideales: a=1/T, ky = 1/P y entonces dU=0

Ejemplo 5.2

Demostrar que para cualquier sistema simple: Cp—-C,, = TVa?/NKr.
Evaluemos Cy, = (T/N)(8S/dT)y, en términos de Cp, a y Kr.
(0S1aT)y = a(S,V)/o(T,V) = [2(S,V)/o(T,P))[o(T,V)/o(T,P)]
donde introducimos las variables T y P usando la regla de la cadena.
El denominador es directamente -Vkt y al numerador conviene expandirlo:
A(S,V)/IA(T,P) = (8S/13T)p(aVIOP)r = (8S18P)1(aVIAT)e = (NCp/T)(=VKr)+(aV)?
Entonces:
Cv = —(T/N)[-NCpVk+/T + (aV)?]/Vkr = Cp — TVa?/Nkr c.q.d.
Para gases ideales: a=1/T, kt = 1/P y entonces Cp—-Cy = PV/INT = R

Ejemplo 5.3

Hallar el cambio en T en una expansion isentalpica:
dT = (aT/oP)yn.dP
(0T/oP)y = o(T,H)/o(P,H) = [o(T,H)/o(T,P)J/[o(P,H)/o(T,P)] = -(6H/oP)+/(oH/AT )p,
que es precisamente la relacion ciclica. A su vez:
(oH/oP)r = [T(6S/oP)r + V.11 = -T(eV/dT)p + V = -aVT +V
(6H/aT)p = [T(6S/T)p + V.0] = NCp
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Y finalmente

dT = -[(-aVT+V)/NCp].dP = (v/Cp).(aT-1).dP

Para gases ideales: a=1/T y entonces dT=0

La expresion encontrada es util al analizar el experimento de Joule - Thomson de expansion
adiabatica través de un tabique poroso o estrangulamiento (throttling), que, en buena

aproximacion, puede considerarse isentalpica. .

Anexo: Jacobianos y derivadas segundas

Siendo (u,v) funciones de (x,y) se define el jacobiano J como el determinante de la matriz de
sus derivadas primeras:
J = 9(u,v)/a(x,y) = (au/ox)(ov/ay)—(ouldy)(ov/dx)
Sus propiedades mas importantes se derivan de las de los determinantes de matrices y son
utiles en nuestra discusion por su relacion directa con las derivadas parciales:
(Qulox), = a(u,y)/a(x,y).
Recordemos algunas propiedades:
1. permutando filas o columnas:
a(u,v)/a(x,y) = — o(v,u)la(x,y) = — a(u,v)/a(y,x)
2. usando la matriz identidad:
a(u,v)/a(x,y) = 1/0(x,y)/d(u,v)
3. especie de regla de la cadena:
a(u,v)/a(x,y) = [d(u,v)/a(r,s)].[o(r,s)/a(x.y)]
Como aplicacion, demostraremos la propiedad ciclica (Euler) de las derivadas parciales:
(ox/ay), (9z/ox), (8yldz), = —1
(9x/dy), = d(x,2)/la(y,z) = [0(x,2)la(x,y)].[(x,y)/a(y,2)] = =[a(x,2)/a(x,y)/[o(y,z)/a(y,x)]

= ~(32/dy)/(82/3X),,

que conduce a la relacion buscada.
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CAPITULO 6

Criterios de estabilidad

En este capitulo analizaremos por completo las condiciones de extremo, implicitas en el
principio extremal, estableciendo asi ciertos criterios de estabilidad. Analizaremos también

cémo estas condiciones influyen en la forma de los potenciales.

Criterios de estabilidad

Las derivadas segundas de los potenciales termodinamicos introducidas en el capitulo
anterior aparecen en las condiciones de estabilidad de los estados de equilibrio. Para un
sistema aislado, es decir, mantenido con valores constantes de S.V; y N, los valores de

equilibrio de los parametros internos seran los que minimicen la energia interna total Uy

U esminimo = duU,=0 y d°U,>0

con las condiciones de cierre: dS; = dV; = dN; = 0.

Consideremos dentro de ese sistema, un subsistema pequefio pero macroscopico,
constituido por N moles de sustancia, dejando N” en el resto, con N<<N'= N;. El subsistema
puede entonces intercambiar energia y volumen con el resto y como hemos visto, ello

determina las condiciones de equilibrio que surgen de dU; = 0. En efecto:

dU; = Ndu + N'du” = N(ugds + u,dv) + N'(u'sds” +u’,-dv’) =0
como N'ds’=-Nds y N'dv’'= -Ndyv, resulta

dU; = N(T-T")ds - N(P-P")dv=0; Vvds, Vdv

=>T=T vy P=P

Dada la arbitrariedad en la eleccion del subsistema pequefo, estas igualdades garantizan la
uniformidad de T y P sobre todo el sistema.

Analicemos ahora las desigualdades que surgen de la condicién de minimo d’U,> 0:
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d’U; = Nd°u + N'd’u” >0

con du = uss(ds)2 + 2uUg,(ds)(dv) + uw(dv)z, pues Ug, = Uys (Maxwell) y una expresion similar para

d?u’. Pero, teniendo en cuenta que [ds’| = (N/N’)|ds| <<|ds| y analogamente |dv’|<<|dv|, puede

despreciarse N’d?u’ frente a Nd?u. Asi

d?Uy = Nd?u = N[uss(ds)2 + 2Ug,(ds)(dv) + uw(dv)z] >0, Vvds, Vdv (excepto ds=dv=0).
Vemos entonces que d’u debe ser una forma cuadratica definida positiva que puede

llevarse a una forma homogénea mediante un cambio de variables (s,v)—(T,v). En efecto como

T=ug

dT = ugds + ug,dv

(dT)*/ugs = Uss(dS)” + 2ug,(ds)(dV) + (Usy*/uss)(dV)?

Sumando y restando (Us,*/Uss)(dV)? a la expresién para d°u resulta:

d?u = (1/ugs)(dT)? + (U= Usy*Uss)(dV)? > 0 vdT, vdv

Pueden establecerse asi dos criterios de estabilidad (intrinseca):
Uss >0

2
UssUy~Ugy > 0

que también pueden expresarse en términos de derivadas de variables intensivas respecto de

sus extensivas conjugadas.

(@T/aS)y > 0
—(6P/aV); > 0

En efecto:

Uss = (8°ulds?), = (8T/3s), > 0

UssUn—Usy” = 8(Us,Uy)/B(s,V) = =3(T,P)a(s,v) = —[8(T,P)/a(T V)J/[8(s,v)/(T,v)]
= —(0P/ov)r/(0s/dT), > 0

Asimismo, pueden expresarse en términos de funciones respuesta, ya que:

Cv = (T/N)(6S/oT), = T/(oTlos)y > 0

Kkt = —(1)/(OPlov)r > 0

es decir:

Cv>0

KT>0

Asi formulados estos criterios resultan bastante intuitivos. Por ejemplo, Cy > 0 implica que
para que un sistema sea estable debe aumentar su temperatura al aportarsele calor. Por tanto
si el sistema sufre una desviacion local de su estado de equilibrio (T<T’, por ejemplo) el
proceso espontaneo que tiene lugar, flujo de calor hacia la zona més fria, tiende a restablecer

la igualdad de temperaturas (equilibrio).
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Si el cambio de variables para pasar a una forma homogénea hubiera sido: (s,v)—(s,-P), se
habrian obtenido un par de criterios equivalentes: ks > 0 y Cp > 0 que podrian derivarse de los
anteriores. Asimismo si el subsistema se hubiera elegido, por ejemplo, con V fijo y N variable,
se habrian obtenido otros criterios, en términos de derivadas de T y p respecto de S y N, que
no son independientes de los anteriores.

En general para un sistema con n variables (n = r+2 en un sistema simple de r
componentes) habra n-1 criterios de estabilidad independientes, que pueden escribirse de
manera compacta:

(0Yi/&X)eong > O cond =Yy, ..., Yi1, Xis1, . X, constantes;
para i = 1,2,...,n-1. Notemos que la n-ésima derivada de este tipo, (0Y,/0X,), resulta

idénticamente nula al tener fijas las n-1 variables intensivas restantes.

Principio de Le Chatelier

Nuestros criterios establecen que deben ser positivas las derivadas del tipo (9Y/9X,), tanto
con X, constante como con Y, constante. Es facil comprobar que estas derivadas, a su vez,
deben satisfacer una desigualdad entre ellas:

(0Y110X1)x2 > (9Y1/0X1)y2 > 0

conocida como Principio de Le Chatelier. En efecto:

(BY+18%1)v2 = (Y1,Y2)B(X4,Y2) = [8(Y+,Y2)A(X1,X2)].[0(X1, X2 )/O(X1,Y)]
(BY+18%1)y2 = [(BY+/0X1)x2(8Y 210X)x1 = (BY4/10Xa2)x12] | (BY 2/X2)xq
(BY+18%1)y2 = (BY1/8%1)xz = (Y +/8X2)x1 /(DY 210X2)x1

La derivada que no tiene signo definido aparece al cuadrado y todas las demas son positivas
de modo que se comprueba la desigualdad mencionada.

Podemos afirmar entonces que al producir mediante una accion externa un pequefio cambio
en Xy, sin alterar X,, no solo se modificara Y4, sino también Y5; y si las condiciones de equilibrio
exigen la constancia de Y,, entonces el cambio producido en Y sera menor. Por ejemplo: (AT)y

> (AT)p para un mismo cambio en S.

Forma de los potenciales

La positividad de ugs implica que u debe ser una funcién convexa en s. Quedandonos con la
rama de pendiente positiva (temperatura T = ug > 0), u resulta entonces una funcién creciente
de s, que exhibe su valor mas bajo cuando s=0 y T=0. A medida que s crece, crece también T y

asi u resulta una funcion monétonamente creciente de T, a V constante:
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(dU)V’N =TdS = NCVdT

Algo similar puede decirse de la entalpia H, a P constante:

(dH)py = TdS = NCpdT

La convexidad de u como funcién de s, asegura que cualquier subdivisién del sistema en
porciones con diferentes s (s” y s”") y por lo tanto diferentes T, resulta en una situacién con
mayor energia que el sistema homogéneo, todo con la misma s y la misma T. Puede
comprobarse que en ese caso (ver figura 6.1), el valor de u total resultante cae sobre la recta
secante a la curva de equilibrio, que pasa por los puntos (u’,s")y (u”’,s™)

En efecto como S=S'+S",

Ns = N's+N"s" = N's+(N-N")s"
N'/N = (s""-s)/(s""-s")
N"/N = (s-s")/(s""-s")

relaciones conocidas como regla de la palanca que determinan la fraccion molar en cada

porcién. Entonces la energia molar sera:

U=Nu=Nu+N"u”

u=u'(s’-s)(s’-s)+u’(s-s)(s"-s")=u "+ (s-s")(u"-u")/(s""-s")
que puede interpretarse geométricamente como el punto sobre la secante de abscisa s. Que la

funcion sea convexa asegura que ese sera siempre un punto de mayor energia que el

correspondiente al estado homogéneo.
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u=u/v

SS

Us fageg i3

/

= U fase

s=S/V

Figura 6.1

Del mismo modo, la positividad de los calores especificos, compresibilidades y otras
funciones respuesta, determina la curvatura de los potenciales termodinamicos en sistemas

estables. Puede verse entonces que:

Frt=-NCy/T<0 = F es céncava en T (rama decreciente: S>0)
Fw = (1/Vk7) >0 = F es convexa en V (rama decreciente: P>0)
G =-NCp/T <0 = G es concava en T (rama decreciente: S>0)

Gpp = - VKT <0 = G es cbdncava en P (rama creciente: V>0)
Q= —[(aT/aS)“,V]'1 <0 = Qescodncava en T (rama decreciente: S>0)

Q= —[(aplaN)T,\,]'1 <0 = Qescbdncava. en y (rama decreciente: N>0)

Sugerencia: graficar los diversos potenciales y sus derivadas primeras, en funcion de sus

variables independientes.
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CAPITULO 7

Tercera ley

En este capitulo completaremos nuestro formalismo analizando el tercer postulado y sus

consecuencias.

Postulado il

Como dijimos, se puede observar que los cambios en la entropia en procesos isotérmicos
se van reduciendo al disminuir la temperatura del proceso, de modo que ASt — O cuando T —
0 (ver figura 7.1). Ese es el contenido del postulado de Nernst (1906) que equivale a suponer
que la entropia de un sistema dado tiende a un valor fijo: S - S, cuando T — 0. Ello llevo a
Planck (1911) a formular una ley mas general, que soélo pudo justificarse con el posterior

desarrollo de la mecanica cuantica y que identifica S, con 0 para cualquier sistema. Es decir:

La entropia de cualquier sistema se anula en el estado para el que T = (aU/ES)y ;i = 0,

enunciado coincidente con nuestro Postulado lll.
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S X=X,

A X:XB
AS,

° (Planck)

Figura 7.1

Esta Ley no tiene consecuencias tan trascendentes como las dos primeras. Su importancia
deriva de que ella permite determinar valores absolutos de S, no solamente el cambio AS, y por
consecuencia permite estimar cambios en las energias libres AF, AG, AQ ya que
AG =-S.AT + ...., etcétera.

Microscépicamente esta ley implica que el numero de microestados accesibles al sistema,
W, se reduce a 1 a T=0, ya que S = k.InW. Siendo U mondtonamente creciente con T, para T=0
el sistema y cada una de sus partes se encontrara en el estado de menor energia posible
(estado fundamental). A T=0 cualquier parte del sistema se encuentra en un determinado
estado cuantico discreto, el postulado requiere que este estado fundamental sea unico, no
degenerado. En general, si persiste una degeneracidon a T=0, es entre estados inaccesibles
entre si (separados por grandes cambios macroscépicos). Concluyendo, a T=0 el sistema cae

en su estado cuantico de menor energia y, en ese sentido, se vuelve completamente ordenado.

Calores especificos y otras derivadas a bajas temperaturas

Veamos cuales son las consecuencias de esta Ley sobre el comportamiento de algunas

funciones respuesta en las cercanias del cero absoluto.
i) KT = ks y Cp = Cy cuando T=0.

El postulado identifica la isoterma T=0 con la adiabatica S=0, por lo tanto deben coincidir en
ese punto las propiedades isotérmicas con las adiabaticas. En particular Kk = Ksg.
Por otro lado, con las técnicas de reduccion de derivadas del capitulo 5 pudimos demostrar que

para cualquier sistema y = Cp/Cy = K1/Ks, € igual a 1 en este caso. Es decir Cp = C,,.
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ii) Cp, Cy —0, cuando T—0.

Todos los calores especificos se anulan a T=0. En efecto, podemos escribir:

Ci= (T/N).(8S/T), = (1/N).(6S/oInT),.

Cuando T—0, InNnT—-«~ y dado que S tiende a un limite constante (0), esta derivada tiende a
cero. Ello quiere decir que S —0 de un modo suave. Podemos comprobar ademas que

(Cp-Cy) —0 mas rapido que Cp Cy —0.

iii) Todas las derivadas isotérmicas de S, se anulan a T=0.
Como AS7 — 0 cuando T — 0, entonces:

dSt = > (0S/0X)1.dXx — 0 y entonces

(0S/0Xk)r — 0 para cualquier variable extensiva Xy
Analogamente

(0S/0Y)r — 0 para cualquier variable intensiva Yy

iv) Todas las derivadas respecto de T se anulan a T=0.

En efecto, a partir de la propiedad anterior y segun las relaciones de Maxwell:
(OXldT)yk = (6S/0Yk)r — 0 cuando T— 0 para cualquier variable extensiva Xy.
(OY /0T )xk = -(0S/0Xk)r — 0 cuando T— 0 para cualquier variable intensiva Y.
Entre ellas, por ejemplo, el coeficiente de dilatacion:

a = (1/V).(eVIoT)p = -(1/V).(6SI6P)r — 0 cuando T— 0

Inaccesibilidad del cero absoluto

El tercer postulado tiene como consecuencia inmediata la imposibilidad de reducir la
temperatura de un sistema hasta el cero absoluto mediante un nimero finito de operaciones de
cualquier tipo (Nernst, 1912). En otras palabra el estado T = OK no puede alcanzarse por
ningun proceso fisico realizable.

Esta imposibilidad es mas bien de indole practica que conceptual. En el laboratorio se han
alcanzado temperaturas inferiores a 1nK (10'9K) y se espera poder alcanzar temperaturas
menores aun. Ademas, los comportamientos observados y predichos de las variables
termodinamicas al acercarse a T=0 son suaves, sin singularidades ni divergencias, de modo
que se consideran validas las extrapolaciones a OK de las magnitudes observadas a
temperaturas finitas.

El postulado identifica la isoterma T=0 con la adiabatica S=0, aunque toda otra adiabatica e
isoterma son diferentes. Como dos adiabaticas no pueden intersecarse, no existe ninguna
adiabatica, diferente de la S=0, que pueda intersecar a la isoterma T=0. Entonces ningun
proceso adiabatico, iniciado a T#0 podra conducir a T=0, es decir no existe un proceso

adiabatico simple que conduzca de una temperatura finita a la temperatura cero.
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En general, para enfriar un sistema que se encuentra a una temperatura finita, primero se
reduce isotérmicamente su entropia (ASt) haciendo variar algun parametro X: X, — Xg y luego
se baja la temperatura isentrépicamente (proceso adiabatico cuasiestatico: (ATs) recuperando
el valor inicial de X: Xg — X, Yy asi sucesivamente como muestra la figura 7.2. Al respecto es
util verificar que el cambio en X al reducir la temperatura tiene signo opuesto al producido al
reducir la entropia. En efecto, para cualquier variable extensiva X o intensiva Y:

(0TI0X)s = —(3T/0S)x.(0SI0X)r
y como (0T/6S)x > 0 por estabilidad,
las derivadas (0T/0X)s y (0S/0X)t tienen signos opuestos.

Podria tratarse, por ejemplo, de una sucesién de compresiones isotérmicas y expansiones
adiabaticas en cuyo caso X=V. Por otra parte, segun el postulado de Nernst ASt — 0 de modo
que ambas curvas S(T) tienden a juntarse a T=0 y pese a los sucesivos enfriamientos ATg

obtenidos, el sistema siempre encuentra antes la curva X=X, que el eje de ordenadas (T=0).

S X=X,

X=Xg

Figura 7.2

Comportamientos tipicos

De ordinario S—0, segun una ley de potencias AT". Es facil comprobar que Cp, Cy Yy
derivadas del tipo (6V/oT)p y (6P/0T)y tienden a cero segun la misma ley.
Experimentalmente se encuentran, por ejemplo, los siguientes comportamientos:
- sélidos no conductores: C = AT® (vibraciones de red o fonones)
- sdlidos metalicos: C = AT>+BT (fonones y electrones de conduccién).
A los fines practicos, si se conoce el calor especifico como funcién de la temperatura: Cp(T),

pueden hallarse por integracion:
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S(T) = f dT Cp(T)/T
H(T) = H, + [ dT Cx(T)
G(T)=H-TS =H, + [ dT Cp(T) = T.f, dT Cp(T)T
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CAPITULO 8

Inestabilidad y transiciones de fase

En este capitulo analizaremos la posibilidad de incluir en nuestro formalismo las transiciones
de fase y toda su fenomenologia asociada. Veremos que ellas pueden asociarse con la
presencia de inestabilidades en la relacién fundamental del sistema. Veremos también la

posible existencia de estados heterogéneos con mas de una fase coexistiendo en equilibrio.

Inestabilidad y transiciones de fase

La experiencia nos indica que en algunas situaciones el estado de equilibrio de un sistema
es heterogéneo con dos o mas fases coexistiendo (liquido y vapor de una sustancia pura, por
ejemplo). También nos muestra cédmo pequefos cambios en las condiciones del sistema
pueden producir cambios notables en sus propiedades: decimos que el sistema sufre una
transicion de fase.

A su vez, nuestros principios afirman la posibilidad de describir los estados de equilibrio
estable de un sistema simple con ciertas variables caracteristicas (S,V,N), pero no aseguran la
existencia de un estado de equilibrio (homogéneo) para cualquier valor arbitrario de estas
variables. Veremos cémo asociar la presencia de inestabilidades en la ecuaciéon fundamental
(violacion de los criterios de estabilidad) con la heterogeneidad del estado de equilibrio y la
ocurrencia de una transicion de fase.

Supongamos que la convexidad de u como funcién de s, requerida por la estabilidad tal
como discutimos en el capitulo 6, no se satisface en todo el rango de las variables
termodinamicas, sino que existe un intervalo donde u es concava. Habra entonces una regioén
donde la subdivisiéon del sistema en porciones con diferentes s (s” y s”") reduce el valor de su
energia interna. En esas condiciones al sistema le conviene separarse en dos subsistemas
homogéneos (fases) coexistiendo en equilibrio. Para ello es necesario que ambas tengan la
misma temperatura y por lo tanto la separacién sera en dos fases con valores de s” y s™” tales

que la pendiente a la curva u(s) sea la misma en ambos puntos: T(s")= T(s"")=T,. Analizando la
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curva de la Figura 8.1 podemos ver que esos puntos quedaran determinados por la envolvente
inferior de la curva u(s).

La separacion de fases se producira, no solo en la regidon en que ug< 0, sino en todo el
intervalo s'<s<s”’, en tanto que para valores de s<s’ o s>s’" el sistema tendra estados de
equilibrio homogéneos normales. Si, partiendo de un estado homogéneo (s<s’), vamos

variando la temperatura y consecuentemente s, al pasar por el valor de coexistencia T,, el

s=S/V

Figura 8.1

sistema pasara de un estado homogéneo (s=s") a otro también homogéneo pero muy diferente
(s=s’"). Esta transicion de fase ira acompafada entonces por un salto discontinuo en la
entropia molar: As = s’’-s”. Similarmente habra saltos en otras magnitudes como el volumen
molar Av = v'’-v’, tal como se desprende de un analisis de la dependencia de u con v.
Dependiendo entonces del valor de s (y consecuentemente de T) los estados de equilibrio

seran homogéneos o heterogéneos, como se indica en la Figura 8.2.

u=u/v

2 fases 1 fase

s=S/V

Figura 8.2
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Dado que estas transformaciones se manifiestan en saltos discontinuos en las magnitudes
S 0V, que son derivadas primeras de la energia libre de Gibbs, se denominan transiciones de
fase discontinuas o de primer orden. Si se repite el analisis anterior para distintos valores de P
y se llevan sobre un grafico (T,s) los valores de la temperatura de coexistencia y de las
entropias molares de las fases que coexisten, resulta un diagrama de fases como el mostrado

en la Figura 8.3. Similares conclusiones se obtienen para las variables (P,v) a distintas T.

ToP

punto critico

estados homogéneos
/' metaestables

estados homogéneos /
/

fase / curva espinodal (u,, = 0)

estados homogéneos
fase Il

estados heterogéneos
fase | + fase Il

Sov

Figura 8.3

Notemos que, bajo ciertas condiciones, los estados homogéneos pueden prolongarse mas
alla de estos limites como estados metaestables. Ellos podrian ocurrir para valores de s
mayores que s° o menores que s, pero fuera del intervalo central de inestabilidad estricta
(uss<0) determinado por la condicidon ug=0 e indicado en la figura.

Coexistencia de fases: regla de Gibbs

El estado de equilibrio de un sistema simple de un componente, abierto al medio (T y P
constantes), queda determinado por el minimo de la energia libre de Gibbs G=G(T,P,N).
Cuando este estado es heterogéneo, las fases que coexisten en equilibrio deben tener la
misma temperatura T, presion P y potencial quimico y, ya que la pared imaginaria que las
separa no es restrictiva a ninguna de las variables termodinamicas (S,V o N).

Para la coexistencia de dos fases (por ejemplo liquido y vapor de una sustancia pura) deben

cumplirse entonces:

T=T"=T
P=P =P
w(T,P) = u™(T, P).
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Esta ultima determina una dependencia entre temperaturas y presiones de coexistencia
P=P(T). Es la llamada curva de equilibrio o de coexistencia (ver Figura 8.4) sobre la cual es
posible la coexistencia de ambas fases. Fuera de esa curva los estados de equilibrio seran
homogéneos de un tipo u otro, al atravesar la curva ocurrira la transicion de fase
(discontinuidad en s y v) y sélo sobre la curva sera posible la coexistencia. En el caso de la
transicion liquido - vapor, corresponde a la curva de presion de vapor en funcién de la
temperatura. También pueden describirse de manera similar, curvas de coexistencia sélido-

liquido (fusién) y sdlido-vapor (sublimacion).

punto critico

curva de equilibrio
o de coexistencia

fase de baja T fasedealta T

Figura 8.4

Para la coexistencia de tres fases (por ejemplo sélido, liquido y vapor de una sustancia
pura) deben cumplirse
T =T =T =T
P —p =p=p
u(T,P)=p"(T, P) =" (T, P).
Estas ultimas determinan una doble dependencia entre temperaturas y presiones de
coexistencia que una vez resueltas conducen a un uUnico valor de T y P, punto triple (T,Py)
sobre el cual es posible la triple coexistencia. Como se muestra en la Figura 8.5, este punto de
coexistencia de tres fases es también el punto donde se unen las tres curvas de coexistencia
de dos fases (sdlido-liquido, solido-vapor y liquido-vapor, por ejemplo).

Con un razonamiento analogo podemos ver que en tal sistema seria imposible la
coexistencia de 4 fases en equilibrio ya que resultarian tres ecuaciones para T y P, quedando

sobredeterminada la solucion.
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punto critico

liquido

Figura 8.5

El resultado puede generalizarse al caso de sistemas de r componentes, caracterizados por
G=G(T,P, Ny,...,N,), coexistiendo en ¢ fases. En cada fase tendremos (r-1) variables referidas a
la composicion, ademas de T y P comunes a todas las fases, totalizando (r-1)@+2 variables a
determinar. Las condiciones de coexistencia (condiciones de equilibrio entre las fases) implican
la igualdad de T,P y todos los potenciales quimicos p; (i=1,.. r) sobre todas las fases. Tomando
a éstos como funciones de T y P, de su igualdad resultan r(¢-1) ecuaciones. Para que el
sistema de ecuaciones no resulte sobre-determinado debe cumplirse: (r-1)e+2 = r(p-1) de

donde surge la regla de las fases de Gibbs:
¢ = (r+2).

El numero de fases que pueden coexistir en equilibrio es como maximo r+2. Esta regla
suele expresarse en términos del nimero de grados de libertad v (nimero de variables

intensivas que pueden variarse libremente) que resulta:
v = (r+2)-¢ 2 0.

Aplicada al caso simple discutido al comienzo (r=1) implica que:
- para 1 fase, quedan 2 grados de libertad: T y P pueden variarse independientemente;
- para 2 fases, queda 1 grado de libertad (T, que determina P sobre la curva de coexistencia);

- para 3 fases, no quedan grados de libertad (T y P estan fijos en el punto triple).

Regla de la palanca

El estado de equilibrio de un sistema abierto al medio (T y P constantes), queda

determinado por el minimo de la energia libre de Gibbs. Cuando este estado es heterogéneo,
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las fases que coexisten en equilibrio, ademas de tener los mismos valores de T, P y y, deben
tener la misma energia libre de Gibbs molar g’= g"’= g. Caso contrario, como G = N'g’'+N'g”’,
el sistema preferiria estar por completo (estado homogéneo) en la fase de menor energia libre
de Gibbs molar.

En las condiciones de coexistencia G = (N"+N"")g, y en principio quedan indeterminadas las
fracciones de sistema en cada fase: N" y N". El equilibrio es indiferente a dichas cantidades,
pero ellas si determinan el valor de magnitudes como la entropia y el volumen totales:
S=N's+N"s" V=NV+NV".

Si se controla externamente alguna de estas variables (V o S), las fracciones molares x'= N'/N

y x"’=N""/N = 1-x’, pueden determinarse. Por ejemplo:

V=NV+NV’ — VEXVAEXTVT =X (Vv + v
resultando X =(v7-v)I(vi-v)
y analogamente: X =(v=-v)(v-v),

expresiones que se conocen como regla de la palanca.
Sugerencia: analizar las evidencias experimentales sobre la condensacion de un fluido y su

descripcion a partir de la ecuacion de estado de van der Waals: P = RT/(v-b) — a//%.

Ecuacion de Clausius - Clapeyron

Hemos visto cdmo una transicion de fase implica discontinuidades As y Av entre las fases y
también coémo estas fases pueden coexistir sobre la curva de coexistencia P(T). Veremos como
puede relacionarse la pendiente de esta curva con dichas discontinidades a través de la
ecuacion de Clausius - Clapeyron.

En efecto, sobre la curva de coexistencia:

g =g
dg’ = dg”

utilizando la ecuacion de Gibbs molar, dg=-s.dT+v.dP, para cada fase:

-s’dT+v'dP = -s”'dT+v'dP
(s7-s")dT = (v "-v")dP

y finalmente:

(dP/dT)e = As/Av

que es la ecuacion buscada.

El cambio en la entropia se vincula al calor latente de transicidon (vaporizacién o
condensacion, fusion o solidificacion, etc): As = L/T. Ademas, para la transformacién liquido

vapor Av = vggs — Vjiq = Vgas = RT/P. Asi la ecuacion toma la forma mas conocida:
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(dP/dT)e = LP/RT?
o bien: dP/P = LdT/RT?

que puede integrarse para dar : InP = cte - L/RT

En sistemas complejos, donde se requieren otras variables extensivas X; para la descripcion
de los estados de equilibrio, con sus variables intensivas conjugadas Y;, cuya igualdad
determina el equilibrio entre fases con diferentes X, la pendiente de la curva de coexistencia en

el plano (Y;,T) viene dada por la ecuacion de Clausius Clapeyron generalizada:
(dY/dT)ec = - AS/IAX;

Sugerencia: discutir los diagramas de fase (P, T), (P,v) y (T,s) de diversas sustancias.

Punto critico. Transiciones continuas

En algunos casos la diferencia entre fases (discontinuidades) va disminuyendo al aumentar
la temperatura, haciéndose las fases separadas por la transicién cada vez mas similares entre
si. Cuando esta diferencia desaparece (As = Av = 0) el sistema se encuentra en un punto
critico (T¢,P¢) por encima del cual ya no habra fases diferentes ni transicion de fase.

Tenemos entonces que, como muestra la figura 8.3,
para T>T, los estados de equilibrio son homogéneos (1 fase unica);
para T<T, los estados de equilibrio son heterogéneos (2 fases coexistiendo);
para T=T. una unica fase (las dos fases de baja temperatura coalescen en una unica al
desaparecer sus diferencias).

En esos casos la curva de coexistencia termina en el punto critico (figuras 8.4 y 8.5). Un
ejemplo tipico lo constituye el punto critico en la transicion liquido gas de un fluido. La
transicion de fase que ocurre cuando se pasa por el punto critico se denomina continua o de
segundo orden y sera analizada en los capitulos que siguen.

Ademas del punto critico de un fluido podemos mencionar como ejemplos el punto de
Curie de un ferromagneto (T., H=0), el punto critico de la transicion superconductora a
campo aplicado nulo y los puntos criticos asociados a composiciéon y grado de orden en

una mezcla binaria.
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CAPITULO 9

Sistemas magnéticos

En este capitulo introduciremos las interacciones electromagnéticas en nuestro formalismo y
describiremos la fenomenologia de algunos sistemas magnéticos, en particular la transicion de
para- a ferromagneto que es una transicion de fase de primer orden comparable a la de

condensacion de un fluido.

Termodinamica de un sistema magnético

Para describir las propiedades termodinamicas asociadas con la presencia de un campo
magnético e identificar las variables relevantes, debemos analizar el término de trabajo
magnético asociado a la entrega de energia al sistema. Supongamos que nuestro sistema
consiste de una muestra de volumen V encerrada por una superficie A en presencia de campos
electromagnéticos E y H. De acuerdo con el teorema de Poynting la energia entrante al sistema

en dt, sera:

AW e = -(c/4T1) [dA.(E*H) dt
AW = -(c/4T) [dVdiv(EAH) dt

dWen = (c/41r) [dVIE.rotH - H.rotE]) dt

Teniendo en cuenta las ecuaciones de Maxwell
rotE = -(1/c)oB/ot rotH = (1/c)oD/ot+(411/C).jiibre

y suponiendo que no hay corrientes libres dentro del volumen V

AW, = (1/417) [dV[E.ED/at + H.0B/at]) dt

AW, = (1/41) [dV[E.dD + H.dB]
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donde reconocemos claramente los términos eléctrico y magnético:

dW, = (1/4m) [dV(E.dD)

AW, = (1/41) [dV(H.dB)

Suponiendo que en nuestro sistema el vector desplazamiento eléctrico D es uniforme sobre
el volumen V, sélo tendremos el término de trabajo magnético. Si ademas asumimos que el

campo magnético y el material son uniformes podemos integrar sobre el volumen y obtener:

dW,, = (V/41m) H.dB = HdB
con B = (V/4m)By

En caso contrario, el volumen dejara de ser una buena variable y deberemos trabajar con
magnitudes locales (por unidad de volumen).

Podemos adoptar B como variable extensiva y H como su intensiva conjugada y elaborar la

termodinamica de un sistema magnético a partir de ellas. Sin embargo, es conveniente separar
del término de trabajo, el correspondiente al establecimiento del propio campo, presente aun en
ausencia del material que constituye nuestro sistema. En el sistema de unidades gausseano4

que estamos usando: B = H+41M y entonces

AW, = (1/41) [dV(H.dH) + [dV(H.dM)

AW, = (V/81r) d(H?) + V(H.dM)

Dejando de lado el trabajo asociado al campo H, la nueva expresion para el trabajo

magnético sera:
AW, = VH.dM = HdM

pudiendo identificar las variables termodinamicas extensiva M = VM, e intensiva H. De manera

similar habriamos obtenido para el caso eléctrico, donde D = E+41P:
dW, = VE.dP = EdP
con variables extensiva £ = VPt e intensiva E.
Volviendo al caso que nos ocupa, la nueva expresion para la ecuacion de Gibbs resulta:

dU = TdS — PdV + HdM + %, ydN;

correspondiente a una ecuacion fundamental:

* B = go(H+M) en el internacional Sl
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U=U(S,V,M, Ny, ..., N)).
Suponiendo N=cte y despreciando los cambios de volumen que en general son pequefios en
solidos, resulta

U=U(S,M) dU =TdS + HdM

pudiendo adecuar al caso presente todas la expresiones vistas hasta aqui, mediante el simple

cambio de variables:

(-P.V) = (HM)

De manera similar a lo hecho para sistemas simples, podemos definir nuevos potenciales

termodinamicos cambiando variables mediante transformaciones de Legendre. Por ejemplo:

F=FT.M)=U-TS dF =-SdT + HdM
con  §=-(dF/aT), H = (oF/oM);
y la relacion de Maxwell: -(8SIoM)r = (oH/aT),,.

O bien, el analogo de la energia libre de Gibbs®
G=G(TH)=U-TS-HM dG = -SdT - MdH
con S = -(9G/dT)y, M = -(6G/oH);

y la relacion de Maxwell: (0S/oH) = (oMIaT)y

Podemos definir también algunas funciones respuesta como la susceptibilidad magnética:

Xt = (@M/oH)r = - Gy > 0
y los capacidades calorificas:
Cy=T(@S/OT)y =-TGrr>0

C,, = T(8S/aT), = -TFrr>0

Con los métodos habituales de reduccién de derivadas podemos probar la relacién:

Cw - C,, = TIBMIET)uF /xr

semejante a la ya demostrada para Cp — Cy en el Capitulo 5.

® En rigor G=G(T,P) y cuando se preste a confusion deberiamos usar otra notacién para G(T,H)
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Propiedades magnéticas

El comportamiento magnético mas sencillo es el paramagnetismo que exhiben muchas
sustancias solidas las que, en presencia de un campo magnético H, adquieren una
magnetizacion M en la misma direccion. Esta es proporcional a H para bajos campos y tiende a
un valor de saturacién para campos grandes. La constante de proporcionalidad depende de la
temperatura segun la ley de Curie y entonces: M = CH/T donde C es la llamada constante de
Curie. La correspondiente susceptibilidad sera: xt = C/T. De acuerdo con la citada relacion de

Maxwell
(8S/0H)r = (OM/8T)y = -CHIT?<0

indicando una reduccién de la entropia al aplicar un campo en condiciones isotérmicas.

Figura 9.1

Microscépicamente el comportamiento paramagnético de un solido puede explicarse a partir
de la existencia de momentos magnéticos individuales y, asociados a los atomos de alguno de
los constituyentes, fijos en puntos dados de la red cristalina. En ausencia de campo, estos
momentos se orientan al azar. Un campo magnético externo tiende a alinearlos en su misma
direccion compitiendo con la agitacion térmica y alcanzando la magnetizacion de saturacion
cuando logra orientar la totalidad de los momentos. En ese caso, si hay N momentos

individuales, el momento magnético total sera M; = Nu La ley de Curie pone de manifiesto la

mayor dificultad para orientar los momentos a medida que aumenta la temperatura. Asi, las
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isotermas H(M) tipicas de un paramagneto tendran la forma mostrada en la Figura 9.1, donde

se puede apreciar la evolucién de esta dependencia al ir variando la temperatura.
Algunas sustancias, como el Fe y otros metales de transicion y sus 6xidos presentan, por
debajo de una temperatura caracteristica T, una magnetizacion no nula aun en ausencia de

campo, fendmeno conocido como ferromagnetismo. A altas temperaturas T>T. las isotermas
H(M) son las tipicas de un paramagneto, con pendientes iniciales cada vez mas pequefias al

disminuir la temperatura. Esta pendiente inicial se anula al alcanzar T=T. donde la isoterma

correspondiente (isoterma critica) presenta un punto de inflexion:
(8HI3M) = (8°HIBM?); = 0 para H=0
Para temperaturas inferiores T<T., aun a campo nulo aparece una magnetizacién finita que
luego crece con el campo hasta alcanzar el valor de saturacion. Esta magnetizacion
espontanea y el momento magnético asociado M, aumentan al disminuir la temperatura,
tendiendo éste a M, cuando T—0.

Estas caracteristicas se muestran en los diagramas de fase H vs Ty M vs T de las figuras

9.2 y 9.3 respectivamente.

Figura 9.2
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Figura 9.3

Las propiedades del punto critico (T;, H=0) seran analizadas en los capitulos siguientes al

discutir las transiciones de fase continuas.

Modelo de Curie-Weiss

Con los métodos habituales de la mecanica estadistica pueden describirse bien las
propiedades de un sistema de N momentos magnéticos p no interactuantes en presencia de un
campo externo H (paramagnetismo). Cuanticamente estos momentos magnéticos pueden

asociarse al momento angular total J de los atomos involucrados, segun: p = gug<J>, donde g

es el factor giromagnético y pug = eh/4Trmc es el magnetdén de Bohr. Asi resulta una ecuacion de

estado magnética:
M(T,H,N) = Ng“BJBJ(y)

donde y = gugJH/KT y aparece la funcion de Brillouin® B,.

Para el caso particular de electrones J=1/2 y g=2 y entonces y=yg, resultando

M(T,H,N) = Npg.tgh(ugH/KT)

5 By(y) = (1+1/2J).cotgh[(1+1/2J)y] - (1/2J).cotgh[(1/2J)y]
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Esta ecuacion de estado describe adecuadamente el comportamiento paramagnético
observado, que es el de un sistema ideal sin interacciones. Puede verse por ejemplo que, para
campos pequefos, cuando puede aproximarse tangh(y) =y,

M = Nug®H/KT
satisfaciendo la ley de Curie con C= NpBZ/k.

Por otro lado, para poder describir la transicién de fase es necesario incluir las interacciones
entre momentos. Con ese fin, Weiss desarrollé una teoria de campo medio en la que el efecto
de estas interacciones se refleja en la existencia de un campo adicional H,,, proporcional a la
magnetizacion, que actua sobre cada momento individual, ademas del campo externo. Asi el
campo efectivo sera:

Het=H + He =H + AM

con lo que resulta:

M(T,H,N) = Npg.tanh[ug(H+A M)/KT]

gue es una ecuacion trascendente para M.
Vamos a examinar si este modelo es capaz de predecir una magnetizacion espontanea, es

decir M #0 para H=0. En ese caso:

M = Nyg.tanh(ugA M/KT)

y la ecuacion trascendente puede resolverse graficando f;=M y f,= Nyg.tanh(ugAM/KT). La
condicién para que f; y f; tengan una interseccién no trivial, ademas de aquella para M=0, es
que la pendiente al origen de la funcion f, sea mayor que 1 (ver figura 9.4). Teniendo en cuenta
que para pequefios valores del argumento tangh(y) = y, cerca del origen: fzszssz/kT y tal

pendiente sera Nug”A/kT = 1. Esta condicion define entonces una temperatura critica

T. = Npg?i/k = Ci

por debajo de la cual apareceran soluciones no ftriviales indicativas del ordenamiento

espontaneo.
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Figura 9.4

Por otra parte, para campos no nulos pero pequeinos y T>T. podemos aproximar:
M = Npg’(H+AM)/KT
de donde podemos despejar:
M(1-Npg?A/KT) = Npg®H/KT
M = Npg?H/k(T-T,)
Que expresa una dependencia similar a la de la ley de Curie con C = NpBZ/k y un

deplazamiento del eje de temperaturas en T, tal como se observa en ferromagnetos.

Fenomenos combinados

Cuando no puedan despreciarse los cambios de volumen, tendremos que considerar la

siguiente expresion para la ecuacién de Gibbs, a N=cte:
dU = TdS - PdV + HdM,

Podemos describir entonces algunos fendmenos que combinan cambios en las variables

térmicas, mecanicas y magnéticas y definir las funciones respuesta asociadas.
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Efecto magnetocalérico

cambio en la temperatura de un magneto por un cambio en el campo magnético aplicado,

en condiciones adiabaticas:

dT = (dT/oH)sp dH.

Esta funcién respuesta puede expresarse en términos de otras como sigue:

(@TIOH)s p = ~(9T/8S)p.(8SI0H) 1 p = ~(T/Cpp)(AMIGT )y p > O

Eefecto magnetostrictivo

cambio en el volumen de un magneto por un cambio en el campo magnético aplicado, en

condiciones isotérmicas o adiabaticas:

dV = (8V/aH) e dH. X=T,S

Puede demostrarse la siguiente relacion entre ellas, donde aparecen el coeficiente de

dilatacién y el magnetocalérico:

(AVIH)s p = (VIH)r p + (BVIOT ) p.(8T/OH)s p

En ocasiones se la define a partir del cambio en la longitud del iman en lugar de su volumen.

Eefecto magnetoelastico

cambio en el momento dipolar M por un cambio en la presion, aplicado en condiciones

isotérmicas o adiabaticas:

dM = (OM/EP)x 4 dP. X=T,S

Es el simétrico del efecto anterior, intercambiando los roles de las variables mecanicas y

magnéticas entre si. Puede demostrarse la siguiente relacion:

(OMIOP)s 1 = (OMIOP)r  + (OMIOT)p .(OT/OP)s .

En ocasiones se la define a partir de variaciones de la tension (unidimensional) sobre el iman.
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Sugerencia: analizar las posibles relaciones de Maxwell entre estos coeficientes.

Referencias

Weiss, P. (1907). L"hypothése du champ moléculaire et la propriété ferromagnétique. Journal
de Physique 6, 661.
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CAPITULO 10

Transiciones de fase continuas

En este capitulo consideraremos los fendmenos criticos, es decir, el comportamiento de los
sistemas en las vecindades del punto critico. Analizando la condensacion de un fluido y la
transicion ferromagnética, encontraremos comportamientos comunes reflejados en la similitud

de las ecuaciones resultantes al escribirlas en variables reducidas.

Punto critico

Hemos visto cémo en la condensacion de un fluido, al acercarnos al punto critico por la
curva de coexistencia, las discontinuidades As y Av, caracteristicas de una transicién de fase
de primer orden, se van reduciendo hasta desaparecer en el punto critico (As=Av=0). Lo mismo

ocurre con la discontinuidad en el momento magnético (AM = 2M,), al aproximarnos a campo

nulo, a la T, de un ferromagneto. Las fases separadas por la transicién se hacen cada vez mas
similares entre si hasta igualarse en el punto critico, por encima del cual ya no habra fases

diferentes ni transicion de fase. Tenemos entonces que:

-a T>T, los estados de equilibrio son homogéneos (1 fase unica)
- a T<T. los estados de equilibrio son heterogéneos (2 fases coexistiendo) o son multiples
(varias fases posibles)
- a T=T. habra una unica fase (las fases de baja temperatura coalescen en una unica al
desaparecer sus diferencias).

Podemos decir entonces que al bajar la temperatura por debajo de T, hay una ruptura de
simetria en el sistema y se requiere de una variable adicional para describir sus estados de
equilibrio. Llamamos paréametro de orden n a esta variable y le atribuimos las siguientes

propiedades:

69



-aT>T,n=0
-a T T<T¢, n#0ytoma mas de un valor

- cuando T—-T,, n — 0 continuamente.

En los sistemas magnéticos, faciimente puede identificarse n = M. Para la condensacion de un
fluido se proponen n = vg-v; 0 N = 84-9, (6=N/V=v'1), que satisfacen las propiedades enunciadas.
Por su parte, tanto para la condensacion de un fluido como para la transicidon ferromagnética,
las derivadas segundas de la energia libre de Gibbs, capacidades calorificas vy
compresibilidades o susceptibilidades son discontinuas o divergentes en el punto critico.

La transicién de fase que ocurre cuando el sistema pasa por el punto critico se denomina
entonces, continua o de segundo orden y el comportamiento de las distintas variables
termodinamicas en la vecindad del mismo, se conoce como fenémenos criticos. Ademas de los
casos mencionados podemos citar como ejemplos: el punto critico composicional y el de
transicion orden-desorden en una mezcla binaria y el de transicién superconductora a campo

aplicado nulo, que seran discutidos mas adelante.

Estabilidad del punto critico

En los dos casos considerados hemos visto que las isotermas criticas (T=T,) presentan un

punto de ensilladura en el punto critico, es decir:

(6P/ov)r = (8°Plov®)r = 0, para T=T,, v=v,
(6H/oM)r = (°HIoM?)r = 0, para T=T,, M=0.

Recordando que la estabilidad de los estados de equilibrio de un fluido requiere:
-(6Plov)r =1/vkr > 0
debemos revisar los criterios de estabilidad para hallar las nuevas condiciones suficientes, al
menos sobre la isoterma critica.
Como vimos cuando discutimos los criterios de estabilidad intrinseca, el equilibrio de un
sistema aislado (energia total minima) requiere:
8U, = dU; + Ndu/2! + Nd®u/3! + Nd*u/4! +..> 0
y en condiciones normales es suficiente que

d?u = ugs(ds)? + 2ug,(ds)(dv) + uw(dv)®> > 0, Vds, Vdv

o bien, introduciendo T:
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d?U = (1/Uge)(dT)? + (Up— Uy, /Uge)(dV)’ > 0 VdT, wdv
Sobre una isoterma dT=0 y el coeficiente del término en (dv)2, que puede escribirse -(0P/ov)r,
justamente se anula en el punto critico. Yendo entonces a érdenes superiores, los siguientes

términos relevantes, siempre sobre una isoterma, seran:
- (0*PlovA)r.(dv)*/3! - (8°Plov)r.(dv)Y /4! - ... >0 vdv

El primer término, impar, debe anularse y ello se satisface por ser el punto critico un punto de

inflexion:
(6°PlovP)r = 0.
Entonces el nuevo criterio de estabilidad para el punto critico sera:

- (°Plov®) > 0.

Principio de estados correspondientes

Consideremos un fluido de van der Waals, que satisface
P = RT/(v-b) - aiV?,

y en el punto critico debe cumplir:
(0P/ov)r = -RT4/(ve-b)? + 2alve® = 0
(6°Plov®)r = 2RT/(ve-b)® - Balvs = 0

(8°PIov®)r = -6RT/(ve-b)* + 24a/v,° <0 .

De las dos primeras y de la ecuacién de estado, podemos obtener las coordenadas del punto

critico en términos de las constantes a, by R:

V. =3b
T, = 8a/27bR
P, = a/27b°.

Podemos verificar ademas que con estos valores se satisface el criterio de estabilidad, ya que

(8°Plov®)r = -al81b° < 0 .
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Introduciendo las coordenadas del punto critico en la ecuacion de estado, para lo que se

sugiere calcular directamente P/P,, resulta:
PIP, = 8(T/T)/(3VIve — 1) — 3/(VIve)
o bien, definiendo coordenadas reducidas:

P=P/P.; T=TITg; v =viv,
P=8TI(3v1) -3V = P(T,V)

que es una relacién universal, valida para todos los fluidos de van der Waals, cuando se
expresan las magnitudes en unidades criticas. Esta predicciéon viene a corroborar la
observacién empirica, conocida como principio de estados correspondientes y reflejada en los
conocidos graficos de Guggenheim. En ellos puede apreciarse cémo sistemas muy diversos
(Ne, Ar, Kr, Xe, N, O,, CO y CH,4) muestran, en la transicion liquido-vapor, un Unico diagrama
de fases (T vs v'= p/p¢) ¥y una Unica curva de equilibrio (InP vs T1) para valores de T entre T, y

0.55T..

Coordenadas y ecuaciones de estado reducidas

Para analizar en detalle el comportamiento de las propiedades termodinamicas en la
vecindad del punto critico es conveniente definir magnitudes reducidas que miden el
apartamiento de la dada propiedad respecto de su valor critico, en unidades criticas (cuando el

valor critico no es cero). Asi definimos la temperatura reducida:

0= (T-T)/T.=T1
y otras como:

= (P-P)/P. = P -1 U= (V-Ve)/ve = v-1.

Veamos como queda expresada la ecuacion de estado de van der Waals en estas

coordenadas:

= 8(1+0)/(2+3u) — 3/(1+u)* - 1 = [80-3u%/(1+u)?}/(2+3U).

Como al aproximarnos al punto critico u—0, podemos desarrollar en serie:
= (40-3u%/2+3u"- ...).(1-3u/2+9u%/4- ...)

y conservando sélo los términos dominantes:
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= 40 - 66U - 3U*/2

que describe las isotermas de van der Waals en las cercanias del punto critico. Se puede

verificar que satisface las propiedades requeridas.

Exponentes criticos

Con el fin de cuantificar el comportamiento de las diversas magnitudes termodinamicas al
aproximarse al punto critico, es conveniente definir los exponentes criticos: exponentes
dominantes en el comportamiento asimptético al tender al punto critico. Por ejemplo, si la
propiedad F(8) se comporta como F(B) = |6]*, cuando 8—0, diremos que tiene un exponente
critico A. En general, definimos:

A = limg_o[In|F(B)|/In|6]].

Valores positivos de A implican que F tiende a cero, con pendiente nula si A>1 y con pendiente
infinita si A<1. Para el caso en que se presenta una discontinidad en los valores asimptéticos
de F, segun se tienda al punto critico desde temperaturas superiores o inferiores a la critica, se
asigna A = 0. Finalmente, valores negativos de A implican divergencias.

A continuacion definiremos los seis exponentes criticos (macroscopicos) habitualmente

utilizados:

a, a0 exponentes de la capacidad calorifica:
C(®)~(0)°,  para6—0"
C(8) ~ (-8)“, para 6—0
en condiciones criticas: v=v, (H=H:=0):
B exponente del parametro de orden:
ne®)~(-6)*  para 6—0
en condiciones criticas: v=v,; (H=H.=0):
Y;Y  exponentes de la compresibilidad (o susceptibilidad):
kr(0) ~ (8)Y,  para 6—0"
k() ~ (-8)Y, para 6—0

en condiciones criticas: v=v,; (H=H.=0).

<] grado de la isoterma critica (6=0)
-~ para u—0
(H~ M, para M—0)

Exponentes para el punto critico de un fluido de van der Waals

Veamos que exponentes criticos resultan para un fluido que satisfaga la ecuacion de estado

de van der Waals.
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Recordando la ecuacion de estado en coordenadas reducidas
=48 - 66U - 3u°/2
se concluye inmediatamente que la isoterma critica (6=0) se comporta como
m=-30°2

es decir, con & = 3.

Tomando como parametro de orden n = ug-u,, para hallar B es necesario considerar la
separacion de materia en dos fases, por debajo de T.. Por la condiciéon de coexistencia de
fases U .=Hg, a T=cte debe anularse la integralde L a G
[dy =] v.dP =Py, | (1+u).dm = Pev, Judm =0

pues también son iguales las presiones 1 entre las fases que coexisten.
[ u.dtr = [ u(am/8u)e.du = -J U(60 + 9u?/2).du = -[ (66U + 9u®/2).du =0
Como el integrando es impar, debe ser:

UL = -Ug
Es decir que cerca del punto critico los volumenes molares reducidos son iguales en médulo:
Ug se aparta tanto de v, en mas, como v_ lo hace en menos; la curva de coexistencia es
simétrica respecto de v.. Es importante notar que como consecuencia de esta relacion, cerca
del punto critico la materia se distribuye en fracciones iguales entre ambas fases. En efecto, u,

= -Ug implica vg = 2v-v, y en virtud e la regla de la palanca:
X = (V-VU)/ (VG -VL) = (V-VL)/I2(Vs -vL) — 7%, cuando v—v,
Consecuentemente x, — Y.

Considerando ahora la condicion 1 =Trg

46 - 66U, - 3u.°/2 = 46 - 60ug - 3ug’/2

60u, + 3u. %2 = 68ug + 3ug’/2
120ug + 3ug® =0

UG2 =-40
Ug = 2(_9)1/2
N = Ug-ug = 4(-6)"

conloque B =%

Y;Y
Es conveniente considerar la inversa de la compresibilidad:
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1/kr = -V(OPIov)r = -Pc(1+U)(0T1/6U)g = -Pe(1+U)(66 + 9u%/2)

i) para >0 y en condiciones criticas (u=0):

1/ky = -6P..0 =8', cuando 80"

con lo que y=1

ii) para <0 hay que considerar la separacion de fases en proporciones xg = X, = 2. En ambas
fases u® = -48 y entonces:

1Ky = -Po(1+U)(66-188) = 12P [1+2(-06)"?].6 = 8", cuando 8—0"

con lo que también y'=1.

o, o
La entropia molar de un gas de van der Waals puede escribirse:
s = cte + C,°.InT + R.In(v-b)
i) para 6>0
Cy =T.(0s/dT)y = C,°, constante
ii) para 8<0, hay separacion de fases y aun manteniendo constante el volumen total v, el
volumen de cada una de ellas varia con T.
s = (sg+s.)/2 = cte + C,°.InT + (R/2).In(ve-b) + (R/2).In(v.-b)
s =cte” + C,°.InT + (R/2).[IN(1+3ug/2) + In(1+3u/2)]
s =cte’ + C,°.InT + (R/2).In(1-9ug?/4) = cte” + C,°.InT + (R/2).In(1+98).
Desarrollando en serie de potencias de 6:
s=cte’ + C,°.InT + R.(96/2 — 816%/4 + ...)
y entonces:
Cv=C,S+RT.(9/2-816/2+...)IT.=C,°+ R.(9/2-360 + ...)
Cv — C,° + 9R/2 para 6—0"
Es decir que Cy presenta una discontinuidad finita: ACy= 9R/2 con lo que resultaa =a” = 0.

Resumiendo, obtenemos para un fluido de van der Waals los exponentes criticos:

a=a" =0
B="%
y=y =1
0=3,

valores denominados “clasicos”.

Exponentes para el punto critico magnético en el modelo de

Curie-Weiss

Veamos ahora qué exponentes criticos resultan para un sistema magnético en el modelo de

de Curie-Weiss. Como vimos, la ecuacion de estado puede escribirse:
M(T,H,N) = Np.tanh[u(H+AM)/KT]

o bien, teniendo en cuenta que M, =Npy T, = Xszlk = A M/K,
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M = M, tanh(uH/KT+T M/T M)
Definiendo T =T/T,y m =M/Ms:
m = tanh(uH/KT+m/T).

Como cerca del punto critico el argumento es pequefio, podemos desarrollar en serie:

m = (UH/KT+m/T) - (UH/KT+m/T)*/3

Para la isoterma critica (T =1)
(WH/KT,) - (MH/KT+m)*3 =0
m = (3uH/KT,)"™ - (WH/KT,) = (3uH/KT,) " para H—H,=0

y entonces 6 =3

Para H=H =0
m=(m/T) - (m/T)*/3
(1-1/T) =-m%37°
m?=-3T%T-1) =-30(1+6)° =-30 para 6—0
y entonces 3 = %

Y; Y
Al primer orden, para T>T,
m = pH/KT+m/T
m = pH/k(T-T,)
Xt = Np.(6m/eH)r = Np?/k(T-T,) = 1/28
y entonces y = 1.
Vemos entonces que resultan exponentes criticos similares a los de la condensacion de un

fluido de van der Waals.

Teoria de Landau

Landau (1937) propuso una teoria fenomenolégica de las transiciones de fase continuas a
partir del cambio de simetria en el punto de transicion. Como vimos, al bajar la temperatura por
debajo de T hay una ruptura de simetria en el sistema y se requiere de una variable adicional,

parametro de orden n, para describir sus estados de equilibrio.

- AT>T, el estado de equilibrio consiste de una fase unica simétrica (n = 0)

- A T<T, existen varias fases no simétricas posibles (n # 0)
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- Cuando T—T¢, n —0 continuamente.
Suponiendo que se trata de un sistema magnético, n = M, intentaremos reflejar estas

caracteristicas de los estados de equilibrio a través de un potencial termodinamico
& =P(T,H;M)

en el que M tiene un caracter diferente como variable. Mientras T y H pueden darse
arbitrariamente, el valor de M queda determinado por la condicion de equilibrio: minimo ® para
los valores de T y H.

Para estos valores de M: ®(T,H;M.q) = G(T,H). Supondremos que, en torno al punto critico,

este potencial puede desarrollarse en serie de potencias de M

O(T,H;M) = O, + aM + AM?> + BM> + CM* + ...

donde ®@,, a, A, B, C son funciones de T y H. Las principales propiedades estaran contenidas
en el término cuadratico y su dependencia con la temperatura. Como dijimos, los valores de M

resultan de las condiciones de equilibrio:

(3P/OM)r = a + 2AM + 3BM? + 4CM* =0
(B*DIOMP)ry = 2A + 6BM + 12CM? > 0.

En condiciones criticas (H=0), debe haber una soluciéon con M=0 para T=T, y ello sélo es
posible si a=0. A su vez, para T<T,, las soluciones con M#0, deben ser simétricas y entonces
debe ser B=0 ademas de a=0. Aunque un término lineal de la forma —HM, podria satisfacer

estos requisitos también. Tendremos entonces:
O(T,H; M) = Do(T,H) — HM + A(T,H)M® + C(T,H)M*
que constituye la base de la teoria de Landau. De aqui se obtienen, para H=H.=0:

(9D/OM)ry= 2AM +4CM* =0
(@*DIOMP)ry = 2A + 12CMP > 0.

con soluciones:

1
o

M=0; PDIOM? = 2A = A > 0.

M = +(-A/i2C)"?; FIOM? = -4A = A< 0.
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adecuadas para T>T.y T<T,, respectivamente. A T=T,, punto critico, resulta un minimo chato
(62<D/6M2=0) del potencial, donde coalescen las dos soluciones de bajas temperaturas y debe

ser A=0. En ese punto el equilibrio requiere:

(3°®/1OMP)ry = 24CM = 0, que se satisface pues M =0y
(@' /oMYy =24C>0= C > 0.

Por lo tanto una expresiéon como
A=a(T-T,)/T.=ab

con a=cte. asegurara las condiciones anteriores. Por su parte, el requerimiento de C > 0 puede
extenderse a las temperaturas cercanas a T.. De hecho, asumiremos que C no depende de la

temperatura. Tenemos entonces:
® = ®, - HM + a.6M* + CM*

con a y C constantes positivas.

Veamos qué exponentes criticos resultan en esta teoria.

Para H=H =0
M= +(-A/2C)"? = +(a/2C)"?(-0)"* =

esdecirf =%

a, a
La entropia puede hallarse como -9®/0T para los valores de M de equilibrio. La

dependencia explicita de M con T puede ignorarse al derivar, ya que ya o®/oM = 0.
Luego podemos hallar Cy, derivando una vez mas.

= -(0D/AT )y = - (6P/OT) - (GAIGT)M? = S, — (alTo)M?
i) para 6>0; M =0
S=5,
Cy =T(38/0T)y = Chp
ii) para 8<0; M = -a6/2C
S =S, + (a%6/2CT,)
Cy = T(8S/0T)y = Cyo + (a°T/2CT%) — Cyo + (a%/2CTy)
Vemos asi que Cy presenta una discontinuidad finita (aZ/ZCTC) por lo que asignamos:

a=a =0
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5

Para hallar los exponentes d, y y Y~ es necesario explicitar la dependencia de H con M
(ecuacion de estado). Como

(BD/OM)ry = - H + 2a6M +4CM* =0

H=2a6M + 4CM’

Para la isoterma critica (6 =0)

H=4CM°

y entonces & = 3.

,

Y: Y
La inversa de la susceptibilidad a H=H =0 sera:

1/xr = (6H/OM)r = 220 + 12C M?
i) para 8>0; M =0
1xr=2a8 =vy=1
ii) para 8<0; M” = -a6/2C
1xr=-4a0 =y =1
Asi podemos ver que la teoria de Landau, basada en criterios generales sobre la simetria de

las soluciones en torno al punto critico, predice el mismo conjunto de valores clasicos de los

exponentes criticos.
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CAPITULO 11

Hipétesis de escala

En este capitulo confrontaremos las predicciones sobre el comportamiento critico obtenidas
en el capitulo anterior con los resultados experimentales, comprobando diferencias
cuantitativas sistematicas. Para subsanar estas discrepancias formularemos un postulado
adicional sobre la homogeneidad de las funciones termodinamicas en la vecindad del punto

critico.

Valores experimentales de los exponentes criticos

Hemos visto cdmo en las teorias clasicas (campo medio) resultan exponentes criticos
similares para sistemas tan diversos como un fluido que condensa o un paramagneto que se
ordena magnéticamente. Incluso, una teoria general como la de Landau predice los mismos
exponentes criticos. Estos valores, sin embargo, no estan de acuerdo con los observados
experimentalmente.

La determinacién experimental de exponentes criticos es en general dificultosa ya que requiere
estabilizar al sistema en estados de equilibrio, de temperatura definida, en condiciones en que
las funciones respuesta del mismo divergen y se producen grandes fluctuaciones en las
magnitudes macroscoépicas. Aun asi, a partir de los afios 50 se fueron reportando valores
precisos, obtenidos en muy diversos sistemas, que mostraban un apartamiento sistematico de
los predichos y, a su vez, una coincidencia entre ellos: universalidad. Por ejemplo, para el
exponente 3 del parametro de orden, en la condensaciéon de diversos fluidos (Guggenheim,
1945), en el ordenamiento antiferromagnético del MnF, (Heller y Benedek, 1962) y en la
separacion de fases de la mezcla binaria liquida CCIl4+C;F4 (Thomson y Rice, 1964), se
determinaron valores cercanos a 1/3 en todos los casos (ver Tabla15.1). En lo que sigue
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intentaremos comprender las razones de esta discrepancia entre teoria y experimento y
formular las hipétesis adecuadas para corregirla.

Un aporte importante en este sentido surge de calculos basados en modelos que describen
las interacciones, no a través de un campo medio, sino a partir de la interaccion entre pares de
primeros vecinos (modelo generalizado de Heisemberg y derivados). El hamiltoniano del
modelo puede escribirse como:

H® = -J.Z<ij>Si(D).SJ(D)

donde los espines S,®) son vectores unitarios de dimension D y —J es la energia de un par de
espines paralelos <ij>, vecinos proximos localizados en los sitios i y j de la red. Existe
numerosa bibliografia sobre este tema, propio de la mecanica estadistica, a la cual el lector
puede remitirse. Aqui nos limitaremos a mencionar algunos de los principales logros de estas

teorias.

Tabla 15.1: Exponentes criticos

Valores a,a B Y;Y <]
clasicos 0 V2 1 3
experimentales 0-0.2 0.3-04 1 4-5
modelos nn 0 1/3 4/3 5

En primer término, como se aprecia en la tabla, las predicciones de este modelo para los
sistemas considerados coinciden con la evidencia experimental. Por otra parte, modelos
derivados, donde puede variarse la dimensionalidad n del parametro de orden (escalar, vector
en 2 o 3 dimensiones) y la dimension d del sistema, muestran la existencia de grupos de
fenémenos con un mismo conjunto de exponentes criticos: clases de universalidad, lo cual se
verifica experimentalmente. A continuaciéon presentamos estas clases con los modelos y

sistemas asociados en una tabla adaptada de Kenneth Wilson.
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Tabla 15.2: Clases de universalidad

clase modelo tedrico sistema fisico parametro de orden
d n
2 1 Ising en 2d peliculas adsorbidas densidad superficial
2 2 XY en 2d peliculas de Helio-4 amplitud de fase superfluida
2 3 Heisemberg en 2d magnetizacion
3 0 camino al azar sin conformacion de densidad de finales de cadena
intersecciones polimeros cadena larga
3 1 Ising en 3d ferroiman uniaxial magnetizacion
3 1 “ fluido diferencia de densidad
3 1 ¢ mezcla binaria diferencia de concentracion
3 1 aleacion orden de largo alcance
3 2 XY en 3d ferroiman plano magnetizacion
3 2 “ Helio-4
3 3 Heisemberg en 3d ferroiman isétropo magnetizacion
4 32 cromodinamica cuantica quarks ligados

Relaciones termodinamicas entre exponentes criticos

Al avanzar la investigacion sobre exponentes criticos se comprobd que satisfacian una serie

de relaciones entre ellos. La primera y mas conocida es la desigualdad de Rushbrooke (1963)

que puede probarse mediante argumentos termodindmicos a partir de los criterios de

estabilidad.

En un sistema magnético se cumple, como vimos:

Ch = C,, + TI(OMIET)]*/x
y como debe ser CM = 0, entonces

Ch = T[(OMIAT)) I

En condiciones criticas: H=0y T—T., puede escribirse:

Cri~ (-6 (OMIBT)y ~ (-0)""; xr ~ (-6)"

y entonces:

A(-8)% = BT, [(-8)**?™](1+8).
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Teniendo en cuenta la definicidn rigurosa de exponente critico, esta desigualdad implica:

a’+2B+y 22

que es la desigualdad de Rushbrooke. Sorprendentemente, ésta parece verificarse como una
igualdad, tanto para los valores experimentales de los exponentes criticos como para aquellos
obtenidos con teorias de campo medio o las mas exitosas de primeros vecinos.

Griffiths (1965) pudo demostrar varias desigualdades mas, entre ellas,

a’+B(1+3) 2 2,

basado en la convexidad de la energia libre y

Y 2B -1).

suponiendo que la curva de magnetizaciéon M(H) debe ser céncava (susceptibilidad decreciente
con H).

Todas estas desigualdades parecen verificarse también como igualdades. De hecho, esta
ultima, previamente conjeturada por Widom (1964) como igualdad, podria deducirse a partir de
las dos anteriores, tomadas como igualdades. Por otro lado, parecen ser iguales los

exponentes primados y no primados, es decir:

a=a’; y=y_.

Es interesante notar que, de satisfacerse estas relaciones como igualdades, el conjunto de
6 exponentes criticos, para cada clase de universalidad, quedaria reducido a 2 exponentes

independientes. Podriamos escribir, por ejemplo:

a=a" =2-p(d+1)
y =y =B(5-1).

conocidas como relaciones de escala de los exponentes criticos.

El rol de las fluctuaciones

Antes de formular la hipotesis de escala, es conveniente razonar sobre el estado fisico en
que se encuentra un sistema en la vecindad del punto critico. Nos preguntamos porqué falla en
esta situacion la termodinamica clasica, encarnada en la teoria general de Landau o en teorias
especificas de campo medio. La razén parece estar en el hecho de que un sistema, cerca del

punto critico, se encuentra dominado por las fluctuaciones termodinamicas.
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Por ejemplo en un fluido, la compresibilidad diverge, dando lugar a grandes cambios locales
en la densidad, que demoran en recuperarse. Podemos imaginar al sistema atravesado por
variaciones continuas de la densidad, desde valores propios del liquido hasta valores tipicos
del gas, reflejando la inminencia de la transicion de fase. Esta situacion se manifiesta
claramente en el fendmeno de opalescencia critica. Un tubo conteniendo un fluido (CO,) a v, al
disminuir su temperatura justo por debajo de T, dispersa la luz de cualquier longitud de onda y
se vuelve opalescente, como consecuencia de las variaciones en el indice de refraccion
asociadas a las fluctuaciones en la densidad.

Estas fluctuaciones termodinamicas, de todo tamafo, dominan entonces el comportamiento
del sistema. Las teorias de campo medio ignoran por completo la presencia de fluctuaciones,
asumiendo un caracte uniforme para el sistema y describiendo la interaccién entre particulas
como un efecto promedio. De modo que no es sorprendente que estos modelos fallen al
describir los estados cercanos al punto critico. Mas aun, podriamos preguntarnos si la
termodinamica, tal como la hemos formulado, es capaz de describir correctamente tales
estados. Nuestro postulado Il identifica el estado de equilibrio como el de maxima entropia. En
rigor, el valor de equilibrio observado de una dada propiedad corresponde a un valor promedio
segun probabilidades que estudia la mecanica estadistica. Como la funcién de distribucién es
muy aguda el promedio coincide aproximadamente con el valor mas probable. Este ultimo es
mas facil de calcular pues es el que maximiza la probabilidad exp[S/k] y por tanto maximiza S.
Nuestro postulado identifica incorrectamente el valor mas probable con el valor de equilibrio o
promedio. En un sistema dominado por fluctuaciones esto no sera necesariamente cierto ya
que la distribucidn se vuelve ancha y asimétrica y es de esperar que nuestras predicciones

fallen, al menos cuantitativamente.

Hipotesis de escala

Para subsanar las discrepancias observadas postularemos propiedades adicionales para los
potenciales termodinamicos (Widom, 1965). Suponemos que cerca del punto critico la energia
libre de Gibbs consiste de una parte regular G, y otra singular G que describe la fisica relevante

para la transicion de fase. La hipétesis de escala estatica consiste en suponer que

La parte singular de la energia libre de Gibbs es una funcion homogénea generalizada de sus

variables intensivas.
Es decir, para un sistema magnético:

G(2%0,A°H) = LG(6,H)
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con 6 = (T-T,)/T.. Los exponentes a y b se denominan parametros de escala. Es importante
notar que la hipétesis no especifica el valor de estos parametros, los que podran expresarse,
como veremos, en término de los exponentes criticos del sistema.

Derivando respecto de H obtenemos para M:

A°M (A?0,1°H) = AM (8,H)

o bien

M(*8, u”H) = uM(8,H)

es decir que M (su parte singular) es también una funcion homogénea generalizada con
parametros de escala: a'=a/(1-b) y b’=b/(1-b). De hecho, la parte singular de cualquier derivada
de G o de cualquiera de sus transformadas de Legendre, sera también funcion homogénea
generalizada de sus variables intensivas.

Veamos ahora como expresar los exponentes criticos del sistema en términos de los

parametros a 'y b.

B

Para H=H,=0 y 6—0
A°"M(36,0) = L. M(8,0)

= M(6,0) = 2> M(1%8,0)
eligiendo A = (-6)™"?
M(8,0) = (-6)"*M(-1,0) ~ (-6)°
con lo que B = (1-b)/a

5
Para 6=0 y H—0
A°M(0,2°H) = AM(0,H)
= M(0,H) = A”"M(0,1.°H)
eligiendo » = H™
M(0,H) = H™®"M(0,1) ~ H'™®
con lo que & = b/(1-b)

Y
Derivando G dos veces respecto de M, para H=H.=0 y 80

2*x7(1%6,0) = Ax7(8,0)
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eligiendo A = |6
xr(6,0) = |0 ®oyr(+1,0) ~ 0|
conloquey=vy =(2b-1)a

a
Derivando G dos veces respecto de 6, para H=H,=0 y 6—0
222C4(2%0,0) = 1.Cy(6,0)

eligiendo A = |6

Cu(6,0) = 6] Cy(+1,0)~ [0

conloquea=a" = (2a-1)/a

Entonces M satisface la relacion de homogeneidad generalizada:
M(u'"®, u’H) = uM(8,H)
Ademas podemos identificar:

b = 5/(5+1)
a=1/B(3+1)

con lo que la hipétesis de partida puede reescribirse:

G(1"P®* 27" DH) = 1.G(6,H)

Ahora que hemos expresado todo los exponentes criticos en términos de los parametros de

escala, es facil verificar, que las desigualdades termodinamicas (Rushbrooke y Giriffiths) se

satisfacen como igualdades, en el marco de esta hipétesis. Por ejemplo:

o' +2B+y’ = (2a-1)/a + 2(1-b)/a + (2b-1)/a = 2a/a = 2

Ecuacion de estado reducida

A partir de la hipotesis de escala podemos deducir la forma de la ecuacién de estado para

M(8,H) cerca del punto critico. Partiendo de la relacién de homogeneidad:

uM(@,H) = M(u""8, 1u°H)

si elegimos p = le|*®
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M(e,H) [81° = Me/[e],H8]™)
Definiendo magnitudes escaleadas:

m=M/e[? h=H/[8]®

resulta una ecuacién de estado universal para la variacién de M con H, convenientemente
escaleados, a diferentes T.

m = m(+1,h) = m.(h).

Esta dependencia describe una curva, donde coalescen medidas de la relacion M vs H a

-1/5

distintas temperaturas (Stanley, 1999). Alternativamente eligiendo un = H ™ puede analizarse la

relacion de M con T para diferentes valores de H:
M(8,H)H" = M(6/H"®®, 1)

Definiendo magnitudes escaleadas:

m’ = MH™ t=0/H"®

resulta una ecuacioén de estado universal:
m”=m’(t)
que también se verifica notablemente mostrando la coincidencia de curvas M vs T, de distintos

sistemas magnéticos para diferente valores de H (Stanley, 1999).
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CAPITULO 12

Sistemas superconductores

En este capitulo aplicaremos nuestro formalismo a sistemas superconductores, limitandonos
a describir sus propiedades macroscépicas y a analizar las caracteristicas de la transicién de

fase involucrada.

Fenomenologia de la superconductividad

Numerosos metales, aleaciones y compuestos pasan, al bajar la temperatura, a un estado
cuyo propiedad méas espectacular, descubierta en 1911 por Kamerlingh Onnes, es la
superconductividad, es decir la ausencia de resistencia eléctrica (p=0) al pasaje de una
corriente continua. Cuando estudiaba la resistencia del mercurio a muy bajas temperaturas,
encontré que ésta caia a valores casi nulos por debajo de 4.2K.

En general esperamos que la resistividad eléctrica de un metal disminuya con la
temperatura como resultado de la reduccion en las vibraciones de red (fonones), tendiendo a
0K, a un valor finito de resistividad residual originado en la presencia de impurezas y otros
defectos estaticos. Sin embargo los materiales superconductores, a una cierta temperatura
critica T., sufren una transicion abrupta a un estado de resistividad nula. Los valores
observados de T, a partir del descubrimiento de la superconductividad han alcanzado valores
cada vez mas altos, por encima de 150K, ampliando las posibilidades concretas de aplicacion
de este fendmeno.

Una vez establecida una corriente en un anillo superconductor, ésta podria entonces
persistir indefinidamente: conductor perfecto (0=w). No obstante, no es la ausencia de
resistencia eléctrica la propiedad fundamental de los superconductores. Son las propiedades
magnéticas las que sufren los cambios mas profundos en la transicién. El campo magnético no
penetra nunca en un superconductor; luego B=0 en su interior: diamagnetismo perfecto. Si

enfriamos un superconductor en presencia de un campo aplicado, en el momento de la
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transicion las lineas son expulsadas. Propiedad descubierta por Meissner y Ochsenfeld en
1933 y que hoy se conoce como efecto Meissner.

Este efecto permite distinguir entre un diamagneto perfecto y un conductor perfecto,
mostrando que la propiedad fundamental de un superconductor es la primera. En ambos casos,
si enfriamos el cuerpo por debajo de T. y luego aplicamos un campo externo sus lineas no
penetraran en el cuerpo. Si primero aplicamos el campo y luego enfriamos, las lineas seran
expulsadas, en el primer caso, conduciendo al mismo estado final. En cambio, en el segundo
caso, no habra expulsién pues:

(oB/ot) = - c.rot E y E=jlo
y si 0—m, rotE — 0 y B permanece constante.

En rigor B=0 no se cumple en una delgada capa superficial del cuerpo cuyo espesor se
denomina longitud de penetraciéon A, 10-100nm. Por otro lado la expulsion es completa soélo en
superconductores puros del tipo I. El campo puede penetrar parcialmente formando tubos de
flujo cuantificado en los de tipo II.

El analisis microscopico de la superconductividad requiere de un tratamiento cuantico. En
primer lugar se ha comprobado que los portadores de carga no son electrones simples como
en el estado normal, sino pares de electrones de espines opuestos, acoplados para formar los
llamados pares de Cooper, de espin nulo. El acoplamiento entre ambos se da a través de las
vibraciones de la red (fonones), mediante una interaccion electron-fonon-electrén que es la
base de la teoria BCS (por sus autores J. Bardeen, L.N. Cooper y J.R. Schriefer) cuyo

tratamiento excede el marco de este curso.

Corriente y campo criticos

Consideremos la superficie limite de un medio superconductor. En la frontera entre dos
medios la componente normal del campo de induccién magnética B,, debe ser continua pues
divB = 0. En este caso B,™ = B,™ = 0, es decir que el campo exterior serd tangente a la
superficie del cuerpo: las lineas de fuerza envuelven al superconductor.

Por otra parte, rotB = 0 implica que la densidad media de corriente en el superconductor es
nula, es decir que las corrientes macroscopicas volumétricas son imposibles en él; toda
corriente sera superficial. La densidad de corriente g[A/m] puede calcularse a partir de la

discontinuidad en B, en la superficie de separacion entre el cuerpo y el exterior:
g = (¢/411) NA[Bgy - Bin] = (c/41T) nAH

donde H es el campo en el exterior suponiendo p=1.

Esta corriente superficial tiene un efecto de apantallamiento y es la responsable de que el
campo en el interior se anule. Puesto el superconductor en presencia de un campo H, se
establece g superficial de modo de anular B en su interior. Cuando el campo aplicado es
suficientemente grande puede destruir la superconductividad. Para H>H_ el campo penetra en
el cuerpo y éste se vuelve normal. A T=T. cualquier campo finito destruye Ila
superconductividad, H.=0, y para T<T. cuanto menor sea la temperatura mayor sera el campo
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critico. Experimentalmente se ha determinado para la mayoria de los superconductores, la
siguiente dependencia, mostrada en la figura 12.1:
He(T) = Ho[1-(T/Tc)’)
con H, = He(0).

Esta curva de campos y temperaturas criticos interdependientes, determina en el plano
(H,T) las regiones en las que el cuerpo es superconductor o normal, pudiendo coexistir ambos
estados sobre la misma. Notemos que la existencia de un campo critico determina también una

corriente critica, maxima que puede circular sin destruir la superconductividad: g. = cH/4r.

normal

superconductor

Figura 12.1

Propiedades magnéticas

Si bien en el interior del superconductor no tiene sentido definir M y H, podemos
introducirlos de una manera formal (B=H+41M), para calcular el momento magnético total M =
VM que conserva su sentido fisico habitual. Dado que B=0, resulta:

M = -VH/4
como si el cuerpo, en el estado superconductor respondiera con una susceptibilidad x=-1/41r.
En tanto, en el estado normal podemos asumir x=0 y entonces B=H (ver figura 12.2).

En consecuencia, podemos hacer nuestra descripcion termodinamica considerando al

cuerpo superconductor como un diamagneto uniforme que en presencia de un campo externo

91



H desarrolla un momento magnético -VH/41r. La curva H.(T) en el plano (H,T) lo dividira en dos
regiones donde existen las fases superconductora y normal, respectivamente. La propia curva
H.(T) sera la curva de equilibrio o coexistencia de fases. En la figura 12.3 se muestran los

diagramas B vs H en esta descripcion.

HC
H
o
normal
B=H
M=0
superconductor
B=0
M=-H/4r
T
TC
Figura 12.2
B
0K
T<T_
T, H
HD
Figura 12.3
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Energia de condensacion

Vamos a formular un modelo macroscopico del estado superconductor, basado en su
respuesta magnética, con el cual podremos predecir algunas de sus propiedades mas
importantes. Consideremos un cuerpo superconductor de forma cilindrica en presencia de un
campo longitudinal H. En el estado superconductor tendra una energia magnética

suplementaria con respecto al estado normal dada por:
-[H.dM = (v/4m)[HdH = VHZ/8.

Hemos supuesto que en el estado normal la energia no cambia por aplicacion de un campo
magnético, es decir despreciamos el para o diamagnetismo que pudiera tener el cuerpo; u=1.
Es por esta energia adicional que al aumentar el campo el estado superconductor podra
resultar menos favorable que el normal al superar H..

Para T<T,, el cuerpo puede ser , normal (n) o superconductor (s), segun el valor de H.

Podemos escribir su energia libre de Helmholtz, en cada caso

F(T.V) = Fro(T.V)
Fo(T,V) = Foo(T,V) + VH?/8T

donde el subindice (0) indica el valor en ausencia de campo. Derivando obtenemos
P(T,V) = <(0F/aV)r = Po(T,V) - HY/8™r

que es la presidn que actua sobre el superconductor. Podemos obtener entonces la energia
libre de Gibbs’

Gs(T,P) = F(T,V) + PV = F o, + VHY/8T + (P,-H*/8T)V
G(T,P) = Fo o + PV = G o(T,P+H?/8TT)
pues P, = P+H?/81r.

Es decir que la energia libre de Gibbs del superconductor en presencia de un campo H es la
misma que en ausencia de campo pero a una presion superior en H?/81r. Lo mismo ocurrira con
la entropia y el volumen que seran entonces menores. Esto Ultimo es consistente con la idea
de una contraccion de volumen producida por las corrientes superficiales. En efecto, derivando

el potencial de Gibbs:

So(T,P) = S o(T,P+H%81r)
Vo(T,P) = V, o(T,P+H/8Tr)

' Esta es la energia libre de Gibbs convencional, funcion de T y P y no la que usamos en sistemas magnéticos, que era
funciébn de Ty H.
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A su vez, para el estado normal, la presencia del campo no produce ningun cambio y

podemos escribir:
Gn(T,P) = Go(T,P)

Finalmente, para T y P dados, si H=H., debe cumplirse G;=G, pues ambas fases coexisten, es

decir:
G o(T,P+H./8TT) = G,,o(T,P)

Esta es una ecuacion termodinamica exacta. En general, el término Hc2/8'IT es solo una
pequefia correccion a la presion, de modo que podemos desarrollar en serie y escribir la

expresion aproximada:
G o(T,P) + (Ho/8TT). Vs o(T,P) = GuoT,P)

Es decir que en ausencia de campo, el potencial por unidad de volumen en el estado
superconductor es menor en H02/81T que en el estado normal.

Esta ganancia de energia, al pasar del estado normal al superconductor, se denomina
energia de condensaciéon. Al aplicar un campo H al superconductor, esta energia ira

aumentando en H%/81 hasta que para H=H., G=G,.

Algunas propiedades

Sobre la curva de coexistencia G;=G,, es decir:

Gs(T,P) = Goo(T,P+H,/8TT) = G(T,P)
Derivando respecto de T, a P=cte
=S o T,P+HZ/8TT) + Vg o(T,P+H,2/8TT).d(H./8T)/dT = -S,(T,P)

entonces:
S(T,P) - So(T,P) = - (1/8T)V(T,P).dH/dT
Con lo que se obtiene una expresion para la discontinuidad en la entropl’a8 :

Sp - S¢ = - (VsHc/41).dH/dT.

Recordando la forma de la curva H,(T), vemos que dH./dT<0 en todo el rango 0-T., de modo

que S,<S;: el estado superconductor es mas ordenado. En particular:

8 Es interesante notar que esta ecuacién es analoga a la ecuacién de Clausius & Clapeyron para la curva de equilibrio
en las variable T y H, involucrando las discontinuidades en S y M, propias de una transicion de fase de primer orden.
En efecto: AM = My-M; = VH/4m
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a T=0, como dH_//dT=0, S,, = S en acuerdo con el Postulado Il
a T=T,, como H.=0, S, = S, desapareciendo la discontinuidad.
Es decir que entre 0 y T, habra calor latente y la transicion sera de primer orden. En tanto que a
T=T,, desaparecen las discontinuidades y la transiciéon de fase sera continua.

Volviendo a derivar respecto de T, a P=cte, sobre la curva de coexistencia, podremos
obtener la diferencia de calores especificos entre ambas fases. La diferencia S,(T,P) - Ss(T,P)

puede escribirse:
Sn(T,P) - Seo(T,P+H/8TT) = -V o(T,P+H.2/8Tr).d(H2/8T)/dT
y derivando:

[0SH(T,P)/aT]p — [6Ss(T,P)/oT]p — [6Ss(T,P)/oPlr.d(H.2/8)/dT =

= -[0V(T,P)/oT]e.d(H/8T)/AT — [0Vs(T,P)/oP]r.[d(H/8TT)/AT]* = Vo(T,P).d*(H.2/81r)/dT?.
Usando la relacion de Maxwell (6S/0P)r = -(6V/dT)p
(8Sn/8T)p - (8S/0T)p = — Vs.d*(HZ/8TT)/AT? — 2(8V/aT)p.d(HA/8T)/AT — (8V/oP).[d(H/8T)/d T

En general, las derivadas oV¢/0T y dV¢/OP pueden despreciarse, ademas a T=0 y T=T, sus

coeficientes se anulan. Entonces:

(8S/0T)p - (8S/0T)p = — Vs.d*(H2/8T)/dT?

o bien:

Cps—Cpn = (TVSAT).[(dH/dT)*+ H(d*He/dT?)).

El primer término es positivo y el segundo negativo, en el intervalo 0 — T..

Para T=T.. H.=0 y resulta la expresién debida a Rutgers (1934):
Cps—Cpn = (TVy/4T)(dH/dT )7

Habra entonces una discontinuidad finita en la capacidad calorifica como corresponde a una
transicion estrictamente de segundo orden.
A T=T, la diferencia se achica y pasa a ser negativa pues prevalece el segundo término.

De manera analoga pueden estudiarse los efectos ligados al volumen. Derivando respecto

de P la expresién exacta para la energia de Gibbs:
V, - Vg = (VH/4TT).dH/dP.

A T=T., H,=0 y entonces V, = V;, desapareciendo la discontinuidad en el volumen, pero con
una discontinuidad finita en la compresibilidad.
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CAPITULO 13

Sistemas binarios

En este capitulo examinaremos detalladamente las propiedades asociadas a la composicion

de los sistemas, analizando el caso mas sencillo de un sistema con dos clases de particulas.

Sistemas con dos clases de particulas

Nos interesa estudiar estas mezclas binarias en particular porque pueden presentar
diversas transiciones de fase ligadas a su composiciéon. Consideremos un sistema compuesto
por No moles de la especie A y Ng moles de la especie B tal que en la representacion
energética sus variables independientes seradn S,V,Na,Ng Yy en la representacion de Gibbs, que
usaremos, T,P,Na,Ng. En particular tendremos como variables intensivas conjugadas de los
numeros de moles, los potenciales quimicos:
ua= (0G/ONpA)TpNe Y He= (OG/ONB)T P NA
y una relacion de Maxwell entre ellas:

(Opia /ONg)NA = B°GIONAONE = (Outg /ONA)NE

De acuerdo a lo visto, la estabilidad intrinseca de un tal sistema queda asegurada por tres

criterios:
(8T/88)V,NA,NB >0 - Cv> 0,
-(0P/oV)r nane > 0 - k>0

(Opa/ONA)T p g = 0°GIONA > 0.
La ecuacion fundamental puede escribirse:

G= G(T,P,NA,NB) = Ng(T,P,XA,XB) = Ng(T,P,X),

97



con N = Np+Ng y donde llamamos x = xg = Ng/N y consecuentemente x5 = Na/N = 1-x. Es
habitual nombrar esta mezcla como A;,By. De ahora en adelante nos interesaremos
principalmente por la dependencia con la composicién, analizando las propiedades de g como

funcion de x, suponiendo constantes T,P y N.

Propiedades de g(T,P,x)°
Usando la ecuacion de Euler resulta:

G=U-TS+PV= MANA+HBNB
9(x) = (1-x)pa(X)+xps(X)

y de la ecuacion de Gibbs-Duhem:
-SdT+VdP+Nadua+Ngdpg =0
obtenemos para T y P constantes:
(1-x)dpa + xdug =0

Derivando g(x) a T,P,N constantes
0g/ox = -pa(X) + (1-X)Oua/ox + pg(x) + XOup/ox
y teniendo en cuenta la anterior:
0g/ox = pg(x) - pa(X).

Esta diferencia seria entonces la variable intensiva conjugada de x en la representaciéon de

Gibbs. De las expresiones para g y su derivada obtenemos los potenciales quimicos:

ua(x) = g - x.6g/ox
us(x) = g + (1-x).0g/0x

En lo sucesivo omitiremos la dependencia con T y P, a menos que sea necesario explicitarla.
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8,0 Hg (x)

Ha ()

Figura 13.1

relaciones ilustradas en la figura 1. Alli puede verse que la tangente a g(x) en cualquier punto x
corta a los ejes (x=0) y (x=1) en los valores pa(x) y pus(x) respectivamente.

Derivando, a su vez, los potenciales quimicos, obtenemos:

Oualox = —x.agzlax2 = -X.Oxx
Ouglox = (1-X).09°16x° = (1-X).Gxx,

que como veremos tienen un signo definido.
En efecto, podemos analizar como se traduce el nuevo criterio de estabilidad en g(x),
usando las relaciones anteriores y teniendo en cuenta que en el cambio de variables de (Na,Ng)

a (N,x) tendremos:
(OxIONa)Ng = -XIN y  (0x/ONg)na = (1-X)/N
Entonces:

(6°GIONA )Ng = (Oua/ONAINg = (Oua/OX)(@X/ENA)NE = X2ge/N > 0

de donde:
0 >0

Es decir que g(x) debe tener curvatura definida (céncava hacia arriba) como requisito de
estabilidad para la mezcla de composicion x. Vemos entonces que el grafico de la figura 1
corresponde a una situacion en que la mezcla homogénea es estable para todas las

composiciones 0<x<1. Es el caso de las mezclas gaseosas (homogéneas en todo el rango de
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composiciones) y de la mayoria de las mezclas liquidas, salvo algunos caso de inmiscibilidad.
De todos modos, durante la condensacion, transicion gas liquido, de una mezcla puede tener
lugar una separacion de fases, como resultado de la competencia entre ambas fases
homogéneas. Por su parte, en mezclas solidas es habitual tener una solubilidad limitada, de A
en B y de B en A, produciéndose la separacion en dos fases que ademas de diferir en

composicion pueden diferir en estructura cristalina.

Separacion de fases

Imaginemos una situacién en la que g(x) tenga dos minimos con un maximo entre ellos,
determinando una regién de inestabilidad (g,x < 0) entre x®y xP (figura 13.2). Recordando
nuestro andlisis del capitulo 8, sobre las inestabilidades en las curvas u(s), concluimos que en
estas condiciones al sistema le conviene separarse en dos fases de distinta composicion
coexistiendo en equilibrio, es decir, con iguales valores de T, P y de los potenciales quimicos
Ha'Y Us.

La separacion de fases es termodinamicamente favorable toda vez que para una dada
composicién x puedan encontrarse estados adyacentes, de composicion entre 0 y x y entre x y
1 respectivamente, cuya combinacién en proporciones adecuadas resulte en una energia libre
menor (estabilidad global). Ello ocurre para todos los sistemas de composiciéon comprendida
entre x° yxB, valores determinados por la tangente comun, que se separaran en dos fases de
composiciones x° y x*, en proporciones que enseguida determinaremos. En virtud de las
expresiones para los potenciales quimicos y de su interpretacion grafica esta construccion de la

tangente comun asegura ademas la igualdad de los mismos entre las fases coexistentes:

HA(X?) = 1a(x) Y na(x”) = pa(x’).
Notemos que las fases en que se separa el sistema difieren en su composicion,

determinando un salto Ax= x"-x® entre ellas. Esta discontinidad, tipica de una transicion de fase

de primer orden, juega aqui el mismo papel que As y Av en las transiciones ya discutidas.

100



8,<0

Hg” :HBB

W% =pyP
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Figura 13.2

Hallemos ahora la fraccion de moles (o de atomos) de cualquier clase (A o B) en cada fase,

cy cP=1-c° para una mezcla de composicion x:

B B

x = cOx%+cPxP = % +xP-c

de donde surgen las fracciones:

c® = (x*-x)/(x*-x%) en la fase de composicion x° (fase a)
=1t

= (x-x")/(x*-x") en la fase de composicion x® (fase ).

Relaciones que constituyen la llamada regla de la palanca. Como aplicacion se puede verificar
que con estos valores resulta c®.g(x") + cB.g(xB) < g(x) para cualquier composicion en el
intervalo x“<x<x".

A su vez en los intervalos 0<x<x® y <xP<x<1 la mezcla sera homogénea presentdndose
como fase a o fase B, respectivamente. Resulta asi dividido el espacio de composiciones en
tres regiones con estados de equilibrio homogéneos en dos de ellas y heterogénos en la
restante (figura 13.3 arriba). En general, la forma detallada de g(x) ira variando con T y P,
supuestos constantes hasta ahora, determinando una dependencia de los limites de dichas
regiones con las variables T y P. Esta suele ilustrarse en diagramas de fase bidimensionales en
los planos (T,x) o (P,x) que muestran mediante curvas T(x) a P=cte o P(x) a T=cte los limites

entre las regiones de 1y 2 fases (figura 13.3 abajo).
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Figura 13.3

Este analisis puede extenderse a situaciones donde en lugar de tener una curva g(x) con
zonas de inestabilidad, simplemente tengamos dos fases homogéneas posibles g°(x) y gB(x)
compitiendo en estabilidad. La tangente comun (envolvente inferior) determinara las
composiciones x“ y xP que dividen el espacio de la forma mencionada.

De esta manera pueden entenderse facilmente los diagramas de fase de mezclas binarias
con regiones en forma de cigarro para la coexistencia de fases gaseosa y liquida, donde

gas

compiten las respectivas energias libres g (x) y g”q(x). Al enfriar una mezcla gaseosa, el

primer condensado (fase liquida) tendra en general una composicién diferente a la composicion
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global del sistema, alterando también la composicién de la fase gaseosa remanente y dando
lugar a un Ax = X - Xgas €ntre las fases coexistentes. Asimismo, puede describirse asi el caso
de mezclas solidas con solubilidad limitada de B en A (fase a) y de A en B (fase 8). En la zona
de composiciones intermedias, entre los respectivos limites de solubilidad, el sistema se
separara en dos fases que coexisten en equilibrio.

Recordemos que segun la regla de las fases de Gibbs el numero de fases que pueden
coexistir en equilibrio es como maximo r+2, es decir 4 en este caso. Esta regla también puede
expresarse en términos del nimero de grados de libertad v (nUmero de variables intensivas
que pueden variarse libremente) que resulta v = 4-¢ = 0 en el caso presente (r=2). Si se
representaran las fase de equilibrio en un sistema de coordenadas T,P,ua (0 ug), €l equilibrio
entre dos fases quedaria determinado por una superficie (T,P y pa deben ser los mismos en
ambas fases). La coexistencia de tres fases se dara sobre lineas triples que resultan de la
interseccion de dos de tales superficies. Analogamente la coexistencia de cuatro fases se dara

en puntos cuadruples que resultan de la interseccion de dos de tales lineas.

Soluciodn ideal

Analicemos ahora algunos modelos simples capaces de describir adecuadamente los
comportamientos observados: solucién ideal y solucion regular.

Una mezcla o solucién de varios componentes se denomina ideal si el mezclarlos no
produce efectos energéticos, solo entropicos. El caso mas simple es el de una mezcla de
gases ideales, es decir una mezcla de particulas no interactuantes (ver Anexo). En casos mas
realistas, puede admitirse que haya interaccion entre las particulas pero que ésta no resulte
afectada por la mezcla. En cualquier caso, el potencial quimico de cada componente k resulta:
we = w(T,P) + RT.In(x,), donde w’(T,P) es el potencial quimico de la sustancia k pura y el
término adicional da cuenta del efecto de la mezcla.

Para una mezcla binaria A,,B, ideal entonces:

g(T’P’X) = (1-X)HA(TaP’X)-'—XHB(T!P!X)
g(T,P,x) = (1-x)ua’(T,P) + xug’(T,P) + RT[(1-x).In(1-x)+x.In(x)]

Omitiendo las variables T y P, podemos escribir g(x) = g°(x) + g"(x), donde

g°(x) = (1-x)pa’+xpg’

representa la parte energética (entalpica) del sistema que corresponde a la suma pesada de

las energias libres molares de sus constituyentes y

g"(x) = RT[(1-x).In(1-x)+x.In(x)] = -T.s™(x)
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describe la reduccion de energia libre por el aumento en la entropia que provoca la mezcla.
s™ = -R[(1-x).In(1-x)+x.In(x)] = -T.s"
Notar que siendo x y (1-x) cantidades inferiores a 1, sus logaritmos son negativos y también
lo sera entonces g™ que toma su valor minimo para x=1/2.
A partir de

Ha(X) = pa’ + RT.In(1-x) y
up(x) = pg” + RT.In(x)

podemos estimar también 6g/ox para la solucién ideal, usando (3):
0g/ox = pg’ - ua’ + RT.In[x/(1-x)]

Se ve que esta derivada diverge en los extremos (—— para x=0 y —+o0 para x=1) mostrando
el rapido aumento de entropia que produce la diluciéon de impurezas en un elemento puro.
Asimismo vemos que en x=1/2, vale estrictamente 6g/ox = ug° - pua°.

Finalmente para la derivada segunda:
8%glox® = RT/x(1-x) > 0

mostrando que la mezcla homogénea es estable para cualquier composicion. Resultado obvio
ya que como sabemos un sistema ideal (sin interacciones entre particulas) no presenta
transiciones de fase.

Sugerencia: graficar g(x) para una mezcla ideal y comprobar que la misma resulta estable

(9xx>0) en todo el rango de composiciones.

Solucioén regular

Introducimos entonces el modelo de solucidon regular que intenta dar cuenta de manera
sencilla de posibles interacciones entre las particulas de distinta clase presentes en la mezcla,

sin alterar el término entrépico. Para ello proponemos:

g(x) = g**7(x) + g"(x) = g°(x) + g"(x) * Ax(1-x)

donde incluimos un término de energia de interaccion proporcional a la probabilidad de
encuentro de particulas de especies diferentes: xaxg = X(1-x) que sera positivo o negativo
segun que la interaccién entre ellas sea repulsiva o atractiva. Tenemos entonces:

9(T,P.x) = (1-x)ua’+xpg’ + RT[(1-x).In(1-x)+x.In(x)] + Ax(1-X).
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Si A<O el nuevo término no hace mas que contribuir a la estabilidad de la mezcla
homogénea sumandose al efecto entropico, ambos negativos, para aumentar la curvatura de g.
En cambio, si A>0, en su competencia con el término entrépico podria dar lugar a la apariciéon
de inestabilidades en la forma de “jorobas” en la curva g(x). En efecto
0glox = us(X) - pa(x) = pe’ - pa’ + RT.IN[X/(1-x)] + A(1-2x)

y entonces:
8%glox® = RT/x(1-x) - 2\ 2 4RT - 2A

A una temperatura dada, 4RT - 2A es el valor minimo que puede tomar g,,, es decir que
para A<2RT, sera g,x > 0, V x y la mezcla homogénea estable. Pero cuando A = 2RT aparece
un intervalo de valores de x, determinado por las raices x™ yx’B de la ecuacion x(1-x) = RT/2A,
dentro del cual g,, < 0, dando lugar a inestabilidades y a las consecuentes transiciones de fase
tal como se discutieron en el punto anterior. Quedan asi determinados, la temperatura critica T
= M2R debajo de la cual puede haber separacion de fases y la curva espinodal g, = 0 dentro
de la cual los estados homogéneos son estrictamente inestables. Esta curva vendra dada por

las raices x"(T) y x’ﬁ(T) de la ecuacion:

X2 -x +T/4AT=0
x = (1/2).[1£N(1-T/T,)]
simétricas respecto de x=1/2.

Asimismo, se pueden obtener para este modelo los potenciales quimicos individuales:
Ha(X) = pa’ + RT.IN(1-X) + AXZ,
e(x) = pg’ + RT.In(x) + A(1-x)°.
Sugerencia: graficar g(x) para una mezcla regular y analizar la aparicién de inestabilidades y la
separacion de fases.

Las composiciones x* y x? de las fases que coexistiran en equilibrio pueden determinarse
teniendo en cuenta que el valor comun de la tangente a la curva g(x) en esos puntos sera la
pendiente de la recta envolvente inferior: pg° - pa°
(69/6X)ap = pg’ - ua’ + RT.IN[X/(1-X)] + A(1-2x) = pg’ - pa’
entonces: RT.In[x/(1-x)] + A(1-2x) =0

o bien: In[x/(1-x)] = 2Tc(2x-1)/T.

Esta ecuacion se satisface trivialmente en x=1/2 donde ambos miembros se anulan y el

estado es inestable ya que g, = 4RT - 2A = 4R(T-T.) < 0. Para T=T,, g« = 0 y la estabilidad
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debe revisarse en ordenes superiores. Este punto, tiene las caracteristicas de un punto critico,
donde desaparece la distincion entre las fases que coexisten, determinando una composicién
critica x,=1/2 que es el valor al que van a tender ambas soluciones x° y xP, y las de la espinodal
x“yx™® cuando T — T..

Esto sugiere definir valores reducidos de la composicion, que miden el apartamiento relativo

de x* y x con respecto a xg:

X = (XX )X = (X-Y2)/V2 = 2x-1.

En términos de ¥, la ecuacién anterior resulta:
In[(1+x)/(1-X)] = 2Tcx/T

ecuacion trascendente que puede reescribirse:
(1+X).exp(-TeX/T) = (1-x).exp(TcX/T)

o bien:

X = tgh(Tex/T).

Esta ecuacién trascendente, similar a la de Curie-Weiss para la magnetizacion, puede
resolverse graficamente. Como sabemos, por debajo de T=T., dara lugar a dos soluciones
simétricas xg = —Xq, distintas de la trivial x=0 (x=x,=1/2). Estas composiciones, o su diferencia,
juegan el papel de parametro de orden para esta transiciéon, con un comportamiento critico

similar al predicho por las teorias clasicas o de campo medio (B=1/2). En efecto, cuando T—>T,,

X —Xc Y podemos aproximar:

X~ (TX/T) = (Tex/T)’/3

X~ =3(T/To)’(1-T,/T) = =30(1+67)
X~ (-30)"”

confirmando el valor mencionado del exponente critico § = %..

106



Aplicaciones del modelo de solucién regular

En las aplicaciones a mezclas reales fluidas, liquidas o gaseosas, suele definirse un
coeficiente de actividad y que expresa el apartamiento del comportamiento ideal. Si en una
mezcla ideal: pg(x) = pg® + RT.In(x),
para el caso real se define:

us(x) = us” + RT.In(a)

con la actividad a = yx.

En el modelo de solucion regular:

ue(x) = pg’ + RT.In(x) + A(1-x)°.

de modo que por comparacion:

RT.In(a/x) = A(1-x)2.

Y asi:

y = a/x= exp[A(1-x)?/RT]

y expresiones andlogas para el componente A.

Podemos considerar dos casos extremos:
i) x—1 (sistema B casi puro)

y—1; a—>x

comportamiento ideal que se describe empiricamente por la ley de Raoult.
ii) x—0 (B muy diluido en A)
y— exp(MRT) = cte (<1 si A>0; >1 si A<0)

comportamiento lineal descripto por la ley empirica de Henry.

En su aplicacién a mezclas sdélidas (solucidon sélida regular), puede relacionarse A con la
energia de interaccidon de pares de particulas distintas, €. En primer lugar debemos tener en
cuenta que en un solido los atomos estan fijos en sitios de un arreglo periddico (red cristalina)
cada uno de ellos rodeado de un numero Z de vecinos mas proximos. Estos podran ser de la
misma especie o no, dando lugar a un cambio en la energia por cada par de dtomos distintos,
que puede expresarse como
€ = €ap-(€antenp)/2,

por comparacioén con la situacién promedio en las sustancias A y B puras.
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Para hallar el cambio total en la energia debemos determinar el numero de pares de vecinos
préoximos distintos, N*®. Considerando un mol de sustancia, el nimero de atomos A sera:
Noxa. Cada uno tendra Z primeros vecinos de los cuales, suponiendo una distribucién al azar,
una fraccion xg sera de la especie opuesta, formando pares AB en nimero:
N*® = NoxaxsZ = NoZX(1-X)
De modo que la contribucién energética a la energia de Gibbs por mol sera:
g™ (x) = N*®¢ = NyZe.x(1-x)

lo que permite interpretar la constante A del modelo, como N,Z¢.

Transiciones orden-desorden

En las soluciones solidas, ademas de las transiciones de fase ligadas a la composicion
como las ya descriptas, pueden aparecer transiciones desorden-orden entre una solucion
sélida al azar y un compuesto donde los atomos diferentes ocupan sitios determinados en la
estructura. Esto implica dar un paso mas en la descripcion de las soluciones soélidas a través de
g(T,P,x). Al término de sustancias puras (yuxtaposicionde A y B en las proporciones dadas)
hemos agregado primero un término entrépico originado por la simple mezcla de sustancias
distintas y luego un efecto energético por el cambio en la interaccién entre particulas que
implica esta mezcla. Pero si esta interacciéon es suficientemente intensa, podra provocar
cambios en la distribucion de particulas, que ya no sera al azar, modificando la entropia y la
energia total de interaccién.

Hay casos entonces en que, para una composicion fija, la interaccion atractiva (¢<0 ) entre
atomos de distinta clase es suficiente para forzar ordenamientos atomicos que favorecen la
formacién de pares de primeros vecinos distintos AB por sobre el ordenamiento al azar

implicito en la solucién regular. En la expresion utilizada para g™'(

X) hemos supuesto que la
probabilidad P*® de que un sitio vecino a un atomo A esté ocupado por un atomo B, es
justamente x=xg. Supondremos entonces que pueden producirse cambios en dicha

probabilidad dando lugar a una contribucion a la energia libre:
g™ (x) = NoxaP**Ze = N,Zg(1-x) P*®

Por simplicidad fijaremos la composicion en x=1/2 y entonces la parte energética de la energia

libre por la interaccion sera:
g™ = NoZe(1-x).P*® = A.P*¥/2.

Supongamos ademas que la estructura cristalina puede descomponerse en dos super-redes
iguales interpenetradas, 1 y 2, de modo que para un punto dado en una de ellas, los Z vecinos
préximos se encuentran en la otra y viceversa. La red cubica centrada en el cuerpo (bcc),
compuesta de dos redes cubicas simples (sc), constituye un buen ejemplo. Macroscépicamente

el grado de ordenamiento producido por la interaccién puede caracterizarse mediante el
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parametro de orden de largo alcance L, vinculado a las probabilidades de que los atomos de
tipo A y B ocupen correctamente los sitios propios en la estructura: Aenlared 1 yBenlared 2

o0 viceversa:

PA1 = PBZ = (1+L)/2 PA2 = PB'] = (1-L)/2

Para L=1 tendremos orden completo y entonces cada atomo A estara rodeado de Z atomos B y
viceversa.

Sugerencia: analizar la situacion para otros valores de L entre -1y 1.

Finalmente podemos verifica que
PAB = PA1.PB2 + PAQ.PB1 = (1+L2)/2
y entonces
9" (L) = A(1+L%)/4
que tiende al valor de solucion regular, A/4, para L=0 como se espera.

A su vez, estos ordenamientos van a modificar la entropia del sistema con respecto a la de
la mezcla al azar. Mediante métodos de la Mecanica Estadistica se puede establecer que la
entropia molar sera en este caso:

S(L) = -Nok[Pa1.In(Pa1) + Pg1.In(Pg1) + Paz.In(Pa2) + Pga2.In(Pg2)]/2,

s(L) = -R{(1+L)In[(1+L)/2]+(1-L)In[(1-L)/2]}/2,

que tiende a s™ (mezcla ideal) para L=0 como se espera. Finalmente tendremos:
gL)=g°+ )\.(1+L2)/4 + RT.[(1+L).In(1+L)+(1-L).In(1-L)}/2.

L tomara valores que minimicen g, es decir, que satisfagan:

dg/ol = A.L/2 + RT.In[(1+L)/(1-L)}/2=0

Expresion que conduce a una ecuacion trascendente para L:

L = - tgh(AL/2RT)

del tipo de las que ya hemos analizado y que conduce a soluciones no triviales (L#0) para T <

T, =-Ze/2k = -AM/2R y un comportamiento critico similar, propio de teorias de campo medio.
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Anexo: Entropia de mezcla

Supongamos una mezcla de r gases ideales distintos ocupando un volumen V a la
temperatura T. Si hay N; moles de cada uno de ellos, la presién resultante sera P = NRT/V con
N = 2N,;. Queremos determinar la entropia de mezcla, es decir, aquella parte de su entropia que
puede atribuirse estrictamente al proceso irreversible de haberlos mezclado. Con ese fin
compararemos la entropia S del estado mezclado con la de un estado de referencia S° donde
los r gases se encuentren a la misma temperatura y presion, pero separados en recipientes de
volimenes V,. Para que la presién sea la misma debe cumplirse V/V = N/N = x y
evidentemente 2V, = V.

Primeramente, recordando la ecuacion fundamental de un gas ideal, podemos escribir:
S = Na(T) + NR.In(V/N)

donde hemos separado la dependencia con U en el término No(T), teniendo en cuenta que

U=NC,T. Asimismo para las respectivas energias libres resulta:

F = No(T) - NRT.In(V/N)
G = Ny(T) + NRT.In(P)

Ahora, en virtud de la aditividad de la entropia podemos escribir para el estado de

referencia:
S° = Z[Nioy(T) + NiR.In(Vi/N))].

Para el estado mezclado, podemos utilizar la misma expresion, teniendo en cuenta que ahora

cada gas ocupa todo el volumen V, como si los otros no existieran:
S = Z[Nioy(T) + NiR.In(V/N))].

Resulta asi una entropia de mezcla:

8™ =8-8°=3INR.[IN(V/N) - In(Vi/N))] = R.ZN;.In(V/V;)

que puede escribirse:

S™ = NR.Z(N/N)In(N/N;)

o bien:

S™ = -NR.Zx;.In(x;)
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Veamos qué resulta para la energia libre de Gibbs G = U + PV — TS = ZN; como
consecuencia de esta entropia adicional. Tanto la energia como el volumen son aditivos sobre
los sistemas separados para dar el sistema mezclado a la misma presién, de modo que la

diferencia entre G y G° solo vendra del término entropico. Podemos escribir entonces:

G =G°-TS™ = =N.[yi(T) + RT.In(P)] + RT.EN,.In(x))
G = IN.[y(T) + RT.In(P) + RT.In(x))]

que, introduciendo las presiones parciales, P; = x;P, suele escribirse:

G = ZN.[yi(T) + RT.In(P)].

Finalmente los potenciales quimicos de cada especie seran:

pi = vi(T) + RT.In(P) + RT.In(x;)

donde y;(T) + RT.In(P) representa el potencial quimico de la sustancia pura que llamaremos

1i°(T,P) y entonces:

b = u(T,P) + RT.In(x)

para cada componente en la mezcla.
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CAPITULO 14

Equilibrio quimico

En este capitulo discutiremos como incluir en nuestra descripcion la posible existencia de

reacciones quimicas y otras transformaciones internas en el sistema.

Reacciones quimicas

Consideremos ahora cémo extender nuestro tratamiento termodinamico a sistemas entre
cuyos constituyentes pueden ocurrir reacciones quimicas. Una reaccidén quimica es un proceso
en el que algunos constituyentes desaparecen dando lugar a la aparicién de otros. Como
resultado, los diversos numeros de moles (variables termodinamicas) cambian, aumentando
unos a expensas de otros. Las relaciones entre los numeros de moles cambiantes estan
regidas por las leyes basicas de la quimica y se describen por medio de ecuaciones quimicas

tales como:

2H, + O, «» 2H,0

0, < 20

ClsP <> ClI3P + Cl,

2Fe,03 +3Ti <> 4Fe + 3TiO,

El significado de estas ecuaciones, por ejemplo la primera, es que los cambios en los
numeros de moles de H,, O, y H,O estan en la relacion -2:-1:2. La eleccién de signos es
arbitraria; obviamente tienen que ser diferentes a ambos lados de la ecuacién para indicar que
la disminucion de unos (reactivos) implica el aumento de otros (productos). Los nimeros de
moles de cada especie quimica o componente pueden ser cualesquiera y no satisfaran en

general una relacion sencilla, pero sus cambios si, a saber:
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'thidrogeno/2 = ‘dNoxigenoM =dNagua/2 = d&

donde dg es un factor de proporcionalidad denominado avance de la reaccion.
Para una reaccion quimica general, que involucre a las especies Aq,A,,...,Ax como reactivos

Y Ax+1,Ak+2, ...,A, cOmo productos, podemos escribir:

- V1A1 - V2A2 T VkAk > Vk+1Ak+1 + Vk+2Ak+2 +...+ VnAn

2r-ViAi © 2p VA

donde los v; son los llamados coeficientes estequiométricos y los subindices R y P indican
sumas sobre los reactivos y productos respectivamente. Del mismo modo que en el ejemplo,

esta ecuacion significa que:
dN1/V1 = sz/Vz =..= dNn/Vn = dE',

relacionando las variaciones en los numeros de moles de las especies participantes en la
reaccion. Es conveniente definir coeficientes estequiométricos que se extiendan a todos los
constituyentes del sistema, dandole valor nulo a los de aquellos que no participen de la

reaccion y escribir la ecuacion'® quimica de manera compacta:
ZViAi -0

o bien:

dN; = v.dg i=1r

La identificacion de productos y reactivos y con ello la atribucidon de signos a los coeficientes
estequiométricos es arbitraria ya que la reaccidon puede ocurrir en ambas direcciones. Un
criterio bastante usado es el de considerar positiva la direccion de ocurrencia en que la
reaccion libera calor (exotérmica) y negativa la direccion contraria (endotérmica). Notemos que
el signo de d¢ define el sentido de avance de la reaccion.

Las consideraciones presentes pueden extenderse a casos en que en el sistema ocurran
otros procesos de transformacion interna como ionizacién, formacion de pares, reacciones
nucleares u otras reacciones generalizadas en las que el nimero de constituyentes varie segun

una dada ecuacion “quimica” caracteristica.

' Si bien la (14.1) es una ecuacion simbdlica, ella esta expresando la ecuacién de conservacion de la masa. En efecto:
dm = ZM,dN, = ZViMidE_, =0 |mpI|ca XViM‘ =0.
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Termodinamica del equilibrio quimico

Se trata ahora de revisar las condiciones de equilibrio en presencia de la reaccién quimica.
En el estado de equilibrio las variables termodinamicas, en particular los N;, no cambian con el
tiempo. Ello no implica que la reaccién no ocurra, sino mas bien que esta ocurriendo en ambos
sentidos, con igual velocidad, dando lugar a concentraciones constantes (dN; = 0) desde el
punto de vista macroscépico. En un sistema a temperatura T y presion P constantes, los
estados de equilibrio son los que minimizan la energia libore de Gibbs G(T,P,N4,N,,...,N,).
Consideremos un apartamiento virtual del equilibrio d§, con lo que los N; variaran segun 2,

dando siempre dG=0 que es el requerimiento para el equilibrio en las condiciones supuestas:
dG = zu, dN, = Zuivi.d§ = 0, A dE_,

Entonces la condicion de equilibrio quimico resulta:

ZViHi =0

que es una ecuacion para la composicion del sistema ya que u; = ; (T,P,N{,Na,...,N;) y los v;
son constantes. En general para determinar completamente la composiciéon sera necesario
conocer la composicion inicial {N;°} y el grado de avance &. Para cada componente tendremos

en el estado de equilibrio: N; = N° + vi&. y entonces

wi = w(T,P,&;comp.ini.) y
2 vik = 2 viwi(T,P,&;comp.ini.) = 0

ecuacion que permite determinar & y consecuentemente la composicion {N;} para las dadas T y
P.

Al relacionar entre si los potenciales quimicos, esta ecuacion restringe en uno los grados de
libertad del sistema. Si el sistema consiste de varias (¢) fases en equilibrio, como todos los y;
deben ser iguales entre las fases, la condicion de equilibrio quimico se cumplira en todas ellas.
En caso de que en el sistema ocurran varias (q) reacciones, cada una caracterizada por sus
coeficientes estequiométricos {vij }, deberan cumplirse simultaneamente ecuaciones de ese tipo
para cada reaccion. De modo que el numero de grados de libertad del sistema resulta:

f =r+2-9-q y la regla de las fases de Gibbs puede reescribirse:
¢ <r+2-q.

Para adecuar nuestra formulacién termodinamica al caso presente es conveniente definir

una nueva magnitud, intensiva, la afinidad quimica,
A=Y v,
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que, segun la expresion para dG, resultara la variable conjugada del grado de avance

(extensiva) en la representacion de Gibbs:

A =-(0G/o)rp
dG = -SdT + VdP -Ad¢

En otras representaciones resultaran expresiones analogas, por ejemplo:

dU = TdS - PdV -AdE,
dS = (1/T)dU + (PIT)dV + (A/T)dE.

La condicion de equilibrio adquiere entonces la forma A=0, diferente a la forma habitual que
expresa la igualdad de fuerzas (presiones, potenciales quimicos, etc) entre las partes. Si
consideramos al sistema conceptualmente descompuesto en dos subsistemas conteniendo
respectivamente los reactivos y los productos, el estado de equilibrio, que resulta del balance
exacto entre las fuerzas que tienden a pasar particulas de uno al otro, puede describirse por la
condicion: X r-viui = 2p vili, que recuperaria asi la forma habitual: Ag = Ap.

Si bien sdlo un valor determinado de la afinidad, A=0, se asocia con el estado de equilibrio a
las dadas T y P, podemos extender su definicion a otros estados vecinos (T,P,X1,...,Xr.1)
conectados con el de equilibrio por la reaccién, dN; = v;.d&, y que serian estados de equilibrio
estables si suprimiéramos la reaccion. La afinidad resultante para esos estados sera no nula
indicando el apartamiento del equilibrio y la consecuente ocurrencia de la reaccién en la

direccion que tienda a anular A (ver figura 14.1).

Estabilidad

De acuerdo con la forma general de los criterios de estabilidad, en presencia de una

reaccion quimica debera cumplirse:

Gy = (0°GIOE%)rp = —(0AIOE)e > 0,

ademas de los criterios habituales, Cy>0 y k>0, que en este caso deberan tomarse a &=cte. En
el grafico de la figura 14.1 puede hacerse una interpretacion directa de este criterio.

También deberan cumplirse relaciones de Maxwell adicionales, que establecen propiedades

para las derivadas parciales de A:
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Figura 14.1

(ONBP)y: = -(8°GIoPOE)r = -(8VIoE)re,
(OAJOT)p: = -(6°GIOTEE ) = (0SIOE)rp.

Para dar cuenta de los efectos calorificos que acompafian a una reaccion suele definirse el
calor de reaccion como el calor entregado al sistema, a T y P constantes, por grado de avance

unitario:
Q, = (dQ/dE)rp =T (0S/0E)rp = T (OA/OT )pe

donde hemos usado una de la relaciones de Maxwell. Las reacciones que liberan calor (Q,<0)
se denominan exotérmicas y las que lo absorben (Q>0) endotérmicas. Este calor esta
asociado con la diferencia en entalpia11 entre productos y reactivos AH y cambia de signo al
cambiar el sentido de la reaccion. Por tanto si una reaccion es exotérmica en un sentido (d&>0,
por convencion) sera endotérmica en el sentido contrario (d&<0) y viceversa.

Es interesante analizar, a partir del criterio de estabilidad, el comportamiento del sistema
cuando se intenta modificar su temperatura o presion. Analicemos cémo se desplaza el
equilibrio cuando queremos aumentar la temperatura en dT, manteniendo constantes la presion
y la afinidad (A=0):

! Podriamos haber definido tambien: Qr = (dH/dE)p = T (0S/0E)e — A =T (0A/OT)p pues A=0, usando dH=TdS+VdP-
Ade.
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dé = (0/0T)pa dT
(O80T )ap = (AT )l (OAIGE)p = (QUIT)/Gee

Por estabilidad, el denominador debe ser positivo y por lo tanto el sigho de la derivada sera
el mismo que el del calor de reaccién. Asi, las reacciones endotérmicas avanzaran (d&>0) y las
exotérmicas retrocederan (d¢<0), tomando siempre calor del medio y disminuyendo la accién
exterior que intentaba aumentar la temperatura.

Analogamente, cuando queremos aumentar la presion, manteniendo constantes la

temperatura y la afinidad (A=0), el grado de avance cambiara en:

d& = (8%/0P)ar dP.
(08/OP)xr = (OAIOP)1/(@AIE)pr = ~(OVIOE)pr G,

y entonces el signo de la derivada sera el opuesto al del cambio de volumen por grado de
avance. De manera que la reaccién avanzara en el sentido en que disminuya el volumen del
sistema, una vez mas reduciendo los efectos de la accion exterior (compresion). Estos efectos
pueden ser muy importantes en fase gaseosa para reacciones donde cambian los numeros

totales de moles y por tanto los volumenes.

Ley de accion de masas

Cuando el sistema en el que la reaccidon quimica tiene lugar, puede considerarse como una

mezcla ideal, tendremos:

w = w°(T,P) + RT.In(x)),

Entonces, la condicidn de equilibrio (4) puede expresarse:

Svilul(T,P)+RT.Inx] = Sviu’ + RTXIn(x.") = 0

o bien:

Ix; 6" = exp(-Zvin”/RT) = K(T,P)

que es la llamada ley de accién de masas (Guldberg-Waage). Hemos introducido la constante
de equilibrio K que define una relacion entre las concentraciones de equilibrio para cada T y P.

La sumatoria en el argumento de la exponencial puede interpretarse como un balance

energético de la reaccion considerando los componentes puros (figura 14.2):
Ag = Yvin® = Ypvin® = Trevip’
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cuyo signo determinara si en la mezcla prevalecen los reactivos Hin,eVi >pri,evi (para Ae>0), o
los productos ITpx; " >ITrx;" (para Ae<0).

Invirtiendo la expresion para K(T,P):
Yviu® = RT InK
y la afinidad puede entonces reescribirse:
A =-Y vipi = -Xvi’ - RTEIn(x") = RT.In(K/Ix").
Como se discutio antes, esta definicion de A puede considerarse aplicable no sélo al estado de
equilibrio sino también a otros estados conectados con él. Para el caso de equilibrio (A=0) la

(15) se reduce a la ley de accién de masas que es la que define el valor de K(T,P) cuando se

usan las concentraciones x; de equilibrio.

Figura 14.2

Veamos como estimar el calor de reaccion a partir de esta expresion para A:
Q, = T(GA/T)p: = RT.IN(K/MIX") + RT.(AINK/T)p; = A + RT.(AINK/AT)p
y teniendo en cuenta que en equilibrio A=0, resulta la conocida relacién de van’t Hoff:

(8InK/aT)p = Q/RTZ

Si ademas el sistema donde ocurre la reacciéon puede tratarse como una mezcla de gases
ideales:
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wo(T,P) = yi(T) + RT.InP
Wi = vi(T) + RT.InP + RT.Inx; = y(T) + RT.InP;.

Entonces la ley de accién de masas resulta:
[IP" = exp(-Xviy/RT) = K'(T)

o bien

x" = P2 K'(T) = K(T,P).

Como en el caso anterior, podemos escribir:
A =-Yvyi - RTZIn(P") = RT In(K'(T) /TIP" )

Cinética

En el estudio de la termodinamica de procesos irreversibles las reacciones quimicas
proveen buenos ejemplos de sistemas fuera de equilibrio. Por eso es conveniente hacer un
analisis, aunque sea sencillo, de la cinética de las mismas y de su relacién con las magnitudes
termodinamicas que hemos definido.

Como hemos dicho, el equilibrio puede pensarse como resultado de un balance exacto
entre la reaccion directa R—P que ocurre con velocidad vp vy la inversa P—»R que ocurre con
velocidad v,. La velocidad neta v=vp-v|, se anulara en equilibrio. La idea mas simple que
podemos hacernos de una reaccion quimica elemental es la de una colision inelastica en la que
entran los reactivos (productos) y salen los productos (reactivos), liberando (consumiendo) una
cierta cantidad de energia (Q;). Podemos pues escribir las velocidades de reaccion como
proporcionales a las probabilidades de encuentro, es decir:

2

Vp = kD.X1_V1.X2_V ...Xk_Vk = kDHR XiIVI‘

vk+2

_ k1 e i
V= k|.Xk+1V Xk+2 ..er = k|np Xiv

donde kp y k| son las llamadas constantes cinéticas. Estas dependeran de las barreras de

potencial que deban superarse para dar lugar a las respectivas reacciones. Entonces:
v = dg/dt = vp (1-vi/vp) = vp [1-(T1x"")/( Ko/ki)]
Pero en el equilibrio (xi= x;¢), tanto v como A se anulan y entonces resulta:

K =TIx.¢" = kplk
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Asi:

v = vp [1-(ITx"/K)]

y, como, al invertir la expresion para la afinidad:
In(Ix"/K) = -A/RT,

resulta:

vV = vp [1-exp(-A/RT)]

Esta es la ecuacién cinética que relaciona la velocidad de reaccion neta, con la afinidad

(apartamiento del equilibrio). Relacion que también puede escribirse:
A = RT In(vp/v))

Para reacciones no muy apartadas del equilibrio A<<RT (2.5 kd/mol a 300K) resulta una

relacién lineal:

v = vp.(A/RT) = Vo,A/IRT

donde v, es la velocidad de reaccion directa en equilibrio quimico. En ese caso, entonces, el
coeficiente cinético (que definiremos) sera: L=v,/R.

En el otro extremo, cuando A/RT — «, muy lejos del equilibrio:

V> vpy Vv ~0.

Tipicamente es facil alcanzar valores de A en el rango 10-100 kJ/mol, apartandose del régimen

lineal.
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CAPITULO 15

Efectos de superficie

En este capitulo extenderemos la aplicacion de nuestro formalismo a sistemas en los que no

puede despreciarse el efecto de las superficies limite y de separacion entre fases.

Tensién superficial

Hasta aqui hemos dejado de lado los efectos debidos a la existencia de una superficie de
separacion entre los cuerpos. Nuestra definicion de sistema simple requeria que el mismo fuera
suficientemente grande para poder despreciar efectos superficiales. En realidad, las fases en
contacto estan separadas por una delgada capa de transicidon pero como no nos interesamos
por su estructura podemos considerarla como una superficie geométrica. Al aumentar las
dimensiones de un cuerpo (N) los efectos de superficie crecen mucho mas lentamente (N2) que
los de volumen (N3), por lo tanto se justifica prescindir de aquellos en un estudio de las
propiedades volumétricas. Sin embargo, hay una serie de fendmenos importantes asociados
con las propiedades de las superficies de separacion: diferencia de presion superficial,
adsorcién, humectacioén, capilaridad, forma de las fases, nucleaciéon en los cambios de fase,
entre otros, que merecen ser tenidos en cuenta. El creciente desarrollo de sistemas
nanoestructurados: materiales nanocristalinos, nanoparticulas, laminas delgadas, etc. requiere
de una descripcidon que tenga en cuenta las propiedades superficiales.

Microscépicamente, las fases se distinguen por el tipo e intensidad de las fuerzas entre
particulas constituyentes: cohesion. En la superficie de separacion ocurre entonces una
discontinuidad en tales fuerzas de cohesién, que resultara en una fuerza efectiva sobre las
particulas superficiales. Imaginemos la situacion en el seno de una fase liquida y en la
proximidad de la superficie de separacién con una fase gaseosa, donde las fuerzas de
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interaccion son despreciables. Se advierte rapidamente que la resultante de las fuerzas
atractivas que ejercen las particulas vecinas sobre una dada particula en la fase condensada,
depende de su distancia a la superficie. En efecto, en un punto bien en el interior de la fase, la
resultante es practicamente nula, en cambio en puntos proximos a la superficie hay una fuerza
neta dirigida hacia el interior. Esta fuerza resultante ira disminuyendo rapidamente al penetrar
en el liquido. En consecuencia para llevar una particula a la superficie hay que realizar trabajo
contra estas fuerzas. Luego, las particulas de la superficie tienen una energia adicional o bien
la superficie tiene energia en exceso: energia superficial.

Las propiedades termodinamicas de una superficie de separacion quedan totalmente
caracterizadas por una magnitud: la tensién superficial y (funcion de estado) que puede
definirse a través de un término adicional de trabajo en la expresion para la energia interna
(ecuacion de Gibbs). Sea A el area de la superficie de separacion entre las fases. En un
proceso cuasiestatico en que ésta se modifica en dA el trabajo invertido es proporcional a este

cambio, es decir:
AW, = v.dA.

Sobre esta base se puede demostrar que sobre la unidad de longitud del contorno que limita
una porcién de la superficie de separacion, actia una fuerza equivalente igual en valor absoluto
a vy, tangente a la superficie y dirigida segun la normal interior al contorno. Esto implica y>0.
Esta fuerza tiende a minimizar la superficie de separacién entre dos fases, para un dado
volumen de ambas. Caso contrario ésta creceria sin limite, entremezclandose las fases.

Si una fase isétropa se introduce en otra, toma entonces una forma esférica si pueden
despreciarse fuerzas exteriores volumétricas como la gravitatoria. Por ejemplo, gotas o
burbujas pequefas, liquido en ausencia de gravedad, gota de aceite en el seno de una mezcla
de alcohol y agua que tenga su misma densidad. Para fases anisétropas (solido cristalino), vy
sera funcion de la orientacidon de las caras del cristal y habra que definir los correspondientes
T (hKI: indices de Miller que determinan el tipo de plano cristalino). Conocida esta

dependencia podra determinarse la forma de equilibrio de esa fase como aquella que minimiza

la energia superficial total: jy.dA. Se puede demostrar que la forma de equilibrio esta

constituida por un pequefio nimero de partes planas (planos cristalinos de bajos indices de
Miller) que no se cortan formando angulos vivos sino que estan unidos por superficies curvadas
(muchos planos pequerios de indices de Miller superiores).

La tension superficial entre fases de una dada sustancia es funcién Unicamente de la
temperatura. Consideremos, por ejemplo, la superficie de separaciéon de las fases liquido y
vapor de una sustancia pura. Dado que y caracteriza a fases que coexisten en equilibrio mutuo,
es decir con valores de T y P sobre la curva de coexistencia P=P(T), dependera de una unica
variable independiente: la temperatura, por ejemplo. Al aumentar la temperatura y acercarnos

al punto critico, donde la diferencia entre las fases desaparece, y debe tender a cero. Existen
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algunas férmulas propuestas para esta dependenciam, basadas en la ley de estados
correspondientes f(P/P.,V/V.,T/T;) = 0. Las mas conocidas son las siguientes:
vy = C(TeTIV?? Eétvos,
v =d.P2 T *(1-T/T)"; n~1.23 van der Waals.
A continuacion consideramos algunos casos simples en los que el término adicional y.dA

puede ser relevante para determinar las propiedades termodinamicas del sistema.

Superficie sin espesor

El caso mas sencillo que podemos considerar es el de una superficie sin espesor. V no tiene

sentido en este caso y dejando de lado N, las Unicas variables a considerar seran S y A:

dU =T.dS + y.dA,

o bien:

dS = (1/T)dU — (y/T).dA.

Asi, en las representaciones energética y entrdpica, la variable extensiva A tiene a y y a -y/T
como intensivas conjugadas, respectivamente.

Las energias libres pueden definirse de la manera usual:

F=G=U-TS,
dG = -S.dT +7.dA,

con la relacion de Maxwell correspondiente:
(0SI0A)t = -(0y/OT)a.
y las ecuaciones de estado:

S =S(T,A) = As(T),
v =y(T,A) = y(T).

Aqui hemos usado la extensividad de S y la intensividad de y y hemos introducido la entropia

especifica (por unidad de area) que puede entonces escribirse:

s = (0S/0A)r = -(0y/OT )a = -dy/dT

12 Para un liquido en equilibrio con su vapor, teniendo en cuenta que [y]=erg/cm?= [T"®p??], Landau propone y =
Te" P K(T/Te)= ToVe ™ . g(T/Te).
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o bien:
S = -Ady/dT.
Notemos que la positividad de S es consistente con el caracter decreciente de y(T).

Ademas, utilizando la ecuacion de Euler:

U=TS +yA = (y- T.dy/dT)A,
F=G=yA

Podemos definir también una capacidad calorifica a area constante:
Ca = T(85/0T)a = -Td*y/dT
Como aplicacién podriamos considerar las condiciones de equilibrio en un sistema

bidimensional homogéneo aislado. Si lo suponemos virtualmente dividido en dos subsistemas

(1y 2) que coexisten en equilibrio es facil encontrar las condiciones:

Ti=Toy v1=7v2

minimizando la energia interna para los dados valores de S y A. Arribamos a la conclusion
obvia de que T y y deben ser los mismos sobre todo el sistema. Podria discutirse en este marco
la posible coexistencia de dos fases bidimensionales en equilibrio. Para que ello sea posible

debe cumplirse: v4(T) = vo(T), lo cual se satisfara a una temperatura determinada T..

Sistema tridimensional con superficie

Consideremos ahora un sistema tridimensional ordinario compuesto de una sustancia pura

con una superficie limite. La ecuacion de Gibbs entonces debe escribirse:
dU = TdS - PdV + pdN + ydA,

y la correspondiente ecuacién de Euler:

U=TS-PV+uN +yA.

Se suelen separar las diferentes magnitudes termodinamicas en términos aditivos de
volumen y de superficie: X = X, + X,. Para ello debe hacerse alguna hipotesis sobre la
subdivision de materia entre estas dos partes. Habitualmente se supone (hipdtesis de Gibbs)
que la superficie no tiene volumen ni particulas es decir: Vs = Ng = 0. En ese caso la subdivision

es inmediata a partir de que:
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Fs=Gs = YA Sg=— A.dy/dT,
con lo que resulta, por ejemplo:

U=U,+Us=U,+ (y- Tdy/dT)A,
C=C, +C,=C,— T.(d*/dT?A.

Resultaran ademas, nuevas relaciones de Maxwell. Por ejemplo, en la representacion de

Gibbs a N=cte, como dG = -SdT + VdP + ydA, tendremos:

(0S/0A)rp = -(&yI6T)p
(/oA p = -(yI0P)r a.

Esta ultima derivada en general se anula.

Para este tipo de sistemas, que en realidad se encuentran abiertos al medio (a través de su
superficie limite) y entonces en equilibrio con él, puede ser conveniente trabajar con el gran
potencial Q convencionalmente definido como Q = U[T,u] = U — TS - uN. De acuerdo con lo

visto:

Qs =U—TSs-uNg=Fs=vA
pues Ng = 0. Entonces:

Q=0,+0,=-PV +A

mostrando cierta simetria en los roles de y y —P en los términos de superficie y volumen. La
utilidad de este potencial se deriva de que en equilibrio T y p coincidiran con los del medio,
pero no ocurrira necesariamente lo mismo con P, como veremos.

Para apreciar la importancia relativa de los términos de superficie, segun el tamafio del
sistema, podemos mencionar algunas estimaciones en agua a 373K. La contribucién superficial
a la capacidad calorifica C¢/C, que es soélo de 2.3.10°8 para una esfera de 100mm de diametro,

puede alcanzar a 2.3.107 para gotas de 100nm de diametro.

Equilibrio de fases en presencia de interfase

Consideramos ahora las condiciones de equilibrio para un sistema aislado compuesto de
dos fases coexistentes, teniendo en cuenta la capa superficial de separaciéon entre ambas:
interfase. Suponemos entonces al sistema dividido en ftres subsistemas: fase 1, fase 2 y
superficie de separacion, para la cual nuevamente imponemos: Vs = Ny = 0. La condicién de
equilibrio sera la de U minimo y las condiciones de cierre: S, V y N constantes. De aqui
resultan las relaciones siguientes:

125



dSS =—- dS1 - dSz
dV2 =- dV1
dN2 =- dN1

En un apartamiento virtual del estado de equilibrio:

dU=dU, +dU,+ dU; = 0.
du= T1dS1 - P1dV1+ },l1dN1 + T2d82 - P2dV2+ szNz + TSdSS + ’YdA
dU = (T4-Tg)dSq + (T2-Ts)dS; — (P1— P2)dV+ (n4-p2)dNq + ydA.

Como dS;, dS, y dN4 son independientes, sus coeficientes deben anularse para asegurar

dU=0. Entonces resultan las condiciones de equilibrio:

T1 :T2:TS

H1=Ha.

Por el contrario dV;y dA no son independientes ya que los cambios de volumen y superficie

pueden estar relacionados. Entonces™:

— (P1—P2)dV1 + YdA =0

obteniendo asi la nueva condicion de equilibrio:

AP = (P1—P2) = y(dA/dVy)

En general, para una superficie descripta por dos radios de curvatura (pa,, py), resulta la

ecuacion de Laplace:

(P1=P2) =y (1/pa+ 1/pp)

incluyendo los casos particulares:

plano (ps= pp = ) AP =0
cilindro (pg=r; pp= ) AP =vy/r
esfera (pa=pp=T) AP = 2y/r

Este ultimo resultado puede obtenerse directamente notando que para una esfera de radio r:
dA=8nr.dr y dV,=4xr’.dr

* Notar que esta condicién es equivalente a dQ = -P,dV-P.dV,+ydA =0
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Aplicaciones

Como aplicacion estimaremos el cambio en la presion 6P para un fluido en equilibrio con su

vapor a través de una superficie curva. En ese caso, para las fases que coexisten:
1i(T,P1) = pa(T,Pa),

donde T es la temperatura comun de equilibrio y P4#P,. Si P, es la presiéon de equilibrio para

interfase plana a la misma T, podemos escribir:
1(T,P1) - ua(T,Po) = pa(T,P2) - pz(T,Po),

o bien:

dpg = dp

Segun la ecuacion de Gibbs-Duhem, a T constante: du=v.dP. Entonces, si los cambios de

presion 8P; = P;-P, son pequefos, puede aproximarse: du ~ v.8P con lo cual:
V0P = vo0Ps.

Ademaés:

8P4-8P, = P4-P,= AP

Resolviendo hallamos:

6P1 = AP.Vz/(Vz-V»])
6P2 = AP.V1/(V2-V1).

Por ejemplo, para el caso de gotas de liquido en vapor (1=l; 2=9g):
V4<< Vo, =RT/P,~ RT/P,
ya que consecuentemente: 5P,<<4P;.
Entonces:
3P, =~ AP, 3Py ~ AP.P,v/RT,

0 bien, suponiendo gotas esféricas de radio r:
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P\~ Py+2ylr Py~ Po[1+(2y/r)(W/RT)]

Es decir que la presiéon de vapor sobre una gota es mayor que sobre la superficie plana de
un liquido y esta diferencia, siguiendo a AP, ira aumentando al reducirse el tamafio de la gota.

En el caso de gotas muy pequefias 5Py/P, ya no es despreciable y la aproximacion hecha
(du =~ v.8P) no es valida, ya que en los gases v depende fuertemente de p. Usando para el

potencial quimico la expresion p(T,P) = ¢(T) + RT.InP resulta:

dug = Hg(T,Pg) - ng(T,Po) = RT.In(P/Pg)

Para la fase liquida, practicamente incompresible, la influencia del cambio de presién es

insignificante y podemos continuar aproximando &y, ~ v,.0p;. Luego:

RTln(P/Pg) = V|(P|-Pg) ~ V|(P|-Po) = AP.V|

y entonces:

Py = Po.exp(AP.V/RT) = Po.exp[(2y/r)(w/RT)].

Intercambiando los roles de gas y liquido, burbujas gaseosas en fase liquida (1=g; 2=l),

resultan expresiones semejantes con el signo cambiado.
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